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6.1. Reducción módulo p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

6.2. Caracterización de número congruente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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1. Introducción

La matemática de los griegos y los árabes han dejado varios problemas abiertos. Problemas

que en la búsqueda de su solución han posibilitado el avance de la misma matemática. Basta

ver toda la teoŕıa creada en el siglo XVIII para demostrar la imposibilidad de las famosas

construcciones griegas con regla y compás. Otro problema, muy famoso, es el problema de

los números congruentes. El armamento matemático que en la actualidad hay detrás de este

problema es “tremendo”, sólo por mencionar algunas ramas de la matemática de las que se

vale: álgebra, análisis, geometŕıa algebraica y teoŕıa de números lo cual muestra entre otras

cosas, el uso combinado de herramientas matemáticas para su solución.

Para aclarar la complejidad que encierra el inocente problema del número congruente, empe-

cemos por su definición. Un número natural n es un número congruente si existe un triángulo

rectángulo de lados racionales tal que su área es n. Desde un punto de vista histórico, el pro-

blema de estudiar si un número dado es congruente proviene de los árabes, aunque siendo

ellos herederos activos de la tradición matemática griega, posiblemente haya sido planteado

mucho antes. El primer registro data del siglo X cuando el matemático Al-Karaji se hizo la

siguiente pregunta: ¿Para qué enteros n existe un número racional ω tal que ω−n, ω y ω+n

sean cuadrados perfectos racionales? [2]

Distintos matemáticos se han enfrentado a este problema y han dado aportes parciales o par-

ticulares, o han encontrado definiciones equivalentes. Por citar algunos, Fibonacci mostró que

5 es un número congruente, Fermat mostró que 1 no es congruente, Euler dio la definición

actual de número congruente.

El matemático Jerrold Tunnell [12] conjeturo una caracterización de número congruente, en

su trabajo asegura que un entero n libre de cuadrados es congruente, ya que el ser congruente

es independiente de factor cuadrado, si y solo si la cantidad de soluciones de cierta ecuación

diofántica es el doble que otra, por ejemplo si n es impar las ecuaciones son

2X2 + Y 2 + 8Z2 = n

2X2 + Y 2 + 32Z2 = n

El inconveniente es que Tunnell en una de las implicaciones de la prueba utilizó como hipóte-

sis uno de los problemas del milenio, la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer. Esta conjetura

proporciona un criterio para que una curva eĺıptica tenga solo un número finito de puntos
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racionales.

El estudio de las curvas eĺıpticas no es realmente nuevo. Se definen mediante ecuaciones

polinomiales de tercer grado. El papel de estas curvas ha sido central en matemáticas desde

el siglo XVIII. Sus propiedades geométricas y aritméticas encontraron aplicación en múlti-

ples problemas y campos matemáticos. Por ejemplo, el Algoritmo de Lenstra [9] que sirve

para factorizar enteros grandes y por tanto útil en la criptograf́ıa; o como herramienta en la

demostración del último teorema de Fermat. Las curvas eĺıpticas tienen una faceta algebrai-

ca, además de la geométrica. Aśı que parara su comprensión se necesita hablar primero de

geometŕıa algebraica.

La geometŕıa algebraica es una rama de las matemáticas que combina la geometŕıa anaĺıtica

con el álgebra abstracta, especialmente el algebra conmutativa. Estudia las propiedades de

sistemas de ecuaciones algebraicas y su interpretación geométrica. Es esencial para llegar a

definir y entender la estructura de grupo en curvas eĺıpticas, estructura importante para el

objetivo principal del presente trabajo.

Este trabajo pretende caracterizar los números congruentes a partir de la estructura de grupo

de ciertas curvas eĺıpticas, restringido a los puntos racionales, que se construyen a partir de

la definición de número congruente. Más espećıficamente con la existencia de elementos de

orden infinito en el grupo. Utilizando como hipótesis el teorema Mordell-Weil, el cual afirma

que el grupo es finitamente generado.

Es interesante mencionar que, aunque todos los resultados a utilizar en la caracterización que

se pretende hacer están demostrados y ofrece un método sencillo de encontrar el triangulo

rectángulo que demuestra la congruencia del número, el realizado por Tunnell es superior, en

el sentido de que ofrece un algoritmo más eficiente para comprobar el ser congruente, ya que

es mas sencillo encontrar las soluciones enteras a las ecuaciones de Tunnell que la existencia

de un punto racional de orden infinito en la curva eĺıptica.

Para la comprensión de este trabajo se recomienda principalmente tener algún conocimiento

sobre teoŕıa de cuerpos y álgebras de polinomios. Se iniciará por una revisión de geometŕıa

algebraica en el plano af́ın estudiando cómo traducir definiciones algebraicas como irreducti-

bilidad, divisibilidad, derivadas de polinomios y otras desde un punto de vista más geométrico

y llevar los elementos del plano af́ın al espacio proyectivo, permitiendo la aplicación del teo-

rema de Bézout. Posteriormente se realizará un estudio de curvas racionales para establecer

la buena definición a la operación de grupo definida sobre las curvas eĺıpticas.

Cabe aclarar, que este trabajo es una monograf́ıa principalmente sobre el art́ıculo [8], para

el cual, fue necesario consultar libros como [13] para justificar y explicar todos los resultados

y argumentos que en dicho art́ıculo se presentaban.



2. Curvas algebraicas planas afines

En este caṕıtulo se estudiarán algunos conceptos básicos de geometŕıa algebraica, como se

dijo en la introducción, se describe como se interpretan la propiedades algebraicas de los

polinomios de dos variables en un sentido geométrico. Cuando son polinomios de varias

variables, aparece la interpretación geométrica en el trazo del conjunto de soluciones.

2.1. Introducción

Sea K un cuerpo, se denotará por A2
(K) a K × K sin ninguna estructura algebraica, es

decir, A2(K) es el conjunto de 2-tuplas de elementos de K. Lo llamaremos plano af́ın y a

sus elementos puntos.

Definición 2.1. Una curva algebraica plana af́ın VK(f), o simplemente curva, es un sub-

conjunto de A2(K) formado por los ceros de f ∈ K[X, Y ]\K, esto es

VK(f) =
{
(x, y) ∈ A2(K)/f(x, y) = 0

}

se escribe V (f) si K es sobrentendido.

Ejemplo 2.2. Sea K = R:

r

(a) V (X2 + Y 2 − r2) (b) V (X2 + Y − 2)
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(c) V ( Y 2 −X(X − 1)(X + 1) )

Polinomios distintos pueden definir el mismo conjunto de ceros. Por ejemplo, V (f) = V (fm),

con m > 1. Para esto será necesario encontrar una noción de “minimalidad”que permita

asociarle a una curva el menor polinomio que la genere.

De ahora en adelante, a menos que se mencione lo contrario, los puntos están sobre un

cuerpo K algebraicamente cerrado y de caracteŕıstica cero. Por ejemplo, K = C el cuerpo

de números complejos.

Proposición 2.3. Sean p, f ∈ K[X, Y ]\K tal que p es irreducible. Entonces V (p) ⊆ V (f)

si y solo si p|f en K[X, Y ].

Demostración. Sin perdida de generalidad supongamos que Y aparece en p. DefinaA = K[X ]

y L = K(X) el cuerpo de fracciones de A. Por hipótesis p es irreducible en A[Y ], entonces p

también lo es en L[Y ] como consecuencia del lema de Gauss (pag. 143 de [13]). Por absurdo

se supone que p ∤ f en K[X, Y ], por tanto mcd(p, f) = 1 en L[Y ], nuevamente por el lema

de Gauss. Dado que L[Y ] es un dominio de ideales principales, entonces existen a, b ∈ L[Y ]

tales que

ap+ bf = 1.

Se puede escribir a = a′/c y b = b′/c con a, b ∈ A[Y ] y c ∈ A no nulo, por tanto

a′p+ b′f = c.

Como K es algebraicamente cerrado y Y aparece en p, la ecuación p(x, Y ) = 0 para x ∈ K

tiene solución, excepto para un número finito de x. Sabiendo que V (p) ⊆ V (f) entonces

existe una infinidad de x ∈ K tal que c(x) = 0, por tanto c = 0; contradicción. Se sigue que

p|f en K[X, Y ].

El reciproco es consecuencia de que V (gh) = V (g)∪ V (h) para todo g, h ∈ K[X, Y ]\K.

De la anterior proposición se deduce que una curva V (f) esta totalmente determinada, como

conjunto y a menos de factor constante, por el producto de los factores irreducible de f . Es

decir, V (f) = V (
∏d

i=1 pi) donde los pi son todos los factores irreducible distintos de f .
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Una curva V (f) se dice irreducible si f es un polinomio irreducible. El grado de V (f) se

define como el grado del polinomio f , se denota por d◦f . Las componentes irreducibles de

una curva V (f) son las curvas definidas por los factores irreducibles de f . Por último, la

multiplicidad de una componente p de f es el mayor exponente de p que divide a f ; cuando

es mayor que 1, se dice que p es una componente múltiple de f .

Observaciones :

Las curvas que aparecen en el ejemplo 2.2 son irreducibles. Note que (c) siendo irre-

ducible su gráfico esta formado por dos partes disyuntas. Además ninguna de ellas es

una curva, de no ser aśı se contradice la irreducibilidad de (c) aplicando la proposición

2.3.

Como consecuencia de la proposición 2.3. Si V (f) ⊆ V (g) entonces los factores irredu-

cibles de f dividen a g.

2.2. Cambio de referencial

Un método útil en curvas algebraicas es hacer un cambio de referencial o coordenadas tal

que se preserven propiedades geométricas. Estas serán el tipo de propiedades a las que les

daremos mayor prioridad en esta tesis, aquellas independientes del sistema de referencia en

que se definan. Una de las aplicaciones habituales de los cambios de coordenadas es la de

reducir a casos más simples el estudio de propiedades de las curvas.

Definición 2.4. Un referencial o sistema de coordenadas del plano A2(K), digamos R,

consiste en un punto O ∈ A2(K), llamado el origen del referencial, y una base {v1, v2} del

espacio vectorial K2. El referencial canónico es dado por

O = (0, 0) v1 = (1, 0) v2 = (0, 1).

El vector coordenadas de um punto P ∈ K2 en relación a un referencial

R = {O, {v1, v2}}

es el par ordenado (P )R = (x1, x2) ∈ K2 tal que

P = O + x1v1 + x2v2.

Sean R = {O, {v1, v2}} y R′ = {O′, {v′1, v′2}} dos referenciales tal que (P )R = (x1, x2) y

(P )R′ = (x′1, x
′
2) con P ∈ K2. Veamos como se relaciona el vector de coordenadas (x′1, x

′
2)

con x1 y x2. Para esto, se escribe v1 = a11v
′
1+a21v

′
2, v2 = a12v

′
1+a22v

′
2 y O−O′ = a1v

′
1+a2v

′
2.

Por tanto (aij) es la matriz cambio de base de {v1, v2} a {v′1, v′2} y, en particular, cumple

que det(aij) 6= 0. Luego
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x′1v
′

1 + x2v2 = P − O′

= O − O′ + x1v1 + x2v2

= a1v
′

1 + a2v
′

2 + x1(a11v
′

1 + a21v
′

2) + x2(a12v
′

1 + a22v
′

2)

= (a1 + a11x1 + a12x2)v
′

1 + (a2 + a21x1 + a22x2)v
′

2.

Entonces se tiene la relación (P )R′ = (a1 + a11x1 + a12x2, a2 + a21x1 + a22x2). Con esto se

puede definir la transformación de cambio de referencial.

Definición 2.5. Una transformación af́ın o afinidad en A2(K) es una aplicación T , donde

T : K2 −→ K2 es una composición de una traslación con un isomorfismo lineal.

De la definición se sigue que si T es una afinidad entonces para P = (x1, x2) ∈ K2 se cumple

que T (P ) = (a11x1+a12x2+a1, a21x1+a22x2+a2) = AP+O con O = (a1, a2) y A = (ai,j) tal

que det(A) 6= 0. Se puede definir el referencial R = {O, {(a11, a21), (a12, a22)}} que cumple

la relación

(T (P ))R = P (∀P ∈ K2).

Se dice que R es el referencial asociado a T, o que T y R son asociados. Además T es

biyectiva, por ser composición de dos aplicaciones biyectivas, y su inversa también es una

afinidad. En efecto, si P ∈ K2 entonces T−1(P ) = A−1P −A−1O y

(P )R = T−1(P ) (∀P ∈ K2),

es decir, la afinidad T−1 encuentra las coordenadas de un punto en el referencial R. Esto

proporciona las nuevas coordenadas a partir de las previamente dadas, que generalmente

están en el referencial canónico.

Proposición 2.6. Sea T una afinidad. La aplicación T• : K[X, Y ] −→ K[X, Y ] definida por

(T•f)(x, y) = f(T−1(x, y)) ∀(x, y) ∈ K2,

es un K-automorfismo.

Demostración. Claramente T• es homomorfismo K-lineal, falta probar que es biyectivo. Di-

gamos que T−1(x, y) = (b11x+ b12y + b1, b21x+ b22y + b2) con det(bij) 6= 0.

Para la inyectividad veamos que ker T• = {0}. Sea f ∈ K[X, Y ] tal que (T•f) = 0, por tanto

(T•f)(x, y) = f(T−1(x, y)) = 0 ∀(x, y) ∈ K2 y como la imagen de T−1 es K2, entonces f se

anula en K2; Luego f = 0.

Utilizando que T• es homomorfismo K-lineal, se sigue la sobreyectividad si existen f, g ∈
K[X, Y ] tales que T•f = X y T•g = Y . Sea f(X, Y ) = (det(bij))

−1(b22X−b12Y−b22b1+b12b2),
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luego

f(T−1(x, y)) = f(b11x+ b12y + b1, b21x+ b22y + b2)

= (det(bij))
−1[b22(b11x+ b12y + b1)− b12(b21x+ b22y + b2)− b22b1 + b12b2]

= (det(bij))
−1([b22b11 − b12b21]x)

= (det(bij))
−1(det(bij))x

= x

Análogamente se puede definir g.

Si R es el referencial asociado a T entonces (P )R = T−1(P ), es decir, T−1(P ) obtiene las

coordenadas de P en el referencial R. Esto justifica el uso de T−1 en la definición de T•.

Corolario 2.7. Sean V (f) una curva, T una afinidad y R su referencial asociado. Entonces:

(a) V (T•f) = T (V (f)).

(b) La ecuación de la curva V (f) con respecto al referencial R es (T−1)•f .

Demostración.

(a)

P ∈ V (T•f) ⇐⇒ (T•f)(P ) = 0

⇐⇒ f(T−1(P )) = 0

⇐⇒ T−1(P ) ∈ V (f)

⇐⇒ P ∈ T (V (f))

(b)

P ∈ V (f) ⇐⇒ f(P ) = 0

⇐⇒ f(T (T−1(P ))) = 0

⇐⇒ (T−1)•f(T
−1(P )) = 0

⇐⇒ (T−1)•f((P )R) = 0

Definición 2.8. Se dice que una propieded P es invariante o independiente del referencial

si, para toda afinidad T , una curva V (f) (o C conjunto de curvas o puntos) satisface P si y

solo si V (T•f) (respectivamente T•(C)) satisface P.

Sea T una afinidad, es fácil ver que las siguientes propiedades son invariantes:

Grado de una curva. Es decir, si f ∈ K[X, Y ] tiene grado n entonces T•f tiene gradon.
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Reducibilidad de una curva.

La propiedad de que un conjunto de curvas se intersectan.

En los siguientes caṕıtulos se usaran algunas propiedades invariantes sin entrar en detalle a

la demostración de la invarianza.

Ejemplo 2.9. (a) Sea P = (1, 2) en el referencial canónico y R = {(1, 1), {(1, 2), (3, 5)}}.
A partir del procedimiento para encontrar la forma de las afinidades se encuentre (P )R
y despues se verifica que (P )R = T−1(P ), donde T es la afinidad asociada a R. Se

tienen que

(1, 0) = (−5) · (1, 2) + 2 · (3.5)
(0, 1) = 3 · (1, 2) + (−1) · (3.5)

(0, 0)− (1, 1) = 2 · (1, 2) + (−1) · (3.5)

Entonces (P )R = (2− 5 · 1 + 3 · 2,−1 + 2 · 1− 1 · 2) = (3,−1). La afinidad asociada a

R y su inversa son

T (X, Y ) =

[
1 3

2 5

]
·
(
X

Y

)
+

(
1

1

)

T−1(X, Y ) =

[
1 3

2 5

]−1

·
(
X

Y

)
−

[
1 3

2 5

]−1

·
(
1

1

)

=

[−5 3

2 −1

]
·
(
X

Y

)
−
(−2

1

)

por tanto se cumple que T−1(P ) = (3,−1) = (P )R.

(b) Sean {P1, P2, P3} y {Q1, Q2, Q3} conjuntos de puntos no colineales, entonces existe una

afinidad T tal que T (Pi) = Qi para i = 1, 2, 3. En efecto, como los Pi = (xi, yi) no son

colineales entonces los puntos (xi, yi, 1) no son coplanares, para i = 1, 2, 3, por tanto

la aplicación lineal en K3 definida por la matriz que tiene como filas esos puntos es un

isomorfismo. Entonces, si Qi = (wi, zi), existen a, b, c, d, e, f ∈ K tales que



x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1


 ·



a

b

c


 =



w1

w2

w3






x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1


 ·



d

e

f


 =



z1
z2
z3




defina T (x, y) = (ax+ by + c, dx+ ey + f).
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2.3. Intersección de curvas

El problema de encontrar la solución de un sistema de ecuaciones es uno de los mas antiguos

e importantes de la matemática. Los primeros que se estudian son los sistemas lineales y la

existencia de soluciones, finitas o infinitas; además la forma de encontrarlas.

Considerando ecuaciones de polinomios en dos variables, lo anterior se traduce en estudiar la

intersección de curvas y la manera de encontrar los puntos de intersección, en caso de existir

y ser finitos.

Veamos que el conjunto de intersección de curvas, sin componentes irreducibles en común,

es finito.

Lema 2.10. Sean f, g ∈ K[X, Y ]\K sin factores irreducibles en común, entonces existen

a, b, c, d ∈ K[X, Y ], r ∈ K[X ] y s ∈ K[Y ] tales que

af + bg = r y cf + dg = s.

Demostración. Vea la demostración de la proposición 2.3.

Se sabe que para f ∈ K[X ]\{0} la ecuación f = 0 tiene a lo mas d◦f soluciones diferentes.

Teniendo esto en cuenta veamos la siguiente proposición.

Proposición 2.11. El conjunto de intersección de dos curvas sin componentes irreducibles

en común es finito. Es decir, si f, g ∈ K[X, Y ]\K tal que mcd(f, g) = 1 en K[X, Y ] entonces

|V (f) ∩ V (g)| < +∞.

Demostración. Aplicando el lema 2.10 se obtienen a, b, c, d ∈ K[X, Y ], r ∈ K[X ] y s ∈ K[Y ]

tales que

af + bg = r(X) y cf + dg = s(Y ).

Si P = (x, y) ∈ V (f) ∩ V (g) entonces, por las anteriores igualdades, se tiene que

r(x) = a(P )f(P ) + b(P )g(P ) = 0 y s(y) = c(P )f(P ) + d(P )g(P ) = 0.

Luego y es ráız de s(Y ) y x de r(X). Hay a lo sumo d◦r y d◦s ráıces distintas de r y s,

respectivamente. Entonces |V (f) ∩ V (g)| ≤ d◦r · d◦s.

La anterior proposición nos garantiza una cota superior para las intersecciones de dos curvas

con ciertas caracteŕısticas, pero ¿cómo las encontramos?. El método usual o natural es des-

pejar una de la variables y después remplazarla en la otra ecuación, esto no siempre es fácil

de aplicar. Veamos como podemos encontrar las intersecciones con ayuda de la resultante.

Definición 2.12. Sea A un anillo conmutativo (en particular K[X ]) y f, g ∈ A[Y ] tal que

f(Y ) = anY
n + an−1Y

n−1 + · · ·+ a0 (n ≥ 1)

g(Y ) = bmY
m + bm−1Y

m−1 + · · ·+ b0 (m ≥ 1).
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La resultante de f y g se define como

Rf,g =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an−1 · · · a0
an · · · a1 a0

· · · · · · · · ·
an · · · a0

bm bm−1 · · · b0
bm · · · b1 b0

· · · · · · · · ·
bm · · · b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

es un determinante de una matriz de orden n +m, tal que las primeras m filas tienen a′s y

las otras n filas tienen b′s. Los espacios en blanco de cada fila son llenados con ceros.

Cuando A = K[X1, X2, . . . , Xn] y f, g ∈ A[Y ] entonces la resultante de f y g es un polinomio

de n variables y se denota por Rf,g(X1, X2, . . . , Xn).

Ejemplo 2.13. Considere f(X, Y ) = X2 + Y 2 − 4 y g(X, Y ) = X + Y 2 − 3. Luego

Rf,g(Y ) =

∣∣∣∣∣∣

1 0 Y 2 − 4

1 Y 2 − 3 0

0 1 Y 2 − 3

∣∣∣∣∣∣
= (Y 2 − 3)2 + Y 2 − 4

Note que para encontrar las coordenadas en Y de los elementos de V (f) ∩ V (g), el método

usual seria despejar X en g = 0 y reemplazar en f = 0. Lo cual es igual a Rf,g(Y ) = 0. Esta

coincidencia no es accidental, además veremos que la resultante puede dar mas información

que el método usual.

Proposición 2.14. Sean f, g ∈ K[X, Y ]\K, suponga

f(X, Y ) = an(X)Y n + an−1(X)Y n−1 + · · ·+ a0(X) (n ≥ 1)

g(X, Y ) = bm(X)Y m + bm−1(X)Y m−1 + · · ·+ b0(X) (m ≥ 1)

donde ai, bj ∈ K[X ]. Si α ∈ K entonces

Rf,g(α) = 0 ⇐⇒





an(α) = bm(α) = 0

o

f(α, Y ) y g(α, Y ) tienen factor común no constante.

Demostración. Sea α ∈ K. Suponga an(α) 6= 0, luego f(α, Y ) y g(α, Y ) tienen factor no

constante en K[Y ] si y solo si existen p, q ∈ K[Y ]\K con d◦p = n − 1 y d◦q = m − 1 tales

que q(Y )f(α, Y ) = p(Y )g(α, Y ), ya que K es algebraicamente cerrado. Suponga

p(Y ) = un−1Y
n−1 + un−2Y

n−2 + · · ·+ u0

q(Y ) = vm−1Y
m−1 + vm−2Y

m−2 + · · ·+ v0
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entonces

q(Y )f(α, Y )= p(Y )g(α, Y )

(vm−1Y
m−1+· · ·+ v0)(an(α)Y

n+· · ·+ a0(α))= (un−1Y
n−1+· · ·+ u0)(bm(α)Y

m+· · ·+ b0(α))

igualando los coeficientes de Y m+n−i, se tiene que

vm−1an(α) = un−1bm(α) (i = 1)

vm−1an−1(α) + vm−2an(α) = un−1bm−1(α) + un−2bm(α) (i = 2)

...
...

m∑

j=1

vm−jan−i+j(α) =

n∑

j=1

un−jbm−i+j(α) (i = · · · , n+m)

donde an−i+j=0 si n−i+j<0 o n−i+j >n, y bm−i+j=0 si m−i+j<0 o m−i+j>m.

Las anteriores igualdades se pueden escribir en forma matricial como




an(α) −bm(α)
an−1(α) an(α) −bm−1(α) −bm(α)
an−2(α) an−1(α) an(α) −bm−2(α) −bm−1(α) −bm(α)

...
...

... · · · ...
...

... · · ·
a0(α) a1(α) a2(α) · · · −b0(α) −b1(α) −b2(α) · · ·

a0(α) a1(α) · · · −b0(α) −b1(α) · · ·
...

...
...

...

a0(α) −b0(α)




·




vm−1

vm−2

...

v0
un−1

un−2

...

u0




= 0

denotemos lo anterior por A · V = 0, donde A tiene orden n + m, tal que las primeras m

columnas tienen a′s y las otras n columnas tienen b′s. Los espacios en blanco de cada fila

son ceros. La existencia de p y q es equivalente a la de V . Además A · V = 0 si y solo

si det(A) = 0. Por definición de la resultante de f y g evaluada en α y propiedades del

determinante se tiene que

Rf,g(α) = (−1)n det(At) = (−1)n det(A) = 0

Sean f, g ∈ K[X, Y ], se sigue que las raćes de Rf,g(X) (resp. Rf,g(Y )), sin tener en cuenta

los valores que anulan el polinomio que acompañan la mayor potencia de Y (resp. X), son

las proyecciones de los elementos de V (f)∩ V (g) en el eje X (resp. Y ). Por tanto Rf,g(X) o

Rf,g(Y ) es idénticamente nulo si y solo si f y g tienen componentes en común. En este caso

|V (f) ∩ V (g)| no es finito.
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Ejemplo 2.15. Sea f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d, con a 6= 0, entonces f ′(x) = 3ax2 + 2bx+ c.

Rf,f ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d 0
0 a b c d
3a 2b c 0 0
0 3a 2b c 0
0 0 3a 2b c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a(−18abcd + 27a2d2 + 4ac3 + 4b3d− b2c2).

Si −18abcd+ 27a2d2 + 4ac3 + 4b3d− b2c2 = 0 entonces f tiene ráız múltiple.

Continuando con el ejemplo 2.13. Aplicando el método usual para encontrar las coordenadas

en el eje X de los elementos de V (f) ∩ V (g), despejando Y de g = 0 y reemplazando en

f = 0 se tiene la ecuación

X2 −X − 1 = 0,

la cual tiene dos soluciones reales distintas, con ellas se pueden encontrar los cuatro elementos

de V (f) ∩ V (g) que se ven en la siguiente figura:

gf

Ahora considere la resultante de f y g en X , se obtiene

Rf,g(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 X2 − 4 0

0 1 0 X2 − 4

1 0 X − 3 0

0 1 0 X − 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= X4 − 2X3 −X2 + 2X + 1 = (X2 −X − 1)2

Note que aunque encontramos las mismas soluciones que con el método usual, en la resultante

tienen multiplicidad dos. Puede significar que hay dos pares de puntos en V (f) ∩ V (g) con
la misma abscisa, como se puede ver en la figura. Al decir que “puede significar” es porque
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la multiplicidad en la resultante también se puede interpretar como el grado de intersección

de f y g en el punto con esa abscisa. Esto se estudiará mas adelante para la demostración

del teorema de Bézout.

Por lo anterior y la proposición 2.14 es importante conocer el grado de la resultante entre f

y g, para tener idea de la cantidad de puntos en V (f)∩V (g). Es posible conocer el grado de

la resultante para unos polinomios con ciertas condiciones, como veremos enseguida. Pero

antes necesitamos una definición.

Recuerde que un polinomio homogéneo de grado n es aquel que todos sus monomios tienen

grado n. Por tanto, si f ∈ K[X, Y ] es homogeneo de grado n entonces la forma de f es

f(X, Y ) =

n∑

i=0

aiX
n−iY i.

Además cumple la relación f(TX, TY ) = T nf(X, Y ) en K[X, Y, T ], donde T es una nueva

variable independiente. Otra propiedad importante, la que da sentido a la siguiente definición,

es que f se puede expresar como

f(X, Y ) =

n∏

i=1

(biX − ciY )

para esto es esencial la hipótesis de que K es algebraicamente cerrado.

Definición 2.16. Sea f ∈ K[X, Y ], digamos d◦f = n, se puede escribir como

f(X, Y ) = f0 + f1(X, Y ) + · · ·+ fn(X, Y )

donde fi es homogéneo de grado i y fn 6= 0. Cada componente aX + bY de fn se llama

dirección asintótica de f (o de V (f)).

Geométricamente las direcciones asintóticas de una curva V (f) son una dirección limite de

recta OP , donde P ∈ V (f) y se aleja indefinidamente del origen O.

En estos momentos estas definiciones e interpretaciones pueden no tener mucho sentido o

razón de ser. En el próximo capitulo cuando se estudie el plano proyectivo y las propiedades

de curvas proyectivas, se entenderá mejor esta sección. Como por ejemplo, la demostración

de la siguiente proposición como consecuencia inmediata del teorema de Bézout. O si el

lector prefiere la puede encontrar en [13], pag. 27.

Proposición 2.17. Sean f, g ∈ K[X, Y ]\K sin dirección asintótica en común, entonces

d◦Rf,g = d◦f · d◦g.
Ejemplo 2.18. f(X, Y ) = X2 − Y 2 − 1 tiene las direcciones asintóticas X − Y y X + Y .

Considere g(X, Y ) = Y + aX − b, luego

Rf,g(X) =

∣∣∣∣∣∣

−1 0 X2 − 1

1 aX − b 0

0 1 aX − b

∣∣∣∣∣∣
= (X2 − 1)− (aX − b)2 = (1− a2)X2 + 2abX − (1 + b2).
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Note que d◦Rf,g(X) = 2 para a 6= ±1. Cuando a = ±1 pasa que f ,g tienen dirección asintóti-

ca en común y d◦Rf,g(X) = 1 si b 6= 0. Observe que

b

b

f

g1

g2

g3

g1 = Y + X
2
intersecta a f en dos puntos y d◦Rf,g1(X) = 2, g2 = Y −X − 5

3
intersecta a f

en un punto y d◦Rf,g2(X) = 1, g3 = Y −X no intersecta a f y Rf,g1(X) = −1.

2.4. Multiplicidades

Para polinomios de una variable es fácil definir la multiplicidad en un punto o ráız, dado

que cada elemento α de un cuerpo define un polinomio minimal, digamos pα(X), tal que si

f(α) = 0 entonces pα divide a f . En este caso la multiplicidad de α en f se define como

el mayor exponente de pα que divide a f . Cuando el cuerpo es algebraicamente cerrado se

tiene que pα(X) = X − α.

En polinomios de dos o mas variables no se tiene la existencia del pα, descrito anteriormente.

Por tal motivo se necesita otro método para definir la multiplicidad de puntos en una curva,

que explique el porqué una curva pasa “mas veces” por un mismo punto. Para esto se

utilizan las curvas mas simples, las rectas, que permiten definir de manera natural el grado

de intersección con otras curvas.

Sean f, l ∈ K[X, Y ]\K, donde l es una recta con ecuación Y −aX−b = 0. Se puede encontrar

las coordenadas en X de los punto de V (f) ∩ V (l) resolviendo la ecuación

fl(X) := f(X, aX + b) = 0.

Posibles situaciones:

fl(X) es nulo, esto pasa cuando l es componente de f , es decir, l|f .
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fl(X) es una constante no nula. Significa que V (f) ∩ V (l) = φ.

fl(X) es un polinomio no constante. Como K es algebraicamente cerrado, pasa que

fl(X) = c
d∏

i=1

(X − xi)
mi (2-1)

donde d es el número de ráıces distintas de fl(X), c es una constante y xi 6=xj si i 6=j.

Análogamente se define fl(Y ), para encontrar las coordenadas en Y.

Definición 2.19. La multiplicidad o ı́ndice de intersección de f y l en un punto P , con

l(X, Y ) = Y − aX − b, se define como

(f, l)P =





0 si P /∈ V (f) ∩ V (l)
∞ si P ∈ V (l) ⊆ V (f)

mi si P = (xi, axi + b), definidos en (2-1).

Ejemplo 2.20. Sean f(X, Y ) = Y 2 − 3X2Y − Y 3 +X4, l1 = Y − 1, l2 = Y y l3 = X .

fl1(X) = f(X, 1) = (X +
√
3) · (X −

√
3) ·X2

fl2(X) = f(X, 0) = X4

fl3(Y ) = f(0, Y ) = (Y − 1) · Y 2

1 2−1−2

−1

1

2

bb b

b

f

l1 AB C

O

Entonces (f, l1)A = (f, l1)B = 1 y (f, l1)C = 2, (f, l2)O = 4, (f, l3)C = 1 y (f, l3)O = 2. Note

que d◦fl1(X) = d◦fl2(X) = 4, d◦fl3(Y ) = 3 y l3 es la única dirección asintótica de f .

Es de esperar, por la naturaleza de las afinidades, que los enteros mi son independientes del

referencial. Esto es de gran utilidad para demostraciones de propiedades puntuales.



2.4 Multiplicidades 17

Proposición 2.21. Sean f, l ∈ K[X, Y ]\K con l(X, Y ) = Y − aX − b. Los enteros mi

definidos en (2-1) son independientes del referencial.

Demostración. Considere el K-homomorfismo sobreyectivo ϕl : K[X, Y ] −→ K[X ] tal que

ϕl(g) = gl = g(X, aX + b), el cual tiene como kernel al ideal 〈l〉 = 〈Y − aX − b〉. Se sigue

que

K[X, Y ]/〈l〉 ≃ϕl
K[X ],

por tanto la clase f modulo 〈l〉 corresponde a fl. Si fl(X) se factoriza como c
∏d

i=1(X−xi)mi

entonces la factorización de f es c
∏d

i=1 (X − xi)
mi

, con el mismo número d de factores

irreducibles y los mismos mi, dado que K[X ] es un dominio de factorización única.

Veamos que los mi son independientes del referencial. Sea T una afinidad y T• el K-

automorfismo en K[X, Y ], entonces

K[X, Y ]/〈l〉 ≃T• K[X, Y ]/〈T•l〉
f + 〈l〉 −→ T•f + 〈T•l〉

se sigue T•f + 〈T•l〉 tiene la misma cantidad d de factores irreducibles, con sus respectivas

multiplicidades, que f + 〈l〉 y por tanto T•f también, como se queŕıa demostrar.

Como se ve en el ejemplo 2.20, es posible que para rectas distintas, y una misma curva, el

ı́ndice de intersección en un punto sea distinto. Sin embargo para casi todas las rectas l que

intersectan a una curva V (f) en el punto P , el ı́ndice de intersección (f, l)P es el mismo.

Esto lleva a pensar que ese valor es intŕınseco de la curva en el punto.

Proposición 2.22. Sea f ∈ K[X, Y ]\K y P ∈ V (f). Existe un entero m ≥ 1 tal que para

toda recta l que pasa por P se cumple

(f, l)P ≥ m,

además ocurre la desigualdad estricta para mı́nimo una y máximo m rectas.

Demostración. Sea f ∈ K[X, Y ]\K y P ∈ V (f). Sin perdida de generalidad, aplicando la

proposición 2.21, se supone P = (0, 0). Entonces

f = fm + fm+1 + · · ·+ fn

con fi homogéneo de grado i y m ≥ 1. También se puede suponer que X ∤ fm. Por tanto

fX(Y ) = f(0, Y ) = fm(0, Y ) + · · ·+ fn(0, Y ) = Y m(fm(0, 1) + · · ·+ fn(0, 1)Y
n−m)

donde f(0, 1) 6= 0, entonces (f,X)P = m. Las demás rectas que pasan por P son lt = Y − tX
con t ∈ K, luego

flt(X) = f(X, tX) = fm(X, tX) + · · ·+ fn(X, tX) = Xm(fm(1, t) + · · ·+ fn(1, t)X
n−m).

Se sigue que (f, lt)P ≥ m, ocurre la igualdad cuando fm(1, t) 6= 0. Como X ∤ fm, entonces
fm(1, t) es un polinomio de grado m en K[t], por tanto se anula en mı́nimo uno y máximo

m valores distintos.
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Definición 2.23. Sea f ∈ K[X, Y ]\K. Si P ∈ V (f) el entero definido en la proposición

2.22 se llama la multiplicidad de P en V (f) y se denota por mP (f). Si P /∈ V (f) se define

mP (f) = 0.

Como consecuencia de la demostración de la proposición 2.22 se tiene una manera de en-

contrar la multiplicidad de un punto P = (x0, y0) ∈ V (f). Para esto se aplica la traslación

T (X, Y ) = (X − x0, Y − y0) tal que T (P ) = O, por tanto O ∈ V (T•f). luego

T•f(X, Y ) = f(T−1(X, Y )) = f(X + x0, Y + y0) = fm(X, Y ) + · · ·+ fn(X, Y )

con fi homogéneo de grado i, donde mP (f) = m ≥ 1. Además se conocen las rectas l tales

que (f, l)P > m. Son las imágenes de las componentes de fm bajo T−1
• , para convertirlas al

referencial inicial. Como fm es homogeneo entonces

fm(X, Y ) =

d∏

j=1

(ajX + bjY )rj (d componentes distintas),

después de aplicar T−1
• , las rectas lj = aj(X − x0) + bj(Y − y0) se llaman rectas tangentes a

f en P , el exponente rj se define como la multiplicidad de la recta tangente lj .

Se dice que un punto P ∈ V (f) es no singular o simple en f y que f es no singular o simple

en P si mP (f) = 1; en otro caso se dice singular. Si mP (f) = 2, 3, . . . , m se dice que P es

un punto duplo, tripo,. . . , m-uplo. La curva V (f) es no singular o simple si mP (f) = 1 para

todo P ∈ V (f). Si f tiene algún punto singular entonces se dice que f es singular.

Observación. Si un punto P es no singular en f , entonces existe solo una recta tangente a f

en P . No obstante, el reciproco es falso. Por ejemplo f(X, Y ) = (Y −X)2 +X3 + Y 4 tiene

solo la recta tangente l = Y −X en P = (0, 0) y mP (f) = 2.

Se describió un método para saber si un punto es no singular y encontrar la recta tangente

en él, pero esto no es muy eficiente cuando aumenta el grado de la curva. Un mejor método

es dado por la siguiente proposición.

Proposición 2.24. Sean f ∈ K[X, Y ]\K y P = (x0, y0) ∈ V (f).

(a) P es no singular si y solo si una de las derivadas parciales fx, fy no se anulan en P

(b) Si P es no singular entonces la recta tangente a f en P es dada por la ecuación

fx(P ) · (X − x0) + fy(P ) · (Y − y0) = 0.

Demostración. Dado que f ∈ K[X, Y ]\K es infinitamente diferenciable, se puede encontrar

el polinomio de Taylor en torno a P para cualquier grado, en particular con un residuo de

grado mayor o igual a dos. Por tanto

f(X + x0, Y + y0) = f(x0, y0) + fx(x0, y0) ·X + fy(x0, y0) · Y + r(X, Y )

= fx(x0, y0) ·X + fy(x0, y0) · Y + r(X, Y )
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donde todos los términos de r(X, Y ) tienen grado mayor o igual a dos. Esto demuestra la

proposición.

Ejemplo 2.25. Sea f(X, Y ) = Y 2 − X2(X + 1), por tanto fx(X, Y ) = −X(3X + 2) y

fy(X, Y ) = 2Y . Se sigue que su único punto singular es O = (0, 0) con mO(f) = 2 y tiene

dos rectas tangentes en O, a saber, l1 = Y −X y l2 = Y +X . Además (f, l1)O = (f, l2)O = 3.

1−1

−1

1

b A

f
l1

l2

l3

Considere el punto A = (−1, 0) ∈ V (f), el cual es no singular, la recta tangente a f en A es

l3 = fx(A) · (X + 1) + fy(A) · Y = −(X + 1).

Note que l3 tiene dirección asintótica en común con f y (f, l3)O = 2.

Proposición 2.26. Si f ∈ K[X, Y ]\K no tiene componentes múltiples, entonces el conjunto

de puntos singulares de f es finito.

Demostración. Por la proposición 2.24, los puntos P singulares de f cumplen que

f(P ) = fx(P ) = fy(P ) = 0.

Como f /∈ K, sin perdida de generalidad, suponemos que fx 6= 0. Además |V (f)∩ V (fx)| es
finito, por la proposición 2.11, dado que f no tiene componentes múltiples.

Como consecuencia de la anterior proposición, toda curva irreducible tiene un numero finito

de puntos singulares.
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2.5. Índice de intersección

Por la simplicidad de encontrar las intersecciones de una curva con un recta, se logro definir,

en ese caso, un ı́ndice de intersección. No es tan simple para dos curvas en general. Lo que

se va hacer es definir unas propiedades, con sentido geométrico y algebraico, que el ı́ndice de

intersección de dos curvas en un punto debe cumplir. Además, a partir de esas propiedades

se garantiza su unicidad. Antes se deben hacer varias definiciones y lemas.

Se inicia con la generalización de curva para un conjunto algebraico. Sea S ⊆ K[X1, . . . , Xn],

un subconjunto cualesquier de polinomios, se define

V (S) = {P ∈ An/ f(P ) = 0, ∀f ∈ S}.

Sea A ⊆ An, es un conjunto algebraico af́ın o conjunto algebraico si existe S ⊆ K[X1, . . . , Xn]

tal que A = V (S). En el caso de una curva es lo que se llamarán hiperf́ıcies, esto es, las

generadas por un solo polinomio. Una curva es una hiperf́ıcie en el plano A2. Un conjunto

algebraico V se dice reducible si V = V1 ∪ V2, con V1, V2 subconjuntos algebraicos distintos

de vaćıo; en otro caso V es irreducible.

Para W ⊆ An se define el ideal de los polinomios que se anulan en W ,

I(W ) = {f ∈ K[X1, . . . , Xn]/ f(P ) = 0, ∀P ∈ W}.

Sean f, g ∈ K[X1, . . . , Xn], I un ideal de K[X1, . . . , Xn] y A ⊆ An algebraico. Entones las

siguientes propiedades son satisfechas:

V (〈f, g〉) = V (f) ∩ V (g).

A es irreducible si y solo si I(A) es primo.

Si f es irreducible entonces I(V (f)) = 〈f〉.

I(V (I)) =
√
I (teorema de los ceros de Hilbert).

Sea A ⊆ An un conjunto algebraico irreducible, se define el anillo coordenado de A como

Γ(A) = K[X1, . . . , Xn]/I(A). Dado que I(A) es primo, entonces Γ(A) es dominio. El cuerpo

de fracciones de Γ(A) se denota por K(A) y sus elementos se llaman funciones racionales

en A. Sea φ = fg−1 ∈ K(A), se dice que φ esta definida en P ∈ A si g(P ) 6= 0. El conjunto

de las funciones racionales de A que están definidas en un punto P ∈ A, define un subanillo

de K(A) que se denota por OP (A).

Si A ⊆ An conjunto algebraico irreducible y P ∈ A, entonces

Se cumple que K ⊆ Γ(A) ⊆ OP (A) ⊆ K(A), como anillos.

Γ(A) = ∩P∈AOP (A).

φ ∈ OP (A) es unidad si y solo si φ(P ) 6= 0.
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Observación. Los anillos definidos anteriormente tienen estructura natural de K-espacio

vectorial.

Lema 2.27. Sea I un ideal de K[X, Y ], entonces V (I) es finito si y solo si K[X, Y ]/I es

un K-espacio vectorial finito dimensional.

Demostración. (⇒) Suponga V (I) = {P1, P2, . . . , Pr} con r ∈ N y Pi = (ai, bi). Defina

f =
∏r

i=1(X − ai) y g =
∏r

i=1(Y − bi). Como f, g ∈ I(V (I)) =
√
I, entonces existe N ∈ N

tal que fN , gN ∈ I. luego f
N

= gN = 0 en K[X, Y ]/I, por tanto X
rN

y Y
rN

se escriben

como combinación lineal de 1, X , . . . , X
rN−1

y 1, Y , . . . , Y
rN−1

respectivamente. Se sigue

que el conjunto {1, X, Y , . . . , XrN−1
, Y

rN−1} genera a K[X, Y ]/I como K-espacio vectorial.

(⇐) Suponga dimK(K[X, Y ]/I) <∞. Sean P1, P2, . . . , Pr ∈ V (I) y f1, f2, . . . , fr ∈ K[X, Y ]

tales que fj(Pi) = 0 si i 6= j y fi(Pi) = 1. Para λi ∈ K suponga
∑r

i=1 λifi = 0 , entonces∑r
i=1 λifi ∈ I, por tanto 0 = (

∑r
i=1 λifi)(Pj) = λj para j = 1, 2, . . . , r. Se sigue que los fi

son linealmente independientes, entonces r ≤ dimK(K[X, Y ]/I) <∞.

Lema 2.28. Sea I un ideal de K[X, Y ], suponga V (I) = {P1, P2, . . . , Pn} finito. Entonces

existe un isomorfismo natural de K[X, Y ]/I con
∏n

i=1(OPi
(A2)/IOPi

(A2)). En particular

dimK(K[X, Y ]/I) =
∑n

i=1 dimK(OPi
(A2)/IOPi

(A2)).

Lema 2.29. Sea h ∈ K[X, Y ]\K irreducible y P ∈ V (h), entonces

OP (A
2)/〈h〉OP (A

2) ≃K OP (V (h))

Demostración. Aplicando el primer teorema de isomorfismos a

ϕ : OP (A
2) −→ OP (V (h))

f

g
7−→ f + 〈h〉

g + 〈h〉 ,

dado que Ker(ϕ) = 〈h〉OP (A2), se demuestra el corolario.

Definición 2.30. Sean q, f, g ∈ K[X, Y ]\K tal que q|f y P ∈ V (f), se dice que q atraviesa

por P si P ∈ V (q) y que f, g se intersectan propiamente en P si f y g no tienen componentes

en común que atraviesen por P .

Sean f, g ∈ K[X, Y ]\K y P ∈ A2, el ı́ndice de intersección o multiplicidad de f y g en P ,

denotado por (f, g)P , satisface las siguientes propiedades:

1. Si f, g se intersectan propiamente en P entonces (f, g)P es un entero no negativo. Si

f, g no se intersectan propiamente en P entonces (f, g)P = ∞. Además (f, g)P = 0 si

y solo si P /∈ V (f) ∩ V (g).

2. El ı́ndice (f, g)P solo depende de las componentes de f y g que atraviesan por P .
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3. Si T es una afinidad y T (P ) = Q entones (f, g)P = (T•f, T•g)Q.

4. (f, g)P = (g, f)P .

5. Si f =
∏d

i f
ri
i y g =

∏e
j s

sj
j entonces (f, g)P =

∑d
i=1

∑e
j=1 risj(fi, gj)P .

6. (f, g)P = (f, g + hf)P para todo h ∈ K[X, Y ].

7. (f, g)P ≥ mP (f)mP (g), ocurre la igualdad si y solo si f y g no tienen rectas tangentes

en P en común.

Teorema 2.31. Sean f, g ∈ K[X, Y ] y P ∈ A2. Existe un único entero (f, g)P que satisface

las propiedades 1− 7, el cual es dado por

(f, g)P = dimK(OP (A
2)/〈f, g〉OP (A

2)). (2-2)

Demostración. Existencia: defina (f, g)P como en (2-2). Las propiedades 4 y 6 se cumplen

porque 〈f, g〉OP (A2) = 〈g, f〉OP (A2) y 〈f, g〉OP (A2) = 〈f, g+ hf〉OP (A2), respectivamente.

Suponga que f = vP v y g = uPu, donde vP y uP son el producto de las componentes

que atraviesan por P de f y g, respectivamente. Como v(P ) · u(P ) 6= 0 entonces v y u

son unidades en OP (A2), por tanto 〈f〉 = 〈vP 〉 y 〈g〉 = 〈uP 〉. luego 〈f, g〉 = 〈vP , uP 〉. Esto
demuestra la propiedad 2.

Sea T una afinidad con T (P ) = Q, entonces T̃ : OP (A2) −→ OQ(A2) tal que T̃ (φ) = φ ◦T−1

es un K-homomorfismo de espacios vectoriales, además T̃−1 : OQ(A2) −→ OP (A2) definido

de manera análoga a T̃ , es inversa a izquierda y derecha de T̃ . Por tanto T̃ es K-isomorfismo,

luego

OP (A
2)/〈f, g〉OP (A

2) ≃K OQ(A
2)/〈f ◦ T−1, g ◦ T−1〉OQ(A

2),

entonces (f, g)P = (T•f, T•g)Q (propiedad 3).

Aplicando las propiedades 2 y 3 se puede suponer que P = (0, 0) y que todas las componentes

de f y g atraviesan por P . Veamos que se cumple la propiedad 1.

Suponga que f, g se intersectan propiamente en P . Como todas las componentes de f y

g atraviesan a P entonces no tienen componentes en común y por la proposición 2.11 se

sigue que V (〈f, g〉) = |V (f) ∩ V (g)| es finito. Luego, por los lemas 2.27 y 2.28 se tiene que

(f, g)P es finito. Ahora, suponga que f y g tienen componente irreducible común h, entonces

〈f, g〉 ⊆ 〈h〉, por tanto existe un K-homomorfismo sobreyectivo de OP (A2)/〈f, g〉OP (A2) a

OP (A2)/〈h〉OP (A2). Entonces dimK(OP (A2)/〈h〉OP (A2)) ≤ (f, g)P . Por definición se tiene

que Γ(V (h)) ⊆ OP (V (h)), además Γ(V (h)) es K-espacio de dimensión infinita, por el lema

2.29 se sigue que (f, g)P = ∞. Por último P /∈ V (f) ∩ V (g) si y solo si alguno, f o g, es

unidad en OP (A2), lo cual equivale a 〈f, g〉 = OP (A2) y (f, g)P = 0.

Para la propiedad 6 es suficiente demostrar que (f, gh)P = (f, g)P + (f, h)P para cualquier

f, g, h ∈ K[X, Y ]. Sin perdida de generalidad suponga que f y gh no tienen componentes en
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común. Como 〈f, gh〉 ⊆ 〈f, g〉, sea ϕ : OP (A2)/〈f, gh〉OP (A2) −→ OP (A2)/〈f, g〉OP (A2) el

K-homomorfismo natural sobreyectivo.

Defina el K-homomorfismo ψ : OP (A2)/〈f, h〉OP (A2) −→ OP (A2)/〈f, gh〉OP (A2) tal que

ψ(φ) = gφ para φ ∈ OP (A2). Veamos la siguiente secuencia es exacta

0 → OP (A
2)/〈f, h〉OP (A

2)
ψ−→ OP (A

2)/〈f, gh〉OP (A
2)

ϕ−→ OP (A
2)/〈f, g〉OP (A

2) → 0

ψ es inyectiva: sea φ ∈ OP (A2) tal que ψ(φ) = 0 , entones gφ = uf + vgh con u, v ∈ OP (A2).

Considere s ∈ K[X, Y ] tal que s(P ) 6= 0, su = a, sv = b y sφ = c con a, b, c ∈ K[X, Y ],

luego g(c−bh) = gsφ−gsvh = s(gφ−vgh) = s(gφ+uf−gφ) = suf = af ∈ K[X, Y ]. Como

f y g no tienen factores en común, existe d ∈ K[X, Y ] tal que c−bh = df , entonces al dividir

por s−1 se tiene que s−1bh + s−1df = s−1c = φ, por tanto φ = 0 en OP (A2)/〈f, h〉OP (A2).

Solo falta probar que Im(ψ) =Ker(ϕ), lo cual es inmediato de las definiciones de ψ y ϕ. Por

la exactitud de la secuencia se tiene que

dimK(OP (A
2)/〈f, gh〉OP (A

2)) = dimK(OP (A
2)/〈f, g〉OP (A

2)) + dimK(OP (A
2)/〈f, h〉OP (A

2))

(f, gh)P = (f, g)P + (f, h)P

Unicidad: se utiliza inducción y se describe un procedimiento que a partir de las propiedades

implica la unicidad.

Por las propiedades 3 y 1 se supone P = (0, 0) y (f, g)P finito. El paso base (f, g)P = 0 es

demostrado por la propiedad 1. Por inducción, suponga (f, g)P = n > 0 y que (a, b)P , con

a, b ∈ K[X, Y ], puede ser calculado cuando (a, b)P < n.

Sean f(X, 0), g(X, 0) ∈ K[X ] de grados r, s, respectivamente, con r ≤ s.

Caso 1: si r = 0, entonces f=Yh para algún h ∈ K[X, Y ]. Aplicando la propiedad 5,

(f, g)P = (Y, g)P + (h, g)P .

Como Y ∤ g, propiedad 1, entonces g(X, 0) = Xm(a0 + a1X + · · · + aXr−m) con a0 6= 0

y m > 0. Note que 〈Y, g〉 = 〈Y, g(X, 0)〉, por tanto (Y, g)P = (Y, g(X, 0))P . Luego, por las

propiedades 2, 5 y se 7, respectivamente, (Y, g(X, 0))P = (Y,Xm)P = m(Y,X)P = m. Dado

que m > 0, entones (h, g)P < n y se obtiene por la hipótesis de inducción.

Caso 2: r > 0. Se supone f(X, 0) y g(X, 0) mónicos. Sea h = g−Xs−rf , por la propiedad 6,

se tiene que (f, g)p = (f, h)P . Note que d
◦h(X, 0) = t < s. Repitiendo este proceso un número

finito de veces, intercambiando f y h cuando t < r, se tendrá dos polinomios a, b ∈ K[X, Y ]

tal que (f, g)P = (a, b)p con d◦a(X, 0) · d◦b(X, 0) = 0, que corresponde al caso 1.

Note que los valores de (f, l)P , cuando l es una recta, según la definición del teorema 2.31

coinciden con la definición 2.19.

Ejemplo 2.32. Sean f(X, Y ) = X2Y +X3+Y 3+Y , g(X, Y ) = X2Y +Y 3+X y considere

el punto P = (0, 0) ∈ V (f) ∩ V (g). Utilizando las propiedades del ı́ndice de intersección
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y el procedimiento descrito en la parte de unicidad del teorema anterior se calcula (f, g)P .

Como f(X, 0) = X3 y g(X, 0) = X , se define h(X, Y ) = f(X, Y ) − X2g(X, Y ) donde

h(X, 0) = X3 −X2 ·X = 0. Luego h(X, Y ) = Y (Y 2X − Y 2X2 −X2 +X2 + 1), entonces

(f, g)P = (h, g)P = (Y,X2Y + Y 3 +X)P + (Y 2X − Y 2X2 −X2 +X2 + 1, X2Y + Y 3 +X)P

= (Y,X)P + 0

= 1



3. Curvas algebraicas proyectivas

En varios ejemplos sobre intersección de curvas, cuando se teńıa dirección asintótica en

común, el grado de la resultante era menor que el producto de sus grados. Esto se puede

interpretar, como si algunas intersecciones se “perd́ıan” en el infinito. Entonces si cambiamos

el plano af́ın por un conjunto que también contenga estos en el infinito, veremos que esas

intersecciones aparecerán naturalmente.

3.1. Introducción

Considere el espacio af́ın A3(K) sin el punto (0, 0, 0), lo denotamos por A3(K)∗. Se define la

relación ∼ en A3(K)∗ como

(x, y, z) ∼ (x′, y′, z′) ⇐⇒ ∃t∈K( (x, y, z) = (tx′, ty′, tz′) ),

claramente ∼ es una relación de equivalencia, esto da sentido a la siguiente definición.

Definición 3.1. El plano proyectivo P2(K), o simplemente P2, es el conjunto de clases de

equivalencia en A3(K) módulo ∼. La clase de equivalencia de un punto (x, y, z) ∈ A3(K)∗

se denota por (x : y : z).

Se dice que a, b, c son unas coordenadas homogéneas del punto (x : y : z) ∈ P2, relativas a

la base B = {w1, w2, w3} de K3, si existe t ∈ K tal que (x, y, z) = (ta, tb, tc) en la base B.
Note que un punto (x : y : z) de P2(K), visto en K3 es la recta que pasa por el origen, sin

contenerlo, y por (x, y, z).

Los puntos (x : y : z) con z 6= 0 están en correspondencia biuńıvoca con el plano π de

ecuación Z = 1 en K3, ver figura 2.1. En efecto, pues tienen un representante en el plano π,

ya que

(x : y : z) =
(x
z
:
y

z
: 1

)
⇐⇒ ∃t∈K

(
(x, y, z) =

(
t
x

z
, t
y

z
, t
) )

,

y claramente t = z cumple la condición. El plano af́ın A2 se puede identificar con el plano

π, bajo la biyección

A2 −→ π ⊆ P2

(x, y) 7−→ (x : y : 1),

por esta correspondencia se dice que A2 ⊆ P2. Los elementos de π se dicen que están a

distancia finita y los de P2\π se llaman puntos en el infinito o que están a distancia infinita,

son de la forma (x : y : 0) con x o y no nulo.
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Figura 2.1

Veamos para cuales polinomios f el conjunto solución de f = 0, esta contenido en el plano

proyectivo. Se debe considerar polinomio de tres variables, entonces f ∈ K[X, Y, Z]. Además,

para que un punto (x : y : z) ∈ P2 se pueda interpretar como solución de f = 0, se debe

cumplir que todos los representantes de (x : y : z) son solución. Esto se cumple si f es

homogéneo, de grado n, ya que

f(tx, ty, yz) = tnf(x, y, z) ∀t∈K ,
se tiene entonces a la siguiente definición.

Definición 3.2. Sea F un polinomio homegéneo en K[X, Y, Z]\K. La curva proyectiva

VK(F ), o simplemente V (F ), se define como

VK(F ) =
{
(x : y : z) ∈ P2(K)/F (x, y, z) = 0

}
.

Como en el caso de curvas afines, se tiene definiciones similares para curva proyectiva irredu-

cible, grado de una curva proyectiva, componente irreducible y multiplicidad de componente.

Observación. Se puede hablar de componente irreducible en curvas proyectivas, dado que

todos los factores de un polinomio homogéneo son homogéneos.

Ejemplo 3.3. Las rectas proyectivas, polinomios homogéneos de grado 1, son de la forma

aX+bY +cZ. Vistas en K3, son planos que pasan por el origen. En P2(K) están compuestas

por una recta de la forma aX+ bY + c en el plano π (ver figura 2.1) y un punto en el infinito

dado por (b : −a : 0). Además, como dos planos diferentes en K3 que pasan por el origen

siempre se intersectan en una recta que pasa por el origen, esto se traduce en que dos rectas

proyectivas diferentes siempre se intersectan en un punto.
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Dado que A2 ⊂ P2, veamos como se relacionan las curvas afines con las curvas proyectivas.

Sea f ∈ K[X, Y ]\K de grado n tal que f = f0 + f1 + · · ·+ fn, donde fi es homogéneo de

grado i. Se define la homogenización de f con respecto a Z, como

f ∗(X, Y, Z) = Znf0(X, Y ) + Zn−1f1(X, Y ) + · · ·+ Zfn−1(X, Y ) + fn(X, Y ),

f ∗ es un polinomio homogéneo de grado n, entonces V (f ∗) es una curva proyectiva. Además,

existe una biyección natural entre V (f) y los puntos a una distancia finita de V (f ∗)

V (f) −→ π ∩ V (f ∗)

(x, y) 7−→ (x : y : 1).

De ahora en adelante se considera V (f) como la parte que está a una distancia finita de la

curva proyectiva V (f ∗).

Ejemplo 3.4. Sea K = R. Si f(X, Y ) = 5(X − 2)2 + 3(X − 2)2 − 15, entonces V (f) se

considera como la parte a una distancia finita de la curva proyectiva

f ∗(X, Y, Z) = 5(X − 2Z)2 + 3(X − 2Z)2 − 15Z2

y su gráfico es

u
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u
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u Yb
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Por facilidad, se seguirá graficando en R2.

Note que los puntos de V (f ∗)\V (f), es decir, los puntos en el infinito de V (f ∗), están es

correspondencia con las direcciones asintóticas de f . En efecto, ya que

f ∗(X, Y, 0) = fn(X, Y ) =

d∏

i=1

(biX − aiY )
ri
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donde d es el número de direcciones asintóticas diferentes de f . Esto muestra que si dos

curvas no tienen direcciones asintóticas en común si y solo si no se intersectan en el infinito,

por tanto todas sus intersecciones están en A2. Como garantiza la proposición 2.17.

Se define el proceso inverso a la homogenización. Sea F ∈ K[X, Y, Z]\K homogéneo, entonces

la deshomogenización de F respecto a Z es

F∗(X, Y ) = F (X, Y, 1),

es decir, V (F∗) son los puntos a una distancia finita de V (F ). Se cumplen las propiedades:

(fg)∗ = f ∗g∗.

(FG)∗ = F∗G∗.

(f ∗)∗ = f .

Si r = d◦F − d◦F∗ entones Zr(F∗)
∗ = F .

Observación. Haber escogido el plano Z = 1 en K3 para definir los puntos a una distancia

finita e infinita, no es una elección relevante. Lo visto en esta sección se puede definir de

manera análoga con los planos X = 1 o Y = 1, lo cual a veces resulta mas conveniente.

Además, realizando un procedimiento similar en K2 y Kn+1, al que se hizo para definir P2

a partir de K3, se puede definir la recta proyectiva P y el espacio proyectivo Pn.

Proposición 3.5. Sean V (F ), V (G) curvas proyectivas. Si F,G no tiene componentes en

común entonces |V (F ) ∩ V (G)| es finito.

Demostración. Si F,G no tienen factor común en K[X, Y, Z] entonces F∗, G∗ no tienen factor

común en K[X, Y ]. Por tanto V (F ), V (G) tienen intersecciones finitas a una distancia finita.

Como Z no puede dividir a F y G a la vez, entonces |V (Z) ∩ V (F )| o |V (Z) ∩ V (G)| es
finito. Por tanto |V (F ) ∩ V (G)| es finito.

Note que la anterior proposición nos garantiza la finitud de la intersección de dos curva

con unas condiciones, pero no afirma que tal intersección es no vacia. Esto es consecuencia

inmediata del teorema de Bézout.

3.2. Cambio de coordenadas proyectivas

Los puntos de P2(K) se pueden ver como rectas en K3 que pasan por el origen o subespacios

de dimensión uno, para definir un cambio de coordenadas en el plano proyectivo, es nece-

sario una aplicación que env́ıe subespacios de dimensión uno en subespacios de dimensión

uno. Las aplicaciones con esa propiedad, en espacios de dimensión finita, son equivalentes a

isomorfismos lineales. Recuerde que los isomorfismos lineales efectúan un cambio de base o
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coordenadas, si se define previamente una base para el dominio. Cuando no se especifique la

base, se toma la base canónica.

Sea T1 : K3 → K3 un isomorfismo K-lineal. Luego, T1 induce una biyección T2 : P2 → P2

tal que si P = (x : y : z) ∈ P2 entonces

T2(P ) = (a : b : c), donde T1(x, y, z) = (a, b, c).

La biyección T2 esta bien definida como consecuencia de la linealidad de T1.

Por conveniencia las dos aplicaciones definidas anteriormente las vamos a denotar por T ,

para la siguiente definición.

Definición 3.6. Sea T : K3 → K3 un isomorfismo lineal. La biyección T : P2 → P2, definida

anteriormente, se llama proyectividad o cambio de coordenadas proyectivas en P2.

A todo isomorfismo K-lineal T : K3 → K3 le corresponde un matriz de orden tres A = (aij)

con det(A) 6= 0 tal que T (v) = Avt para todo v ∈ K3. Por tanto, si v = (x, y, z) entonces

T (v) = (a11x+ a12y + a13z, a21x+ a22y + a23z, a31x+ a32y + a33z).

Si x, y, z fueran variables, las coordenadas de T (v) serian polinomios homogéneos de grado

uno. Entonces se puede definir un K-isomorfismo

T• : K[X, Y, Z] −→ K[X, Y, Z]

F (X, Y, Z) −→ F (T−1(X, Y, Z))

inducido por T , tal que deja invariante el conjunto de polinomios homogéneo, es decir, env́ıa

curvas proyectivas en curvas proyectivas. Mas espećıficamente, si (bij) es la matriz asociada

a T−1 entonces

(T•F )(X, Y, Z) = F (b11X + b12Y + b13Z, b21X + b22Y + b23Z, b31X + b32Y + b33Z).

Observación. Cuando se considera el polinomio T•F , T representa la aplicación K-lineal de-

finida en K3. Pero cuando se considera la curva proyectiva V (T•F ), T representa la biyección

definida en P2.

Definición 3.7. Dos curvas V (F ), V (G) se dicen congruentes si existe una proyectividad T

tal que T•F = G. Una propiedad P es invariante o independiente de coordenadas si, para

toda proyectividad T , una curva V (F ) (o C conjunto de curvas o puntos) satisface P si y

solo si V (T•F ) (respectivamente T•(C)) satisface P.

Las siguientes propiedades son invariantes:

Grado de una curva. Es decir, si F tiene grado n entonces T•F tiene gradon.

Reducibilidad de una curva.

La propiedad de que un conjunto de curvas se intersectan.

Colinealidad de puntos.
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3.3. Multiplicidad

Sea V (F ) curva proyectiva de grado n y una recta V (L). Supongamos en principio que

L = X , entonces P = (x : y : z) ∈ V (X) ∩ V (F ) si y solo si x = 0 y F (0, y, z) = 0. El

polinomio F (0, Y, Z) es idénticamente nulo, si X|F , o es un polinomio homogéneo de grado

n, en ese caso se tiene que

F (0, Y, Z) =
d∏

i=1

(ciY − biZ)
mi

donde los puntos Pi = (0 : bi : ci) son distintos dos a dos y
∑d

i=1mi = n. Este caso particular

será la base para el caso general, con ayuda de las proyectividades. Ahora, se puede definir,

como en el plano af́ın, el indice de intersección entre una curva y una recta.

Proposición 3.8. Sea V (L) un recta y V (F ) una curva de grado n. Si L ∤ F entonces

V (L) ∩ V (F ) = {P1, . . . , Pd}

donde los Pi son distintos y existen enteros mi tal que para toda proyectividad T donde

T•L = X, se cumple que

(T•F )(0, Y, Z) =

d∏

i=1

(ciY − biZ)
mi

con T (Pi) = (0 : bi : ci) para i = 1, . . . , d. En particular
∑d

i=1mi = n.

Demostración. Sea T una proyectividad tal que T•L = X . El K-isomorfismo T• induce un

isomorfismo de K[X, Y, Z]/〈L〉 a K[Y, Z], ya que K[X, Y, Z]/〈X〉 ≃ K[Y, Z], y lo denotamos

por T•. Entonces el siguiente diagrama conmuta

K[X, Y, Z]
T•−→ K[X, Y, Z]

ϕ ↓ ↓ ψ
K[X, Y, Z]/〈L〉 T•−→ K[Y, Z]

donde ϕ es el homomorfismo canónico y ψ(G) = G(0, Y, Z) para todo G ∈ K[X, Y, Z].

Se sigue que K[X, Y, Z]/〈L〉 es un dominio de factorización única, por tanto ϕ(F ) = F se

escribe como

F = H1
m1 · · ·Hd

md

donde los Hi son irreducibles distintos dos a dos. Por la conmutatividad del diagrama se

tiene que

F (0, Y , Z) = T•ϕ(F ) = ψ(T•F ) = (T•F )(0, Y, Z)

como L ∤ F entonces X ∤ T•F , por tanto (T•F )(0, Y, Z) es homogéneo de grado n. Luego

(T•F )(0, Y, Z) =

r∏

j=1

(cjY − bjZ)
nj ,
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con cjY − bjZ distintos dos a dos y
∑r

j=1 ni = n. Comparando las factorizaciones de

F (0, Y , Z) y (T•F )(0, Y, Z), se tiene que r = d y ni = mi, en algún orden, como se querá de-

mostrar. Los resultados sobre los puntos de V (L)∩V (F ) son inmediatos como consecuencia

de la prueba de lo anterior.

De manera análoga al caso af́ın se tiene la siguiente definición.

Definición 3.9. La multiplicidad o ı́ndice de intersección de F y con una recta L en un

punto P , se define como

(F, L)P =





0 si P /∈ V (F ) ∩ V (L)

∞ si P ∈ V (L) ⊆ V (F )

mi si P = Pi, definidos en la proposición 3.8.

Por esta definición y la proposición 3.8 se considera que una recta y una curva de grado

n se intersectan, contando sus multiplicidades, es n puntos. Esto es un caso particular del

teorema de Bézout. Otra consecuencia de la proposición 3.8, es que se puede suponer que

un punto P ∈ V (F ) ∩ V (L), bajo una proyetividad, esta a una distancia finita y por tanto

(F, L)P = (F∗, L∗)P , (3-1)

tal que si P = (x : y : z) en el primer miembro de la igualdad, entonces P = (x, y) en el

segundo. Con ayuda de esta relación se define la multiplicidad de un punto en una curva

proyectiva.

Proposición 3.10. Sean V (F ) curva proyectiva y P ∈ V (F ). Existe un entero m ≥ 1 tal

que para toda recta V (L) que pasa por P se cumple

(F, L)P ≥ m,

además ocurre la desigualdad estricta para mı́nimo una y máximo m rectas.

Demostración. Sin perdida de generalidad se supone que P esta a una distancia finita. Por

la igualdad 3-1 y la proposición 2.22, la análoga para el caso af́ın, se sigue el resultado.

Definición 3.11. Sea V (F ) curva proyectiva. Si P ∈ V (F ) el entero definido en la proposi-

ción 3.10 se llama la multiplicidad de P en F y se denota por mP (F ). Si P /∈ V (F ) se define

mP (F ) = 0.

Como en el caso de curvas afines, se tiene definiciones similares para punto no singular o

simple, singular y m-uplo dependiendo del valor demP (F ). También definiciones para curvas

proyectivas no singulares o simples, rectas tangentes, etc.
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Ejemplo 3.12. Sea F = Y Z2 −X3. Al deshomogenizar respecto a Z se tiene f∗ = Y −X3,

luego V (f∗) es una curva no singular, ya que (f∗)y = 1. Por tanto m(F )p = 1 para todo

P = (a : b : 1) ∈ V (F ). Como f∗ solo tiene una dirección asintótica, entonces V (F ) solo

tiene el punto P = (0 : 1 : 0) en el infinito. Para calcular la multiplicidad de P en F se

deshomogeniza respecto a Y , la coordenada de P no nula, entonces f∗ = Z2 −X3. Se sigue

que m(F )P = 2 y además la recta V (Z) es su única recta tangente, por tanto (F, L)P = 2

para toda recta L 6= Z y (F, Z)P = 3.

Observación. Dado un polinomio F ∈ K[X, Y, Z] homogéneo de grado n, las derivadas par-

ciales Fx, Fy y Fz son polinomios homogéneos de grado n−1. Ya que, por ejemplo, al derivar

con respecto aX , los términos que no contienen a X se anulan y los otros disminuyen el grado

en uno. Por tanto, las derivadas de curvas proyectivas también definen curvas proyectivas.

Veamos como se encuentran los puntos singulares de una curva y cual es la recta tangente a

la curva en un punto simple.

Proposición 3.13. Sean F ∈ K[X, Y, Z]\K homogéneo de grado n y P ∈ P2. Entonces

(a) n · F = X · Fx + Y · Fy + Z · Fz.

(b) P es un punto singular de F si y solo si Fx(P ) = Fy(P ) = Fz(P ) = 0.

(c) Si P es un punto simple de F , entonces la recta tangente F en P es

Fx(P ) ·X + Fy(P ) · Y + Fz(P ) · Z.

Demostración.

(a) Por la linealidad de las derivadas, es suficiente demostrar la igualdad para los términos

de F . Sin contar los coeficientes constantes, los términos de F son de la forma X iY jZk

con i+ j + k = n. Luego

X(X iY jZk)x + Y (X iY jZk)y + Z(X iY jZk)z = iX iY jZk + jX iY jZk + kX iY jZk

= (i+ j + k)X iY jZk

= nX iY jZk.

(b) Note que las derivadas parciales se comportan bien con la deshomogeneización respecto

a variables diferentes, es decir, si se deshomogeniza respecto a Z, entonces

(F∗)x = (Fx)∗

(F∗)y = (Fy)∗.
(3-2)

Supongamos P = (a : b : 1). Por la proposición 2.24, P es punto singular de F si y solo

si (F∗)x = (F∗)y = F∗ = 0 en (a, b). Luego, al deshomogeneizar la ecuación del ı́tem

(a) y aplicar las ecuaciones 3-2 se obtiene que (Fx)∗ = (Fy)∗ = (Fz)∗ = 0 en (a, b).

Se sigue que Fx(P ) = Fy(P ) = Fz(P ) = 0. Análogamente cuando P es de la forma

(a : 1 : c) o (1 : b : c).
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(c) Suponga P = (a : b : 1). Si se deshomogeniza la recta tangente a F en P , se obtiene

la recta l tangente a F∗ en (a, b). La proposición 2.24 dice cual es la recta l, luego al

homogenizarla se obtiene la recta tangente

(F∗)x(a, b) · (X − aZ) + (F∗)y(a, b) · (Y − bZ),

utilizando las ecuaciones 3-2, el ı́tem (a) y el hecho de que (H)∗(x, y) = H(x, y, 1)

para todo polinomio homogéneo en K[X, Y, Z], la recta tangente a F en P es

Fx(P ) ·X + Fy(P ) · Y + Fz(P ) · Z.

Ejemplo 3.14. Sea F = Y 2Z − X3 +X2Z. Si P = (x : y : z) ∈ P2 es un punto singular,

debe cumplir que

F (P ) = y2z − x3 + x2z = 0

Fx(P ) = 2xz − 3x2 = 0

Fy(P ) = 2yz = 0

Fz(P ) = y2 + x2 = 0.

Entonces el único punto singular de F es P = (0 : 0 : 1). Al deshomogenizar respecto a Z

se sigue que m(F )P = 2. Considere Q = (0 : 1 : 0) ∈ V (F ), la recta tangente a F en Q es

Fx(Q) ·X + Fy(Q) · Y + Fz(Q) · Z = Z la recta infinito y (F, Z)Q = 3.

Se tiene un resultado análogo a la proposición 2.26 y como es de esperar la demostración se

reduce al caso af́ın.

Proposición 3.15. Si F ∈ K[X, Y, Z] homogéneo no tiene componentes múltiples, entonces

el conjunto de puntos singulares de F es finito.

3.4. Intersección de curvas

Como vio en el plano proyectivo todo par de rectas se intersectan (ver ejemplo 3.3), algo

que no sucede con las rectas paralelas en el plano af́ın. Ademas, por la proposición 3.8 y la

definición, no solo se garantiza que una curva siempre se intersecta con una recta, también

se conoce su número de intersecciones. Siguiendo este proceso, veamos lo que pasa para dos

curvas en general, con el teorema de Bézout. Pero antes de eso, veamos que la interpretación

del conjunto de polinomios homogéneos de un mismo grado, como K-espacio vectorial es

de gran utilidad para resultados sobre existencia de curvas que pasan por algunos puntos y

para la demostración del teorema de Bézout.
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Sea Kd[X, Y ] el conjunto de polinomios homogéneos de dos variables de grado d. Claramente

Kd[X, Y ] tiene estructura de K-espacio vectorial, con la suma usual de polinomios y además

el polinomio constante cero es homogéneo de cualquier grado. Sus elementos son de la forma

f(X, Y ) =

d∑

i=0

aiX
d−iY i

entonces Xd, Xd−1Y, . . . , XY d−1, Y d son base, ya que son linealmente independientes. Por

tanto dimKKd[X, Y ] = d+ 1.

Veamos ahora que pasa si se agrega otra variable. Claramente B = {X iY jZ l}i+j+l=d es

una base para Kd[X, Y, Z]. Para calcular su dimensión se cuentan los elementos de B con

l = 0, 1, . . . , d. Note que los polinomios que acompañan a los elementos de B con l = r y

0 ≤ r ≤ d son base para Kd−r[X, Y ], por tanto hay d − r + 1 elementos de B con l = r. Se

sigue que

dimKKd[X, Y, Z] =

d∑

r=0

(d− r + 1)

= d(d+ 1)− d(d+ 1)

2
+ d+ 1

=
(d+ 1)(d+ 2)

2

entonces a cada V (F ) con F ∈ Kd[X, Y, Z] le corresponde un punto (a1, a2, . . . , a (d+1)(d+2)
2

),

donde los a’s son los coeficientes de la combinación lineal de la base B, ordenados de alguna
manera. Además, como V (tF ) = V (F ) para todo t ∈ K, entonces las curvas proyectivas de

grado d están en correspondencia con los puntos (a1 : a2 : · · · : a (d+1)(d+2)
2

) de P
d(d+3)

2 .

En el siguiente ejemplo se utiliza lo anterior para probar existencia de curvas que pasan por

puntos fijos.

Ejemplo 3.16. Dados P1, . . . , P5 ∈ P2 existe al menos una cónica que pasa por ellos. En efec-

to, las cónicas son los elementos deK2[X, Y, Z] y una base es dada por {X2, Y 2, Z2, XY,XZ, Y Z},
con ese orden al i-esimo elemento lo denotamos por Mi. Luego una cónica representada por

(a1 : a2 : · · · : a6) para por un punto P ∈ P2 si

6∑

i=1

aiM(P )i = 0.

Por tanto la cónica (a1 : a2 : · · · : a6) pasa por los cinco puntos si




M1(P1) M2(P1) · · · M6(P1)

M1(P2) M2(P2) · · · M6(P2)
...

. . .

M1(P5) M2(P5) · · · M6(P5)


 ·




a1
a2
...

a6


 = 0
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La existencia de la cónica se sigue porque la aplicación K-lineal definida por la anterior

matriz de 5× 6, digamos A : K6 → K5, tiene kernel distinto de cero.

Otra consecuencia interesante es que el conjunto de polinomios homogéneos de grado d que

pasan por un punto P ∈ K3, el cual tiene estructura natural de subespacio de Kd[X, Y, Z],

forman un hiperplano enK
(d+1)(d+2)

2 . En efecto, siguiendo con la notación del ejemplo anterior,

sea Mi con 1 ≤ i ≤ (d+1)(d+2)
2

= N los elementos de la base de Kd[X, Y, Z], entonces un

polinomio homogéneo, digamos (x1, x2, . . . , xN), pasan por P si

N∑

i=1

xiMi(P ) = 0

y esto es la ecuación, con variables los x’s, de un hiperplano. Entonces tal subespacio tiene

dimensión N − 1 = d(d+3)
2

.

Generalizando lo anterior, si consideramos r puntos de K3, el subespacio de Kd[X, Y, Z] de

los polinomios que pasan por ellos tiene dimensión mayor o igual a N − r. Dado que su

representación en KN , es la intersección de r hiperplanos distintos.

Ejemplo 3.17. Una curva proyectiva de grado d, esta determinada por d(d − 3)/2 puntos

que contiene. En otras palabras, existen d(d− 3)/2 puntos por los cuales pasa exactamente

un curva proyectiva de grado d.

Proposición 3.18. La condición para que un punto P ∈ A2 sea m-uplo de una curva V (f)

con d◦f = d, se expresa por un sistema de m(m+1)/2 ecuaciones lineales en los coeficientes

de f .

Demostración. Sea P = (a, b) ∈ A2 con m(f)P = m. Entonces f(X+a, Y +b) = fm(X, Y )+

fm+1(X, Y ) + · · · + fd(X, Y ) con fi homogéneo de grado i, para m ≤ i ≤ d. Por tanto, los

coeficientes de los monomios con grado menor que m de f(X + a, Y + b) son iguales a cero.

Además esos coeficientes son de la forma

p0(a, b)c0 + p1(a, b)c1 + · · ·+ p (d+1)(d+2)
2

(a, b)c (d+1)(d+2)
2

donde pi ∈ K[X, Y ] y los ci son los coeficientes de los términos de f . Note que haym(m+1)/2

monomios de grado menor o igual a m− 1.

Observación. Aunque solo una parte de lo descrito anteriormente, se utiliza en la demos-

tración del siguiente teorema. Lo demás va ser necesario en el próximo capitulo cuando se

estudie el genero virtual de una curva.

Retomando con el tema de intersecciones de curvas. Note que no se ha hablado nada sobre

el ı́ndice de intersección (F,G)P en el caso de curvas proyectivas. Lo que se va hacer, en

realidad se ha hecho a lo largo de todo este caṕıtulo, es pasar al caso af́ın.
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Teorema 3.19 (Bézout). Sean V (F ) y V (G) curvas proyectivas tal que d◦F = m, d◦G = n

y no tienen componentes en común. Entonces
∑

P∈P2

(F,G)P = m · n

Demostración. Como V (F ) ∩ V (G) es finito, haciendo un cambio de coordenadas, si es

necesario, se puede asumir que ninguno de sus puntos está en la recta infinito. Se sigue que

(F,G)P = (F∗, G∗)P . Además, si P /∈ V (F ) ∩ V (G) entonces (F,G)P = 0. Luego
∑

P∈P2

(F,G)P =
∑

P∈V (F∗)∩V (G∗)

(F∗, G∗)P = dimK(K[X, Y ]/〈F∗, G∗〉).

Se define

Γ∗ = K[X, Y ]/〈F∗, G∗〉, Γ = K[X, Y, Z]/〈F,G〉, R = K[X, Y, Z]

y Γd (resp. Rd) el K-espacio vectorial de polinomios homogéneos con grado d de Γ (resp. R).

Para demostrar el teorema veamos que dimKΓd = m · n y dimKΓ∗ = dimKΓd para algún d.

Paso 1: dimKΓd = m · n. Suponga d ≥ m+ n. Defina φ : R → Γ el homomorfismo natural,

ϕ : R × R → R tal que ϕ(A,B) = AF +BG y ψ : R → R× R donde ψ(C) = (CG,−CF ).
Dado que F y G no tienen factores en común, es inmediato que la siguiente secuencia es

exacta

0 → R
ψ−→ R× R

ϕ−→ R
φ−→ Γ → 0.

Se restringen los homomorfismos a polinomios homogéneos de varios grados y se obtiene la

siguiente secuencia exacta

0 → Rd−m−n
ψ−→ Rd−m × Rd−n

ϕ−→ Rd
φ−→ Γd → 0.

Entonces

dimKΓd = dimKRd − dimK(Rd−m × Rd−n) + dimKRd−m−n

= (d+1)(d+2)
2

− (d−m+1)(d−m+2)
2

− (d−n+1)(d−n+2)
2

+ (d−m−n+1)(d−m−n+2)
2

= m · n
Paso 2: Si denotemos por H0 a H(X, Y, 0), para H ∈ R. Note que F0 y G0 son homogéneos

sin factor común en K[X, Y ], ya que V (F ) ∩ V (G) ∩ V (Z) = φ.

Veamos que la aplicaciónK-lineal α : Γ → Γ definida por α(H) = ZH, dondeH = H+〈F,G〉
y H ∈ R, es inyectiva. Sea H ∈ Ker(α), por tanto ZH = AF + BG con A,B ∈ R. Luego

A0F0 = −B0G0 y como F0 y G0 no tienen factor común en K[X, Y ], entonces B0 = F0C y

A0 = −G0C con C ∈ K[X, Y ]. Defina A1 = A+CG y B1 = B−CF , como (A1)0 = (B1)0 = 0

entonces A1 = ZA′ y B1 = ZB′ con A′, B′ ∈ R. Luego

A1F +B1G = AF + CGF +BG− CFG = AF +BG = ZH,
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entonces A′F +B′G = H . Por tanto H = 0 y Ker(α) = 〈0〉, es decir, α es inyectiva.

Paso 3: Sea d ≥ m + n. En el paso 1 se probó que dimKΓe = m · n para todo e ≥ m + n,

entonces se pueden escoger A1, A2, . . . , Amn ∈ Rd cuyos residuos en Γd formen una base.

Además, por el paso 2, α|Γd
: Γd → Γd+1 es un isomorfismo K-lineal de espacios vectoriales.

Se sigue que los residuos de ZrA1, Z
rA2, . . . , Z

rAmn en Γd+r forman un base, para todo

r ≥ 0.

Defina ai como el residuo de (Ai)∗ = A(X, Y, 1) ∈ K[X, Y ] en Γ∗ con i = 1, 2, . . . , mn.

Veamos que {a1, . . . , amn} es una base para Γ∗. Sea H ∈ Γ∗ con H ∈ K[X, Y ], existe

N ∈ N tal que ZNH∗ es homogéneo de grado d + r con r ≥ 0, dado que los residuos de

ZrA1, Z
rA2, . . . , Z

rAmn en Γd+r son base, se tienen que ZNH∗ =
∑mn

i=1 αiZ
rAi + AF + BG

con αi ∈ K y A,B ∈ K[X, Y, Z], entonces H = (ZNH∗)∗ =
∑mn

i=1 αi(Ai)∗ + A∗F∗ + B∗G∗.

Se sigue que H =
∑mn

i=1 αiai. Por tanto {a1, . . . , amn} genera a Γ∗.

Para mostrar que {a1, . . . , amn} son linealmente independientes, tome λ1, . . . , λmn ∈ K tal

que
∑mn

i=1 λiai = 0 y veamos que λi = 0. Luego, por definición,
∑mn

i=1 λi(Ai)∗ = AF∗ + BG∗

con A,B en K[X, Y ]. Además, si homogenizamos la anterior igualdad, existen r, s, t ∈ N tal

que Zr
∑mn

i=1 λiAi = ZsA∗F + ZtB∗G ∈ Rd+r, entonces
∑mn

i=1 λiZ
rAi = 0 en Γd+r y como

{ZrAi}mni=1 es base de Γd+r, se sigue λi = 0 para i = 1, . . . , mn.

Aśı como el teorema fundamental del álgebra nos permite realizar operaciones o propiedades

sobre las ráıces de un polinomio de una variable, sin conocerlas expĺıcitamente, ya que nos

garantiza su existencia y también la cantidad. Con ayuda del teorema de Bézout, en realidad

es la base, se puede definir una estructura de grupo sobre el conjunto de ceros de un polinomio

de grado tres no singular, que lo llamaremos curva eĺıptica.

Ejemplo 3.20. Si una curva proyectiva V (F ), con d◦F = d, no tienen componentes múltiples

entonces

d(d− 1) ≥
∑

P∈V (F )

mP (F )(mP (F )− 1).

En efecto, aplicando el teorema de Bézout y por una propiedad del ı́ndice de intersección se

sigue que

d(d− 1) =
∑

P

(F, Fx)P ≥
∑

P

mP (F )mP (Fx),

veamos que mP (Fx) ≥ mP (F )− 1. Sin perdida de generalidad suponga P = (0 : 0 : 1). Sea

m = mP (F ) = mP (F∗) entonces

F∗ = fm + fm+1 + · · ·+ fd con fi homogéneo de grado i,

luego

(F∗)x = (fm)x + (fm+1)x + · · ·+ (fd)x con (fi)x homogéneo de grado i− 1,

y como (Fx)∗ = (F∗)x entonces mP (Fx) = mP ((Fx)∗) ≥ m− 1 = mP (F )− 1.
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Una curva af́ın V (f) pueden ser considerada un objeto de dimensión uno, en el sentido que

la ecuación f(X, Y ) = 0 hace depender una variable de la otra, por tanto se podŕıa conseguir

una función de un parámetro que recorra el gráfico de f . Por ejemplo, r(t) = (cos(t), sen(t)) es

una función que recorre el circulo unidad. En este caṕıtulo, vamos a estudiar las propiedades

de las curvas que se pueden recorrer por medio de expresiones racionales polinomiales.

4.1. Curvas racionales afines

Definición 4.1. Una curva af́ın irreducible V (f) es racional si existe un par de funciones

racionales x(T ), y(T ) no ambas constantes, tal que f(x(T ), y(T )) = 0 en K(T ). El par

x(T ), y(T ) se llama parametrización racional o simplemente parametrización.

La definición se restringe a curva irreducibles por que si una es racional, cualquier mÃoltiplo

de ella también es racional con la misma parametrización. Sea f ∈ K[X, Y ]\K, si es posible

despejar de la ecuación f(X, Y ) = 0 una de las variables, digamos X , de tal manera que

sea igual a una fracción polinomial no constante x(Y ) entonces f es racional. En efecto,

una parametrización es dada por x(T ) y y(T ) = T . Se sigue que las rectas y parábolas son

racionales. Veamos un ejemplo menos trivial.

Ejemplo 4.2. Considere la elipse f(X, Y ) = b2X2+a2Y 2−a2b2 ∈ R[X, Y ]. Sea P = (−a, 0),
con P ∈ V (f), para encontrar una parametrización de f , se encuentra el otro punto de

intersección de las rectas que pasan por P con f variando su pendiente, como se ve en la

figura.

bP

b

b

b

b
O

t =
b/
a



4.1 Curvas racionales afines 39

Sea t ∈ R, la recta que pasa por P y tiene pendiente t es lt := Y − t(X + a). Luego

flt = f(X, t(X + a)) = b2X2 + a2t2(X + a)2 − a2b2

= (b2 + a2t2)X2 + 2a3t2X + a4t2 − a2b2

resolviendo la ecuación flt = 0

X =
−2a3t2 ±

√
4a6t4 − 4(b2 + a2t2)(a4t2 − a2b2)

2(b2 + a2t2)

= −a a
2t2 ∓ b2

b2 + a2t2

La solución del + resulta en el punto P . Entonces una parametrización para la elipse es

x(T ) =
ab2 − a3T 2

b2 + a2T 2

y(T ) =
2ab2T

b2 + a2T 2

Note que el ejemplo anterior no hay ninguna restricciń para T y no existe un valor para T

tal que (x(T ), y(T )) = P .

Cuando una curva es racional, cada valor del parámetro de una parametrización, excepto

los que anulan sus denominadores, le corresponde un único punto de la curva. Puede pasar

que la correspondencia valor→ punto no sea inyectiva o sobreyectiva. Por ejemplo en R2,

la parametrización x = T 2, y = 1/T 2 de la hipérbole XY = 1 esta recorriendo dos veces

la parte de la hipérbole que esta en el primer cuadrante y no define ningún punto de la

hipérbole del tercer cuadrante.

Vamos a ver que para toda curva racional existe una buena parametrización tal que la

correspondencia valor→ punto es inyectiva, excepto para un número finito de valores. Pero

antes se necesitan unas definiciones y proposiciones.

Definición 4.3. Sea C = V (f) una curva af́ın irreducible. Una función ϕ : C → A se dice

regular o polinomial si es igual a la restricción en C a una función polinomial A2 → A, es
decir, si existe p ∈ K[X, Y ] tal que ϕ(x, y) = p(x, y) para todo (x, y) ∈ C.

Denotamos por A(C) en conjunto de las funciones regulares de una curva af́ın C = V (f) irre-

ducible, el cual tiene estructura natural de anillo con la suma y producto usual de funciones.

Por definición existe un epimorfismo natural ψ : K[X, Y ] → A(C) que hace corresponder a

cada polinomio p la función polinomial p restricta a C. Como C es irreducible, aplicando la

proposición 2.3 se sigue que Kerψ = 〈f〉, luego

A(C) ≃ K[X, Y ]/〈f〉
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por tanto A(C) es dominio y se puede definir su cuerpo de fracciones, se denota por K(C)

y lo llamamos el cuerpo de funciones racionales de la curva af́ın irreducible C.

Cada elemento de K(C) puede ser expresado como p/q, con q 6= 0, donde p, q denota las

funciones polinomiales p, q : A2 → A restrictas a C o las clases de equivalencia de los polino-

mios p, q ∈ K[X, Y ] en K[X, Y ]/〈f〉. Dos expresiones p/q, r/s representan la misma función

racional en K(C) si y solo si la función polinomial ps− qr = 0 es nula, o equivalentemente,

el polinomio ps− qr es múltiplo de f .

Diremos que una función racional ϕ ∈ K(C) es regular o esta definida en el punto P ∈ C,

si admite una representación p/q con p, q ∈ A(C) tal que q(P ) 6= 0. Denotamos por Cϕ al

subconjunto de C donde ϕ esta definida.

Observación. Para una función racional ϕ ∈ K(C) el conjunto Cϕ es el complemento de un

subconjunto finito de C. En efecto, si ϕ = p/q con q 6= 0 entonces el polinomio q no es

múltiplo de f , donde C = V (f), y por la proposición 2.11 se sigue que, el conjunto donde ϕ

puede no estar definida, V (p) ∩ C es finito.

Claramente toda función regular ϕ ∈ A(C), es una función racional que esta definida en

todos los puntos de C, es decir, Cϕ = C. El reciproco de la anterior afirmación esta dado

por la siguiente proposición.

Proposición 4.4. Sea C = V (f) curva af́ın irreducible. Si una función racional ϕ esta

definida en todo los puntos de C, entonces ϕ es regular, es decir, ϕ ∈ A(c).

Demostración. Suponga ϕ = p/q con p, q ∈ K[X, Y ]/〈f〉 ≃ A(C) y Cϕ = C. Se define

I = {s ∈ K[X, Y ]/〈f〉 / sϕ ∈ K[X, Y ]/〈f〉},

claramente es un ideal de K[X, Y ]/〈f〉, la proposición se sigue si 1 ∈ I. Supongamos que

1 /∈ I, entonces I esta contenido en algún ideal maximal de K[X, Y ]/〈f〉. Luego, existe
P = (a, b) ∈ C tal que I ⊆ 〈X − a, Y − b〉/〈f〉, por tanto s(P ) = 0 para todo s ∈ I. En

particular q y todos los denominadores de las distintas expresiones de ϕ pertenecen a I, esto

contradice la regularidad de ϕ en P .

Ejemplo 4.5. Sea C = V (X2+Y 2− 1) y ϕ = (Y − 1)/X ∈ K(C). Claramente ϕ es regular

en todos los puntos (x, y) ∈ C con x 6= 0. Solo falta saber la regularidad de ϕ en P1 = (0, 1)

y P2 = (0,−1). Note que

ϕ =
Y − 1

X
=

−X
Y + 1

,

por tanto ϕ es regular en P1. Supongamos que ϕ es regular en P2, entonces Cϕ = C y por la

proposición 4.4 ϕ ∈ A(C). Luego, existe p ∈ K[X, Y ]/〈f〉 tal que Y−1
X

= p, por tanto existe

q ∈ K[X, Y ] tal que

Y − 1−Xp(X, Y ) = q(X, Y )(X2 + Y 2 − 1)

y evaluando P2 en la anterior ecuación se tiene que −2 = 0, contradicción. Entonces ϕ no es

regular en P2 y por tanto Cϕ = C\P2.
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Ahora veamos un resultado algebraico para saber cuando una curva racional a partir de su

cuerpo de funciones racionales.

Proposición 4.6. La curva C = V (f) es racional si y solo si su cuerpo de funciones

racionales K(C) es K-isomorfo a un subcuerpo de K(T ), cuerpo de funciones racionales en

la variable T .

Demostración. (⇐) Supongamos que K(C) es K-isomorfo, por Φ : K(C) → K(T ), a un

subcuerpo de K(T ). Sean x(T ) = Φ(X) y y(T ) = Φ(Y ). Si x(T ) es constante entonces X

también lo es, por tanto existe a ∈ K tal que X − a ∈ 〈f〉. Ya que f es irreducible, entonces

existe b ∈ K no nulo tal que f = b(X − a). Se sigue que Y no es constante. Como f = 0,

por tanto

0 = Φ(f) = f(Φ(X),Φ(Y )) = f(x(T ), y(T )),

entonces x(T ), y(T ) es una parametrización de C.

(⇒) Sea x(T ), y(T ) ∈ K(T ) una parametrización de C. Se define el K-homomorfismo

Φ : K[X, Y ] −→ K(T )

h(X, Y ) 7−→ h(x(T ), y(T )),
(4-1)

veamos que KerΦ = 〈f〉. Claramente 〈f〉 ⊆ KerΦ. Suponga que KerΦ * 〈f〉, por tanto

existe g ∈ KerΦ tal que f ∤ g. Como f es irreducible entonces, aplicando el lema 2.10, existen

r(X), s(Y ) ∈ KerΦ no nulos. Ya que 〈r(X), s(Y )〉 ⊆ KerΦ, existe unK-epimorfismo natural

de K[X, Y ]/〈r(X), s(Y )〉 a K[X, Y ]/KerΦ.

Por el lema 2.27, como V (〈r(X), s(Y )〉) es finito, entonces dimKK[X, Y ]/〈r(X), s(Y )〉<∞
y por tanto dimKK[X, Y ]/KerΦ = N <∞. Luego

K[x(T ), y(T )] ≃ K[X, Y ]/KerΦ

es la K-subalgebra de K(T ) generada por x(T ), y(T ) y además es K-espacio vectorial de

dimensión N . En particular, las funciones 1, x(T ), x2(T ), . . . , xN(T ) son linealmente depen-

dientes sobre K, entonces x(T ) es algebraico sobre K y por tanto x(T ) ∈ K, análogamente

y(T ) ∈ K. Contradicción, ya que x(T ), y(T ) es para metrización de C.

Se sigue que

A(C) ≃ K[X, Y ]/〈f〉 ≃ K[x(T ), y(T )],

entonces

K(C) ≃ K(x(T ), y(T )) ≤ K(T ).

Como consecuencia de la anterior proposición, si C = V (f) es racional, se puede consideran

a K(C) como subcuerpo de K(T ) bajo la inclución dada por la extensión de (4-1)

K(C) →֒ K(T )

ϕ(X, Y ) 7−→ ϕ(x(T ), y(T ))
(4-2)

donde x(T ), y(T ) es una parametrización de C. Otro resultado es la siguiente definición.
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Definición 4.7. De dice que la parametrización x(T ), y(T ) de una curva C es buena si la

inclución definida por (4-2) es sobreyectiva.

Como se habia dicho, una buena parametrización es cuando la correspondencia

(valor de parametro) −→ (punto de curva) (4-3)

es inyectiva, excepto para un número finito de valores. La definición anterior implica esta

interpretación. En efecto, si la inclución (4-2) es sobreyectiva entonces existe ϕ ∈ K(C) tal

que ϕ(x(T ), y(T )) = T .

Ejemplo 4.8. Por construcción, la parametrización

x(T ) =
1− T 2

1 + T 2
y(T ) =

2T 2

1 + T 2

de la circunferencia X2 + Y 2 − 1, dada por el ejemplo 4.2, debeŕıa ser buena. En efecto,

considere ϕ(X, Y ) = Y
X+1

entonces

ϕ(x(T ), y(T )) =
2T

1+T 2

1−T 2

1+T 2 + 1
=

2T

1− T 2 + 1 + T 2
= T

Teorema 4.9 (Lüroth). Sea L un subcuerpo de K(T ) que contiene propiamente a K, en-

tonces existe α ∈ K(T ) tal que L = K(α).

Demostración. Considere g = a(T )/b(T ) ∈ L no constante con a, b ∈ K[T ], entonces T

es ráız del polinomio a(X) − gb(X) ∈ L[X ]. Se sigue que T es algebraico sobre L y en

consecuencia K(T ) es una extensión algebraica sobre L. Sea p ∈ L[X ] el polinomio mı́nimo

de T sobre L tal que

p(X, T ) = a0(T )X
m + a1(T )X

m−1 + · · ·+ am(T )

donde aj ∈ K[T ], a0(T ) 6= 0, aj/a0 ∈ L y se puede suponer que mcd(a0, a1, . . . , am) = 1.

Tome 0 ≤ i0, j0 ≤ m tal que

n = d◦ai0(T ) ≥ d◦aj(T ) para 0 ≤ j ≤ m

y ai0/aj0 /∈ K, esto se puede porque los a’s son primos relativos. Defina α = ai0/aj0 que

pertenece a L, ya que ai0/a0 y aj0/a0 estan en L. Como el polinomio αaj0(X)−ai0(X) ∈ L[X ]

se anula en T y es de grado n, el grado de ai0 , entonces

[K(T ) : K(α)] ≤ n. (4-4)

Sea q(X, T ) = aj0(X)ai0(T ) − aj0(T )ai0(X). Como q(T, T ) = 0 entonces p(X, T ) divide a

q(X, T ) en K[X, T ], porque mcd(a0, a1, . . . , am) = 1. Por tanto existe r(X, T ) ∈ K[X, Y ] tal

que

p(X, T )r(X, T ) = q(X, T ) (4-5)
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comparando los grados respecto a la variable T se tiene que

n = d◦

T p ≤ d◦

Tp+ d◦

T r = d◦

T q ≤ n,

luego d◦

T r = 0. Como r(X, Y ) = r(X) divide a q(X, T ), por simetŕıa de q, r(T ) también divide

a q(X, Y ). Por tanto r(T ) divide a p(X, T ) en K[X, Y ], pero como mcd(a0, a1, . . . , am) = 1

entonces r(T ) es constante. De la ecuación 4-5 se sigue que m = d◦

Xp = d◦

Xq = n. Luego,

por la desigualdad 4-4

n ≥ [K(T ) : K(α)] = [K(T ) : L] · [L : K(α)] ≥ [K(T ) : L] = m = n,

por tanto [L : K(α)] = 1, esto implica que L = K(α).

Sean x(T ), y(T ) ∈ K(T ). Suponga x(T ) no constante. Por la primera parte de la demostra-

ción del teorema de Lüroth, se sigue que la extensión K(T )|K(x(T )) es algebraica. Luego,

existe p ∈ K(x(T ))[X ], digamos

p(X) =
an
bn
Xn +

an−1

bn−1
Xn−1 + · · ·+ a0

b0

con ai, bi ∈ K[x(T )] tal que p(y(T )) = 0. Entonces, a partir de p, se puede encontrar un

polinomio f ∈ K[X, Y ] con f(x(T ), y(T )) = 0, sin perdida de generalidad se puede suponer f

irreducible. En conclusión, todo par de funciones racionales x(T ), y(T ), no ambas constantes,

parametrizan alguna curva af́ın irreducible C = V (f).

Corolario 4.10. Toda curva af́ın racional admite una buena parametrización.

Demostración. Sea C = V (f) curva af́ın racional, por tanto existe una parametrización

x(T ), y(T ) ∈ K(T ) tal que K(C) ≃ K(x(T ), y(T )). Por teorema de Lüroth existe α ∈ K(T )

tal que K(x(T ), y(T )) ≃ K(α), por tanto existe ψ ∈ K(C) tal que ψ(x(T ), y(T )) = α.

Además existen r, s ∈ K(T ) tal que x(T ) = r(α) y y(T ) = s(α). Si se cambia T por α como

parámetro, entonces la aplicación

K(C) −→ K(α)

ϕ(X, Y ) 7−→ ϕ(r(α), s(α))

es sobreyectiva. Por tanto r(α), s(α) es una buena parametrización de C.

Ejemplo 4.11. Veamos cual es la curva irreducible C que definen las funciones racionales

x := x(T ) = T 6 − T 2 + 1 y := y(T ) =
T 2

1 + T 2

Se tiene que

y + yT 2 = T 2

T 2 =
y

1− y
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reemplazando en x

x =
y3

(1− y)3
− y

1− y
+ 1

(x− 1)(1− y)3 = y3 − y(1− y)2

(x− 1)(1− y)3 = −y(1− 2y)

Entonces C = V ((X−1)(1−Y )3+Y (1−2Y )). Note que K(x(T ), y(T )) = K(T 2), por tanto

haciendo α = T 2 se tiene la una buena parametrización de C dada por x(α) = α3 − α+ 1 y

y(α) = α
1+α

.

4.2. Curvas racionales proyectivas

En el ejemplo 4.2 se encontró una parametrización x(T ), y(T ) para la elipse de la forma

f(X, Y ) = b2X2 + a2Y 2 − a2b2 tal que el punto (−a, 0) ∈ V (f) no pertenece a la imagen de

la aplicación ψ : A → A2 con ψ(t) = (x(t), y(t)). Si se considera K = R o C

ĺım
t→∞

ψ(t) = ĺım
t→∞

(
ab2 − a3t2

b2 + a2t2
,

2ab2t

b2 + a2t2

)
= (−a, 0),

entonces si pudiéramos considerar al infinito como un valor del parámetro, se completaŕıa la

curva. El procedimiento, como es de esperar, es considerar a A y A2 como subconjunto de P
y P2, respectivamente. Se define

∼

ψ : P −→ P2

(t, u) 7−→ (ab2u2 − a3t2 : 2ab2tu : b2u2 + a2t2)

tal que ψ(t) =
∼

ψ(t : 1) y además
∼

ψ(1 : 0) = (−a : 0 : 1). Otra ventaja de la definición de
∼

ψ

es que esta definida en t = ±
√
−1. Note que

∼

ψ(P) = V (f ∗).

Veamos como se formaliza el procedimiento anterior.

Definición 4.12. Una aplicación Ψ : P → P2 se dice regular o polinomial, si existen polino-

mios homogéneos del mismo grado F0, F1, F2 ∈ K[X, Y ] tales que

Ψ (P ) = (F0(P ) : F1(P ) : F2(P )) ∀P ∈ P

y los polinomios F0, F1, F2 no tienen un cero P ∈ P en común, es decir, se debe cumplir que

V (F0) ∩ V (F1) ∩ V (Fn) = ∅. A los polinomios F0, F1, F2 se les llama coordenadas de Ψ .

La condición de que F0, F1, F2 tengan el mismo grado, digamos d, es para garantizar que Ψ

esta bien definida. En efecto, sean (a, b) ∈ A2 y t ∈ K no nulo, entonces

Ψ (a : b) = ((F0(a, b) : F1(a, b) : F2(a, b)))

= (td(F0(a, b) : t
dF1(a, b) : t

dF2(a, b)))

= ((F0(at, bt) : F1(at, bt) : F2(at, bt)))
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Proposición 4.13. Sean x(T ), y(T ) funciones racionales y B ⊆ A el mayor conjunto donde

están definidas. Entonces existe una única aplicación polinomial Ψ : P → P2 tal que

Ψ (t : 1) = (x(t) : y(t) : 1) ∀t ∈ B

Demostración. Suponga x(T ) = p(T )
q(T )

y y(T ) = r(T )
s(T )

con p, q, r, s ∈ K[T ]. Al homogeneizar

respecto a una variable U se define

x∗(T, U) =
p∗(T, U)

q∗(T, U)
y∗(T, U) =

r∗(T, U)

s∗(T, U)

de tal manera que d◦p∗ = d◦q∗ y d◦r∗ = d◦s∗, esto es para garantizar la buena definición

en un punto de la recta proyectiva P. Ademas se define f = qs ∈ K[T ] y se homogeneiza

como f ∗(T, U) = q∗(T, U)s∗(T, U). Entonces, por las definiciones anteriores, la aplicación

ψ : P → P2 definida por

ψ(t : u) = (f ∗(t, u)x∗(t, u) : f ∗(t, u)y∗(t, u) : f ∗(t, u)) ∀(t : u) ∈ P

es polinomial y para t ∈ B se cumple que f(t) 6= 0 y por tanto

ψ(t : 1) = (f ∗(t, 1)x∗(t, 1) : f ∗(t, 1)y∗(t, 1) : f ∗(t, 1))

= (f(t)x(t) : f(t)y(t) : f(t))

= (x(t) : y(t) : 1)

La unicidad de la aplicación se sigue por el procedimiento para su definición.

Esta proposición, garantiza que una parametrización puede ser reemplazada por una apli-

cación polinomial. Este cambio es favorable, no solo porque se pierden las restricciones del

parámetro, los valores que anulaban los denominadores, ademaás la curva se completa por

la siguiente proposición.

Proposición 4.14. La imagen de una aplicación polinomial Ψ : P → P2 no constante es

una curva proyectiva irreducible.

Demostración. Sean F0, F1, F2 ∈ K[X, Y ] coordenadas de Ψ , tal que sus grados son iguales a

n. Si F2 = 0, veamos que Ψ (P) es la recta infinito V (Z). En efecto, claramente Ψ (P) ⊆ V (Z),

sea Q = (a : b : 0) ∈ V (Z) y sin perdida de generalidad suponga b 6= 0. El polinomio

bF0(X, Y )−aF1(X, Y ) es no nulo, ya que Ψ no es constante, por tanto tiene una ráız P ∈ P.
Luego, bF0(P ) = aF1(P ) y entonces

Ψ (P ) = (F0(P ) : F1(P ) : 0)

=
(a
b
F1(P ) : F1(P ) : 0

)

= (a : b : 0) = Q,



46 4 Curvas racionales

se sigue que Ψ (P) = V (Z). Ahora, suponga F2 6= 0 y sean

x(T ) :=
(F0)∗(T )

(F2)∗(T )
=
F0(T, 1)

F2(T, 1)

y(T ) :=
(F1)∗(T )

(F2)∗(T )
=
F1(T, 1)

F2(T, 1)

al menos una esas funciones racionales es no constante, de no ser aśı F0, F1, F2 tendŕıan un

cero en común. Sea V (f) la curva af́ın irreducible racional, parametrizada por x(T ), y(T ) y

F = f ∗ irreducible con d◦F = d◦f = d. Veamos que Ψ (P) = V (F ). Se define el polinomio

homogéneo
∼

F (T, U) = F (F0(T, U), F1(T, U), F2(T, U))

tal que d◦
∼

F = d◦F · d◦Fi. Luego

∼

F (T, 1) = F (F0(T, 1), F1(T, 1), F2(T, 1))

= (F2(T, 1))
d F

(
F0(T, 1)

F2(T, 1)
,
F1(T, 1)

F2(T, 1)
, 1

)

= (F2(T, 1))
d F (x(T ), y(T ), 1)

= (F2(T, 1))
d f(x(T ), y(T )) = 0

entonces
∼

F es un polinomio homogéneo tal que
∼

F ∗ = 0 y por tanto
∼

F = 0, esto implica que

Ψ (P) ⊆ V (F ).

Sea (a : b : c) ∈ P2 con c 6= 0. El punto (a : b : c) esta en Ψ (P) si y solo si existe (t : u) ∈ P
con (a : b : c) = (F0(t, u) : F1(t, u) : F2(t, u)), por tanto existe α ∈ K no nulo tal que

a = αF0(t, u)

b = αF1(t, u)

c = αF2(t, u).

Coma c y α son no nulos, haga α = c/F2(t, u), entonces

aF2(t, u)− cF0(t, u) = 0

bF2(t, u)− cF1(t, u) = 0.
(4-6)

Defina Gi = XiF2(T, U) − X2Fi(T, U) ∈ K[X0, X1, X2, T, U ] homogenéo con i = 0, 1. Note

que por el sistema (4-6), se sigue que (a : b : c) ∈ Ψ (P) si y solo si existe solución al sistema

de ecuaciones G0(a, b, c, T, U) = 0, G1(a, b, c, T, U) = 0.

Los Gi son homogéneos, además también son homogéneos en las variables T, U , por tanto

G0 = r0T
n + r1T

n−1U + · · ·+ rn−1TU
n−1 + rnU

n

G1 = s0T
n + s1T

n−1U + · · ·+ sn−1TU
n−1 + snU

n
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donde rj, sj son polinomios homogéneos de grado 1 en las variables X0, X1, X2. Considere la

resultante R(X0, X1, X2) de G0(X0, X1, X2, T, 1) y G1(X0, X1, X2, T, 1), entonces

R(a, b, c) = 0 ⇔





r0(a, b, c) = s0(a, b, c) = 0

o

G0(a, b, c, T, 1) y G1(a, b, c, T, 1) tienen ráız común.

Si r0(a, b, c) = s0(a, b, c) = 0 por tanto G0(a, b, c, 1, 0) = G1(a, b, c, 1, 0) = 0, se concluye que

R(a, b, c) = 0 ⇐⇒ ∃(t : u) ∈ P tal que G0(a, b, c, t, u) = G1(a, b, c, t, u) = 0.

En resumen, por equivalencias, se tiene que

(a : b : c) ∈ Ψ (P) con c 6= 0 ⇐⇒ R(a, b, c) = 0

entonces V (R(X0, X1, 1)) ⊆ Ψ (P) ⊆ V (F ) y como V (f) es irreducible, se sigue que f(X0, X1)

divide a R(X0, X1, 1), por tanto

(a : b : 1) ∈ V (F ) =⇒ R(a, b, 1) = 0 =⇒ (a : b : 1) ∈ Ψ (P).

Repitiendo el procedimiento para a y b no nulos, en lugar de c, se deduce que V (F ) ⊆ Ψ (P)
y por tanto Ψ (P) = V (F ). Como se queŕıa demostrar.

Definición 4.15. Una curva proyectiva se dice racional si es igual a la imagen de una

aplicación polinomial no constante.

Cuando se define algo en el espacio af́ın y luego se hace un procedimiento para una definición

semejante en es espacio proyectivo, ya que con eso se obtiene alguna ventaja, es de esperar

que las definiciones sean consistente. Y esta no es la excepción.

Proposición 4.16. Sean V (f) una curva af́ın y V (F ) una curva proyectiva, entonces

(a) V (f) es racional si y solo si V (f ∗) es racional.

(b) V (F ) es racional si y solo si V (F∗) es racional o vaćıo.

Veamos las definiciones semejantes a A(C) yK(C) para el caso proyectivo, que son necesarias

para el siguiente capitulo.

Definición 4.17. Sea V (F ) curva proyectiva irreducible, se define el dominio homogéneo de

F como

A(F )h = K[X, Y, Z]/〈F 〉.
Denotamos por G la clase de equivalencia de G ∈ K[X, Y, Z] modulo 〈F 〉 y por K(F )h a su

cuerpo de fracciones.
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El subconjunto de K(F )h formado por las fracciones G/H con G,H homogéneos del mismo

grado forma un subcuerpo, lo denotamos por K(F ) y lo llamamos cuerpo de las funciones

racionales de F . Esta definición se justifica por la siguiente proposición.

Proposición 4.18. Sea C = V (f) una curva af́ın irreducible y F = f ∗ entonces K(F ) es

isomorfo a K(C).

Demostración. Considere el K-homomorfismo

ψ : K[X, Y ] −→ K(F )h

g(X, Y ) 7−→ g(X/Z, Y /Z).

Note que g∗(X, Y, Z) = Zd◦gg(X/Z, Y/Z), entonces

ψ(g) = g(X/Z, Y /Z) =
g∗(X, Y , Z)

Zd◦g
∈ K(F ).

Se sigue que la imagen de ψ esta contenida en K(F ). Veamos que Kerψ = 〈f〉. Sea g ∈ 〈f〉,
luego g∗ = FH con H ∈ K[X, Y, Z] homogéneo, por tanto

ψ(g) =
g∗(X, Y , Z)

Zd◦g
=
F (X, Y , Z)H(X, Y , Z)

Zd◦g
= 0.

Suponga g ∈Kerψ, entonces g∗(X,Y ,Z)

Zd◦g
= 0 ∈ K(F )h.Se sigue que g∗(X, Y, Z) ∈ 〈F 〉 y por

tanto g(X, Y ) ∈ 〈f〉.
Luego, como A(C) ≃ K[X, Y ]/〈f〉 ≃ Imψ ⊆ K(F ) entonces K(C) ≃ L un subcuerpo

de K(F ). Dado que todo elemento de K(F ) tiene una representación como cociente de

polinomios generados por X/Z, Y /Z ∈ Imψ, entonces L = K(F ).

4.3. Genero virtual

Saber que una curva es racional no es un problema sencillo, como vimos en las secciones

pasadas. Una forma es encontrando una parametrización y la otra es aplicando la proposición

4.6, pero ninguna de ellas es fácil de hacer. En esta sección, a cada curva se le va asociar un

número que depende del grado y de sus punto singulares, tal que hay una relación entre el

valor del número y la racionalidad de la curva.

Definición 4.19. El genero virtual de una curva proyectiva V (F ) sin componentes múltiples,

con d◦F = d, es en número entero

gv(F ) =
(d− 1)(d− 2)

2
−

∑

P

mP (F )(mP (F )− 1)

2
.
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Se define para curvar sin componentes múltiples para que solo una cantidad finita de terminos

de la sumatoria sea no nula, aplicando la proposición 3.15.

Claramente el genero virtual es una propiedad invariante, ya que el grado de una curva y la

multiplicidad de sus puntos son propiedades invariantes.

Ejemplo 4.20. Como las rectas no tiene puntos singulares entonces gv(L) = 0 para toda

recta. Ahora, veamos que las cónicas irreducibles tienen genero virtual cero. Considere K =

C. Toda cónica es congruente a una de la forma

X2 + aY 2 + bZ2 + cY Z,

esto se comprueba completando cuadrados en la forma general de las cónicas. Reduciendo

las equivalentes, solo quedan tres cónicas

X2 + Y 2 − Z2, X2 − Y 2, X2

donde solo la primera es irreducible y también no singular, por tanto su genero virtual es

cero.

Antes de mencionar y demostrar el resultado central de esta sección, veamos unos lemas

necesarios.

Lema 4.21. Sea C = V (f) curva af́ın irreducible y ϕ ∈ K(C) no constante. El homomor-

fismo

Ψ : K[T ] −→ K(C)

p(T ) 7−→ p(ϕ)

es inyectivo. En particular, se puede extender a un isomorfismo de cuerpos, de las funciones

racionales K(T ) sobre un subcuerpo de K(C) que denotamos por K(ϕ).

Demostración. Como K es algebraicamente cerrado y ϕ es no constante, se sigue fácilmente

que KerΨ = {0}.

Lema 4.22. Sea C = V (f) curva af́ın irreducible y ϕ ∈ K(C) función racional no constante.

Si [K(C) : K(ϕ)] = m entonces la ecuación ϕ(P ) = t admite exactamente m soluciones

distintas, excepto para un número finito de valores t ∈ K. En particular, si C admite una

función racional inyectiva entonces C es racional.

La demostración del lema 4.22 se encuentra en [13], pag. 111. Ahora veamos el teorema

principal de esta sección. En su demostración se describe un método para encontrar la

parametrización de una curva racional.

Teorema 4.23. Sea V (F ) irreducible de grado d. Entonces
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(a) gv(F ) ≥ 0.

(b) Si gv(F ) = 0 entonces V (F ) es racional.

Demostración.

(a) Los casos cuando d = 1, 2 estan resuelto por el ejemplo 4.20, entonces suponga d ≥ 3.

Sean P1, P2, . . . , Pr los distintos puntos singulares de F , defina mi = mPi
(F ) ≥ 2.

Si consideramos que el polinomio nulo tiene cualquier multiplicidad en todo pun-

to, entonces el siguiente subconjunto de Kn[X, Y, Z] tiene estructura natural de K-

subespacio vectorial

Sn = {G ∈ Kn[X, Y, Z] / mPi
(G) ≥ mi − 1 para i = 1, 2, . . . , r}.

Por la proposición 3.18 para cada Pi se tiene al menos mi(mi−1)
2

ecuaciones lineales que

cumplen los coeficientes de los elementos de Sn. Cada ecuación linealmente indepen-

diente baja la dimensión de Sn en uno, dado que se puede encontrar un coeficiente

como combinación lineal de los otros. Entonces

dimKSn ≥ dimKKn[X, Y, Z]−
r∑

i=1

mi(mi − 1)

2

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
−

r∑

i=1

mi(mi − 1)

2
=: Nn

donde dimKSn = Nn cuando todas las ecuaciones lineales dadas por los Pi son lineal-

mente independientes. Suponga n = d− 1, entonces

2Nd−1 = d(d+ 1)−
r∑

i=1

mi(mi − 1)

= d(d− 1)−
r∑

i=1

mi(mi − 1) + 2d (4-7)

≥ 2d > 0 (ver ejemplo 3.20)

por tanto Sd−1 6= ∅. Además, existe G ∈ Sd−1 que pasa por Nd−1 − 1 puntos de V (f)

distintos a los Pi, por la imposición de Nd−1 − 1 nuevas ecuaciones lineales. Aplicando

el teorema de Bézout

d(d− 1) ≥
∑

P

(F,G)P ≥
∑

P

mP (F )mP (G) ≥
r∑

i=1

mi(mi − 1) +Nd−1 − 1 (4-8)
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luego por la ecuación (4-7) y la desigualdad anterior se tiene que

gv(F ) = Nd−1 − 2d+ 1

≤ d(d− 1)−
r∑

i=1

mi(mi − 1) − 2d+ 2

= (d− 1)(d− 2)−
r∑

i=1

mi(mi − 1)

= 2gv(F )

entonces gv(F ) ≥ 0.

(b) Continuando con la notación y definiciones del ı́tem (a). Suponga gv(F ) = 0, luego

dimKSd−2 ≥ Nd−2

=
(d− 1)d

2
−

r∑

i=1

mi(mi − 1)

2

=
(d− 1)(d− 2)

2
−

r∑

i=1

mi(mi − 1)

2
+ d− 1

= gv(F ) + d− 1

= d− 1.

A partir de la imposición de d−3 nuevas ecuaciones lineales, se escogen distintos puntos

Qj ∈ V (F ) con j = 1, 2, . . . , d − 3, Qj /∈ {P1, . . . , Pr} y se define el K-subespacio

vectorial de Sd−2

S ′ = {H ∈ Sd−2 / Qj ∈ V (H) para j = 1, 2, . . . , d− 3}

claramente dimKS
′ ≥ (d− 1)− (d− 3) = 2. Supongamos dimKS

′ ≥ 3, entonces existe

H ∈ S ′ tal que pasa por otros dos puntos de V (F ) distintos de los Pi y Qj . Por un

procedimiento análogo a (4-8) se tiene que

r∑

i=1

mi(mi − 1) + d− 3 + 2 ≤ d(d− 2)

1 ≤ d(d− 2)− (d− 2)−
r∑

i=1

mi(mi − 1)

= (d− 2)(d− 1)−
r∑

i=1

mi(mi − 1)

= 2gv(F ) = 0,
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contradicción. Por tanto dimKS
′ = 2, entonces existen H0, H1 ∈ S ′ tal que todo ele-

mento de S ′ es de la forma x0H0 + x1H1 con x0, x1 ∈ K.

Veamos que es posible parametrizar a C = V (F∗) utilizando a S ′. Sea C ′ = V ((H0)∗),

ϕ : V (F )\V (H0) −→ A ϕ∗ : C\C ′ −→ A

P 7−→ −H1(P )

H0(P )
P 7−→ −(H1)∗(P )

(H0)∗(P )

Por construcción V (ϕ(P )H0 +H1) es la única curva, a menos de factor constante, de

grado d − 2 que pasa por P , los Qj y los Pi con una multiplicidad mayor o igual a

mi− 1. Por tanto ϕ es inyectiva, y en consecuencia ϕ∗ también. En particular ϕ∗ es no

constante, aplicando el lema 4.21 el subcuerpo K(ϕ∗) de K(C) es isomorfo al cuerpo

de funciones racionales de una variable, y por el lema 4.22 K(ϕ∗) = K(C). Luego, por

la proposición 4.6 C es racional y por tanto V (F ) también.

Veamos como se utiliza el teorema anterior para demostrar que una curva es racional y

encontrar una parametrización

Ejemplo 4.24. Sea K = C y F = (X2+Y 2)2− (X2−Y 2)Z2. El punto (x : y : z) es singular

de F si cumplen las ecuaciones

1) F (x, y, z) = (x2 + y2)2 − (x2 − y2)z2 = 0

2) Fx(x, y, z) = 4x(x2 + y2)− 2xz2 = 0

3) Fy(x, y, z) = 4y(x2 + y2) + 2yz2 = 0

4) Fz(x, y, z) = −2z(x2 − y2) = 0

De 4) se sigue que z = 0 o x = ±y. Suponga z = 0, luego de 1) se tiene que (x2 + y2)2 = 0

y por tanto x = ±yi, entonces los puntos P1 = (i : 1 : 0) y P2 = (−i : 1 : 0) son singulares.

Con x = ±y se obtiene el punto P3 = (0 : 0 : 1). Ahora se encuentran sus multiplicidades.

Al deshomogeneizar respecto a Z se tiene que mP3(F ) = 2 y respecto a Y se sigue que

F∗(X ± i, Z) = ((X ± i)2 + 1)2 − ((X ± i)2 − 1)Z2

= (X2 ± 2iX)2 − (X2 ± 2iX − 2)Z2

= X4 ± 4iX3 −X2Z2 ∓ 2iXZ2 − 4X2 − 2Z2

por tanto mP1(F ) = mP2(F ) = 2. Entonces V (F ) es racional por que gv(F ) = 0.

Considere P4 = (1 : 0 : 1) ∈ V (F ) y veamos cuales son las dos cónicas que generan a todas

las cónicas que pasan por P1, P2, P3 y P4. Note que solo es necesario que pasen por Pj ya

que mPj
(F )− 1 ≤ 1 con j = 1, 2, 3. La forma general de las cónicas es

a1X
2 + a2Y

2 + a3Z
2 + a4XY + a5XZ + a6Y Z
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y al imponer las condiciones de que pasen por los puntos, se reducen a

a1(X
2 + Y 2 −XZ) + a6Y Z.

Luego, defina H0 = Y Z y H1 = X2 + Y 2 −XZ. Una parametrización de V (F∗) se obtiene

encontrando la función inversa de

ϕ∗ : V (F∗)\V ((H0)∗) −→ A

(x, y) 7−→ −(H1)∗(x, y)

(H0)∗(x, y)
=
x− x2 − y2

y

Sea t = ϕ∗(x, y), entonces x
2 + y2 = x− ty y al sustituir en F∗ se tiene que

(x− ty)2 − (x− ty − 2y2) = 0

t2y2 + y2 − 2txy = 0

y =
2tx

t2 + 1

y para terminar reemplace y en t = ϕ∗(x, y), se obtiene la parametrización

x(T ) =
T 4 − 1

(T 2 + 1)2 + 4T 2

y(T ) =
2Tx(T )

T 2 + 1



5. Curvas eĺıpticas

A las curvas, afines o proyectivas, que se definen mediante polinomio de grado tres no singular

son las que se conocen como curvas eĺıpticas. Como se menciono en el ejemplo 4.20 las cónicas

no singulares solo se reducen, bajo proyectividad, a una. En el caso de curvas eĺıpticas no se

pueden reducir a un número finito de curvas, pero si se conoce que forma tienen.

Si en V (F ) es una curva eĺıptica, entonces F es proyectivamente congruente a una curva

elṕtica de la forma

Y 2Z −X(X − Z)(X − λZ) con λ ∈ K, λ 6= 0, 1 (5-1)

y se conoce como su forma normal o de Legendre. Cuando λ = −1, el gráfico en A2(R) es
el ejemplo 1.2 (c). Note que (5-1) solo tiene en el infinito al punto P = (0 : 1 : 0), entonces

como consecuencia del teorema de Bézout la recta infinto intersecta a (5-1) tres veces en P ,

por tanto es la recta tangente a F en P .

Los puntos no singulares tal que su recta tangente tiene ı́ndice de intersección con la curva,

en el punto de tangencia, mayor o igual a tres; se les llama puntos de inflexión. Luego, el

punto P es un punto de inflexión.

Observación. Solo hay dos tipos de cubicas irreducibles singulares, la que llamamos cuspudal

C1 = V (Y 2Z −X3) con punto singular Q = (0 : 0 : 1) de multiplicidad 2 el cual solo tiene

una recta tangente de multiplicidad dos, y la nodal C2 = V (Y 2Z −X2(X + Z)) con punto

singular Q de multiplicidad 2 el cual tiene dos rectas tangentes distintas.

C2C1

Note que las cubicas irreducibles singulares solo tienen un punto de singular de multiplicidad

dos. En efecto, supongamos que V (G) es una cubica con dos puntos singulares, digamos P

y Q, considere la recta L que pasa por ellos. Luego

(G,L)P + (G,L)Q ≥ mP (G)mP (L) +mQ(G)mQ(L) = mP (G) +mQ(G) ≥ 4
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lo que contradice el teorema de Bézout. Análogamente se prueba que una cubica irreducible

no tiene punto de multiplicidad mayor que dos.

Proposición 5.1. Si V (F ) es una curva eĺıptica entonces no es racional.

Demostración. Sin perdida de generalidad, suponga λ ∈ K\ diferente de 0 y 1 tal que

F∗ = Y 2 −X(X − 1)(X − λ). Por Absurdo, suponga que F∗ es racional, por tanto existen

a, b, c, d ∈ K[T ], no todos constantes y con mcd(a, c) =mcd(b, d) = 1, tales que x = a/c,

y = b/d es una buena parametrización de F∗. Luego

F∗(x, y) =
b2

d2
− a

c

(a
c
− 1

)(a
c
− λ

)
= 0

d2a(a− c)(a− λc) = b2c3,

dado que mcd(a, c) =mcd(a − c, c) =mcd(a − λc, c) =mcd(b, d) = 1 y K[T ] es un dominio

de factorización única, entonces c3 y d2 son asociados, es decir, c3/d2 ∈ K. Sin perdida de

generalidad se puede suponer c3/d2 = 1, entonces

b2 = a(a− c)(a− λc). (5-2)

Veamos que d◦b = 3 y d◦a = 2 ≥ d◦c. Las rectas Y − γZ no intersectan a F en el infinito,

entonces casi todas las rectas horizontales Y = γ intersectan a F∗ en tres puntos distintos.

En efecto, ya que las rectas Y = γ que no intersectan a F∗ en tres puntos distintos, son

las que g = γ2 − X(X − 1)(X − λ) y gx(X) tienen ráıces en común, note que gx(X) es

independiente de γ. Como la parametrización es buena, esos tres puntos son de la forma

(x(t), γ). Los tres valores distintos de t son dados por la ecuación

y(t) = b(t)/d(t) = γ

por tanto el polinomio b(T )−γd(T ) admite exactamente tres ráıces distintas, para casi todo

γ, luego d◦b ≤ 3.

Supongamos d◦b < 3, entonces d◦d = 3 y d◦c = 2, ya que c3 = d2. Por al igualdad (5-2)

d◦b = 2 y d◦a = 0 o d◦a = 2. Sea b = b1b2, por la igualdad (5-2) b2 tiene factores primos

relativos, ya que mcd(a− c, c) =mcd(a− λc, c) = 1, entonces mcd(b1, b2) = 1 y

b21b
2
2 = a(a− c)(a− λc).

Supongamos d◦a = 0, entonces

b21 = α(a− c), b22 = β(a− λc) con α 6= β

λβb21 − αb22 = λβαa− λβαc− αβa+ αβλc

(λ− 1)αβa = (
√
λβb1 +

√
αb2)(

√
λβb1 −

√
αb2) ∈ K
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por tanto

√
λβb1 +

√
αb2 = u

√
λβb1 −

√
αb2 = v

con u, v ∈ K\{0} y u 6= ±v, los casos u = ±v conllevan a b1b2 = 0, luego

v
√
λβb1 + v

√
αb2 = u

√
λβb1 − u

√
αb2

(v − u)
√
λβb1 = −(v + u)

√
αb2

por tanto b1 y b2 son asociados, contradicción. Con un procedimiento similar se llega a una

contradicción si se supone d◦a = 2.

Se sigue que d◦b = 3, entonces d◦d ≤ 3, ya que el polinomio b(T )− γd(T ) admite tres ráıces

distintas para casi todo γ, y como c3/d2 es constante, se sigue que d◦c ≤ 2. Aplicando la

igualdad (5-2), implica que d◦a = 2.

Se demostró que d◦b = 3 y d◦a = 2 ≥ d◦c. Supongamos b = b1b2b3 con d◦bi = 1, por la

igualdad (5-2) se sigue que b1, b2, b3 son primos relativos, b21 = a, b22 = a− c y b23 = a− λc a

menos de reordenamiento y factor constante. Luego

(b1 − b2)(b1 + b2) = b21 − b22 = a− (a− c) = c

(b3 − b2)(b3 + b2) = b23 − b22 = a− λc− (a− c) = c(1− λ),

por tanto (b1 − b2)(b1 + b2) y (b3 − b2)(b3 + b2) son asociados. Sin perdida de generalidad se

tienen las ecuaciones

b1 − b2 = α(b3 − b2), b1 + b2 = β(b3 + b2) con α 6= β,

luego

2b2 = β(b3 + b2)− α(b3 − b2) = (β − α)b3 + (β + α)b2

(2− β − α)b2 = (β − α)b3

entonces b2 y b3 son asociados, contradicción.

Esta proposición junto con la siguiente sección nos van ha servir para la buena definición del

grupo en una curva eĺıptica.

Nota. Otra forma equivalente de las curvas eĺıpticas afines es Y 2 = f(X), donde f(X) es de

grado tres y todas sus ráıces son distintas. Esta forma de representar se conoce como forma

de Weierstrass.
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5.1. Ciclos y equivalencia racional

Definición 5.2.

Un ciclo de una curva proyectiva V (F ) es una expresión del tipo

n1P1 + n2P2 + · · ·+ nrPr

donde los ni son enteros y Pi ∈ V (F ).

el grado de un ciclo se define por

d◦
∑

niPi =
∑

ni.

Sea V (G) curva proyectiva con mcd(G,F ) = 1. Se define el ciclo de intersección de

V (G) con V (F ) por la formula

(G)F =
∑

(F,G)PP

Mas espećıficamente, un ciclo es un elemento de un grupo abeliano libre generado por los

punto de V (F ). Esta definición se hace solamente para el manejo de puntos de V (F ) contando

sus multiplicidad e ı́ndices de intersección con otra curvas.

Por el teorema de Bézout se tiene que

d◦(G)F = (d◦G)(d◦F ).

Veamos como podemos extender la definición de ciclo de intersección para funciones racio-

nales. Sea ϕ ∈ K(F ) no nulo, suponga

ϕ =
G0

H0

=
G1

H1

con Gi, Hi homogéneos del mismo grado y Hi 6= 0. Entonces G0H1 = G1H0+AF para algún

A ∈ K[X, Y, Z]. Luego

(G0H1)F =
∑

P

(G0H1, F )PP =
∑

P

(G1H0 + AF, F )PP

=
∑

P

(G1H0, F )PP = (G1H0)F

además

(G0H1) =
∑

P

(G0H1, F )PP =
∑

P

(G0, F )PP +
∑

P

(H1, F )PP = (G0)F + (H1)F

(G1H0) =
∑

P

(G1H0, F )PP =
∑

P

(G1, F )PP +
∑

P

(H0, F )PP = (G1)F + (H0)F
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entonces (G0)F − (H0)F = (G1)F − (H1)F . Por lo anterior, se puede definir el ciclo para una

función racional ϕ 6= 0 como

(ϕ)F = (G)F − (H)F

donde ϕ = G/H es una representación de ϕ como cociente de clases de polinomios ho-

mogéneos del mismo grado.

Ejemplo 5.3. Sea F = Y 2Z−X(X−Z)(X−λZ). Se tienen que V (F )∩V (Z) = {(0 : 1 : 0)},
V (F ) ∩ V (Y ) = {(0 : 0 : 1), (1 : 0 : 1), (λ : 0 : 1)} y V (F ) ∩ V (X) = {(0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)}.
Luego

(Z)F = 3(0 : 1 : 0)

(Y/X)F = (0 : 0 : 1) + (1 : 0 : 1) + (λ : 0 : 1)− (0 : 1 : 0)− 2(0 : 0 : 1)

= (1 : 0 : 1) + (λ : 0 : 1)− (0 : 1 : 0)− (0 : 0 : 1)

Definición 5.4. Sean D,D′ ciclos de una curva irreducible V (F ). Diremos que D es racio-

nalmente equivalente a D′, se denota por D ≡ D′, si existe una función racional ϕ ∈ K(F )

tal que (ϕ)F = D −D′.

Observación. La equivalencia racional es una relación de equivalencia compatible con la

adición de ciclos, es decir, para todo ciclos D,D′, D′′ se cumple:

D ≡ D.

D ≡ D ⇔ D′ ≡ D.

D ≡ D′ y D′ ≡ D′′ ⇒ D ≡ D′′.

D ≡ D′ ⇒ D +D′′ ≡ D′ +D′′.

Proposición 5.5. Sea V (F ) curva proyectiva no singular. Si existen diferentes P,Q ∈ V (F )

racionalmente equivalentes, entonces V (F ) es racional.

Demostración. Sean G0, G1 curvas proyectivas del mismo grado tales que

(G1)F − (G0)F = P −Q

entonces

(G1)F = P +
r∑

i=1

miPi

(G0)F = Q+

r∑

i=1

miPi
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con mi = (F,G1)Pi
= (F,G0)Pi

≥ 1 y Pi 6= Pj si i 6= j. Como cada Pi ∈ V (F ) es no singular,

entonces para cada (a, b) ∈ A2 se cumple que (aG0 + bG1)Pi
≥ mi. Luego cada elemento

del conjunto S = {aG0 + bG1 \ (a, b) ∈ A2} intersecta a Pi por lo menos mi veces y como

1 +
∑r

i=1mi = (d◦F )(d◦G0), entonces por cada punto de V (F ) distinto de los Pi pasa un

único elemento de S. Por la demostración del teorema 4.23 item (b) la función racional

G1/G0 es inyectiva y por el lema 4.22 se sigue que V (F ) es racional.

Ejemplo 5.6. Si F = Y Z −X2, entonces V (F ) es no singular. Luego

(Y )F = 2(0 : 0 : 1)

(X − Y )F = (0 : 0 : 1) + (1 : 1 : 1)

por tanto (0 : 0 : 1) y (1 : 1 : 1) son racionalmente equivalentes, ya que

(
Y

X − Y

)

F

= (0 : 0 : 1)− (1 : 1 : 1).

Por la proposición, se sigue que V (F ) es racional.

Como consecuencia inmediata de las proposiciones 5.1 y 5.5 se tiene el siguiente corolario,

con el cual ya podemos definir la estructura de grupo en las curvas eĺıpticas.

Corolario 5.7. Si V (F ) es una curva eĺıptica y P,Q ∈ V (F ), entonces P es racionalmente

equivalente a Q si y solo si P = Q.

5.2. Estructura de grupo

Sea F una curva éıptica, Se fija un punto O ∈ V (F ). Para cada par de puntos P,Q ∈ V (F ),

considere la recta L que pasa por ellos. Si P = Q se toma a L como la recta tangente a F en

P . Por el teorema de Bézout L debe intersectar a F en otro punto, es decir, se cumple que

(L)F = P +Q+R

para algún R ∈ V (F ) bien determinado por P y Q. Ahora, sea L′ la recta que pasa por R y

O. Se define P +̇Q como el tercer punto de intersección de L′ con F , es decir

(L′)F = O +R + (P +̇Q)

Veamos una representación gráfica de la operación en A2.
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b
ObP

b
Q

b
R

b

P +̇Q

Note que si ϕ = L/L′ ∈ K(F ), entonces

(ϕ)F = P +Q +R− (O +R + (P +̇Q)) = P +Q−O − (P +̇Q)

y por tanto

P +̇Q ≡ P +Q−O. (5-3)

Se tiene entonces una definición mas formal de P +̇Q, como el único punto de V (F ) que es

racionalmente equivalente al ciclo P +Q−O, por el corolario 5.7.

Proposición 5.8. Sea V (F ) una curva eĺıptica y O ∈ V (F ) un punto de inflexión. La

aplicación que a P,Q ∈ V (F ) le asocia P +̇Q, establece una estructura de grupo abeliano en

V (F ). El elemento neutro es O y el inverso aditivo de un punto P ∈ V (F ) es el tercer punto

de intersección de la recta que pasa por O y P con la curva V (F ), lo denotamos por −̇P .

Demostración. La buena definición se sigue del teorema de Bézout y el corolario 5.7. La

conmutatividad y que O es el elemento neutro son consecuencia de (5-3). La definición de

−̇P resulta por la construcción de la operación +̇ y por la hipótesis de que O es un punto

de inflexión. Para terminar, veamos que +̇ es asociativa. Sean P,Q,R ∈ V (F ), por las

propiedades de ≡, se tiene que

(P +̇Q)+̇R ≡ (P +̇Q) +R−O
≡ P +Q−O +R−O
≡ P + (Q+R−O)−O
≡ P + (Q+̇R)−O
≡ P +̇(Q+̇R)

de nuevo por el coralario 5.7 se demuestra que (P +̇Q)+̇R = P +̇(Q+̇R).
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Observación. Haber escogido a O como punto de inflexión, fue útil para definir de forma

sencilla el inverso aditivo, además de otra ventaja que se vera en el siguiente párrafo. Sin

embargo, no es necesario para que la operación defina un grupo abeliano. Cuando O es

cualquier punto de V (F ), para definir el inverso de P ∈ V (F ) considere la recta L tangente

a F en O, L intersecta a F en otro punto, digamos R. Entonces −̇P se define como el otro

punto de intersección con F de la recta que pasa por R y P .

Sea V (F ) una curva eĺıptica, considerando su forma normal, F solo tiene un punto en el

infinito y además es punto de inflexión. De ahora en adelante se considera O = (0 : 1 : 0).

Las rectas que pasan por O, sin contar la recta infinito, son de la forma X + αZ, veamos

como podemos utilizar esto para encontrar las coordenadas de −̇P y P +̇Q. Como todos los

puntos distintos de O están a una distancia finita, se considera la operación en

F∗ = Y 2 −X(X − 1)(X − λ)

con la identificación (x : y : 1) := (x, y). Sea P = (x0, y0) ∈ V (F∗), la recta deshomogenizada

que pasa por P y O es l = X − x0. El otro punto de intersección de l y F∗ es (x0,−y0). Se
sigue que −̇P = (x0,−y0) := (x0 : −y0 : 1).
Sean P = (xp, yp) y Q = (xQ, yQ) en V (F∗), con Q 6= −̇P y Q 6= P , por tanto xP 6= xQ.

Luego, la recta L que pasa por esos puntos es

Y − αX − β con α =
yQ − yP
xQ − xP

y β = yP − αxP = yQ − αxQ (5-4)

remplazando en F∗ se tiene que

0 = X(X − 1)(X − λ)− (αX + β)2

= X3 − (1 + λ+ α2)X2 + (λ− 2αβ)X − β2

suponiendo que R = (x, y) es el otro punto de la intersección de F∗ con L, entonces

0 = X3 − (1 + λ+ α2)X2 + (λ− 2αβ)X − β2

= (X − xP )(X − xQ)(X − x)

= X3 − (xP + xQ + x)X2 + (xPxQ + xPx+ xQx)X − xPxQx

igualando los coeficientes de X2, se sigue que

x = α2 + λ+ 1− xP − xQ

entonces y = αx+ β. Por definición, P +̇Q es el inverso aditivo de R, por tanto

P +̇Q = (α2 + λ+ 1− xP − xQ, −α(α2 + λ+ 1− xP − xQ)− β). (5-5)

Por último, encontremos las coordenadas cuando P = Q = (x1, y1). En este caso se considera

la recta tangente a F∗ en P , para encontrar la pendiente se deriva F∗ considerando a Y como

función de X , luego

2Y Y ′ = 3X2 − 2(λ+ 1)X + λ.
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Entonces la recta tangente es Y − αX − β, con

α =
3x21 − 2(λ+ 1)x1 + λ

2y1
β = y1 − αx1. (5-6)

Utilizando la igualdad (5-5) se encuentran las coordenadas

P +̇P = (α2 + λ+ 1− 2x1, −α(α2 + λ+ 1− 2x1)− β).

Como consecuencia de lo visto anteriormente, la operación tiene otra interpretación gráfica

en A2 mas sencilla

bP

b
−̇P

b
Q

b R

b P +̇Q

ya que las rectas que intersectan a O son las verticales.

Cuando λ ∈ Q se define los siguientes conjuntos

E(Q) = {(x : y : z) ∈ P2(Q) \ y2z − x(x− z)(x − λz) = 0}
E(Q) = {(x, y) ∈ A2(Q) \ y2 − x(x− 1)(x− λ) = 0}

son las restricciones de la curva elṕtica, proyectiva y af́ın, a las soluciones con entradas racio-

nales. Aplicando las ecuaciones (5-4),(5-5),(5-6) los conjuntos E(Q) y E(Q) tienen estructura

de grupo abeliano con +̇.

Ahora, se puede mencionar un teorema de gran importancia para el resultado principal de

este documento.

Teorema 5.9 (Mordell-Weil). (E(Q), +̇) es un grupo abeliano finitamente generado.

Los grupos abelianos tienen estructura natural de Z-modulo, por tanto, aplicando la descom-

posición de torsión (pag. 332 de [7]) para módulos finitamente generados, existe un entero

r ≥ 0 tal que

E(Q) = E(Q)tor ⊕ Zr

donde E(Q)tor es el subgrupo de los elementos finitos de E(Q). A r lo llamamos el rango

algebraico de E(Q).



6. Números congruentes

Recuerde el problema de número congruente originalmente estaba escrito como interrogante:

¿para qué enteros n existe un número racional ω tal que ω − n, ω y ω + n son cuadrados

perfectos racionale?. Veremos que la definición actual es equivalente y se encuentra la relación

con las curvas eĺıpticas.

Definición 6.1. Un entero positivo n libre de cuadrados es un número congruente si existen

x, y, z ∈ Q+ tales que x2 + y2 = z2 y n = xy
2
, es decir, existe un triangulo rectángulo con

lados racionales tal que su área sea n.

La definición se restringe a enteros positivos libre de cuadrados, ya que la propiedad de

ser congruente es independiente de factor cuadrado. En efecto, sea n ∈ Z tal que existen

x, y, z ∈ Q con x2 + y2 = z2 y n = xy
2
. Note que existe s ∈ Q tal que s2n ∈ Z es libre de

cuadrados, además (sx)2 + (sy)2 = (sz)2 y s2n = s2 xy
2
= (sx)(sy)

2
. En particular como 1 no es

congruente, entonces ningún cuadrado entero es congruente.

Denotemos por Qc al conjunto de los números racionales positivos que son cuadrados, es

decir

Qc = {r2 / r ∈ Q+}.
Veamos que esta definición es equivalente a la pregunta inicialmente planteada.

Proposición 6.2. Un entero n ≥ 1 libre de cuadrados es congruente si y solo si existe un

número racional ω tal que ω, ω + n, ω − n ∈ Qc.

Demostración. Supongamos x2 + y2 = z2 y n = xy
2
con x, y, z ∈ Q+, entonces

(
x± y

2

)2

=
x2

4
± xy

2
+
y2

4
=

(z
2

)2

± n (6-1)

considerando ω =
(
z
2

)2
se tiene que ω, ω + n, ω − n ∈ Qc.

Rećıprocamente, sea ω, ω+n, ω−n ∈ Qc. Defina x =
√
ω + n−√

ω − n, y =
√
ω + n+

√
ω − n

y z = 2
√
ω, entonces x2 + y2 = z2 y n = xy

2
.

Ahora, se establece la relación entre los números congruentes y las curvas eĺıpticas. Sea n ∈ Z
número congruente, utilizando las ecuaciones (6-1) se sigue

(
x+ y

2

)2 (
x− y

2

)2

=

((z
2

)2

+ n

)((z
2

)2

− n

)

(
x2 − y2

4

)2

=
(z
2

)4

− n2
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por tanto, se encontró soluciones racionales u = z
2
y v = x2−y2

4
para la ecuación v2 = u4−n2,

luego

(uv)2 = (u2)3 − n2u2

entonces a = u2 y b = uv forman una solución (a, b) ∈ Q2 para la ecuación cúbica dada por

Y 2 = X3 − n2X . Es claro que V (Y 2 −X3 + n2X) es una curva eĺıptica.

Definición 6.3. Para un entero n ≥ 1 libre de cuadrados se definen las curvas éıpticas

En = {(x : y : z) ∈ P2(C) / y2z − x3 + n2xz2 = 0}
En = {(x, y) ∈ C2 / y2 − x3 + n2x = 0}

y denotamos por En(Q) y En(Q) sus restricciones a P2(Q) y Q2, respectivamente.

Utilizando los procedimientos y formulas del caṕıtulo anterior, las coordenadas de la suma

y el inverso del los elementos del grupo (En, +̇) se pueden encontrar. Sean P,Q ∈ En con

P,Q 6= O, Q 6= P , Q 6= −̇P , P = (xP , yP ) y Q = (xQ, yQ), luego

−̇P = (xP ,−yP )

P +̇Q = (α2 − xP − xQ, −α(α2 − xP − xQ)− β) con α =
yP − yQ
xP − xQ

, β = yP − αxP

P +̇P = (α2 − 2xP , −α(α2 − 2xP )− β) con α =
3x2P − n2

2yP
, β = yP − αxP

mas espećıficamente si P +̇P = (x2P , y2P ) se tiene que

x2P =
x4P + 2n2x2P + n4

4x3P − 4n2xP
(6-2)

Ejemplo 6.4. Veamos cuales son los elementos de orden 2 y 3 de En(Q). Los elementos de

orden 2 son los que cumple P = −̇P , entonces yP = 0. Por tanto hay tres puntos de orden

2, a saber

P1 = (0 : 0 : 1), P2 = (n : 0 : 1), P3 = (−n : 0 : 1).

Ahora, los elementos de orden 3 cumplen que P +̇P = −̇P , por tanto

xP =
x4P + 2n2x2P + n4

4x3P − 4n2xP

0 = 3x4P − 6n2x2P − n4

x2P =
6n2 ±

√
36n6 + 12n4

6

=
3n2 ± 2n2

√
3

3
/∈ Q

por tanto xP /∈ Q. Se sigue que En(Q) no tiene elementos de orden 3.
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Como consecuencia de lo anterior |En(Q)tor| ≥ 4. Mas adelante se demuestra que son exac-

tamente cuadro, para estos se necesita un poco de teoŕıa de reducción módulo p.

Veamos como a partir de un elemento de En(Q) se puede garantizar que n es congruente.

Proposición 6.5. Sea (a, b) ∈ En(Q) tal que a ∈ Qc con denominador par, entonces n es

un número congruente.

Demostración. Si u =
√
a ∈ Q+ y v = b

u
entonces

v2 =
b2

a
= a2 − n2, (6-3)

ya que (a, b) pertenece a En(Q). Sea t el denominador de u, por hipótesis es par, por tanto los

denominadores de v2 y a2 son iguales a t4. Se sigue que (t2v, t2n, t2a) es una terna pitagórica

con t2n par y mcd(t2v, t2n, t2a) = 1. En efecto, suponga a = c
t2

con mcd(c, t) = 1, por (6-3)

t4v2 = c2 − t4n2 = (c+ t2n)(c− t2n), luego

mcd(c+ t2n, c) = mcd(c− t2n, c) = mcd(t2, c) = 1,

por tanto 1 = mcd(t4v2, c) = mcd(t2v, c) = mcd(t2v, t2a). Por la forma de las termas pi-

tagóricas primitivas (pag. 120 de [7]), existen enteros positivos r, s tales que

t2v = r2 − s2, t2n = 2rs, t2a = r2 + s2.

Considere x = 2r
t
, y = 2s

t
y z = 2u se cumple

x2 + y2 =
4r2

t2
+

4s2

t2
= 4a = z2,

entonces (x, y, z) es una terna pitagórica y el triangulo con esos lados tiene área n.

6.1. Reducción módulo p

Sea p un número primo y Fp el cuerpo finito de p elementos. Dado (a : b : c) ∈ P2(Q) se

puede escoger a0, b0, c0 ∈ Z con mcd(a0, b0, c0) = 1 tal que (a : b : c) = (a0 : b0 : c0). Se define

la aplicación

Φp : P
2(Q) −→ P2(Fp)

(a : b : c) 7−→ (a0, b0, c0).

donde a = a mod p. Como consecuencia, a cada punto de una curva VQ(F ) se le puede asociar

un punto en VFp
(F ). Veamos cuando dos puntos de P2(Q) tienen la misma imagen.

Proposición 6.6. Sea Pi = (ai : bi : ci) ∈ P2(Q) con ai, bi, ci ∈ Z y mcd(ai, bi, ci) = 1 para

i = 1, 2. Entonces Φp(P1) = Φp(P2) si y solo si p divide a los enteros b1c2 − b2c1, a2c1 − a1c2
y a1b2 − a2b1.
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Demostración. (⇐) Supongamos que

b1c2 = b2c1, a2c1 = a1c2, a1b2 = a2b1

y además que ninguno de esos productos sea nulo, ya que como p es primo esos casos son

triviales. Luego c1 = b2
−1
b1c2, entonces a1 = c2

−1c1a2 = b2
−1
b1c2 y claramente b1 = b2

−1
b1b2.

Se sigue que Φp(P1) = Φp(P2). El reciproco es trivial.

Considere la curva eĺıptica V (Y 2−X3+n2X), veamos que condiciones debe cumplir p para la

reducción de Y 2−X3+n2X a Fp sigue definiendo una curva eĺıptica. Defina f(X) = X3−n2X .

Como se vio en el ejemplo 2.15, f no tenga ráıces múltiples si y solo si 4n6 6= 0, además

esto es equivalente a que Y 2 − f(X) sea una curva eĺıptica. Entonces la condición que debe

cumplir p es que no divida a 4n6, es decir, p > 2 y p ∤ n.

Definición 6.7. Sea p > 2 primo tal que no divide a n, un entero positivo libre de cuadrados.

Si Fn = Y 2Z −X3 + n2XZ2 se define

Fn = Y 2Z −X3 + n2XZ2 ∈ Fp[X, Y, Z]

como la reducción de Fn módulo p. También se definen

En(Fp) = {Φp(P ) ∈ P2(Fp) / P ∈ En(Q)}
En(Fp) = {(a, b) ∈ F2

p / Fn(a, b, 1) = 0}.

Note que Φp induce una aplicación

Φn : En(Q) −→ En(Fp)
P 7−→ Φp(P ).

entonces utilizando las formulas para la operación +̇, se puede dotar a En(Fp) como estructura

de grupo abeliano tal que Φn sea un homomorfismo de grupo.

Veamos un resultado interesante sobre la cardinalidad de En(Fp) para algunos primos.

Proposición 6.8. Si p ≡ 3 mod 4 entonces |En(Fp)| = p + 1

Demostración. Note que (0 : 0 : 1), (n : 0 : 1), (−n : 0 : 1) y (0 : 1 : 0) son puntos distintos

de En(Fp). Falta contar el número de puntos (a, b) ∈ En(Fp) tales que a 6= ±n, 0. Divida al

conjunto {a ∈ Fp / a 6= ±n, 0} en los p−3
2

conjuntos {a,−a} con 1 ≤ a ≤ p−1
2

y a 6= ±n.
Como p ≡ 3 mod 4, f(X) = X3 − n2X es una función impar y el śımbolo de Legendre es

multiplicativo, entonces

(
f(−a)
p

)
=

(−f(a)
p

)
=

(−1

p

)(
f(a)

p

)
= −

(
f(a)

p

)
.
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Se sigue que f(a) o −f(a) es un residuo cuadrático módulo p, pero no ambos, por tanto existe

b ∈ Fp tal que (±b)2 = f(a) o (±b)2 = f(−a). En cualquiera de los casos, se encuentran dos

puntos en En(Fp) por cada uno de los p−3
2

conjuntos {a,−a}, luego

|En(Fp)| = 2
p− 3

2
+ 4 = p+ 1.

Como consecuencia de esta proposición y el teorema de Dirichlet sobre sucesiones aritméticas,

se puede demostrar que los únicos puntos de orden finito de En(Q) son los que se encontraron

en el ejemplo 6.4. Recordemos que dice el teorema de Dirichlet.

Teorema 6.9 (Dirichlet). Sean a, b ∈ N tal que mcd(a, b) = 1 entonces existen infinitos

primos de la forma ak + b con k ∈ N.

Teorema 6.10. |En(Q)tor| = 4

Demostración. Se sabe que |En(Q)tor| ≥ 4 y que En(Q) no tiene elementos de orden tres,

por el ejemplo 6.4. Por absurdo, supongamos |En(Q)tor| > 4. Por tanto existe P ∈ En(Q) de

orden N con N > 3 y 3 ∤ N . Sin perdida de generalidad se puede suponer que N = 4 o N

impar, ya que si N = 4k+ 2 o N = 4l, implica la existencia de elementos de orden 2k+1, 4

o l.

Supongamos N = 4, como los elementos de orden dos son colineales, ya que perteneces a

la recta Y = 0, entonces junto con la identidad se forma un subgrupo de En(Q) de orden 4

isomorfo a Z2 × Z2. Por tanto, solo un elemento de orden dos pertenece a 〈P 〉. Sea R uno

de los elementos de orden dos que no pertenece a 〈P 〉. Se denota por S el producto de 〈P 〉
y 〈R〉, entonces S ≃ Z2 ⊕ Z4, por tanto S = {P1, . . . , P8}.
Para cada 1 ≤ i, j ≤ 8 enteros, sea Pi = (ai : bi : ci) tal que ai, bi, ci ∈ Z y

Pi × Pj = (bicj − bjci, ajci − aicj , aibj − ajbi) ∈ Z3

Si i 6= j, entonces Pi × Pj 6= (0, 0, 0). Sea Mij el máximo común divisor de las coordenadas

de Pi × Pj. Luego, para un primo q, se tiene que Pi = Pj en P2
Fq

si y solo si q divide a Mij ,

por la proposición 6.6. Denote por m = |S| = 8.

Si q > 2, q ∤ n y q > Mij para todo 1 ≤ i, j ≤ m enteros, solo una cantidad finita de

primos no cumplen estas condiciones, entonces Pi 6= Pj en P2
Fq

para i 6= j. En particular, S

es isomorfo, v́ıa Φn, a un subgrupo de En(Fq), entonces por el teorema de Lagrange m divide

a |En(Fq)|, para casi todos los primos. Suponga q ≡ 3mod 4, entonces por la proposićıon 6.8

|En(Fq)| = q + 1 y por tanto q ≡ −1modm. En consecuencia la sucesión {mk + 3}∞k=1 tiene

finitos números primos, ya que si q = mk + 3 = 8k + 3 cumple que q ≡ 3mod4 pero no

cumple que q ≡ −1modm, por tanto q no puede ser primo. Esto contradice el teorema de

Dirichlet ya que mcd(8, 3) = 1.

Para el caso N impar, se procede de manera análoga a la anterior con 〈S〉 = 〈P 〉, m = N y

se llega a la contradicción con la sucesión {4mk + 3}∞k=1 ya que 3 ∤ m.

Se sigue que |En(Q)tor| = 4.
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6.2. Caracterización de número congruente

Con lo estudiado anteriormente se puede hacer una caracterización de número congruente.

Se demuestra fácilmente, una equivalencia entre el saber si un entero n es congruente y el

grupo En(Q).

Teorema 6.11. Un número entero n libre de cuadrados es congruente si y solo si el rango

algebraico de En(Q) es positivo, es decir, En(Q) tiene un elemento de orden infinito.

Demostración. (⇒) Suponga n congruente, por la construcción después de la proposición 6.2

se encuentra (a, b) ∈ En(Q) tal que a ∈ Qc. Si (a, b) es un elemento de orden finito, entonces

a debe ser 0, n o −n. Como 0,±n /∈ Qc, por hipótesis, entonces (a, b) tiene orden infinito.

(⇐) Suponga que el rango algebraico de En(Q) es positivo, entonces existe P = (a, b) ∈ En(Q)

de orden infinito, entonces b 6= 0 y P +̇P = (a2, b2) ∈ En(Q) por la ecuación (6-2) cumple

que

a2 =
a4 + 2n2a2 + n4

4a3 − 4n2a
=

(a2 + n2)2

4b2
=

(
a2 + n2

2b

)2

. (6-4)

Luego, por la proposición 6.5 se sigue que n es congruente.

Aplicando la demostración del teorema 6.11 y la proposición 6.2, se tiene un método para

encontrar los lados del triangulo rectángulo que demuestran la congruencia de un entero.

Aunque para esto se necesita un elemento de orden infinito de En(Q) y encontrarlo no es

trivial. Para esto se utilizan los ordenadores.

Ejemplo 6.12. El número 15 es congruente dado que el punto P = (−9, 36) es solución de

la curva eĺıptica Y 2 = X3−152X y es de orden infinito. Considere la suma de P +̇P = (a, b),

entonces por ecuación (6-4) se tiene que

a =

(
(−9)2 + 152

2(36)

)2

=

(
17

4

)2

luego

a+ 15 =
529

36
=

(
23

4

)2

a− 15 =
49

16
=

(
7

4

)2

entonces defina x = 23
4
− 7

4
= 4, y = 23

4
+ 7

4
= 15

2
y z = 2

(
17
4

)
= 17

2
. Se cumple que

x2 + y2 = z2 y
xy

2
= 15



Apéndices



A. Clausura algebraica de Fp

Sea K un cuerpo. La clausura algebraica de K se define como el menor cuerpo algebraica-

mente cerrado que lo contiene, denotado por K. El propósito de este apéndice es encontrar

la clausura algebraica de Fp = Z/pZ (p primo).

Las letras p y n denotaran un número primo y un natural, respectivamente.

Definición A.1. Sea K subcuerpo de Ω. La clausura algebraica de K en Ω se define como

CΩ(K) = {α ∈ Ω / α es algebraico sobre K}

y es un subcuerpo de Ω.

Proposición A.2. Sea K un cuerpo. Si Ω es un cuerpo algebraicamente cerrado tal que

K ⊆ Ω entonces K = CΩ(K).

Demostración. Supongamos Ω algebraicamente cerrado y K ⊆ Ω. Por definición se sigue que

CΩ(K) ⊆ K y K ⊆ CΩ(K), como la clausura algebraica se comporta bien con la contención

entonces K ⊆ CΩ(K). Basta probar que CΩ(K) ⊆ CΩ(K). En efecto, sea f ∈ CΩ(K)[X ] y

α ∈ Ω tal que f(α) = 0 por lo tanto CΩ(K)(α)|CΩ(K) es una extensión algebraica y como

CΩ(K)|K también lo es, entonces CΩ(K)(α)|K es algebraica. Luego α ∈ Ω es algebraico

sobre K, es decir, α ∈ CΩ(K).

Lo anterior prueba que toda ráız de un polinomio en CΩ(K)[X ] pertenece a CΩ(K)[X ], por

tanto CΩ(K) es algebraicamente cerrado, es decir, CΩ(K) = CΩ(K).

Utilizando la proposición 1 y el hecho de que Fp es subcuerpo de algún Ω algebraicamente

cerrado (tiene caracteŕıstica p) se sigue que Fp = CΩ(Fp). Pero eso no nos dice nada de los

elementos de Fp. A partir de ahora Ω denota un cuerpo algebraicamente cerrado con Fp como

subcuerpo.

Definamos el siguiente subconjunto de Ω

GF (pn) =
{
α ∈ Ω / αp

n − α = 0
}

donde p es primo y n ∈ N.

Proposición A.3. El conjunto GF (pn) es un subcuerpo de Ω con orden pn tal que Fp es

subcuerpo de GF (pn).



Demostración. Sean α y β en GF (pn) veamos que α − β y αβ−1 pertenecen a GF (pn). En

efecto, ya que αp
n

= α, βp
n

= β y Ω tiene caracteŕıstica p entonces

(α− β)p
n

= αp
n − βp

n

= α− β y (αβ−1)p
n

= αp
n

(β−1)p
n

= αp
n

(βp
n

)−1 = αβ−1.

Se sigue que GF (pn) es un subcuerpo de Ω.

Para encontrar el orden de GF (pn) se considera el polinomio f(x) = xp
n − x, su derivada

en un cuerpo de caracteŕıstica p es f ′(x) = pnxp
n−1 − 1 = −1. Se sigue que f no tiene ráıces

múltiples en Ω, ya que f ′(x) = 0 no tiene solución, por tanto |GF (pn)| = grad f = pn.

Por último veamos que Fp ⊆ GF (pn). El pequeño teorema de Fermat afirma que para todo

a ∈ Fp se cumple que ap = a. Luego

ap
n

= (ap)p
(n−1)

= ap
(n−1)

= (ap)p
(n−2)

= ap
(n−2)

= · · · = ap = a,

esto garantiza que a ∈ GF (pn).

De la anterior proposición se sigue que el polinomio f(x) = xp
n − x ∈ Fp[X ] se factora

como producto de polinomios lineales diferentes en GF (pn)[x], esto implica que GF (pn) es

el campo de división de f sobre Fp.
Veamos que el único cuerpo de orden pn (bajo isomorfismo) es GF (pn).

Proposición A.4. Todo cuerpo K de orden pn es isomorfo a GF (pn).

Demostración. Sea K un cuerpo tal que |K| = pn, entonces tiene caracteŕıstica p y el

subcuerpo generado por la unidad (los elementos son de la forma m · 1 = 1 + · · · + 1 (m-

veces) con 0 < m ≤ p), denotado por 〈1〉 es isomorfo a Fp. Además todo elemento α del

grupo multiplicativo K×, el cual tiene orden pn − 1, cumple que αp
n−1 = 1 (Lagrange), por

consiguiente todo elemento de K es cero del polinomio f(x) = xp
n − x; esto implica que K

es el campo de división de f ∈ 〈1〉[X ]. Por la unicidad del campo de división del polinomio

f sobre los cuerpo isomorfo 〈1〉 y Fp(teorema 20.4 de [6]) se tiene que K ≃ GF (pn).

El único cuerpo de orden pn se llama el cuerpo de Galois de orden pn, en honor a Évariste

Galois.

Ya se tiene todo lo necesario para demostrar que Fp =
⋃
n∈NGF (p

n). Se procese por do-

ble contención, ya que ambos son subconjuntos de Ω.

Si n ∈ N y α ∈ GF (pn) por definición se cumple que αp
n − α = 0, por tanto α es ráız del

polinomio f(x) = xp
n − x; luego α es algebraico sobre Fp. Se sigue que GF (pn) ⊆ Fp para

todo n ∈ N, entonces
⋃
n∈NGF (p

n) ⊆ Fp.
Sea α ∈ Fp, entonces α ∈ Ω y es algebraico sobre Fp. Existe h ∈ Fp[x] irreducible tal que

h(α) = 0, además α se puede identificar como un elemento del cuerpo Fp[x]/〈h(x)〉, el cual
tiene orden pn, donde n = grad f (teorema 6 y corolario 7, capitulo 13 [3]). Se sigue que

Fp[x]/〈h(x)〉 es isomorfo a GF (pn), entonces α ∈ GF (pn) y por tanto Fp ⊆
⋃
n∈NGF (p

n).
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