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1. Introduccion

La matematica de los griegos y los drabes han dejado varios problemas abiertos. Problemas
que en la busqueda de su solucién han posibilitado el avance de la misma matematica. Basta
ver toda la teoria creada en el siglo XVIII para demostrar la imposibilidad de las famosas
construcciones griegas con regla y compas. Otro problema, muy famoso, es el problema de
los ntimeros congruentes. El armamento matematico que en la actualidad hay detréds de este
problema es “tremendo”, s6lo por mencionar algunas ramas de la matematica de las que se
vale: algebra, analisis, geometria algebraica y teoria de nimeros lo cual muestra entre otras
cosas, el uso combinado de herramientas matematicas para su solucion.

Para aclarar la complejidad que encierra el inocente problema del niimero congruente, empe-
cemos por su definicién. Un ntimero natural n es un niimero congruente si existe un tridngulo
rectangulo de lados racionales tal que su area es n. Desde un punto de vista historico, el pro-
blema de estudiar si un ntimero dado es congruente proviene de los arabes, aunque siendo
ellos herederos activos de la tradicién matematica griega, posiblemente haya sido planteado
mucho antes. El primer registro data del siglo X cuando el matematico Al-Karaji se hizo la
siguiente pregunta: ;Para qué enteros n existe un nimero racional w tal que w—n, w y w+n
sean cuadrados perfectos racionales? [2]

Distintos matemaéticos se han enfrentado a este problema y han dado aportes parciales o par-
ticulares, o han encontrado definiciones equivalentes. Por citar algunos, Fibonacci mostré que
5 es un numero congruente, Fermat mostré que 1 no es congruente, Euler dio la definicion
actual de niimero congruente.

El matematico Jerrold Tunnell [12] conjeturo una caracterizacién de nimero congruente, en
su trabajo asegura que un entero n libre de cuadrados es congruente, ya que el ser congruente
es independiente de factor cuadrado, si y solo si la cantidad de soluciones de cierta ecuacién
diofantica es el doble que otra, por ejemplo si n es impar las ecuaciones son

2X°+Y?+8Z°=n
2X°+Y?+3272%=n
El inconveniente es que Tunnell en una de las implicaciones de la prueba utilizé como hipéte-

sis uno de los problemas del milenio, la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer. Esta conjetura
proporciona un criterio para que una curva eliptica tenga solo un ntmero finito de puntos



racionales.

El estudio de las curvas elipticas no es realmente nuevo. Se definen mediante ecuaciones
polinomiales de tercer grado. El papel de estas curvas ha sido central en matematicas desde
el siglo XVIII. Sus propiedades geométricas y aritméticas encontraron aplicaciéon en multi-
ples problemas y campos matemadticos. Por ejemplo, el Algoritmo de Lenstra [9] que sirve
para factorizar enteros grandes y por tanto ttil en la criptografia; o como herramienta en la
demostracion del dltimo teorema de Fermat. Las curvas elipticas tienen una faceta algebrai-
ca, ademads de la geométrica. Asi que parara su comprension se necesita hablar primero de
geometria algebraica.

La geometria algebraica es una rama de las matematicas que combina la geometria analitica
con el algebra abstracta, especialmente el algebra conmutativa. Estudia las propiedades de
sistemas de ecuaciones algebraicas y su interpretacion geométrica. Es esencial para llegar a
definir y entender la estructura de grupo en curvas elipticas, estructura importante para el
objetivo principal del presente trabajo.

Este trabajo pretende caracterizar los nimeros congruentes a partir de la estructura de grupo
de ciertas curvas elipticas, restringido a los puntos racionales, que se construyen a partir de
la definicién de nimero congruente. Mas especificamente con la existencia de elementos de
orden infinito en el grupo. Utilizando como hipédtesis el teorema Mordell-Weil, el cual afirma
que el grupo es finitamente generado.

Es interesante mencionar que, aunque todos los resultados a utilizar en la caracterizacién que
se pretende hacer estan demostrados y ofrece un método sencillo de encontrar el triangulo
rectangulo que demuestra la congruencia del niimero, el realizado por Tunnell es superior, en
el sentido de que ofrece un algoritmo mas eficiente para comprobar el ser congruente, ya que
es mas sencillo encontrar las soluciones enteras a las ecuaciones de Tunnell que la existencia
de un punto racional de orden infinito en la curva eliptica.

Para la comprension de este trabajo se recomienda principalmente tener algiin conocimiento
sobre teoria de cuerpos y algebras de polinomios. Se iniciara por una revision de geometria
algebraica en el plano afin estudiando como traducir definiciones algebraicas como irreducti-
bilidad, divisibilidad, derivadas de polinomios y otras desde un punto de vista mas geométrico
y llevar los elementos del plano afin al espacio proyectivo, permitiendo la aplicacién del teo-
rema de Bézout. Posteriormente se realizara un estudio de curvas racionales para establecer
la buena definicién a la operacién de grupo definida sobre las curvas elipticas.

Cabe aclarar, que este trabajo es una monografia principalmente sobre el articulo [8], para
el cual, fue necesario consultar libros como [13] para justificar y explicar todos los resultados
y argumentos que en dicho articulo se presentaban.



2. Curvas algebraicas planas afines

En este capitulo se estudiaran algunos conceptos béasicos de geometria algebraica, como se
dijo en la introduccion, se describe como se interpretan la propiedades algebraicas de los
polinomios de dos variables en un sentido geométrico. Cuando son polinomios de varias
variables, aparece la interpretacién geométrica en el trazo del conjunto de soluciones.

2.1. Introduccidon

Sea K un cuerpo, se denotara por A%K ) a K x K sin ninguna estructura algebraica, es
decir, A%(K) es el conjunto de 2-tuplas de elementos de K. Lo llamaremos plano afin y a
sus elementos puntos.

Definicién 2.1. Una curva algebraica plana afin Vi(f), o simplemente curva, es un sub-
conjunto de A%(K) formado por los ceros de f € K[X,Y]\K, esto es

Vie(f) = {(z,y) € AX(K)/f(z,y) = 0}
se escribe V(f) si K es sobrentendido.

Ejemplo 2.2. Sea K = R:

(a) V(X2 + Y2 — 1?2 (b) V(X2 +Y —2)
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A
Y

~
A

Y

() V(Y2-X(X-1)(X+1))

Polinomios distintos pueden definir el mismo conjunto de ceros. Por ejemplo, V(f) = V (™),
con m > 1. Para esto sera necesario encontrar una nocién de “minimalidad”que permita
asociarle a una curva el menor polinomio que la genere.

De ahora en adelante, a menos que se mencione lo contrario, los puntos estdn sobre un
cuerpo K algebraicamente cerrado y de caracteristica cero. Por ejemplo, K = C el cuerpo
de ntimeros complejos.

Proposicién 2.3. Sean p, f € K[X,Y|\K tal que p es irreducible. Entonces V(p) C V(f)
si y solo sip|f en K[X,Y].

Demostracion. Sin perdida de generalidad supongamos que Y aparece en p. Defina A = K[X]
y L = K(X) el cuerpo de fracciones de A. Por hipétesis p es irreducible en A[Y], entonces p
también lo es en L[Y] como consecuencia del lema de Gauss (pag. 143 de [13]). Por absurdo
se supone que p 1 f en K[X,Y], por tanto med(p, f) = 1 en L[Y], nuevamente por el lema
de Gauss. Dado que L[Y] es un dominio de ideales principales, entonces existen a,b € L[Y]
tales que

ap+bf =1.

Se puede escribir a = a'/cy b=V /c con a,b € A[Y] y ¢ € A no nulo, por tanto
ap+bf=c

Como K es algebraicamente cerrado y Y aparece en p, la ecuacién p(z,Y) = 0 para x € K
tiene solucién, excepto para un numero finito de z. Sabiendo que V(p) C V(f) entonces
existe una infinidad de x € K tal que ¢(z) = 0, por tanto ¢ = 0; contradiccién. Se sigue que
p|f en K[X,Y].

El reciproco es consecuencia de que V(gh) = V(g) UV (h) para todo g, h € K[X,Y\K. O

De la anterior proposicién se deduce que una curva V( f) esta totalmente determinada, como
conjunto y a menos de factor constante, por el producto de los factores irreducible de f. Es
decir, V(f) = V([ p:) donde los p; son todos los factores irreducible distintos de f.
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Una curva V(f) se dice irreducible si f es un polinomio irreducible. El grado de V(f) se
define como el grado del polinomio f, se denota por d°f. Las componentes irreducibles de
una curva V' (f) son las curvas definidas por los factores irreducibles de f. Por ultimo, la
multiplicidad de una componente p de f es el mayor exponente de p que divide a f; cuando
es mayor que 1, se dice que p es una componente maltiple de f.

Observaciones:

» Las curvas que aparecen en el ejemplo 2.2 son irreducibles. Note que (c) siendo irre-
ducible su grafico esta formado por dos partes disyuntas. Ademds ninguna de ellas es
una curva, de no ser asi se contradice la irreducibilidad de (c) aplicando la proposicién
2.3.

» Como consecuencia de la proposicion 2.3. Si V(f) C V(g) entonces los factores irredu-
cibles de f dividen a g.

2.2. Cambio de referencial

Un método 1til en curvas algebraicas es hacer un cambio de referencial o coordenadas tal
que se preserven propiedades geométricas. Estas seran el tipo de propiedades a las que les
daremos mayor prioridad en esta tesis, aquellas independientes del sistema de referencia en
que se definan. Una de las aplicaciones habituales de los cambios de coordenadas es la de
reducir a casos mas simples el estudio de propiedades de las curvas.

Definicién 2.4. Un referencial o sistema de coordenadas del plano A?(K), digamos R,
consiste en un punto O € A?(K), llamado el origen del referencial, y una base {vy, vo} del
espacio vectorial K2. El referencial candnico es dado por

O = (0,0) v1 = (1,0) vy = (0, 1).
El vector coordenadas de um punto P € K? en relacién a un referencial
R=A{0,{v1,v2}}
es el par ordenado (P)r = (z1,79) € K? tal que
P =0 + z1v; + x909.

Sean R = {O,{vy,v2}} vy R = {0, {v],v}}} dos referenciales tal que (P)g = (x1,22) ¥
(P)p = (2, 24) con P € K?. Veamos como se relaciona el vector de coordenadas (], z4)
con x1 y xo. Para esto, se escribe vy = a11v] +ag1vh, va = a12v] +a0vh y O—0" = a1v] + aqv).
Por tanto (a;;) es la matriz cambio de base de {vy,v2} a {v], v} y, en particular, cumple
que det(a;;) # 0. Luego
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AN, /
TV + ToUy = P—-0
=0 - O/ + 21U1 + T2
/ / / / / /
= a1, + a2, + 2 (anvl + CL21U2) + LUQ(alg’Ul + CL22U2>

= (CL1 +a;1r1 + a12x2)vi -+ (CLQ “+ ag1x1 + a22x2)’Ué.

Entonces se tiene la relacién (P)r = (a1 + a1121 + 1222, az + a1 + agxs). Con esto se
puede definir la transformacion de cambio de referencial.

Definicién 2.5. Una transformacion afin o afinidad en A*(K) es una aplicacién T', donde
T : K? — K? es una composicién de una traslacién con un isomorfismo lineal.

De la definicién se sigue que si T es una afinidad entonces para P = (x;,15) € K? se cumple
que T(P) = (a1121+a1222+ a1, 21 +anse+az) = AP+0 con O = (a1,a2) y A = (a;;) tal
que det(A) # 0. Se puede definir el referencial R = {O, {(a11, a21), (a12,a22)}} que cumple
la relacién

(T(P))g=P (VP € K?).

Se dice que R es el referencial asociado a T, o que Ty R son asociados. Ademas T es

biyectiva, por ser composicién de dos aplicaciones biyectivas, y su inversa también es una
afinidad. En efecto, si P € K? entonces T-}(P) = A"'P - A0y

(P)r=T"'(P) (VP €K?),

es decir, la afinidad 7! encuentra las coordenadas de un punto en el referencial R. Esto
proporciona las nuevas coordenadas a partir de las previamente dadas, que generalmente
estan en el referencial canénico.

Proposicién 2.6. Sea T una afinidad. La aplicacion T, : K[X,Y] — K[X,Y] definida por

(T f)(z,y) = (TN (z.y)  V(x,y) € K2
es un K-automorfismo.

Demostracion. Claramente Ty es homomorfismo K-lineal, falta probar que es biyectivo. Di-
gamos que T (z,y) = (bi1@ + bizy + b1, b1 + bagy + by) con det(b;;) # 0.

Para la inyectividad veamos que ker Ty, = {0}. Sea f € K[X,Y] tal que (T, f) = 0, por tanto
(Tof)(z,y) = f(T7Hz,y)) = 0 V(z,y) € K? y como la imagen de T~! es K?, entonces f se
anula en K?; Luego f = 0.

Utilizando que T, es homomorfismo K-lineal, se sigue la sobreyectividad si existen f,g €
K[X,Y]talesque Tof = X yTog =Y. Sea f(X,Y) = (det(b;;)) " (baa X —b12Y —basb1 +b12bs),
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luego

STz, y)) = (b + biay + by, boyx + basy + bs)

(det(bij))  [baa(br1x + bray + b1) — bia(bar @ + bagy + by) — baoby + biaby]
(det(bi;)) ™" ([bazbry — broba])

det(b;;)) " (det(by;))z

=X

Anélogamente se puede definir g. O

Si R es el referencial asociado a T entonces (P)r = T~'(P), es decir, T~!(P) obtiene las

coordenadas de P en el referencial R. Esto justifica el uso de 7! en la definicién de 7,.
Corolario 2.7. Sean V (f) una curva, T una afinidad y R su referencial asociado. Entonces:
(a) V(T.f) = T(V(f).
(b) La ecuacién de la curva V(f) con respecto al referencial R es (T71).f.

Demostracion.

(a)

(b)
PeV(f)

1red

O

Definicién 2.8. Se dice que una propieded P es invariante o independiente del referencial
si, para toda afinidad 7', una curva V(f) (o C conjunto de curvas o puntos) satisface P si y
solo si V(T,f) (respectivamente T,(C)) satisface P.

Sea T una afinidad, es facil ver que las siguientes propiedades son invariantes:

» Grado de una curva. Es decir, si f € K[X, Y] tiene grado n entonces T, f tiene gradon.
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» Reducibilidad de una curva.
» La propiedad de que un conjunto de curvas se intersectan.

En los siguientes capitulos se usaran algunas propiedades invariantes sin entrar en detalle a
la demostracion de la invarianza.

Ejemplo 2.9. (a) Sea P = (1,2) en el referencial canénico y R = {(1,1),{(1,2),(3,5)}}.
A partir del procedimiento para encontrar la forma de las afinidades se encuentre (P)g
y despues se verifica que (P)g = T~'(P), donde T es la afinidad asociada a R. Se

tienen que
:( 5)-(1,2)+2-(3.5)
=3-(1,2)+(-1)-(3.5
(0,0) — ( ):2 (1,2)+ (—=1)- (3.5

Entonces (P)p =(2—5-1+3-2,—-1+2-1—1-2)=(3,—1). La afinidad asociada a
R y su inversa son

TxXv) = |

16
ran-[ 3 )

por tanto se cumple que T-(P) = (3, —1) = (P)x.

(b) Sean { Py, Py, P3} y {Q1,Q2, @3} conjuntos de puntos no colineales, entonces existe una
afinidad 7" tal que T'(P;) = @; para i = 1,2, 3. En efecto, como los P; = (z;,y;) no son
colineales entonces los puntos (z;,y;, 1) no son coplanares, para i = 1,2, 3, por tanto
la aplicacién lineal en K2 definida por la matriz que tiene como filas esos puntos es un
isomorfismo. Entonces, si Q; = (w;, 2;), existen a, b, c,d, e, f € K tales que

oy 1 a wy

Ty Y2 1 b | =|w
(23 Y3 1 C w3
(21 y1 1] d Z1

To Yz 1 el =12
x5 ys 1 f 23

defina T'(z,y) = (ax + by + ¢, dx + ey + f).
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2.3. Interseccidon de curvas

El problema de encontrar la solucién de un sistema de ecuaciones es uno de los mas antiguos
e importantes de la matematica. Los primeros que se estudian son los sistemas lineales y la
existencia de soluciones, finitas o infinitas; ademas la forma de encontrarlas.

Considerando ecuaciones de polinomios en dos variables, lo anterior se traduce en estudiar la
interseccion de curvas y la manera de encontrar los puntos de interseccion, en caso de existir
y ser finitos.

Veamos que el conjunto de interseccion de curvas, sin componentes irreducibles en comun,
es finito.

Lema 2.10. Sean f,g € K[X,Y]\K sin factores irreducibles en comin, entonces ezisten
a,b,c,d € KIX, Y], re K[X] yse K[Y] tales que

af +bg=r Yy cf +dg=s.
Demostracion. Vea la demostracién de la proposicion 2.3. O

Se sabe que para f € K[X]|\{0} la ecuacién f = 0 tiene a lo mas d°f soluciones diferentes.
Teniendo esto en cuenta veamos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.11. El conjunto de interseccion de dos curvas sin componentes irreducibles
en comun es finito. Es decir, si f,g € K[X,Y\K tal que mcd(f,g) =1 en K[X,Y] entonces
V() NV(g)| < +oo.

Demostracion. Aplicando el lema 2.10 se obtienen a,b,c,d € K[X,Y],r € K[X]y s € K[Y]
tales que
af +bg=r(X) y cf +dg =s(Y).

Si P = (z,y) € V(f) NV (g) entonces, por las anteriores igualdades, se tiene que
r(z) =a(P)f(P)+b(P)g(P)=0 vy  s(y)=c(P)f(P)+d(P)g(P)=0.

Luego y es raiz de s(Y) y x de r(X). Hay a lo sumo d°r y d°s raices distintas de r y s,
respectivamente. Entonces |V (f) NV (g)| < d°r-d°s. O

La anterior proposicién nos garantiza una cota superior para las intersecciones de dos curvas
con ciertas caracteristicas, pero jcomo las encontramos?. El método usual o natural es des-
pejar una de la variables y después remplazarla en la otra ecuacién, esto no siempre es facil
de aplicar. Veamos como podemos encontrar las intersecciones con ayuda de la resultante.

Definicién 2.12. Sea A un anillo conmutativo (en particular K[X]) y f,g € A[Y] tal que

fY)=aY" +ap Y gy (n>1)
gY) =bp Y + by Y by (M= 1),
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La resultante de f y g se define como

(7% anp—1 ap
A, . .. a1 CL(]
CL “ e ao
R — n
P9 by by -+ b
by, -+ by by
by -+ bo

es un determinante de una matriz de orden n 4+ m, tal que las primeras m filas tienen a's y
las otras n filas tienen b's. Los espacios en blanco de cada fila son llenados con ceros.
Cuando A = K[X1, Xo, ..., X, v f, g € A[Y] entonces la resultante de f y g es un polinomio
de n variables y se denota por Ry (X1, Xo, ..., X,,).

Ejemplo 2.13. Considere f(X,Y)=X?4+Y?—4y g(X,Y) =X +Y?— 3. Luego

0 Y?-4
Ri,(Y)=|1 Y?-3 0 |[=(Y*-32+Y*-4
0 1 Y?*-3

—_

Note que para encontrar las coordenadas en Y de los elementos de V(f) NV (g), el método
usual seria despejar X en g = 0 y reemplazar en f = 0. Lo cual es igual a Ry ,(Y) = 0. Esta
coincidencia no es accidental, ademas veremos que la resultante puede dar mas informacion
que el método usual.

Proposicién 2.14. Sean f,g € K[X,Y]\K, suponga

FXY) = an(X)Y" + a1 (X)Y" '+ 4 ag(X) (n>1)
m>1

9(X,Y) = by (X)Y™ + by (X)Y™ 4+ + By(X) ( )

donde a;,b; € K[X]. Sia € K entonces
an(a) = by(a) =0

Rfg4(a) =0 <= 0
fla,Y) yg(a,Y) tienen factor comin no constante.

Demostracion. Sea o € K. Suponga a,(a) # 0, luego f(a,Y) v g(a,Y) tienen factor no
constante en K[Y] si y solo si existen p,q € K[Y|\K con d°p =n—1y d°¢ =m — 1 tales
que ¢(Y)f(a,Y) =p(Y)g(e,Y), ya que K es algebraicamente cerrado. Suponga

P(Y) =t Y F oy oY g
GOY) = U Y™ 00V 4 g
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entonces

q(Y)f(e, Y)=p(Y)g(e,Y)
(V1 Y™ b 0g) (an (@) Y+ - A4 ag(@)) = (1 Y - - o4 ug) (B (@) Y™ - - -+ b ()

igualando los coeficientes de Y™™~ se tiene que

~.
|

VUm—10n () = Up_1by () (

VUm—10n—1() + U2, (@) = U101 () + Up_2bp (@) (i

|
[N
~

Z 'Um—ja'n—i—i-j(a) = Z un—jbm—i-i-j (Oé) (Z = ,n+ m)
j=1 j=1

donde a1 =0 si n—i+75<0 0 n—i+j>n,y byit; =0 si m—i+5<0 o m—i+j>m.
Las anteriores igualdades se pueden escribir en forma matricial como

an (o) —bm () U1
an-1(a) an(a) —bm1(a)  —bn(a) Upm—2
an_2(@) an_1(a) ay(a) —bm—o(a) —by_1(a) —bp(a)
w(a)  a() ax(a) bo(a)  —bi(a)  —bo(a) T
ap(e)  ai(a) —bo(a)  —by(«) Up—2
I ao(cv) —bo(a)_ U

denotemos lo anterior por A -V = 0, donde A tiene orden n + m, tal que las primeras m
columnas tienen a’'s y las otras n columnas tienen b's. Los espacios en blanco de cada fila
son ceros. La existencia de p y ¢ es equivalente a la de V. Ademas A -V = 0 si y solo
si det(A) = 0. Por definicién de la resultante de f y ¢ evaluada en « y propiedades del
determinante se tiene que

Ry (a) = (—1)" det(A") = (—1)" det(A) = 0
]

Sean f,g € K[X,Y], se sigue que las races de Ry ,(X) (resp. Ry,(Y)), sin tener en cuenta
los valores que anulan el polinomio que acompanan la mayor potencia de Y (resp. X), son
las proyecciones de los elementos de V(f) NV (g) en el eje X (resp. Y). Por tanto Ry ,(X) o
Ry ,(Y) es idénticamente nulo si y solo si f y ¢ tienen componentes en comun. En este caso
[V (f)NV(g)| no es finito.
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Ejemplo 2.15. Sea f(x) = az® + bx? + cx + d, con a # 0, entonces f'(x) = 3az?® + 2bz + c.

a b ¢ d 0
0 a b ¢ d
Ryp=13a 20 ¢ 0 0|=a(—18abcd + 27a*d* + 4ac® + 4b°d — b*c?).
0 3¢ 2b ¢ O
0 0 3a 2b ¢

Si —18abed + 27a%d* + 4ac® + 4b3d — b*c® = 0 entonces f tiene rafz multiple.

Continuando con el ejemplo 2.13. Aplicando el método usual para encontrar las coordenadas
en el eje X de los elementos de V' (f) NV (g), despejando Y de g = 0 y reemplazando en
f =0 se tiene la ecuacién

X?-X—-1=0,

la cual tiene dos soluciones reales distintas, con ellas se pueden encontrar los cuatro elementos
de V(f) NV (g) que se ven en la siguiente figura:

Ahora considere la resultante de f y g en X, se obtiene

Ry (X) = = X' 2X? - X?42X +1=(X?—X —1)?

o O
— o~ o
|
w
o

Note que aunque encontramos las mismas soluciones que con el método usual, en la resultante
tienen multiplicidad dos. Puede significar que hay dos pares de puntos en V(f) NV (g) con
la misma abscisa, como se puede ver en la figura. Al decir que “puede significar” es porque
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la multiplicidad en la resultante también se puede interpretar como el grado de interseccion
de f y g en el punto con esa abscisa. Esto se estudiard mas adelante para la demostracion
del teorema de Bézout.

Por lo anterior y la proposicion 2.14 es importante conocer el grado de la resultante entre f
y g, para tener idea de la cantidad de puntos en V(f) NV (g). Es posible conocer el grado de
la resultante para unos polinomios con ciertas condiciones, como veremos enseguida. Pero
antes necesitamos una definicion.

Recuerde que un polinomio homogéneo de grado n es aquel que todos sus monomios tienen
grado n. Por tanto, si f € K[X,Y] es homogeneo de grado n entonces la forma de f es

FXY) =) aX"Y"
=0

Ademas cumple la relacion f(TX,TY) =T"f(X,Y) en K[X,Y,T], donde T es una nueva
variable independiente. Otra propiedad importante, la que da sentido a la siguiente definicion,
es que f se puede expresar como
FXY) =[](0:iX = )
i=1
para esto es esencial la hipotesis de que K es algebraicamente cerrado.

Definicién 2.16. Sea f € K[X, Y], digamos d°f = n, se puede escribir como
FXY) = fo+ L(X,Y) 4+ fu(X,Y)

donde f; es homogéneo de grado i y f,, # 0. Cada componente aX + bY de f, se llama
direccion asintética de f (o de V(f)).

Geométricamente las direcciones asintéticas de una curva V' (f) son una direccién limite de
recta OP, donde P € V(f) y se aleja indefinidamente del origen O.

En estos momentos estas definiciones e interpretaciones pueden no tener mucho sentido o
razén de ser. En el préximo capitulo cuando se estudie el plano proyectivo y las propiedades
de curvas proyectivas, se entendera mejor esta seccién. Como por ejemplo, la demostracion
de la siguiente proposicién como consecuencia inmediata del teorema de Bézout. O si el
lector prefiere la puede encontrar en [13], pag. 27.

Proposicién 2.17. Sean f,g € K[X,Y|\K sin direccion asintética en comin, entonces
CRpy=df-dg.
Ejemplo 2.18. f(X,Y) = X? — Y2 — 1 tiene las direcciones asintdticas X —Y y X +VY.
Considere ¢(X,Y) =Y + aX — b, luego
—1 0 X?2-1
Rig(X)=| 1 aX—-b 0 =(X?—1)— (aX —b)? = (1 —a®>)X?*+2abX — (14 V7).
0 1 aX —b
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Note que d°Ry 4(X) = 2 para a # £1. Cuando a = £1 pasa que f,g tienen direccién asintéti-
ca en comin y d°Ry,(X) = 1si b # 0. Observe que

A

g =Y+ % intersecta a f en dos puntos y d°Rs g (X) =2, o =Y — X — g intersecta a f
en un punto y d°Ry 4, (X) =1, g5 =Y — X no intersecta a f y Ry, (X) = —1

2.4. Multiplicidades

Para polinomios de una variable es facil definir la multiplicidad en un punto o raiz, dado
que cada elemento a de un cuerpo define un polinomio minimal, digamos p,(X), tal que si
f(a) = 0 entonces p, divide a f. En este caso la multiplicidad de « en f se define como
el mayor exponente de p, que divide a f. Cuando el cuerpo es algebraicamente cerrado se
tiene que po(X) =X — a.

En polinomios de dos o mas variables no se tiene la existencia del p,, descrito anteriormente.
Por tal motivo se necesita otro método para definir la multiplicidad de puntos en una curva,
que explique el porqué una curva pasa “mas veces” por un mismo punto. Para esto se
utilizan las curvas mas simples, las rectas, que permiten definir de manera natural el grado
de interseccién con otras curvas.

Sean f,l € K[X,Y]\K, donde [ es una recta con ecuacién Y —aX —b = 0. Se puede encontrar
las coordenadas en X de los punto de V' (f) NV (l) resolviendo la ecuacién

JU(X) = f(X,aX +b) =0,
Posibles situaciones:

s f1(X) es nulo, esto pasa cuando [ es componente de f, es decir, I|f.
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» fi(X) es una constante no nula. Significa que V(f) NV (l) = ¢.

s f1(X) es un polinomio no constante. Como K es algebraicamente cerrado, pasa que

d

filX) = e J(X =)™ (2-1)

i=1
donde d es el nimero de raices distintas de f;(X), ¢ es una constante y x; #x; si i#.
Anélogamente se define f;(Y'), para encontrar las coordenadas en Y.

Definiciéon 2.19. La multiplicidad o indice de interseccion de f y [ en un punto P, con
I(X,Y)=Y —aX — b, se define como

0 si P¢V(f)nV()
(f,)p=1{ o0 si. PeV()CV(f)
m; si P = (x;,ax; +b), definidos en (2-1).

Ejemplo 2.20. Sean f(X,Y)=Y?2-3X%Y - Y?*+ X4 1, =Y -1, Lb=Y yl3=X.

(X)) =f(X,1) = (X +V3)- (X —V3)- X?
flz(X) = f(XvO) = X!
fis V) = f(0,Y) = (Y - 1)-Y?

A

f
B A0 b

A
Y

—1
Y

Entonces (f> ll)A = (f> ll)B =1 y (f> ll)c = 27 (.fa l2)0 = 4a (.fa l3)C’ =1 y (f> l3)O = 2. Note
que d°fi,(X) =d°f,(X) =4, d°fi,(Y) = 3 y [3 es la tinica direccién asintética de f.

Es de esperar, por la naturaleza de las afinidades, que los enteros m; son independientes del
referencial. Esto es de gran utilidad para demostraciones de propiedades puntuales.
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Proposicién 2.21. Sean f,l € K[X,Y\K con [(X,Y) =Y —aX —b. Los enteros m;
definidos en (2-1) son independientes del referencial.

Demostracion. Considere el K-homomorfismo sobreyectivo ¢; : K[X,Y] — K[X] tal que
vi(9) = g = g(X,aX +b), el cual tiene como kernel al ideal (I) = (Y — aX — b). Se sigue
que

KX Y]/(l) = K[X],

por tanto la clase f modulo (1) corresponde a f;. Si f;(X) se factoriza como ¢ [J, (X — ;)™
., — d oM . ,
entonces la factorizacion de f es ¢[[_; (X —x;) ', con el mismo nimero d de factores

irreducibles y los mismos m;, dado que K[X] es un dominio de factorizacién unica.
Veamos que los m; son independientes del referencial. Sea T una afinidad y T, el K-
automorfismo en K[X, Y], entonces

KX, Y]/(I) =7, KIX,Y]/(T.l)
f+{) — Tof + (T.1)

se sigue T, f + (T,l) tiene la misma cantidad d de factores irreducibles, con sus respectivas
multiplicidades, que f + (I) y por tanto T, f también, como se queria demostrar. O

Como se ve en el ejemplo 2.20, es posible que para rectas distintas, y una misma curva, el
indice de interseccién en un punto sea distinto. Sin embargo para casi todas las rectas [ que
intersectan a una curva V(f) en el punto P, el indice de interseccién (f,l)p es el mismo.
Esto lleva a pensar que ese valor es intrinseco de la curva en el punto.

Proposicién 2.22. Sea f € K[ X, Y\K y P € V(f). Existe un entero m > 1 tal que para
toda recta | que pasa por P se cumple

(f> Z)P Z m,

ademds ocurre la desigualdad estricta para minimo una y mdzrimo m rectas.
Demostracion. Sea f € K[X,Y\K y P € V(f). Sin perdida de generalidad, aplicando la
proposicién 2.21, se supone P = (0,0). Entonces

f:fm+fm+1+"'+fn

con f; homogéneo de grado ¢ y m > 1. También se puede suponer que X 1 f,,,. Por tanto

donde f(0,1) # 0, entonces (f, X)p = m. Las demés rectas que pasan por P son [, =Y —tX
con t € K, luego

fu(X) = F(X4X) = fn (X 0X) + -+ fu(X0X) = X7 ([ (1,8) + -+ fu(LHX™T).

Se sigue que (f,l;)p > m, ocurre la igualdad cuando f,,(1,t) # 0. Como X { f,,, entonces
fm(1,t) es un polinomio de grado m en K[t|, por tanto se anula en minimo uno y méximo
m valores distintos. H
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Definicién 2.23. Sea f € K[X,Y\K. Si P € V(f) el entero definido en la proposicién
2.22 se llama la multiplicidad de P en V(f) y se denota por mp(f). Si P ¢ V(f) se define

mp(f) =0.

Como consecuencia de la demostracién de la proposicién 2.22 se tiene una manera de en-
contrar la multiplicidad de un punto P = (xg, ) € V(f). Para esto se aplica la traslacién
T(X,Y)= (X —x,Y —yp) tal que T(P) = O, por tanto O € V(T,f). luego

T.f(X, Y) = f(T_l(X> Y)) = f(X + 20, Y ‘I’yO) = fm(X’ Y) +eeet fn(X> Y)

con f; homogéneo de grado i, donde mp(f) = m > 1. Ademds se conocen las rectas [ tales
que (f,1)p > m. Son las imagenes de las componentes de f,, bajo T, !, para convertirlas al
referencial inicial. Como f,,, es homogeneo entonces

d
(X, Y) = H(an + b, Y)" (d componentes distintas),

j=1

después de aplicar T, !, las rectas [; = a;(X — z0) + b;j(Y — yo) se llaman rectas tangentes a
f en P, el exponente 7; se define como la multiplicidad de la recta tangente [;.

Se dice que un punto P € V(f) es no singular o simple en fy que f es no singular o simple
en P si mp(f) = 1; en otro caso se dice singular. Si mp(f) = 2,3,...,m se dice que P es
un punto duplo, tripo,. .., m-uplo. La curva V(f) es no singular o simple si mp(f) =1 para
todo P € V(f). Si f tiene algtin punto singular entonces se dice que f es singular.

Observacion. Si un punto P es no singular en f, entonces existe solo una recta tangente a f
en P. No obstante, el reciproco es falso. Por ejemplo f(X,Y) = (Y — X)? + X3 + Y tiene
solo la recta tangente [ =Y — X en P = (0,0) y mp(f) = 2.

Se describiéo un método para saber si un punto es no singular y encontrar la recta tangente
en él, pero esto no es muy eficiente cuando aumenta el grado de la curva. Un mejor método
es dado por la siguiente proposicion.

Proposicién 2.24. Sean f € K[X,Y\K y P = (z0,%) € V(f).
(a) P es no singular si y solo si una de las derivadas parciales f,, f, no se anulan en P

(b) Si P es no singular entonces la recta tangente a f en P es dada por la ecuacion
fo(P) - (X = x0) + fy(P) - (Y = yo) = 0.

Demostracion. Dado que f € K[X,Y]\K es infinitamente diferenciable, se puede encontrar
el polinomio de Taylor en torno a P para cualquier grado, en particular con un residuo de
grado mayor o igual a dos. Por tanto

FX +20,Y +y0) = f(20,90) + fe(wo,90) - X + fy(w0,90) - Y +7(X,Y)
= fu(20,90) - X + fy(20,90) - Y +7(X,Y)
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donde todos los términos de r(X,Y’) tienen grado mayor o igual a dos. Esto demuestra la
proposicion. O

Ejemplo 2.25. Sea f(X,Y) = Y? — X?(X + 1), por tanto f,(X,Y) = —X(3X +2) y
fy(X,Y) = 2Y. Se sigue que su tnico punto singular es O = (0,0) con mo(f) = 2 y tiene
dos rectas tangentes en O, a saber, [} =Y — X y lo =Y + X. Ademas (f,l1)o = (f,l2)o = 3.

l 1

A
Y

Considere el punto A = (—1,0) € V(f), el cual es no singular, la recta tangente a f en A es
ly=fo(A) - (X + 1)+ f(A) - Y = (X +1).
Note que I3 tiene direccién asintética en comin con fy (f,l3)o = 2.

Proposicién 2.26. Si f € K[X,Y|\K no tiene componentes mailtiples, entonces el conjunto
de puntos singulares de f es finito.

Demostracion. Por la proposicion 2.24, los puntos P singulares de f cumplen que
f(P) = fuo(P) = f,(P) = 0.

Como f ¢ K, sin perdida de generalidad, suponemos que f, # 0. Ademés |V (f) NV (f.)| es
finito, por la proposicién 2.11, dado que f no tiene componentes multiples. O

Como consecuencia de la anterior proposicion, toda curva irreducible tiene un numero finito
de puntos singulares.
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2.5. Indice de interseccion

Por la simplicidad de encontrar las intersecciones de una curva con un recta, se logro definir,
en ese caso, un indice de intersecciéon. No es tan simple para dos curvas en general. Lo que
se va hacer es definir unas propiedades, con sentido geométrico y algebraico, que el indice de
interseccion de dos curvas en un punto debe cumplir. Ademés, a partir de esas propiedades
se garantiza su unicidad. Antes se deben hacer varias definiciones y lemas.

Se inicia con la generalizacién de curva para un conjunto algebraico. Sea S C K[X7, ..., X,],
un subconjunto cualesquier de polinomios, se define

V(S)={P e A"/ f(P)=0, Vf e S}.

Sea A C A" es un conjunto algebraico afin o conjunto algebraico si existe S C K[X7,..., X,]
tal que A = V(S). En el caso de una curva es lo que se llamaran hiperficies, esto es, las
generadas por un solo polinomio. Una curva es una hiperficie en el plano A%. Un conjunto
algebraico V' se dice reducible si V =V, U Vs, con Vi, V5 subconjuntos algebraicos distintos
de vacio; en otro caso V' es irreducible.

Para W C A" se define el ideal de los polinomios que se anulan en W,

IW) ={f € K[X1,...,X.]/ f(P) =0, VP € W.

Sean f,g € K[Xy,...,X,], [ un ideal de K[Xy,...,X,] y A C A" algebraico. Entones las
siguientes propiedades son satisfechas:

= V((£,9) =V(/)nV(g).

= A es irreducible si y solo si Z(A) es primo.
» Si f es irreducible entonces Z(V'(f)) = (f).
» Z(V(I)) = VI (teorema de los ceros de Hilbert).

Sea A C A" un conjunto algebraico irreducible, se define el anillo coordenado de A como
I'(A) = K[Xy,...,X,]/Z(A). Dado que Z(A) es primo, entonces I'(A) es dominio. El cuerpo
de fracciones de I'(A) se denota por K(A) y sus elementos se llaman funciones racionales
en A. Sea ¢ = fg=! € K(A), se dice que ¢ esta definida en P € A si g(P) # 0. El conjunto
de las funciones racionales de A que estan definidas en un punto P € A, define un subanillo
de K(A) que se denota por Op(A).

Si A C A™ conjunto algebraico irreducible y P € A, entonces

» Se cumple que K CI'(A) € Op(A) C K(A), como anillos.
u F(A) = mPeAOp(A).
» ¢ € Op(A) es unidad si y solo si ¢(P) # 0.
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Observacion. Los anillos definidos anteriormente tienen estructura natural de K-espacio
vectorial.

Lema 2.27. Sea I un ideal de K[X,Y], entonces V(I) es finito si y solo si K[X,Y]/I es

un K-espacio vectorial finito dimensional.

Demostracion. (=) Suponga V(I) = {P,P,...,P.} conr € Ny P, = (a;,b;). Defina

f=T1- (X —a)yg=T[_, (Y —b). Como f,g € Z(V(I)) = VI, entonces existe N € N

tal que fV,¢" € I. luego TN 7" = 0en K[X,Y]/I, por tanto xN y Y™ se escriben
<N

—rN—

. ., . =0 - X T . .
como combinacién lineal de 1, X, ..., X yLY, . ...,Y respectivamente. Se sigue
~~rN—1 —rN-—

que el conjunto {1, X,Y,..., X VY 1} genera a K[X,Y]/I como K-espacio vectorial.

(<) Suponga dimg (K[X,Y]/I) < co. Sean Py, Py, ..., P, € V(I)y fi, fo,..., [r € K[X,Y]
tales que fj(P;) = 0sii# jy fi(P;) = 1. Para \; € K suponga > ,_, A\;f; = 0, entonces
S Nifi € I, por tanto 0 = (37_, \ifi)(Pj) = A; para j = 1,2,...,r. Se sigue que los f;
son linealmente independientes, entonces r < dimg (K[X,Y]/]) < oc. O

Lema 2.28. Sea I un ideal de K[X,Y], suponga V(I) = {P, P,,..., P,} finito. Entonces
existe un isomorfismo natural de K[X,Y]/I con [[;_,(Op,(A?)/IOp(A?)). En particular
dimy (K[X,Y]/I) = 321 dimi(Op,(A%)/10p,(A%)).

Lema 2.29. Sea h € K[X,Y]\K idrreducible y P € V(h), entonces
Op(A?)/(h)Op(A?) =k Op(V(h))
Demostracion. Aplicando el primer teorema de isomorfismos a

p 1 Op(A?) — Op(V(h))

a0
g g+
dado que Ker(p) = (h)Op(A?), se demuestra el corolario. O

Definicién 2.30. Sean ¢, f,g € K[X,Y]\K tal que q|f y P € V(f), se dice que q atraviesa
por Psi P € V(q) y que f, g se intersectan propiamente en P si f y g no tienen componentes
en comun que atraviesen por P.

Sean f,g € K[X,Y\K y P € A% el indice de interseccion o multiplicidad de fy g en P,
denotado por (f, g)p, satisface las siguientes propiedades:

1. Si f, g se intersectan propiamente en P entonces (f,g)p es un entero no negativo. Si
f, g no se intersectan propiamente en P entonces (f,g)p = co. Ademés (f,g)p = 0 si

ysolosi P ¢ V(f)NnV(g).

2. El indice (f, g)p solo depende de las componentes de f y g que atraviesan por P.
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3. Si T es una afinidad y T'(P) = @ entones (f,g9)p = (T f,Te9)0-

4. (f?g)P = (gv f)P
5. 81 f =TI /'y g =TI s} entonces (f,9)p = >0y 35y ris;(fir 95)p-
6. (f,9)p=(f,9+ hf)p para todo h € K[X,Y].

7. (f,9)p = mp(f)mp(g), ocurre la igualdad si y solo si f y ¢g no tienen rectas tangentes
en P en comun.

Teorema 2.31. Sean f,g € K[X,Y]| y P € A%. Existe un tinico entero (f,g)p que satisface
las propiedades 1 — 7, el cual es dado por

(f,9)p = dimg (Op(A®)/{f, 9)Op(A?)). (2-2)

Demostracion. Existencia: defina (f, g)p como en (2-2). Las propiedades 4 y 6 se cumplen
porque (f, g)Op(A?) = (g, f)Op(A?) y (f,9)Op(A?) = (f, g+ hf)Op(A?), respectivamente.

Suponga que f = vpv y g = upu, donde vp y up son el producto de las componentes
que atraviesan por P de f y g, respectivamente. Como v(P) - u(P) # 0 entonces v y u
son unidades en Op(A?), por tanto (f) = (vp) vy {g) = (up). luego (f,g) = (vp,up). Esto
demuestra la propiedad 2.

Sea T una afinidad con T(P) = @, entonces T : Op(A2) — Oq(A?) tal que T(¢) = po T
es un K-homomorfismo de espacios vectoriales, ademéas 71 : Og(A?) — Op(A?) definido
de manera andloga a T es inversa a izquierda y derecha de T. Por tanto T es K- isomorfismo,
luego

Op(A*)/(f,9)Op(A%) ~k Og(A®)/(fo T, go T HOn(A?),

entonces (f,g)p = (Tof,Teg)q (propiedad 3).
Aplicando las propiedades 2 y 3 se puede suponer que P = (0,0) y que todas las componentes
de f y g atraviesan por P. Veamos que se cumple la propiedad 1.

Suponga que f,g se intersectan propiamente en P. Como todas las componentes de f y
g atraviesan a P entonces no tienen componentes en comun y por la proposicion 2.11 se
sigue que V((f,9)) = [V(f) NV (g)| es finito. Luego, por los lemas 2.27 y 2.28 se tiene que
(f,g)p es finito. Ahora, suponga que f y g tienen componente irreducible comun h, entonces
(f,g) C (h), por tanto existe un K-homomorfismo sobreyectivo de Op(A?)/(f,9)Op(A?) a
Op(A?)/(h)Op(A?). Entonces dimg (Op(A?)/(RYOp(A?)) < (f,g)p. Por definicién se tiene
que I'(V(h)) € Op(V(h)), ademas I'(V'(h)) es K-espacio de dimensién infinita, por el lema
2.29 se sigue que (f,g)p = oo. Por ultimo P ¢ V(f) N V(g) si y solo si alguno, f o g, es
unidad en Op(A?), lo cual equivale a (f,g) = Op(A?) y (f,g)p = 0.

Para la propiedad 6 es suficiente demostrar que (f, gh)p = (f,9)p + (f, h)p para cualquier
f,9,h € K[X,Y]. Sin perdida de generalidad suponga que f y gh no tienen componentes en
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comtin. Como (f, gh) C (f, g), sea ¢ : Op(A?)/(f, gh)Op(A?) — Op(A?)/(f, 9)Op(A?) el
K-homomorfismo natural sobreyectivo.

Defina el K-homomorfismo v : Op(A?)/{f, h)Op(A?) — Op(A?)/{f,gh)Op(A?) tal que
(@) = g¢ para ¢ € Op(A?). Veamos la siguiente secuencia es exacta

0 — Op(A2)/(f, MYOp(A2) 5 Op(A2)/(f, gh)Op(A2) 25 Op(A2)/(f, 9)Op(A%) — 0

1 es inyectiva: sea ¢ € Op(A?) tal que ¥(¢) = 0 , entones gp = uf +vgh con u,v € Op(A?).
Considere s € K[X,Y] tal que s(P) # 0, su=a, sv =by s¢ = ccon a,b,c € K[X,Y],
luego g(c—bh) = gs¢ —gsvh = s(gp—vgh) = s(gp+uf—gp) = suf = af € K[X,Y]. Como
f v g no tienen factores en comin, existe d € K[X, Y] tal que ¢c—0bh = df, entonces al dividir
por 571 se tiene que s~!bh + s7ldf = s7lc = ¢, por tanto ¢ = 0 en Op(A2)/(f, h)Op(A?).
Solo falta probar que Im(¢)) =Ker(¢), lo cual es inmediato de las definiciones de ¢ y ¢. Por
la exactitud de la secuencia se tiene que

dimg (Op(A?)/(f, gh)Op(A?)) = dimg (Op(A?)/(f, 9)Op(A?)) + dimg (Op(A?)/{f, h)Op(A?))
(fvgh)P = (f?g)P + (f? h)P

Unicidad: se utiliza induccion y se describe un procedimiento que a partir de las propiedades
implica la unicidad.

Por las propiedades 3 y 1 se supone P = (0,0) vy (f, g)p finito. El paso base (f,g)p = 0 es
demostrado por la propiedad 1. Por induccién, suponga (f,g)p = n > 0y que (a,b)p, con
a,b € K[X,Y], puede ser calculado cuando (a,b)p < n.

Sean f(X,0),9(X,0) € K[X] de grados r, s, respectivamente, con r < s.

Caso 1: si 7 = 0, entonces f=Yh para algiin h € K[X,Y]. Aplicando la propiedad 5,

(fr9)p=(Y,9)p + (h,g)p.

Como Y 1 g, propiedad 1, entonces ¢g(X,0) = X™(ag + a1 X + --- 4+ aX"™™) con ag # 0
y m > 0. Note que (Y, g) = (Y, g(X,0)), por tanto (Y, g)p = (Y, g(X,0))p. Luego, por las
propiedades 2, 5 y se 7, respectivamente, (Y, g(X,0))p = (Y, X™)p = m(Y, X)p = m. Dado
que m > 0, entones (h, g)p < n y se obtiene por la hipdtesis de induccién.

Caso 2: r > 0. Se supone f(X,0) y g(X,0) ménicos. Sea h = g— X*~"f, por la propiedad 6,
se tiene que (f, g), = (f, h)p. Note que d°h(X,0) =t < s. Repitiendo este proceso un nimero
finito de veces, intercambiando f y h cuando t < r, se tendré dos polinomios a,b € K[X,Y]
tal que (f,g)p = (a,b), con d°a(X,0) - d°b(X,0) = 0, que corresponde al caso 1. O

Note que los valores de (f,[)p, cuando [ es una recta, segun la definicién del teorema 2.31
coinciden con la definicién 2.19.

Ejemplo 2.32. Sean f(X,Y) = X?Y + X3+ Y3 +Y, g(X,Y) = X?Y + Y3+ X y considere
el punto P = (0,0) € V(f) N V(g). Utilizando las propiedades del indice de interseccién
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y el procedimiento descrito en la parte de unicidad del teorema anterior se calcula (f,g)p.
Como f(X,0) = X3y ¢g(X,0) = X, se define h(X,Y) = f(X,Y) — X?¢(X,Y) donde
h(X,0) = X3 — X?. X =0. Luego h(X,Y) =Y (Y2X — Y2X? — X? + X? + 1), entonces

(F.9)p = (h.g)p = (V, XY +Y* + X)p + (V2X = V2X? — X2+ X+ 1, X%Y +YV? + X)p
(Y, X)p +0
1



3. Curvas algebraicas proyectivas

En varios ejemplos sobre intersecciéon de curvas, cuando se tenia direccion asintotica en
comun, el grado de la resultante era menor que el producto de sus grados. Esto se puede
interpretar, como si algunas intersecciones se “perdian” en el infinito. Entonces si cambiamos
el plano afin por un conjunto que también contenga estos en el infinito, veremos que esas
intersecciones apareceran naturalmente.

3.1. Introduccidon

Considere el espacio afin A3(K) sin el punto (0, 0,0), lo denotamos por A%(K)*. Se define la
relacién ~ en A3(K)* como

(SL’, Y, Z) ~ (SL’/, y/7 Z/) — EltEK( (LL’, Ys Z) = (tl’/, tylv tZ/) )7
claramente ~ es una relacién de equivalencia, esto da sentido a la siguiente definicion.

Definicién 3.1. El plano proyectivo P?(K), o simplemente P2, es el conjunto de clases de
equivalencia en A?(K) médulo ~. La clase de equivalencia de un punto (z,y,2) € A3(K)*
se denota por (z:y: 2).

Se dice que a, b, ¢ son unas coordenadas homogéneas del punto (z : y : z) € P2, relativas a
la base B = {wy,wy, w3} de K3, si existe t € K tal que (z,y,2) = (ta,tb,tc) en la base B.
Note que un punto (z : y : 2) de P*(K), visto en K?® es la recta que pasa por el origen, sin
contenerlo, y por (z,y, 2).

Los puntos (z : y : z) con z # 0 estdan en correspondencia biunivoca con el plano 7 de
ecuacion Z = 1 en K3, ver figura 2.1. En efecto, pues tienen un representante en el plano 7,
ya que

(x:y:2)= (f .. 1) <:>ElteK<(a?,y,z): (t%,t%,t) ),

z oz
y claramente t = z cumple la condicién. El plano afin A? se puede identificar con el plano
7, bajo la biyeccion
A2 — 1 CP?
(z,y) — (z:y: 1),
por esta correspondencia se dice que A?> C P2. Los elementos de 7 se dicen que estdn a

distancia finita y los de P?\m se llaman puntos en el infinito o que estdn a distancia infinita,
son de la forma (z : y : 0) con x o y no nulo.
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v

Figura 2.1

Veamos para cuales polinomios f el conjunto solucién de f = 0, esta contenido en el plano
proyectivo. Se debe considerar polinomio de tres variables, entonces f € K[X,Y, Z]. Ademas,
para que un punto (x : y : 2) € P? se pueda interpretar como solucién de f = 0, se debe
cumplir que todos los representantes de (z : y : z) son solucién. Esto se cumple si f es
homogéneo, de grado n, ya que

f(ta?,ty,yz) = tnf(xayaz) vtEKa
se tiene entonces a la siguiente definicion.

Definicién 3.2. Sea F' un polinomio homegéneo en K[X,Y,Z]\K. La curva proyectiva
Vi (F), o simplemente V' (F'), se define como

Vk(F) = {(m cy:2) € PAK)/F(z,y,2) = 0},

Como en el caso de curvas afines, se tiene definiciones similares para curva proyectiva irredu-
cible, grado de una curva proyectiva, componente irreducible y multiplicidad de componente.

Observacion. Se puede hablar de componente irreducible en curvas proyectivas, dado que
todos los factores de un polinomio homogéneo son homogéneos.

Ejemplo 3.3. Las rectas proyectivas, polinomios homogéneos de grado 1, son de la forma
aX +bY +cZ. Vistas en K3, son planos que pasan por el origen. En P?(K) estdn compuestas
por una recta de la forma aX 4+ bY + ¢ en el plano 7 (ver figura 2.1) y un punto en el infinito
dado por (b : —a : 0). Ademds, como dos planos diferentes en K3 que pasan por el origen
siempre se intersectan en una recta que pasa por el origen, esto se traduce en que dos rectas
proyectivas diferentes siempre se intersectan en un punto.
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Dado que A? C P?, veamos como se relacionan las curvas afines con las curvas proyectivas.
Sea f € K[X,Y|]\K de grado n tal que f= fo+ f1 +---+ fn, donde f; es homogéneo de
grado 7. Se define la homogenizacién de f con respecto a Z, como

XY, 2)=Z"fo(X,Y) + 2" A(XY) 4 4 Zfaa(XSY) + fa( XY,

f* es un polinomio homogéneo de grado n, entonces V' (f*) es una curva proyectiva. Ademas,
existe una biyeccién natural entre V(f) y los puntos a una distancia finita de V'(f*)

V(f) — =0 V(f)
(r,y) — (z:y:1).

De ahora en adelante se considera V(f) como la parte que estd a una distancia finita de la
curva proyectiva V' (f*).

Ejemplo 3.4. Sea K = R. Si f(X,Y) = 5(X — 2)2 + 3(X — 2)? — 15, entonces V(f) se
considera como la parte a una distancia finita de la curva proyectiva

f(X,Y,Z) =5(X —22)* + 3(X —22)* — 1527

y su grafico es

Por facilidad, se seguira graficando en R

Note que los puntos de V' (f*)\V(f), es decir, los puntos en el infinito de V(f*), estdn es
correspondencia con las direcciones asintéticas de f. En efecto, ya que

d
JHX,Y,0) = fu(X,Y) = [[(iX = aiy)

i=1
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donde d es el numero de direcciones asintéticas diferentes de f. Esto muestra que si dos
curvas no tienen direcciones asintoticas en comun si y solo si no se intersectan en el infinito,
por tanto todas sus intersecciones estdan en A%, Como garantiza la proposicién 2.17.

Se define el proceso inverso a la homogenizacion. Sea F' € K[X,Y, Z]\ K homogéneo, entonces
la deshomogenizacion de F' respecto a Z es

F.(X,Y)=F(X,Y,1),
es decir, V(F) son los puntos a una distancia finita de V' (F"). Se cumplen las propiedades:
= (fg)=T"9g"
» (FG), = F.G..

= (/=1
» Sir=d°F —d°F, entones Z"(F,)* = F.

Observacion. Haber escogido el plano Z = 1 en K3 para definir los puntos a una distancia
finita e infinita, no es una eleccion relevante. Lo visto en esta seccion se puede definir de
manera analoga con los planos X =1 0 Y = 1, lo cual a veces resulta mas conveniente.
Ademds, realizando un procedimiento similar en K2 y K™™' al que se hizo para definir P2
a partir de K3, se puede definir la recta proyectiva P y el espacio proyectivo P™.

Proposicién 3.5. Sean V(F), V(G) curvas proyectivas. Si F,G no tiene componentes en
comin entonces |V (F)NV(G)| es finito.

Demostracion. Si F, G no tienen factor comun en K[X,Y, Z] entonces F\, G, no tienen factor
comin en K[X,Y]. Por tanto V(F'), V(G) tienen intersecciones finitas a una distancia finita.
Como Z no puede dividir a F'y G a la vez, entonces |V (Z) NV (F)| o |V(Z) NV (G)]| es
finito. Por tanto |V (F) N V(G)| es finito. O

Note que la anterior proposicién nos garantiza la finitud de la interseccion de dos curva
con unas condiciones, pero no afirma que tal interseccion es no vacia. Esto es consecuencia
inmediata del teorema de Bézout.

3.2. Cambio de coordenadas proyectivas

Los puntos de P?(K) se pueden ver como rectas en K3 que pasan por el origen o subespacios
de dimensién uno, para definir un cambio de coordenadas en el plano proyectivo, es nece-
sario una aplicaciéon que envie subespacios de dimensién uno en subespacios de dimensién
uno. Las aplicaciones con esa propiedad, en espacios de dimension finita, son equivalentes a
isomorfismos lineales. Recuerde que los isomorfismos lineales efectiian un cambio de base o



3.2 Cambio de coordenadas proyectivas 29

coordenadas, si se define previamente una base para el dominio. Cuando no se especifique la
base, se toma la base candnica.
Sea Ty : K3 — K3 un isomorfismo K-lineal. Luego, T} induce una biyeccién T, : P? — P2
tal que si P = (x : y : z) € P? entonces

To(P)=(a:b:c), donde Ti(z,y,z2) = (a,b,c).
La biyeccion T; esta bien definida como consecuencia de la linealidad de T7.

Por conveniencia las dos aplicaciones definidas anteriormente las vamos a denotar por T,
para la siguiente definicion.

Definicién 3.6. Sea T : K? — K3 un isomorfismo lineal. La biyeccién 7" : P? — P2, definida
anteriormente, se llama proyectividad o cambio de coordenadas proyectivas en P2,

A todo isomorfismo K-lineal T': K* — K? le corresponde un matriz de orden tres A = (a;;)
con det(A) # 0 tal que T'(v) = Av' para todo v € K3. Por tanto, si v = (x,y, z) entonces

T(v) = (@117 + a12y + 132, 41X + A2y + 232, 431 + a2y + a33%2).

Si x,y, z fueran variables, las coordenadas de T'(v) serian polinomios homogéneos de grado
uno. Entonces se puede definir un K-isomorfismo

T.: K[X,Y,Z] — K[X,Y, 7]
F(X,Y,Z) — F(IT"YX,Y, 7))

inducido por T, tal que deja invariante el conjunto de polinomios homogéneo, es decir, envia
curvas proyectivas en curvas proyectivas. Mas especificamente, si (b;;) es la matriz asociada
a T~! entonces

Observacion. Cuando se considera el polinomio T, F', T representa la aplicacion K-lineal de-
finida en K. Pero cuando se considera la curva proyectiva V (T, F'), T representa la biyeccién
definida en P2.

Definicién 3.7. Dos curvas V(F'), V(G) se dicen congruentes si existe una proyectividad 7'
tal que T,F = G. Una propiedad P es invariante o independiente de coordenadas si, para
toda proyectividad 7', una curva V(F') (o C conjunto de curvas o puntos) satisface P si y
solo si V(T F) (respectivamente T,(C)) satisface P.

Las siguientes propiedades son invariantes:

= Grado de una curva. Es decir,si F' tiene grado n entonces T, F' tiene gradon.
» Reducibilidad de una curva.
» La propiedad de que un conjunto de curvas se intersectan.

= Colinealidad de puntos.
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3.3. Multiplicidad

Sea V(F) curva proyectiva de grado n y una recta V(L). Supongamos en principio que
L =X,entonces P=(z:y:z2) € V(X)NV(F)siysolosiz =0y F(0,y,z) = 0. El
polinomio F(0,Y, Z) es idénticamente nulo, si X|F, o es un polinomio homogéneo de grado

n, en ese caso se tiene que
d

F(0,Y,Z) = [[(c:Y — biZ)™
i=1
donde los puntos P; = (0 : b; : ¢;) son distintos dos a dos y Zle m; = n. Este caso particular
serd la base para el caso general, con ayuda de las proyectividades. Ahora, se puede definir,
como en el plano afin, el indice de interseccién entre una curva y una recta.

Proposicién 3.8. Sea V(L) un recta y V(F) una curva de grado n. Si L1 F entonces

donde los P; son distintos y existen enteros m; tal que para toda proyectividad T donde
T.L = X, se cumple que
d
(T.F)(0.Y,Z) = [[(c:Y = b:;2)™

i=1
con T(P)=(0:b;:¢;) parai=1,... d. En particular ¢ m; = n.

Demostracion. Sea T una proyectividad tal que T,L = X. El K-isomorfismo 7, induce un
isomorfismo de K[X,Y, Z]/(L) a K[Y, Z], ya que K[X,Y, Z]/(X) ~ K[Y, Z], y lo denotamos
por T,. Entonces el siguiente diagrama conmuta

Te

K[X,Y,Z] = K[X,Y,Z]
el A0
KXV, 2)/(L) =% K[Y,Z]
donde ¢ es el homomorfismo canénico y (G) = G(0,Y, Z) para todo G € K[X,Y, Z].

Se sigue que K[X,Y,Z]/(L) es un dominio de factorizacién tnica, por tanto p(F) = F se
escribe como

F™. . I
donde los H; son irreducibles distintos dos a dos. Por la conmutatividad del diagrama se
tiene que

F(0,Y,7) = Top(F) = W(TLF) = (T.F)(0,Y, 2)
0

como L 1 F entonces X 1 T, F, por tanto (T,F)(0,Y, Z) es homogéneo de grado n. Luego

(T.F)(0,Y, 2) H

J=1
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con ¢;Y — b;Z distintos dos a dos y 22:1 n; = n. Comparando las factorizaciones de
F(0,Y,2)y (T F)(0,Y, Z), se tiene que 7 = d y n; = m;, en algin orden, como se quera de-
mostrar. Los resultados sobre los puntos de V(L) NV (F') son inmediatos como consecuencia

de la prueba de lo anterior. O

De manera andloga al caso afin se tiene la siguiente definicion.

Definicién 3.9. La multiplicidad o indice de interseccion de F' y con una recta L en un
punto P, se define como

0 si P¢&V(F)NV(L)
(F,L)p =4 o0 si  PeV(L)CV(F)
m; si P = P;, definidos en la proposicion 3.8.

Por esta definicién y la proposicion 3.8 se considera que una recta y una curva de grado
n se intersectan, contando sus multiplicidades, es n puntos. Esto es un caso particular del
teorema de Bézout. Otra consecuencia de la proposicién 3.8, es que se puede suponer que
un punto P € V(F)NV(L), bajo una proyetividad, esta a una distancia finita y por tanto

(F,L)p = (F, Ly)p, (3-1)

tal que si P = (z : y : 2) en el primer miembro de la igualdad, entonces P = (z,y) en el
segundo. Con ayuda de esta relacion se define la multiplicidad de un punto en una curva
proyectiva.

Proposicién 3.10. Sean V(F) curva proyectiva y P € V(F'). Existe un entero m > 1 tal
que para toda recta V(L) que pasa por P se cumple

<F7 L)P Z m,
ademds ocurre la desigualdad estricta para minimo una y mdzrimo m rectas.

Demostracion. Sin perdida de generalidad se supone que P esta a una distancia finita. Por
la igualdad 3-1 y la proposiciéon 2.22, la andloga para el caso afin, se sigue el resultado. [

Definicién 3.11. Sea V(F') curva proyectiva. Si P € V(F) el entero definido en la proposi-
ci6n 3.10 se llama la multiplicidad de P en F'y se denota por mp(F'). Si P ¢ V(F') se define

Como en el caso de curvas afines, se tiene definiciones similares para punto no singular o
simple, singular y m-uplo dependiendo del valor de mp(F'). También definiciones para curvas
proyectivas no singulares o simples, rectas tangentes, etc.
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Ejemplo 3.12. Sea F' = Y Z? — X3. Al deshomogenizar respecto a Z se tiene f, =Y — X3,
luego V'(fi) es una curva no singular, ya que (f.), = 1. Por tanto m(F'), = 1 para todo
P=(a:b:1) € V(F). Como f, solo tiene una direccién asintética, entonces V(F) solo
tiene el punto P = (0 : 1 : 0) en el infinito. Para calcular la multiplicidad de P en F se
deshomogeniza respecto a Y, la coordenada de P no nula, entonces f, = Z? — X3. Se sigue
que m(F)p = 2 y ademds la recta V(Z) es su tnica recta tangente, por tanto (F,L)p = 2
para toda recta L # Z y (F,Z)p = 3.

Observacion. Dado un polinomio F' € K[X,Y, Z] homogéneo de grado n, las derivadas par-
ciales F,, F, y F, son polinomios homogéneos de grado n—1. Ya que, por ejemplo, al derivar
con respecto a X, los términos que no contienen a X se anulan y los otros disminuyen el grado
en uno. Por tanto, las derivadas de curvas proyectivas también definen curvas proyectivas.

Veamos como se encuentran los puntos singulares de una curva y cual es la recta tangente a
la curva en un punto simple.

Proposiciéon 3.13. Sean F € K[X,Y, Z]\K homogéneo de grado n y P € P%. Entonces
(a) n - F=X -F,+Y -F,+Z-F,.
(b) P es un punto singular de F' si y solo si F,(P) = F,(P) = F,(P)=0.
(c) Si P es un punto simple de F', entonces la recta tangente F' en P es

F.(P)- X+ F,(P)- Y+ F.(P)-Z.

Demostracion.

(a) Por la linealidad de las derivadas, es suficiente demostrar la igualdad para los términos
de F. Sin contar los coeficientes constantes, los términos de F son de la forma XY/ Z*
con i + j + k =n. Luego

X(XYIZR), +Y(XYIZR), + Z(XYIZY), =iX'YIZF + §X'YIZF + kXY ZF
=(i+j+k)XYIZF
=nX'YIZF.

(b) Note que las derivadas parciales se comportan bien con la deshomogeneizacién respecto

a variables diferentes, es decir, si se deshomogeniza respecto a Z, entonces

(F*)w = (Fw)*

(F*)y = (Fy)*
Supongamos P = (a : b: 1). Por la proposicién 2.24, P es punto singular de F' si y solo

(3-2)

si (Fi)y = (Fy)y = F. = 0 en (a,b). Luego, al deshomogeneizar la ecuacién del item
(a) y aplicar las ecuaciones 3-2 se obtiene que (Fy). = (F,). = (F). = 0 en (a,b).
Se sigue que F,(P) = F,(P) = F,(P) = 0. Andlogamente cuando P es de la forma
(@:1:¢)o(l:b:c).
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(¢) Suponga P = (a : b:1). Si se deshomogeniza la recta tangente a F' en P, se obtiene
la recta [ tangente a F, en (a,b). La proposicién 2.24 dice cual es la recta [, luego al
homogenizarla se obtiene la recta tangente

(F)2(a,0) - (X —aZ) + (Fi)y(a,b) - (Y = b2Z),

utilizando las ecuaciones 3-2, el item (a) y el hecho de que (H).(z,y) = H(z,y,1)
para todo polinomio homogéneo en K[X,Y, Z], la recta tangente a F' en P es

F.(P)- X+ F,(P)-Y + F,(P)-Z.

O

Ejemplo 3.14. Sea F' = Y?Z — X3+ X?Z. Si P = (x : y : z) € P? es un punto singular,
debe cumplir que

Entonces el tinico punto singular de F' es P = (0 : 0 : 1). Al deshomogenizar respecto a Z
se sigue que m(F)p = 2. Considere = (0: 1:0) € V(F), la recta tangente a F en @ es
F.(Q) - X+ F,(Q)- Y+ F,(Q)-Z = Z larecta infinito y (F, Z)g = 3.

Se tiene un resultado analogo a la proposicién 2.26 y como es de esperar la demostracion se
reduce al caso afin.

Proposicién 3.15. Si F' € K[X,Y, Z] homogéneo no tiene componentes multiples, entonces
el conjunto de puntos singulares de F' es finito.

3.4. Interseccion de curvas

Como vio en el plano proyectivo todo par de rectas se intersectan (ver ejemplo 3.3), algo
que no sucede con las rectas paralelas en el plano afin. Ademas, por la proposicion 3.8 y la
definicion, no solo se garantiza que una curva siempre se intersecta con una recta, también
se conoce su numero de intersecciones. Siguiendo este proceso, veamos lo que pasa para dos
curvas en general, con el teorema de Bézout. Pero antes de eso, veamos que la interpretacion
del conjunto de polinomios homogéneos de un mismo grado, como K-espacio vectorial es
de gran utilidad para resultados sobre existencia de curvas que pasan por algunos puntos y
para la demostracion del teorema de Bézout.
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Sea K4[X, Y] el conjunto de polinomios homogéneos de dos variables de grado d. Claramente
K, X, Y] tiene estructura de K-espacio vectorial, con la suma usual de polinomios y ademds
el polinomio constante cero es homogéneo de cualquier grado. Sus elementos son de la forma

d

FXY) =) aXY

=0

entonces X X971y, ..., XY Y4 son base, ya que son linealmente independientes. Por
tanto dim g Ky[X, Y] =d + 1.

Veamos ahora que pasa si se agrega otra variable. Claramente B = {XY7Z'},, ;.14 es
una base para Ky[X,Y, Z|. Para calcular su dimensién se cuentan los elementos de B con
[ =0,1,...,d. Note que los polinomios que acompanan a los elementos de B conl =1y
0 < r < d son base para K, ,[X,Y], por tanto hay d — r + 1 elementos de B con [ = r. Se
sigue que

d
dimg Ky[X,Y, 2] = > (d—r+1)

r=0
—d(d+1) -

(d+1)(d+2)
2

d(d+1)

d+1
5t

entonces a cada V(F) con F' € K4(X,Y, Z] le corresponde un punto (ay,as, ..., a @@t ),
donde los a’s son los coeficientes de la combinacién lineal de la base B, ordenados de aZIguna
manera. Ademéds, como V (tF') = V(F') para todo t € K, entonces las curvas proyectivas de
grado d estan en correspondencia con los puntos (aj : as @+« : G@in@iz ) de IP’MTH).

En el siguiente ejemplo se utiliza lo anterior para probar existencia de curvas que pasan por

puntos fijos.

Ejemplo 3.16. Dados P, ..., Ps € IP? existe al menos una cénica que pasa por ellos. En efec-

to, las cénicas son los elementos de K»[X, Y, Z] y una base es dada por { X% Y? 72 XY, XZ Y7},
con ese orden al ¢-esimo elemento lo denotamos por M;. Luego una coénica representada por

(ay :ay:---:ag) para por un punto P € P? si

6

> a;M(P); = 0.

1=1

Por tanto la cénica (aq : ag : - -+ : ag) pasa por los cinco puntos si
Ml(Pl) Mz(Pl) MG(Pl) ai

Ml(P2) Mz(Pz) MG(P2) a2

MRy My(Py) - My(Py)) \ag
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La existencia de la cénica se sigue porque la aplicaciéon K-lineal definida por la anterior
matriz de 5 x 6, digamos A : K¢ — K5, tiene kernel distinto de cero.

Otra consecuencia interesante es que el conjunto de polinomios homogéneos de grado d que
pasan por un punto P € K3, el cual tiene estructura natural de subespacio de K4[X,Y, Z],

. )( - . . .
forman un hiperplano en K S S O efecto, siguiendo con la notacion del ejemplo anterior,
sea M; con 1 <34 < eréﬂ = N los elementos de la base de K;[X,Y, 7], entonces un
polinomio homogéneo, digamos (z1, xs, ..., xy), pasan por P si

N
> @M;(P) =0
=1

y esto es la ecuacién, con variables los x’s, de un hiperplano. Entonces tal subespacio tiene
dimensién N — 1 = @.

Generalizando lo anterior, si consideramos r puntos de K3, el subespacio de K;[X,Y, Z] de
los polinomios que pasan por ellos tiene dimensién mayor o igual a N — r. Dado que su

representacién en K%, es la interseccién de r hiperplanos distintos.

Ejemplo 3.17. Una curva proyectiva de grado d, esta determinada por d(d — 3)/2 puntos
que contiene. En otras palabras, existen d(d — 3)/2 puntos por los cuales pasa exactamente
un curva proyectiva de grado d.

Proposicién 3.18. La condicién para que un punto P € A% sea m-uplo de una curva V(f)
con d’f = d, se expresa por un sistema de m(m+1)/2 ecuaciones lineales en los coeficientes
de f.

Demostracion. Sea P = (a,b) € A% con m(f)p = m. Entonces f(X +a,Y +b) = f(X,Y)+
frne1(X,Y) + -+ f4(X,Y) con f; homogéneo de grado i, para m < i < d. Por tanto, los
coeficientes de los monomios con grado menor que m de f(X + a,Y + b) son iguales a cero.
Ademas esos coeficientes son de la forma

po(a, b)Co + pl(a, b)Cl —+ 4 p(d+1)2(d+2) (CL, b)C(d+1)2(d+2)

donde p; € K[X, Y]y los ¢; son los coeficientes de los términos de f. Note que hay m(m+1)/2
monomios de grado menor o igual a m — 1. O

Observacion. Aunque solo una parte de lo descrito anteriormente, se utiliza en la demos-
tracion del siguiente teorema. Lo demds va ser necesario en el proximo capitulo cuando se
estudie el genero virtual de una curva.

Retomando con el tema de intersecciones de curvas. Note que no se ha hablado nada sobre
el indice de interseccion (F,G)p en el caso de curvas proyectivas. Lo que se va hacer, en
realidad se ha hecho a lo largo de todo este capitulo, es pasar al caso afin.
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Teorema 3.19 (Bézout). Sean V(F) y V(G) curvas proyectivas tal que F =m, &G =n
y no tienen componentes en comun. Entonces

Y (F.G)p=m-n

Pep?

Demostracion. Como V(F) N V(G) es finito, haciendo un cambio de coordenadas, si es
necesario, se puede asumir que ninguno de sus puntos esta en la recta infinito. Se sigue que
(F,G)p = (F\,Gy)p. Ademads, si P ¢ V(F)NV(G) entonces (F,G)p = 0. Luego

Y FGr= Y (F.G)p=dimg(K[X,Y]/(F,G.)).

Pep? PeV(F )NV (Gy)

Se define
I, = K[X,Y]/(F.,G.), I'=K[X,Y, Z]/(F,G), R=K[X,Y,Z]

y 'y (resp. Ry) el K-espacio vectorial de polinomios homogéneos con grado d de I' (resp. R).
Para demostrar el teorema veamos que dimgl'y = m -n y dimg[', = dimgI'y para algin d.

Paso 1: dimgI'y = m - n. Suponga d > m + n. Defina ¢ : R — I' el homomorfismo natural,
p:RxR— Rtal que p(A,B) = AF+ BGy Y : R— R x R donde ¢(C) = (CG,—-CF).
Dado que F' y G no tienen factores en comun, es inmediato que la siguiente secuencia es
exacta

0-R-5RxR-5R-5T -0
Se restringen los homomorfismos a polinomios homogéneos de varios grados y se obtiene la
siguiente secuencia exacta

0— Rd—m—n i) Rd—m X Rd—n i) Rd i) I';— 0.

Entonces

dimKFd = dimKRd — dimK(Rd_m X Rd—n) + dimKRd_m_n

(d4+1)(d+2)  (d=m+41)(d—m+2)  (d—n+1)(d—n+2) + (d—m—n+1)(d—m—n+2)
2 2 2 2

= m--n

Paso 2: Si denotemos por Hy a H(X,Y,0), para H € R. Note que Fy y Gy son homogéneos
sin factor comin en K[X,Y], ya que V(F)NV(G)NV(Z) = ¢.

Veamos que la aplicaciéon K-lineal o : I' — T definida por a(H) = ZH, donde H = H+(F, G)
y H € R, es inyectiva. Sea H € Ker(a), por tanto ZH = AF + BG con A, B € R. Luego
AoFy = —BoGo y como Fy y Gy no tienen factor comin en K[X,Y], entonces By = FoC'y
Ay = —GoC con C € K[X,Y]. Defina A} = A+CGy By = B—CF, como (A1)o = (B1)g =0
entonces A; = ZA'y B, = ZB' con A, B’ € R. Luego

MF+BG=AF+CGF+ BG —-CFG=AF+ BG=ZH,
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entonces A'F + B'G = H. Por tanto H =0 y Ker(a) = (0), es decir, a es inyectiva.

Paso 3: Sea d > m + n. En el paso 1 se prob6 que dimgI', = m - n para todo e > m + n,
entonces se pueden escoger Ai, Ao, ..., Ann € Ry cuyos residuos en I'y formen una base.
Ademés, por el paso 2, a|r, : 'y = I'q41 es un isomorfismo K-lineal de espacios vectoriales.
Se sigue que los residuos de Z"Ay, Z" Ay, ..., Z" Ay en 'y, forman un base, para todo
r > 0.

Defina a; como el residuo de (4;). = A(X,Y,1) € K[X,Y] en I'y coni = 1,2,...,mn.
Veamos que {ai,...,am,} es una base para I',. Sea H € ', con H € K|[X,Y], existe
N € N tal que ZVH* es homogéneo de grado d 4+ r con r > 0, dado que los residuos de
ZTA, Z" Ay, ..., Z" Ay en Ty, son base, se tienen que ZVNH* = Y a;Z"A; + AF + BG
con; € Ky A, B € K[X,Y,Z], entonces H = (ZVNH*), = > a;(A;)s + ALF, + B.G..
Se sigue que H = Y™ o,a;. Por tanto {ay, ..., am,} genera a T',.

Para mostrar que {ay,...,ay,,} son linealmente independientes, tome \i,..., A\, € K tal
que Y Na; = 0y veamos que \; = 0. Luego, por definicién, > 7" \i(A;). = AF, + BG.
con A, B en K[X,Y]. Ademads, si homogenizamos la anterior igualdad, existen r,s,t € N tal
que Z" S NA; = ZPA*F + Z'B*G € Ry, entonces > iy N ZTA; = 0 en I'gyp y como
{Z7 A;}m es base de Ty, se sigue \; = 0 parai=1,...,mn. O

Asi como el teorema fundamental del dlgebra nos permite realizar operaciones o propiedades
sobre las raices de un polinomio de una variable, sin conocerlas explicitamente, ya que nos
garantiza su existencia y también la cantidad. Con ayuda del teorema de Bézout, en realidad
es la base, se puede definir una estructura de grupo sobre el conjunto de ceros de un polinomio
de grado tres no singular, que lo llamaremos curva eliptica.

Ejemplo 3.20. Siuna curva proyectiva V(F'), con d°F = d, no tienen componentes multiples
entonces

dd—1)> 3 mp(F)(mp(F) - 1).

PeV(F)
En efecto, aplicando el teorema de Bézout y por una propiedad del indice de interseccién se
sigue que

d(d—1)=> (F,Fo)p > Y mp(F)mp(Fy),

P P
veamos que mp(F,) > mp(F) — 1. Sin perdida de generalidad suponga P = (0: 0 : 1). Sea
m = mp(F) = mp(F,) entonces

Fo=fm+ fme1+---+ f4  con f; homogéneo de grado i,
luego
(Fi)a = (fm)z + (frms1)a + -+ (fa)a con (f;), homogéneo de grado i — 1,

y como (F,). = (Fy), entonces mp(F,) = mp((F,)s) >m —1=mp(F)— 1.
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Una curva afin V' (f) pueden ser considerada un objeto de dimensién uno, en el sentido que
la ecuacién f(X,Y) = 0 hace depender una variable de la otra, por tanto se podria conseguir
una funcién de un pardmetro que recorra el gréfico de f. Por ejemplo, r(t) = (cos(t), sen(t)) es
una funcién que recorre el circulo unidad. En este capitulo, vamos a estudiar las propiedades
de las curvas que se pueden recorrer por medio de expresiones racionales polinomiales.

4.1. Curvas racionales afines

Definicién 4.1. Una curva afin irreducible V(f) es racional si existe un par de funciones
racionales x(7T), y(T') no ambas constantes, tal que f(z(T),y(T)) = 0 en K(T). El par
x(T), y(T) se lama parametrizacion racional o simplemente parametrizacion.

La definicién se restringe a curva irreducibles por que si una es racional, cualquier mA°ltiplo
de ella también es racional con la misma parametrizacion. Sea f € K[X, Y]\ K, si es posible
despejar de la ecuacién f(X,Y) = 0 una de las variables, digamos X, de tal manera que
sea igual a una fracciéon polinomial no constante z(Y') entonces f es racional. En efecto,
una parametrizacién es dada por z(7T) y y(T') = T. Se sigue que las rectas y pardbolas son
racionales. Veamos un ejemplo menos trivial.

Ejemplo 4.2. Considere la elipse f(X,Y) = 02X%+a?Y?—a?h? € R[X,Y]. Sea P = (—a,0),
con P € V(f), para encontrar una parametrizacién de f, se encuentra el otro punto de

interseccion de las rectas que pasan por P con f variando su pendiente, como se ve en la
figura.

A
Y
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Sea t € R, la recta que pasa por P y tiene pendiente ¢ es [, ;=Y — t(X + a). Luego

fi. = f(X,HX +a)) = ¥ X? + a*t* (X + a)® — a®b?
= (B> + d**) X% + 2a°* X + a*t? — a®b?

resolviendo la ecuacién f;, =0

_ —20%7 £ \/4aStt — 4(b? + a?t?)(a*t? — a?b?)

X
2002 + a2t2)

a*t?> F b2
= —qQ—
b2 + a?t?

La solucién del + resulta en el punto P. Entonces una parametrizacion para la elipse es

ab? — a3T?
o(T) = b? + a2T?
2ab*T
T = ——
y(T) b? 4+ a2T?

Note que el ejemplo anterior no hay ninguna restriccin para 7'y no existe un valor para T’
tal que (z(7T),y(T)) = P.

Cuando una curva es racional, cada valor del parametro de una parametrizacion, excepto
los que anulan sus denominadores, le corresponde un tnico punto de la curva. Puede pasar
que la correspondencia valor — punto no sea inyectiva o sobreyectiva. Por ejemplo en R2,
la parametrizacién z = T2,y = 1/T? de la hipérbole XY = 1 esta recorriendo dos veces
la parte de la hipérbole que esta en el primer cuadrante y no define ningiin punto de la
hipérbole del tercer cuadrante.

Vamos a ver que para toda curva racional existe una buena parametrizacion tal que la
correspondencia valor — punto es inyectiva, excepto para un nimero finito de valores. Pero
antes se necesitan unas definiciones y proposiciones.

Definicién 4.3. Sea C' = V(f) una curva afin irreducible. Una funcién ¢ : C' — A se dice
reqular o polinomial si es igual a la restriccién en C' a una funcién polinomial A? — A, es
decir, si existe p € K[X,Y] tal que ¢(z,y) = p(z,y) para todo (z,y) € C.

Denotamos por A(C') en conjunto de las funciones regulares de una curva afin C' = V (f) irre-
ducible, el cual tiene estructura natural de anillo con la suma y producto usual de funciones.
Por definicién existe un epimorfismo natural ¢ : K[X,Y] — A(C) que hace corresponder a
cada polinomio p la funciéon polinomial p restricta a C'. Como C' es irreducible, aplicando la
proposicion 2.3 se sigue que Ker ) = (f), luego

A(C) = K[X, Y]/(f)
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por tanto A(C') es dominio y se puede definir su cuerpo de fracciones, se denota por K(C)
y lo llamamos el cuerpo de funciones racionales de la curva afin irreducible C.

Cada elemento de K (C') puede ser expresado como p/q, con ¢ # 0, donde P, g denota las
funciones polinomiales p, ¢ : A2 — A restrictas a C o las clases de equivalencia de los polino-
mios p,q € K[X,Y] en K[X,Y]/(f). Dos expresiones p/q, 7/5 representan la misma funcién
racional en K (C) siy solo si la funcién polinomial ps — g7 = 0 es nula, o equivalentemente,
el polinomio ps — gr es multiplo de f.

Diremos que una funcién racional ¢ € K(C') es regular o esta definida en el punto P € C,
si admite una representacién p/q con p,q € A(C) tal que ¢(P) # 0. Denotamos por C, al
subconjunto de C' donde ¢ esta definida.

Observacion. Para una funcién racional ¢ € K(C') el conjunto C,, es el complemento de un
subconjunto finito de C. En efecto, si ¢ = p/q con § # 0 entonces el polinomio ¢ no es
multiplo de f, donde C' =V (f), y por la proposicién 2.11 se sigue que, el conjunto donde ¢
puede no estar definida, V(p) N C' es finito.

Claramente toda funcién regular ¢ € A(C), es una funcién racional que esta definida en
todos los puntos de C, es decir, C, = C. El reciproco de la anterior afirmacién esta dado
por la siguiente proposicion.

Proposicién 4.4. Sea C = V(f) curva afin irreducible. Si una funcion racional ¢ esta
definida en todo los puntos de C, entonces  es reqular, es decir, ¢ € A(c).

Demostracion. Suponga ¢ =p/q conp, § € K[X,Y]/(f) ~ A(C) y C, = C. Se define

I'={s e K[X,Y]/(f)/sp € KIX.Y]/(N},

claramente es un ideal de K[X,Y]/(f), la proposicién se sigue si 1 € I. Supongamos que
1 ¢ I, entonces I esta contenido en algin ideal maximal de K[X,Y]/(f). Luego, existe
P = (a,b) € C tal que I C (X —a,Y —b)/(f), por tanto s(P) = 0 para todo s € I. En
particular g y todos los denominadores de las distintas expresiones de ¢ pertenecen a I, esto
contradice la regularidad de ¢ en P. O

Ejemplo 4.5. Sea C =V (X?+Y%2—-1)y p = (Y —1)/X € K(C). Claramente ¢ es regular
en todos los puntos (z,y) € C con x # 0. Solo falta saber la regularidad de ¢ en P, = (0,1)
y P, = (0,—1). Note que

¥Y-1 X

TTX YT
por tanto ¢ es regular en P;. Supongamos que ¢ es regular en P, entonces C, = C'y por la
proposicion 4.4 ¢ € A(C). Luego, existe p € K[X,Y]/(f) tal que % = P, por tanto existe

q € K[X,Y] tal que
Y —1-Xp(X,Y)=q¢(X,Y)(X?+Y?—1)

y evaluando P, en la anterior ecuacién se tiene que —2 = 0, contradicciéon. Entonces ¢ no es
regular en P, y por tanto C, = C\ P.
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Ahora veamos un resultado algebraico para saber cuando una curva racional a partir de su
cuerpo de funciones racionales.

Proposicién 4.6. La curva C' = V(f) es racional si y solo si su cuerpo de funciones
racionales K(C) es K-isomorfo a un subcuerpo de K(T'), cuerpo de funciones racionales en
la variable T'.

Demostracion. (<) Supongamos que K(C') es K-isomorfo, por ¢ : K(C) — K(T), a un
subcuerpo de K(T). Sean z(T) = ®(X) y y(T) = ®(Y). Si z(T) es constante entonces X
también lo es, por tanto existe a € K tal que X —a € (f). Ya que f es irreducible, entonces
existe b € K no nulo tal que f = b(X — a). Se sigue que Y no es constante. Como f = 0,
por tanto

0=o(f) = f(®(X), 2(Y)) = f(=(T),y(T)),
entonces x(7'), y(T) es una parametrizaciéon de C'.
(=) Sea x(T), y(T) € K(T) una parametrizaciéon de C. Se define el K-homomorfismo

®: K[X,Y] — K(T)

(4-1)
WX, Y) — h(a(T),y(T)),

veamos que Ker ® = (f). Claramente (f) C Ker®. Suponga que Ker® ¢ (f), por tanto
existe g € Ker @ tal que f  g. Como f es irreducible entonces, aplicando el lema 2.10, existen
r(X), s(Y) € Ker ® no nulos. Ya que (r(X), s(Y)) C Ker ®, existe un K-epimorfismo natural
de K[X,Y]/(r(X),s(Y)) a K[X,Y]/Ker ®.

Por el lema 2.27, como V({r(X), s(Y))) es finito, entonces dimx K [X,Y]/(r(X),s(Y)) <oo
y por tanto dimg K[X,Y]/Ker® = N < co. Luego

K[z(T),y(T)] ~ K[X,Y]/Ker ®

es la K-subalgebra de K(T') generada por x(T), y(T) y ademds es K-espacio vectorial de
dimensién N. En particular, las funciones 1, z(T), 22(T), ...,z (T) son linealmente depen-
dientes sobre K, entonces x(7') es algebraico sobre K y por tanto z(7T) € K, andlogamente
y(T') € K. Contradiccion, ya que z(T"), y(T) es para metrizacién de C.

Se sigue que

entonces

O
Como consecuencia de la anterior proposicién, si C' = V(f) es racional, se puede consideran
a K(C') como subcuerpo de K(T') bajo la inclucién dada por la extension de (4-1)
K(C) — K(T
(€) = K@) o)
P(X,Y) — o(x(T), y(T))

donde x(T"),y(T) es una parametrizacién de C. Otro resultado es la siguiente definicién.
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Definicién 4.7. De dice que la parametrizacién x(7'), y(T') de una curva C' es buena si la
inclucién definida por (4-2) es sobreyectiva.

Como se habia dicho, una buena parametrizacion es cuando la correspondencia
(valor de parametro) — (punto de curva) (4-3)

es inyectiva, excepto para un numero finito de valores. La definicion anterior implica esta
interpretacion. En efecto, si la inclucién (4-2) es sobreyectiva entonces existe ¢ € K(C') tal

que o(x(T),y(T)) =T.

Ejemplo 4.8. Por construccion, la parametrizacion

1-1T? 272
T =—+ T)=——
D=1 v =1
de la circunferencia X2 + Y? — 1, dada por el ejemplo 4.2, deberfa ser buena. En efecto,
considere p(X,Y) = XLH entonces

o (@(T), y(T)) = —2T L

14772

1 1-TryisT?

Teorema 4.9 (Liiroth). Sea L un subcuerpo de K(T') que contiene propiamente a K, en-
tonces existe a € K(T) tal que L = K(a).

Demostracion. Considere g = a(T)/b(T) € L no constante con a,b € K[T], entonces T
es raiz del polinomio a(X) — ¢gb(X) € L[X]. Se sigue que T es algebraico sobre L y en
consecuencia K (7') es una extension algebraica sobre L. Sea p € L[X] el polinomio minimo
de T sobre L tal que

p(X,T) = ag(T)X™ + a1 (T)X™ ' 4 - + a,n(T)

donde a; € KT, ap(T) # 0, aj/ag € L y se puede suponer que med(ag, ay, . .., ay,) = 1.
Tome 0 < 19, jo < m tal que

n=d%,(T) > d°a;(T) para 0<j<m

y ai,/a;, ¢ K, esto se puede porque los a’s son primos relativos. Defina a = a;,/a;, que
pertenece a L, ya que a;,/ag y aj,/ao estan en L. Como el polinomio aaj, (X)—a;,(X) € L[ X]
se anula en 7"y es de grado n, el grado de a;,, entonces

[K(T) : K(a)] < n. (4-4)

Sea ¢(X,T) = a;,(X)a;,(T) — ajo(T)a;(X). Como ¢(T,T) = 0 entonces p(X,T) divide a
q(X,T) en K[X,T], porque med(ag, ay, ..., an,) = 1. Por tanto existe r(X,T) € K[X,Y] tal
que

p(X, T)r(X,T) = (X, T) (4-5)
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comparando los grados respecto a la variable T" se tiene que
n=dzp < dzp +dyr =dpq <n,

luego d7.r = 0. Como (X, Y) = r(X) divide a ¢(X, T'), por simetria de ¢, r(T") también divide
a q(X,Y). Por tanto r(T') divide a p(X,T) en K[X,Y], pero como med(ag, ay, ..., a,) =1
entonces r(7") es constante. De la ecuacién 4-5 se sigue que m = d%p = d%q = n. Luego,
por la desigualdad 4-4

n>[K(T): K(a)]=[K(T):L]-[L: K(a)] > [K(T): L] =m=mn,
por tanto [L : K(«)] = 1, esto implica que L = K(a). O

Sean x(T"),y(T) € K(T). Suponga x(7T) no constante. Por la primera parte de la demostra-
cién del teorema de Liiroth, se sigue que la extensién K (T)|K(x(T')) es algebraica. Luego,
existe p € K(x(T))[X], digamos

p(X) = %Xn—i— Z”jX”‘l +~-~+Z—2

con a;,b; € K[z(T)] tal que p(y(T)) = 0. Entonces, a partir de p, se puede encontrar un
polinomio f € K[X,Y] con f(z(T),y(T)) = 0, sin perdida de generalidad se puede suponer f
irreducible. En conclusién, todo par de funciones racionales z(T), y(T'), no ambas constantes,
parametrizan alguna curva afin irreducible C' = V'(f).

Corolario 4.10. Toda curva afin racional admite una buena parametrizacion.

Demostracion. Sea C = V(f) curva afin racional, por tanto existe una parametrizacién
x(T),y(T) € K(T) tal que K(C) ~ K(x(T),y(T)). Por teorema de Liiroth existe « € K(T)
tal que K(z(T),y(T)) ~ K(«), por tanto existe 1p € K(C) tal que ¥ (x(T),y(T)) = a.
Ademsds existen r, s € K(T) tal que z(T) = r(a) y y(T') = s(«). Si se cambia T" por o como
parametro, entonces la aplicacién
K(C) — K(a)
P(X,Y) — p(r(a), s(a))

es sobreyectiva. Por tanto r(«), s(a) es una buena parametrizacién de C. O

Ejemplo 4.11. Veamos cual es la curva irreducible C' que definen las funciones racionales

T2
=a(T)=T°-T*+1 =y(T) =
o= () + yi=y(T) =
Se tiene que
y+yIl*=1"
I
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reemplazando en x

3
T (1331)3_133;“
(z-1)(1 -y’ =y’ -yl —-y)
(z—=1)(1-y)°=—y(1-2y)
Entonces C' = V(X —1)(1-Y)3+Y(1-2Y)). Note que K (z(T),y(T)) =
haciendo o = T? se tiene la una buena parametrizacién de C' dada por z(«

y(a) = et

K(T ) por tanto
)=a)—a+1y

4.2. Curvas racionales proyectivas

En el ejemplo 4.2 se encontré una parametrizacién z(7'),y(7T") para la elipse de la forma
f(X,Y) = 0> X? + a?Y? — a®b? tal que el punto (—a,0) € V(f) no pertenece a la imagen de
la aplicacién ¢ : A — A? con ¥(t) = (z(t),y(t)). Si se considera K =R o C
i ab®> — a’t?  2ab’t
tli>I50¢( )= tliglo ( b2 + a%t? T b + a2t2) = (=a,0),

entonces si pudiéramos considerar al infinito como un valor del parametro, se completaria la

curva. El procedimiento, como es de esperar, es considerar a A y A? como subconjunto de P
y P2, respectivamente. Se define

b P —s P?
(t,u) — (ab*u® — @t : 2ab’tu : b*u® + a*t?)

tal que (t) = {Z(t : 1) y ademds 1Np(1 :0) = (—a : 0:1). Otra ventaja de la definicién de ;Nb
es que esta definida en t = +v/—1. Note que ¥(P) = V(f*).

Veamos como se formaliza el procedimiento anterior.

Definicién 4.12. Una aplicacién ¥ : P — P? se dice regular o polinomial, si existen polino-
mios homogéneos del mismo grado Fy, Fy, Fy € K[X,Y] tales que

U(P) = (Fy(P): Fi(P): Fy(P)) VPP

y los polinomios Fy, I, F» no tienen un cero P € P en comiin, es decir, se debe cumplir que
V(Fo) NV (F) NV (EF,) = 0. A los polinomios Fy, Fy, F, se les llama coordenadas de .

La condicién de que Fy, Fy, I35 tengan el mismo grado, digamos d, es para garantizar que ¥
esta bien definida. En efecto, sean (a,b) € A2 y t € K no nulo, entonces
U(a:b) = ((Fo(a,b): Fi(a,b): Fy(a,b)))
= (tY(Fy(a,b) : t"Fy(a,b) : t*Fy(a,b)))
= ((Fo(at,bt) : Fy(at,bt) : Fy(at,bt)))



4.2 Curvas racionales proyectivas 45

Proposicién 4.13. Sean x(T),y(T) funciones racionales y B C A el mayor conjunto donde
estdn definidas. Entonces existe una tinica aplicacion polinomial ¥ : P — P? tal que

U(t:1) = (z(t) :y(t): 1) Vte B

Demostracion. Suponga x(T') = 2% y y(T) = Zg;

respecto a una variable U se define

con p,q,r,s € K[T]. Al homogeneizar

. _pu _r(1.0)
B T B

de tal manera que d°p* = d°¢* y d°r* = d°s*, esto es para garantizar la buena definicién
en un punto de la recta proyectiva P. Ademas se define f = gs € K[T] y se homogeneiza
como f*(T,U) = ¢*(T,U)s*(T,U). Entonces, por las definiciones anteriores, la aplicacién
Y : P — P? definida por

Gt w) = (P (b () - 1wy () s () W) € P
es polinomial y para t € B se cumple que f(t) # 0 y por tanto

¢(t : 1) = (f*(t’ I)I*(ta 1) : f*(t> 1)y*(t> 1) : f*(t> 1))
(f(&)z(t) - F(R)y(t) : (D))
((t) :y(t) : 1)

La unicidad de la aplicacién se sigue por el procedimiento para su definicion. O

Esta proposicion, garantiza que una parametrizacion puede ser reemplazada por una apli-
cacion polinomial. Este cambio es favorable, no solo porque se pierden las restricciones del
parametro, los valores que anulaban los denominadores, ademads la curva se completa por
la siguiente proposicion.

Proposicién 4.14. La imagen de una aplicacién polinomial ¥ : P — P? no constante es
una curva proyectiva irreducible.

Demostracion. Sean Fy, Fy, F» € K[X,Y] coordenadas de ¥, tal que sus grados son iguales a
n. Si Fy = 0, veamos que ¥ (PP) es la recta infinito V(7). En efecto, claramente ¥ (P) C V(Z),
sea Q@ = (a :b:0) € V(Z) y sin perdida de generalidad suponga b # 0. El polinomio
bFy(X,Y)—aFi(X,Y) es no nulo, ya que ¥ no es constante, por tanto tiene una raiz P € P.
Luego, bFy(P) = aF;(P) y entonces
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se sigue que ¥ (P) = V(Z). Ahora, suponga I, # 0 y sean

(R)T) _ R(T1)
") = BT ~ BT
(R)T) BT
W)= @)~ B

al menos una esas funciones racionales es no constante, de no ser asi Fy, Fi, F5 tendrian un
cero en comun. Sea V(f) la curva afin irreducible racional, parametrizada por z(T'),y(T) y
F = f* irreducible con d°F = d°f = d. Veamos que ¥(P) = V(F'). Se define el polinomio
homogéneo

F(T,U) = F(Fy(T,U), F\(T,U), Fy(T, U))

tal que I°F = °F - d°F;. Luego

~

entonces ]jﬁ es un polinomio homogéneo tal que ]jﬁ « = 0y por tanto ]jﬁ = 0, esto implica que
v (P) CV(F).

Sea (a:b:c)€P? conc+#0. El punto (a : b : c) esta en ¥(P) si y solo si existe (¢ : u) € P
con (a:b:c)=(Fo(t,u): Fi(t,u) : F5(t,u)), por tanto existe & € K no nulo tal que

a = aFy(t,u)
b= aF(t,u)
c = aFy(t,u).

Coma ¢ y « son no nulos, haga a = ¢/Fy(t, u), entonces

CLFQ(t,U) - CF(](t,U> =0

(4:6)
bEs(t,u) — cFi(t,u) = 0.

Defina G; = X;Fo(T,U) — XoFi(T,U) € K[Xo, X1, X5, T, U] homogenéo con i = 0, 1. Note
que por el sistema (4-6), se sigue que (a : b: c) € U(P) si y solo si existe solucién al sistema
de ecuaciones Gy(a,b,¢,T,U) =0, Gi(a,b,c,T,U) = 0.

Los G; son homogéneos, ademas también son homogéneos en las variables T', U, por tanto

Go =roI™ + T1T”—1U 4+ ..+ Tn_lTUn_l U
Gl = SQT" + SlT"—lU 4+ 4 Sn_lTUn_l + SnU"
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donde 7}, s; son polinomios homogéneos de grado 1 en las variables X, X;, X5. Considere la
resultante R(Xo, X7, X3) de Go(Xo, X1, X, T, 1) y G1(Xo, X1, X2, T, 1), entonces

ro(a, b, c) = so(a,b,c) =0
R(a,b,c) =0 < 0
Go(a,b,¢e,T,1) y Gi(a,b,c, T, 1) tienen raiz comun.

Si ro(a, b, c) = so(a,b,c) = 0 por tanto Go(a,b,c,1,0) = G1(a,b,c,1,0) = 0, se concluye que
R(a,b,c) =0 <= 3(t: u) € P tal que Go(a,b,c,t,u) = Gi(a,b,c,t,u) =0.
En resumen, por equivalencias, se tiene que
(a:b:c)e¥(P)con c#0<«<= R(a,b,c) =0

entonces V (R(Xo, X1,1)) C¥(P) C V(F)y como V(f) es irreducible, se sigue que f(Xo, X1)
divide a R(Xy, X1, 1), por tanto

(a:0:1)eV(F)= R(a,b,1)=0= (a:b:1) € U(P).

Repitiendo el procedimiento para a y b no nulos, en lugar de ¢, se deduce que V(F') C ¥(P)
y por tanto ¥ (P) = V(F'). Como se queria demostrar. O

Definicién 4.15. Una curva proyectiva se dice racional si es igual a la imagen de una
aplicacién polinomial no constante.

Cuando se define algo en el espacio afin y luego se hace un procedimiento para una definicion
semejante en es espacio proyectivo, ya que con eso se obtiene alguna ventaja, es de esperar
que las definiciones sean consistente. Y esta no es la excepcion.

Proposicién 4.16. Sean V (f) una curva afin y V(F') una curva proyectiva, entonces
(a) V(f) es racional si y solo si V(f*) es racional.
(b) V(F) es racional si y solo si V(F,) es racional o vacio.

Veamos las definiciones semejantes a A(C') y K (C') para el caso proyectivo, que son necesarias
para el siguiente capitulo.

Definicién 4.17. Sea V(F') curva proyectiva irreducible, se define el dominio homogéneo de
F' como
A(F) = KIX, Y, Z)/(F).

Denotamos por G la clase de equivalencia de G € K[X,Y, Z] modulo (F) y por K(F), a su
cuerpo de fracciones.
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El subconjunto de K (F); formado por las fracciones G/H con G, H homogéneos del mismo
grado forma un subcuerpo, lo denotamos por K(F') y lo llamamos cuerpo de las funciones
racionales de F. Esta definicién se justifica por la siguiente proposicién.

Proposicién 4.18. Sea C' = V(f) una curva afin irreducible y F' = f* entonces K(F) es
isomorfo a K(C).

Demostracion. Considere el K-homomorfismo

v KX, Y] — K(F),
9(X,Y)— g(X/Z,Y[Z).

Note que ¢*(X,Y,Z) = Z99¢(X/Z,Y/Z), entonces

(XY, 2)

U(9) =9(X/2,Y/|Z) = ==

€ K(F).

Se sigue que la imagen de 1) esta contenida en K (F'). Veamos que Kervy = (f). Sea g € (f),
luego ¢g* = FH con H € K[X,Y, Z] homogéneo, por tanto

Suponga ¢ € Ker 1), entonces sXYZ) _7e K(F),.Se sigue que ¢*(X,Y,Z) € (F) y por
tanto g(X,Y) € (f).

Luego, como A(C) ~ K[X,Y]/(f) ~ Im¢ C K(F) entonces K(C) ~ L un subcuerpo
de K(F). Dado que todo elemento de K(F') tiene una representacién como cociente de
polinomios generados por X/Z, Y /Z € Im1, entonces L = K (F). O

4.3. Genero virtual

Saber que una curva es racional no es un problema sencillo, como vimos en las secciones
pasadas. Una forma es encontrando una parametrizacion y la otra es aplicando la proposicién
4.6, pero ninguna de ellas es facil de hacer. En esta seccion, a cada curva se le va asociar un
nimero que depende del grado y de sus punto singulares, tal que hay una relacién entre el
valor del ntimero y la racionalidad de la curva.

Definicién 4.19. El genero virtual de una curva proyectiva V (F') sin componentes multiples,
con d°F = d, es en numero entero

go(F) = W -y mP(F)(mzp(F) -

P
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Se define para curvar sin componentes multiples para que solo una cantidad finita de terminos
de la sumatoria sea no nula, aplicando la proposicién 3.15.

Claramente el genero virtual es una propiedad invariante, ya que el grado de una curva y la
multiplicidad de sus puntos son propiedades invariantes.

Ejemplo 4.20. Como las rectas no tiene puntos singulares entonces g,(L) = 0 para toda
recta. Ahora, veamos que las conicas irreducibles tienen genero virtual cero. Considere K =
C. Toda cénica es congruente a una de la forma

X2+ aY? 4+ 022 +cY 7,

esto se comprueba completando cuadrados en la forma general de las cénicas. Reduciendo
las equivalentes, solo quedan tres coénicas

X24+Yyr-_27% X?*-Y? X?

donde solo la primera es irreducible y también no singular, por tanto su genero virtual es
cero.

Antes de mencionar y demostrar el resultado central de esta seccién, veamos unos lemas
necesarios.

Lema 4.21. Sea C = V(f) curva afin irreducible y ¢ € K(C) no constante. El homomor-
fismo

— K(C)
p(T) — p(p)

es inyectivo. En particular, se puede extender a un isomorfismo de cuerpos, de las funciones
racionales K(T') sobre un subcuerpo de K(C) que denotamos por K(p).

Demostracion. Como K es algebraicamente cerrado y ¢ es no constante, se sigue facilmente
que Ker ¥ = {0}. O

Lema 4.22. Sea C' =V (f) curva afin irreducible y ¢ € K(C') funcion racional no constante.
Si [K(C) : K(p)] = m entonces la ecuacion p(P) = t admite exactamente m soluciones
distintas, excepto para un numero finito de valores t € K. En particular, si C' admite una
funcion racional inyectiva entonces C' es racional.

La demostracion del lema 4.22 se encuentra en [13], pag. 111. Ahora veamos el teorema
principal de esta secciéon. En su demostracién se describe un método para encontrar la
parametrizacion de una curva racional.

Teorema 4.23. Sea V(F) irreducible de grado d. Entonces
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(a) g,(F) = 0.
(b) Si g,(F) =0 entonces V(F) es racional.
Demostracion.

(a) Los casos cuando d = 1,2 estan resuelto por el ejemplo 4.20, entonces suponga d > 3.
Sean Py, Py, ..., P. los distintos puntos singulares de F', defina m; = mp,(F') > 2.
Si consideramos que el polinomio nulo tiene cualquier multiplicidad en todo pun-
to, entonces el siguiente subconjunto de K,[X,Y, Z] tiene estructura natural de K-
subespacio vectorial

S, ={G e K,|X,Y,Z] | mp,(G) >m; — 1 parai=1,2,...,7}.

Por la proposicién 3.18 para cada P; se tiene al menos W

cumplen los coeficientes de los elementos de S,,. Cada ecuacion linealmente indepen-

ecuaciones lineales que

diente baja la dimensién de S, en uno, dado que se puede encontrar un coeficiente
como combinacién lineal de los otros. Entonces

dimg S, > dimg K, [X,Y, Z] — Z

=1

(n+1)(n+2) mi(m;—1)
2 Z 2

2

=N,

1=1

donde dimg.S, = N, cuando todas las ecuaciones lineales dadas por los P; son lineal-
mente independientes. Suponga n = d — 1, entonces

i=1
=d(d—1)=> mi(m; — 1) +2d (4-7)
>2d >0 (ver ejemplo 3.20)

por tanto Sy_1 # (. Ademds, existe G € Sy_1 que pasa por Ny_; — 1 puntos de V(f)
distintos a los P;, por la imposiciéon de N _; — 1 nuevas ecuaciones lineales. Aplicando
el teorema de Bézout

dd—1)>> (F,G)p>> mp(F)ymp(G) > immi —1) +Ngy -1 (4-8)



4.3 Genero virtual 51

luego por la ecuacion (4-7) y la desigualdad anterior se tiene que
gu(F) = Ngq1 —2d+1

E:ml m; —1) —2d +2

=(d—1)(d-2) - Zmi(mi —1)

entonces g,(F') > 0.

(b) Continuando con la notacién y definiciones del item (a). Suponga g,(F') = 0, luego

dimgSq—2 > Ng—»

—1)d " my(m; —

i=1

=g(F)+d—1
=d—1.
A partir de la imposicién de d—3 nuevas ecuaciones lineales, se escogen distintos puntos

Q; € V(F)conj=12....d=3,Q; & {P1,...,P.} y se define el K-subespacio
vectorial de S;_»

S'={He€S;/Q; € V(H) paraj=1,2,...,d— 3}

claramente dimgS’ > (d — 1) — (d — 3) = 2. Supongamos dimg S’ > 3, entonces existe
H € S’ tal que pasa por otros dos puntos de V' (F) distintos de los P, y @;. Por un
procedimiento analogo a (4-8) se tiene que

}:m,, ) +d—3+2<d(d-2)

T

1<dd—2)—(d—2)—> my(m; — 1)

i=1

= (d—2)( Zmz

= 2¢,(F) =0,
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contradiccion. Por tanto dimg S’ = 2, entonces existen Hy, H; € S’ tal que todo ele-
mento de S’ es de la forma xqHy + x1H; con g, x; € K.
Veamos que es posible parametrizar a C' = V(F}) utilizando a S’. Sea C" = V((Hy).),

o : V(F)\V(Hy) — A i C\C" — A
i (P) _ (H).(P)
P =P P (P

Por construccién V(o(P)Hy + Hy) es la tnica curva, a menos de factor constante, de
grado d — 2 que pasa por P, los @); y los P; con una multiplicidad mayor o igual a
m; — 1. Por tanto ¢ es inyectiva, y en consecuencia ¢, también. En particular ¢, es no
constante, aplicando el lema 4.21 el subcuerpo K(p,) de K(C) es isomorfo al cuerpo
de funciones racionales de una variable, y por el lema 4.22 K(¢,) = K(C). Luego, por
la proposicién 4.6 C' es racional y por tanto V(F') también.

O

Veamos como se utiliza el teorema anterior para demostrar que una curva es racional y
encontrar una parametrizacion

Ejemplo 4.24. Sea K =Cy F = (X?+Y?)?— (X?—-Y?)Z? El punto (z : y : 2) es singular
de F' si cumplen las ecuaciones

1) Fz,y,2) = (* +y°) — (2> —¢y?)2" =0
2) Fy(w,y,2) = 4x(2? + y*) — 222 = 0

3) Fy(v,y, 2) = dy(2* + y*) + 2y2* = 0

4) Fy(,y,2) = =22(2* —y*) = 0

De 4) se sigue que z = 0 0 & = 4y. Suponga z = 0, luego de 1) se tiene que (2> + 3%)? =0
y por tanto x = +yi, entonces los puntos P, = (i : 1:0) y P = (—i: 1:0) son singulares.
Con = = +y se obtiene el punto P3 = (0 : 0 : 1). Ahora se encuentran sus multiplicidades.
Al deshomogeneizar respecto a Z se tiene que mp,(F') = 2 y respecto a Y se sigue que

FuX+i,Z)=((X£i)*+1)* - (X +i)*-1)7?
= (X?+2iX)* - (X*£2iX —2)7?
= X'+ 4iX? - X?Z? ¥ 21X 7 — 4X* - 277
por tanto mp, (F') = mp,(F') = 2. Entonces V (F) es racional por que g,(F") = 0.
Considere Py = (1:0:1) € V(F) y veamos cuales son las dos cénicas que generan a todas

las cénicas que pasan por P, P, P3 y P,. Note que solo es necesario que pasen por P; ya
que mp, (F') =1 <1 con j =1,2,3. La forma general de las cénicas es

i X2+ aY? + a3 2% + ay XY +as X Z + agY Z
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y al imponer las condiciones de que pasen por los puntos, se reducen a
(X2 +Y? -~ XZ)+asY Z.

Luego, defina Hy =Y Z y H; = X?>+Y? — XZ. Una parametrizacién de V(F,) se obtiene
encontrando la funcién inversa de

e VIE)\V((Ho)s) — A

) = ey -y

Sea t = ¢, (z,y), entonces 2% + y*> = x — ty y al sustituir en F, se tiene que

(z —ty)* — (z —ty — 2y°) = 0
22+ y? — 2tay =0
2tz

Y=o

y para terminar reemplace y en t = ¢.(x,y), se obtiene la parametrizacién

T4~ 1
"0 = e
y(r) = 2e@)

T2+



5. Curvas elipticas

A las curvas, afines o proyectivas, que se definen mediante polinomio de grado tres no singular
son las que se conocen como curvas elipticas. Como se menciono en el ejemplo 4.20 las cénicas
no singulares solo se reducen, bajo proyectividad, a una. En el caso de curvas elipticas no se
pueden reducir a un nimero finito de curvas, pero si se conoce que forma tienen.

Si en V(F') es una curva eliptica, entonces F' es proyectivamente congruente a una curva
elptica de la forma

Y7 - X(X - Z)(X —\Z) con A€ K, A\#0,1 (5-1)

y se conoce como su forma normal o de Legendre. Cuando A = —1, el gréfico en A%(R) es
el ejemplo 1.2 (¢). Note que (5-1) solo tiene en el infinito al punto P = (0 : 1 : 0), entonces
como consecuencia del teorema de Bézout la recta infinto intersecta a (5-1) tres veces en P,
por tanto es la recta tangente a F' en P.

Los puntos no singulares tal que su recta tangente tiene indice de interseccion con la curva,
en el punto de tangencia, mayor o igual a tres; se les llama puntos de inflezion. Luego, el
punto P es un punto de inflexion.

Observacion. Solo hay dos tipos de cubicas irreducibles singulares, la que llamamos cuspudal
C1 =V(Y?Z — X?3) con punto singular @ = (0 : 0 : 1) de multiplicidad 2 el cual solo tiene
una recta tangente de multiplicidad dos, y la nodal Cy = V(Y2?Z — X*(X + Z)) con punto
singular ) de multiplicidad 2 el cual tiene dos rectas tangentes distintas.

Cy Cy

Note que las cubicas irreducibles singulares solo tienen un punto de singular de multiplicidad
dos. En efecto, supongamos que V(G) es una cubica con dos puntos singulares, digamos P
y @, considere la recta L que pasa por ellos. Luego

(G.L)p + (G, L)g = mp(G)mp(L) + mo(G)mg(L) = mp(G) +mg(G) = 4
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lo que contradice el teorema de Bézout. Andlogamente se prueba que una cubica irreducible
no tiene punto de multiplicidad mayor que dos.

Proposicién 5.1. Si V(F') es una curva eliptica entonces no es racional.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, suponga A € K\ diferente de 0 y 1 tal que
F.=Y? - X(X —1)(X — \). Por Absurdo, suponga que F, es racional, por tanto existen
a,b,c,d € K[T], no todos constantes y con mecd(a,c) =mcd(b,d) = 1, tales que z = a/e,
y = b/d es una buena parametrizacién de F,. Luego

F*(:B,y)zz—z—%(%—1> (2-2) =

d*a(a — c)(a — Xc) = b*c?,

dado que mcd(a,c) =mcd(a — ¢,¢) =med(a — A, ¢) =med(b,d) = 1y K[T] es un dominio
de factorizacién tnica, entonces ¢ y d? son asociados, es decir, ¢3/d* € K. Sin perdida de
generalidad se puede suponer ¢®/d? = 1, entonces

b = a(a — c)(a — Ac). (5-2)

Veamos que d°b = 3 y d°a = 2 > d°c. Las rectas Y — vZ no intersectan a F' en el infinito,
entonces casi todas las rectas horizontales Y = v intersectan a F, en tres puntos distintos.
En efecto, ya que las rectas Y = v que no intersectan a F, en tres puntos distintos, son
las que ¢ = v — X(X — 1)(X — \) y ¢.(X) tienen raices en comin, note que g,(X) es
independiente de . Como la parametrizaciéon es buena, esos tres puntos son de la forma
(x(t), 7). Los tres valores distintos de ¢ son dados por la ecuacién

y(t) = b(t)/d(t) =

por tanto el polinomio b(7T") —vd(T) admite exactamente tres raices distintas, para casi todo
7, luego d°b < 3.

Supongamos d°b < 3, entonces d°d = 3 y d°c = 2, ya que ¢® = d?. Por al igualdad (5-2)
d°b =2 y d°a = 0 0 d°a = 2. Sea b = byby, por la igualdad (5-2) b? tiene factores primos
relativos, ya que med(a — ¢, ¢) =med(a — A¢, ¢) = 1, entonces med(by, by) =1y

b2b: = a(a — c)(a — Ac).
Supongamos d°a = 0, entonces

b = ala —c), b2 = B(a — Ac) con a # 3

ABbT — ab3 = A\Baa — A\Bac — afBa + afic
(A = Dafa = (V/ABby 4+ vaby)(\/ABb, — Vaby) € K
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por tanto

\/ bl—l-\/abg:u
\/ bl \/_bg—’U

con u,v € K\{0} y u # %wv, los casos u = £v conllevan a b1by = 0, luego

U\/ bl +U\/762 = U\/ bl —U\/abg
U—u \/ bl U+U \/_b2

por tanto by y by son asociados, contradicciéon. Con un procedimiento similar se llega a una
contradiccidn si se supone d°a = 2.

Se sigue que d°b = 3, entonces d°d < 3, ya que el polinomio b(T") — vd(T') admite tres raices
distintas para casi todo 7, y como ¢®/d? es constante, se sigue que d°c < 2. Aplicando la
igualdad (5-2), implica que d°a = 2.

Se demostrd que d°b = 3 y d°a = 2 > d°c. Supongamos b = bibybs con d°b; = 1, por la
igualdad (5-2) se sigue que by, by, b3 son primos relativos, b? = a, b3 =a—cy b2 =a— Ac a
menos de reordenamiento y factor constante. Luego

(by —bo)(by +by) =b3 —b5=0a—(a—c)=c
(bg —by)(bs +by) = b3 — b5 =a—Ac— (a—c)=c(l—\),

por tanto (by — be)(by + be) y (bs — b2)(bs + b2) son asociados. Sin perdida de generalidad se
tienen las ecuaciones

by — by = a(bs — by), b + by = B(bs + b2) con a # 3,

luego
20y = B(bs + by) — a(bs — by) = (B — a)bs + (B + )by
(2 — 5 — Oé)bg = (ﬁ — Oé)bg
entonces by y b3 son asociados, contradiccion. O

Esta proposicién junto con la siguiente seccion nos van ha servir para la buena definicion del
grupo en una curva eliptica.

Nota. Otra forma equivalente de las curvas elipticas afines es Y2 = f(X), donde f(X) es de
grado tres y todas sus raices son distintas. Esta forma de representar se conoce como forma
de Wezerstrass.
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5.1. Ciclos y equivalencia racional

Definicién 5.2.
» Un ciclo de una curva proyectiva V' (F') es una expresion del tipo
mP+nsPo+ -+ n,.P,
donde los n; son enteros y P, € V(F).

» ¢l grado de un ciclo se define por

dOZniPi = an

» Sea V(@) curva proyectiva con med(G, F') = 1. Se define el ciclo de interseccion de
V(G) con V(F) por la formula

(G>F = Z(Fv G>PP

Mas especificamente, un ciclo es un elemento de un grupo abeliano libre generado por los
punto de V(F). Esta definicién se hace solamente para el manejo de puntos de V (F') contando
sus multiplicidad e indices de interseccion con otra curvas.

Por el teorema de Bézout se tiene que

&(G)r = (°G)(d°F).

Veamos como podemos extender la definicién de ciclo de interseccién para funciones racio-
nales. Sea ¢ € K(F') no nulo, suponga

G _G

TH, @I
con G, H; homogéneos del mismo grado y H; # 0. Entonces GoH; = Gy Hy+ AF para algtin
A e K[X,Y, Z]. Luego

(GoHy)p = Z(GOHh F)pP = Z(GIHO + AF, F)pP
P

P
= (G1Hy, F)pP = (G1Hy)r
P

ademas

(G0H1)=Z(G0H1, )PP_Z Go, I PP+Z Hy, F = (Go)r + (Hy)F

P

(G1H,y) = Z(Gﬂ‘fo, )pP = Z G1, F)pP + Z Hy, F)pP = (G1)p + (Ho)r

P
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entonces (Go)r — (Ho)r = (G1)r — (H1)p. Por lo anterior, se puede definir el ciclo para una
funcién racional ¢ # 0 como

(p)r=(G)r — (H)F

donde ¢ = G/H es una representacién de ¢ como cociente de clases de polinomios ho-
mogéneos del mismo grado.

Ejemplo 5.3. Sea F = Y?Z—X (X —Z)(X—\Z). Se tienen que V(F)NV(Z) = {(0: 1:0)},
VIF)NVY)={0:0:1),(1:0:1),(A:0: D}y V(F)NV(X)={(0:1:0),(0:0:1)}.
Luego

(2)F
Y/X)r

3(0:1:0)
0:0:1)+(1:0:1)+(A:0:1)—(0:1:0)—2(0:0:1)
=(1:0:1)+(A:0:1)—(0:1:0)—(0:0:1)

Definicién 5.4. Sean D, D’ ciclos de una curva irreducible V (F"). Diremos que D es racio-
nalmente equivalente a D', se denota por D = D'| si existe una funcién racional ¢ € K(F)
tal que (p)p =D — D'.

Observacion. La equivalencia racional es una relacién de equivalencia compatible con la
adicion de ciclos, es decir, para todo ciclos D, D', D" se cumple:

s D=D.

» D=D& D' =D.

» D=D'yD'=D"=D=D".
« D=D'=D+D"=D+ D"

Proposicién 5.5. Sea V(F') curva proyectiva no singular. Si existen diferentes P,Q € V(F)
racionalmente equivalentes, entonces V (F') es racional.

Demostracion. Sean G, G curvas proyectivas del mismo grado tales que
(G1)r = (Go)p=P—-0Q

entonces
(Gl)F =P —+ ZmZPZ
i=1

(Go)r =Q+ > _ miP;

i=1



5.2 Estructura de grupo 59

con m; = (F,G1)p, = (F,Go)p, > 1y P, # P; sii # j. Como cada P, € V(F) es no singular,
entonces para cada (a,b) € A% se cumple que (aGy + bG1)p, > m;. Luego cada elemento
del conjunto S = {aGy + bG; \ (a,b) € A%} intersecta a P; por lo menos m; veces y como
1+ 5, m; = (d°F)(d°Gp), entonces por cada punto de V(F) distinto de los P; pasa un
tnico elemento de S. Por la demostracién del teorema 4.23 item (b) la funcién racional
G1/G) es inyectiva y por el lema 4.22 se sigue que V(F') es racional. O

Ejemplo 5.6. Si F'=Y Z — X? entonces V(F) es no singular. Luego

Y)rp=2(0:0:1)
(X=Y)p=(0:0:1)+(1:1:1)

por tanto (0:0: 1)y (1:1:1) son racionalmente equivalentes, ya que

<%)F:(o:o:1)—(1:1;1).

Por la proposicién, se sigue que V(F’) es racional.

Como consecuencia inmediata de las proposiciones 5.1 y 5.5 se tiene el siguiente corolario,
con el cual ya podemos definir la estructura de grupo en las curvas elipticas.

Corolario 5.7. Si V(F) es una curva eliptica y P,Q € V(F'), entonces P es racionalmente
equivalente a Q) si y solo si P = Q.

5.2. Estructura de grupo
Sea F' una curva eiptica, Se fija un punto O € V(F'). Para cada par de puntos P,Q € V(F),

considere la recta L que pasa por ellos. Si P = () se toma a L como la recta tangente a F' en
P. Por el teorema de Bézout L debe intersectar a I’ en otro punto, es decir, se cumple que

(L)p=P+Q+R

para algiin R € V(F') bien determinado por Py . Ahora, sea L’ la recta que pasa por Ry
O. Se define P+ como el tercer punto de interseccién de L' con F, es decir

(L'Yr = O+ R+ (P+Q)

Veamos una representacién grafica de la operacién en A2
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A
o)
+.
106
Y

Note que si ¢ = L/L' € K(F'), entonces
(P)r=P+Q+R—(O+R+(P+Q))=P+Q— 0O~ (P+Q)

y por tanto
PiQ=P+Q - 0. (5-3)

Se tiene entonces una definicién mas formal de P+(Q, como el tinico punto de V(F') que es
racionalmente equivalente al ciclo P + @) — O, por el corolario 5.7.

Proposicién 5.8. Sea V(F) una curva eliptica y O € V(F) un punto de inflexion. La
aplicacién que a P,Q € V(F) le asocia P+Q, establece una estructura de grupo abeliano en
V(F). El elemento neutro es O y el inverso aditivo de un punto P € V(F) es el tercer punto
de interseccion de la recta que pasa por O y P con la curva V(F), lo denotamos por —P.

Demostracion. La buena definicién se sigue del teorema de Bézout y el corolario 5.7. La
conmutatividad y que O es el elemento neutro son consecuencia de (5-3). La definicién de
— P resulta por la construccién de la operaciéon + y por la hipétesis de que O es un punto
de inflexién. Para terminar, veamos que + es asociativa. Sean P,Q,R € V(F), por las
propiedades de =, se tiene que

(P+Q)+R= (P+Q)+R-0O
=P+Q-0O+R-0
=P+(Q+R-0)-0
=P+ (Q+R)-0
= P+(Q+R)

de nuevo por el coralario 5.7 se demuestra que (P+Q)+R = P+(Q+R). O
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Observacion. Haber escogido a O como punto de inflexion, fue 1util para definir de forma
sencilla el inverso aditivo, ademas de otra ventaja que se vera en el siguiente parrafo. Sin
embargo, no es necesario para que la operacién defina un grupo abeliano. Cuando O es
cualquier punto de V(F), para definir el inverso de P € V(F') considere la recta L tangente
a F en O, L intersecta a F en otro punto, digamos R. Entonces —P se define como el otro
punto de interseccién con F' de la recta que pasa por Ry P.

Sea V(F) una curva eliptica, considerando su forma normal, F' solo tiene un punto en el
infinito y ademds es punto de inflexién. De ahora en adelante se considera O = (0 : 1 : 0).
Las rectas que pasan por O, sin contar la recta infinito, son de la forma X + aZ, veamos
como podemos utilizar esto para encontrar las coordenadas de —P y P-+@. Como todos los
puntos distintos de O estan a una distancia finita, se considera la operacion en

F.=Y?-X(X-1)(X -\

con la identificacién (z : y : 1) := (x,y). Sea P = (x0, %) € V(F%), la recta deshomogenizada
que pasa por Py O esl = X — zg. El otro punto de interseccién de [ 'y F, es (g, —yo). Se
sigue que —P = (z¢9, =) := (20 : —yo : 1).

Sean P = (z,,v,) v Q = (z0,yg) en V(F.), con Q # —P y Q # P, por tanto zp # xq.
Luego, la recta L que pasa por esos puntos es
YQ —yYp
T —Xp

Y—aX - con a= y B=yp—oaxp=yg—azxg (5-4)

remplazando en F), se tiene que
0=X(X—-1)(X =)\ —(aX + p)?
=X~ (1+A+a*)X*+ (A—2aB)X — 3
suponiendo que R = (x,y) es el otro punto de la interseccién de F, con L, entonces
0=X>-(1+2+a)X*+(\—2aB8)X — 32
= (X —ap)(X —2g)(X —x)
=X — (zp+ 29 +2)X* + (vprg + TpT + 10T)X — TPTQYT
igualando los coeficientes de X2, se sigue que
r=a’+A+1—zp— 120
entonces y = ax + . Por definicién, P+Q es el inverso aditivo de R, por tanto
PiQ=(a*+A+1—2p—xg, —a(a®? + X\ +1—xp —x0) — B). (5-5)

Por ultimo, encontremos las coordenadas cuando P = Q) = (x1,41). En este caso se considera
la recta tangente a F, en P, para encontrar la pendiente se deriva F} considerando a Y como
funcién de X, luego

2YY' =3X2 - 20+ )X + A
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Entonces la recta tangente es Y — aX — 3, con

3z — 2N+ 1)z + A
o =
2y,

B =1 — azxy. (5-6)
Utilizando la igualdad (5-5) se encuentran las coordenadas
PP = (> 4+ X+1—-2x, —ala? + X+ 1—2x) — f).

Como consecuencia de lo visto anteriormente, la operacion tiene otra interpretacion gréfica
en A? mas sencilla

Y

ya que las rectas que intersectan a O son las verticales.
Cuando A € Q se define los siguientes conjuntos

EQ) ={(x:y:2) e P*(Q\y’z — 2z — 2)(2 — Az) = 0}
E(Q) = {(z,y) € A*(Q)\y* —z(z — 1)(z — ) = 0}

son las restricciones de la curva elptica, proyectiva y afin, a las soluciones con entradas racio-
nales. Aplicando las ecuaciones (5-4),(5-5),(5-6) los conjuntos £(Q) y E(Q) tienen estructura
de grupo abeliano con +.

Ahora, se puede mencionar un teorema de gran importancia para el resultado principal de
este documento.

Teorema 5.9 (Mordell-Weil). (£(Q), +) es un grupo abeliano finitamente generado.

Los grupos abelianos tienen estructura natural de Z-modulo, por tanto, aplicando la descom-
posicién de torsién (pag. 332 de [7]) para médulos finitamente generados, existe un entero
r > 0 tal que

£(Q) = E( Qo DL

donde £(Q)¢or es el subgrupo de los elementos finitos de £(Q). A r lo llamamos el rango
algebraico de £(Q).



6. Numeros congruentes

Recuerde el problema de niimero congruente originalmente estaba escrito como interrogante:
Jpara qué enteros n existe un nimero racional w tal que w — n, w y w + n son cuadrados
perfectos racionale?. Veremos que la definicién actual es equivalente y se encuentra la relacién
con las curvas elipticas.

Definicién 6.1. Un entero positivo n libre de cuadrados es un nimero congruente si existen
z,y,2 € QF tales que 22 +y?> = 22 yn = %, es decir, existe un triangulo rectdngulo con
lados racionales tal que su area sea n.

La definicién se restringe a enteros positivos libre de cuadrados, ya que la propiedad de
ser congruente es independiente de factor cuadrado. En efecto, sea n € Z tal que existen
2,y,2 € Qeon 22 +y? =22 yn = %2 Note que existe s € Q tal que s’n € 7 es libre de
cuadrados, ademéds (sx)? + (sy)? = (s2)? y s’n = s*% = %
congruente, entonces ningun cuadrado entero es congruente.

. En particular como 1 no es

Denotemos por Q. al conjunto de los niimeros racionales positivos que son cuadrados, es
decir

Qc = {rz/r € Q+}
Veamos que esta definicién es equivalente a la pregunta inicialmente planteada.

Proposicion 6.2. Un entero n > 1 libre de cuadrados es congruente si y solo si existe un
niumero racional w tal que w,w +n,w —n € Q..

Demostracién. Supongamos z2 4+ 9> = 22 vy n = % con z,vy, 2 € QF, entonces
2 » I )

r+y\? 22wy y? 2\ 2
_r .Y —:(—) + 1
( 2 ) 1T T " (6-1)

. 2 .
considerando w = (%) se tiene que w,w +n,w —n € Q..

Reciprocamente, sea w, w+n,w—n € Q.. Definax = Jw +n—y/w —n,y = Vw +nt+vw—n
y z = 2y/w, entonces 2 +y* = z* y n = L. O]

Ahora, se establece la relacién entre los niimeros congruentes y las curvas elipticas. Sea n € Z
nimero congruente, utilizando las ecuaciones (6-1) se sigue

() () (@) (@)
(52 -
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, . . 2,2 .,
por tanto, se encontrd soluciones racionales u = £ y v = = para la ecuacién v* = u* —n?,

luego
(U’U)2 _ (U2)3 _ n2u2

entonces a = u? y b = uv forman una solucién (a,b) € Q? para la ecuacién ciibica dada por
Y? = X3 —n?X. Es claro que V(Y? — X® + n?X) es una curva eliptica.

Definicién 6.3. Para un entero n > 1 libre de cuadrados se definen las curvas eipticas

En={(x:y:2) € PXC)/y’s — 2° + n’zz* = 0}
E,={(z,y) € C*/y* — 2’ + n’x = 0}

y denotamos por &,(Q) y E,(Q) sus restricciones a P*(Q) y Q?, respectivamente.

Utilizando los procedimientos y formulas del capitulo anterior, las coordenadas de la suma
y el inverso del los elementos del grupo (€,,+) se pueden encontrar. Sean P,Q € &, con

P>Q7AO> Q%P’ Q#_P? P = (I'P,yp) YQ:(:EQayQ% luego

;P:(xPa_yP)
PiQ = (0 — 2p — 1q, —a(0® —zp —1g) — f) cona="L—"T gy, —amp
Tp — XQ
‘ 3 2 2
P—I—P:(Oz2—21’p, —Oé(Oé2—2xP)_5) COHQZ%, 5:yP—OZZ'P
Yp

mas especificamente si P+P = (x9p, yop) se tiene que

4 2.2 4
Tp+2n“zp +n
= 6-2
ar 4a3, — 4n2xp (6-2)

Ejemplo 6.4. Veamos cuales son los elementos de orden 2 y 3 de &,(Q). Los elementos de
orden 2 son los que cumple P = —P, entonces yp = 0. Por tanto hay tres puntos de orden
2, a saber

P=(0:0:1), P,=(n:0:1), Py=(—n:0:1).

Ahora, los elementos de orden 3 cumplen que P+P = —P, por tanto

rh + 2nz% + nt
Ip =

43, — An2xp

0 = 3zp — 6nx% — n?

6n2 4+ /3615 + 12n*
6

_ 3n*£2n%V3

3

2 =
¢ Q

por tanto zp ¢ Q. Se sigue que &,(Q) no tiene elementos de orden 3.
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Como consecuencia de lo anterior |€,(Q)tor| > 4. Mas adelante se demuestra que son exac-
tamente cuadro, para estos se necesita un poco de teoria de reduccién médulo p.
Veamos como a partir de un elemento de F,(Q) se puede garantizar que n es congruente.

Proposicién 6.5. Sea (a,b) € E,(Q) tal que a € Q. con denominador par, entonces n es
un nimero congruente.

Demostracién. Siu=+/a € Qt y v =2 entonces

b2
VP == =a® —n? (6-3)
a

ya que (a, b) pertenece a E,(Q). Sea t el denominador de u, por hipétesis es par, por tanto los
denominadores de v? y a? son iguales a t*. Se sigue que (t?v, t>n, t?a) es una terna pitagérica
con t?n par y med(t?v, t*n, t?a) = 1. En efecto, suponga a = 5 con med(c,t) = 1, por (6-3)
th? = 2 — t'n? = (c + t*n)(c — t?n), luego

med(c 4 t*n, ¢) = med(c — t*n, ¢) = med(t?,¢) = 1,

por tanto 1 = med(t*v?, ¢) = med(t?v,c) = med(t?v, t?a). Por la forma de las termas pi-
tagéricas primitivas (pag. 120 de [7]), existen enteros positivos r, s tales que

t2v =1r? — §%, t2n = 2rs, t?a =r* + §%
Considere x = 27’", Yy = % y 2z = 2u se cumple
472 452
x2+y2:t—2+t—2:4a:z2,
entonces (z,y, z) es una terna pitagérica y el triangulo con esos lados tiene drea n. O

6.1. Reduccién médulo p

Sea p un nimero primo y F, el cuerpo finito de p elementos. Dado (a : b : ¢) € P?(Q) se
puede escoger ag, by, ¢g € Z con med(ag, by, o) = 1 tal que (a:b:¢) = (ag: by : ¢p). Se define
la aplicacion

@, : P*(Q) — P*(F,)
(a:b:c)— (@, bo, ).

donde @ = a mod p. Como consecuencia, a cada punto de una curva Vg (F') se le puede asociar
un punto en Vi, (F'). Veamos cuando dos puntos de P?(Q) tienen la misma imagen.

Proposicién 6.6. Sea P; = (a; : b; : ¢;) € P2(Q) con a;, b, ¢; € Z y med(as, by, ¢;) = 1 para
i =1,2. Entonces @,(Py) = @,(FP2) si y solo sip divide a los enteros byca — bacy, ascy — aico
Yy a1b2 — agbl.
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Demostracion. (<) Supongamos que
bicy = bacy, a2C1 = A1C2, arby = agby

y ademas que ninguno de esos productos sea nulo, ya que como p es primo esos casos son

. — 1 —1— — —1—
triviales. Luego ¢ = by biC3, entonces a; = ¢ 'Ciaz = by  biC3 y claramente by = by by bo.
Se sigue que @,(P;) = ¢,(P). El reciproco es trivial. O

Considere la curva eliptica V(Y2 — X3 +n?X), veamos que condiciones debe cumplir p para la
reduccién de Y2—X3+n2X aF, sigue definiendo una curva eliptica. Defina f(X) = X3—n?X.
Como se vio en el ejemplo 2.15, f no tenga raices multiples si y solo si 4n% # 0, ademds
esto es equivalente a que Y2 — f(X) sea una curva eliptica. Entonces la condicién que debe
cumplir p es que no divida a 4n°, es decir, p > 2y p{n.

Definicién 6.7. Sea p > 2 primo tal que no divide a n, un entero positivo libre de cuadrados.
Si F,=Y?Z — X3+ n?XZ? se define

F,=Y?Z - X*+7°X7* €F,[X,Y, 7]

como la reduccion de F,, modulo p. También se definen

/—\
\_/
I

0,(P) € P*(F,) / P € £,(Q)}
(a,

{
{(a.b) € 2/ F(a,b.1) = 0},

A
\_/
I

Note que @, induce una aplicacién

b, : £,(Q) — &,(F,)
P — &,(P).

entonces utilizando las formulas para la operacién +, se puede dotar a €,(F,) como estructura
de grupo abeliano tal que @,, sea un homomorfismo de grupo.
Veamos un resultado interesante sobre la cardinalidad de &,(FF,) para algunos primos.

Proposicién 6.8. Sip = 3 mod4 entonces |E,(F,)| =p+ 1

Demostracién. Note que (0:0:1), (m:0:1), (=7 :0:1)y (0:1:0) son puntos distintos
de &,(F,). Falta contar el niimero de puntos (a,b) € &,(F,) tales que a # 7, 0. Divida al
conjunto {a € F,/a # £m,0} en los 2°
Como p = 3 mod4, f(X) = X? — 12X es una funcién impar y el simbolo de Legendre es

()

conjuntos {a, —a} con 1 < a < 21y a # £

multiplicativo, entonces

(5 (- ()5 -
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Se sigue que f(a) o —f(a) es un residuo cuadratico médulo p, pero no ambos, por tanto existe
b € F, tal que (+b)? = f(a) o (£b)*> = f(—a). En cualquiera de los casos, se encuentran dos

p—3

puntos en &,(F,) por cada uno de los 22 conjuntos {a, —a}, luego

- ~3
EaEy) = 25— +4=p+1.

O

Como consecuencia de esta proposicion y el teorema de Dirichlet sobre sucesiones aritméticas,
se puede demostrar que los tinicos puntos de orden finito de &,(Q) son los que se encontraron
en el ejemplo 6.4. Recordemos que dice el teorema de Dirichlet.

Teorema 6.9 (Dirichlet). Sean a,b € N tal que mcd(a,b) = 1 entonces existen infinitos
primos de la forma ak +b con k € N.

Teorema 6.10. |£,(Q)s| =4

Demostracion. Se sabe que |£,(Q)ior] > 4 y que &,(Q) no tiene elementos de orden tres,
por el ejemplo 6.4. Por absurdo, supongamos |£,(Q)io:| > 4. Por tanto existe P € &,(Q) de
orden N con N > 3y 31 N. Sin perdida de generalidad se puede suponer que N =4 o N
impar, ya que si N =4k +2 o N = 4/, implica la existencia de elementos de orden 2k + 1, 4
ol.

Supongamos N = 4, como los elementos de orden dos son colineales, ya que perteneces a
la recta Y = 0, entonces junto con la identidad se forma un subgrupo de &,(Q) de orden 4
isomorfo a Zs X Zs. Por tanto, solo un elemento de orden dos pertenece a (P). Sea R uno
de los elementos de orden dos que no pertenece a (P). Se denota por S el producto de (P)
v (R), entonces S =~ Zy @ Zg4, por tanto S = {Py,..., Ps}.

Para cada 1 <i,j < 8 enteros, sea P, = (a; : b; : ¢;) tal que a;,b;,¢; € Z 'y

P x Py = (bicj — bjes, ajei — aicy, aib; — a;b;) € Z°

Si ¢ # j, entonces P; x P; # (0,0,0). Sea M;; el méximo comun divisor de las coordenadas
de P; x P;. Luego, para un primo ¢, se tiene que P, = FJ en P%q si y solo si ¢ divide a M;j,
por la proposicién 6.6. Denote por m = |S| = 8.

Sig>2 qg{nyq> M; para todo 1 < 7,5 < m enteros, solo una cantidad finita de
primos no cumplen estas condiciones, entonces P; # P; en IP’]%q para i # j. En particular, S
es isomorfo, via @,,, a un subgrupo de &,(F,), entonces por el teorema de Lagrange m divide
a |E,(F,)|, para casi todos los primos. Suponga ¢ = 3 mod 4, entonces por la proposicion 6.8
|E.(F,)| = g+ 1y por tanto ¢ = —1 modm. En consecuencia la sucesién {mk + 3}, tiene
finitos ntimeros primos, ya que si ¢ = mk + 3 = 8k + 3 cumple que ¢ = 3mod4 pero no
cumple que ¢ = —1 mod m, por tanto ¢ no puede ser primo. Esto contradice el teorema de
Dirichlet ya que med(8,3) = 1.

Para el caso N impar, se procede de manera andloga a la anterior con (S) = (P), m =Ny
se llega a la contradiccién con la sucesion {4mk + 3}, ya que 31 m.

Se sigue que |£,(Q)¢or| = 4. O



68 6 Numeros congruentes

6.2. Caracterizacion de namero congruente

Con lo estudiado anteriormente se puede hacer una caracterizacion de ntimero congruente.
Se demuestra facilmente, una equivalencia entre el saber si un entero n es congruente y el

grupo &,(Q).

Teorema 6.11. Un niumero entero n libre de cuadrados es congruente si y solo si el rango
algebraico de &,(Q) es positivo, es decir, £,(Q) tiene un elemento de orden infinito.

Demostracion. (=) Suponga n congruente, por la construcciéon después de la proposicién 6.2
se encuentra (a,b) € E,(Q) tal que a € Q.. Si (a, b) es un elemento de orden finito, entonces
a debe ser 0, n o —n. Como 0, £n ¢ Q,, por hipdtesis, entonces (a, b) tiene orden infinito.
(<) Suponga que el rango algebraico de &, (Q) es positivo, entonces existe P = (a,b) € E,(Q)
de orden infinito, entonces b # 0y P+P = (ay,by) € E,(Q) por la ecuacién (6-2) cumple
que

at+2n%a®> +nt  (a® +n?)? a® +n2\’
as = = = (6-4)
4a3 — 4n?a 4b2 2b
Luego, por la proposicion 6.5 se sigue que n es congruente. 0

Aplicando la demostracién del teorema 6.11 y la proposicién 6.2, se tiene un método para
encontrar los lados del triangulo rectangulo que demuestran la congruencia de un entero.
Aunque para esto se necesita un elemento de orden infinito de &,(Q) y encontrarlo no es
trivial. Para esto se utilizan los ordenadores.

Ejemplo 6.12. El ntmero 15 es congruente dado que el punto P = (—9,36) es solucién de
la curva eliptica Y2 = X3 — 152X y es de orden infinito. Considere la suma de P+P = (a, b),
entonces por ecuacién (6-4) se tiene que

()

luego

entonces defina x =



Apéndices



A. Clausura algebraica de I

Sea K un cuerpo. La clausura algebraica de K se define como el menor cuerpo algebraica-
mente cerrado que lo contiene, denotado por K. El propésito de este apéndice es encontrar
la clausura algebraica de F, = Z/pZ (p primo).

Las letras p y n denotaran un ntimero primo y un natural, respectivamente.

Definicién A.1. Sea K subcuerpo de 2. La clausura algebraica de K en €2 se define como

Co(K) ={a € Q / a es algebraico sobre K}

y es un subcuerpo de €).

Proposiciéon A.2. Sea K un cuerpo. Si ) es un cuerpo algebraicamente cerrado tal que
K CQ entonces K = Cq(K).

Demostracion. Supongamos €2 algebraicamente cerrado y K C €). Por definicion se sigue que
Cq(K) C Ky K C Cq(K), como la clausura algebraica se comporta bien con la contencién
entonces K C Cq(K). Basta probar que Co(K) C Cq(K). En efecto, sea f € Co(K)[X] y
a € Q tal que f(a) = 0 por lo tanto Cq(K)(a)|Cq(K) es una extension algebraica y como
Cqo(K)|K también lo es, entonces Cq(K)(a)|K es algebraica. Luego a € ) es algebraico
sobre K, es decir, a € Cqo(K).

Lo anterior prueba que toda raiz de un polinomio en Cq(K)[X] pertenece a Cq(K)[X], por
tanto Cqo(K) es algebraicamente cerrado, es decir, Cq(K) = Cq(K). O

Utilizando la proposicién 1 y el hecho de que F, es subcuerpo de algtn (2 algebraicamente
cerrado (tiene caracterfstica p) se sigue que F, = Cq(F,). Pero eso no nos dice nada de los
elementos de F,,. A partir de ahora ) denota un cuerpo algebraicamente cerrado con F, como
subcuerpo.

Definamos el siguiente subconjunto de €2
GF(p")={aeQ/a”" —a=0}
donde p es primo y n € N.

Proposicién A.3. El conjunto GF(p") es un subcuerpo de Q0 con orden p™ tal que F, es
subcuerpo de GF (p™).



Demostracion. Sean ay 3 en GF(p") veamos que o — 3y af3~! pertenecen a GF(p"). En
efecto, ya que o?" = a, BP" = 3y Q) tiene caracteristica p entonces

(=B = =" =a—=F y (af™)" =" (B = (") =af".
Se sigue que GF(p") es un subcuerpo de €.

Para encontrar el orden de GF(p") se considera el polinomio f(z) = 2?" — x, su derivada
en un cuerpo de caracteristica p es f'(x) = p"a?" 7! —1 = —1. Se sigue que f no tiene raices

n

miltiples en 2, ya que f/(x) = 0 no tiene solucién, por tanto |GF(p")| = grad f = p".
Por dltimo veamos que F, C GF(p"). El pequetio teorema de Fermat afirma que para todo
a € F, se cumple que a” = a. Luego

" = (aP)P("*” . (ap)p(”*” — " = =P =g,

esto garantiza que a € GF(p").
U

De la anterior proposicién se sigue que el polinomio f(z) = 27" — z € F,[X] se factora
como producto de polinomios lineales diferentes en GF(p™)[x], esto implica que GF(p") es
el campo de divisién de f sobre F,,.

Veamos que el tnico cuerpo de orden p" (bajo isomorfismo) es GF (p").

Proposicién A.4. Todo cuerpo K de orden p™ es isomorfo a GF(p™).

Demostracion. Sea K un cuerpo tal que |K| = p"

, entonces tiene caracteristica p y el
subcuerpo generado por la unidad (los elementos son de la forma m-1=1+---4+1 (m-
veces) con 0 < m < p), denotado por (1) es isomorfo a F,. Ademds todo elemento o del
grupo multiplicativo K*, el cual tiene orden p™ — 1, cumple que o?"~! = 1 (Lagrange), por
consiguiente todo elemento de K es cero del polinomio f(x) = 27" — z; esto implica que K
es el campo de divisién de f € (1)[X]. Por la unicidad del campo de divisién del polinomio
f sobre los cuerpo isomorfo (1) y F,(teorema 20.4 de [6]) se tiene que K ~ GF(p").

O

El tnico cuerpo de orden p™ se llama el cuerpo de Galois de orden p™, en honor a Evariste
Galois.

Ya se tiene todo lo necesario para demostrar que F, = Unen GF(p™). Se procese por do-
ble contencion, ya que ambos son subconjuntos de €).

Sin e Nyae GF(p") por definicién se cumple que o’ — a = 0, por tanto « es raiz del
polinomio f(z) = 2" — z; luego « es algebraico sobre F,. Se sigue que GF(p") C F, para
todo n € N, entonces |J, .y GF(p") C F,.

Sea o € [, entonces a € () y es algebraico sobre F,. Existe h € F,[z] irreducible tal que
h(a) = 0, ademds « se puede identificar como un elemento del cuerpo F,[x]/(h(x)), el cual
tiene orden p", donde n = grad f (teorema 6 y corolario 7, capitulo 13 [3]). Se sigue que
F,[z]/(h(z)) es isomorfo a GF(p"), entonces a € GF(p") y por tanto F, C |,y GF(p").
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