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Resumen

El objetivo que tiene este trabajo es el de construir y definir los métodos de elementos mixtos apli-
cados a la ecuacién de Poisson. En el inicio se muestra especial interés sobre los espacios de Sobolev
y en definitiva en los espacios de Hilbert debido a sus ricas propiedades al momento de formular pro-
blemas variacionales. Estudiamos estos espacios, enunciando teoremas importantes como el Teorema,
de representacion de Riesz, Teorema de Lax-Milgram y Teorema de Céa; segin las caracteristicas de
la forma bilineal asociada al problema variacional estos son clasificados como problema vartacional
simétricos o problema variacional no simétricos, en esta teorfa también establecemos criterios que
garantizan la exitencia y unicidad de su respectiva solucién. El desarrollo del trabajo nos lleva a
analizar un problema de minimos con una restricciéon que tras estructurar una funcién de Lagrange
evoluciona a un problema de punto de silla del que nos encargamos garantizar su solucién definien-
do condiciones, propiedades para las formas bilineales y operadores que aparecen en este; de esta
motivaciéon surge el Teorema de descomposiciéon de Brezzi. Después de trasladar estos resultados
a subespacios discretos procedemos a aplicar esta teoria a la ecuacién de Poisson con condicién de
frontera tipo Dirichlet, asi se construyen dos problemas variacionales mixtos : Problema mizto primal
v problema mizto dual.

Se estudia los elementos de Raviar-Thomas con & = 0 en el caso bidimensional, para resolver
numéricamente un problema mixto dual asociado a la ecuacion de Poisson con condicién de frontera
tipo Dirichlet: La implementacién numeérica se apoya en el articulo [4] y se realiza en MATLAB.
Luego de obtener los resultados, calculamos el error ||u — uy||1, y su tasa de convergencia, incluimos
tablas y gréaficas para visualizar los resultados.
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Introduccion

El presente trabajo consta de tres capitulos en los que se hace un recorrido teérico enfocado en el
método de elementos finitos hasta consolidar la formulacién de un problema variacional de punto de
silla que posteriormente sera aplicado a la ecuacién de Poisson.

El Capitulo 1 “Preliminares” tiene como punto de partida el espacio de funciones medibles-Lebesgue
que se utilizaran en formulaciones de problemas variacionales resultantes de una ecuacién diferencial
(ecuacion de Poisson con condiciones de frontera), segtin las caracteristicas de la forma bilineal a(-, -)
que determina al problema variacional, dicho problema se clasifica como problema variacional simé-
tricos o problema variacional no simétricos. Se definen los espacios de Sobolev, espacios de Hilbert,
y dos teoremas importantes: Teorema de representacion de Riesz y Teorema de Lax-Milgram. Con
estos teoremas se garantizaré la existencia y unicidad de la solucién para los problemas variacionales
definidos ya sea en el espacio de Hilbert V' o bien, en el subespacio discreto V}, C V; estas soluciones
se pondran comparar y recurriremos al Teorema de Céa que hace un estimativo de error ||u —up||v .

El método de elementos finitos soluciona numéricamente una ecuacién diferencial parcial, alli se
definen los elementos como parte de una discretizacién del dominio 2 en el que estd definida la
ecuacién diferencial, veremos que si bien podemos definir elementos con geometrias bastante variadas
solo nos interesaremos en aquellos que poseen una estructura triangular (caso bidimensional). Se hace
mencién de algunas de sus propiedades como también del espacio de funciones que se definen en él.

En el Capitulo 2 “Problemas de punto de silla” pasaremos a hacer un estudio sobre problemas
variacionales de punto de silla sobre espacios de Hilbert, analizando y garantizando bajo algunas
condiciones existencia y unicidad de la solucién. El punto de partida en este capitulo es resolver un
problema de minimos con una restriccién que eventualmente asi como en el calculo vectorial, tras
construir la funcién de Lagrange asociada al problema surge una nueva incégnita A multiplicador
de Lagrange que serd tarea encontrar; el nuevo problema es analizado usando operadores y formas
bilineales y la estabilidad de su solucién recae sobre el Teorema de descomposicién de Brezzi el cual
necesita que las formas bilineales involucradas a(-,-) y b(+,) satisfagan la V-elipticidad y condiciéon
Inf-Sup respectivamente. Esta teorfa se analiza y verifica sobre subespacios discretos dando lugar a
una formulacion variacional discreta.

El problema variacional de punto de silla aplicado a la ecuacién de Poisson es tema del Capitulo
3, alli hablaremos sobre los métodos de elementos mixtos, llamados asi debido a que combinan

dos tipos de elementos. En este mismo capitulo se hace una implementacién numeérica aplicando el
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meétodo de elementos finitos a un Problema variacional mixto dual asociado a la ecuacién de Poisson
con condiciones de frontera tipo Dirichlet sobre un dominio Q C R2. Se define previamente los
elementos de Raviart-Thomas (RT}) para el caso k = 0 (caso bidimensional) y se describen algunas
propiedades.

Para obtener los resultados numéricos nos apoyamos en el articulo [4]. Utilizaremos el software
(MATLAB) para ejecutar los codigos de algoritmo; realizando calculos de error ||u — up||z, con
su tasa de convergencia, presentaremos tablas de datos y graficas de solucion wuy, op derivados del
Problema mixto dual.



Capitulo 1

Preliminares

Es necesario hacer un repaso de algunos conceptos para el buen desarrollo de este trabajo y por
ello, nos apoyaremos sobre todo en el libro de Brenner & Scott [1]. Este capitulo pretende exhibir el
espacio de funcionales que se utilizan en la formulacién variacional de ecuaciones diferenciales.

Nos referiremos a “dominio” como un subconjunto abierto de R™ medible-Lebesgue con interior no

vacio. Nos enfocaremos en aquellas funciones reales f, en un dominio 2 C R™ con medida-Lebesgue
/ f(x)dx ( medida Lebesgue).
Q

Para 1 < p < 0o definimos la norma:

1/p
1w = ( / rf<:c>rpdx) ,

[fllzoe (@) = ess sup {[f(x)" : = € Q}.

y para p = o0

De manera general definimos los espacios Lebesgue asi:

LP(Q) = {f : | fllzr() < 00}
Definicién 1.0.1. Sea V un espacio vectorial, una norma || -|| es una funcion en V' de reales positivos

que cumple las siguientes propiedades.

(1) |lv|]| > 0 para todov eV

v =0<v=0
(1) |lc-v|| = |e| - ||v]] paratodo ce Rv eV

(1) JJv 4+ w| < ||v]| + ||w|| para todo v,w € V
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Recordemos que una norma induce una métrica o distancia, y a partir de una métrica se puede

inducir una topologia.
Un espacio métrico V' es llamado completo si cualquier sucesién de Cauchy converge en V.

Definiciéon 1.0.2. Un espacio vectorial normado (V| -||) es de Banach si V' es completo.

Formulacién débil de problemas de valores de frontera

Consideremos el siguiente problema de valor de frontera

(1.1)

Asumiendo el hecho de que u sea la solucion y tomando v cualquier funcion (suave) tal que v(0) = 0,
aplicando integraciéon por partes definimos:

1 1 2 1
d dud d
(f,v) ::/ fvdr = —/ &Y de = il “,
0 0 dz

1 1
du dv
ey, - .
dx? o dvdz “ 0 /0 z = a(u,v)

dr dx

Definiremos el espacio V:

V:={v e L*0,1) : a(v,v) < co y v(0) = 0}.

Asi pues la solucion débil del problema (1.1) viene dada por u € V tal que a(u,v) = (f,v) para todov €
V; Una cuestion que resolveremos es sobre el tipo de derivadas que ha de realizarse en el proceso de

construccién del problema variacional.

Una razén clave por la que se prefiere la integral de Lebesgue sobre la integral de Riemann es el
aspecto de “integridad” que disfruta, es decir, que los limites apropiados de las funciones integrables
son integrables, una propiedad que la integral de Riemann no tiene.

Para las formulaciones variacionales a desarrollar no necesitamos los valores de las derivadas pun-
tuales. Es necesario desarrollar una nocién global de derivadas méas adecuada para los espacios
Lebesgue.

Introduciremos una notacién abreviada para derivadas parciales (Clasica): la notacion de multi-
indices.

Un multi-indice «, es una n-tupla de enteros no negativos a; donde la longitud de « viene dada por
laf :==>"" , a;. Para ¢ € C*° denotamos por
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«
D%p, Do, <0) b, ¢y 09 ¢ la derivada parcial usual (puntual)

ox
o\ o\

Si consideramos el vector & = (z1,--- ,xy) definimos % := 27" - 25% - - - 2%, Notemos que si x es

0
reemplazado por el simbolo — := | —,--- , =—— |, entonces la definicién de z® es consistente con
ox 0x1 oxy,

la definicién previa de (8) .
ox

Los espacios de Sobolev se caracterizan por ser espacios vectoriales normados, que al hacer parte de
los espacios Lebesgue LP(2) se aprovechan un montén de virtudes que se conoceran mas adelante.

Definicion 1.0.3. Para una funcién continua u, el soporte de u se define como la clausura del
conjunto {x : u(x) # 0}; si este conjunto es compacto (acotado) y es un subconjunto del interior de
Q, entonces se dice que u tiene “soporte compacto” respecto a {2 (fuera del soporte de una funcion,
esta se define cero, extendiendola para que se defina en todo el dominio R™).

Definicion 1.0.4. Sea © un dominio en R". Denotamos con D(€2) o C§°(Q2) el conjunto de funciones

C>°(€Q) con soporte compacto en .

Dado un dominio €2, el conjunto de funciones localmente integrables se denota por
LL.(Q) :={f: f € L}(K) para todo compacto K C Q},
una conveniencia de notacion es que C°(Q2) C L} ().

Introduciremos un nuevo concepto de derivadas.

Definicion 1.0.5. Dada f € L} () se dice que f tiene derivada débil, D f si existe g € L], ()

loc

tal que

/ g(x)p(z)dx = (—1)“'/ f(z)¢p%(xz)dz para todo ¢ € D(Q).
Q Q
Si existe tal g, definimos DS f := g.

Los siguientes ejemplos fueron inspirados por el libro de Brenner & Scott [1], con ellos se comprendera
mejor la teoria previa.

Ejemplo 1.0.6. Consideremos n =1, = [-1,1], y sea f = 1 — |z|, para |a| = 1 determinemos
que es DS f.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.1. ESPACIOS DE SOBOLEV

/ 11f(a:)¢/(x)d:c -/ 1) (@hdo + / ' 1) (@)

f (@d(x)da + f(z / f (@)d(@)dr + f(z)d()]L

-/,
_ / (Wolede + £6(0°) - /0 (—1)(w)dz — f6(0)
| o [ (C1)o(a)da

-1

Luego

pef = 1 sia:<0.
-1 siz>0

Ejemplo 1.0.7. Sea p una funcién suave definida para 0 < r < 1 que satisface

1
[ 16wt < oc,
0

sea @ = {x € R" : |z] < 1} y la funcién definida mediante f(z) = p(|z|) para todo =z € €,

verifiquemos que g(z) = p (]a:|)‘ = = D2 f para |o| = 1.

31
Teniendo en cuenta que ¢'(z) = ——¢ (derivada parcial de grado uno sobre la j-ésima componente),

0z

procedemos aplicando el Teorema de Green:

1
[ @@ = - [ s+ [ f@ownds
Q Q 0%;j o0

dadoqueqSngoy%:f

[ 1@t wis=- [ 5 \)8‘”5' (@)ds =~ [ (e o(a)da

Teorema 1.0.8. Sea o arbitrario y 1 € Cl°I(Q). Entonces DS existe y D3 = D).

1.1. Espacios de Sobolev

Pretendemos generalizar las normas y espacios de Lebesgue usando la nocién de derivada débil D.

9



1.1. ESPACIOS DE SOBOLEV CAPITULO 1. PRELIMINARES

1

Definicién 1.1.1. Sea k un entero no negativo y f € L; .

Q). Suponiendo que D% existe para
]04\ < ]43, se define la norma Sobolev como
1/p

g = | 31087 B | para1<p<oo.
lo| <k

Para el caso p = oo
| fllwe @) = ﬁﬁ?}i | Dz fll Lo (0)-

En cualquier caso, se definen los espacios de Sobolev como

W) 1= {1 € Lol : I/ gy < o0} (1.2)
Nota. En el caso en el que p = 2, el espacio (1.2) a menudo se denota por H*(Q), asi H*(Q2) = W¥(Q).
Teorema 1.1.2. Los espacios Wf(Q) son espacios de Banach.

Teorema 1.1.3. Sea Q cualquier conjunto abierto. Entonces C*°(Q2) N WIf(Q) es denso en W;(Q)
para p < o0.

Definicion 1.1.4. Para k un entero no negativo y f € Wf(Q) Se define la seminorma como

1/p

Flwse = | 3 ID3fILq | para1<p<c.
o=k

Para el caso p = oo
\f|W§O(Q) = ‘T;}Iii ||Df§f||Lo<>(Q)-

Definici6én 1.1.5. Denotamos la complecién de D(Q2) respecto a la norma Sobolev || - || (q) por
H{'(Q), es decir

HI(Q) == WH'”WQT”(Q)‘

Proposiciéon 1.1.6. Para k y m enteros no negativos tal que k < m, para p cualquier real tal que
1 < p < oco. Entonces W;™(2) C WE(Q).

Proposicion 1.1.7. Para k entero no negativo, p y q reales tales que 1 < p < q < oo. Entonces
Wf(Q) C W;(Q)

A continuacion, del libro de Braess [2] extraemos un resultado que relaciona la norma | - [[yyo(q)
y |- \W%(Q) en el espacio H}(f2), posteriormente requeriremos este resultado para garantizar la
estabilidad de algunos problemas variacionales. Para efectos de la demostracion recuerde que D(2)
y C§° denotan el mismo espacio.

10
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Desigualdad de Poincaré-Friedrichs

Supongamos que () estd contenido en un cubo n-dimensional con longitud lateral s. Entonces
[vllwe) < slvlwg () para todo v € H ().

Demostracion. Ya que C§° es denso en H{ () es suficiente establecer la desigualdad parav € C§°(Q).

Supongamos que para W := {(z1,22, -+ ,2p); 0 < x; < s}, nuestro dominio es tal que Q C W'y
ademas hacemos v = 0 para z € W\Q. Entonces

v(21, 22, o) = 0(0, 12, ;T / 871?1 (t, w2, pn)dt.

Claramente, debido a que v € C§°(£2) entonces v(0,x2, - -+, zy) = 0 luego

1 al
T1, X2, ,Ip) = —v(t, xa, , Ty )dt
@naneesm) = [ gultan o)
1 81
lv(xy, 22, ,xn)| = ; 8—3:111(75,@, ,SL’n)dt’
Tl 81
lv(x1, @2, -, xp)] S/ —v(t, e, - ,xy)| dt,
0
haciendo uso de la desigualdad Cauchy-Schwarz tenemos
T T 81
| (1'1,1'2, ‘2 </ 12dt/ 87 t,xo,- Q?n) dt
1
2
/ 12dt —v (t,zo,- - ,xp)| dt
2
—s/ —v(t,zo, -+ ,zp)| dt,
0 [0T1
ahora, integrando con respecto a la variable z; tenemos
2
/ |v(z | )|*dz < v(t,zo, - ,xy)| dtdxy
2
dt T1,Xo, T dx
/0 /0 Er v(T1, T2 n)| dr
5 s 81 2
=3 —uv(x1, 20, -, T dxi.
| v an- o) o

11



1.2. ESPACIOS DE HILBERT CAPITULO 1. PRELIMINARES

Para completar la prueba, integramos sobre las demés coordenadas y obtenemos

2
dz < s° Z ||ng(33)”%2(9)7

laf=1

lﬂ“@%w<fﬂﬂiiww

de lo cual se sigue que |[v][yoq) < s|v|wiq) para v e Cg°.
O

Definicién 1.1.8. Una forma bilineal b(-,-) sobre un espacio vectorial (V,+; K) es una aplicacion
b:V xV — R tal que: v — b(v,w) y w — b(v,w) para todo v,w € V son lineales. La forma
bilineal es simeétrica si b(v,u) = b(u,v) para todo u,v € V. Un producto interno (real), denotado
por (-,-), es una forma bilineal simétrica en un espacio lineal V' que satisface:

(a) (v,v) >0 paratodov eV
(b) (v,v) =0<=0v=0

Definiciéon 1.1.9. Un espacio lineal V asociado a un producto interno definido en él se llama espacio
de producto interno y se denota por (V, (-, -)).

Ejemplo 1.1.10. Espacios con producto interno.

) V=R" (2.y) = Sz
(1) V =L*Q), QC R, (u,v)L*(Q) == [, u(z)v(z)dx
(IH) V= WQk(Q)7 Qc R™, (U,U)k = Z\odgk(Daua Dav)LQ(Q)
Teorema 1.1.11 (Desigualdad Schwarz). Si (V, (-,)) es un espacio con producto interno, entonces
(1, 0)] < ()2 (0, )2,

Proposicion 1.1.12. ||v]| := /(v,v) define una norma en el espacio con producto interno (V,(-,-)).

1.2. Espacios de Hilbert

Definiciéon 1.2.1. Sea (V, (-,-)) un espacio con producto interno. Si el espacio lineal normalizado
(V,(-,-)) es completo, entonces (V, || -||) es llamado un Espacio de Hilbert.

Definicién 1.2.2. Sea H un espacio de Hilbert y S C H un subconjunto cerrado en H. (Recordemos
que S se denomina lineal si u,v € S, a € R entonces u + av € S). Entonces S es subespacio de H.

12



CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.2. ESPACIOS DE HILBERT

Proposicion 1.2.3. Si S es subespacio de H, entonces (S, (-,-)) es también un espacio Hilbert.

Ejemplo 1.2.4 (Subespacios de Hilbert). (1) Sea T': H — K un funcional lineal continuo de

(111)

H en otro espacio lineal K, entonces ker(T') es subespacio de H.

Nota. ker(T):={v e H :T(v) =0x}, es la linealidad y continuidad de T los que garantizan
cerradura de ker(T).

Sea x € H y definimos z* := {v € H : (v,z) = 0}. Entonces x"

ver esto tenga en cuenta que x- = kerL,, donde L, es el funcional lineal.

es un subespacio de H. Para

L, :v+— (v,2)
| Lz (0)] = |(v, )] < [|vl[]]].

1

Implicando que L, es acotado y por tanto continuo. Esto prueba que z— es subespacio de H

en vista del item anterior.

Sea M C H, definimos

M~ :={v e H: (z,v) =0 para todo = € M}.

Tenga en cuenta que:

Mi:(]x%
xeM

cada 2 es un subespacio (cerrado) de H. Por lo tanto, M~ es un subespacio de H.

Teorema 1.2.5 (Ley del paralelogramo). Sea || - || la norma asociada con el producto interno (-, -)

en H, entonces

lv +wl® + [lv — w|® = 2 (Joll* + [[w]®) -

Teorema 1.2.6. Sea M un subespacio del espacio de Hilbert H. Sea v € H\ M y § := inf{|v—w| :
w € M}. Entonces existe wg € M tal que

(1)
(1)

[v —wol| =&

v—wy € M+

Como consecuencia de este teorema tenemos: Ya que M es subespacio de H y v € H, podemos

escribir v = wp + wy, donde wo € M y w1 = (v —wy) € M+, Esta descomposicion es tinica.

Nota. Algo que necesitaremos recordar es que M N M+ = {0}.

Consideraremos los siguientes operadores.

Py i H— M, Pyt H — M*,

13



1.3. TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ CAPITULO 1. PRELIMINARES

definidas por,

P() v sive M
M\V) = )
wg sive H\M

0 sive M
P]V[J‘(U) = {

v—wy sive H\M
La descomposicion tnica implica que Pyt = Py

Proposicion 1.2.7. Dado un subespacio M de H y v € H, hay una descomposicion inica

v = Py (v) + Pyo(v),

donde Pyy: H— M y Pyt : H— M~L. En resumidas cuentas:

H=MaoM™*.

1.3. Teorema de Representacion de Riesz

Considerado uno de los teoremas mas importantes para el analisis funcional, enunciaremos y demos-
traremos dicho teorema tomando como libro guia [1], prestemos atencion al espacio donde aplica

este teorema.
Dado un espacio de Hilbert H v w € H, un funcional lineal continuo L puede definirse en H por

Ly(v) = (u,v).

El siguiente teorema prueba que lo opuesto también es valido.

Teorema 1.3.1 (Representacion de Riesz). Cualquier funcional lineal continuo L : H — R puede

representarse univocamente como
L(v) = (u,v) para todo v € H
para algin uw € H. Ademds, tenemos
Ll g = [l
Demostracion. Unicidad: Si w; y uo satisfacen

L(v) = (u1,v) = (u2,v) = L(v) para todo v € H,

14



CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.3. TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ

(u1,v) — (ug,v) = 0 para todo v € H,
(up — ug,v) = 0 para todo v € H.

En particular para v = u; — ue,

(u1 —u2,u1 —ug) =0,
up — ug = 0.
Concluimos pues u; = us.

Existencia: Sea M = {v € H : L(v) = 0}. M es subespacio de H y H = M & M*.

Caso 1 Si M+ = {0} entonces M = H, lo que implicaria L = 0. Deducimos u = 0.

Caso 2 Si M+ # {0} Si z € M+, 2 # 0. Entonces L(z) # 0.(Si z € M entonces z € M N M+ =
{0}, por tanto z # 0).

Parave Hy = EEZ;
L(v— Bz) = L(v) — BL(z) = 0.
Note que:
v— Pz €M,
Py(v) =v = Bz.

Tenemos v = v — Bz + Bz, ademés si v € M entonces 3 = 0, asi mismo: Py,1(v) = Bz € M+. M+
tiene dimension uno, pues M+ = {w : w = Bz} = (z).

Escogiendo
L
_ (Z2) = MJ_,
12115
L L
o) = (£520) = 22w,
1211% 12117

Observe que u € M+
(u,v) = (u,v — Bz + Bz) = (u,v — Bz) + (u, B) = (u, B2)
= (e s) = T 8e.2) = BLG) = L)

I1z11% IR

Queremos probar que || L], = |lul/#-
Note que

15



1.4. PROBLEMAS VARIACIONALES SIMETRICOS CAPITULO 1. PRELIMINARES

L(z) |L(2)] L(z)
lullg = 3=l = T lzlla = ;
121 1211 &bz
por otra parte puesto que
L(v U, V
Ly = sp EON_ o N0
vroer [VlE wzoen vl
[[ull[lv] | L(2)|
< sup = [Jull = < LA -
vroer  [vllm =]
Por tanto, ||ul|g = ||L| ;- ]

1.4. Problemas variacionales sitmétricos

Queremos garantizar resultados de existencia y unicidad para formulaciones variacionales de proble-
mas de punto de frontera: Esto, haciendo uso de la teoria sobre espacios de Hilbert anteriormente
referida.

Definiciéon 1.4.1. Una forma bilineal a(-,-) sobre un espacio normado H se dice que es acotado si
existe M > 0 € R tal que

la(u,v)| < M||ul|g||v]z para todo u,v € H.
Se dice que af(+,-) es coerciva en V C H, si existe a > 0 € R tal que

a(v,v) > alv||}, para todo v € V.

El siguiente teorema es extraido del libro de Brenner & Scott [1]. La importancia de este teore-
ma se reflejard al momento de trasladar problemas variacionales a subespacios de dimension finita
(Discreto) donde se es mas facil hacer ciertas manipulaciones en pro de asegurar soluciones.

Teorema 1.4.2. Sea H un espacio de Hilbert y supongamos a(-,-) es una forma bilineal, simétrica,
acotada y coerciva en un subespacio V.C H entonces (V,a(-,-)) es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Como consecuencia inmediata de la coercividad de a(-,-) es que bajo el supuesto de
que u € V' y a(u,u) = 0 entonces v se define idénticamente cero, de lo cual se sigue que a(-,-) es un
producto interno en V.

Mostremos que V' es completo:

Se define la norma de la energia como |u|lp = +/a(u,u), sea {u,} una sucesion de Cauchy en
(VI g). Por la propiedad de coercividad entonces {u, } también es sucesion de Cauchy en (H, |||/ x).
Para todo € > 0, existe N > 0 tal que para todo m,n > N,

1/2
Valltm = ]l = V& (Jtm — %) < (@t — tin, i — )% = [[tiy — un| s < €.
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Dado que H es completo, existe v € H tal que u,, — v en la norma || - ||g. Ya que V es cerrado en
H,v e V. Puesto que a(-,-) es acotado entonces ||[v — v, ||g < y/c1]|v — vy | g Por tanto, {v,} — v
en la norma || - ||, entonces (V, || - ||g) es completo.

]

Planteamiento de un problema variacional simétrico : Un problema variacional cumple las

siguientes tres condiciones:

(I) H es un espacio Hilbert
(II) V' es un subespacio cerrado de H . (1.3)

(ITT) a(+,-) es una forma bilineal, acotada, simétrica y coerciva sobre V

Su formulacién queda determinada por:
Dado F € V'encontrar u € V tal que: a(u,v) = F(v) para todo v € V. (1.4)

Teorema 1.4.3. Asumiendo (I)-(I11) de (1.3) entonces existe un tnico u € V que resuelve (1.4).

Demostracion. Puesto que a(-,-) es un producto interno en V' 'y (V.|| - |[g) es de Hilbert, aplicando
el Teorema de Representacion de Riesz, para F € V' existe un tnico u € V:

(u,v)g = a(u,v) = F(v) para todo v € V.

O
Problema variacional discreto.
Dado un subespacio de dimension finita V, CV y F € V' encontrar uy € Vj, tal que
a(up,v) = F(v) para todo v € V. (1.5)

Teorema 1.4.4. Asumiendo (1.3), existe un tnico up € Vi, que resuelve (1.5).

Demostracion. Se cumple que (V3 a(-,-)) es un espacio de Hilbert . Por el teorema de representacion
de Riesz, existe up € V3, que resuelve (1.5). O

Estimadores de error

Propiedad de ortogonalidad: Sea u y uy, soluciones de (1.4) y (1.5) respectivamente. Entonces;

a(u — up,v) =0 para todo v € V},.
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1.4. PROBLEMAS VARIACIONALES SIMETRICOS CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion. Se tiene que

a(u,v) = F(v) para todo v €V,

a(up,v) = F(v) para todo v € Vj,

entonces

a(u —up,v) =0 para todo v € V.

El vector u — uy, es ortogonal a V}, (usando (-,-) = a(-,-)). O

El siguiente teorema es casi una consecuencia inmediata del anterior teorema, Brenner & Scott [1]

lo enuncian asi:

Teorema 1.4.5. ||u —up||p = min,ey, ||u — | E.

Demostracion.

lu = unl|% = a(u — un, u — up)

(
=a(u —up,u —v) + a(u —up,v —up) para todo v € Vj
(

= a(u — up,u —v)

< COllu = upllmllu = vl m
1

< C= (a(u — up,u—up))""* (a(u — v,u —v))"/?
o'
1

< Ol —unllellu —vle.

1
Siflu—upl #0=|u—upl|g < C—|lu—v| g para todo v € V},. En particular
a

— < inf — .
Ju = unlls < inf flu—olls
Por otra parte
inf ||u—v|g < ||lu—upl pues up € V,
€Vh

entonces

Ju =l = min flu—v].

Formulacion variacional de problemas no simétricos
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(I) H es un espacio Hilbert

(IT) V es un subespacio cerrado de H
(II) a(+,-) es una forma bilineal, acotada, no necesariamente simétrica (1.6)
(IV) a
(

V) a(-,-) es coerciva sobre V

(+,-) es acotado sobre V

Entonces el problema variacional no simétrico viene dado por:

Para algtn F € V', debemos encontrar u € V tal que a(u,v) = F(v) para todo v € V. (1.7)

Problema variacional discreto.
Dado un subespacio de dimension finita V, CV y F € V' encontrar up, € Vi, tal que
a(up,v) = F(v) para todo v € V. (1.8)

El siguiente teorema, es pieza crucial en la demostracion del (Teorema de Lax-Milgram), por la
calidad de detalle nos basamos en Brenner & Scott [1].

Teorema 1.4.6 (Punto Fijo). Dado un espacio de Banach (V.| -||) y una aplicacion T : V — V
que satisface ||T'(v1) — T (v2)|| < M||v1 — v2|| para todo vi,ve € V donde 0 < M < 1. Entonces existe
un unico v € V tal que T(v) = v.

Demostracion. Unicidad: Sean uj,ug € V tales que u; # ug con T'(u1) = uy, T'(u2) = ug,

entonces
1T (u1) = T(u2)|| = [[ur — w2l < Mllur — uzl],

entonces 1 < M, lo cual es una contradiccién, por tanto u; = us.

Existencia: Dado vy € V, definamos la sucesién

Unt1 := T'(vp).
Note que

Vi1 — Vg|| = Vi) — L \Vk-1)|| > Vg — Vk—1|| = V-1 — Vg—2|| = U1 — Vol|,
I | =T (vk) — T(ve—1)|| < M| | < M2 | < M*| |

entonces
[ok — vk-all < M* oy = wol.
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Para cualquier N > n

HUN — UnH = ||1)N —UN—-1+UN_-1—UN—2F+VUN_2+ -+ UnH
N N N
< ok = ve—all <)M oy = woll = Jlor —vol| Y MF!
k=n k=n k=n
M™ M™
< — = ||T —

{vn} es una sucesion de Cauchy, por tanto {v,} — v parav € V

v= lim T(v,) =T (v).

n—oo

A continuacion enunciaremos un teorema importante (Teorema de Lax-Milgram). Brenner & Scott
[1] lo enuncian asi, y con ayuda del teorema anterior construyen una bonita demostracion de este.

Teorema 1.4.7 (Lax-Milgram). Dado un espacio de Hilbert (V,(-,-)), una forma bilineal a(-,-)
continua, coerciva y un funcional F : V — R. Entonces existe un tinico u € V tal que

a(u,v) = F(v) para todo v € V.

Demostracion. Para cualquier u € V se define el funcional A,(v) = a(u,v) para todo v € V. A, es
lineal pues para cualquier v1,v2 € V, o, 8 € R entonces

Ay(avy + Bug) = a(u, avy + Bvg) = aa(u,v1) + Ba(u,ve) = aAy(vi) + BAL(v2).

A, es continua, dado que a(-,-) es continua, para cualquier v € V' tenemos que

[Au(v)] = la(u, v)| < [lull|v] < Cllv]].

A, eV

A, (v
HAUH — Sllp| U( )‘
v#£0 HU”
< sup Jll0]
v#£0 HUH

= [Jull < oo
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Note que u SELEN A,, donde A(u) = A,. A es una aplicacion de V en V' que es lineal y continua.
Para cualquier ¢ € V' existe un tnico T € V tal que

¢(v) = (1¢,v) para todo v € V.

Debemos mostrar que existe un tnico u € V tal que a(u,v) = Ay(v) = F(v), lo que es lo mismo,
encontrar u:

Ay=F (en V')

T(Ay) =TF (en V).

Se desea encontrar p # 0 tal que la aplicacion T : V. — V definida por Tv := v — p (TAv — TF)
satisfaga ||T'(v1) — T'(v2)|| < M|jv1 — ve|| para todo v1,ve € V.

En tal caso, en alusion al Teorema de Punto Fijo (Teorema 1.4.6 ) existe un tnico u € V' tal que
Tu=u=u—p(tAu —TF),

entonces

T (Au) = TF (enV).

Mostremos que p # 0 existe. Sean vi,v2 € V y v = v — v9

|Tv1 — Tws||? = ||lv1 — p (TAvy — TF) — vg + p (TAy, — TF) ||?
— o~ prau|?
= (v — pTAv,v — pTAV)
= ||lv||* = 2p(tAv,v) + p*(TAv, TAV)
= [[v[|* = 2pAuv(v) + p* Av(TAv)
— ol 2pa(v, ) + pa(v, TA,)
< ||v|* = 2pal|v||* + p*C|lv||||TAv| (Por coercividad y continuidad)
< Jlol*(1 = 2pa + p*C?)
= |lv1 — v 2(1 — 2pa + p*C?)
< Jlor — val M2

Debemos recordar que « es la constante otorgada por la coercividad de a(-, -). Por tanto necesitamos
que
1 —2pa+ a?C? <1 para algin p.
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Desarrollando tenemos
p(pC?% — 2a) < 0.

Para lo cual p > 0y —2a + pC? < 0, que es equivalente a p € (0,2a/C?) y asi entonces M < 1
concluyendo la prueba.

Teorema 1.4.8. Bajo las condiciones (1.6) el problema variacional (1.7) tiene solucion unica.

Demostracion. Las condiciones (I)-(II) de (1.6) garantizan que (V, (-, -)) es un espacio de Hilbert. Si
aplicamos el Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.4.7) concluimos la demostracion. t

Teorema 1.4.9. Bajo las condiciones (1.6) el problema variacional (1.8) tiene solucion inica.

Demostracion. Como Vj, es un subespacio de dimensién finita de V, este resulta ser un espacio de
Hilbert que al heredar las propiedades de V' cumple con las hipétesis del teorema anterior. Asi pues
queda demostrado este teorema. ]

Compararemos las soluciones analiticas y aproximadas de estos problemas variacionales. Sea u la
solucion al problema variacional (1.7) y up la solucién al problema de aproximaciéon (1.8). Para
estimar el error ||u — up|y introduciremos el siguiente teorema:

Teorema 1.4.10 (Teorema de Céa). Supongamos que las condiciones (1.6) se mantienen y resuelven
(1.7). Para uy, € Vj, la solucion del problema variacional discreto (1.8) tenemos

Ju=unlly < < min o
u—1u — min ||ju — v
hilV = o eV, Vs
donde C' es la constante de continuidad y « es la constante de coercividad de a(-,-) en V.

Demostracion. Ya que a(up,v) = F(v) paratodov € V' y a(up, v) = F(v) para todo v € V}, tenemos:

a(up,v) — a(up,v) = a(u — up,v) = 0 para todo v € V. (1.9)

Por la coercividad de a(-,-), para todo v € Vj,

allu — uhH%/ < a(u — up,u —up)

a(u —up,u—v) + alu — up, v — up)
= af

a(u — up,u —v) (porque v — vy, € Vj, y por (1.9))

< Cllu — up||v||lu — v||v. (por la continuidad de a(-,-) )
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Se obtiene:
C
lu — uplly < —l|lu —v||y para todo v € V.
a

Por lo tanto, dado que V}, es cerrado,

C C
_ < = fnf [ju— = = min |lu—oly.
lu —unlly < MlgvhHu vlly o [oin |u —vlly
O

A continuaciéon haremos un acercamiento hacia el significado de una discretizacion de dominios,
con propoésitos de trasladar y resolver nuestros problemas variacionales. Nos guiaremos del libro de
Braess [2] para exponer y definir algunos conceptos que luego requeriremos.

1.5. Meétodo de elementos finitos

Los espacios en los que se hallan soluciones numéricas de problemas variacionales asociados a pro-
blemas de valores de frontera se denominan espacios de elementos finitos. La estrategia a seguir es
la de dividir el dominio en subdominios (elementos) en los que se consideran funciones que se redu-
cen a polinomios en cada subdominio. Para problemas bidimensionales se suelen escoger tridngulos o
cuadrilateros. Para problemas tridimensionales, se pueden escoger tetraedros, cubos, paralelopipedos
rectangulares, etc.

Algunas de las propiedades referidas a los espacios de elementos finitos son:

(1) Decimos que una particion de un dominio es regular, si todos los elementos, tridngulos o cua-
drilateros son congruentes.

(2) En espacios de dos variables definimos el conjunto de polinomios de grado menor o igual que ¢

Pri={u(z,y) = Z Cik:xiyk}

i+k<t

teniendo claro que ¢,k > 0. Si se utilizan todos los polinomios de grado menor o igual que ¢,
llamaremos a estos elementos “elementos finitos con polinomios completos”.

(3) Las restricciones a los bordes de los elementos son polinomios en una sola variable y ocasional-
mente se exige que su grado sea menor que t.

(4) En el contexto de las funciones se dice que un elemento finito es un elemento C*, siempre que
esté contenido en C*(9).

Tendremos en consideraciéon trabajar en dominios poligonales en los que la tarea de dividir en
elementos tridngulos o cuadrilateros es mas sencillo.
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Definicion 1.5.1. El parametro h es definido como: h := maxypeg hr, donde hr es la mitad del
didmetro de T

Definicién 1.5.2. (1) Una particion de § = {T1,Ts, -+ ,Tar} de Q en elementos triangulares o
cuadrilaterales se llama admisible siempre que se satisfagan las propiedades:

M
m o=
i=1
(11) Si T; N7} resulta en un solo punto, entonces dicho punto es un vértice comun de T; y Tj.

(111) Sipara i # j, T; N Tj resulta en mas de un punto, entonces 7; N7 es un borde comin de
ﬂ y Tj.

(2) Escribiremos J, en lugar de I cuando el diametro de cada elemento sea como méaximo de 2h.

(3) Una familia de particiones {J,} se llama forma regular siempre que exista un ntmero k£ > 0 tal
que cada T € {J,} contiene un circulo de radio pp > hp/k.

(4) Una familia de particiones {J3,} se llama uniforme si existe k& > 0 de tal manera que cada
T € {J,} contiene un circulo de radio pr > h/k.

En Braess [2| se hace las siguientes observaciones:

Observacion 1.1. Los elementos triangulares mas faciles de construir son los elementos de C?,
formado por polinomios completos. El conjunto de polinomios P; es invariante bajo transformaciones
lineales afines es decir, si para un polinomio v de grado t aplicamos una transformacion lineal afin

y expresamos u en las nuevas coordenadas, obtendremos nuevamente un polinomio de grado t.

Observacion 1.2. Sea t > 0. Para un triangulo T, supongamos 21, z2,--- ,2g son los S =1+ 2+
-+ (t 4+ 1) puntos de T, que se tienen ¢ + 1 nodos por linea en cada elemento, como se aprecia en
la Figura 1.1. Entonces, para cualquier f € C(T'), hay un polinomio p tinico de grado menor o igual
a t satisfaciendo la condicion de interpolacion p(z;) = f(zi), i € {1,2,---,S}.

Definicion 1.5.3. Supongamos que para un espacio de elementos finitos, existe un conjunto de
puntos que determinan de manera tnica cualquier funcién debido a los valores que asume en dichos
puntos. El conjunto de funciones que asumen valores distintos de cero en uno de los puntos forman
una base para el espacio, llamaremos base nodal.

La construccién de elementos CV garantizan la continuidad mediante el uso de suficientes puntos
en los bordes del tridngulo; construiremos su base nodal respectiva. Sea t > 1, supongamos que
disponemos de una triangulacion de . En cada triangulo colocamos s := (¢ + 1)(¢ + 2)/2 puntos
como se indica en la siguiente Figura 1.1, para que hayan ¢ + 1 puntos en cada borde.

Por la Observacion 1.2 en cada tridngulo se determina un polinomio de grado menor o igual a ¢
eligiendo valores en estos punto. La restriccién de cualquiera de estos polinomios a un borde es un
polinomio de grado menor o igual a ¢ en una variable. Ahora, dado un borde los dos polinomios en
cada lado interpolan los mismos valores en los puntos t+1 en ese borde, y por lo tanto deben reducirse
al mismo polinomio unidimensional. Es lo que garantiza la continuidad global de los elementos.
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Figura 1.1: Estos son los nodos de la base nodal para elementos triangulares lineales, cuadraticos y
ciibicos respectivamente

Para trabajar en elementos con polinomios completos se introduce la siguiente notacién.

MFE = Mk(g) = {U € LQ(Q);’U|T € Py, para todo T € Cj},
ME =M N C(Q) = MF N HY(Q),
Mg o == MF N H.

La formulaciéon de muchos fendémenos fisicos se ve estrictamente ligada a una ecuacién diferencial en
derivadas parciales. Tal es el caso de la transmision del calor, del electromagnetismo, de la mecanica
de fluidos o del anélisis estructural y el método de elementos finitos es un método numeérico para
la solucién de ecuaciones diferenciales. El método consiste en dividir el dominio sobre el que estan
definidas estas especificas ecuaciones diferenciales que caracterizan el problema fisico, en pequenos
subdominios también llamados elementos (finitos) de modo que se logre una particion (discretizacion)
de este.

Se definen preferiblemente funciones polinémicas en cada elemento de tal manera que construyan
una base para el espacio de funciones al que pertenece la solucién del problema fisico. La solucién
serd expresada a través de una combinacién lineal de elementos de esta base y el objetivo consistira
en encontrar estos coeficientes: El sistema de ecuaciones lineales resultante, definird una matriz
(matriz del sistema) que eventualmente podra resolverse por simple calculo numérico. En definitiva,
con esta metodologia en lugar de obtener la solucién exacta a la ecuacion diferencial, se obtiene un
valor aproximado de la solucion. Cabe destacar que entre més denso sea la particiéon del dominio
mas precisa serd la solucién aproximada del problema.
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Capitulo 2

Problemas de punto de silla

Esta seccion se apoyara en el libro de Braess [2]; a continuacién requeriremos los conceptos, temas
que se abordaron en “Preliminares”. Nuestro objetivo en este capitulo es el de trabajar en problemas
variacionales de punto de silla sobre espacios de Hilbert y asi mismo estudiar la existencia y unicidad
de su solucién.

El siguiente teorema se encuentra en el libro de Braess [2, pag.35] y para el proceso de formulacion
de problemas variacionales se requerird mucho.

Teorema 2.0.1 (Teorema de Caracterizacion). Sea V' un espacio vectorial lineal, ya : VxV — R
una forma bilineal simétrica positiva, es decir, a(v,v) > 0 para todo v € V, v #0. Sea £ : V — R
un funcitonal lineal. Entonces la funcional

j(v) = %a(v,v) — (£, v) (2.1)

tiene un minimo en w € V si y solo si a(u,v) = (¢,v) para todo v € V.

Nota. El espacio de funciones lineales es un espacio vectorial lineal. Optaremos por escribir (¢,v) en
lugar de ¢(v), esto debido a la estricta relacion de simetria que tiene con af(-,-).

Demostracion. Supongamos u € V tal que a(u,v) = (¢,v) para todo v € V, veamos que u es un
minimo de j definido en (2.1). Sean u,v € V y t € R, observe que u + tv € V pues V es espacio

vectorial lineal. Tenemos

jlu+tv) = %a(u + tv,u + tv) — (L, u + tv)
= % (a(u,u) + a(u, tv) + a(tv,u) + a(tv, tv)) — (€, u) — (¢, tv)
1 t t t? ’ L0
— §a(u,u) + 5a(u,v) + ia(v,u) + Ea(v,v) — (b, u) — t{l,v)
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1 1
= §a(u, u) — (L, u) + tla(u,v) — (¢, v)] + §t2a(v,v)

. 1
=j(u) + tla(u,v) = {{,v)] + 5752@(’1), v),
con t =1y puesto que a(-,-) es positiva se obtiene

1
Jjlu+wv) =j(u)+ ia(v,v) > j(u) para todo v € Vcon v # 0.

Por lo tanto u es punto minimo y es tnico.

Ahora, asumiendo que u es un minimo de j, veamos que a(u,v) = (¢,v) para todo v € V; Como
u es minimo de j entonces la funcion ¢ — j(u + tv) tiene un minimo cuando ¢ = 0. Por lo tanto

derivando con respecto a t tenemos que a—‘i = a(u,v) — (¢,v) + ta(v,v) el cual se anula en ¢ = 0,

luego

a(u,v) — (¢,v) =0 para todo v € V.

Ahora introduciremos problemas variacionales con restricciones.
Sean X y M espacios de Hilbert, y supongamos las formas bilineales continuas a, b tales que:
a: XXX —R, b:XxM-—R.
Sea f € X' vy geE M'. Denotamos tanto el par dual de X con X como el de M con M’ por (-, ).
Consideremos el siguiente problema de minimos.

Problema (M) Encontrar el minimo sobre X del funcional

) = Souu) = (f,w) 22

sujeto a la restriccién
b(u, ) = (g, ) paratodo p € M. (2.3)

Ahora, nos esforzaremos para ver el Problema (M) como un problema variacional de punto de
silla y para ello nos ayudaremos de la funcién de Lagrange. Para A € M, la funcién de Lagrange
asociada al Problema (M) esta determinada por:

L(u, A) == j(u) + [b(u, ) — (g, \)]. (2.4)
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Note que L(u, \) = j(u) siempre que (u, A) satisfagan la restriccion (2.3) del Problema (M), asi
pues, encontrar una solucion del Problema (M) equivale a encontrar un minimo de £(-, ) para A
fijo, sin embargo, no hay garantias de que el minimo obtenido en la funcién de Lagrange satisfaga la
restriccion del Problema (M) asi deberiamos seleccionar A de tal manera que el minimo obtenido
en L satisfaga la restriccion (2.3); Es este detalle el que inspirara la formulacion de un posterior
problema.

Hallar v € X que minimiza a £(-, A) resultara en un nuevo problemas variacional. A continuacion
demostraremos que encontrar u que minimiza a £(-,A) es equivalente a encontrar u € X tal que
a(u,v) + b(v, \) = (f,v) para todo v € X.

Observe que nuestra funcion de Lagrange solo contiene expresiones bilineales y cuadréticas en u y A.
Supongamos que u es el minimo de £, aplicando la misma técnica de la demostracién del Teorema
de Caracterizacion (Teorema 2.0.1). Para la funcion de Lagrange

L(u, A) := j(u) + [b(u, A) = (g, M),

dados u,v € X yt € R u+tv € V tenemos

L(u+tv,\) = %a(u—l—tv,u—ktv) — (f,u+tv) + [b(u + tv,\) — (g, \)]

2

= () + tla(u,v) = {,0) +b(w, )] + b, X) = {9, X) + Ta(v,v),

Como u es minimo de £ entonces la funcion ¢ — L(u + tv, ) tiene un minimo cuando t = 0.

L
Derivando £(u + tv, ) con respecto a t obtenemos que %t = a(u,v) — (f,v) + b(v,\) + ta(v,v), la

cual se anula en ¢t = 0 resultando en

a(u,v) + b(v,\) = (f,v) para todo v € X.

Del Problema (M) junto con la funciéon de Lagrange £ y siguiendo el anterior analisis, podemos
formular el siguiente problema variacional de punto de silla.

Problema (S) Encontrar (u,\) € X x M con

a(u,v) +b(v,\) = (f,v) paratodo ve€ X, (25)
b(u,p) = (g,n) paratodo pe€ M. .

La solucion (u, \) € X x M del Problema (S) es un punto de silla de £ debido a que cumple

L(u,p) < L(u,\) < L(v,\) para todo (v, u) € X x M.
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De la desigualdad anterior se tiene que u minimiza a (2.4) cuando A estd fijo y A\ maximiza a £
cuando u esta fijo. La primera componente de un punto de silla (u, ) proporciona una solucién del
Problema (M).

Observacion: Solo podemos garantizar multiplicadores de Lagrange (\) bajo hipotesis adicionales:
este comentario se hace por el papel que tiene la restriccion (2.3) del Problema (M) en la bisqueda
de A € M (multiplicador de Lagrange). El siguiente ejemplo, expuesto en el libro de Braess [2,
pag.130] ilustra el problema que puede generarse al buscar puntos minimos en determinada ecuacion
cuando se anaden restricciones (en este caso, inclusive linealmente dependientes a fin de mantener
el mismo minimo). Veremos que exhibir especificamente los multiplicadores de Lagrange no nos sera
posible.

Ejemplo 2.0.2. Consideremos el siguiente problema de minimos en R?: Minimizar la ecuacién
z? + 3% = 0 sujeta a la restriccion x + y = 2.

La funcién de Lagrange asociada a este problema es £(x,y,\) = 22 + 3% + Mz +y — 2) y para ella
tenemos:

OL@ v N _ g0y
ox
dy

Igualando estas derivadas parciales a cero obtenemos 2x + A = 2y + X lo que es equivalente a x =y
vy dado que = 4+ y = 2 podemos concluir que: =1, y =1y A= —2.

Ahora minimicemos 22 + y?> = 0 sujeta a las restricciones © +y = 2 v 3z + 3y = 6, observe que
estas restricciones son linealmente dependientes, claramente conservaremos el minimo del anterior
problema. Analicemos que ocurre con los multiplicadores de Lagrange: Para la funcién de Lagrange
L(z,y,\p) =22 +y> + Mo +y—2) + u(3z + 3y — 6),

0L A
OL@ Yy M) _ o0y x v 3y
oz
oL (x,y, A,
dy
Dado que x + y = 2 entonces A + 3u = —2 lo cual significa que, los multiplicadores de Lagrange no
estdn definidos de manera tnica. Cualquier combinacién de A, u € R tal que A+ 3 = —2 conducira

a un minimo de la funcién de Lagrange.

Ahora, nuestro propésito consistiré en construir la teoria necesaria para garantizar ciertos isomor-
fismos que permitan transformar el Problema (S) a otro problema para garantizar su respectiva
solucion.

29



CAPITULO 2. PROBLEMAS DE PUNTO DE SILLA

Sean X e Y espacios de Banach con sus respectivos espacios duales X' e Y. El par dual se escribira
como (-,-) sin hacer referencia a los espacios. Sea L : X — Y un operador lineal acotado. Para
y* €Y', & — £y () := (y*, L) define una funcion continua en X. El adjunto de L es el mapeo

lineal

L'y —Xx
y* — Ly, es decir (L'y*, z) == (y*, Lz).

Observacién: El operador adjunto se puede utilizar para determinar la imagen de L. Considere
V C X conjunto cerrado. Definimos el conjunto polar de V' como

V0= {e X'; (¢,v) = 0 para todo v € V}.

Asi mismo definimos el complemento ortogonal de V' como

Vi={z e X;(x,v) =0 para todo v € V}.

El siguiente teorema servird como herramienta para demostraciones en teoremas posteriores.

Teorema 2.0.3 (Rango Cerrado). Sea X y Y espacios de Banach, y sea L : X — Y un mapeo
lineal acotado. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La imagen L(X) es cerrada en'Y,

(1) L(X) = (kerL')".

El siguiente teorema se extrae del libro de John B. Conway |3|

Teorema 2.0.4 (Aplicacion Inversa). Sean U y V dos espacios de Banach y sea T : U — V una
transformacién lineal acotada que es biyectiva, entonces T~' es acotada.

Sean dos espacios de Hilbert U y V, dada una forma bilineal a : U x V' — R definiremos un
operador lineal L : U — V' asociado a esta forma como: (Lu,v) := a(u,v) para todo v € V.

. .. .. ’
Comunmente nos enfrentamos a problemas variacionales con la siguiente estructura: Dado f € V',
debemos encontrar u € U tal que

a(u,v) = (f,v) para todo v € V. (2.6)

Podemos escribir formalmente v = L™ f.
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Definicién 2.0.5. Sean U y V espacios lineales normados. El mapeo lineal L : U — V' es un
isomorfismo si y solo si es biyectivo, y ademés tanto L como L~! son continuos.

Teorema 2.0.6. Sean U y V espacios de Hilbert. El mapeo lineal L : U — V' es un isomorfismo
sty solo si la forma asociada a : U x V. — R satisface las siguientes condiciones:

(1) (Continuidad). Entonces existe C > 0 tal que

|a(u, )| < Cllulluv]lv.

(11) (Condicion Inf-Sup). Entonces existe a > 0 tal que

up 200:0)

> a||lu|ly para todo u € U.
vev [lvllv

(111) Para cualquier v #0 €V, existe u € U con

a(u,v) # 0.

Suplemento: si tenemos (1) y (11), entonces

L:U— {veV;a(u,v) =0 para todo u e U}’ c V',

es un isomorfismo. Ademds, (111) es equivalente a

| Lull\ > aof|ul|lv para todo v € U.

El nombre de la condicion (11) proviene de la formulacion “equivalente”

fuf sup 205 o @D
uet ey Tulloliolly

Demostracion. Asumiendo (1),(11), (111) demostraremos que L es un isomorfismo, en particular vamos
a demostrar que L y L™! son continuas, demostraremos la inyectividad de L y asi obtendremos el
suplemento.

Demostremos la continuidad de L. Por la continuidad de a(-,-) tenemos que existe a > 0 tal que
la(u,v)| < allully||v]ly para todo (u,v) € U x V,

dividiendo entre ||v||y a ambos lados de la igualdad, y asi mismo tomando el supremo a ambos lados
sobre los v € V,

|a(u, v)]

sup ———— < sup «a|u||y para todo (u,v) € U x V,
vev  lvllv veV
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teniendo en cuenta que a(u,v) = Lu(v) para todo v € V' y que || Lul|,» := sup,ey ———— entonces

la(u, v)|
13%

ILullys < alluly ¥(u,0) € U x V.

Veamos que L es inyectiva: Sean ug, ug € U tales que Luy = Lug, por definicion Luj (v) = a(ug,v) =
Luy = a(ug,v) para todo v € V. Entonces a(u; — ug,v) = 0 para todo v € V. Por (11) (Condicion
Inf-Sup) se obtiene

a(uy — ug,v)

sup = sup > af|lur — usllu,

0
veV ]y vev [|v]lv

por tanto ||u; —uz||y = 0, lo que es equivalente a u; —ug = Oy, luego u; = ug. Asi hemos demostrado
la inyectividad de L.

Veamos la continuidad de L=1. Sea f € L(U), como L es inyectiva existe u € U tal que u = L~1(f),
se debe probar que ||[L7(f)|lv < a| f|l,. Razonando por el absurdo, supongamos que para todo
o > 0 tenemos que |[L7'(f)|lv > a|f||;, teniendo en cuenta que f = L(u),

lully = IL7HL)llo = 1L (Hllv > allfllv = all L)y,

finalmente tenemos o|| L(u)||,» < [[ul|r, que al dividir a ambos lados de la igualdad entre « resulta en
1 oo

| L(u)|l, < —=|lull, como esto es valido para todo o > 0, consideremos una sucesion {} — 0,
[0 (673 i=1

luego como || - || es continua entonces ||L(u)||,» = 0, por tanto L(u) = 0 y como L(u) = f entonces

f =0 lo cual es una contradiccién pues L es inyectiva. Asi, L™! es continua.

Por el Teorema de la Aplicacion Inversa (Teorema 2.0.4) tenemos que L(U) es cerrado en V'. Por el
Teorema del Rango Cerrado (Teorema 2.0.3) llegamos a que L(U) = (KerL')°.

Identificaremos el espacio bidual V" como V debido a que los espacios de Hilbert son reflexivos.
Aplicando la definiciéon de L, tenemos que el operador adjunto L' : V' =V — U’ esta definido

mediante
!

(L (v),u) := a(u,v) para todo u € U,

por tanto tenemos

L(U) = (KerLl)O = {v € V;a(u,v) = 0 para todo u € U}O

probando el suplemento.

Ahora, usando la condicion ((111), tenemos L(U) = (KerL ) = {0y} y como todo funcional lineal
de V' se anula en Oy entonces L(U) = V', por tanto L es un isomorfismo.

Ahora, asumiendo que L es un isomorfismo probemos las condiciones (111), (11) y (I11).
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(1) (Continuidad de a(-,-)): Debido a que Lu es un funcional continuo en V' entonces, existe o > 0

tal que || Lul|,» < allully, teniendo en cuenta que ||Lull, := sup,ecy W, para ||[v||y # 0 se
vllv

tiene

a(w o) _ oo

< aljullv,
lollv: ~ wev [lvllv

de lo cual se sigue que

|a(u, v)| < afluflu o]y

(11)(Condicién Inf-Sup), del hecho de que L~! es continuo por ser L un isomorfismo se sigue que,
para w € V' existe o > 0 tal que ||L~ (w)| < aljwl||. Por la sobreyectividad de L existe u € U tal
que Lu = w, luego |lu| = ||[L=(w)|| < a||Lu| aplicando la definicién de L y las norma del dual

L
Ll = sup 120 o 0)
vev vllv wev lvllv

tenemos

1
> —|lullv-
o}

Este resultado se obtiene para todo el conjunto de preimagenes de L asf,

1
| Lully > a||u||U para todo u € V

Para la condicion (111): Sea cualquier v € V| y sea f € V' tal que flv) = a # 0, como L es un
isomorfismo entonces existe u € U tal que Lu = f, finalmente tenemos a(u,v) = a # 0.

Nos daremos cuenta que mas a menudo trabajaremos con ecuaciones del tipo (2.6), para resolverlas
numéricamente la estrategia consistird en considerar subespacios de dimensién finita U, C U y
Vi, C V donde nuestro objetivo ahora es: Dado f € V', debemos encontrar u, € Uy, tal que

a(up,v) = (f,v) para todo v € V. (2.8)
Asi como en el teorema de Céa, anteriormente visto, calcularemos el error entre dichas soluciones.

Lema 2.0.7. Supongamos que la forma bilineal a : U X V — R satisface las hipdtesis del Teorema
2.0.6. Supongamos que los subespacios Uy, C U y Vy, CV son tales que cuando se reemplazan por U
y V respectivamente, se satisfacen (2.7) y condicion (111) del Teorema 2.0.6. Entonces

C
lu — up| < (1+> if |Ju — wp]|
(67 w}LEUh
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Demostracion. Por (2.6) y (2.8) tenemos a(u,v) — a(up,v) = a(u — up,v) = 0 para todo v € Vj,. Sea
wy, € Uy, arbitrario, entonces a(u—wp, v) = a(up—wp, v) para todo v € Vj,. Para (¢, v) := a(u—wp, v),
tenemos

|a(u — up, v)| Cllu — upl[[|v]]

[f]l = sup = Clu— up)|.

vev, vl VeV, o]l

Note que la funcién Ly, : U, — Vj, generada por a(uy, —wp, -) satisface ||(L,) Y| < 1/a pues, de la
(11)(Condicién Inf-Sup) del teorema 2.0.6 se tiene:

‘a(uh — Wh, U)|

sup < allup — wpl,
veVh [[v]]
, 1L, ()
sea f € V) tal que f(v) = a(up, — wp,v) para todo v € Vj, luego 1/av > SUp ¢y W =
h

I(Ln) -

Por tanto,

[un = wpl| < a7 < a7 Cllu — wp]|.

Por la desigualdad triangular ||u — up|| < ||Ju — wp|| + |Jup — wy||, entonces

_ N o,
llu —up|| < [jJu—wp| + 1C’Hu —wpll < <1 + > inf |Ju—wy].
« wr €U

O

Retomaremos con el estudio del Problema (S), las formas bilineales involucradas en este problema
exigen ciertas propiedades para encontrar una solucion; en el Teoremas de Caracterizacion (Teore-
ma 2.0.1) por ejemplo, requiere simetria y positividad de su forma bilineal implicada. También,
debemos saber que no nos bastard con exigir la independencia lineal de las restricciones, por tanto
transformaremos el Problema (S) y reformularemos (2.5) en una ecuacion de operadores.

Teniendo en cuenta que las ecuaciones (2.5) definen una transformacion lineal

L:XxM-—X xM (2.9)

tal que (u, A) — (f,g). Recurriremos al Teorema 2.0.6 y mas precisamente a (I1) (Condicién Inf-
Sup) para mostrar que L es efectivamente un isomorfismo.

Definimos el operador A : X — X' de tal manera que Au(v) = (Au,v) := a(u,v) paratodo v e
X. El operador A define una correspondencia biunivoca entre los elementos de X y X'
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De igual manera, asociamos el operador B : X — M’y su operador adjunto B' : M — X' ala
forma bilineal b(-,-) de tal manera que para u € X, Bu(u) = (Bu, u) = b(u, pu) para todo uy € M y
para A € M, B'A(v) = (B'A,v) = b(v, \) para todo v € X respectivamente.

Utilizando los operadores A, B, B' y del hecho de que Au(v) = a(u,v), Bu(u) = b(u, i), B X\(v) =
b(v, \) las ecuaciones (2.5) son equivalentes a

Au+ B )= {,
f (2.10)
Bu =g.
Definamos los siguientes espacios
V(g) :=={v € X;b(v,n) = (g, ) paratodo pe M}, 2.11)
Vi={veX;b(v,n) =0 paratodo pecM}. '
Note que kerB = {v € X; Bv(u) = b(v, ) = 0 para todo p € M} =V.
Lema 2.0.8. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) Eziste una constante 5 > 0 tal que
b
inf sup blo, p) > B. (2.12)
neM yex [[ofllpll
(1) El operador B : V+ — M’ es un isomorfismo, y
|Bv|| > Blv|| para todo v e V*E. (2.13)
(111) El operador B : M — VON X' es un isomorfismo, y
1B ull > Bllull  pora todo € M. (2.14)

Demostracion. Probemos que (1) implica (111); Por el Suplemento de Teorema 2.0.6, la condicion (1)

b(v, p) b(v, 1) / (v, )|
> fllul|, entonces || B p|| = sup,cy >
[[v][]] vl ]l VSR v]]

> B es equivalente a sup,,¢c x

1/nflLEJW SUPye x

Bllull-

Probemos que B : M — V9N X' = (kertB)° es un isomorfismo. Dado que b(-,-) es una forma
bilineal continua y la Condicién Inf-Sup es satisfecha, aplicando la primera parte del Suplemento del
Teorema 2.0.6 se concluye que B’ es un isomorfismo.
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Supongamos que se cumple la condicién (111), demostremos que B : V- — M " es un isomorfismo.
Para v € V=, definamos un funcional g € V° mediante g(w) = (v, w). Como B’ es un isomorfismo,
entonces existe A € M tal que

B(A\)(w) = b(w, A) = (v,w) paratodo w e X. (2.15)

Por la definicion del funcional g, por el Teorema de Representacion de Riesz ||g|| = ||v|| y por (2.14)
2

entonces ||v|| = ||B'A|| > B||Al|, equivalentemente ol > B]|v||- Ahora sustituyendo w = v en (2.15),

1A

obtenemos

b(v, b(v, A v,V v||?
sup(“)z( ) _ () vl > 8lul].
pedt |1 Al YR

Por hipotesis b(-, -) es continua y satisface la Condicion Inf-Sup y ademads para cualquier p # 0 € M
existe v € V+ de modo que b(v, ) #0. Asi B: V+ — M’ satisface las tres condiciones del Teorema
2.0.6, y por tanto es un isomorfismo.

Supongamos que la condicion (11) se satisface, veamos que se cumple (1). Tenemos que B : V+ — M
es un isomorfismo y para algtn 8 > 0, ||Bv| > B||v|| para todo v € V+. Para p € M, su norma
via dualidad es

{9, 1)

el = sup |
gent gl

Como B es un isomorfismo, para todo g € M’ existe v € V+ tal que Bu = g y por la definicién de
B tenemos Bv(u) = g(u) = b(v, ) para todo pu € M. Puesto que ||Bv|| > B||lv|| Vv € V= entonces:

B b b
Il = sup ) _ o B sup W p) gy 20
gerr gl weve [IBull  peve 1Bl = pepr Blvll

blv, 1)
Blvll

El bosquejo general de la prueba inicia demostrando (1) implica (111), (111) implica (11) y en su ultima

De esto se sigue que ||p|| < sup,ey 1 ——, lo cual es equivalente a la condicion (I).

etapa (I11) implica (1). Asi hemos demostrado la equivalencia entre estas tres propiedades.

O]

Teorema 2.0.9. (Teorema de descomposicion de Brezzi) para el problema de punto de silla Pro-
blema (S) (2.5), la transformacion (2.9) define un isomorfismo L : X x M — X' x M’ si y solo
st se cumplen las siguientes condiciones.
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(1) La forma bilineal a(-,-) es V-eliptica, es decir, para o > 0 y V el espacio definido en (2.11) se
tiene
a(v,v) > allv||*  para todo v E V.

(1) La forma bilineal b(-,-) satisface la condicion Inf-Sup (2.12).

Demostracion. Supongamos que se cumplen las condiciones (1) y (11). Primero mostramos que para
cada par de funciones (f,g) € X' x M, hay exactamente una solucion (u, \), del problema del punto
de silla que satisface

_ _ C
Jull < a1 #5714 S ol

(2.16)
< s (1 S )+ (14 5) Sl

El conjunto V(g) es distinto de vacio. Por el Lema (2.0.8)(11), existe ug € V* con Bug = g. Ademas,
luoll < 8" lgll-

Con w := u — ug, (2.5) es equivalente a

a(u — ug + ug,v) + b(v, A) = a(w,v) + a(ug,v) + b(v,\) = (f,v) paratodo v € X,
b(u — up + uo, p) = b(w, p) + bug, ) = (g, 1) para todo p€ M.

Luego,
a(w,v) + b(v,\) = (f,v) — a(up,v) paratodo ve X,

(2.17)
b(w,pu) =0 paratodo pe M.

Por la elipticidad y continuidad de a(-,-) podemos aplicar el Teorema de Lax-Milgram y el Teorema
de Caracterizacion para concluir que el funcional

%a(v,v) — (f,0) + aluo, ) (2.18)

tiene un minimo en w € V tal que

allw]? < a(w,w) = (f,w) — a(ug, w) < || f|[l|w]| + Clluo] [lw],

dividiendo entre a/|w|| a ambos lado de la desigualdad, y del hecho de que |lug|| < 37!||g] se sigue

lwll < a7 (IF] + Clluoll) < o~ (Ifll + CB™ lgl). (2.19)
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Observe que del Teoremas de Caracterizacion (Teorema 2.0.1) se sigue que

a(w,v) = (f,v) — a(ug,v) paratodo veV. (2.20)

Remitiéndonos a la ecuaciones (2.17), debemos encontrar A € M tal que

b(v,\) = (f,v) —a(up + w,v) paratodo ve X.

El lado derecho define un funcional sobre X', que segin el Lema (2.0.8)(111) cae en VO, se puede
representar como B'\ con A € M y ademas B||\|| < || B p|| para todo A € M, asi
\b(v,,u)| \(f,v)—a(uo—i—w,v)] |<f,v>—a(u,v)\

BlIAI < HB,MH sup = sup = sup ,
vex vl vEX [ v]] veX [[v]]

por la continuidad de a(-,-) y la desigualdad triangular se cumple que

, 0| + |a(u, v v|| + C|lu|||v
S < sup (L2 HlaCu )l _ Il Clalllell _ e
vex ]l vex ]l
Luego,
A< B+ Cllul)- (2.21)

Las desigualdades (2.16) se sigue de (2.19), (2.21), del hecho de que [Jug|| < 871||g|| v la desigualdad
triangular [lu]| < fJuol| + [lwl], veamos

lull < [luoll + llwll < 87 HIgll + o~ (£l + CB gl)
=a £+ 87 gl + a7 CB gl

=+ 57 (14 bl

mientras que,

C
< 5 17+l < 57 (114 € (s +57 (1) hal )
=5 s1+ 670 (a7t + 67 (1) bl
=5 A+ 57 ca s+ 5 (14 ) ol

=5 (1+ ) s+ 57 (142) Sl
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Note que u existe como derivado de la existencia de w es cual se descomponia como u — ug; A existe
por el isomorfismo planteado en el Lema 2.0.8(111). Ambos u y A son tnicos.

Ahora, si reemplazamos f =0, g =0, v = u, 4 = —X\ en las ecuaciones (2.5) obtenemos a(u,u) +
b(u, \) = 0y b(u, —\) = 0 de lo cual se sigue que a(u,u) = 0; debido a que v € V' y la forma a(-,-) es
V-eliptica entonces u = 0. Particularmente se tiene que Sup,|b(v, A)| = 0, y por la condicion Inf-Sup
(2.12) se sigue A = 0. Asi hemos probado la inyectividad y sobreyectividad de L. Como L es acotado
inferiormente como se ve en (2.16) entonces L~! es continua.

Supongamos que L es un isomorfismo, veamos que las condiciones (1) y (11) son satisfechas.

Veamos que a(-,-) es V-eliptica: Sea v € V, por el teorema de representacion de Riesz, existe un
f eV tal que
f(w) = (w,v) para todo w € V

con || f|ly» = |lv|lv- Por el Teorema de Hahn-Banach, existe f: X — R tal que Hf||X/ = [ flly
y a su vez, existe (u, \) con (u,\) = L~(f,0) pues L definido mediante las ecuaciones (2.5) es un
isomorfismo, por lo tanto Bu = 0 = b(u, u) para todo p € M lo cual implica que u debe satisfacer
a(u,w) = (f,w) para todo w € V' y ademas,

l]? = (v,0) = (f,v) = | [} = alu,v). (2.22)

Aplicando el teorema de la caracterizacion se obtiene que u es un minimo del funcional j(v) =
%a(u,u) — (f,v) en V, es decir,

a(u,u) = (f,u) = j(u)

N | =

) = a(0,0) = (£,0) 2

por tanto, fa(v,v) — a(u,v) > Sa(u,u) — a(u,u) = —%a(u,u). Aplicando la continuidad de af(-,-),
(2.22) y puesto que L~! es acotada, tenemos

1
ia(v,v) > a(u,v) — ia(u,u)

> [ FI* — ful®
> [lol® = C2llfI? = (1 = Ca) o]

Veamos que la condicion Inf-Sup (2.12) es satisfecha: Por ser L un isomorfismo, para cualquier
g € M, existe un (u,\) € X x M con L=Y(0,9) = (u,\) tal que |lu|| < ¢||g|. Por otra parte, sea
ut € V* la proyeccion de u sobre V=, recordemos que esta proyeccion es tnica y ademés es un

operador lineal acotado, es decir, |Jut| < C|ul|, asi la aplicacién g — u — ut

es inyectiva y
acotada, e implicitamente corresponde al operador B restringido al espacio V*, asi, B: V+ — M /
serfa un isomorfismo, con || Bul || = [|g|| > L|u|| > Z|lut||. Aplicando el Lema (2.0.8) (I1), se obtiene

el resultado deseado.
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Ahora analizaremos la solucién numérica de problemas de punto de silla. Elegimos subespacios de
dimension finita X C X y M) C M, veamos el siguiente problema.

Problema(S},)

Encontrar (up, Ap) € Xp x M}, tal que

a(up,v) + b(v, A\p) = (f,v) para todo v € X, (2.23)
b(un, ) = (g,p) para todo p € M. '

Este enfoque es llamado un método mixto. Asi como en el Lema 2.0.7, necesitamos garantizar que
los espacios de elementos finitos escogidos Xp y My, satisfagan las mismas condiciones que X y M
satisfacian en el Teorema 2.0.9. Propiedades como la Coercividad o la propiedad Inf-Sup pueden
suponer un desafio pero sin embargo son fundamentales para la estabilidad del calculo de elementos
finitos.

De manera analoga a (2.11) definimos el siguiente espacio:

Vi :={v € Xp;b(v, u) = 0 para todo p € My}.

Definicién 2.0.10. Una familia de espacios de elementos finitos X}, M}, satisfacen la condicién de
Babuska-Brezzi siempre que existan constantes a > 0 y 8 > 0 independientes de h tal que

(1) la forma bilineal a(-,-) es Vj,-eliptica con constante elipticidad a > 0.

(1)
b(v, A
sup b(v, An) > Bl|An]] para todo A € My, (2.24)
veXy HUH

La condicion (11) generalmente la llamaremos condicion inf-sup y es la mas importante de las dos.
El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 2.7 y del Teorema 2.0.9.

Teorema 2.0.11. Supongamos que las hipdtesis del Teorema 2.0.9 se mantienen, y supongamos que
Xy, My, satisfacen las condiciones de Babuska-Brezzi. Entonces

||u—uh|+||x—xh|<c{ nf lu—oall+ it \|A—uh||}. (2.25)
vp€Xp unE€Mp

En general, Vi, ¢ V, sin embargo, obtendremos un mejor resultado en el caso especial de aproxi-
macion cuando Vy, C V. Notamos que en este caso también la aproximacion de elementos finitos de
V(g) puede no ser conforme para g # 0.

40
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Definicién 2.0.12. El espacio X, C X y My, C M satisface la condicion (C') siempre que Vj, C V,
es decir, si tenemos que para cada v, € Xp, b(vp, pp) = 0 para todo pp € My, entonces b(vp, pp) =0
para todo p € M.

Teorema 2.0.13. Suponga que las hipdtesis del Teorema (2.0.11) se satisfacen junto con la condicion
(C). Entonces la solucion del problema (Sy) satisface

— < inf — .
Ju—wnll < faf fu— o

Demostracion. Sea vy, € Vj,(g). Luego usando la continuidad de a(-,-) para todo v € V},

a(uh — Uh, U) = a(uha U) - a(”? U) + CL(U — Uh; U)
= b(v, =An) +b(v, A) + (f,v) = (f,v) + a(u — vy, v)
=b(v, A — A\p) + a(u — vp, v)
< Cllu = wnlllo]l-

Note que b(v, A — \) = 0 debido a la condicion (C). Con v := up, — vy usando el hecho de que a(-,-)
es eliptica, entonces ||up — val|? < a7 Cllup, — vp||||u — vp||; al dividir entre ||up — vi|| v aplicando
infimo a ambos lados

|u—up| <a tC mf |u—wvpl.
v €Xp
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Capitulo 3

Métodos mixtos aplicados a la ecuacion
de Poisson

En 1812 el matematico, gedémetra y fisico francés Siméon-Denis Poisson publica esta ecuacién, la
ecuacién de Poisson. La ecuaciéon de Poisson es una ecuacién en derivadas parciales que modela
muchos fenémenos que acontecen en la naturaleza; Al 4rea de la fisica le resulta particularmente
importante esta ecuacién por su aplicacidon en electrostatica, ingenierfa mecénica y fisica tedrica.
Resolver este tipo de ecuaciones consiste en encontrar las funciones que ocasionalmente bajo hi-
potesis o condiciones que dan informacion sobre la funcién satisfacen la ecuacién en cuestion; Nos
enfocaremos en el tipo de condiciones de frontera que denominamos condiciones tipo Dirichlet, asi
pues para la funcién solucién conocemos su comportamiento en la frontera del dominio afin.

Para nuestro caso, supongamos que u es una funciéon real definida en €2 un subconjunto abierto de
R™, sea g una funcion definida en 9 ( la frontera de Q) y sea f una funcién real; La ecuacion de
Poisson con condicién de frontera tipo Dirichlet queda determinada por

Au(z) = —f paraxz € Q C R",
u = g, sobre ).

Al operador diferencial involucrado aqui se le suele llamar operador Laplaciano o de Laplace y se

n_ o2
define por, Au(x) = ; a;j. Usando el operador V := (88501’ 5’22’ e (983;’n> definimos el operador
gradiente de u como
ou Ou ou
du=Vuyi=|— — ... — 3.1
grad u = Vu (8%,8@, 8) (3.1)
y a su vez, para una funcion real w(z) := (wq(x),wa(x), - ,wy(z)) definida en R™; definimos el
operador divergente de w por
ivw w ; oz, (3.2)
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CAPITULO 3. METODOS MIXTOS

De (3.1) y (3.2) tenemos que Au = div grad u, pues

ou Ou ou "L 9%
1v grad u 1v <8[E17 aﬂf27 ) axn) Zl 8331
La ecuacion de Poisson Au = div grad «w = — f se puede escribir formalmente como el sistema
rad u = o,
& (3.3)
diveo =—f.
Note que div grad u = div o = —f.
Sea Q C RY con d = 2 6 3, para las funciones reales ®(z) := (®1(x), ®1(z), -+, Pg(z)) con z € Q

definimos La(Q)? := {®(x); ®;(x) € L2(Q)}. A partir de (3.3) construyamos un problema variacional;
En primera instancia multiplicamos por T € Lo(2)% a ambos lados de la igualdad en la primera
ecuacion de (3.3), e integramos sobre el dominio €2,

T(Vu) = 1o,

/T(Vu)dx:/’radx,
Q Q
/Tadx—/T(Vu)dx—O.

Q Q

En segunda instancia multiplicamos por v € Hg () en la segunda ecuacién de (3.3) e integramos
sobre el dominio 2 usando el Teorema de Green,

div ov = — fu,

/div ovdx = —/ fudz,
Q Q
—/ Vvad:v+/ ovnds = —/ fudzx,
Q o0 Q
/ Vvodr = / fudzx.
Q Q

Entonces (3.3) conduce directamente a un problema de punto de silla:
Problema mixto primal: Encontrar (o,u) € La(Q)4 x H}(Q) tal que
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(0,700 — (T,Vu)oo = 0 para todo T € Ly(Q)?, (3.4)

—(0,Vv)oa = —(f,v)0a paratodo v € Hg(Q). '
Podemos trabajar con estas ecuaciones desde el marco de los problemas de punto de silla. Como
primera estrategia definiremos espacios y formas bilineales:

X = Ly(N)%, M := HMQ),

(3.5)
a(o,7) == (0,T)o0, b(T,v):=—(1,V)o0

Las formas bilineales se definen a través del producto interno (-,-) en el espacio Hilbert Lg, ve-
rifiquemos la continuidad de a(-,-); Para elementos arbitrarios 9,8 € La(Q)9, se tiene |a(¥,6)| =
1(9,8)0.0] < |[9]x||6]|x. Como HE(Q) C La(2) y en particular para todo v € HZ () se tiene que
Vv € Ly(Q)?, analogo a la verificacion de la continuidad de a(-, -) se comprueba que b(-, -) es continuo.

Ahora, verifiquemos que a(-,-) es Lo-eliptica. Para un elemento arbitrario ¥ € Ls(Q)?, se tiene
la(9,9)| = |(9,9)0.a] = ||V]|* asi pues, para cualquier o > 1 tenemos que |a(d,9)| < afJ|?. Para
verificar la condicién Inf-Sup, dado v € H&(Q) consideremos el cociente que aparece en la condicién
para T := —Vv € Ly(Q)?

b(t,v) —(T,Vv)oa (Vv,Vv)oa ||VUH(2J

= = == = [|[Vullo = [v]1,
I ello Iello IVollo IVllo
s . o . 1
utilizando la desigualdad de Friedrichs obtenemos: c|u\1 > ||v||1 equivalentemente |v|; > =||v]|1, y en
c
\% b(t 1
definitiva si para todo v € H} () se tiene ———"-* b=V U) ||UH1 entonces supc x (7, 0) > —||v||1 para

1= Vollo Itllo
todo v € H}(Q); asi hemos comprobado que la cond1c1on Inf-Sup es satisfecha, pues la constante c
proviene de la desigualdad de Friedrichs y depende solo de Q. El problema de punto de silla (3.4) es
estable.

Ahora, para el problema variacional discreto que deriva de (3.4). Consideramos una particién de
Q que consistird en una triangulacion J;, C 2 como se habla en nuestra Seccién 1.5. Método de
elementos finitos, definimos los espacios discretos para k > 1:

d
X = (Mk71> = {O'h € LQ(Q)d;O'h‘T € Pp_q paral € th},

My, = J\/[]&O = {vy, € HY(Q); vp|r € Py para T € Ty, }.

Claramente para estos espacios las formas bilineales a(-,-) y b(-,-) son continuas y a(-,-) es La-
eliptica. Note que para cualquier v € M}, tenemos que Vv € X}, por lo cual se tiene que VM, C X,
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para verificar que la forma bilineal b(-,-) satisface la condicién Inf-Sup se procede andlogamente
a como se verific en el problema continuo. Para problemas de punto de silla el siguiente espacio
representa una mejor opciéon para los célculos practicos.

H(div, Q) := {1 € Ly(Q)% div T € Ly(Q)}.

Con la norma, del grafo del operador de divergencia,

el aiv. 0 = (Il + lldiv §)"/>. (3.6)

A continuacién definiremos un nuevo problema de punto de silla:

Problema mixto dual: Buscamos (o,u) € H(div,Q) x Ly(Q) tal que

(0,7)o,0 + (div T,u)0,0 = 0 para todo T € H(div, ), (3.7)
(div o,v)0,0 = —(f,v)on para todo v € La(2). '

Asi como se procedié para al anterior problema de punto de silla, definimos espacios y formas
bilineales as:

X := H(div,Q), M = Ly(Q),

a(o,7) :=(0,T)on, b(t,v):= (div T,v)00.

Definimos también el espacio V := {1 € X;b(v, ) = (div T,v)0,0 = 0 para todo v € M}.

Nuestro propésito se centrara en asegurar que las hipétesis del Teorema de descomposicién de Brezzi
(Teorema 2.0.9) sean satisfechas. Claramente, las formas bilineales son continuas, estas se definen a
través del producto interno en el espacio Hilbert Lo, asi la continuidad de las formas a(-,-) y b(:,-)
se comprueban analogamente a como se comprobd en el anterior problema de punto de silla.

Note que para T € V entonces div T = 0, lo cual implica

a(t,7) = ||7l§ = ITlIE + 1div TIF = 1177 qiv.0-
Esto garantiza la elipticidad de la forma a(-, ) en V. Procederemos a demostrar que la forma bilineal

b(-,-) satisface la condicion Inf-Sup; Por la densidad de C5°(£2) en La(R2), dado v € Lo(Q2) existe
w € C§°(Q) con |lv —wlon < [|v]lo,n consecuentemente tenemos

1
lo = wlg = llvllg = 2(v,w) + [lwl§ < 4lIv[g,
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1/3
: (uvH% +ul}) < (w.o),
Ll 1 _(w.)
0 < L (o

dlwlo = 2wl = ol

Por otra parte,

(w,v) < [[wllo[[v]lo,

N = N =

(\vno n ||wuo> (w, ) < lwlollvlo,
(\vuo n kuo)

2
_ <
2HwHO =
1
§HwH0 < lvllo,

el
llo

Finalmente,

1ol _ (w,v)
—lvllo < = < . (3.8)
2 Allwllo  llwllo

Definimos § := inf{z1;2 € Q} y

1
T1(:C):/ w(t, x2, ..., Tn)dt,
3

Ti(r) =0 parai> 1.

Note que T(z) € La(Q)?. Por el Primer Teorema Fundamental del Calculo, entonces

div t(z Z o 8’(1( ) = w(z),

a:m X1

entonces div T(z) = w(x) € C$(Q), en particular tenemos que div t(x) € L2(Q)?, esto verifica
que t(z) € H(div,Q), bajo el mismo argumento que en la prueba de la desigualdad de Friedrichs
obtenemos [|T||g < c|]|wl|o. Cuando nuestro objetivo es probar que la condicion Inf-Sup es satisfecha,

usando (3.8) y partiendo del siguiente cociente;

b(T,v) (div T,v)0,0 (w,v)o.0 1 ol
= B fatl = 0
Il @ive)  ITlg+ Idiv Tll§ = @ +c)wloe ~ 2(1+¢)

y asi se cumple la condicion Inf-Sup.
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Por el Teorema de descompsicion de Brezzi (Teorema 2.0.9), (3.7) define un problema de punto
de silla estable. A primera vista, parece que existe una soluciéon solo en u € Lo(€2). Sin embargo,
u € HY(Q) y ya que C§°(Q)? C H(div, Q) la primera ecuaciéon de (3.7) dice en particular que

8Ti
U
o Oz

dx = —/ o;tidr  para T; € C5O(Q)
Q

Por lo tanto, en vista de la Definicién 1.0.5, u posee una derivada débil % = o; y por lo tanto
u € H'(Q2). Ahora (3.7) junto con la formula de Green y Vu = o implica

/ uTnds-/Vqum+/div Tudx
o0 Q Q

(3.9)
= / O'Td:L’+/ div tudz = 0.
Q Q

Como esto es valido para todo T € C°°(Q)?, podemos concluir que u = 0 asi pues u € HE(Q).
Notemos que las ecuaciones (3.4) caracterizan la solucion del problema variacional

(0.:0)0 — (f,u) — min!

—(o,0)0— (f,u min!

270 (3.10)

Vu—o=0.
Aqui el multiplicador de Lagrange coincide con o y puede eliminarse de las ecuaciones. Por otro

lado, (3.7) surge del problema variacional

L 0)0 = méx
——(o,0 x!
270 (3.11)

dive + f = 0.

Aqui el multiplicador de Lagrange coincide con u de (3.3).

3.1. Elementos de Raviart- Thomas

A continuacion del libro de Braess [2] definiremos los elementos de Raviart-Thomas. Sea k£ > 0,
Q C R?, supongamos que J, es una triangulacion regular de dicho dominio, sean

Xpn = RTy, :={t€ LQ(Q)Q;T\T = (ZT> + cer <x>,aT,bT,cT € P para T € Jy,
T Yy
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TN g continua en los bordes entre elementos}’

My, = Mk(gh) = {U S LQ(Q);’U‘T € P para T € gh}

Observacion 3.1. Braess |2, pag.140] hace el siguiente comentario: La continuidad de los compo-
nentes normales en los bordes en X, garantizan que: X, C H(div, Q). Esta propiedad se tendra en

cuenta para eventuales demostraciones.

Nos interesa saber sobre los elementos de Raviart-Thomas para el caso kK = 0 y nos apoyaremos del
articulo [4] para describirlo mejor y asi también a sus funciones bases con algunas de sus propiedades.
Primero, se definen los elementos de Raviart-Thomas como:

RTy:={qe L*(T):VT €9, JacR*IcRVz € T,q(z) =a+bx y VE € €9, ¢ - vg = 0},

donde:

= ¢ denota el conjunto de todas las aristas de los elementos de la triangulacion I, del dominio
Q, se define como: € := eqUen Uep, siendo eq el conjunto de aristas internas de los elementos
de dicha triangulaciéon, ey el conjunto de aristas involucradas a condiciones tipo Neumann del
problema variacional y €p el conjunto de aristas involucradas a condiciones tipo Dirichlet del

problema en cuestion.

= |q|r := q|1. — q|T_ denota el salto de g a través del borde E =T, NT_ compartido por dos
+
elementos vecinos T4 y T— de Jp,.

= vp es el vector normal unitario a E.

Segundo, para las funciones bases g de los elementos de Raviart-Thomas se advierte que se realizara
una definicion de caracter local para la buena aprehension.

Figura 3.1: Aqui se ven dos tridngulos (elementos) Ty y T que comparten el lado F = 9Ty N OT_
que va del nodo A al nodo B con vector normal unitario vg.
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Definiciéon 3.1.1 (Funciones bases ¢¥g). Consideraremos un tridangulo 7', sus aristas Ej, Fa, F3
opuestas a los vértices Py, P, P3 respectivamente; ademas, sea vg, el vector normal unitario de Ej
elegido con una orientacién fija global, mientras v; denota el vector normal unitario exterior a T a
lo largo de E;. Definimos:

E ,
Ve, = Uj’m{\ (x—Pj) paraj=123y z€T, (3.12)

Figura 3.2: Triangulo T' de vértices P, P», P53 y aristas 1, F», F3 opuestas a Py, P>, P3 respecti-
vamente. Se identifican alturas hi, hg, hg de modo que 2|T'| = |Ej|h; para j = 1,2, 3.

P3
1% 2 yl
Es Ea
h3
P o P,
v
V3

donde |E;| hace referencia a la longitud del lado Ej, |T| hace referencia al area del triangulo T' y el
pardmetro o; = vj - v, es igual a 1 si v, apunta hacia afuera, en caso contrario o; sera igual a —1.

Geométricamente

P P, P
oT| = det(Py— P, Ps— P) =det | ' "2 "3,
1 1 1
Nota. extendemos una fila de unos “1” en la matriz para que el determinante tenga sentido.
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Para un par de elementos vecinos T, T_ de una triangulacion Jy; Ty denota el par de elementos
contrarios a la arista F, as{ mismo identificamos a Py, P_ vértices inicamente pertenecientes a Ty
v T_ respectivamente; Py denota el par de vértices que se oponen a la arista E: La arista F va del
vértice A al vértice B. Entonces vg apunta hacia afuera de Ty a T_ con signo positivo como se ve
en Figura 3.1. Si ' es un borde exterior, es decir F € ep Uey, entonces v = vy es el vector normal
exterior y E C 0T, define T (y T- no esté definido).

Definicién 3.1.2 (Definicion global de ). Dada una arista E € ¢ hay dos elementos Ty, T € J},
tal que £ = 074 N JT_ o bien existe un solo elemento T € I, tal que £ C 0T,. Entonces si Tt
tiene sentido para vértices Pi opuestos a E definimos

£ .
_p
() = 2T (#=Po) sloels (3.13)

0 en otro caso

Lema 3.1.3. Tenemos las siguientes propiedades:

0 en(Ue)\E

(1) ¢E'VE={1 on E

(1) vg € H(div,Q)
(111) (Y : E € w) es una base de RTy

|E|
) + en Tt
(1v) divpg = { ~ |T|

0 en otro caso

Demostracion. Veamos que se cumple (1): Consideremos los elementos Ty con E = T, NT_ como
en Figura 3.1 y definamos wg := int(74 UT-). Sea F' una arista distinta de E en e; notemos que
Vg -vp = 0 para F' ¢ Oeg pues Yg(F) = 0. Para x € F C Jwg el vector (x — Py) es tangente al
borde dwg lo cual implica que ¥g(z) - vp = 0. Ahora, si z € E = F, entonces (z — Py) es la altura
del triangulo 7% que guidndonos por Figura 3.2 y por como se define ¢g en (3.13) nos conduce a

E|

que Pp(r) = |E»\h»hj =1
J1°77

Veamos que se cumple (11): Es claro que g € RTp; dado que ¢p definido solo en Ty (dominio
acotado) y es una funcion lineal, entonces ¢ € L?(£2), por otro lado 9|7, es tal que

|E| 2|
P+
2Ty = 2Ty

x para todo x € T.

YE(r) =+

Note que para cualquier F' € e se tiene que [¢p]p - vp = 0, justamente por los argumentos en la
demostracion de (1). Concluimos entonces que g € RTy(J) y por Observacion 3.1 se sigue que
YE € H(div, ).
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Veamos que se cumple (111): Note que las funciones (g : E € €) estan tnicamente determinadas
por ¥p € RTy(F ) tal que Yp-vp =1 para E=F con F € ey ¢p-vp =01 E # F. Para cualquier
qn € RTj, note que gy, - vg es constante en E € ¢, definimos p;, € RTy como

Dh = qn — Z(Qh VE)VE.
Eew
Por (1) se tiene que pp - vg = 0 para todo E € €. En el elemento T € J}, de aristas E1, Fy, F3
como en Figura 3.2, se tiene pues: py(P;) - vg, = 0 para todo k = {1,2,3} \ j en el vértice x = P;
opuesto a Ej. Dado que py|r es afin, entonces prueba que p, = 0 en T' € Jy, llegamos a que RTp
esté contenido en el conjunto generado por ¥g con E € w. Veamos que (¢Yp : E € w) es linealmente
independiente:

Sea (zp : E € w) conjunto de coeficientes reales tal que p, = Y pc, TE¥E = 0 en el dominio ,
considerando la propiedad (1) se llega a que 0 = pp|r - vF = 2p.

|E|
2|7y |

Veamos que se cumple (1v): Teniendo en cuenta (3.13), si € Ty entonces diviyg(z) = + Si

x ¢ Ty entonces divyyg(x) = 0.

3.2. Resultados numéricos

Como ejemplo numeérico resolveremos la formulacion mixta dual (3.7) asociada a la ecuacion de
Poisson con condicién de frontera tipo Dirichlet con solucién exacta (6, ) = r2/3 sin(26/3) definida
en coordenadas polares (6,7), y f = 0 en el dominio en forma de L Q := (—=1,1)?\ [0,1] x [-1,0],
con u = up en la frontera Dirichlet I'p := {0} x [—1,0] N [0,1] x {0}; se consideran los espacios
discretos Xj, = RTy y Mj, = MY, este tltimo, el espacio de las funciones constantes, para aproximar
la formulacién mixta.

Los algoritmos utilizados para la implementaciéon numérica fueron extraidos en gran medida del
articulo [4]. La direccion electronica desde donde se pueden descargar estos algoritmos es: https:
//www.math.hu-berlin.de/"cc/cc_homepage/software/software.shtml.

Utilizaremos la herramienta MATLAB para realizar los cdlculos numéricos; para el lenguaje de dicho
programa f y up se definen como:

%f.m
% £ = -div(grad (u_D) )
function volumeforce = f(x,rhs)
volumeforce = zeros(size(x,1),1);
%u_D.m
function dir = u_D(x,rhs)
a = angle((x(:,1)+x(:,2)*i)*(-1-1)/sqrt(2)) + pi*3/4;

ol



3.2. RESULTADOS NUMERICOS CAPITULO 3. METODOS MIXTOS

r = sqrt(x(:,1).72 + x(:,2).72);
dir = r.~(2/3) .%(sin(ax*x2/3)) ;

Dispusimos de 7 discretizaciones; una base de datos que contenia informacién de coordenadas, ele-
mentos, fronteras Dirichlet respecto de la discretizacion del dominio 2. En el Cuadro 3.1 exponemos
informacién sobre la cantidad de elementos, lados Dicrichlet y el valor de h para cada discretizacion.

Cuadro 3.1: Datos de discretizacion.
Numero de elementos N  Longitud de base h  Numero de lados Dirichlet

6 1 8
24 1/2 16
96 1/4 32
384 1/8 64
1536 1/16 128
6144 1/32 256
24576 1/64 512

Para visualizar los resultados veamos las imagenes arrojadas por el algoritmo utilizando la cuarta

discretizacion:

Figura 3.3: Esta es la grafica de la solucion (discreta) up del Problema mixto dual con h = 1/8.
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Figura 3.4: Esta es la grafica de o, para el Problema mixto dual con h = 1/8.

Analizaremos el error € := ||u — up|| 2, y su tasa de convergencia experimental
e
In —
€it1
On =  Niiq’
In i+1
N;

0

donde e; representa el error e” respecto a la i-ésima discretizacion.

El Cuadro 3.2 muestra el error e’ asociado a un respectivo h y a su vez, la tasa con la que este
converge. Se observa que el error €® va disminuyendo a la mitad en la medida de que h también lo

hace.

Cuadro 3.2: Error y tasa de convergencia.

h el On
1 0.36383 _

1/2 0.18534  0.48657

1/4  0.092833 0.49872

1/8  0.046308 0.50168

1/16  0.023091 0.50196

1/32  0.011520 0.50159

1/64 0.0057510 0.50114
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Figura 3.5: Grafica en escala log-log de h vs €Y.

Error

-10 -8 6 -4 L. 0

En la Figura 3.5, la pendiente positiva de la grafica respalda el hecho de que, conforme disminuye h

asi mismo va disminuyendo el error €°.
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