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Universidad de Antioquia

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Instituto de F́ısica
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Resumen

Los sistemas cuánticos abiertos han sido estudiados extensamente debido a que describen de

forma más adecuada la realidad, asociando el entorno a los objetos cuánticos y haciéndolo

participe de su dinámica. En este proyecto se estudiaron preguntas fundamentales de siste-

mas cuánticos abiertos por fuera del equilibrio, espećıficamente de un qubit o sistema de dos

niveles acoplado a dos reservorios a diferentes temperaturas. Se estudió (i) cómo la naturaleza

del reservorio, en particular la aplicación de un campo magnético, afecta la dinámica redu-

cida del qubit, la corriente térmica entre dos reservorios y la rectificación térmica [1, 2, 3],

(ii) como el acoplamiento en un subsistema más complejo puede afectar la corriente térmica

y la rectificación explorando una configuración de transistor térmico. En ambas preguntas

se consideraron técnicas markovianas para la dinámica reducida del qubit. El tema de sis-

temas cuánticos por fuera del equilibrio también tiene interés desde un punto de vista de

aplicaciones tecnológicas relacionadas con la termodinámica cuántica, donde se busca lograr

una alta rectificación del calor, factor fundamental para el diseño y construcción de diodos

térmicos [4, 5, 6, 7]. En ambas configuraciones se encontró un factor de rectificación máximo

acompañado de conductividad térmica diferencial negativa (NDTC por su sigla en inglés)

por lo tanto, los dispositivos presentados en esta tesis son buenos candidatos a dispositi-

vos termotrónicos, demostrando que la naturaleza de los reservorios y parámetros fácilmente

controlables experimentalmente como campos magéticos externos, aumentan la rectificación.

Palabras clave: Sistemas cuánticos abiertos, corriente térmica, rectificación, baños es-

tructurados, dinámica por fuera del equilibrio, termotrónica.
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Abstract

Open quantum systems have been extensively studied because they describe reality in a

more adequate way, associating the environment with quantum objects and making it par-

ticipate in its dynamics. In this thesis, fundamental questions of open quantum systems out

of equilibrium were studied, specifically a qubit or two-level system coupled to two reservoirs

at different temperatures. We studied (i) how the nature of the reservoir, in particular the

application of a magnetic field, affects the reduced dynamics of the qubit and the thermal

current between two reservoirs [1, 2, 3], (ii) how the coupling in a more complex subsys-

tem can affect the thermal current and rectification and the use of those results to build a

thermal transistor configuration. In both questions, Markovian technics were considered for

the reduced dynamics of qubit. The issue of quantum systems out of equilibrium also has

interest from a point of view of technological applications related to quantum thermodyna-

mics, where a high rectification of heat is sought, a fundamental factor for the design and

construction of thermal diodes [4, 5, 6, 7]. In both configurations a maximum rectification

factor was found, accompanied by NDTC. Therefore the devices presented in this thesis are

good candidates for thermotronic devices, demonstrating that the nature of the reservoirs

and easily controllable parameters can indeed increase the rectification.

Keywords: Open quantum systems, thermal current, rectification, structured baths,

out of equilibrium dynamics, termotronic.
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2-10.Diagrama esquemático del cálculo de la rectificación en la configuración qubit-dos reservo-

rios cuando los baños son aislantes y es aplicado un campo Zeeman en el baño derecho. . 46

2-11.Rectificación y corriente en función de la diferencia de temperaturas entre los baños ∆T

para diferentes valores de H en una configuración aislante-aislante. La figura (a) muestra

la rectificación y la figura (b) muestra la corriente J+ y J− en función de la diferencia de

temperaturas. Condiciones h = 10−3Λ, ∆ = 0.1Λ, Λ = 1eV . . . . . . . . . . . . . . . 47

2-12.Mapa de calor para la rectificación en función de ∆T y H. La curva negra y la roja represen-

tan los intervalos con NDTC y son graficadas en el valor absoluto de |∆T | para visualizar

su acción en la recctificación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48



Lista de Figuras xv

2-13.Cambio de la corriente J±
L al medida que aumenta la diferencia de temperatura ∆T entre

los reservorios y sus respectivas tasas de transición, cada curva representa un campo H

distinto. La figura (a) muestra la corriente en ambas direcciones J+ y J−, en este caso,

∆T > 0 corresponde a J+ y ∆T < 0 a J−. La figura (b) muestra las tasas de transición

usadas para el cálculo de la corriente J− y la figura (c) las tasas usadas para la corriente
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que las tasas en R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2-19.Rectificación y corriente en función de la diferencia de temperaturas entre los baños ∆T para

diferentes valores de H en una configuración aislante-metal cuando se aplica campo en el

reservorio derecho. La figura (a) muestra la rectificación y la figura (b) muestra la corriente

J+ y J− en función de la diferencia de temperaturas. Solo se observa una de las curvas dado

que todas ellas se encuentran superpuestas. Condiciones: ∆ = 0. 1Λ, h = 10−3Λ, Λ = 1eV 57

2-20.Mapa de calor para la rectificación en función de ∆T y H. En este caso, hay NDTC para

todo el intervalo de temperatura. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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temperatura del baño derecho R y la anisotroṕıa, con TL > TR. En la figura (a) se muestra

la tasa de transición ΓL2−1 y en la figura (b) muestra las tasas de transición ΓL3−1. En la

figura (c) se muestra la tasa de transición ΓR2−1 y en la figura (d) muestra las tasas de
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y las calculadas anaĺıticamente mediante las aproximaciones. La figura (b) muestra el ajuste

de las aproximaciones para alta y baja temperatura en la rectificación. Condiciones: ωL =

4.0, ωR = 0, χ = D = 0, η = 0.07 y TR = 10−3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3-12.Rectificación y corriente J+
L y J−

L en el régimen de baja temperatura. La figura (a) muestra
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Introducción

Históricamente, la electrónica análoga y digital ha sido utilizada en los sistemas de transpor-

te y procesamiento de la información. Por ejemplo, mediante circuitos integrados se controla

la corriente eléctrica usando dispositivos tales como diodos y transistores que permiten su

rectificación y amplificación. De igual forma, podŕıan existir dispositivos térmicos, análogos

a los diodos y transistores, que haŕıan posible la rectificación, conmutación y amplificación

de la corriente térmica. Pero este tipo de instrumentos no existen comercialmente, a pesar

que más del 50 % de la enerǵıa utilizada en la industria global se pierde por disipación de

calor. El uso eficiente de la enerǵıa térmica es un gran desaf́ıo cient́ıfico en la actualidad

debido a la limitación de fuentes energéticas, altos costos y calentamiento global. Debido a

esta problemática, recientemente se han enfocado esfuerzos en el modelamiento de disposi-

tivos como rectificadores térmicos, que son sistemas que exhiben un flujo asimétrico cuando

las temperaturas en sus extremos son invertidas.

Los rectificadores térmicos son dispositivos diseñados para transporte térmico en una direc-

ción preferencial, bloqueando el flujo en el sentido contrario. Este primer elemento ha llevado

al modelamiento de otros dispositivos que también permiten la conducción controlada de ca-

lor como transistores térmicos, compuertas lógicas, entre otros [10, 11, 12, 13, 14, 7, 15].

Esto indica que la enerǵıa térmica también puede ser transportado a través de la radiación

y distintos materiales, al igual que puede ser guiado a través de buenos conductores; pero

no se ha estudiado de la misma forma que la enerǵıa eléctrica, ya que la enerǵıa térmica

viene de vibraciones en las redes atómicas y su unidad básica es el fonón, que es una cuasi-

part́ıcula que no tiene propiedades como masa o carga que pueden ser afectados por campos

electromagnéticos [16].

Se han estudiado diferentes configuraciones de rectificadores térmicos, los cuales proponen

la construcción de elementos análogos a la manipulación de calor en la electrónica. Para

lograr este objetivo de manera teórica, se han propuesto configuraciones que en su mayoŕıa

se componen de un sistema cuántico de dos niveles acoplado a dos terminales/reservorios

con temperaturas diferentes, donde el fenómeno de rectificación se da al inducir asimetŕıa

entre las terminales [12, 17, 2, 10, 18]. Las variaciones más significativas entre una propuesta

y otra, van desde cambiar la naturaleza de las terminales [19, 7], hasta aumentar la comple-
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jidad del acoplamiento entre el sistema central y los reservorios [20, 21, 22, 23].

Experimentalmente, la implementación de diodos térmicos ha mostrado un alto factor de

rectificación. Por ejemplo, en [24] usaron una combinación de reservorios metálicos y su-

perconductores para construir un diodo h́ıbrido capaz de obtener factores de rectificación

del 100 %. También, en [25] midieron rectificación en un arreglo asimétrico de monocapas

de grafeno, entre otros [26, 27]. La realización de dichos montajes es complicado, por esta

razón, el modelamiento de diodos térmicos está dirigiéndose a sistemas f́ısicos más realistas

como puntos cuánticos [28, 29, 30].

Esta tesis está organizada como sigue: el caṕıtulo 1 se presenta el marco de referencia, el cual

comienza con la motivación del estudio del transporte de enerǵıa en sistemas cuánticos, luego

se explica que es un sistema cuántico abierto y como solucionar la dinámica de este cuando el

sistema esta conformado por un subsistema acoplado débilmente a un baño térmico. Después

se describe el tipo de interacción que se usó en las configuraciones propuestas, cómo es el

transporte de enerǵıa en sistemas cuánticos y finalmente, dos conceptos muy importantes a

lo largo de la tesis: corriente y rectificación térmica.

En el caṕıtulo 2 se presenta el análisis de tres tipos de diodo térmico. Esta configuración

está compuesta por un sistema de dos niveles acoplado a dos reservorios térmicos. Aqúı, los

reservorios son fermiónicos y uno de ellos estará sometido a un campo magnético externo.

Se estudiaron de forma sistemática las tasas de transición de probabilidad, la corriente y

rectificación térmica en esta configuración variando la enerǵıa caracteŕıstica del qubit, la

diferencia de temperatura entre los baños y la intensidad del campo externo aplicado sobre

uno de ellos. Adicionalmente, se presentan tres configuraciones de diodo térmico combinando

el tipo de material: aislante-aislante, metal-metal y aislante-metal. En todas las configura-

ciones se obtuvo un factor de rectificación cercano al 100 %.

El caṕıtulo 3 presenta dos dispositivos: un diodo térmico compuesto por un subsistema que

tiene dos qubits acoplados mediante la interacción Dzyaloshinskii-Moriya (DM). Cada qubit

se encuentra acoplado a un reservorio térmico de tipo bosónico. Se estudió de forma extensiva

la rectificación térmica en un sistema compuesto dos sistemas de dos niveles (TLS) en qubits

acoplados mediante la interacción DM. Se encontró un alto factor de rectificación, cercano

al 100 %; también, se analizó cómo afecta el gap de enerǵıa de los qubit y la intensidad

del acoplamiento esṕın-esṕın la rectificación, aśı como la influencia de los parámetros DM

sobre la misma. Por otro lado, se encontraron expresiones anaĺıticas para la rectificación y la

corriente en dos reǵımenes, alta y baja temperatura. El segundo dispositivo es un transistor

térmico, en el cual se explora corriente y la amplificación térmica entre los componentes,
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encontrando también expresiones anaĺıticas para una situación espećıfica. Finalmente, cada

caṕıtulo al final contiene las conclusiones y perspectivas de este trabajo.



1. Marco de Referencia

El uso eficiente de la enerǵıa térmica en el transporte y procesamiento de la información

es un desaf́ıo en la actualidad, acrecentando el interés en los sistemas a nivel microscópico,

donde la mecánica cuántica rige la f́ısica de dichos sistemas. La radiación electromagnética

y la conducción de electricidad y calor, son las formas en las cuales naturalmente se da la

transferencia de enerǵıa en la naturaleza, siendo la conducción de calor y enerǵıa las pre-

dominantes en la tecnoloǵıa. Dado esto, en la última década se concentran esfuerzos en la

modelación de dispositivos térmicos, análogos a los diodos y transistores, que haŕıan posible

la rectificación, conmutación y amplificación de la corriente térmica y eléctrica [31, 4, 32, 18].

El estudio de la conversión de calor en trabajo ha sido puesto nuevamente en consideración

por la nanotecnoloǵıa. Estos dispositivos son capaces de transportar el calor mediante flujos

de estado estacionario en sistemas mesoscópicos, introduciendo el concepto de máquinas que

transforman calor en enerǵıa eléctrica y viceversa. La termodinámica cuántica nació en los

últimos años para estudiar las propiedades térmicas de los sistemas mesoscópicos, los llama-

dos “motores cuánticos” estudian el sistema modelando el transporte de enerǵıa: entrada y

salida de calor desde un baño hasta el qubit y a través del qubit (corrientes térmicas), extrac-

ción de trabajo etc.[33, 34, 35, 36, 37, 38]. Algunos trabajos han estudiado la corriente desde

esta perspectiva y exploran la extracción de trabajo en sistemas de dos niveles acoplados a

dos baños a distintas temperaturas mientras se aplica una fuerza impulsora externa, también

en la referencia [39] obtienen las decoherencias y las tasas de relajación para acoplamiento

fuerte. Todos estos experimentos conllevan a pensar en la Termotrónica, análogo térmico

de la electrónica, en la cual el objetivo principal es construir análogos térmicos del diodo

eléctrico [6, 40, 41], compuertas lógicas, entre otras aplicaciones [42].

Es necesario entender el direccionamiento del calor en una dirección preferencial (rectificación

térmica) en los sistemas cuánticos abiertos. El estudio de los sistemas abiertos por fuera

del equilibrio tiene como finalidad conocer la dinámica de sistemas que son sacados del

equilibro cambiando su entorno, por ejemplo, modificando la temperatura del baño que

rodea al sistema o acoplando y desacoplando periódicamente el sistema del baño. En este

caso, el sistema se encuentra por fuera del equilibrio y ya que los baños tienen diferentes

temperaturas, generan en el sistema un flujo de calor que puede ser estudiado. Un primer
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paso en esta dirección es considerar el sistema más simple, es decir un qubit acoplado a dos

baños a diferentes temperaturas, y calcular la corriente de calor en el estado estacionario

entre el qubit y cada uno de los reservorios [2, 3, 7, 35, 40, 19]. Algunos experimentos en esta

área son [8], donde se muestra una configuración para un diodo térmico usando dos baños de

diferente naturaleza (metal-superconductor) y [43] donde encuentran la corriente que existe

entre dos puntos cuánticos. Estos montajes motivaron la pregunta de cómo lograr el control

del flujo calor de una forma más eficiente utilizando la ingenieŕıa de reservorios en vez de

manipular directamente el qubit o las interacciones qubit-baño [7, 8, 41], lo cual implica un

costo tecnológico menor para aplicaciones reales.

Este caṕıtulo está organizado de la siguiente manera: La sección 1.1 describe un sistema

cuántico abierto, su dinámica y las diferentes aproximaciones para llegar a las ecuaciones

maestras que permiten describirla. La sección 1.2 describe los tipos de subsistema que se

usaron a lo largo de esta tesis, además de los modelos de interacción entre el subsistema

y el reservorio que se usaron. La sección 1.3 se refiere al transporte de enerǵıa en sistemas

cuánticos abiertos y su definición desde la termodinámica cuántica. En la sección 1.4 se

encuentra la expresión para la corriente térmica y finalmente, se discute y se encuentran las

expresiones para evaluar si las configuraciones propuestas son buenos candidatos para ser

dispositivos en termotrónica.

1.1. Sistemas cuánticos abiertos

Como indican Breuer y Petruccione [44], un sistema cuántico abierto es aquel que se compone

de un subsistema central S acoplado a un sistema B, llamado entorno o reservorio. En la

mayoŕıa de los casos, este sistema completo puede ser considerado cerrado, siguiendo la

dinámica Hamiltoniana. El estado del subsistema cambiará debido a su propia dinámica y a

la interacción con el entorno que lo rodea, como muestra la figura 1-1. La interacción entre

el sistema central y el entorno, conlleva a que la dinámica de S no pueda ser representada en

términos de la dinámica Hamiltoniana. La evolución inducida por el subsistema se le llama

entonces dinámica reducida.
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Figura 1-1.: Diagrama esquemático de la interacción entre un sistema cuántico S y un reservorio B que

componen un sistema abierto.

De la figura 1-1 se denota el espacio de Hilbert del subsistema central como HS y el espacio

de Hilbert del reservorio como HB. El espacio de Hilbert del sistema completo S + B será

entonces el producto tensorial HI = HS ⊗HB. El Hamiltoniano total del sistema será

HT = HS ⊗ IB + IS ⊗HB + ĤI , (1-1)

donde HS es el Hamiltoniano del subsistema, HB el Hamiltoniano del reservorio y HI descri-

be el Hamiltoniano de interacción entre el entorno y el subsistema. IB y IS son las matrices

identidad que representan cada espacio de Hilbert del reservorio y el sistema, respectiva-

mente. El entorno o reservorio se usa como un término general para un sistema cuántico que

posee infinitos grados de libertad, de tal forma que sus frecuencias son continuas. También

puede ser llamado baño o baño térmico y será usado cuando el reservorio se encuentra en el

estado de equilibrio térmico [45]. De aqúı en adelante, se omitirán los productos tensoriales

mostrados en la ecuación 1-1.

A continuación, se presentará la dinámica de un sistema cuántico abierto en términos de

ecuaciones maestras. Estas ecuaciones sirven para obtener la evolución temporal del opera-

dor densidad reducido del subsistema, trazando sobre los grados de libertad del operador

densidad del sistema completo. La razón por la cual se realiza esta reducción, es por que

en este caso no es de interés la dinámica del sistema completo, que además puede resultar

muy compleja de resolver en algunas situaciones; aśı como tampoco interesa la dinámica del

entorno que resultará invariante ante la evolución del subsistema. Es importante anotar que

las ecuaciones maestras dan una solución aproximada de la dinámica del sistema y existen

sistemas que no obedecen a este tipo de ecuaciones, como los sistemas de estado sólido a

baja temperatura [46, 45].



8 1 Marco de Referencia

1.1.1. Dinámica de los sistemas cuánticos abiertos

La dinámica reducida de un sistema cuántico abierto es determinada por la la traza sobre

los grados de libertad del entorno B en la evolución del operador densidad total ρ̂T , como

expresa la ecuación

ρS = TrB(ρ̂T (t)) ≡ TrB(Û(t)ρ̂T (t)Û †(t)). (1-2)

Aqúı, ρs es el operador densidad para el subsistema y Û(t) es el operador evolución temporal

para el sistema total. Como se puede ver, para encontrar la dinámica reducida del subsistema

central, es necesario conocer la dinámica del sistema completo, lo cual es imposible. Un

ejemplo claro es el caso de los baños térmicos, en los cuales trazar sobre los grados de

libertad del sistema completo lleva a la aparición de términos más complicados, que dificultan

la solución de dicho sistema [45, 47]. El cálculo de la dinámica del sistema también puede

ser realizado usando un generador de semigrupo dinámico en mecánica cuántica que genere

la evolución de ρS, donde

ρS = V (t)ρs(0). (1-3)

En esta expresión, ρ̂S(0) es el estado inicial del subsistema, V̂ (t) es llamado mapa dinámico y

representa un operador que actúa sobre otro operador, comúnmente llamado superoperador.

Esta ecuación es la forma más general para una ecuación maestra del sistema reducido.

Teóricamente la ecuación 1-2 es igual a la 1-3, aśı

V̂ (t)ρ̂S(0) = TrB(Û(t)ρ̂T (t)Û †(t)). (1-4)

Esto implica que se puede preparar el estado inicial del sistema como ρT (0) = ρS(0) ⊗ ρB,

donde ρB representa algún estado del reservorio. Adicional a la ecuación maestra, también

es posible derivar la evolución temporal del operador densidad del subsistema mediante la

ecuación de movimiento de Liouville-von Neumann, trazando sobre los grados de libertad

del reservorio

d

dt
ρ̂S(t) = −iTrB

[
ĤT (t), ρ̂T (t)

]
. (1-5)

Esta ecuación representa la evolución unitaria del subsistema en presencia del entorno que

ocasiona una perturbación en el subsistema, re-normalizando los niveles de enerǵıa del siste-

ma. Este efecto es llamado Lamb-shift y solo afecta la evolución unitaria del sistema. En aras

de obtener una solución aproximada de la dinámica del subsistema, se desea obtener una

ecuación maestra en la forma de semigrupo dinámico, esto, desde la ecuación 1-4 imponiendo

ciertas aproximaciones sobre la dinámica de los estados del subsistema y el entorno.
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1.1.2. Ecuación Maestra de Born-Markov

La ecuación de Born-Markov en términos generales se basa en dos suposiciones sobre el

sistema total, como lo muestra Scholsshauer en [46]:

Aproximación de Born: En esta aproximación, la interacción entre el subsistema

y el entorno es lo suficientemente débil y el entorno lo suficientemente grande para

que el subsistema no genere cambios sobre él; aśı, la dinámica del mismo permanece

invariante ante el acoplamiento. Con esto, el operador densidad del sistema total puede

ser expresado como ρ̂T (t) ≈ ρ̂S(t)ρ̂B.

Aproximación de Markov: En esta aproximación se desprecian los efectos de me-

moria del reservorio, esto implica que las correlaciones que genera el entorno consigo

mismo gracias al acoplamiento con el sistema, decaen rápidamente comparado con la

escala de tiempo caracteŕıstica del sistema. Aśı, el estado del entorno no depende de

los estados anteriores, sino de su estado actual.

La derivación de la ecuación maestra empieza desde la ecuación de movimiento de Liouville-

von Neumann descrita en 1-5 [45, 46, 47], se integra a ambos lados y luego se traza sobre los

grados de libertad del entorno, obteniendo

d

dt
ρS(t) = −i

∫ t

0

dsTrB [HI(t), [HI(s), ρT (s)]] . (1-6)

En esta ecuación se asumió que TrB [HI(t), ρT (0)] = 0. En este punto se aplica la aproxima-

ción de Born con ρ(t) ≈ ρS(t)ρB, con lo cual la ecuación anterior queda

d

dt
ρS(t) = −i

∫ t

0

dsTrB [HI(t), [HI(s), ρS(s)ρB]] . (1-7)

A pesar que esta ecuación está simplificada, no es una ecuación local en el tiempo, pues aún

tiene los efectos de memoria. Aqúı se aplica la aproximación de Markov, la cual transforma la

ecuación para que el comportamiento futuro solo dependa del estado presente. Esto implica

que se debe reemplazar ρT (s) por ρT (t) en el lado derecho de la ecuación 1-7, como sigue

d

dt
ρS(t) = −i

∫ t

0

dsTrB [HI(t), [HI(s), ρS(t)ρB]] . (1-8)

Esta última aproximación tiene ciertas implicaciones sobre las escalas de tiempo del sistema,

como el tiempo que el entorno guarda información sobre los estados anteriores (funciones de

auto-correlación) y la escala de tiempo en la cual el subsistema evoluciona significativamente.

Esto quiere decir que la memoria del entorno es muy corta en comparación de la escala t́ıpica

de evolución del sistema. La ecuación 1-8 es llamada de Redfield [45] y es una ecuación local

en el tiempo, pero no cumple a cabalidad la aproximación markoviana, ya que aún depende
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de un estado inicial en t = 0, por tanto, no se expresa como un semigrupo dinámico. Para

que esto se cumpla, se sustituye s por t− s, lo que permite reescribir el ĺımite superior en la

ecuación 1-8 como infinito, transformando la ecuación en

d

dt
ρS(t) = −i

∫ ∞
0

dsTrB [HI(t), [HI(t− s), ρS(t)ρB]] . (1-9)

Este último paso se justifica gracias a que el integrando en esta ecuación desaparece lo

suficientemente rápido cuando s es mucho mayor que la escala del baño. Esta es una ecuación

de tipo integro-diferencial, llamada la ecuación maestra de Born-Markov y es una de las

ecuaciones mas usadas en el estudio de sistemas cuánticos abiertos y la decoherencia.

1.1.3. Ecuación maestra en la forma de Lindblad

La ecuación maestra en la forma de Lindblad es un caso especial de la ecuación maestra

de Born-Markov y se encuentra aplicando una aproximación adicional sobre esta, llamada

la aproximación de onda rotante. Esta aproximación se realiza como un requerimiento

para asegurar la positividad del operador densidad en todo tiempo [46], es decir

〈ψ|ρs(t)|ψ〉 ≥ 0, (1-10)

donde |ψ〉 es un estado puro del subsistema para todo t. Esta condición es requerida desde

el sentido f́ısico del problema, ya que los términos 〈ψ|ρs(t)|ψ〉 son interpretados como pro-

babilidades de ocupación en el subsistema, si la evolución de ρS(t) puede ser solucionada de

forma exacta, esta condición se cumple; pero este requisito no puede ser asegurado en las

ecuaciones maestras, debido a las aproximaciones usadas en su tratamiento. La aproxima-

ción de onda rotante elimina los términos que oscilan rápidamente, ya que no contribuyen

en la integral de la ecuación 1-9. Para llegar a la forma de Lindblad se seguirá el formalismo

presentado en [45] que empieza por describir el Hamiltoniano de interacción en el cuadro de

Schrödinger

HI =
∑
α

Âα ⊗ B̂α, (1-11)

donde Âα = Â†α y B̂α = B̂†α, corresponden a los operadores del subsistema y el reservorio,

respectivamente. Para facilitar el cálculo, se descompondrá el Hamiltoniano de interacción

en operadores propios del Hamiltoniano del subsistema. También se supondrá que el espectro

de HS es discreto, con

Aα(ω) =
∑
ε′−ε=ω

Π(ε)AαΠ(ε′). (1-12)
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Aqúı, ε son los valores propios de HS y Π(ε) es la proyección sobre los espacios propios que

pertenecen a ε. La suma se realiza sobre todos los valores propios ε y ε′ con una diferencia

de enerǵıa fija ω. Esta definición trae como consecuencia que

[HS, Aα(ω)] = −ωAα(ω),[
HS, A

†
α(ω)

]
= +ωA†α(ω).

(1-13)

Con esto, los operadores Aα(ω) y A†α(ω) son los operadores propios deHS, pertenecientes a las

frecuencias ±ω, respectivamente. De esta relación, se obtienen los operadores del subsistema

en el cuadro de interacción,

eiHStAα(ω)e−iHSt = e−iHStAα(ω)

eiHStA†α(ω)e−iHSt = eiHStA†α(ω).
(1-14)

De esta relación es inmediato que
[
HS, A

†
α(ω)Aα(ω)

]
= 0 y A†α(ω) = Aα(−ω). Desde es-

te punto, la suma de todas las enerǵıas en la ecuación 1-12, se tiene que
∑

ω Aα(ω) =∑
ω A
†
α(ω) = Aα(ω). Esta re-escritura de los operadores permite expresar el Hamiltoniano

de interacción del subsistema como

HI =
∑
α,ω

Aα(ω)⊗Bα =
∑
α,ω

A†α(ω)⊗Bα. (1-15)

Esta descomposición muestra que el espectro de frecuencias es degenerado, ya que para una

frecuencia fija ω, el sub́ındice α puede simbolizar diferentes operadores para esta misma

frecuencia. Ahora, tomando los operadores en 1-14 y la ecuación 1-15, se puede escribir HI

en el cuadro de interacción

HI(t) =
∑
α,ω

e−iHStAα(ω)⊗Bα(t) =
∑
α,ω

eiHStA†α(ω)⊗Bα(t). (1-16)

Aqúı, Bα(t) = eiHStBα(ω)e−iHSt son los operadores en el cuadro de interacción del entorno.

Teniendo en cuenta la aproximación de Born, 〈Bα(ω)(t)〉 ≡ TrB (Bα(ω)(t)ρB) = 0. Insertan-

do la relación 1-16 e integrando sobre ds en la ecuación 1-9,

d

ds
ρs(t) =

∫ ∞
0

dsTrB (HI(t− s)ρs(t)ρBHI(t)−HI(t)HI(t− s)ρs(t)ρB) + h.c.

=
∑
ω,ω′

∑
α,β

e−i(ω
′−ω)tΓαβ(ω)

(
Aβ(ω)ρs(t)A

†
α(ω′)− A†α(ω′)Aβ(ω)ρs(t)

)
+ h.c.

(1-17)

En esta ecuación, h.c es el conjugado hermı́tico del primer término y el término Γαβ(ω),

es la transformada de Fourier de las funciones de correlación del baño. Teniendo en cuenta

nuevamente la aproximación de Born, donde el entorno no sufre cambios por el acople con

el subsistema, se llega a que dichas funciones son constantes en el tiempo.
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La escala t́ıpica de la evolución del subsistema se denota como τS. Esta escala está definida

por |ω′ − ω|, con ω′ 6= ω. Si τS es grande comparado con el tiempo de relajación τR en los

términos ω′ 6= ω, dichos términos pueden ser despreciados dada su rápida oscilación. Con

esto,

d

ds
ρs(t) =

∑
ω

∑
α,β

Γαβ(ω)
(
Aβ(ω)ρs(t)A

†
α(ω)− A†α(ω)Aβ(ω)ρs(t)

)
+ h.c. (1-18)

Finalmente, es conveniente descomponer la transformada de Fourier de la función de co-

rrelación de los reservorios en una parte imaginaria Sαβ(ω) = 1
2

(
Γαβ(ω)− Γ∗βα(ω)

)
y una

real,

γαβ(ω) = Γαβ(ω) + Γ∗βα(ω) =

∫ ∞
−∞

dseiωs〈Bα(s)Bβ(0)〉. (1-19)

Con esto en la ecuación 1-18, se llega a la ecuación Maestra en la forma de Lindblad,

d

dt
ρS(t) = −i [HLS(t), ρS(t)] +D(ρS(t)). (1-20)

Aqúı, el operador Hermı́tico HLS = Sαβ(ω)A†α(ω)Aβ(ω), es el Hamiltoniano de Lamb-shift

que conlleva a la renormalización de los niveles de enerǵıa no perturbados inducidos por la

dinámica subsistema-reservorio. Es importante anotar que debido a la forma de este Ha-

miltoniano, su conmutador con los Hamiltonianos libres del subsistema es cero. El término

D(ρS(t)) es llamado disipador y toma la forma

D(ρS) = γαβ(ω)

(
Aβ(ω)ρs(t)A

†
α(ω′)− 1

2
{A†α(ω′)Aβ(ω), ρs(t)}

)
. (1-21)

Es importante anotar que para llegar a la forma de Lindblad no solo se recurre a la apro-

ximación de onda rotante, si no que también se recurrió a la aproximación de Born para

la reescritura de términos en términos de las frecuencias re-normalizadas del sistema. La

ecuación maestra de Lindblad representa una forma intuitiva de monitorear la influencia del

reservorio en un sistema cuántico abierto y toda la f́ısica en ella se encuentra en los coefi-

cientes γαβ(ω), que representan las tasas de transición de probabilidad entre los niveles de

enerǵıa en el sistema.

1.1.4. Ecuación maestra de Pauli

A lo largo de las secciones anteriores, se consideró un sistema f́ısico en el cual el reservorio

está en estado estacionario, ya que bajo la aproximación de Born, los baños son invariantes

ante la dinámica del subsistema central al cual se encuentra acoplado. Ahora, se considera la
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situación en la cual el reservorio es un baño térmico a una temperatura inversa β = 1/kBT

y se espera que el operador densidad corresponda a un estado de Gibbs ρth

ρth =
e−βHS

TrS e−βHS
. (1-22)

Es posible mostrar que para cualquier estado inicial el sistema retorna al equilibro, es decir

ρS → ρth cuando t → ∞. En esta situación especial, las coherencias desaparecen y la

dinámica del sistema completo solo depende de las poblaciones en el subsistema. En este

caso, las funciones de correlación del baño se transforman en

〈B†α(t)Bβ(0)〉 = 〈Bβ(0)B†α(t+ iβ)〉. (1-23)

Esta ecuación introducida en la ecuación 1-19, transforma las funciones de correlación del

baño térmico en

γαβ(−ω) = e−βωγβα(ω), (1-24)

también, los operadores del subsistema mencionados en la ecuación 1-14 evolucionan como

ρthAα(ω) = eβωAα(ω)ρth,

ρthA
†
α(ω) = e−βωA†α(ω)ρth.

(1-25)

Si el Hamiltoniano del subsistema HS =
∑

n εn|n〉〈n| tiene un espectro no degenerado, es

posible obtener una ecuación de movimiento para las poblaciones como P (n, t) = 〈n|ρS(t)|n〉,
a partir de los autoestados |n〉. Esta ecuación desacopla los términos no diagonales en el

Hamiltoniano del subsistema; con esto, la ecuación 1-9 puede ser escrita como

Ṗn(t) =
∑
m

[ W (n|m)Pm(t)−W (m|n)Pn(t)] . (1-26)

Esta ecuación es conocida como la ecuación Maestra de Pauli, dondeW (n|m) =
∑

α,β γαβ(εm−
εn) son las tasas de transición independientes del tiempo. Estas tasas son reales y positivas

como consecuencia de la positividad de γαβ(ω).

1.2. Modelo de Interacción subsistema-reservorio

1.2.1. Sistemas de dos niveles (TLS) o Qubits

Los sistemas de dos niveles (Two Level Systems o TLS por su sigla en inglés) son sistemas

cuánticos que poseen dos niveles de enerǵıa bien definidos. En computación cuántica, los

TLS son llamados bits cuánticos o qubits y como su nombre lo indica son la representación

cuántica del bit clásico, que tiene dos posibles valores mutuamente excluyentes cero y uno;
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en contraste con el qubit, que representa un espacio de estados bi-dimensional como muestra

la figura 1-2, con vectores de estado ortonormales {|0〉, |1〉}. Cualquier estado arbitrario |ψ〉
puede ser representado mediante la superposición

|ψ〉 = c0|0〉+ c1|1〉. (1-27)

Donde los vectores de estado representan los kets

|0〉 =

(
1

0

)
, |1〉 =

(
0

1

)
. (1-28)

En la figura se muestra la representación de los posibles estados en la llamada esfera de Bloch,

que se refiere a representación geométrica del espacio abstracto, que puede ser una proyección

del espacio de Hilbert. Alternativo a la esfera de Bloch, también es posible representar los

estados de un qubit por medio del operador densidad |ψ〉 → ρS = |ψ〉〈ψ|.

Figura 1-2.: Diagrama esquemático de un bit clásico y un bit cuántico o qubit. Los estados de un bit

clásico son mutuamente excluyentes, mientras que los estados de un qubit son una super-

posición de los posibles estados en los cuales se puede encontrar el sistema.

Muchos sistemas f́ısicos son modelados como TLS o qubits, tales como: espines nucleares o

electrónicos, átomos de dos niveles artificiales o naturales, polarización de un fotón, entre

otros [48]. En la última década se ha mostrado grandes avances en cuanto al almacenamiento,

transmisión y procesamiento de información que provenga de elementos con propiedades

cuánticas; el problema sigue siendo, aún, la implementación f́ısica de los dispositivos que

cumplan con las caracteŕısticas adecuadas, como las enunciadas por DiVicenzo et al [49].

El qubit cuántico más simple de donde se pueden obtener sistemas de dos niveles es en átomos

aislados, tal como ocurre en cavidades en electrodinámica, trampas de átomos y enrejado

óptico con láser. Los qubits también pueden tener un tamaño mayor a éstos y son llamados
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átomos artificiales. Por ejemplo, las aplicaciones se basan en materiales semiconductores

y superconductores, por lo cual, un qubit pueden ser átomos artificiales bidimensionales

efectivos como los puntos cuánticos que pueden ser manipulados con voltajes, corrientes y

campos magnéticos, como es el caso de esta tesis.

1.2.2. Modelos de Interacción esṕın-reservorio

Existen cuatro modelos de interacción entre el subsistema central y el reservorio ya que son

muy generales, esto se debe a que los detalles de muchos sistemas f́ısicos están representados

por una series de parámetros como la densidad espectral y los coeficientes en la ecuación

maestra, que pueden ser escogidos a conveniencia para cada situación [46]. En el caso de esta

tesis, se tratan dos modelos en espećıfico: El primero es el modelo esṕın-esṕın, en el cual un

qubit o esṕın es puesto a interactuar con dos baños térmicos de esṕın que no interactúan. El

segundo es el modelo esṕın-bosón, en el cual un sistema central compuesto por uno o varios

qubits es puesto a interactuar cada uno con baños bosónicos que no interactúan.

Interacción esṕın-esṕın

El modelo esṕın-esṕın considera el estudio de un sistema de dos niveles acoplado a un baño

fermiónico, como una colección infinita de espines semi-enteros 1/2. Se considera un hamil-

toniano total

HT = HS +HB +HI . (1-29)

Aqúı, HS = ω0σx es el Hamiltoniano del subsistema, donde los autoestados de σx están

dados por los kets considerados en 1-28. El término ω0 se refiere a la diferencia de enerǵıas

entre los estados |0〉 y |1〉. HB representa el Hamiltoniano libre del baño de espines

HB =
∑
k,α

εkαc
†
kαckα, (1-30)

los operadores c†i y ci son los operadores creación y aniquilación, los cuales obedecen a las

relaciones de conmutación correspondientes a los fermiones. Finalmente, el Hamiltoniano de

interacción

HI = λσ ·
∑
k,p,α,β

c†kασαβcp,β. (1-31)

Aqúı, λ es la fuerza del acoplamiento entre el subsistema y el reservorio. Este acoplamiento

entre el sistema central y cada reservorio describe la interacción de electrones de conducción

con un esṕın localizado.
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Interacción tipo Esṕın-Bosón

El modelo esṕın-bosón describe un TLS acoplado linealmente a un reservorio de osciladores

armónicos que no interactúan entre si [45, 46]. El Hamiltoniano de este modelo es descrito

por la ecuación 1-1, donde el Hamiltoniano del subsistema HS se expresa como:

HS =
1

2
ω0σz, (1-32)

donde los autoestados de σz están dados por los kets considerados en 1-28. El término ω0

se refiere a la diferencia de enerǵıas entre los estados |0〉 y |1〉. El término HB denota el

Hamiltoniano del baño, que es una colección infinita de osciladores armónicos,

HB =
∑
i

(
1

2mi

p2
i +

1

2
miω

2
i q

2
i

)
. (1-33)

Este Hamiltoniano describe el i-ésimo oscilador armónico con su frecuencia natural ωi, la

masa mi y los operadores momentum y posición qi y pi, respectivamente. Finalmente, el

Hamiltoniano de interacción HI está definido como

HI = σz ⊗
∑
i

ciqi, (1-34)

que describe el acoplamiento lineal de la coordenada σz con la posición qi de cada oscilador

armónico del baño, con una fuerza de acoplamiento ci. Resulta conveniente reescribir el Ha-

miltoniano en términos los operadores de creación a†i y aniquilación ai para cada modo. Con

esto, se obtendrá una notación mas compacta; además, se prescindiŕıa de la escritura explici-

ta de los osciladores armónicos. Usando la relación de los operadores posición y momentum

en segunda cuantización

qi =

√
1

2miωi

(
ai + a†i

)
,

pi = −
√

1

2miωi

(
ai − a†i

)
,

(1-35)

e introduciendo estas dos expresiones en los Hamiltonianos, se obtiene

HT =
1

2
ω0σz +

∑
i

ωia
†
iai + σx ⊗

∑
i

(
gia
†
i + g∗i ai

)
. (1-36)

Los operadores a†i y ai obedecen a las relaciones de conmutación correspondientes a los

bosones [a†i , ai] = δij.
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1.3. Corriente térmica

1.3.1. Transporte de enerǵıa: Calor y trabajo

De manera clásica, el trabajo W se define en termodinámica como la enerǵıa que se transfiere

de un cuerpo a otro cuando se ejerce una fuerza entre ellos. El calor Q se define como el flujo

de enerǵıa que se produce entre dos cuerpos cuando se encuentran a diferentes temperaturas.

Siguiendo esta definición clásica para ambos conceptos, al considerar un sistema cuántico

compuesto por un qubit acoplado a un reservorio térmico, el trabajo se produce cuando

hay agentes externos en el sistema, por ejemplo fuerzas externas sobre el qubit [35]. De

esta misma manera, el calor será considerado como la enerǵıa que fluye desde un reservorio

térmico haćıa el qubit. Si se realiza trabajo sobre el qubit al tiempo que existe un flujo de

enerǵıa desde el reservorio hacia él, la conservación de la enerǵıa indica que la enerǵıa total

del sistema ET será

ET = Q+W. (1-37)

Cuando W < 0, el sistema hace trabajo sobre el agente externo y W > 0, cuando el agente

realiza trabajo sobre el sistema. La ecuación 1-37 es muy bien conocida como la primera

ley de la termodinámica. Se asume que el qubit se encuentra en equilibrio térmico con el

reservorio. Esto implica que el sistema se encuentra en un estado de Gibbs ρth, descrito en

la ecuación 1-22, [45]. Considerando H como el Hamiltoniano del sistema, el valor esperado

de la enerǵıa ET = 〈H〉 = Tr(ρthH) =
∑

nET nPn, y suponiendo que el cambio neto de

enerǵıa en el sistema no depende de los pasos intermedios, solo de los estados final e inicial,

se obtiene que

ĖT = Tr(ρthḢ) + Tr( ˙ρthH) =
∑
n

[(dET n)Pn + ET n(dPn)] . (1-38)

Aqúı, Pn = 〈n|ρth|n〉 es la probabilidad de encontrar el sistema en el estado |n〉. Teniendo

en cuenta la ecuación 1-37, la ecuación 1-38 muestra que el cambio en la enerǵıa total se

compone de dos tasas de transición: la primera δW = Tr(ρthḢ) = (dET n)Pn, es la tasa de

transición de enerǵıa cuando el Hamiltoniano cambia o tasa de trabajo. La segunda, denota

la tasa de transición de probabilidad en los estados del sistema o tasa de transferencia de

calor, esto sucede mientras la enerǵıa permanece fija [38, 50] y se escribe como sigue,

δQ = Tr( ˙ρthH) = ET n(dPn). (1-39)

El interés de esta tesis está centrado en la transferencia de calor en uno o varios sistemas

acoplados a baños térmicos, por lo tanto, se estudiará las tasas de transición de probabilidad

en sistemas espećıficos para analizar cómo se da el flujo de enerǵıa en ellos.

En la bibliograf́ıa se reportan dos formas de encontrar la corriente de calor en los sistemas
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cuánticos abiertos y depende de la aproximación que tomen en la ecuación maestra. La

primera toma la definición de corriente dada en la ecuación 1-39. En la segunda, se construye

el operador corriente de calor suponiendo que es posible definir una ecuación de continuidad

para la enerǵıa.

1.3.2. Corriente desde el operador flujo de calor

En esta sección se muestra el formalismo para obtener la expresión de la corriente cuando

se tiene un subsistema central acoplado a un baño térmico conformado por una cadena de

espines siguiendo el procedimiento conforme a Wu et al. en [3]. Primero, se supone que es

posible definir la ecuación de continuidad para el flujo de enerǵıa en una dimensión:

∂ĥ(x, t)

∂t
+
∂j(x, t)

∂x
= 0 (1-40)

donde ĥ(x, t) es el operador densidad de enerǵıa y ĵ(x, t) es el operador flujo de calor.

Discretizando la ecuación anterior con ĥ(x, t) =
∑

n ĥnδ(x−xn) ( esto se puede realizar ya que

se supone que el flujo de enerǵıa va de un esṕın a otro) y de forma similar el operador corriente

ĵ(x, t) =
∑

n ĵnδ(x− xn) (ĥn y jn son las respectivas contribuciones de los operadores en el

n-ésimo lugar), también, tomando el Hamiltoniano total como Ĥ =
∫
dxĥ(x, t) =

∑
n ĥn, la

ecuación de continuidad toma la forma:

dĥn
dt

= ĵn−1 − ĵn (1-41)

Las ecuaciones de movimiento para los Hamiltonianos individuales en el sistema y los valores

esperados son del tipo
d

dt
〈Ĥs〉 = 〈̇̂Hs〉 = Tr[̇̂Hsρ], como se expresó en la ecuación 1-39.

Tomando un Hamiltoniano de la forma

Ĥ = ĤS + ĤB + VL · σc + VR · σc, (1-42)

donde L y R son los reservorios izquierdo y derecho, respectivamente. σc es la matriz de

Pauli mencionada anteriormente. De esta descripción se pueden obtener tres definiciones

que modelan el flujo de enerǵıa tomando el valor esperado del operador j positivo cuando la

corriente fluye de L a R:

1. Enerǵıa que gana (o pierde) el baño izquierdo −ĵ(1)
L = ˙̂h(1) = i[VL, ĤL]

2. Enerǵıa que es transferida desde o hacia el baño −ĵ(2)
L = ˙̂h(2) = i[VL, ĤS]

3. Enerǵıa promedio −ĵ(3)
L = ḣ(3) =

i

2
[ĤS − ĤL, VL].
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En las referencias [7, 3] usan la definición j
(3)
L y j

(1)
L y en la referencia [51] usan j

(2)
L . Para

el tratamiento de corrientes en el estado estacionario (t→∞), las tres formas del operador

corriente son equivalentes, entonces es posible encontrar la corriente de calor J entre los

reservorios y el subsistema central aplicando el operador flujo de calor j, como se indica en

[52] y son ampliamente usadas en la literatura como se reporta en [53, 43, 54, 55, 56]. A

partir de esto, es posible una expresión para el operador densidad

J = Tr[ĵρS]; ĵ =
i

2
[VL, ĤS] +

i

2
[ĤS, VR]. (1-43)

Si los Hamiltonianos en el sistema total tienen una forma genérica

ĤS =
∑
n

En|n〉〈n|,

Vν = λνABν ,

A =
∑
n,m

An,m|n〉〈m|.

(1-44)

Con ν = {L,R}, An,m = Am,n y En,m = En − Em, se obtiene que la ecuación 1-43 se

transforma en

J =
i

2

∑
n>m

En,mAn,mTrB [λL (ρn,m − ρm,n)BL]− i

2

∑
n>m

En,mAn,mTrB [λR (ρn,m − ρm,n)BR] .

(1-45)

Es inmediato de la ecuación anterior que se debe calcular los elementos de matriz ρn,m para

el operador densidad del sistema total, esto es posible acudiendo a la ecuación de movimiento

de Liouville-von Neumann

ρ̇n,m = −iEn,mρn,m −
∑
ν

∑
p

λν [Bν(t)An,pρp,m(t)− Ap,mρn,p(t)Bν(t)] . (1-46)

Aqúı, Bν(t) son los operadores del baño en el cuadro de interacción y el sub́ındice p cuenta

los estados del subsistema. Integrando esta ecuación y despreciando la condición inicial ya

que no tiene ninguna contribución luego de trazar sobre los grados de libertad del baño, se

llega a

ρn,m = −i
∫ t

0

e−iEn,m(t−τ)

[∑
ν,p

λνBν(τ)An,pρp,m(τ)−
∑
ν,p

λνAp,mρn,p(τ)Bν(τ)

]
dτ. (1-47)

Ahora, con ρn,m se calculan las trazas en la ecuación 1-45 para el baño L, la expresión

obtenida será equivalente para el baño R; además, al estar en equilibrio térmico, los estados

del sistema corresponden al estado de Gibbs, se tiene que

TrB [λLρn,mBL] = −iλL
∑
p

∫ t

0

e−iEn,m(t−τ)
[
〈B†L(t)BL(τ)〉TLσp,m(t)An,p

−〈B†L(t)BL(τ)〉TLσn,p(t)Ap,m
]
. (1-48)
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Donde 〈B†ν(t)Bν(τ)〉Tν ≡ TrB
[
ρνB

†
ν(t)Bν(τ)

]
como las funciones de correlación de cada baño.

Aqúı se omiten los términos mezclados ya que los baños no interactúan entre si, por tanto,

no se correlacionan. Dado que en el acoplamiento débil las coherencias pueden despreciarse,

se prescindirá de los términos no diagonales; además, usando de nuevo la aproximación de

Markov haciendo x = t− τ , se extenderá la integral hasta infinito. Con esto la ecuación 1-48

se transforma en

TrB [λLρn,mBL] ≈ −iλL
∫ t

0

e−iEn,m(x)
[
〈B†L(x)BL(0)〉TLσm,m(t)An,m

−〈B†L(x)BL(0)〉TLσn,n(t)An,m

]
. (1-49)

De manera similar se encuentra

TrB [λLρm,nBL] ≈ −iλL
∫ t

0

e−iEn,m(x)
[
〈B†L(x)BL(0)〉TLσm,m(t)An,m

−〈B†L(x)BL(0)〉TLσn,n(t)An,m

]
. (1-50)

Se introducen ambas ecuaciones en 1-45, y finalmente se llega a

J = −1

2

∑
n>m

En,m|An,m|2
[
Pnγ

L
n→m(TL)− PmγLm→n(TL)

]
+

1

2

∑
n>m

En,m|An,m|2
[
Pnγ

R
n→m(TR)− PmγRm→n(TR)

]
. (1-51)

Aqúı, γνn→m(Tν) es la tasa de transición de probabilidad para cada baño. Como se dijo ante-

riormente el estado estacionario se usa el hecho que Ṗn(t) = 0 para encontrar las poblaciones

de cada nivel de enerǵıa. Teniendo en cuenta esto y usando la ecuación 1-51, es posible ob-

tener la corriente que existe entre cada baño y el sistema central en términos de las tasas de

transición de probabilidad [7, 3]:

J(En,m, TR, TL) =
En,m(nL(En,m, µL)− nR(En,m, µR))

(1− nL(En,m, µL))/γL(En,m, TL) + (1− nR(En,m, µR))/γR(En,m, TR)
.(1-52)

Aqúı, nν(h) = [1+e(h−µ)βν ]−1 es la distribución de Fermi-Dirac, µ como el potencial qúımico

y βν = 1/Tν el inverso de la temperatura en cada reservorio. En esta ecuación, la corriente

es tomada positiva cuando el flujo va de L a R. La ecuación 1-52 depende de las tasas

de transición, por esta razón, analizar el comportamiento de las tasas permite entender el

comportamiento de la corriente y la rectificación.

1.3.3. Corriente para sistemas de varios qubits acoplados a baños

térmicos

Como se ha dicho anteriormente, en esta tesis se estudiaron dos configuraciones. En esta

sección, se describe cómo se obtuvo la corriente para una configuración que se compone
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de un sistema central que puede estar compuesto por uno o mas qubits, cada uno acoplado

débilmente a un reservorio térmico. El Hamiltoniano total (HT ) del sistema estará compuesto

por:

HT = HS +HB +HI (1-53)

Aqúı, Hs es el Hamiltoniano del sistema central y dependerá del dispositivo que se modele,

diodo o transistor. Dado que no es un sistema aislado, cada qubit interactúa con el medio

que lo rodea; los reservorios son una colección infinita de bosones, por lo tanto, la interacción

entre cada qubit y su respectivo reservorio es de tipo esṕın-bosón. El Hamiltoniano de cada

cual se expresa como sigue.

HB =
∑
p,k

ωka
p†
k a

p
k (1-54)

HI =
∑
p

σpx
∑
k

gk

(
ap†k + apk

)
(1-55)

Donde HB el Hamiltoniano de los reservorios y HI = el Hamiltoniano de Interacción. La

dinámica de este sistema se encuentra determinada por la ecuación de Lindblad descrita en

1-20. En este caso HLS =
∑

p,ω = sp(ω)A†p(ω)Ap(ω) es llamado Hamiltoniano de Lamb Shift,

donde ω son las enerǵıas mayores o iguales a cero en Hs y Ap(ω) =
∑

i,j:ω=εj−εi |i〉〈i|σ
p
x|j〉〈j|.

Finalmente, el termino de disipación Dp[ρ] se escribe como:

Dp[ρ] =
∑
ω≥0

S(ω)

[
(1 + npω)

(
Ap(ω)ρA†p(ω)− 1

2
{ρ,A†p(ω)Ap(ω)}

)
+ npω

(
A†p(ω)ρAp(ω)− 1

2
{ρ,Ap(ω)A†p(ω)}

)]
, (1-56)

aqúı, J (ω) ∝ ω es la densidad espectral de tipo Ohmico para los reservorios. npω = [eω/Tp −
1]−1 es la distribución de Bose-Einstein, con kB = h̄ = 1. En la ecuación 1-56, [Hs +HLS, ρ] =

0 dado que el conmutador entre HS y A†p(ω)Ap(ω) es cero [45]. Usando la definición de la

ecuación 1-39 y considerando la ecuación maestra expresada en 1-20:

Jp = Tr(Dp[ρ]Hs) (1-57)

En el estado estacionario dρS/dt = 0, entonces
∑

p Jp = 0. Lo cual implica que la enerǵıa

se conserva a lo largo del proceso. Aqúı, el disipador Dp se convierte en el generador del

semigrupo dinámico que evoluciona el estado inicial del operador densidad ρS.
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1.4. Dispositivos en Termotrónica

1.4.1. El Diodo Térmico

El bloque fundamental en la termotrónica, tal como sucede en la electrónica es una confi-

guración que rectifique calor. Este dispositivo es llamado diodo térmico y actúa como un

conductor de calor cuando se tiene una polarización térmica positiva, y en sentido contra-

rio es un mal conductor, como muestra la figura 1-3. Para direccionar calor en un sentido

Figura 1-3.: Diagrama esquemático de un diodo térmico. La idea fundamental en este tipo de dispositivos

es la misma que se tiene en los diodos electrónicos, permitir el flujo de enerǵıa en una

dirección y bloquearlo totalmente en el sentido contrario.

determinado se requiere encontrar una configuración adecuada que permita esto, por tanto,

es conveniente diseñar el diodo de tal manera que aproveche las propiedades de los compo-

nentes de forma similar a como se realiza en la electrónica y aśı encontrar el punto donde la

simetŕıa en los flujos de enerǵıa se rompe. Siguiendo esta idea de romper la simetŕıa, en el

caso de esta tesis se aplicó un campo magnético externo en uno de los reservorios, o también,

tener varios subsistemas que posean diferentes propiedades en el transporte de enerǵıa térmi-

ca [4]. Además de la asimetŕıa en las corrientes, los sistemas estudiados deben poseer otra

propiedad como condición suficiente para ser un candidato a dispositivo en termotrónica.

Esta propiedad es conocida como Resistividad térmica diferencial negativa o Conductividad

térmica diferencial negativa (NDTR y NDTC por sus siglas en inglés, respectivamente). Esta

propiedad indica que el flujo de enerǵıa en uno de los baños se ve disminuido cuando aumen-

ta la diferencia de temperatura entre ellos. Esta propiedad puede parecer contra-intuitiva,

ya que la termodinámica con la ley de Fourier indica que la corriente entre dos cuerpos

a diferente temperatura debe aumentar proporcional a la diferencia de temperaturas entre

ellos. El factor de rectificación es la medida de cuán efectivo es el diodo para rectificar la

corriente térmica, este factor puede ser medido de diversas formas, en esta tesis se usan dos
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definiciones de rectificación. La primera usada en las referencias [2, 7]

R(∆T ) =
J(∆T )− J(−∆T )

J(∆T ) + J(−∆T )
, (1-58)

donde J es la corriente de calor normalizada, ∆T = TL − TR denota la temperatura “bias”.

La convención en este caso indica que R(∆T ) = 0 en el caso que no exista rectificación

y |R(∆T )| = 1 en el caso ideal, es decir, el transporte de enerǵıa térmica es de L a R y

se encuentra totalmente bloqueada en dirección contraria. La segunda es una definición de

rectificación ligeramente distinta, tomada de las referencias [57, 22, 43].

R =

∣∣∣∣ |J+
L | − |J

−
L |

Max(|J+
L , |J

−
L )

∣∣∣∣ (1-59)

Aqúı, J+
L es la corriente en dirección positiva, de la terminal L a R y J−L es la corriente en

dirección negativa, de R a L. Si R = 0, no hay rectificación y si R = 1, significa que el flujo

de enerǵıa fluye en una sola dirección.

1.4.2. El transistor térmico

El transistor térmico posee tres elementos, al igual que su equivalente electrónico el tran-

sistor bipolar se compone de un emisor, base y colector. Como se observa en la figura 1-4,

el efecto transistor se genera cuando pequeños cambios en corriente de la base, produce un

incremento considerablemente grande en la corriente del emisor y el colector. En la confi-

Figura 1-4.: Diagrama esquemático de la rectificación en la configuración 2 qubit y dos reservorios

guración propuesta en esta tesis, se usaron tres qubits que pueden estar o no interactuando

entre śı, como se aprecia en la figura 1-4. Los qubits que actúan como emisor y colector

se encuentran a diferentes temperaturas y la base en una temperatura intermedia a ellas y
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es la que controla el flujo de enerǵıa que va desde ella hasta el emisor y el colector. Para

cuantificar el efecto transistor se define el coeficiente de amplificación térmica, que mide el

cambio de las corrientes en el emisor y colector respecto al cambio en la corriente de la base

[4].

αL,R =
∂JL,R
∂JM

(1-60)

Cuando αL,R = 0 no hay amplificación, si αL,R = −1 el crecimiento de la corriente en

el emisor(colector) es proporcional a la corriente en la base y si αL,R < −1, la corriente

del emisor(colector) es amplificada. De la ecuación anterior se entiende que existen dos

coeficientes de amplificación térmica, uno para la corriente en el qubit L y otro para R.

Dada la conservación de la enerǵıa en este tipo de sistemas JL + JR = −JM , se espera que

αL + αR = −1.



2. Corriente térmica en un sistema de

dos niveles y dos reservorios

El estudio del transporte de enerǵıa en nano-sistemas se ha vuelto un “hot topic” en los

últimos años gracias al surgimiento de este tipo de sistemas, donde es muy importante las

escalas de propiedades cuánticas como la decoherencia y termalización, ya que esto revela

comportamientos cuánticos en el sistema [58, 32]. A partir de este tipo de configuraciones se

ha dado paso a una serie de dispositivos que funcionan y pueden ser controlados a partir del

flujo de calor como las máquinas térmicas cuánticas [35, 34, 42, 59, 60]; también en proce-

samiento de información y computación [18] y sistemas moleculares basados en transporte

termoeléctrico [61, 56, 32]. Hay esfuerzos que se han enfocado en el transporte de enerǵıa

en sistemas compuestos por diferentes materiales, llamados sistemas h́ıbridos. Este tipo de

arreglos maximizan las propiedades del sistema para lograr altos factores de rectificación

[52, 62, 63, 7, 17, 5, 15, 64]. Actualmente, existen diversas propuestas teóricas de dispo-

sitivos termotrónicos como transistores térmicos y compuertas lógicas [20, 4, 21, 31, 30].

Estas propuestas usan configuraciones que combinan diferentes materiales como metales y

semiconductores. Jiang et al. [21] modela teóricamente rectificadores y transistores a partir

de arreglos de puntos cuánticos sintonizables embebidos en hilos. También, en la referencia

[65] modelaron teóricamente un switch térmico usando qubits superconductores y campos

magnéticos como parámetro de switcheo y control de la corriente térmica.

Aunque la primera evidencia experimental data de 2006 con el trabajo de Chang [66], recien-

temente, Mart́ınez et al. [8] realizaron experimentalmente un diodo termoeléctrico usando

un subsistema central compuesto por metales y superconductores, interactuando con baños

metálicos, mostrando un gran factor de rectificación. En este experimento, el diodo térmico

fue fabricado por litograf́ıa con haz de electrones y se comprende de tres bloques. Dos bloques

compuestos por un metal-aislante (NI) en los extremos izquierdo y derecho, y en el centro, se

encuentra el diodo térmico constituido por un arreglo metal-aislante-superconductor (NIS),

como muestra la figura 2-1. El bloque NIS presenta un acoplamiento asimétrico entre sus

componentes, junto con el gap del superconductor en presencia de un gradiente de tempera-

tura entre los extremos que hace las veces de baños térmicos, ocasionando que la corriente

tome una dirección preferencial. Cuando la diferencia de temperaturas entre los baños es

de alrededor de 50mK, se presenta el factor de rectificación más alto. Cottrill et al. [67]
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Figura 2-1.: Realización experimental de un diodo térmico h́ıbrido. Tomado de [8]

presentaron evidencia experimental de un diodo térmico basado en materiales a temperatu-

ra ambiente, logrando altos factores de rectificación. Este resultado se debe a la unión de

dos materiales con temperatura de cambio de fase cercanas, pero con conductividad térmica

opuesta. Otras referencias de tipo experimental [29, 25, 26], muestran la viabilidad de las

propuestas teóricas de sistemas compuestos por materiales con diferentes propiedades de

transporte térmico como una alternativa para encontrar la asimetŕıa que garantiza la recti-

ficación.

Este caṕıtulo desarrolla teóricamente la de idea tener diodos térmicos usando la asimetŕıa

en la densidad de estados de los baños, teniendo la posibilidad de tener materiales metáli-

cos o aislantes. Además, se introduce una asimetŕıa adicional sometiendo uno de los baños

térmicos a un campo Zeeman. La idea de tener un qubit acoplado a un baño con campo ha

sido explorada en referencias [68, 69, 70], aunque con preguntas/intereses muy diferentes al

nuestro. Por ejemplo, [70] estudiaron el proceso de decoherencia de un esṕın 1/2 acoplado

a un baño de electrones que se encuentra en la banda de conducción en metales o semicon-

ductores. Encontraron que la decoherencia en el esṕın es mucho más rápida cuando se trata

de un metal que de un semiconductor. En la sección 2.1, se describe el modelo resuelto: un

sistema de dos niveles acoplados a dos baños térmicos que no interactúan y se sometió uno

de ellos a la influencia de un campo Zeeman en dirección z, resultando en una dependencia

de las tasas de transición de probabilidad con el campo externo aplicado. La sección 2.2 se

refiere al análisis de las tasas de transición de probabilidad encontradas en la sección anterior,

mostrando que su comportamiento depende expĺıcitamente del tipo de baño que se tiene y

de la aplicación del campo externo. La sección 2.3 describe las propiedades de la corriente
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y rectificación térmica en la primera configuración de candidato a diodo térmico, en la cual

se usan dos baños aislantes. La sección 2.4 describe las propiedades de una configuración

con dos baños metálicos. En ambas configuraciones se introduce la asimetŕıa aplicando el

campo externo en el baño derecho. La sección 2.5 estudia la configuración metal-aislante, con

campo externo aplicado en el extremo derecho. En las tres configuraciones se logra obtener

el máximo factor de rectificación. Este resultado, combinado con el resultado obtenido para

NDTC, garantiza que las configuraciones propuestas son buenas candidatas a dispositivos

termotrónicos. Finalmente, la sección 2.6 enuncia las conclusiones y perspectivas del trabajo

realizado.

2.1. Modelo

El sistema f́ısico considerado está compuesto por un sistema central y dos reservorios electróni-

cos que no interactúan entre śı, como se muestra en la figura 2-2. Este sistema f́ısico usado

Figura 2-2.: Diagrama esquemático del sistema estudiado, donde ην es la fuerza de acoplamiento entre

cada baño y el subsistema. J+ define el sentido positivo del flujo de enerǵıa del baño L al R

y H es el campo magnético aplicado en el baño derecho.

en este caṕıtulo representa un sistema h de dos niveles acoplado a dos reservorios fermióni-

cos, como se explicó en la sección 1.2, dónde se habló de sistemas cuánticos abiertos. El

Hamiltoniano del sistema completo se expresa cómo:

H = Hs +HL
B +HR

B +HL
I +HR

I

= hσcz +
∑
k,α

εkαc
†
kαckα +

∑
l,β

εlβc
†
lβclβ + σp · VL + σp · VR. (2-1)

Donde HS es el Hamiltoniano del sistema central con h como la diferencia de enerǵıa entre

los dos niveles en el qubit. Hν
B representa el Hamiltoniano de los baños electrónicos ν = R,L

derecho e izquierdo, respectivamente. Aqúı, c†lα (c†lβ) y clα(clβ) son los operadores de creación
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y aniquilación respectivamente, para el esṕın α(β) con número de onda k(l). Finalmente, Hν
I

denota el Hamiltoniano de interacción que existe entre el subsistema central y los reservorios

derecho e izquierdo, con

VR,L = ηR,L
∑
k,p,α,β

c†kασαβcpβ. (2-2)

Aqúı, ην es la fuerza o intensidad de acoplamiento con cada baño y por simplicidad en los

cálculos, se tomaron iguales. Este Hamiltoniano de interacción es conocido como el aco-

ple tipo Kondo. El operador VR,L depende de la componente de esṕın que se acople y es

proporcional a la densidad de esṕın S, por lo tanto, este puede tener tres componentes

Vx = ηSx = η
∑
k,k′

(
c†k↓ck′↑ + c†k↑ck′↓

)
,

Vy = ηSy = iη
∑
k,k′

(
c†k↓ck′↑ − c

†
k↑ck′↓

)
,

Vz = ηSz = η
∑
k,k′

(
c†k↑ck′↑ + c†k↓ck′↓

)
.

(2-3)

La componente de esṕın escogida a lo largo del desarrollo de esta tesis fue la componente x,

la componente a lo largo del eje z fue explorada pero su resultado fue trivial. El acoplamiento

en este caso es de tipo Ising con σα = σβ = σx. Adicionalmente, se mencionó que al menos

uno de los baños estará sometido a un campo Zeeman H en la dirección z, este campo afecta

los niveles de enerǵıa del baño, aśı:

εkα = εk + αH, (2-4)

con α = ±1, denota la dirección del esṕın en el sistema central.

Dinámica asintótica

Como se dijo en la sección 1.1.4, un TLS en el estado asintótico es llevado al equilibrio

térmico y alĺı, las coherencias del sistema desaparecen y la dinámica solo dependerá de las

poblaciones de los niveles. Con la intención de encontrar la dinámica asintótica del sistema

central estudiado, se partió de la ecuación maestra de Born-Markov expresada en 1-9. Se

expande el conmutador y se traza sobre los grados de libertad del baño para llegar a

d

dt
ρS(t) = −

∫ ∞
0

ds
∑
α,β

(Cαβ(s) [σα(t), σβ(t− s)ρs(t)] + Cαβ(−s) [σβ(t− s)ρs(t), σα(t)]) .

(2-5)

En esta ecuación, Cαβ(s) = 〈V †α (t)Vβ(t− s)〉 son las funciones de correlación del baño a dos

tiempos. Dado que el sistema central es un sistema de dos niveles, está caracterizado por las
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etiquetas |e〉 para el estado excitado y |g〉 para el estado base. Usando 〈e|ρS|e〉 = Pe como

la probabilidad de transición en el estado |e〉 y expandiendo los conmutadores, se parte de

la ecuación 2-5 para calcular Pe,

Ṗe(t) = −
∫ ∞

0

ds
∑
αβ

Cαβ(s) (〈e | σα(t)σβ(t− s)ρs(t) | e〉 − 〈e | σβ(t− s)ρs(t)σα(t) | e〉)

−
∫ ∞

0

ds
∑
αβ

Cαβ(−s) (〈e | ρs(t)σβ(t− s)σα(t) | e〉 − 〈e | ρs(t)σα(t)σβ(t− s) | e〉) . (2-6)

Usando la relación

e−iθ~n· ~σp (~a · ~σp) eiθ~n· ~σp = cos(θ) (~a · ~σp) + sin(θ) (~n× ~a) · σp + (1− cos(θ)) (~n · ~σp) (~n · ~a) ,

(2-7)

la ecuación 2-6 se transforma en:

Ṗe(t) = −
∑
ν

∫ ∞
0

ds [ Cxx(s)( Pe(t)e
2ihs − Pg(t)e

−2ihs) + Cxx(−s)( Pe(t)e−2ihs − Pg(t)e
2ihs) ] .

(2-8)

Reagrupando, se obtiene que:

Ṗe(t) = −
∑
ν

[ Pe(t)Γg→e(h)− Pg(t)Γe→g(h)] , (2-9)

donde:

Γe→g(h) =

∫ ∞
0

ds Cxx(s)e
2ihs +

∫ ∞
0

ds Cxx(−s)e−2ihs (2-10)

Esta última expresión denota la tasa de transición a la cual el sistema central distribuye

la probabilidad de transición en los dos niveles disponibles. Además, Γe→g(h) proviene de

la parte imaginaria de las llamadas autoenerǵıas Σα,β(z) en el espacio de Laplace. Estas

autoenerǵıas son útiles si se quisiera encontrar toda la dinámica del sistema, aśı como para

entender el comportamiento markoviano de la misma. Para que la ecuación 2-8 sea una

ecuación maestra, debe re-escribirse realizando un cambio de variable, teniendo en cuenta que

los valores para Γg→e(h) deben ser definidos positivos. Se descompone la tasa de transición

en una parte anti-hermı́tica Sνg→e(h) y otra hermı́tica, aśı

γνg→e(h) = Γg→e(h) + Γ∗e→g(h)

=

∫ ∞
−∞

ds Cxx(s)e
2ihs.

(2-11)

Aplicando esto mismo para Γe→g(h) se llega a

γνe→g(h) =

∫ ∞
−∞

ds Cxx(−s)e2ihs. (2-12)



30 2 Corriente térmica en un sistema de dos niveles y dos reservorios

Finalmente la ecuación 2-9 se transforma en

Ṗe(t) = −
∑
ν

[ Pe(t)γ
ν
g→e(h)− Pg(t)γ

ν
e→g(h)] . (2-13)

Esta expresión tiene la misma forma de 1-26, por lo tanto, esta ecuación representa la ecua-

ción maestra de Pauli para el problema espećıfico tratado en este caṕıtulo. Vale resaltar que

la forma de esta ecuación implica que resolver la dinámica del sistema significa encontrar el

cambio de la probabilidad de encontrar el sistema en el estado |e〉 en el tiempo t, además,

este cambio depende directamente de la diferencia entre las probabilidades de encontrarse

en cada estado posible en ese tiempo, y recordando la sección 1.3, esta interpretación per-

mite concluir que al resolver la dinámica mediante esta ecuación, se está encontrando el

intercambio de calor en el sistema en el tiempo t. Usando esta ecuación, también es posible

entender cómo las condiciones iniciales y otros parámetros influyen en el régimen transiente

y modifican la corriente en el estado asintótico, esto se ha dejado como trabajo a futuro.

Es evidente que la componente fundamental en la ecuación 2-13 son las tasas de transición de

probabilidad, dado que en ellas esta contenida toda la información de la interacción entre los

baños y el subsistema y la influencia del campo externo aplicado. Por lo tanto, es necesario

conocer la expresión expĺıcita de las funciones de correlación 〈Vx(s)Vx(0)〉 en el cuadro de

interacción donde el operador Vx(s) = eiHBs
∑

k,k′

(
c†k↓ck′↑ + c†k↑ck′↓

)
e−iHBs. Con esto, se

obtiene que

〈Vx(s)Vx(0)〉 = η2〈eiHBs
∑
k,k′

(
c†k↓ck′↑ + c†k↑ck′↓

)
e−iHBs

∑
l,l′

(
c†l↓cl′↑ + c†l↑cl′↓

)
〉

= η2
∑
k,k′,l,l′

[
ei(εk↑−εk↓)s〈c†k↑ck′↓c

†
l↑cl′↓〉+ ei(εk↑−εk↓)s〈c†k↑ck′↓c

†
l↓cl′↑〉

+ei(εk↓−εk↑)s〈c†k↓ck′↑c
†
l↑cl′↓〉+ ei(εk↓−εk↑)s〈c†k↑ck′↓c

†
l↑cl′↓〉

] (2-14)

Como se observa, esta función de correlación involucra operaciones con cuatro operadores que

deben ser resueltas usando el teorema de Wick. Este teorema permite reducir la combinación

de operadores creación y aniquilación. Usando también las relaciones de conmutación y anti-

conmutación para fermiones, se llega a

〈Vx(s)Vx(0)〉 = ei(εk↑−εk↓)snk↑(1− nk↓) + ei(εk↓−εk↑)snk↓(1− nk↑). (2-15)

Aqúı, nk↑ = c†k↑ck↑(nk↓ = c†k↓ck↓) es el operador número. Ahora con la expresión para la

función de correlación, se introduce la ecuación 2-15 en la ecuación 2-11 y usando además

2-4, se obtiene la expresión final para las tasas de transición de probabilidad

γe→g(h, T,H) = 2π
∑
α=±, ν

η2
ν

∫ ∞
−∞

dEρ(E)ρ(E + 2(h+ αH))n(E + αH)(1− n(E + 2h+ αH)).

(2-16)
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Aqúı, n(E) = (1 + e(E−µ)/kbT )−1 es la distribución de Fermi-Dirac con µ como el potencial

qúımico y ρ(E) es la densidad de estados, la cual determina el número de estados posibles

en un intervalo de enerǵıa por unidad de volumen, en función de la enerǵıa disponible [71].

En esta tesis, se consideraron modelos simples para describir las densidades de estado que

serán llamados: densidad uniforme, ráız cuadrada y eĺıptica

ρun(E) =
1

2 (∆−∆)

√
|E| −∆Θ(|E| −∆)Θ(Λ− |E|)},

ρsq(E) = N
√
|E| −∆Θ(|E| −∆)Θ(Λ− |E|)},

ρel(E) = N ′

(
(Λ−∆)2

4
−

(
|E| − (Λ+ ∆)2

2

)) 1
2

,

(2-17)

respectivamente. Aqúı, N = 3
4

(∆− Λ)−3/2 y N ′ = 16
3π
N (∆ + Λ)−1/2 son factores de norma-

lización para cada DOS, ∆ es el intervalo de enerǵıa o gap y Λ es la frecuencia de corte.

En las referencias [7, 70] usaron la densidad eĺıptica y [72] usó también la ráız cuadrada

mostrando que los resultados obtenidos no cambian. La densidad de estados es una función

que representa las bandas de valencia y conducción, en esta tesis se usó la densidad ráız

cuadrada, como se observa en la figura 2-3. Las DOS descritas anteriormente corresponden

Figura 2-3.: Ejemplo de la estructura de bandas reales para un semiconductor y modelos de densidad

de estados. La figura (a) Estructura de bandas para el InAs, tomado de [9] y la figura (b)

Densidades de estados ρun, ρel, ρsq como una función de la enerǵıa E, si µ > ∆ se trata de

un metal y si µ < ∆ es un aislante.

a semiconductores intŕınsecos, los cuales no contienen impurezas y tienen dos bandas: la

banda de valencia y la de conducción separadas por un intervalo o gap de 2∆. Comúnmen-

te, los semiconductores tienen formas mas complejas, como se observa en la figura 2-3(a);

este modelo representa semiconductores con gap directo. Los valores t́ıpicos para ∆ para

semiconductores según el instituto Ioffe [9] es de 1.12eV para el Silicio, de 0.661eV para el
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Germanio y de 0.35eV para InAs. Los valores t́ıpicos para Λ son de 10∆. En este modelo,

la DOS representa un aislante o semiconductor si el potencial qúımico es menor que el gap

µ < ∆ y representa a un metal cuando µ > ∆. A lo largo de este caṕıtulo se usó la densidad

ráız cuadrada. Con esto, la ecuación 2-16 queda

γe→g(h,H, T )

2πη2
= N2

∑
α=±

∫ ∞
−∞

dE
√
|E| −∆Θ(|E| −∆)Θ(Λ− |E|)

×
√
|E + 2(h+ αH)| −∆Θ(|E + 2(h+ αH)| −∆)Θ(Λ− |E + 2(h+ αH)|)

× n(E + αH)(1− n(E + 2h+ αH)). (2-18)

De forma anaĺıtica, esta tasa puede ser resuelta cuando T = 0K y puede verse expĺıcita-

mente la influencia del campo magnético externo. Dada su forma, la tasa se expande en dos

términos, uno para el campo externo positivo (H+) y otro negativo (H−) y también, el valor

absoluto en la DOS divide a su vez la integral en dos dominios; entonces, dependiendo de H,

el gap ∆ y el potencial qúımico µ, las regiones se cruzarán entre śı y la integral se convierte

en una función por tramos, como se mostrará mas adelante.

Dado que el objetivo de esta tesis se centra en el estudio de la corriente y la rectificación para

el diseño de dispositivos capaces de direccionar calor, es pertinente encontrar la expresión en

el estado asintótico para la corriente. Siguiendo un proceso similar al descrito en la sección

1.3.2, se llega a la expresión:

J(h,H, TR, TL) =
h(nL(h, µL)− nR(h, µR))

(1− nL(h, µL))/γL(h,H, TL) + (1− nR(h, µR))/γR(h,H, TR)
. (2-19)

Aqúı, la diferencia de enerǵıa entre niveles es determinada por la enerǵıa caracteŕıstica del

qubit h. Como se puede observar en 2-19, la corriente está determinada por las tasas de

transición de ambos baños, que serán calculadas con la expresión 2-18, aśı como también

depende de la ocupación térmica y la frecuencia caracteŕıstica del qubit. Es evidente que en

la variación de estos parámetros está la clave para alcanzar la asimetŕıa necesaria para en-

contrar altos factores de rectificación. Las tasas expresadas en 2-18 contienen la información

sobre la estructura de los baños y la dependencia explicita con el campo externo aplicado,

por lo tanto, conocer el comportamiento de las tasas es fundamental para entender el com-

portamiento de la corriente. En el régimen transiente del sistema, la dinámica es descrita por

las ecuaciones que surgen desde el formalismo de los operadores de proyección de Nakajima-

Zwanzig [45]. Al obtener el operador densidad en este régimen, también es posible calcular

la corriente. Este cálculo es mucho más complicado e implica encontrar las autoenerǵıas del

sistema, mencionadas anteriormente. En el anexo A se muestran las autoenerǵıas para este

problema.

Finalmente, tal como se explicó en la sección 1.4.1 el factor de rectificación es la medida de

cuán efectivo es el diodo para rectificar la corriente térmica, este factor puede ser medido de
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diversas formas, en este caso se usó la definición propuesta por [2, 7]

R =
J+ − J−

J+ + J−
. (2-20)

Donde J es la corriente de calor normalizada, ∆T = TL− TR denota la temperatura “bias”.

La convención en este caso indica que R = 0 en el caso que no exista rectificación y R = 1 en

el caso ideal, es decir, el transporte de enerǵıa térmica es de L a R y se encuentra totalmente

bloqueada en dirección contraria.

En la figura 2-4 se resume el proceso de análisis para los dispositivos propuestos en este

caṕıtulo. En las configuraciones que se presentan, la simetŕıa en los baños se modificó va-

Figura 2-4.: Diagrama esquemático de los pasos a seguir para el análisis de cada dispositivo

riando parámetros como el potencial qúımico y el campo externo aplicado. A continuación,

se examina el comportamiento de las tasas de transición para los casos donde el baño es un

aislante con un gap definido por la variable ∆ = 0.1Λ, eso quiere decir que µ = 0Λ. También,

se examina en el caso donde el baño es metálico, con µ = 0. 18Λ.

2.2. Tasas de Transición de Probabilidad

Como se dijo en la sección pasada, el cálculo y análisis de las tasas de transición de proba-

bilidad facilita la comprensión del comportamiento de la corriente y por tanto de la rectifi-

cación. En esta sección, se describe el comportamiento de la tasa de transición en función
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de la enerǵıa caracteŕıstica del qubit h; aśı como el comportamiento de la misma en función

de la temperatura del baño Tν para diferentes baños. Para los gráficos presentados a conti-

nuación, se tomó un gap o diferencia entre bandas de ∆ = 0. 1Λ y el cutoff como Λ = 1eV.

Las unidades son relativas a los valores t́ıpicos para los gaps en los semiconductores, como

se dijo anteriormente. El campo aplicado se encuentra en unidades del cutoff, donde 1eV

equivale a 398T en el caso del InAs, o de 1088T para el GaAs. En el caso de esta tesis es

h << Tν , ya que en el caso contrario, debe ser usado el formalismo de Born-Oppenheimer

debido a los efectos de co-tunelamiento [73]. También, Tν << ∆, debido que a temperaturas

elevadas los baños metálicos y aislantes tienen el mismo comportamiento y no se distinguiŕıa

su naturaleza.

2.2.1. Baño Aislante

Temperatura cero

La descripción de la tasa en términos de h es necesaria para determinar los cambios que se

presentan en el régimen de interés. Debido a esto, conocer el comportamiento de las tasas

en el régimen de interés es importante, facilitando la comprensión del comportamiento de

la corriente y la rectificación. La figura 2-5(a) muestra el cambio de la tasa de transición a

medida que se aumenta la frecuencia h del qubit, con diferentes valores de campo aplicado

cuando el baño se considera aislante, es decir tiene potencial qúımico µ = 0Λ. Cada curva

representa dicha tasa de transición a un campo H diferente y al incrementar su valor, la

tasa tiene una magnitud mayor. Se observa que para todo H la tasa es cero para h = 0,

esto indica un comportamiento no markoviano en el sistema. A continuación, se describe el

comportamiento de la tasa en las regiones H ≤ ∆ y H > ∆:

Intervalo H ≤∆: Se observa que la tasa presenta un gap entre 0 < h < ∆ como

se espera para un aislante, ya que el gap en la DOS genera también un gap ∆ en la

tasa. Cuando aumenta el campo en la curva roja, se observa cómo el gap ha disminui-

do en comparación con la curva magenta. Luego, la curva verde muestra que el gap

ha desaparecido completamente. Esta reducción del campo indica que este privilegia

el transporte de enerǵıa. En este caso donde T = 0, fue posible obtener una solu-

ción anaĺıtica a partir de la integración de la ecuación 2-18. La tasa tiene una forma

parabólica en h

γ(h, 0, H)

N2
≈ π

2
(h−∆′)2. (2-21)

Aqúı, el gap de enerǵıa disminuye como ∆′ = ∆ − H. Esta solución anaĺıtica está

representada por la curva negra punteada sobre cada tasa, mostrando un ajuste exacto

entre los cálculos anaĺıticos y numéricos. Este comportamiento parabólico en h sugiere
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(a)

(b) (c)

Figura 2-5.: Tasas de transición de probabilidad para un baño aislante cuando se aplica un campo Zee-

man, cada curva representa la tasa a un campo H diferente. La figura (a) muestra la tasa

de transición a medida que aumenta la frecuencia caracteŕıstica h (en unidades de Λ) del

qubit a T = 0Λ. La figura (b) muestra el comportamiento completo de la tasa de transición

de probabilidad en función de h T = 0Λ. La figura (c) muestra la tasa de transición de

probabilidad para tres diferentes temperaturas, se observa que al aumentar la temperatura

γ 6= 0 cuando h = 0, gracias a la activación térmica. Condiciones: ∆ = 0. 1Λ, T = 0Λ,

Λ = 1eV

que el sistema se comporta como un semiconductor tal como se reporta en las referen-

cias [68, 70], pero ahora el gap de enerǵıa entre la banda de valencia y la de conducción

depende del campo externo aplicado.
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Intervalo H > ∆: En la curva azul de la figura 2-5 se muestra que no hay gap en la

tasa. Anaĺıticamente se obtuvo una expresión aproximada

γ(h, 0, H)

N2
≈

4(H −∆)h− 2
3
(H −∆)−1h3 +O5 si h < (H −∆)/2,

π
2
(H −∆)2 − (H −∆)(π − 2)h+ 1

2
(4 + π)h2 +O3 si h > (H −∆)/2.

Aqúı, el sistema exhibe una dependencia proporcional a h3 mientras h < H−∆
2

. Con

este comportamiento, se puede decir que el campo externo favorece las transiciones de

forma tal que la pendiente de la curva es muy pronunciada. Luego, para h > H−∆
2

se

produce un cambio de concavidad y la curva se comporta de forma parabólica, donde

h2 es el término dominante.

La 2-5(b) muestra el comportamiento completo de la tasa de transición para H = 0 y H = ∆

. Se observa que para valores pequeños de h la tasa aumenta con el campo. La figura 2-5(c)

muestra la tasa para tres temperaturas distintas. Esto indica que a mayor temperatura, la

tasa en h = 0 ya no es cero. Este resultado se debe a la activación térmica de los sistemas.

Esto concuerda con lo descrito en las referencias [72, 65], quienes demostraron que el campo

magnético actúa de una forma similar al potencial qúımico, haciendo que el baño actúe como

si tuviera naturaleza distinta.

Temperatura finita

La figura 2-6 muestra el comportamiento de las tasas cuando se incrementa la temperatura

Tν y la frecuencia de qubit se mantiene constante, es decir, la diferencia de enerǵıa entre

los dos niveles del qubit permanece igual. Para temperatura finita, se encontró que el com-

portamiento de las tasas también presenta los intervalos encontrados a temperatura cero.

Recordando que la corriente depende de las tasas, estos intervalos son de gran importancia

para determinar las caracteŕısticas de la corriente. La figura 2-6(a) muestra la tasa cuando

se incrementa la temperatura del baño para el primer intervalo H < ∆ y 2-6(b) para el

segundo con H > ∆.

Intervalo H ≤∆: Se observa que la magnitud de las tasas decrece cuando se incre-

menta el valor del campo. La curva magenta con H = 0 presenta un gap que depende

de la DOS y el comportamiento de la tasa es proporcional a T 2. Para la curva roja el

gap en la tasa es mayor comparado con la tasa en H = 0. Cuando H = ∆ se observa

no existe gap, pero la magnitud de la tasa es la mas baja de todas, lo cual implica que

el campo aplicado retrasa la activación térmica del sistema.

Intervalo H > ∆: en la curva azul se observa que la tasa tiene un valor elevado,

incluso en T = 0, esto concuerda con la figura 2-5(b), donde se concluyó que el campo

disminuye el gap hasta desaparecer cuando H ≥ ∆. Al no existir un gap de enerǵıa que



2.2 Tasas de Transición de Probabilidad 37

(a) (b)

(c)

Figura 2-6.: Tasa de transición a medida que incrementa la temperatura (en unidades de Λ) del reservorio

aislante. Cada curva representa la tasa a un campo H diferente. La figura (a) muestra la tasa

de transición de probabilidad en el intervalo [0, 0.04Λ] para el intervalo H ≤ ∆ mientras que

la figura (b) muestra el comportamiento en este mismo intervalo para la tasa con H > ∆.

La figura (c) muestra el comportamiento a altas temperaturas de las tasas, donde se puede

observar su comportamiento asintótico. Condiciones: ∆ = 0. 1Λ, h = 10−3Λ, Λ = 1eV

medie las transiciones entre las bandas de valencia y conducción, el flujo de enerǵıa

puede incrementar rápidamente.

También, es importante anotar que en el ĺımite cuando T →∞ el valor de la tasa se satura en

todos los puntos y en especial para h = 0, γ(0,∞, H) = Λ
2
−H. La información sobre el gap

se pierde debido a la activación térmica, como se muestra en la referencia [69], y se explica

que en baños fermiónicos el sistema es sensible a la naturaleza del baño a baja temperatura.

Aśı mismo, muestran que para altas temperaturas los espines no correlacionados ocasionan

fluctuaciones térmicas que saturan la tasa como se puede ver en la figura 2-6(c). También, se

observa que la acción del campo a grandes temperaturas disminuye el flujo de enerǵıa, pero

el comportamiento asintótico se mantiene. Este gráfico demuestra que el comportamiento
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interesante sucede a bajas temperaturas, donde es posible distinguir la estructura de los

baños.

2.2.2. Baño Metálico

Igual que en el caso del aislante, entender el comportamiento de las tasas facilita comprender

el comportamiento de la corriente y la rectificación, dada la relación que existe entre ellas.

En este caso el potencial qúımico es de 0. 18Λ.

Temperatura cero

La figura 2-7 muestra el comportamiento de la tasa de transición cuando se incrementa el

valor de h y la temperatura del reservorio es cero. De la figura se observa que para todos

los valores H la tasa es cero cuando h = 0. En general, como ocurre en el baño aislante,

también existen reǵımenes que dependen del valor del campo externo y en metales, también

del potencial qúımico.

Intervalo 0 < H < µ−∆: En este intervalo, la curva magenta representa el com-

portamiento metálico del baño sin tener campo aplicado. La solución anaĺıtica que se

obtuvo al resolver la ecuación 2-18

γ(h, 0, H) ≈ 4((µ−∆)2 −H2)
1
2 +

2

3
h3((µ−∆)2 +H2)((µ−∆)2 −H2)−

3
2 +O(h5),

(2-22)

La ecuación anterior, muestra la dependencia directa de la tasa de transición con el

campo externo H y el potencial qúımico µ. La curva roja también pertenece a este

intervalo y muestra cómo la tasa tiene ahora una magnitud menor, además la conca-

vidad ha cambiado. Vale la pena resaltar que este mismo comportamiento anaĺıtico

se observó en la tasa de transición para aislantes cuando H > ∆, donde la tasa se

encuentra gobernada solo por potencias impares. Esto implica que el comportamiento

de la tasa en este intervalo (excepto en H = 0Λ) se asemeja a un baño metálico, pero

no corresponde a esta naturaleza.

Intervalo µ−∆ < H < µ: representada por la curva verde de la 2-7(a) tiene un

comportamiento anaĺıtico:

γ(h, 0, H) ≈

0 si h ≤ (∆− µ+H)/2

2
3
((2h−H + µ−∆)3(H + µ−∆))

1
2 +O(h5) si h > (∆− µ+H)/2,

(2-23)
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Figura 2-7.: Tasas de transición de probabilidad para un baño metálico cuando se aplica un campo

Zeeman, cada curva representa la tasa a un campo H diferente. La figura (a) muestra la

tasa de transición a medida que aumenta la frecuencia caracteŕıstica h (en unidades de Λ) del

qubit a T = 0Λ. La figura (b) muestra el comportamiento completo de la tasa de transición

de probabilidad en función de h para dos campos H distintos. La figura (c) muestra la tasa

de transición de probabilidad para tres diferentes temperaturas, se observa que al aumentar

la temperatura γ 6= 0 cuando h = 0, gracias a la activación térmica. Condiciones: ∆ = 0. 1Λ,

T = 0Λ, Λ = 1eV

La magnitud de la tasa es menor en comparación con la curva roja, que representa

el intervalo anterior; si bien esta forma anaĺıtica no es similar a ninguna de las vistas

anteriormente, el gap que se genera sugiere que este comportamiento es de tipo aislante.
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Intervalo µ ≤ H ≤ µ+ ∆: la curva azul representa la tasa cuando H = µ. El gap

que se genera por la acción del campo es máximo, o sea ∆′ = ∆ y la magnitud

disminuye. Nuevamente, este gap indica un cambio en el comportamiento gracias al

campo aplicado, sugiriendo que suprime totalmente la acción del potencial qúımico

y el comportamiento del metal seŕıa netamente “aislante”. Luego se observa que al

aumentar el campo externo mas allá de este valor, disminuye como ∆′ = (∆+µ−H)/2

hasta desaparecer cuando H = ∆+µ, representado por la curva naranja con igual valor

H = µ+ ∆ y su magnitud aumenta. De esto, se puede afirmar que el baño pasa a ser

metálico de nuevo, con un potencial qúımico efectivo µ′ = H − µ. Anaĺıticamente, la

tasa descrita se expresa como

γ(h, 0, H) ≈

0 si h ≤ (∆ + µ−H)/2

2
3
((2h+H − µ−∆)3(H + µ−∆))

1
2 +O(h5) si h > (∆ + µ−H)/2,

(2-24)

tanto para H = µ, como para H = µ+ ∆. Es notorio que nuevamente se presenta solo

el termino relacionado con h2, muy similar a la curva del intervalo µ − ∆ < H < µ,

confirmando que esta tasa representa un comportamiento semejante a un aislante.

En cuanto a la figura 2-7(b), presenta el comportamiento completo de la tasa en todo el

dominio de h, mostrando que el campo aplicado transforma la tasa de transición, aumen-

tando el intervalo de h en el cual existe una probabilidad de tener transiciones. La figura

2-7(c) muestra la tasa de transición de probabilidad para tres diferentes temperaturas, dónde

nuevamente se muestra la activación térmica con el aumento de la tasa en h = 0.

Temperatura finita

A continuación se presenta el análisis de las tasas de transición cuando se incrementa la

temperatura del baño. La figura 2-8(a) muestra el comportamiento de las tasas de transición

de probabilidad para un baño metálico, cuando se incrementa su temperatura. Este gráfico

exhibe los mismo intervalos observados para temperatura cero en 2-7(a).

Intervalo 0 < H < µ−∆ la curva magenta corresponde a la tasa con H = 0Λ y su

gráfico muestra el comportamiento t́ıpico de un baño metálico, luego, la curva roja en el

mismo intervalo, muestra como la acción del campo disminuye la magnitud de la tasa.

Podŕıa predecirse de nuevo, que el campo aplicado generará un gap en la temperatura

retardando la activación térmica, como se mostró para el baño aislante.

Intervalo µ−∆ ≤ H < µ, la curva verde con H = ∆ muestra cómo la magnitud de

la tasa ha disminuido considerablemente respecto a H = 0. 07, esto se debe al gap que
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(a) (b)

Figura 2-8.: Tasa de transición a medida que incrementa la temperatura (en unidades de Λ) del reservorio

metálico. Cada curva representa la tasa a un campo H diferente. La figura (a) muestra la

tasa de transición de probabilidad en el intervalo [0, 0.04Λ] para todos los campos aplicados,

mientras que la figura (b) muestra el comportamiento a altas temperaturas de las tasas,

donde se puede observar su comportamiento asintótico. Condiciones: ∆ = 0. 1Λ, h = 10−3Λ,

Λ = 1eV

aparece en este intervalo, donde se hace evidente la interacción que existe ahora entre

H, µ y T retrasando la activación térmica en este intervalo.

Intervalo µ ≤ H ≤ µ+ ∆, la curva azul con H = µ corresponde al campo externo

donde se tiene la mayor atenuación en la tasa y su forma es muy similar a la de un

aislante. La curva naranja con H = µ+ ∆, la magnitud de la tasa es mayor y se debe

a que el gap para este H ha desaparecido.

La gráfica 2-8(b) muestra el comportamiento para altas temperaturas, sucede lo mismo que

en el aislante. Las tasas aumentan su magnitud hasta saturarse, de esta forma puede verse

cómo la naturaleza del baño se pierde y ambos, aislante y metal se comportan igual. Anali-

zando las curvas en general, en los distintos reǵımenes se presenta un comportamiento que

se asemeja a los baños aislantes, pero esto depende netamente de la interacción entre H y µ.

Lo dicho anteriormente refuerza el resultado visto en la sección anterior acerca de los baños

aislantes sobre la interpretación que al aplicar un campo magnético este se comporta efec-

tivamente como un potencial qúımico, que en este caso, retarda el efecto potencial qúımico

real y compite con él. De hecho, cuando el campo externo supera el valor de µ es evidente

que el sistema intenta recuperar su forma de metal. También, es importante anotar que aun-

que en los distintos reǵımenes las tasas de los baños metálicos se asemejen a las de baños

aislantes e inclusive tener el mismo gap, ambos baños son totalmente distintos entre si. Este

resultado puede ser aprovechado para obtener efectos diferentes usando el campo externo
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como parámetro de control, aumentando o disminuyendo el valor de la tasa a conveniencia.

Consideraciones generales para el análisis de la corriente, la rectificación y NDTC

A continuación, se estudian y analizan cuatro configuraciones para los reservorios, conside-

rando el sistema dibujado en la figura 2-2, para determinar si cambiando la naturaleza del

baño y/o aplicando un campo magnético se postulan como dispositivos termotrónicos. La

primera es una configuración donde los baños son aislantes, y se aplica campo externo en el

baño derecho. Luego se explora una configuración donde los baños son metálicos, con campo

externo aplicado en el baño derecho y finalmente, dos configuraciones donde se combina un

baño aislante y otro metálico, con campo aplicado en al menos uno de los baños. En los

cuatro casos se analiza el comportamiento de la corriente, rectificación y NDTC.

Se consideró un sistema central compuesto por un qubit o esṕın 1/2 con frecuencia carac-

teŕıstica h acoplado a dos reservorios térmicos derecho (R por su sigla en inglés) e izquierdo

(L por su sigla en inglés) que no interactúan entre si con temperaturas respectivas TL y

TR. Siguiendo la idea expuesta durante todo el documento, se genera una asimetŕıa en la

configuración aplicando un campo Zeeman en uno de los dos baños.

En todos los casos, la corriente será calculada con la ecuación 2-19 en términos de la tem-

peratura promedio entre los baños

Ta =
1

2
(TL + TR) (2-25)

y la diferencia entre dichas temperaturas

∆T = TL − TR. (2-26)

Al encontrarse ambos baños a distinta temperatura es de esperar que se genere un flujo de

calor desde el baño caliente al baño fŕıo, como lo dicta la termodinámica. Se define el sentido

positivo de la corriente J+ de L a R cuando TR < Ta < TL y el sentido negativo J− de R

a L cuando TL < Ta < TR. Ambas corrientes, que son además las que se comparan en la

expresión 2-20 se grafican en las figuras 2-9(a), 2-13(a), 2-18(a), 2-22(a) para las diferentes

configuraciones. Lo que cambia en las configuraciones en la expresión 2-19 de la corriente

son las tasas (las ocupaciones no dependen de los campos) y por tal motivo es útil graficar

las tasas de J+ y J− para entender el comportamiento de la corriente. Un ejemplo de estas

figuras es 2-9(b) y 2-9(c) (2-13(b) y 2-13(c), 2-18(b) y 2-18(c), 2-22(b) y 2-22(c)). La

2-9(b) servirá aśı para entender el comportamiento de J− donde la temperatura mayor es

la de R y la menor es la de L (mirar las letras en las figuras). De igual forma 2-9(c) servirá

para entender el comportamiento de J+ donde la temperatura mayor es la de L y la menor

es la de R.

El análisis hecho en la corriente se divide en tres partes, primero se listan aspectos generales,

luego se analiza la corriente para ∆T < 0 (J−) y finalmente para ∆T > 0 (J+). Las figuras
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2-11, 2-15, 2-19 y 2-23 muestran la corriente y la rectificación en función de la temperatura.

Y finalmente las figuras 3D 2-12, 2-16, 2-20 y 2-24 muestran cómo varia la rectificación y

la NDTC para cada configuración.

La NDTC se puede ver a simple vista desde las figuras de corriente. La termodinámica predice

que al aumentar ∆T la corriente debe aumentar, NDTC es lo contrario. Aśı pues, para dar

un ejemplo, en la figura 2-9(a) hay NDTC cuando ∆T < 0.01Λ (ver también curva negra

en 3D) y cuando ∆T > 0.006Λ (ver curva roja 3D). En cambio en una configuración como

la de la fig 2-13(a) no hay NDTC porque al aumentar ∆T la corriente siempre aumenta.

2.3. Configuración Aislante-Aislante

Como se dijo, el análisis de la corriente se hizo a partir de tres gráficos. El gráfico 2-9(a)

presenta la corriente J+ con ĺıneas sólidas y J− con ĺıneas punteadas. Los diferentes colores

representan los valores de campo usados.

2.3.1. Corriente

Aspectos generales

En general, cuando la tasa de alguno de los dos baños es cero, la corriente es cero,

porque J ∝ 1/(1/γL + 1/γR). Esto sucede para la corriente en ∆T < 0 y para valores

de H < ∆ en ∆T > 0.

Todas las corrientes son cero en T = 0, esto sucede ya que ∆T = 0, por lo tanto TL = TR
y nL(h, 0) = nR(h, 0), lo que implica que los niveles están igualmente ocupados y al no

depender del campo externo, la corriente también se vuelve cero para todo H en este

caso.

Cuando HR = HL = 0, representado por la curva magenta sólida y punteada en la

figura 2-9(a), las tasas y las ocupaciones son iguales en todo el intervalo de ∆, por

tanto J+ = J−.

El signo de la corriente solo depende de las ocupaciones, ya que las tasas son definidas

positivas desde su cálculo en la ecuación maestra de Pauli. Cuando ∆T < 0, nL(h, 0) <

nR(h, 0) y la corriente J− será negativa, indicando que el flujo de enerǵıa va desde el

estado base |g〉, al excitado e〉 en el qubit. De igual forma, cuando ∆T > 0 la corriente

J+ es positiva con nL(h, 0) > nR(h, 0), con el flujo de enerǵıa desde |e〉 hasta |g〉.
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(a)

(b) (c)

Figura 2-9.: Cambio de la corriente J±
L al medida que aumenta la diferencia de temperatura ∆T entre

los reservorios y sus respectivas tasas de transición para una configuración aislante-aislante,

cada curva representa un campo H distinto. La figura (a) muestra la corriente en ambas

direcciones J+ y J−, en este caso, ∆T > 0 corresponde a J+ y ∆T < 0 a J−. La figura (b)

muestra las tasas de transición usadas para el cálculo de la corriente J− y la figura (c) las

tasas usadas para la corriente J+. Para estos gráficos, cada corriente se analiza comparando

la tasa para el baño L con la tasa para cada campo en el baño R. Condiciones: ∆ = 0. 1Λ,

h = 10−3Λ, Λ = 1eV
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∆T < 0

En el intervalo ∆T < 0, el comportamiento de la corriente J− se explica si se observa

la tasa de transición para el baño izquierdo con HL = 0 en el intervalo de temperatura

[0, 0.02] con ĺınea sólida, contrastada con la tasa para el baño derecho con HR en el intervalo

[0.02, 0.04]con ĺınea punteada, como muestra la figura 2-9(b). Se observa que:

Los mı́nimos en todas las curvas en la figura 2-9(a) se producen cuando el denominador

de la ecuación 2-19 es máximo, gracias a que J ∝ 1/(1/γL + 1/γR).

Para valores de campo externo H ≤ ∆ 2-9(a) la corriente tiene una magnitud menor

y si se observa en la curva roja punteada en 2-9(b), las tasas disminuyen su magnitud

en este intervalo, indicando que el campo realiza una supresión en el flujo de enerǵıa

en este intervalo, siendo menor en la curva verde con H = ∆.

Cuando H > ∆ en la curva azul la magnitud de la corriente aumenta, esto también

corresponde a lo visto en las tasas de transición, donde la magnitud es mayor incluso

que H = ∆. Esto se le atribuye a la forma en la que el campo actúa sobre el sistema.

Una vez el campo aplicado sobrepasa el gap que existe entre la banda de valencia y

conduccion del aislante, se comporta como un potencial qúımico, privilegiando aśı la

conducción.

∆T > 0

Ahora, la corriente J+ en el intervalo ∆T > 0, se explica nuevamente comparando la tasa

del baño izquierdo en el intervalo [0.02, 0.04] cuando HL = 0 representado con ĺınea sólida,

versus la tasa del reservorio derecho con HR en el intervalo [0.02, 0] con ĺıneas punteadas,

como muestra la figura 2-9(c).

Los máximos en las curvas magenta y roja en la figura 2-9(a) se producen cuando el

denominador de la ecuación 2-19 es mı́nimo, gracias a que J ∝ 1/(1/γL + 1/γR).

Cuando H < ∆ representado por la curva roja, la magnitud de la corriente es menor

que en H = 0. Se observa una gran supresión de la corriente en este intervalo, pero en

H = ∆ en la curva verde la corriente se dispara debido a que la tasa para el baño R

en ∆T = 0.04 (TR = 0, TL = 0.04) tiene un valor distinto de cero y nR(−h, 0)→ (1/2)

mientras la tasa para el baño L tiene una magnitud mucho mayor, pero nL(−h, 0) ≈ 0,

inclinando el flujo de calor hacia el baño R.

Para H > ∆ representada por la curva azul, el comportamiento es igual que en el

intervalo anterior, pero esta vez la tasa para R tiene una magnitud mucho mayor en

T = 0, disparando el valor de la corriente.
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En la gráfica 2-9 es evidente que ∆T > 0 es muy diferente a ∆T < 0, inclusive con pun-

tos donde una es cero y otra muy grande, indicando que la aplicación de campo magnético

en un solo baño si produce una asimetŕıa entre las corrientes y recordando el modelo de

baños estructurados, podŕıa decirse que el campo externo actúa como el potencial qúımi-

co, privilegiando el transporte de enerǵıa entre bandas, ejerciendo control sobre el flujo de

calor. Esencialmente, la asimetŕıa introducida afecta la activación térmica en el sistema, re-

trasándola cuando el campo externo es menor que el gap de enerǵıa y privilegiándola cuando

el campo es mayor.

2.3.2. Rectificación

Figura 2-10.: Diagrama esquemático del cálculo de la rectificación en la configuración qubit-dos reservo-

rios cuando los baños son aislantes y es aplicado un campo Zeeman en el baño derecho.

Dada las propiedades que presenta la corriente en esta configuración, es decir J− 6= J+, se

estudia la rectificación usando la expresión 2-20 y siguiendo la idea expuesta a lo largo del

documento, es deseable el efecto de la asimetŕıa en la configuración cuando el campo Zeeman

está aplicado en el baño derecho, como lo muestra el diagrama de la figura 2-10. La figura

2-11(a) muestra el comportamiento para la rectificación en función de ∆T versus el campo

externo aplicado en el baño R. En este gráfico también se evidencian los reǵımenes de las

tasas de transición como se corrobora en la gráfica 2-11(b), donde se grafica de nuevo la

corriente para facilitar la comprensión.

Para H ≤ ∆, en la figura 2-11(a), la rectificación es cero cuando no hay campo

aplicado, si se observa la corriente con curva magenta en la figura 2-11(b) se muestra

que J− = J+. En general, para este intervalo la rectificación es negativa, esto se debe

a que J− > J+ como se ve en la curva roja y también se observa que la rectificación

llega a su máximo valor, lo cual sucede porque J+ se hace cero primero que J−.
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(a) (b)

Figura 2-11.: Rectificación y corriente en función de la diferencia de temperaturas entre los baños ∆T

para diferentes valores de H en una configuración aislante-aislante. La figura (a) muestra

la rectificación y la figura (b) muestra la corriente J+ y J− en función de la diferencia de

temperaturas. Condiciones h = 10−3Λ, ∆ = 0.1Λ, Λ = 1eV

En H = ∆, en un inicio en la figura 2-11(b) J− > J+ y luego J+ crece hasta igualar

a J− generando una región de temperatura donde no hay transporte de enerǵıa neto

y R = 0 en 2-11(a) en las cercańıas de ∆T = 0.02, pero J+ sigue creciendo, hasta

que J+ > J− y la rectificación se hace positiva y máxima cuando J− se suprime para

valores de ∆T > 0. 02.

Para H > ∆, se muestra que la rectificación se hace máxima rápidamente a pequeños

pasos en ∆T . Esto sucede gracias a que la corriente en el sentido J− se suprime mientras

que J+ incrementa notablemente, como se puede ver en la figura 2-11(b).

En términos de transporte de enerǵıa, al aumentar diferencia de temperatura entre ambos

baños, es más efectiva la transferencia desde el nivel superior haćıa el inferior en el qubit

cuando el campo supera al gap. Este resultado implica que al introducir esta asimetŕıa

en el sistema, la dirección de la corriente podŕıa ser controlada a conveniencia aplicando

campos magnéticos, mostrándose como un buen candidato a diodo térmico. Además, tener

la posibilidad de cambiar el signo de la rectificación sin cambiar la naturaleza de los baños,

ofrece una alternativa mas sencilla desde la ingenieŕıa de reservorios para experimentos tales

como diodo o transistor térmico, enfriadores cuánticos, máquinas térmicas cuánticas entre

otros.

NDTC

Para que este sistema sea visto como una aplicación potencial en el área de la termotrónica,

se debe considerar una condición necesaria para la construcción de un diodo térmico y es la
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supresión de la corriente en una de las dos posibles direcciones: esta propiedad es llamada

Conductividad diferencial térmica negativa, NDTC por su sigla en inglés. La NDTC se

presenta como un comportamiento no predecible en la corriente, y en este caso, si la diferencia

de temperaturas entre los baños aumenta, el flujo de enerǵıa disminuye, lo cual implica que

su derivada (que se puede interpretar como la pendiente en esa región) será negativa; además,

también es necesario que ambas corrientes J− y J+ sean diferentes en magnitud.

La figura 2-12 muestra los intervalos donde se presenta NDTC en el sistema y solo se

Figura 2-12.: Mapa de calor para la rectificación en función de ∆T y H. La curva negra y la roja

representan los intervalos con NDTC y son graficadas en el valor absoluto de |∆T | para

visualizar su acción en la recctificación.

muestra el valor positivo dado que la rectificación es una comparación de la corriente en

ambos sentidos. La ĺınea negra representa el extremo del intervalo donde existe NDTC en

∆T < 0 y va de derecha a izquierda, la ĺınea roja representa el extremo del intervalo que

va de izquierda a derecha con NDTC en ∆T > 0. Se observa que para H = 0, existe

NDTC en ambas direcciones pero las corrientes son iguales, por lo tanto no hay rectificación.

Nuevamente, el comportamiento se divide por regiones:
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Cuando H < ∆, la región donde hay intersección de la NDTC para ambas direcciones

se ampĺıa pero sigue presentando baja rectificación en su mayoŕıa, mostrando que tener

NDTC no implica tener rectificación. Dentro de este intervalo existen otras dos zonas o

regiones: La región I está a la izquierda en la parte inferior, alĺı solo existe NDTC para

∆T < 0 y es una región con rectificación baja. La región II hacia la derecha inferior

del mapa: alĺı solo existe NDTC para ∆T > 0 y presenta alta rectificación, por lo cual

en esta región se obtienen las condiciones apropiadas para la construcción de un diodo.

La región III se presenta alrededor de H = ∆. Aqúı no se tiene NDTC para ∆T > 0,

dado que la corriente siempre crece, eso significa que la curva roja no continúa, pero

la curva negra muestra que si existe NDTC para ∆T < 0, y se marca el ĺımite entre

rectificación positiva y negativa.

Finalmente, en el intervalo IV para H > ∆ se presenta NDTC para ∆T < 0 se hace

más pequeño y combinado con la no-supresión en ∆T > 0, la rectificación se vuelve

rápidamente 1, pero en este caso la región de alta rectificación no coincide con la

región NDTC, por lo tanto no cumple las condiciones para tener un diodo térmico,

esto demuestra que tener una alta rectificación no implica tener NDTC.

2.4. Configuración Metal-Metal

2.4.1. Corriente

En esta sección, en la configuración mostrada en la figura 2-2 los baños serán metálicos con

un potencial qúımico para ambos baños de µ = 0. 18Λ. La figura 2-13(a) muestra el cambio

de la corriente cuando se aumenta la diferencia de temperaturas entre los reservorios y las

tasas de transición correspondiente a cada corriente. Aqúı, las curvas a trazos corresponden

a J− y las sólidas a J+. Nuevamente, el comportamiento de la corriente exhibe las regiones

que se observaron en las tasas de la figura 2-8 y sus gráficos son puestos nuevamente en las

figuras 2-13(b) y 2-13(c) para una mejor compresión.

Aspectos generales

Todas las corrientes en 2-13(a) son cero en ∆T = 0 ya que TL = TR y nL(h, 0. 18) =

nR(h, 0. 18). Esto implica que los niveles están igualmente ocupados y al no depender

del campo externo, la corriente también es cero para todo H.

El signo de la corriente solo depende de las ocupaciones, ya que las tasas son definidas

positivas desde su cálculo en la ecuación maestra de Pauli. Cuando ∆T > 0 en 2-

13(a), nL(h, 0. 18) < nR(h, 0. 18) y la corriente J+ será negativa, indicando que el flujo
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(a)

(b) (c)

Figura 2-13.: Cambio de la corriente J±
L al medida que aumenta la diferencia de temperatura ∆T entre

los reservorios y sus respectivas tasas de transición, cada curva representa un campo H

distinto. La figura (a) muestra la corriente en ambas direcciones J+ y J−, en este caso,

∆T > 0 corresponde a J+ y ∆T < 0 a J−. La figura (b) muestra las tasas de transición

usadas para el cálculo de la corriente J− y la figura (c) las tasas usadas para la corriente

J+. Para estos gráficos, cada corriente se analiza comparando la tasa para el baño L con

la tasa para cada campo en el baño R. Condiciones: ∆ = 0. 1Λ, h = 10−3Λ, Λ = 1eV.

de enerǵıa va desde el estado base |g〉, al excitado |e〉 en el qubit. De igual forma,

cuando ∆T < 0 la corriente J− es positiva con nL(h, 0. 18) > nR(h, 0. 18), con el flujo

de enerǵıa desde |e〉 hasta |g〉.



2.4 Configuración Metal-Metal 51

∆T < 0

La figura 2-13(b) muestra el comportamiento de las tasas para la corriente J+ en ∆T < 0.

Las regiones observadas en las tasas mostradas alĺı, se hacen evidentes en la corriente.

La corriente J− se muestra en el recuadro izquierdo de la figura 2-13(a). Para el campo

H = 0 con curva magenta tiene una magnitud mayor que la corriente para los campos

hasta H = µ, debido a que la tasa para H = 0 tienen una magnitud mayor, como se

puede ver al comparar la curva magenta punteada en la figura 2-13(b).

Se observa que en el intervalo H ≤ µ las tasas en el baño R (curvas roja, verde y azul)

tienen una magnitud menor cuando incrementa el campo, por tal razón, la magnitud

de corriente también disminuye. Esto implica que el flujo de enerǵıa entre los niveles

del qubit disminuye cuando se incrementa el valor del campo.

En H = µ con curva azul, la corriente J− alcanza su magnitud mı́nima, indicando que

el campo aplicado retrasa la activación térmica.

Luego, cuando H > µ, la corriente de curva naranja en 2-13(a) nuevamente incrementa

su magnitud al incrementar el campo y se solapa con la curva roja, sucediendo lo mismo

con las tasas correspondientes en 2-13(b).

∆T > 0

En el recuadro derecho de la figura 2-13(a) se muestra la corriente J+. Para las curvas

de corriente con H ≤ µ (roja y verde), la magnitud de la corriente disminuye, siendo

mı́nima en H = µ con curva azul. Este comportamiento se debe directamente a las

tasas de transición dibujadas en la figura 2-13(c), donde las curva punteada magenta

es la de mayor magnitud.

En la curva azul cuando H = µ se presenta un gap se debe a que la magnitud de la tasa

para el baño R en este caso es muy pequeña, como se puede corroborar en la figura

2-13(c).

Para H > µ sucede lo mismo que en J− ya que J+ crece como se ve en la curva naranja

sólida en 2-13(a) y se solapa con la curva roja. Como se puede ver, este comportamiento

es el reflejo de las tasas en 2-13(c), donde la curva roja y naranja punteadas se solapan.

En ambos intervalos de ∆T en la figura 2-13(a) se observa que el comportamiento de la

corriente obedece al comportamiento del baño que se encuentra sometido a campo externo,

que en este caso es el baño R. Ahora, se analiza la rectificación usando de nuevo la ecuación

2-20.
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2.4.2. Rectificación y NDTC

Dadas las propiedades que presenta la corriente en esta configuración, ahora se grafica la

corriente usando la expresión siguiendo la idea expuesta en el párrafo anterior, se genera una

asimetŕıa en la configuración aplicando un campo Zeeman en el baño derecho, como lo mues-

tra la figura 2-14. Usando de nuevo la ecuación 2-20, se grafica la rectificación en función

Figura 2-14.: Diagrama esquemático de la rectificación en la configuración un qubit y dos reservorios

metálicos con potencial qúımico µ = 0.18Λ

de la diferencia de temperatura ∆T entre los baños, manteniendo la temperatura promedio

Ta = 0. 02Λ. La figura 2-15(a), muestra el comportamiento de la rectificación cuando se

aumenta la diferencia de temperatura para distinto valores de campo Zeeman. Aqúı, nueva-

mente se acompaña el análisis con las curvas de corriente en la figura 2-15(b) vistas en la

sección anterior para facilitar la compresión. En general, la rectificación es positiva dado que

|J+| > |J−|, como se observa en la figura 2-15(b). Cuando TL = TR y H = 0, la rectificación

es cero gracias a que J+ = J−, por esta razón la curva magenta en el gráfico 2-15(a) es

nula. La rectificación en H ≤ µ es cada vez mayor; lo cual se debe a que la corriente J−

cada vez tiene una magnitud menor en comparación con J+, siendo mı́nima en H = µ con

R ≈ 80 %. En este valor del campo se presenta un crecimiento lento de la corriente para

J+ y volviendo a las tasas de transición, obedece a la supresión de flujo en este intervalo.

En cuanto al transporte de enerǵıa, esto significa que el flujo en este punto es el máximo

presentado, siempre desde el nivel superior al inferior. Cuando H > µ R con curva naranja

en 2-15(a), ha disminuido su magnitud ya que en este caso el campo es mayor al potencial

qúımico aumentando la magnitud de ambas corrientes J+ y J−, haciéndolas similares. Esta

observación reafirma la conclusión referida a la acción del campo: este se comporta como un

potencial qúımico efectivo que compite con el potencial qúımico real y una vez superado,

este aumenta el flujo de enerǵıa en todo el sistema.

Dado que existe una zona de alta rectificación, es necesario determinar si existe NDTC en la
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configuración. Como se dijo en la configuración aislante-aislante, la NDTC es una condición

necesaria en los dispositivos candidatos en la termotrónica y debe ser analizada en este caso

también. La figura 2-16 muestra el mapa de calor para la rectificación cuando se incrementa

la diferencia de temperaturas entre los reservorios. En esta configuración se presentan dos

zonas, en la primera zona I de baja rectificación ambas corrientes tienen un crecimiento

constante en todo el intervalo de temperatura, eso quiere decir que no existe NDTC para

todos los valores de campo aplicado. En cuanto a J+ solo se observa un crecimiento lento

cuando H = µ en el intervalo [0, 0. 02] como se corrobora en la figura 2-15(a) que implica

una rectificación del 80 %, señalado como la región II en la figura 2-16. En esta región ambas

corrientes aumentan, lo cual significa que no existe NDTC. Este resultado implica que esta

configuración no tiene las condiciones necesarias para ser un buen candidato a diodo térmico,

ya que el transporte de calor en la dirección J+ obedece solo a la diferencia de temperaturas

y no a la configuración del sistema, como asimetŕıas inducidas a través del campo. De otro

lado, en esta configuración puede ser aprovechada la simetŕıa que existe y aplicar el campo

en el reservorio izquierdo, aśı las corrientes se invierten y el sentido en el cual se realiza el

flujo de calor será contrario y la rectificación será negativa. Esto quiere decir que el flujo de

enerǵıa se daŕıa desde el baño fŕıo al caliente y aśı ‘ènfriar” el reservorio fŕıo. Aprovechando

las propiedades que presentan ambos baños en cuanto a la acción del campo sobre cada

tipo de reservorio, se propone también una configuración mixta para diodo combinando un

reservorio metálico y uno aislante.

(a) (b)

Figura 2-15.: Rectificación y corriente en función de la diferencia de temperaturas entre los baños ∆T

para diferentes valores de H en una configuración metal-metal. La figura (a) muestra la

rectificación y la figura (b) muestra la corriente J+ y J− en función de la diferencia de

temperaturas. Condiciones: ∆ = 0. 1Λ, h = 10−3Λ, Λ = 1eV
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Figura 2-16.: Mapa de rectificación en función de ∆T y H. En este caso no se observa NDTC en la

corriente.

2.5. Configuración Aislante-Metal

Para esta configuración aislante-metal, el baño derechoR es metálico con µ = 0. 18Λ y el baño

izquierdo L un aislante con µ = 0Λ. Conociendo la forma de las tasas de transición para cada

baño, es claro que la rectificación se ve visiblemente afectada dependiendo del baño al cual

se le aplique el campo Zeeman. Este tipo de configuraciones se remiten a las configuraciones

análogas en electrónica con los diodos tipo PN o NP, dónde uno de los extremos es dopado

para obtener una mayor conducción en una sola dirección. Por consiguiente, es conveniente

el estudio del comportamiento de la corriente y la rectificación en ambos casos, cuando el

campo es aplicado en el baño izquierdo y cuando es aplicado en el baño derecho.
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2.5.1. Corriente cuando el campo Zeeman es aplicado en el metal

Motivados por los resultados obtenidos en las tasas de transición y corriente para las confi-

guraciones anteriores, se exploró un sistema mixto, como muestra en la figura 2-17. Al tener

un baño metálico y otro aislante, las tasas de transición para el baño derecho se comportan

como se muestra en la figura 2-6, siendo el baño sometido a campo externo. En cuanto al

baño izquierdo, la tasa estará representada por la curva con H = 0 en la figura 2-8. La

Figura 2-17.: Diagrama esquemático de la rectificación en la configuración un qubit y dos reservorios.

En este caso el baño izquierdo es aislante y el baño derecho es metálico con campo externo

aplicado.

corriente para ambos sentidos J− con ĺıneas punteadas y J+ con ĺıneas sólidas se muestra en

la figura 2-18(a), junto con las respectivas tasas de transición para cada baño en las figuras

2-18(b) y 2-18(c). Igual que en las configuraciones anteriores, el análisis se divide en tres

partes:

Aspectos generales

En la figura 2-18(a) se observa que para ambas corrientes J+ y J− en todos los

valores de campo aplicado las curvas se solapan, esto se debe a que sus magnitudes

son similares en todas las situaciones. Este comportamiento se explica observando en

la figura 2-18(b) y 2-18(c) que las tasas con ĺınea punteada para el baño R en ambos

sentidos de la corriente se comportan de forma similar y su orden de magnitud respecto

al baño L es dos órdenes mayor, y dado que J ∝ 1/(1/γL + 1/γR), el baño L domina

el comportamiento de la corriente.

También es notorio que J+ y J− son no cero cuando ∆T = 0. Esto se debe a que

nL(h, 0) 6= nR(h, 0. 18) y las tasas son diferentes de cero.

Ambas corrientes J+ y J− son negativas, esto significa que en ambos casos la transfe-

rencia de enerǵıa en el qubit se da hacia el nivel |e〉 del estado excitado en el qubit.



56 2 Corriente térmica en un sistema de dos niveles y dos reservorios

(a)

(b) (c)

Figura 2-18.: Cambio de la corriente J±
L al medida que aumenta la diferencia de temperatura ∆T entre

los reservorios y sus respectivas tasas de transición, cada curva representa un campo H

distinto. La figura (a) muestra la corriente en ambas direcciones J+ y J−, en este caso,

∆T > 0 corresponde a J+ y ∆T < 0 a J−. En (b) se muestran las Tasas de transición en

los baños L y R para la corriente J− y en (c) las tasas de transición de probabilidad para

J+. Las tasas de transición para L en ambos casos son tres órdenes de magnitud menores

que las tasas en R

En la región ∆T < 0, la figura 2-18(a) muestra una fuerte supresión de J−, esto se debe a

que la tasa para el baño aislante se vuelve rápidamente cero, ya que J ∝ 1/(1/γL + 1/γR).

F́ısicamente, este resultado implica que el transporte de enerǵıa es dominado por el rápido



2.5 Configuración Aislante-Metal 57

decaimiento de la tasa del baño aislante que es el de menor temperatura. Para ∆T > 0,

se observa que la corriente J+ crece de forma monótona conforme aumenta la diferencia de

enerǵıa. Aqúı, el baño de menor temperatura es el baño metálico y dado que las tasas no

van a cero en este caso, la corriente tampoco se hará cero. En este intervalo, nuevamente el

transporte de enerǵıa se ve dominado por el comportamiento del baño L.

Rectificación y NDTC

De la misma manera en que se analizó la corriente en las curvas de la figura 2-18, se presentan

nuevamente en el gráfico 2-19(b) para ser contrastadas con la rectificación y se observa que si

todas las corrientes iguales son iguales, la rectificación para los campos aplicados en la figura

2-19(a) son iguales, por tanto, todas las curvas se encuentran superpuestas. Teniendo en

cuenta que J− < J+, se tiene rectificación positiva y dado que J+ crece rápidamente y J+ se

suprime, la rectificación se hace máxima rápidamente. Ahora, la gráfica 2-20 muestra el mapa

(a) (b)

Figura 2-19.: Rectificación y corriente en función de la diferencia de temperaturas entre los baños ∆T

para diferentes valores de H en una configuración aislante-metal cuando se aplica campo

en el reservorio derecho. La figura (a) muestra la rectificación y la figura (b) muestra

la corriente J+ y J− en función de la diferencia de temperaturas. Solo se observa una

de las curvas dado que todas ellas se encuentran superpuestas. Condiciones: ∆ = 0. 1Λ,

h = 10−3Λ, Λ = 1eV

de calor de la rectificación en función del campo aplicado y la temperatura entre los baños.

La figura 2-20 muestra también que la rectificación en todo el intervalo de temperatura

es positiva, debido a que J− < J+. También, se observa que R es cero cuando H = 0 y

∆T = 0, ya que en este punto las corrientes son iguales. Luego, la rectificación alcanza

rápidamente un valor del 80 % a partir de ∆T = 0. 008 aproximadamente; finalmente en el

máximo de temperatura, la rectificación alcanza su máximo valor después de ∆T = 0. 03.

Este resultado concuerda con el gráfico de corriente 2-18, ya que al ser la rectificación una

comparación entre la corriente en cada sentido, J− para ∆T > 0 disminuye mientras que J+
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Figura 2-20.: Mapa de calor para la rectificación en función de ∆T y H. En este caso, hay NDTC para

todo el intervalo de temperatura.

incrementa, por tanto, la rectificación debe ser mayor a medida que la temperatura entre los

baños aumenta.

En cuanto a la NDTC, nuevamente se observa en el gráfico 2-20 que esta se presenta en todo

el intervalo ∆T < 0, como lo indica la flecha negra en la figura. Dado esto, se concluye que se

presenta NDTC para todo el mapa de calor para la rectificación, haciendo esta configuración

un buen candidato a diodo térmico, ya que el transporte de calor en la dirección J+ no

obedece solo a la diferencia de temperaturas en el sistema, si no también a propiedades

del sistema en si. Vale resaltar que aunque el diodo mixto con campo aplicado en el baño

metálico, presenta un comportamiento similar al diodo con ambos baños metálicos, pero el

primero posee la ventaja de presentar la NDTC. Finalmente, es importante anotar que esta

configuración también presenta altos factores de rectificación y NDTC sin campo aplicado,

lo cual indica que la asimetŕıa que genera el potencial qúımico es suficiente para dispositivos

termotrónicos.
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2.5.2. Corriente cuando el campo Zeeman es aplicado en el aislante

Ahora, se analiza la corriente y la rectificación cuando el baño derecho es sometido a un

campo externo en esta configuración. Las tasas de transición se comportan como se muestra

en la figura 2-8; en cuanto al baño izquierdo, la tasa estará representada por la curva con

H = 0 en la figura 2-6. Al igual que el caso anterior, la figura 2-22(a) muestra el cambio de

Figura 2-21.: Diagrama esquemático de la rectificación en la configuración un qubit y dos reservorios.

En este caso el baño derecho es metálico y el baño izquierdo es aislante con campo externo

aplicado.

la corriente en los sentidos J+ con ĺınea sólida y J− con ĺınea punteada cuando se incrementa

la diferencia de temperatura entre ellos; mientras las figuras 2-22(b) 2-22(c) muestran las

tasas de transición de probabilidad usadas en el cálculo de cada corriente.

Aspectos generales

En la figura 2-22(a) las corrientes J+ y J− son no cero cuando ∆T = 0. Esto se debe

a que nL(h, 0. 18Λ) 6= nR(h, 0) y las tasas son diferentes de cero.

Ambas corrientes son negativas esto significa que en ambos casos la transferencia de

enerǵıa en el qubit se da hacia el nivel |e〉 del estado excitado.

Se observa que la corriente en ambos sentidos J+ y J−, presentan los mismos régimen

que se presenta en el reservorio aislante, que es donde se aplica el campo.

∆T < 0

La corriente J− en la figura 2-22(a) para los campos en el intervalo H < ∆, son de

magnitud reducida, dado que la magnitud de las tasas para el reservorio aislante son

de muy pequeña magnitud en comparación con las del reservorio metálico, tal como se

ve en la figura 2-22(b).
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(a)

(b) (c)

Figura 2-22.: Cambio de la corriente J±
L al medida que aumenta la diferencia de temperatura ∆T entre

los reservorios y sus respectivas tasas de transición, cada curva representa un campo H

distinto. La figura (a) muestra la corriente en ambas direcciones J+ y J−, en este caso,

∆T > 0 corresponde a J+ y ∆T < 0 a J−. En (b) se muestran las Tasas de transición en

los baños L y R para la corriente J− y en (c) las tasas de transición de probabilidad para

J+. Las tasas de transición para L en ambos casos son tres órdenes de magnitud menores

que las tasas en R

Para H > ∆ la corriente tiene una magnitud mucho mayor que en el intervalo anterior,

también, se explica gracias al cambio de magnitud en la tasa de transición del aislante.
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∆T > 0

Para J+ en H < ∆, la figura 2-22(c) muestra que las tasas son pequeñas y esto atenúa

la corriente.

En el intervalo H > ∆ las tasas tienen magnitudes parecidas, lo cual ocasiona el valor

de la corriente se dispare y sea mucho mayor que la corriente en el régimen anterior.

Con este resultado, se grafica la rectificación y mapa de calor para la misma cuando se

incrementa la temperatura entre los baños y el campo magnético aplicado.

Rectificación y NDTC

La figura 2-23(a) ilustra el comportamiento de la corriente cuando se aplica campo Zeeman

en el reservorio izquierdo. El gráfico 2-23(a) muestra que la rectificación en todo el intervalo

(a) (b)

Figura 2-23.: Rectificación y corriente en función de la diferencia de temperaturas entre los baños ∆T

para diferentes valores de H en una configuración aislante-metal cuando el campo está

aplicado en el reservorio izquierdo. La figura (a) muestra la rectificación y la figura (b)

muestra la corriente J+ y J− en función de la diferencia de temperaturas. Condiciones:

∆ = 0. 1Λ, h = 10−3Λ, Λ = 1eV

de temperatura es positiva, debido a que J− < J+ como muestra el gráfico 2-23(b). La

rectificación es cero cuando H = 0 y ∆T = 0, dado que las corrientes en ambos sentidos

son iguales en esta situación. Luego en el régimen H < ∆, al aumentar la diferencia de

temperatura entre los baños, la rectificación rápidamente alcanza un alto valor hasta llegar

al máximo, dado que J− en este intervalo se anula. Para H > ∆, la rectificación es baja para

∆T < 0. 02 debido a que ambas corrientes J+ y J− tienen magnitudes similares. Al aumen-

tar la diferencia de temperatura la rectificación aumenta hasta un 80 % aproximadamente;

esto sucede ya que en este intervalo J− no se anula como sucedió en el régimen anterior.
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Figura 2-24.: Mapa de rectificación en función de ∆T y H.

También se ve que la rectificación se divide en dos zonas, la primera zona I corresponde a

los campo H < ∆ tiene máxima rectificación, en cuanto a la NDTC y recordando el gráfico

2-22, existe en todo el intervalo ya que J− se suprime en todo ∆T < 0. Para la zona II,

H > ∆ y se observa que hay baja rectificación ya que J+ y J− tienen magnitudes similares.

También existe NDTC por la misma razón que se presenta en la zona I. Esto indica que

esta configuración en el intervalo ∆T para el régimen H < ∆, es un buen candidato a diodo

térmico.

Finalmente, revisadas todas las configuraciones se realizó una comparación entre ellas presen-

tada en la tabla 2-1, en la cual se resaltan las ventajas de cada configuración, las desventajas

y algunas observaciones.
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Configuración Ventajas Desventajas Observaciones

Aislante-Aislante Control de corriente

con campo magnético

Aplicabilidad en ter-

motrónica

Presenta NDTC en

una gran región

Alta rectificación

(100 %) con campos

bajos

No todas las regiones

tienen NDTC

Esta configuración es

candidata a ser dio-

do térmico por el al-

to factor de rectifi-

cación. También com-

puerta lógica, dado el

switcheo que se pre-

senta en la corriente.

Las regiones que se

presentan dependen

del gap
Metal-Metal Alta rectificación (80 %) La región de alta rec-

tificación solo se pre-

senta cuando el cam-

po es igual al poten-

cial qúımico

No presenta aplica-

ción directa en el

campo de la ter-

motrónica

Podŕıa usarse para en-

friar

Aislante-Metal

con campo Zee-

man en el metal

NDTC en todo el in-

tervalo de temperatu-

ra

Alta rectificación

(100 %) para todos

los campos

Aplicabilidad en ter-

motrónica
Aislante-Metal

con campo Zee-

man en el aislante

NDTC en todo el in-

tervalo de temperatu-

ra

Alta rectificación

(100 %) para campos

bajos

Aplicabilidad parcial

en termotrónica (So-

lo una región)

Solo una región de alta

rectificación

Las regiones que se

presentan dependen del

gap del aislante

Tabla 2-1.: Comparación entre las configuraciones propuestas
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2.6. Conclusiones y perspectivas

El objetivo principal en este caṕıtulo era controlar la corriente térmica en nanoestructuras

h́ıbridas usando la ingenieŕıa de reservorios. Se estudio un sistema f́ısico modelado por un

qubit acoplado a dos baños térmicos con cuatro configuraciones para los baños: aislante-

aislante, metal-metal y aislante-metal con campo en el baño derecho y aislante-metal con

campo en el baño izquierdo. Se estudiaron las tasas de transición de probabilidad, la corriente,

la rectificación y la NDTC, todos ingredientes importantes para comprender el transporte

de calor y su posible aplicación. Para que haya rectificación se necesita que las corrientes

J− y J+ sean diferentes, esto se traduce en una diferencia en las tasas de transición. El

enfoque t́ıpico en la literatura [29, 26] es modificar el sistema central (lo cual se hace en

el caṕıtulo 3) o introducir expĺıcitamente una asimetŕıa en los acoples. Nuestro enfoque es

novedoso pues se basa en los reservorios y en cómo su naturaleza o la aplicación de un campo

externo, puede tener implicaciones para la R y NDTC. Por trabajos anteriores, es claro que

la naturaleza del reservorio - codificada en las tasas - está expĺıcitamente en la evolución o

en la dinámica del qubit [68], sin embargo, no hay ninguna razón a-priori para que una vez

el sistema baño-qubit-baño llegue al estado asintótico y la corriente y R alĺı, dependan de

las tasas y por ende de la estructura pero es el caso y se aprovechó en este trabajo.

En las configuraciones aislante-metal, metal-metal y aislante-aislante, (ver tabla 2-1) se con-

sideró campo magnético en el baño derecho e incluso aislante-metal con campo en el baño

izquierdo. La conclusión es que con ese tipo de configuraciones se puede llegar a la rectifica-

ción máxima y al mismo tiempo tener NDTC. Esto implica una forma fácil e interesante de

controlar el transporte de calor y también la posibilidad de modelar diferentes dispositivos.

Las configuraciones aislante-aislante y aislante-metal pueden utilizarse como rectificadores o

diodos que sabemos son el bloque fundamental en la termotrónica y el primer componente

para pensar en transistores, compuertas, memorias, etc. Entre las configuraciones estudia-

das, la que presenta mejores condiciones es la de aislante-metal con campo aplicado en el

metal, esto porque en un ∆T muy pequeño logra tener R = 1 y tiene NDTC en todo el in-

tervalo. También eventualmente la configuración aislante-aislante tiene buenas condiciones.

De hecho, pareciera que la sola presencia de un gap o un material aislante propicia NDTC,

es decir supresión en el flujo de enerǵıa en una de las direcciones.

Los resultados que aqúı se presentan pueden ser utilizados directamente en experimentos que

puedan ser modelados con sistemas de dos niveles como átomos artificiales y puntos cuánticos;

pero a la vez, los materiales existentes pueden dar lugar a trabajos teóricos similares y a

preguntas como ¿para un material con gap espećıfico que campo externo se necesitaŕıa aplicar

para tener efecto diodo? Y también, cómo las distintas definiciones de corriente afectan el

resultado? La aplicación es mucho más amplia de lo que alcanza a abarcar esta tesis y en el

futuro se pueden hacer estudios en diversas direcciones:
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Entender la dinámica en el régimen transiente del qubit usando estas configuraciones,

y cómo afecta esto la corriente y la rectificación. En el anexo A se encuentran las

autoenerǵıas para la solución de la dinámica completa.

Estudiar cómo cambia la corriente y la rectificación cuando se consideran acoples de

otro tipo por ejemplo carga-carga con los mismos tipos de baños

Usar densidades de estado más realistas que dependan de la temperatura, como las pre-

sentadas en [9]. Aqúı, debe tenerse en cuenta que el transporte térmico va acompañado

de transporte electrónico.

Siguiendo en el campo de la termotrónica, un transistor térmico teniendo en cuenta

una propuesta alternativa de la citada en la referencia [22], dónde se usa un sistema

de tres qubits acoplados cada uno a baños térmicos independientes.

En el estudio de calor y trabajo en máquinas térmicas entender cómo usar el campo o

la naturaleza del baño para lograr eficiencias mayores.



3. Corriente térmica en sistemas de dos

niveles que interactúan entre śı

Hasta ahora se han propuesto configuraciones para dispositivos en termotrónica conforma-

dos por un subsistema central y dos reservorios. En estas configuraciones se acudió a la

interacción entre el subsistema y los baños, aśı como también a un campo externo aplicado

sobre uno de ellos para introducir asimetŕıas que propicien el direccionamiento preferencial

de calor en una sola dirección. Esta no es la única opción que existe, de hecho, en la opción

mas explorada en la literatura [35, 74, 34, 28, 6] usa modelos donde el subsistema central

tiene formas más complejas, como cadenas de espines, introduciendo fuerzas externas en el

qubit y también, interacción entre dos o más qubits con diversos tipos de acoplamiento entre

ellos. Este caṕıtulo desarrolla dos propuestas de dispositivos termotrónicos. El primero es

un diodo térmico compuesto por dos qubits acoplados y un transistor térmico usando tres

qubits acoplados. En ambas configuraciones los qubits se encuentran acoplados mediante

la interacción Dzyaloshinskii-Moriya (DM), buscando tener Hamiltonianos que representen

sistemas cuánticos más realistas, como la interacción entre puntos cuánticos. Las secciones

están organizadas como sigue: la sección 3.1 se refiere al modelo usado en este caṕıtulo,

se muestra el Hamiltoniano usado en las dos configuraciones propuestas y se desarrolla la

dinámica del sistema para llegar a la expresión de la corriente en el estado asintótico. La sec-

ción 3.2 muestra en detalle el análisis de la corriente y la rectificación para un diodo térmico,

modificando sistemáticamente cada uno de los parámetros que caracterizan la interacción

DM para aśı conocer la influencia que tiene cada uno sobre la corriente y la rectificación. En

esta primera propuesta se encontró rectificación máxima acompañado de NDTC, mostrando

que esta configuración es buena candidata a diodo térmico. Dado que el rectificador es el

bloque fundamental de la termotrónica, la existencia de NDTC incentivó la exploración de

una configuración para transistor térmico. La sección 3.3 explora la propuesta de dicho tran-

sistor y se estudiaron las tasas de transición, la corriente y el factor de amplificación térmica,

aunque no se obtuvo un valor alto de amplificación en este caso. Finalmente, la sección 3.4

muestra las conclusiones y perspectivas del trabajo realizado a lo largo del caṕıtulo.
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3.1. Modelo

El sistema f́ısico que se considera esta conformado por un subsistema compuesto por dos o

más qubits acoplados, cada qubit se encuentra acoplado a un reservorio y dichos reservorios

no interactúan entre śı, como muestra la figura 3-1 para dos qubits. En este modelo, los

reservorios son bosónicos y el Hamiltoniano total del sistema se escribe como:

Figura 3-1.: Diagrama esquemático de un diodo térmico compuesto por dos qubits de frecuencia ωp que

interactúan con una intensidad de acoplamiento η. Cada qubit está acoplado a un reservorio

con diferente temperatura.

HT = Hs +HB +HI . (3-1)

Aqúı, el Hamiltoniano libre de los baños, que en este caso representan una colección infinita

de bosones y usando h̄ = 1, se escribe como

Hp
B =

∑
p k

ωka
p†
k ak, (3-2)

donde ap†k (apk) representan a los operadores de creación(aniquilación) del reservorio p = L,R.

Hp
I representa el Hamiltoniano de interacción entre cada reservorio y su respectivo qubit del

sistema central, y es modelado mediante la interacción esṕın-bosón descrita por la expresión

Hp
I =

∑
p

σpx
∑
p

gk

(
ap†k + ak

)
. (3-3)

El sistema central puede estar compuesto por dos o mas qubits que interactúan; entonces este

Hamiltoniano puede representar espines electrónicos confinados en puntos cuánticos. Debido

a este confinamiento, se presenta interacción esṕın-esṕın y acoplamiento esṕın-órbita. El

acoplamiento esṕın-órbita produce dos partes, una isotrópica que proviene de la interacción

de intercambio entre electrones que pertenecen a estructuras que carecen de simetŕıa de

inversión y la parte anisotrópica que en su mayoŕıa esta compuesta por una interacción

llamada DM [75], que se expresa como:

Hs =
ωL
2
σLz + ηχ(σ+

Lσ
+
R + σ−Lσ

−
R) + η(1 + iD)(σ+

Lσ
−
R) + η(1− iD)(σ−Lσ

+
R), (3-4)
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donde, sin pérdida de generalidad ωR = 0. χ describe la anisotroṕıa entre los qubits en

el plano XY (anisotroṕıa parcial con −1 ≤ χ ≤ 1), y D es el acoplamiento DM [76, 28].

El sub́ındice p denota cada qubit, en el caso del diodo térmico serán dos: L y R, para

el transistor serán tres: L, M y R. Esta interacción fue presentada por primera vez por

Moriya [77] en 1960, cuando describió el ferro-magnetismo débil como una consecuencia del

acoplamiento esṕın-órbita desde el formalismo desarrollado por Dzyaloshinskii [78] dos años

atrás. Recientemente, el efecto de la interacción DM ha sido estudiado en nanotecnoloǵıa

para el modelamiento en dispositivos de almacenamiento, gracias a la estabilidad que genera

en dominios magnéticos [59, 79, 80]. Debido a esto, se ha explorado el acoplamiento DM

en dispositivos termotrónicos compuestos por qubits que presentan esta interacción [76, 28].

Chen et al. modeló un diodo térmico usando este acoplamiento para introducir asimetŕıa

entre los qubits [28], llegando a obtener un factor de rectificación del 70 %. Las escalas en

este sistema son arbitrarias dado que se fija mediante la interacción y dependen en espećıfico

de qué se modele [81].

3.2. El diodo térmico

Para el diodo térmico, se estudia el flujo de enerǵıa entre dos qubits acoplados entre śı

mediante la interacción DM; a su vez, cada qubit es acoplado a un reservorio térmico que

no interactúa con los demás componentes del sistema completo, como se muestra en la

figura 3-1. Los estados de cada qubit se escriben |e〉p para el estado excitado y |g〉p para el

estado base, mientras la base desacoplada |LR〉 es descrita por los vectores |ee〉,|eg〉, |ge〉,
|gg〉. Los auto-estados del sistema conjunto son encontrados mediante la diagonalización del

Hamiltoniano, obteniendo un sistema de 4 niveles representado por los estados vestidos en

términos de la base desacoplada y sus respectivas enerǵıas, que en orden ascendente son:

|1〉 = A+

(
2η|ge〉 − (2ξ + ∆)

1− iD
|eg〉

)
, ω1 = −ξ

|2〉 = B+ (2ηχ|gg〉 − 2(δ + ζ)|ee〉) , ω2 = −ζ (3-5)

|3〉 = B− (2ηχ|gg〉 − 2(δ − ζ)|ee〉) , ω3 = ζ

|4〉 = A−
(

2η|ge〉+
(2ξ −∆)

1− iD
|eg〉

)
, ω4 = ξ.
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Aqúı,

ξ =
1

2
(δ2 + 4η2χ2)1/2, (3-6)

ζ =
1

2
(∆2 + 4η2(1 +D))1/2, (3-7)

A± =
(
4η2 + (2ξ ±∆)2/(1 +D2)

)−1/2
, (3-8)

B± =
(
4η2χ2 + 4(δ ± η)2

)−1/2
, (3-9)

con ∆ = ωL−ωR, δ =
1

2
(ωL + ωR). Los estados vestidos muestran cuales son las transiciones

permitidas, teniendo en cuenta que el hamiltoniano de los reservorios descrito en la ecuación

1-54 solo permite una transición a la vez, las transiciones permitidas en este sistema total

serán |1〉 ↔ |2〉, |3〉 ↔ |4〉 con una enerǵıa de λ− = ξ − ζ, y las transiciones |1〉 ↔ |3〉,
|2〉 ↔ |4〉 con una enerǵıa de λ+ = ζ + ξ, las demás transiciones están prohibidas, con

probabilidad cero.

3.2.1. Dinámica asintótica

Para encontrar la dinámica asintótica del subsistema, en esta ocasión se parte desde la

ecuación maestra en la forma de Lindblad y recordando la sección 1.1.3, es una ecuación

que se encuentra bajo dos aproximaciones: la de Born-Markov para acoplamiento débil y la

aproximación de onda rotante. Se tomó este formalismo dado que en este caso no es posible

asegurar la positividad del operador densidad; además, en este tipo de sistemas se pueden

presentar degeneraciones y la ecuación maestra de Pauli no puede ser calculada bajo esta

condición. Aśı, la ecuación maestra en la forma de Lindblad se escribe como:

d

dt
ρS(t) = −i [HLS(t), ρS(t)] +

∑
p

Dp [ρS(t)] . (3-10)

Aqúı, HLS = Sαβ(ω)A†α(ω)Aβ(ω) es el Hamiltoniano de Lamb shift y Aα =
∑

i,j:εj−εi=ωj−i .

El conmutador [HLS(t), ρS(t)] = 0 y el disipador Dp [ρS(t)] mostrado en la ecuación 1-

21 se transforma en el súper-operador de Lindblad Lp [ρS(t)] cuando las tasas γαβ(ω) son

diagonalizadas, teniendo en cuenta que las tasas de transición de probabilidad indican la

dirección del flujo de enerǵıa en el sistema, son definidas como:

γpj−i = J (ωj−i) [(1 + npω)ρjj − npωρii] , (3-11)

con ωj−i = ωj − ωi, ρii = 〈i|ρ|i〉 como la población del nivel |i〉; además, −γj−i = γi−j. El

término J (ωj−i) es la densidad espectral, representa los estados acoplados en el dominio de la

frecuencia y es la transformada de Fourier de la función de auto-correlación en cada qubit. El

término npω = [exp (ωβ)− 1]−1 es la ocupación térmica y se ha tomado β = 1/Tp con kB = 1.
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Observando la tasa de transición de probabilidad es importante resaltar que es similar a la

expresión para las tasas de transición de probabilidad calculadas en el caṕıtulo 2, donde dicha

tasa de transición depende de la función de correlación en los baños y la ocupación térmica,

llevando a una dependencia expĺıcita de la corriente y la tasa. Finalmente, el súper-operador

de Lindblad se escribe como

Lp [ρS] =
∑
ω≥0

J (ωj−i)

[
(1 + npω)

(
Ap(ω)ρs(t)A

†
p(ω)− 1

2
{A†p(ω)Ap(ω), ρs(t)}

)
npω

(
A†p(ω)ρs(t)Ap(ω)− 1

2
{Ap(ω)A†p(ω), ρs(t)}

)]
. (3-12)

Estando en el estado asintótico, el régimen esta definido por dρ/dt = 0 y con esto, la ecuación

3-10 será Lp [ρS(t)] = 0 y usando la definición 1-39, la corriente para el sistema queda:

Jp = Tr(Lp [ρS(t)]Hs) = 0 (3-13)

Es claro de la ecuación 3-13 que en el estado asintótico hay conservación de la enerǵıa con

JL = −JR. Para encontrar entonces la corriente, es necesario calcular el súper-operador

de Lindblad definido en la ecuación 3-12, que depende a su vez de los operadores Ap(ω).

Definidos los estados vestidos del sistema mostrados en la ecuación 3-5 y sabiendo que las

ωp ≥ 0 en el sistema son 2ξ, 2η, ξ + η y ξ − η se calculó Ap(ω):

Ap(ω) = Ap(0) + Ap(2ξ) + Ap(2η) + Ap(ξ + η) + Ap(ξ − η)

= ap|1〉〈2|+ bp|3〉〈4|+ cp|1〉〈3|+ dp|2〉〈4|.
(3-14)

Aqúı, los coeficientes ap, bp, cp y dp provienen de los coeficientes de orto-normalización de

los estados vestidos, su expresión completa se encuentra en el anexo B. Es evidente en esta

última ecuación para los operadores que ambos qubits en el sistema central tienen el mismo

tipo de transiciones permitidas; también, se observa que estas transiciones son las mismas

que se predijeron en los estados vestidos, por esta razón, Ap(0) = Ap(2ξ) = Ap(2η) = 0, y

corresponden a transiciones de doble excitación. Teniendo esta expresión se calcula el súper-

operador de Lindblad y trazando sobre los grados de libertad del sistema total, se obtiene

que

Jp = Tr(Lp [ρS]Hs) =
4∑
i=1

〈i|Lp [ρS(t)]Hs|i〉

= ω1

(
apa

∗
pγ

p
2−1 + cpc

∗
pγ

p
3−1

)
+ ω2

(
−apa∗pγ

p
2−1 + dpd

∗
pγ

p
4−2

)
+

ω3

(
bpb
∗
pγ

p
4−3 − cpc∗pγ

p
3−1

)
+ ω4

(
−bpb∗pγ

p
4−3 + dpd

∗
pγ

p
4−2

)
.

(3-15)

Reorganizando y haciendo apa
∗
p = αp, bpb

∗
p = βp , cpc

∗
p = γp , dpd

∗
p = δp se obtiene la expresión

de la corriente para el diodo térmico:

Jp = −λ−(αp γ
p
2−1 + βp γ

p
4−3)− λ+(γp γ

p
3−1 + δp γ

p
4−2). (3-16)
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Finalmente, la expresión de los coeficientes αp, βp, γp y δp se encuentra en el anexo B. Estos

coeficientes contienen la dependencia de la dinámica del sistema con la interacción DM y

no dependen de la temperatura de los reservorios. También, esta expresión corrobora que el

flujo de enerǵıa medido en este caso obedece al transporte de calor entre niveles acoplados

en el sistema conjunto.

Es claro a partir de la ecuación 3-16, que la corriente depende expĺıcitamente del cambio que

se produce en las tasas de transición de probabilidad. Debido a esto, entender el comporta-

miento de estas tasas de transición facilita comprender el comportamiento de la corriente.

En este caṕıtulo, de nuevo se usó la estrategia aplicada en el caṕıtulo anterior, donde el

análisis de resultados se hizo de forma sistemática de acuerdo a la figura 2-4. Primero se

estudian las tasas de transición de probabilidad; luego, la corriente y la rectificación térmica.

La siguiente sección analiza entonces el cambio de las tasas de transición con la temperatura

y su dependencia con los parámetros que influyen en la interacción del sistema.

Consideraciones generales para el análisis de las tasas, corrientes, rectificación y

NDTC

Las tasas de transición de probabilidad, según la ecuación 3-11 para cada uno de los baños

dependen de las ocupaciones (de esta forma las tasas dependen de la temperatura del res-

pectivo baño) pero también del operador densidad del subsistema de qubits en el estado

asintótico. Dicho operador, ρii se calcula usando la ecuación de Lindblad 3-10, que tiene

información sobre ambos reservorios y ambas temperaturas. Esto implica que la tasa de

transición para el baño L depende de las temperaturas de ambos baños (TL y TR) y sucede

lo mismo para el baño R. Esta dependencia hace que las tasas de transición de probabilidad

sean diferentes del caso anterior (caṕıtulo 2) y se debe al método de solución tomado en cada

modelo considerado. Por tal razón a continuación se grafica en las figuras 3-2, 3-3, 3-4 y

3-5, las tasas en función de ambas temperaturas. En cuanto a las corrientes, tal y como se

consideró en el caṕıtulo anterior, J+ considera el caso TL > TR (tasas de las figuras 3-2 y

3-3) y J− considera el caso TR > TL (tasas de las figuras 3-4 y 3-5). Es importante entender

cómo cambian las tasas en función de interacción DM entre los dos qubits, es decir en función

de los parámetros que la caracterizan que son D y χ. Las figuras 3-6 y 3-7 muestran este

comportamiento para los dos sentidos de la corriente. Se realiza lo mismo para la anisotroṕıa

en las figuras 3-8 y 3-9.

3.2.2. Tasas de transición de Probabilidad

Como se dijo en la sección anterior, para entender mejor el cambio en la corriente es necesario

analizar las tasas de transición y su comportamiento al incrementar la temperatura, ya que la

corriente definida en la ecuación 3-16, depende directamente de los cambios que se generan
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en dichas tasas, tal como ocurrió en el caṕıtulo 3 con el sistema de un qubit acoplado a

dos reservorios. Además, es importante anotar que las tasas dependen de cual baño esté a

mayor temperatura, debido a la relación entre γpj−i y el operador densidad, como se ve en la

ecuación 3-11.

Dirección positiva del flujo térmico cuando TL > TR

La figura 3-2, muestra el cambio de las tasas de transición de probabilidad expresadas en la

ecuación 3-11 en función de la temperatura para el reservorio 1 L. En general, en la figura

(a) (b)

Figura 3-2.: Tasa de transición en reservorio izquierdo L cuando se incrementa la temperatura del baño,

con TL > TR. La figura (a) muestra las tasas de transición γ2−1 y γ4−3, mientras que γ3−1

y γ4−2 en la figura (b). Las condiciones para el sistema en este caso son ωL = 4.0, ωR = 0,

χ = D = 0, η = 0.07 y TR = 10−3.

3-2 si γj−i es negativa implica que la transición va de i a j, indicando que la transferencia

de enerǵıa se está efectuando del nivel i a j a medida que aumenta la temperatura, como

se mencionó anteriormente. En el caso que la tasa sea positiva, entonces la transferencia se

efectúa en la dirección indicada en los ı́ndices. Esto también da cuenta de la simetŕıa del

proceso que se efectúa, dado que la diferencia de enerǵıa entre dos niveles determinados i− j
es la misma, sin importar la dirección en la cual se genera la transferencia de enerǵıa. Lo que

si importa es la temperatura a la cual se efectúa el proceso en el baño asociado a cada qubit,

ya que este flujo podŕıa verse “bloqueado” en alguno de ellos y es alĺı donde se produce una

dirección de flujo preferencial. Esto aplica para todas las figuras presentadas a continuación.

La figura 3-2(a) muestra el comportamiento γL2−1 y γL4−3, ambas con diferencia de enerǵıa de

λ−. Ambas tasas son negativas y tienen un decrecimiento monótono a medida que aumenta

TL. Para bajas temperaturas, se aprecia que γL4−3 es muy pequeño y en los datos numéricos

1De ahora en adelante, se usará la palabra baño y reservorio de igual forma.
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se verificó que es veinte órdenes de magnitud menor que γL2−1, por lo cual puede despreciarse;

esto significa que en este intervalo la transición |1〉 → |2〉 domina la transferencia de enerǵıa.

Después, ambas tasas tienen órdenes de magnitud comparables. En cuanto a las tasas γL3−1 y

γL4−2, en la figura 3-2(b) se ilustra su comportamiento a medida que se incrementa la tempe-

ratura. Estas tasas también tienen signo negativo, indicando que la transferencia de enerǵıa

se da de |1〉 → |3〉 y de |2〉 → |4〉. Al aumentar la temperatura del baño, su magnitud crece

hasta 10−4. En ambos gráficos 3-2(a) y 3-2(ab), las tasas γL3−1 y γL4−2 para temperaturas

cercanas a cero son varios órdenes de magnitud más pequeños comparados con γL2−1, por lo

cual se consideran despreciables, implicando que en este intervalo los niveles |3〉 y |4〉 tienen

una baja ocupación. Por esta razón se concluye que la transición entre los niveles |2〉 ↔ |1〉
dominan el transporte de enerǵıa en el baño izquierdo para este régimen.

Para el baño derecho, la figura 3-3 muestra el cambio de las tasas de transición de pro-

babilidad cuando se aumenta la temperatura del baño izquierdo L. En la figura 3-3(a), se

(a) (b)

Figura 3-3.: Tasa de transición en el reservorio derecho R cuando se incrementa la temperatura del baño

izquierdo, con TL > TR. En la figura (a) se grafica γR2−1 y γR4−3 y en la (b) γR3−1 y γR4−2.

Condiciones: ωL = 4.0, ωR = 0, χ = D = 0, η = 0.07 y TR = 10−3.

graficó el comportamiento de las tasas γR2−1 y γR4−3 para el baño derecho R. Ambas tasas son

positivas, indicando que los niveles inferiores se están poblando a medida que aumenta la

temperatura, de forma contraria a los niveles en el reservorio izquierdo. Aqúı, también se

presenta crecimiento monótono para ambas tasas. En el intervalo de baja temperatura ocurre

lo mismo que se observó en el baño izquierdo, γR2−1 >> γR4−3, indicando que en este intervalo

la transición |2〉 → |1〉 domina el transporte de enerǵıa en el baño derecho. Al incrementar la

temperatura del baño izquierdo γ4−3 crece hasta ser equiparable a γR2−1. El comportamiento

de γR3−1 y γR4−2 es presentado en la figura 3-3(b). Estas tasas también son positivas, y para

ambas tasas cuando la temperatura es cercana a cero, su orden de magnitud es despreciable

debido a que son mucho menores comparadas con γR2−1. Nuevamente, para temperaturas más

altas las tasas aumentan. En conjunto, al comparar los gráficos 3-2 y 3-3 en el intervalo de
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baja temperatura, se observa que la transferencia de enerǵıa está dominada por la transición

|2〉 ↔ |1〉 en ambos baños, ya que las demás tasas pueden ser despreciadas debido a la baja

ocupación térmica en los niveles |3〉 y |4〉. Además, γL2−1 > γR2−1 indicando que el transporte

de enerǵıa cuando TL > TR en su mayoŕıa va de L a R. Esta baja ocupación se interpreta

como una supresión en los niveles |3〉 y |4〉, lo cual resulta conveniente a la hora de estudiar

rectificación. Finalmente, al aumentar la temperatura el flujo térmico tiene contribuciones

de todas las transiciones permitidas.

Dirección negativa del flujo térmico cuando TL < TR

Ahora, para TL < TR la figura 3-4 muestra el cambio de las tasas para el reservorio izquier-

do L cuando se aumenta la temperatura del baño derecho R. La figura 3-4(a) muestra el

(a) (b)

Figura 3-4.: Tasa de transición en el reservorio L cuando se incrementa la temperatura del baño derecho

R expresada en la ecuación 3-11, con TR > TL. En la figura (a) se dibujan las tasas de

transición γL2−1, γL3−1 y γL4−2, mientras que la figura (b) muestra la tasa de transición γL4−3.

Condiciones ωL = 4.0, ωR = 0, χ = D = 0, η = 0.07 y TL = 10−3.

comportamiento de γL2−1, γL3−1 y γL4−2. En este caso, todas las curvas son positivas, lo cual

indica que la transferencia de enerǵıa se da hacia los niveles inferiores. En todo el intervalo

de temperatura γL3−1 = γL4−2 y en un inicio para temperaturas cercanas a cero, al igual que

la situación anterior, los órdenes de magnitud para ΓL3−1 y γL4−2 son mucho menores que el

de γL2−1, considerándose despreciables. Mirando el gráfico γL2−1, éste se satura con un mı́nimo

aumento de temperatura y se mantiene constante en todo el rango. Luego, γL3−1 y γL4−2 crecen

hasta ser similares a γL2−1, indicando que a temperaturas mayores las transiciones |2〉 ↔ |1〉,
|3〉 ↔ |1〉 y |4〉 ↔ |2〉 aportan de forma significativa al transporte de calor. La figura 3-

4(b) ilustra el comportamiento de γL4−3, se observa que la tasa tiene un comportamiento

monótono creciente, pero su orden de magnitud es 4 órdenes menor en comparación con las

demás tasas, por lo cual se considera que no aporta significativamente en el transporte de
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calor en todo el rango de temperatura. Para el reservorio derecho en este régimen, la figura

3-5 muestra el comportamiento de la tasas al incrementar la temperatura del baño derecho.

En la figura 3-5(a) las tasas tienen signo negativo, indicando que la transferencia de enerǵıa

(a) (b)

Figura 3-5.: Tasa de transición en los reservorios cuando se incrementa la temperatura del baño derecho

R expresada en la ecuación 3-11, con TR > TL . En la figura (a) se trazan las tasas de

transición γ2−1 y γ4−3 en el baño izquierdo, la figura (b) muestra las tasas de transición

γ2−1 y γ4−3 para el baño derecho. Condiciones ωL = 4.0, ωR = 0, χ = D = 0, η = 0.07 y

TL = 10−3.

va de los niveles inferiores a los niveles superiores. Es inmediato notar que γR2−1 se satura con

un aumento mı́nimo de la temperatura, como sucedió en el reservorio izquierdo. En el caso

de γL4−3 el orden de magnitud es mucho menor al de las demás tasas en todo el intervalo de

temperatura, por tanto no se considera relevante. La figura 3-5(b) muestra la variación de

γR3−1 y γR4−2. Estas tasas se muestran iguales en todo el rango de temperatura, son negativas y

tienen un comportamiento monótono decreciente, tal como sucedió en el reservorio izquierdo.

Al analizar el conjunto de gráficos, se observa que para bajas temperaturas en ambos baños

la transferencia de enerǵıa se debe a la transición |2〉 ↔ |1〉, pero |γL2−1| > |γR2−1| indicando

que el transporte de enerǵıa efectivo se realiza en su mayoŕıa de L a R. También, es im-

portante anotar que las tasas γL2−1 y γR2−1 tienen una magnitud constante en todo el rango

de temperatura, lo que indica también una supresión en la transición de probabilidad. Los

gráficos 3-2, 3-3, 3-4 y 3-5 muestran un comportamiento marcado que divide los gráficos en

dos zonas o reǵımenes: la primera como baja temperatura donde la ocupación térmica para

los niveles |3〉 y |4〉 son muy bajas, entonces las tasas de transición relacionadas con estos

niveles son despreciables. Bajo esta premisa, se define como baja temperatura al intervalo

que cumple con la condición

Tcorte <
(ωL + ω2−1)

ln
(
1 + 1

ε

) . (3-17)
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Aqúı, ε determina la precisión de la aproximación, mientras más pequeño sea este parámetro,

mejor definido estará el intervalo. La segunda zona será la de alta temperatura y se define para

las temperaturas mayores a Tcorte. Ahora, para conocer completamente el comportamiento

del sistema, se analiza el cambio de las tasas bajo la influencia de las variables definidas en

la interacción DM: Anisotroṕıa (χ) y fuerza de acoplamiento DM (D).

Fuerza de acoplamiento D de la interacción DM cuando TL > TR

En la sección anterior se mostró el cambio de las tasas de transición de probabilidad con la

temperatura de los baños. Ahora, la figura 3-6 muestra el mapa de calor para las tasas γL2−1

y γR2−1 en función de la temperatura del baño izquierdo TL, cuando se incrementa la fuerza de

acoplamiento DM entre los qubits. En cuanto a las demás tasas en ambos baños, se omite su

representación ya que comportamiento es similar al presentado en los gráficos 3-2 y 3-3 con

D = 0, concluyendo que el acoplamiento DM no ejerce un cambio significativo en ellas, esto

implica que el transporte de enerǵıa entre dichos niveles no se ve afectado. Para la figura 3-

(a) (b)

Figura 3-6.: Mapa de calor para las tasas de transición de probabilidad γL2−1 y γR2−1 cuando se incrementa

la fuerza del acoplamiento DM, cuando TL > TR. En la figura (a) muestra la tasa de

transición γL2−1 en el baño izquierdo y la figura (b) muestra la tasa de transición γR2−1 para

el baño derecho. El mapa de colores para ambos gráficos indica que el color rojo muestra las

zonas donde la tasa es máxima y el azul cuando es mı́nima. Condiciones ωL = 4.0, ωR = 0,

χ = 0, η = 0.07 y TR = 10−3.

6(a) muestra el mapa de γL2−1 al incrementar la fuerza del acoplamiento. Para ambos gráficos,

el código de colores indica que el rojo muestra las zonas donde la tasa es máxima y el azul

cuando es mı́nima. La zona para D = 0, coincide con lo visto en el gráfico 3-2(a), dónde γL2−1

empieza en cero y disminuye de forma monótona en todo el rango de temperatura. Cuando

se incrementa el acoplamiento DM entre los qubits, la tasa mantiene este comportamiento en
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todo el rango de D. Es notorio que en el eje de la temperatura el comportamiento se divide

en los dos reǵımenes, lo cual implica que la fuerza del acoplamiento no afecta la tasa γL2−1

cuando TL > TR. En el gráfico 3-6(b), se muestra el mapa de rectificación para la tasa γR2−1.

Nuevamente, se observa que el comportamiento para D = 0 coincide con el gráfico 3-3(a),

en el cual γR2−1 aumenta pero su magnitud es pequeña, del orden de 10−4. Al aumentar D,

la tasa incrementa hasta dos órdenes de magnitud en comparación con el intervalo de baja

temperatura.

Fuerza de acoplamiento D de la interacción DM si TL < TR

La figura 3-7 muestra el mapa de calor para las tasas γL2−1 y γR2−1 en función de la temperatura

del baño derecho TR, cuando se incrementa la fuerza de acoplamiento DM entre los qubits.

Igual que en el caso anterior, solo se muestra para las tasas de transición γp2−1, y para las

demás tasas en ambos baños, se omitió su representación ya que comportamiento es similar

al presentado en los gráficos 3-4 y 3-5 con D = 0.

(a) (b)

Figura 3-7.: Mapa de calor para la tasa de transición de probabilidad cuando se incrementa la tempera-

tura del baño derecho R y la fuerza de acoplamiento de la interacción DM, con TR > TL .

En la figura (a) se muestra la tasa de transición γL2−1 y la figura (b) muestra las tasas de

transición γR2−1 para el baño derecho. La figura (c) Condiciones ωL = 4.0, ωR = 0, χ = 0,

η = 0.07 y TL = 10−3.

Para la figura 3-7(a) se ilustra la tasa γL2−1. Para D = 0, el mapa corresponde a lo visto en la

figura 3-4(a), dónde la tasa tiene un orden de magnitud de 10−4 y se mantiene constante en

todo el rango de temperatura. Al aumentar D, la tasa incrementa lentamente, hasta llegar a

un orden de magnitud de 10−2. Para 3-7(b) sucede de igual forma, en D = 0 la tasa tiene un

valor constante para todo el rango de temperaturas. Al incrementar el acoplamiento la tasa

decrece lentamente, tal como pasó en la figura 3-7(a), manteniendo su forma. Considerando
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los gráficos 3-6 y 3-7 y su crecimiento/decrecimiento constante, es inmediato que los niveles

de enerǵıa se ven ocupados igualmente cuando el valor deD aumenta; eso quiere decir que este

parámetro privilegia el transporte de enerǵıa entre niveles en todo el rango de temperatura

de igual forma para todas las transiciones.

Influencia de la anisotroṕıa χ cuando TL > TR

Como se dijo anteriormente, la anisotroṕıa χ en el acoplamiento DM mide la disposición de

un esṕın respecto a otro. Para χ = −1 los espines están totalmente anti-simétricos, para

χ = 1 totalmente simétricos y para χ = 0 no hay ningún tipo de simetŕıa. La figura 3-8

muestra el mapa de calor de las tasas de transición de probabilidad para ambos baños cuando

se incrementa la temperatura del baño izquierdo y se vaŕıa la anisotroṕıa. Aqúı, la figura

3-8(a) representa la tasa γL2−1. Se observa que en χ = 0 el mapa coincide con la figura 3-

2(a), donde la tasa incrementa con la temperatura. Se observa que la tasa es máxima cuando

χ = −0.5, indicando que la asimetŕıa parcial privilegia las transiciones. En el caso que los

espines estén dispuestos simétrica o anti-simétricamente, las tasas van a cero. Se concluye

de la figura que la simetŕıa o asimetŕıa parcial resulta mejor para el flujo de enerǵıa. Para la

tasa γL3−1 la figura 3-8(b) muestra que el valor máximo se presenta para altas temperaturas

cuando los qubits están totalmente anti-simétricos y se anula totalmente al ser simétricos.

Cuando χ = 0, el comportamiento de la tasa coincide con la figura 3-2(b), situación en la

cual su magnitud incrementa lentamente con la temperatura. Esta tasa es cuatro órdenes de

magnitud menor que la tasa γL2−1 en todo el intervalo de temperatura. La tasa γL4−3 tiene un

comportamiento similar a γL2−1 y γL4−2 a γL3−1, esto se debe a que las tasas describen transicio-

nes entre niveles con igual diferencia de enerǵıa con vectores de estado similares. La figura

3-8(c) muestra el mapa para la tasa γR2−1. En este caso el máximo se produce en la región

de simetŕıa parcial entre los qubits cuando la temperatura entre ellos es la máxima, pero

se anula cuando son totalmente simétricos o anti-simétricos. El comportamiento de la tasa

cuando χ = 0, el gráfico corresponde a lo visto en 3-3(a) donde el crecimiento es monótono

y la tasa es máxima en el valor máximo de temperatura. La figura 3-8(d) corresponde a la

tasa γR3−1. Aqúı, la tasa es máxima para todos los valores de anisotroṕıa en alta temperatura.

Para bajas temperaturas la tasa se anula. Tal como sucedió en el baño izquierdo, las tasas

γR4−3 y γR4−2 tienen un comportamiento similar al presentado en γL2−1 y γL3−1, respectivamente.

Estando en el estado estacionario y dada la dependencia de las tasas con el operador densidad

y además ρ̇ = ρ̇L + ρ̇R = 0, se esperaŕıa que γLj−i ≈ −γRj−i como puede verse en las figuras

3-8(a) y 3-8(c), para las tasas γL2−1 y γR2−1. En las tasas γL3−1 y γR3−1 no se cumple, ya que

la figura 3-8(b) muestra una supresión en la tasa cuando los qubits tienen algún tipo de

simetŕıa en todo el rango de temperatura, y en la figura 3-8(d) la tasa tiene un crecimiento

monótono en todo el rango de temperatura para cualquier valor de anisotroṕıa. Este tipo de
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3-8.: Mapa de calor para las tasas de transición de probabilidad ΓL2−1 y ΓL3−1 cuando se incrementa

la temperatura del baño izquierdo L y la anisotroṕıa, con TL > TR. En la figura (a) se

muestra la tasa de transición ΓL2−1 y en la figura (b) muestra las tasas de transición ΓL3−1.

En la figura (c) se muestra la tasa de transición ΓR2−1 y en la figura (d) muestra las tasas de

transición ΓR3−1. En el mapa, el código de colores indica que el color azul es el mı́nimo y el

rojo el máximo valor. Condiciones ωL = 4.0, ωR = 0, D = 0, η = 0.07 y TR = 10−3.

comportamientos son los que se buscan en los sistemas estudiados, ya que en la región de

supresión podŕıa presentarse alta rectificación.

Influencia de la anisotroṕıa si TL < TR

El análisis de las tasas en este caso, indica el comportamiento de las tasas cuando las tempe-

raturas se invierten. La figura 3-9 muestra el mapa de las tasas de transición de probabilidad

para ambos baños cuando se incrementa la temperatura del baño derecho, quién será el de
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mayor temperatura y se vaŕıa la anisotroṕıa. La figura 3-9(a) muestra el mapa de la tasa

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3-9.: Mapa de las tasas de transición de probabilidad ΓL2−1 y ΓL3−1 cuando se incrementa la

temperatura del baño derecho R y la anisotroṕıa, con TL > TR. En la figura (a) se muestra

la tasa de transición ΓL2−1 y en la figura (b) muestra las tasas de transición ΓL3−1. En la figura

(c) se muestra la tasa de transición ΓR2−1 y en la figura (d) muestra las tasas de transición

ΓR3−1. En el mapa, el código de colores indica que el color azul es el mı́nimo y el rojo el

máximo valor. Condiciones ωL = 4.0, ωR = 0, D = 0, η = 0.07 y TL = 10−3.

γL2−1. Se observa que la tasa tiene un valor constante en todo el rango de temperatura, al

variar la anisotroṕıa, el máximo valor se presenta cuando χ = 0 y se anulan cuando los qubits

son totalmente simétricos o anti-simétricos. La tasa γL3−1 se muestra en el gráfico 3-9(b). El

mapa indica que la tasa es máxima para alta temperatura en el caso que los qubits sean

anti-simétricos, y se anula cuando son totalmente simétricos. Ambos gráficos coinciden con

los presentados es 3-4(a) y 3-4(b) con χ = 0. Las demás tasas γL4−3 y γL4−2, cómo sucedió

en TL > TR tiene un comportamiento igual dada la similitud de sus vectores de estado en la
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ecuación 3-5. La figura 3-9(c) muestra la tasa γR2−1, que tiene un valor constante en todo el

rango de temperaturas, sin importar el valor de la asimetŕıa, pero es claro que la tasa tendrá

una magnitud mayor cuando los espines poseen algún tipo de simetŕıa; en contraste, la tasa

γR3−1 en la figura 3-9(d) tiene un crecimiento monótono en todo el rango de la anisotroṕıa,

mientras que es constante para cada valor de temperatura. Comparando 3-9(a) y 3-9(c),

tienen comportamientos similares en el rango de temperatura debido a que ambas tienen vec-

tores de estado similares y una diferencia de 4 órdenes en sus magnitudes; adicionalmente,

la tasa γR2−1 se suprime en el rango de asimetŕıa (−1 < χ < 0), y como se dijo en la sección

anterior, se esperaŕıa que una de las tasas sea la imagen especular de la otra. Esto también

sucede para 3-9(b) y 3-9(d). También es importante anotar que la magnitud constante en

las tasas γL2−1 y γR2−1, en todo el rango de temperatura también implica una supresión en el

flujo de enerǵıa, ya que un aumento en la temperatura, supone un incremento en el flujo.

3.2.3. Corriente y Rectificación

En este caso se tiene una configuración donde el subsistema es compuesto por dos qubits

acoplados, a cada qubit se encuentra acoplado un baño. Cada baño solo interactúa con el

qubit al cual se encuentra acoplado, como se ve en la figura 3-10. Para este sistema se usó

una definición de rectificación tomada de las referencias [57, 22, 43] y es ligeramente distinta

a la usada en el caṕıtulo 2, en la cual la rectificación también da información acerca de la

dirección de flujo.

Figura 3-10.: Diagrama esquemático de la rectificación en la configuración de dos qubit y dos reservorios

R =

∣∣∣∣ |J+
L | − |J

−
L |

Max(|J+
L , |J

−
L )

∣∣∣∣ (3-18)

Aqúı, J+
L es la corriente en dirección positiva, de la terminal L a R y J−L es la corriente en

dirección negativa, de R a L. Si R = 0, no hay rectificación y si R = 1, significa que el flujo

de enerǵıa fluye en una sola dirección. En las figuras 3-2, 3-3, 3-4 y 3-5, se hizo evidente que
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el comportamiento de las tasas puede ser dividido en dos regiones: Alta y baja temperatura.

Dado que la corriente y tasas tienen una relación directa, es correcto suponer que la corriente

también exhibirá este comportamiento. En la figura 3-11 se graficó la corriente y rectifica-

ción a medida que se incrementa la temperatura del baño izquierdo. A partir de 3-11 y el

análisis de las poblaciones, fue posible derivar expresiones anaĺıticas para la corriente a partir

de la ecuación 3-16. La figura 3-11(a) muestra la corriente calculada numéricamente versus

Figura 3-11.: Grafico de corriente y rectificación para el cálculo exacto versus las aproximaciones para

baja y alta temperatura. La rectificación tiene su punto máximo en el intervalo de baja

temperatura. La figura (a) muestra el ajuste para la corriente calculada de manera exacta

y las calculadas anaĺıticamente mediante las aproximaciones. La figura (b) muestra el

ajuste de las aproximaciones para alta y baja temperatura en la rectificación. Condiciones:

ωL = 4.0, ωR = 0, χ = D = 0, η = 0.07 y TR = 10−3.

las aproximaciones de alta (curva roja) y baja (curva verde) temperatura, y su expresión se

encuentra calculada en la siguiente sección. Se observa que la curva calculada numéricamente

tiene un crecimiento lento y luego aumenta rápidamente. Este punto de inflexión representa

el ĺımite entre ambos comportamientos y se presenta en la temperatura de corte, la cual fue

definida en la ecuación 3-17. Para la rectificación, en el gráfico 3-11(b) también se hacen

evidentes los reǵımenes presenciados en las tasas de transición. Se identifica un intervalo a

baja temperatura donde la rectificación llega a su máximo valor, la curva negra representa

el comportamiento exacto y la curva verde representa la aproximación para este régimen.

Después del punto de inflexión, la rectificación decrece hasta llegar a cero, esto significa un

cambio de dirección en la corriente controlado por la temperatura del baño izquierdo. En

el siguiente intervalo la rectificación no alcanza su valor máximo, la curva roja muestra la

aproximación realizada para altas temperaturas. A continuación, se encuentran las expre-

siones para cada uno de los reǵımenes y se analizan la corriente y rectificación en ambos casos.
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Régimen de Baja Temperatura:

Como se dijo anteriormente, en el régimen de baja temperatura la transición |1〉 ↔ |2〉
domina el transporte de enerǵıa. Teniendo en cuenta esto, en la ecuación 3-16 las demás

transiciones se desprecian y se tiene que la ecuación 3-16 queda

Jp = −λ−αp γp2−1. (3-19)

A partir de esta expresión y simplificando el coeficiente αp una expresión anaĺıtica para la

corriente JL a baja temperatura:

JLowTL =
λ2
−αL αR

(αL − αR) + (αL + αR)
TL tanh

(
λ−
2TR

)
+ λ−

2

TL tanh
(
λ−
2TR

)
− λ−

2

(3-20)

Esta aproximación es válida para la temperatura de corte expresada en la ecuación 3-17.

Usando la ecuación 3-20 en la expresión 3-18 para la rectificación, se obtiene la expresión

para la rectificación R en este mismo régimen, suponiendo que J+
L > J−L :

RLowT =
2(αL + αR)

(αL − αR) + (αL + αR)
TL tanh

(
λ−
2TR

)
+ λ−

2

TL tanh
(
λ−
2TR

)
− λ−

2

(3-21)

La rectificación en este régimen es máxima, como se observó en la figura 3-11, y se produce

gracias al flujo neto de corriente que se genera en una dirección espećıfica, esto implica que

las tasas de transición de probabilidad serán mucho mayores en esa dirección. Para entender

mejor esto, la figura 3-12 ilustra un diagrama esquemático de las tasas de transición de

probabilidad y el comportamiento de la corriente en el intervalo de baja temperatura. Aqúı,

la figura 3-12(a) muestra el diagrama de niveles para el caso de baja temperatura donde

hay alta rectificación y la figura 3-12(b) representa la corriente y se muestra el ajuste

de la aproximación de baja temperatura con la corriente encontrada de forma exacta. El

calibre de las flechas indica la magnitud de la transición, indicando de forma cualitativa

el orden de magnitud de las tasas. Para J+
L en 3-12(b), la tasa de transición entre |1〉 ↔

|2〉 es proporcional en ambos reservorios, aśı, la corriente aumenta cuando incrementa TL.

Para J−L de nuevo la transición |1〉 ↔ |2〉 es la de mayor orden en ambos baños, pero

en este caso γL2−1 > γR2−1 e inclusive γR2−1 es una función constante en todo el rango de

temperatura, como puede corroborarse en la figura 3-5. Este comportamiento inusual en la

corriente muestra que en esta configuración también se presenta NDTC, ya que al aumentar

la diferencia de temperatura en los reservorios, la corriente no aumenta como lo predice

la termodinámica, si no se mantiene constante o disminuye. Como se ha dicho en diversas
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(a)

(b) (c)

Figura 3-12.: Rectificación y corriente J+
L y J−

L en el régimen de baja temperatura. La figura (a) muestra

un diagrama esquemático del comportamiento de las tasas de transición de probabilidad en

este régimen, mientras que la figura (b), muestra la corriente J+
L y J−

L calculadas de forma

exacta (curvas de color negro) y las calculadas usando la aproximación de baja temperatura

(curvas de color verde) para diferentes valores de ωL. Condiciones: TR = 10−3, χ = D = 0,

ω1 = 1.0, ω2 = 1.0, ω3 = 4.0, ωR = 0 y η = 0.07.

ocasiones, este comportamiento es deseable cuando se trata de dispositivos térmicos y es una

de las condiciones necesarias para ser buen candidato a diodo térmico. Para la rectificación

en la figura 3-12(c), se observa que R alcanza un valor máximo en casi todo el intervalo.

Esto se debe a la diferencia que existe entre J+
L y J−L , siendo la más alta para ω3, a pesar que

las corrientes aqúı, son las de menor magnitud para las tres frecuencias, como se observa en

3-12(b). Adicionalmente, es importante anotar que J+
L > J−L , por lo tanto el flujo neto de

enerǵıa va del reservorio L a R cuando se alcanza el valor máximo de rectificación, como se

observó en la figura 3-11(a).
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Régimen de Alta Temperatura

En el régimen de alta temperatura, todas las transiciones aportan en el flujo de enerǵıa del

sistema. Considerando esto, a partir de las ecuaciones 3-16 y 3-18 se obtienen expresiones

anaĺıticas para la corriente y la rectificación en este régimen, suponiendo que J+ < J−.

JHighTL =

−αLλ2
−

(
1 + e

− ζ+ξ
2TL csch

(
λ+
2TL

)
+ γR

(
1 + e

− λ+
2TR csch

(
λ+
2TR

)))
− γRλ2

+

sinh
(
λ+
2TL
− λ+

2TR

)
sinh

(
λ+
2TL

)
sinh

(
λ+
2TR

)
2

(
1 + e

− λ+
2TL csch

(
λ+
2TL

)
+ γRe

− λ+
2TR csch

(
λ+
2TR

))
(3-22)

RHighT = 1−

(
2γR

e

λ+
TL −1

+ coth
(
λ+
2TR

))(
λ2
−αL

(
coth

(
λ+
2TL

)
+ γR coth

(
λ+
2TR

))
+

λ2+γR sinh
(
λ+
2TL
− λ+

2TR

)
sinh

(
λ+
2TL

)
sinh

(
λ+
2TR

)
)

(
coth

(
λ+
2TL

)
+ 2γR

e

λ+
TR −1

)(
λ2
−αL

(
γR coth

(
λ+
2TL

)
+ coth

(
λ+
2TR

))
−

λ2+γR sinh
(
λ+
2TL
− λ+

2TR

)
sinh

(
λ+
2TL

)
sinh

(
λ+
2TR

)
)

(3-23)

De la ecuación 3-22 se puede ver que el flujo de enerǵıa en este caso depende de ambas

transiciones, predominando las transiciones de enerǵıa λ+ al igual que la rectificación en la

ecuación 3-23. A partir de estas ecuaciones, la figura 3-23 muestra un diagrama esquemático

de las tasas de transición en ambos baños, también, el comportamiento para las corrientes

en ambos sentidos J+
L y J−L .

La figura 3-13 muestra un diagrama esquemático de las tasas de transición entre los niveles

de enerǵıa en los baños y la corriente en ambos sentidos para este régimen. En este caso,

figura 3-13(a) muestra que todas las tasas transición para J+
L tienen órdenes de magnitud

similares, por lo tanto, todas son relevantes; de igual forma, en J−L también sus magnitudes

son similares. La figura 3-13(b) presenta la corriente en ambos sentidos cuando se incrementa

la temperatura del baño izquierdo. Las corrientes tienen órdenes de magnitud similares, lo

cual concuerda con el análisis hecho con las tasas. Otro factor para resaltar es que ambas

corrientes incrementan su magnitud con la temperatura, esto implica que no se presenta

NDTC, ya que la corrientes aumentan tal como se espera. Al no presentarse NDTC, el

sistema estudiado no posee las caracteŕısticas suficientes para ser un diodo térmico en este

régimen, a pesar que puede presentar altos valores de rectificación. La alta rectificación en

este régimen se presenta por la gran diferencia de temperaturas y no por la manipulación

de las propiedades del sistema descrito. Por último, y teniendo en cuenta los resultados

obtenidos para ambos reǵımenes, se muestra cómo afecta la interacción DM la corriente y

rectificación en el sistema estudiado.
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(a)

(b) (c)

Figura 3-13.: Rectificación y corriente J+
L y J−

L en el régimen de baja temperatura. La figura (a) muestra

un diagrama esquemático del comportamiento de las tasas de transición de probabilidad en

este régimen, mientras que la figura (b), muestra la corriente J+
L y J−

L calculadas de forma

exacta (curvas de color negro) y las calculadas usando la aproximación de alta temperatura

(curvas de color rojo) para diferentes valores de ωL. Condiciones: TR = 10−3, χ = D = 0,

ω1 = 1.0, ω2 = 1.0, ω3 = 4.0, ωR = 0 y η = 0.07.

Dependencia de la rectificación con la anisotroṕıa χ, la fuerza de acoplamiento D en

función de TL

En las secciones anteriores se estudió la dependencia de las tasas, corriente y rectificación con

la temperatura del baños izquierdo. De las ecuaciones 3-21 y 3-23, es claro que la rectificación

depende de los coeficientes de los estados vestidos provenientes de la orto-normalización.

Estos coeficientes αp, γp y la enerǵıa entre niveles no dependen de la temperatura, pero si

de los parámetros que median la interacción DM. Por esta razón, se hace necesario analizar

la influencia que estos tienen sobre la rectificación. La figura 3-14(a) muestra el mapa de
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(a) (b)

Figura 3-14.: Mapa de calor para la rectificación para D y χ vs TL. La figura (a) muestra el cambio de la

rectificación cuando la fuerza de la interacción DM varia, con χ = 0. La figura (b) muestra

la rectificación cuando la anisotroṕıa es modificada, con D = 0. Condiciones ωR = 0,

η = 0.07 y TR = 10−3.

rectificación cuando se incrementa la fuerza de interacción DM entre los qubits. En el mapa

de rectificación para D = 0, el gráfico coincide con la curva mostrada en la figura 3-11(a),

dónde el máximo de rectificación se encuentra en el régimen de baja temperatura, luego

decrece hasta anularse y aumenta nuevamente en el régimen de alta temperatura, sin llegar

a alcanzar el valor máximo de R. Cuando D aumenta su valor, se observa que la región de

máxima rectificación se mantiene en el régimen de baja temperatura; también, se observa

que la región azul, que se interpreta como cambio de dirección en el flujo neto se reduce.

Esto sucede ya que la interacción DM actúa de forma similar al acoplamiento de los qubits,

mientras mayor sea su interacción, mayor será la probabilidad de transición entre los niveles

del sistema. Esto favorece la corriente en ambos sentidos, pero no la rectificación, ya que

J+
L será similar a J−L . Esto puede corroborarse observando el comportamiento de las tasas

de transición en la figura 3-6 y 3-7 cuando se incrementa la fuerza de interacción DM.

Ahora, la figura 3-14(b) muestra el mapa de rectificación cuando se orientan los espines

de forma simétrica o anti-simétrica. Como se observa, la máxima rectificación se mantiene

para el intervalo de baja temperatura, abarcando un intervalo ligeramente mayor cuando los

qubits se encuentran arreglados de forma simétrica. Luego, al incrementar la temperatura la

rectificación decrece hasta ser cero, esto también supone que ambas corrientes J+
L y J−L son de

magnitudes similares. Finalmente, en el régimen de alta temperatura la rectificación aumenta

hasta un valor aproximado de 0.4. De ambos gráficos es notorio que los parámetros DM no

cambian la forma de la rectificación, esto significa que se conserva el comportamiento del flujo

de enerǵıa, y aunque D privilegie las transiciones, esto no implica una mayor rectificación.
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3.3. El transistor térmico

En el transistor térmico se consideran tres qubits L, R, M acoplados entre śı. A la vez,

cada qubit se encuentra acoplado a un reservorio térmico que no interactúa con los otros

componentes del sistema, como muestra la figura 3-15. En este sistema, se propone una

configuración tipo anillo como la reportada en [22], donde los qubits emulan los componentes

de un transistor bipolar electrónico, el cual está conformado por una terminal llamada base

(M) que controla el flujo de corriente eléctrica entre dos terminales llamadas emisor (L) y

colector (R). El Hamiltoniano total del sistema se escribe de igual forma que la ecuación

Figura 3-15.: Diagrama esquemático de un transistor térmico compuesto por tres qubits de frecuencia

ωp que interactúan con una intensidad de acoplamiento ηp. Cada qubit está acoplado a un

reservorio con diferente temperatura.

1-1, también se usa el mismo tipo de baños bosónicos y la interacción subsistema-baño

es modelada por la interacción esṕın-bosón, de igual forma que en el diodo térmico. El

Hamiltoniano de los qubits, se expande para L, R y M :

Hs =
ωM
2
σMz + ηχ(σ+

Mσ
+
L + σ+

Mσ
+
R + σ−Mσ

−
L + σ−Mσ

−
L ) + η(1 + iD)(σ+

Mσ
−
L + σ+

Mσ
−
R)

+ η(1− iD)(σ−Mσ
+
L + σ−Mσ

+
R) (3-24)

En este caso, se escogió ωR = ωL = 0 para facilitar los cálculos anaĺıticos siguiendo la

situación especial estudiada en [22]. Los estados de cada qubit se escriben |e〉p para el estado

excitado y |g〉p para el estado base. La base desacoplada es descrita por los vectores |LMR〉:
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|eee〉,|eeg〉, |ege〉, |egg〉, |gee〉, |geg〉,|gge〉 y |ggg〉. Los auto-estados del sistema conjunto

son encontrados mediante la diagonalización del Hamitloniano, obteniendo un sistema de

cuatro niveles cada uno con doble degeneración, para un total de ocho niveles. Los estados

vestidos en términos de la base desacoplada y sus respectivas enerǵıas se presentan en orden

ascendente, como sigue.

|1〉 = D−1

(
A−1
λ−
|eee〉+B+

1 |egg〉+
(1 + iD)C+

1

λ−
|geg〉+ |gge〉

)
, ε1 = ω1 = −ξ,

|2〉 = D−2

(
−A

+
2

λ−
|eeg〉+

B+
2

(1 + iD)
|ege〉 − C+

2

λ−
|gee〉+ |ggg〉

)
, ε2 = ε1 = ω1,

|3〉 = D−3

(
A+

1

λ−
|eee〉+B−1 |egg〉 −

C−1 (1 + iD)

λ−
|geg〉+ |gge〉

)
, ε3 = ω2 = −ζ,

|4〉 = D−4

(
A−2
λ−
|eeg〉+

B−2
(1 + iD)

|ege〉+
C−2
λ−
|gee〉+ |ggg〉

)
, ε4 = ε3 = ω2,

|5〉 = D+
3

(
−A+

1

Λ−
|eee〉+B−1 |egg〉+

C−1 (1 + iD)

Λ−
|geg〉+ |gge〉

)
, ε5 = ω3 = ζ, (3-25)

|6〉 = D+
4

(
−A−2
Λ−
|eeg〉+

B−2
(1 + iD)

|ege〉 − C−2
Λ−
|gee〉+ |ggg〉

)
ε6 = ε5 = ω3,

|7〉 = D+
1

(
−A−1
Λ−
|eee〉+B+

1 |egg〉 −
(1 + iD)C+

1

Λ−
|geg〉+ |gge〉

)
, ε7 = ω4 = ξ,

|8〉 = D+
2

(
A+

2

Λ−
|eeg〉+

B+
2

(1 + iD)
|ege〉+

C+
2

Λ−
|gee〉+ |ggg〉

)
ε8 = ε7 = ω4.

Aqúı, Λ± = ξ ± ωM y λ± = ζ ± ωM . Los coeficientes A±ν , B±ν , C±ν y D±ν con ν = 1, 2, 3, 4,

provienen de la ortonormalización de los estados vestidos y su expresión completa se muestra

en el anexo C. Además, ω1 = −ξ, ω2 = −ζ, ω3 = ζ y ω4 = ξ son las enerǵıas de los niveles

degenerados, con:

ξ =
1

2

√
2 (D2 + χ2 + 1) η2

L + 2 (D2 + χ2 + 1) η2
R + ω2

M + 2ε, (3-26)

ζ =
1

2

√
2 (D2 + χ2 + 1) η2

L + 2 (D2 + χ2 + 1) η2
R + ω2

M − 2ε. (3-27)

Con ε =
√

(D2 − χ2 + 1)2 (η4
L + η4

R) + 2
(
6 (D2 + 1)χ2 + (D2 + 1)2 + χ4

)
η2
Lη

2
R. Los estados

vestidos para el transistor muestran cuáles son las transiciones permitidas, teniendo en cuenta

que el Hamiltoniano de los reservorios descrito en la ecuación 1-54 solo permite una transición

a la vez, las transiciones permitidas en este sistema total serán las producen las diferencias

de enerǵıas ω2−1 = ξ − ζ, ω3−1 = ξ + ζ, ω3−2 = 2ξ y ω4−1 = 2ζ en cada baño.
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3.3.1. Dinámica asintótica

De igual forma que en el diodo, se parte desde la ecuación maestra en la forma de Lindblad

expresada en 3-10. Nuevamente, al encontrarnos en el estado asintótico, la corriente se calcula

a partir de la ecuación 3-13 y definidos los estados vestidos del sistema, es posible calcular

los operadores Ap(ω)

Ap(ω) = Ap(2ξ) + Ap(2ζ) + Ap(ξ + ζ) + Ap(ξ − ζ)

= ap|1〉〈4|+ bp|2〉〈3|+ cp|5〉〈8|+ dp|6〉〈7|
+ ep|1〉〈6|+ gp|2〉〈5|+ hp|3〉〈8|+ kp|4〉〈7|
+mp|3〉〈6|+mp|4〉〈5|+ tp|1〉〈8|+ vp|2〉〈7|

(3-28)

Nuevamente, los coeficientes dependen de la ortonormalización de los estados vestidos. Fi-

nalmente, se calcula el súper-operador de Lindblad para obtener la expresión de la corriente

en el transistor térmico

Jp = −ω2−1

(
αpγ

p
4−1 + βpγ

p
3−2 + δpγ

p
7−6 + γpγ

p
8−5

)
− ω3−1

(
θpγ

p
6−1 + ιpγ

p
5−2 + κpγ

p
8−3 + µpγ

p
7−4

)
− ω3−1

(
σpγ

p
6−3 + τpγ

p
5−4

)
− ω4−1

(
υpγ

p
8−1 + ψpγ

p
7−2

)
,

(3-29)

donde γpj−i es la tasa de transición de probabilidad de |j〉 a |i〉, y se define en la ecuación

3-11. Los coeficientes αp, βp, γp, δp, γp θp, ιp, κp, µp, σp, τp, υp y ψp resultan de la proyección

de los coeficientes del operador Ap(ω) y su expresión completa se encuentra en las ecuaciones

C-2, C-3 y C-4 el anexo C. Estos coeficientes contienen la dependencia de la dinámica del

sistema con el acoplamiento DM, pero no dependen de la temperatura. Es claro a partir

de la ecuación 3-29, que la corriente depende expĺıcitamente del cambio que se produce en

las tasas de transición de probabilidad. Debido a esto, entender el comportamiento de estas

tasas de transición facilita comprender el comportamiento de la corriente.

3.3.2. Tasas de Transición de Probabilidad

Para facilitar la comprensión, se calcularon los coeficientes que acompañan cada tasa, aśı,

solo se analizarán las tasas que contribuyen en la corriente. En todos los gráficos presentados

a continuación se tomó χ = D = 0 y ηL = ηR. Las transiciones permitidas en los baños

L y R son |7〉 ↔ |4〉, |7〉 ↔ |6〉, |8〉 ↔ |3〉 y |8〉 ↔ |5〉. Finalmente, para el baño M

son |5〉 ↔ |4〉, |7〉 ↔ |6〉 y |8〉 ↔ |3〉. Es importante aclarar que estos coeficientes son

cero para las condiciones espećıficas dadas, eso implica que al tomar otros valores para las

variables del sistema es posible que algunas ya no sean cero y dicha transición en espećıfico

sea relevante. La figura 3-16(a) muestra la tasa de transición de probabilidad para el baño

L, las demás transiciones permitidas no aportan a la corriente en este baño, por tal razón,
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(a) (b)

(c)

Figura 3-16.: Tasas de transición de probabilidad en cada baño cuando se incrementa la temperatura del

baño M . La figura (a) muestra las tasas de transición de probabilidad ΓL7−6, ΓL8−3, ΓL8−5

Condiciones ωM = 10−2, ηL = ηR = 0. 07, TR = 10−2 y TL = 10.

no se muestran. Se observa del gráfico que las tasas son negativas, lo cual indica que en el

baño, las transiciones ocurren desde el nivel inferior al superior, también, las tasas ΓL7−4, ΓL7−6

y ΓL8−3 decrecen a medida que se incrementa la temperatura del baño M , mientras la tasa

ΓL8−5 se mantiene constante. La figura 3-16(b) muestra las tasas para el baño R, las cuales

incrementan lentamente en todo el intervalo de temperatura. Se observa también que las

tasas ΓR7−4 = ΓR8−3 y ΓR7−6 = ΓR8−5, lo cual se debe a la degeneración que existe en los niveles,

ya que |7〉 y |8〉 pertenecen la misma enerǵıa, de igual forma que |3〉 y |4〉. Para el baño M , la

figura 3-16(c) muestra que las tasas tienen un decrecimiento monótono, mostrando un flujo

de enerǵıa hacia niveles superiores, cada vez menor y se anula, para luego fluir en dirección

contraria. El análisis conjunto de las tasas muestra cambios en los baños L y M , mientras

que el baño R se mantiene constante. Esto indica que bajo esta condición, el sistema no

exhibiŕıa efecto transistor.
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3.3.3. Corriente y Amplificación térmica

Cómo se dijo en la sección anterior, en las condiciones espećıficas que se calcularon las tasas,

todas las transiciones no aportan a la corriente, por lo tanto la ecuación 3-29 en cada baño

se reduce a lo siguiente.

JL = −ω2−1

(
δLΓL7−6 + γLΓL8−5

)
− ω3−1

(
κLΓL8−3 + µLΓL7−4

)
JR = −ω2−1

(
δRΓR7−6 + γRΓR8−5

)
− ω3−1

(
κRΓR8−3 + µRΓR7−4

)
JM = −ω2−1δMΓM7−6 − ω3−1κMΓM8−3 − ω3−1IτMΓM5−4

(3-30)

La ecuación anterior sugiere que las corrientes en los baños L y R, están controladas por

las mismas transiciones. Para JM la situación es distinta, las transiciones que controlan el

flujo son diferentes a las de L y R. La figura 3-17, muestra el cambio de las corrientes y la

amplificación térmica mientras se incrementa la temperatura del baño M . En la figura 3-

Figura 3-17.: Corriente y amplificación térmica incrementa la temperatura del baño M . Condiciones

ωM = 10−2, ηL = ηR = 0.07, TR = 10−2 y TL = 10.

17(a) cómo es de esperarse después de analizar la tasas, la corriente JL incrementaŕıa su valor

a medida que incrementa la temperatura del baño. El baño M tiene una forma similar, pero

en este caso, la corriente decrece hasta llegar a ser cero y cambia de signo, lo que significa un

cambio de dirección en el flujo. En cuanto al baño R, se observa que se mantiene constante

en todo el rango de temperatura, esto se explica gracias al comportamiento constante que

se evidenció en sus tasas de transición en la figura 3-16. La figura 3-17(b) muestra el

coeficiente de amplificación térmica calculado con la ecuación 1-60 en ambos baños. Se

observa que la corriente del baño R no se amplifica, resultado esperado debido a que JR es

constante en todo el intervalo de temperatura. Para el baño L, el crecimiento de la corriente

es proporcional al de M , dado que αL = −1. El análisis conjunto de las corrientes y la

amplificación permite concluir que en este caso espećıfico no se genera efecto transistor. El

efecto transistor podŕıa encontrarse en otro rango de temperaturas, o buscando una condición
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diferente en los parámetros DM. Otra opción, por ejemplo, considerar las frecuencias de los

qubits L y R distintas de cero. También, es posible asimetrizar el acoplamiento entre los

qubits y otra que no ha sido considerada en la literatura, que es asimetrizar las densidades

espectrales de cada reservorio.

3.4. Conclusiones y perspectivas

En este caṕıtulo se resolvió la ecuación maestra en la forma de Lindblad para calcular el

transporte de enerǵıa en un sistema de dos qubits acoplados cada uno a reservorios térmicos

que no interactúan. Se estudió cómo la temperatura afecta este tipo de sistemas, encon-

trando que el sistema puede dividirse en dos regiones en las cuales la rectificación tiene un

comportamiento distinto. El primer intervalo es de baja temperatura con una temperatura

de corte TL < (ωL + ω2−1)/(ln
(
1 + 1

ε

)
). En este intervalo, la rectificación es casi del 100 %

debido a que la corriente J−L es suprimida, presentándose NDTC. Luego, en el intervalo de

alta temperatura en condiciones espećıficas puede llegar hasta el 80 %, pero ésta se debe a

la gran asimetŕıa en la temperatura de los baños. También, fueron encontradas expresiones

anaĺıticas para ambos intervalos, las cuales se ajustan a las curvas calculadas numéricamente.

Dado que el intervalo de baja temperatura muestra condiciones espećıficas para la consti-

tución de un diodo térmico, se examinó sistemáticamente la influencia de la anisotroṕıa y

la intensidad del acoplamiento DM en este régimen. Se observó que el acoplamiento DM

funciona de forma similar al acoplamiento entre los qubits, favoreciendo la probabilidad de

transición entre niveles que tienen baja ocupación, por lo cual, tener una fuerza de acopla-

miento DM muy grande no favorece la rectificación. En cuanto a la anisotroṕıa también se

observó que no afecta de gran manera la rectificación. Comparando esta configuración con la

vista en el caṕıtulo 2, se encontró para las configuraciones expuestas que el campo magnético

externo modifica el comportamiento de los reservorios sin alterar su estructura, manteniendo

el sistema central fijo. En ese caso no seŕıa posible por ejemplo diseñar un motor térmico.

En cambio, en este caṕıtulo el campo externo aparece impĺıcitamente en el Hamiltoniano de

DM, ya que la enerǵıa del sistema de dos niveles se refiere a un campo Zeeman aplicado.

Pero el interés de esta tesis estuvo centrado en el transporte de calor, este valor se fijó y en

este caso, si se podŕıa diseñar un ciclo termodinámico incluyendo calor y trabajo. El análogo

a un motor térmico en el caṕıtulo 2 resultaŕıa de estudiar la dinámica transitoria y no sólo

los estados estacionarios.

Como perspectiva, queda la inquietud de avanzar a sistemas reales. Los resultados de los

caṕıtulos 2 y 3 muestran que hay efectos interesantes que deben buscarse en sistemas reales

de acuerdo a los reǵımenes de parámetros predichos, i.e si hay sistemas reales que estén en

esos reǵımenes. Y siguiendo la ĺınea de dispositivos termotrónicos, el siguiente paso en esta

investigación debe enfocarse en el uso de este sistema para el modelamiento de compuertas
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lógicas, dado que el sistema presenta NDTC y este es un comportamiento deseable en este

tipo de dispositivos.



A. Anexo: Autoenerǵıas

El hamiltoniano total se expresa como:

HT = hσcz +
∑
k,α

εkαc
†
kαckα +

∑
l,β

εlβd
†
lβdlβ + VL · σc + VR · σc (A-1)

Aqúı, c†kα (ckα) and c†lβ (clβ) son los operadores de creación (aniquilación) para los

baños de la izquierda y derecha, respectivamente. VL ·σc and VR ·σc es el hamiltoniano

de interacción entre los baños y sistema central. Este acoplamiento se expresa:

VL = λL
∑
k,p,α,β

c†kασαβcpβ (A-2)

VR = λR
∑
l,m,α,β

c†lασαβcmβ (A-3)

con esto, el operador V para cada baño se expresa como:

L R

Vx λL
∑

k,k′(c
†
k↑ck′↓ + c†k↓ck′↑) λR

∑
l,l′(d

†
l↑dl′↓ + d†l↓dl′↑)

Vy iλL
∑

k,k′(c
†
k↑ck′↓ − c

†
k↓ck′↑) iλR

∑
l,l′(d

†
l↑dl′↓ − d

†
l↓dl′↑)

Vz λL
∑

k,k′(c
†
k↑ck′↑ − c

†
k↓ck′↓) iλR

∑
l,l′(d

†
l↑dl′↑ − d

†
l↓dl′↓)

La ecuación maestra para este caso está dada en el espacio de Laplace como:

zMβ(z)−
∑
α

hβαMα(z)−
∑
α

ΣβαMα(z) = 〈σβ〉0 (A-4)

esta ecuación puede escribirse como un sistema de ecuaciones lineales A(z)M(z) = B:


z 0 0 0

Σx0 z − Σxx 2ih− Σxy −hxz − Σxz

Σy0 −hyx − Σyx z − Σyy −hyz − Σyz

Σz0 −hzx − Σzx −hzy − Σzy z − Σzz




M0(z)

Mx(z)

My(z)

Mz(z)

 =


〈σ0〉0
〈σx〉0
〈σy〉0
〈σz〉0


En esta ecuación, el campo hβα y las autoenerǵıas Σβα se definen como:
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hβα =
1

2
Tr (σβ[Hs + 〈HI〉, σα])

(A-5)

Para α = 0:

Σβ0 = 2
∫∞

0
dteizt

∑
γ,δ(1− δβγ)Im〈Ṽγ(t)Ṽδ〉 Tr(σβσγe

ithσzσδe
−ithσz)

(A-6)

Para α 6= 0:

Σβα = −2i
∫∞

0
dteizt

∑
γ,δ(1− δβγ)(1− δαδ)Re〈Ṽγ(t)Ṽδ〉 Tr(σβσγe

ithσzσδσαe
−ithσz)

(A-7)

El cálculo realizado es para un acoplamiento en general donde existen todas las com-

ponentes para el operador V , es decir V · σc = Vxσx + Vyσy + Vzσz; en la matriz puede

observarse la dependencia directa de algunos términos con el campo magnético externo,

esta relación se encuentra en las enerǵıas definidas en cada nivel para la polarización

del esṕın.

A(z) =


z 0 0 0

0 z − Σxx 2ih− Σxy 0

0 2ih− Σyx z − Σyy 0

Σz0 0 0 z − Σzz


Donde:

Σxx = Σyy = −2
∑

kk′α=±

[
nk↑(1− nk′↓)

z + α(εk↑ − εk′↓)
+

nk↓(1− nk′↑)
z + α(εk↓ − εk′↑)

+
∑
σ=↑↓

(nkσ(1− nk′σ))
z + α(εkσ − εk′σ)

(z + α(εkσ − εk′σ))2 − (2h)2

]

Σyx = −Σxy = −4
∑
kk′

[
(nk↑(1− nk′↓))

(εk↑ − εk′↓)
z2 − (εk↑ − εk′↓)2

+ (nk↓(1− nk′↑))
(εk↓ − εk′↑)

z2 − (εk↓ − εk′↑)2

]
+4

∑
kk′σ=↑↓

(nkσ(1− nk′σ))

[
h

(z + α(εkσ − εk′σ))2 − (2h)2

]
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Σzz = Σz0 = −4
∑

kk′σ=±

(z + 2σh)

[
nk↑(1− nk′↓)

(z + σ2h)2 − (εk↑ − εk′↓)2)
+

nk↓(1− nk′↑)
(z + σ2h)2 − (εk↓ − εk′↑)2)

]

Para un acople Ising → V · σc = Vxσx, entonces las correlaciones dependientes de y y

z desaparecen, aśı los términos de la matriz A(z) seŕıan:

A(z) =


z 0 0 0

0 z 2ih 0

0 2ih z − Σyy 0

Σz0 0 0 z − Σzz



Σz0 = = −i4h
∑

kk′α=±

[
nk↑(1− nk′↓)

(z + α(εk↑ − εk′↓))2 − (2h)2
+

nk↓(1− nk′↑)
(z + α(εk↓ − εk′↑))2 − (2h)2

]
(A-8)

Σyy = = −2
∑

kk′α=±

[
nk↑(1− nk′↓)

z + α(εk↑ − εk′↓)
+

nk↓(1− nk′↑)
z + α(εk↓ − εk′↑)

]
(A-9)

Σzz = −2
∑

kk′σ=±

(z + 2σh)

[
nk↑(1− nk′↓)

(z + σ2h)2 − (εk↑ − εk′↓)2)
+

nk↓(1− nk′↑)
(z + σ2h)2 − (εk↓ − εk′↑)2)

]

Para un acople Ising → V · σc = Vzσz, entonces las correlaciones dependientes de y y

x desaparecen, aśı los términos de la matriz A(z) seŕıan:

A(z) =


z 0 0 0

0 z − Σxx 2ih+ Σxy 0

0 2ih− Σyx z − Σyy 0

0 0 0 z



Σxx = Σyx = Σxy = Σyx = −2
∑

kk′α=±

(nkσ(1− nk′σ))
z + α(εkσ − εk′σ)

(z + α(εkσ − εk′σ))2 − (2h)2

(A-10)



B. Anexo: Coeficientes Diodo Térmico

DM

Los coeficientes mostrados en la ecuación 3-16, provienen de las proyecciones realizadas al

calcular el súper operador de Lindblad, estos coeficientes no dependen de la temperatura de

los reservorios y contienen la dependencia de las variables del sistema con el entorno. Para

el resorvorio L:

Para el reservorio L:

αL =
4η2(A+B+)2

1 +D2
(4χ(δ − ζ)(∆ + 2ξ) + 4

(
1 +D2

)
(δ − ζ)2 + χ2(∆ + 2ξ)2

)
βL =

4η2(A−B−)2

1 +D2
(4χ(δ + ζ)(∆− 2ξ) + 4

(
1 +D2

)
(δ + ζ)2 + χ2(∆− 2ξ)2

)
γL =

4η2(A+B−)2

D2 + 1
(4χ(δ + ζ)(∆ + 2ξ) + 4

(
D2 + 1

)
(δ + ζ)2 + χ2(∆ + 2ξ)2

)
δL =

4η2(A−B+)2

1 +D2
(4χ(δ − ζ)(∆− 2ξ) + 4

(
1 +D2

)
(δ − ζ)2 + χ2(∆− 2ξ)2

)
(B-1)

Para el reservorio R:

αR =
4(A+B+)2

1 +D2

(
4η2χ(δ − ζ)(∆ + 2ξ)+ (δ − ζ)2(∆ + 2ξ)2 + 4

(
1 +D2

)
η4χ2

)
βR =

4(A−B−)2

1 +D2

(
4η2χ(δ + ζ)(∆− 2ξ)+ (δ + ζ)2(∆− 2ξ)2 + 4

(
1 +D2

)
η4χ2

)
γR =

4(A+B−)2

1 +D2

(
4η2χ(δ + ζ)(∆ + 2ξ)+ (δ + ζ)2(∆ + 2ξ)2 + 4

(
1 +D2

)
η4χ2

)
δR =

4(A−B+)2

1 +D2

(
4η2χ(δ − ζ)(∆− 2ξ)+ (δ − ζ)2(∆− 2ξ)2 + 4

(
1 +D2

)
η4χ2

)
(B-2)



C. Anexo: Coeficientes Transistor

Térmico DM

Los coeficientes mostrados en los estados vestidos de la ecuación 3-25, estos estados provienen

de la ortonormalización y se expresan como sigue.

A±1 =
(η2
R ((±1±D2)∓ x2)∓ (D2 + 3χ2 + 1) η2

L) + ε

2χηL

B±2 =
(D2 − χ2 + 1) (η2

L + η2
R)± ε

χηLηR

B±1 =
(D2 − χ2 + 1) (η2

L − η2
R)± ε

2 (D2 + χ2 + 1) ηLηR

C±1 =
(D2 − χ2 + 1) η2

L + (D2 + 3χ2 + 1) η2
R ± ε

(d2 + χ2 + 1) ηR

C±2 =
± (D2 − χ2 + 1) η2

L ± (D2 + 3χ2 + 1) η2
R + ε

2χηR

D±1 =
1√(

A−1
ξ±ωm

)2

+
(
B+

1

)2
+ (d2 + 1)

(
C+

1

ξ±ωm

)2

+ 1

D±2 =
1√(

A+
2

ξ±ωm

)2

+
(B+

2 )
2

d2+1
+
(

C+
2

ξ±ωm

)2

+ 1

D±3 =
1√(

(A1)+

ζ±ωm

)2

+
(
B−1
)2

+ (d2 + 1)
(

C−1
ζ±ωm

)2

+ 1

D±4 =
1√(

A−2
ζ±ωm

)2

+
(B−2 )

2

d2+1
+
(

C−2
ζ±ωm

)2

+ 1

(C-1)

Los coeficientes mostrados en la ecuación 3-29, provienen de las proyecciones realizadas

al calcular el operador Louvilliano, estos coeficientes no dependen de la temperatura de

los reservorios y contienen la dependencia de las variables del sistema con el entorno. A

continuación, se mostrarán los coeficientes presentes en la ecuación de la corriente 3-29 para

el caso especifico presentado con χ = D = 0 y ηL = ηR.
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Para el reservorio L:

αL =

(
D−1 D

−
4

)2 (
A−1 C

−
2 + (ζ − ωm)

(
B−2 C

+
1 +

(
B−2 +B+

1

)
(ξ − ωm)

))2

(ζ − ωm)2(ξ − ωm)2

βL =

(
D−2 D

−
3

)2 (
A+

2 C
−
1 − A+

1 C
+
2 +

(
B−1 +B+

2

)
(ζ − ωM) (ξ − ωM)

)
2

(ζ − ωM) 2 (ξ − ωM) 2

γL =

(
D+

2 D
+
3

)2 (
A+

2 C
−
1 − A+

1 C
+
2 +

(
B−1 −B+

2

)
(ζ + ωM) (ωM + ξ)

)2

(ζ + ωM)2 (ωM + ξ)2

δL =

(
D+

1 D
+
4

)2 (
A−1 C

−
2 + A−2 C

+
1 −

(
B−2 −B+

1

)
(ζ + ωM) (ωM + ξ)

)2

(ζ + ωM)2 (ωM + ξ) 2

θL =

(
D−1 D

+
4

)2 (
A−1 C

−
2 + A−2 C

+
1 −

(
B−2 +B+

1

)
(ζ + ωM) (ξ − ωM)

)
2

(ζ + ωM)2 (ξ − ωM)2

ιL =

(
D−2 D

+
3

)2 (−A+
2 C
−
1 + A+

1 C
+
2 +

(
B−1 +B+

2

)
(ζ + ωM) (ξ − ωM)

)2

(ζ + ωM) 2 (ξ − ωM)2

κL =

(
D−3 D

+
2

)2 (
A+

2 C
−
1 + A+

1 C
+
2 +

(
B−1 −B+

2

)
(ζ − ωM) (ωM + ξ)

)2

(ζ − ωM)2 (ωM + ξ) 2

µL =

(
D−4 D

+
1

)2 (
A−1 C

−
2 + A−2 C

+
1 −

(
B−2 +B+

1

)
(ζ − ωM) (ωM + ξ)

)2

(ζ − ωM)2 (ωM + ξ)2

σL =

(
D−3 D

+
4

)2 (
A−2 C

−
1 + A+

1 C
−
2 +

(
B−1 +B−2

)
(−ζ2 + ω2

M)
)2

(ζ2 − ω2
M)

2

τL =

(
D−4 D

+
3

)2 (
A−2 C

−
1 − A+

1 C
−
2 +

(
B−1 +B−2

)
(ζ2 − ω2

M)
)2

(ζ2 − ω2
M)

2

υL =

(
D−1 D

+
2

)2 (
A+

2 C
+
1 + A−1 C

+
2 +

(
B+

1 −B+
2

)
(ξ2 − ω2

M)
)2

(ξ2 − ω2
M)

2

ψL =

(
D−2 D

+
1

)2 (
A+

2 C
+
1 + A−1 C

+
2 +

(
B+

1 +B+
2

)
(ξ2 − ω2

M)
)

2

(ξ2 − ω2
M) 2

(C-2)
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Para el reservorio R:

αR =

(
D−1 D

−
4

)2 (
A−1 A

−
2 +B−2 B

+
1 (ζ − ωM) (ξ − ωM) + C−2 C

+
1 + ζξ − ωM (ζ − ωM + ξ)

)
2

(ζ − ωM) 2 (ξ − ωM) 2

βR =

(
D−2 D

−
3

)2 (−A+
1 A

+
2 +B−1 B

+
2 (ζ − ωM) (ξ − ωM) + C−1 C

+
2 + ζξ − ωM (ζ − ωM + ξ)

)2

(ζ − ωM)2 (ξ − ωM)2

γR =

(
D+

2 D
+
3

)2 (−A+
1 A

+
2 −B−1 B+

2 (ζ + ωM) (ωM + ξ) + C−1 C
+
2 + ζξ + ωM (ζ + ωM + ξ)

)2

(ζ + ωM)2 (ωM + ξ)2

δR =

(
D+

1 D
+
4

)2 (
A−1 A

−
2 −B−2 B+

1 (ζ + ωM) (ωM + ξ) + C−2 C
+
1 + ζξ + ωM (ζ + ωM + ξ)

)2

(ζ + ωM) 2 (ωM + ξ)2

θR =

(
D−1 D

+
4

)
2
(
A−1 A

−
2 +B−2 B

+
1 (ζ + ωM) (ωM − ξ) + C−2 C

+
1 − ζξ + ωM (ζ + ωM − ξ)

)2

(ζ + ωM)2 (ξ − ωM)2

ιR =

(
D−2 D

+
3

)2 (
A+

1 A
+
2 +B−1 B

+
2 (ζ + ωM) (ξ − ωM)− C−1 C+

2 + ζξ − ωM (ζ + ωM − ξ)
)2

(ζ + ωM)2 (ξ − ωM)2

κR =

(
D−3 D

+
2

)2 (
A+

1 A
+
2 −B−1 B+

2 (ζ − ωM) (ωM + ξ) + C−1 C
+
2 + ζξ − ωM (−ζ + ωM + ξ)

)2

(ζ − ωM)2 (ωM + ξ)2

µR =

(
D−4 D

+
1

)2 (−A−1 A−2 +B−2 B
+
1 (ζ − ωM) (ωM + ξ)− C−2 C+

1 + ζξ + ωM (ζ − ωM − ξ)
)2

(ζ − ωM)2 (ωM + ξ)2

σR =

(
D−3 D

+
4

)2 (
A−2 A

+
1 −B−1 B−2 ζ2 +

(
B−1 B

−
2 + 1

)
ω2
M + C−1 C

−
2 − ζ2

)2

(ζ2 − ω2
M)

2

τR =

(
D−4 D

+
3

)2 (−A−2 A+
1 +B−1 B

−
2 ζ

2 −
(
B−1 B

−
2 + 1

)
ω2
M + C−1 C

−
2 + ζ2

)2

(ζ2 − ω2
M)

2

υR =

(
D−1 D

+
2

)2 (
A−1 A

+
2 +

(
B+

1 B
+
2 − 1

)
ω2
M −B+

1 B
+
2 ξ

2 + C+
1 C

+
2 + ξ2

)2

(ξ2 − ω2
M)

2

ψR =

(
D−2 D

+
1

)2 (
A−1 A

+
2 −

(
B+

1 B
+
2 + 1

)
ω2
M +B+

1 B
+
2 ξ

2 + C+
1 C

+
2 + ξ2

)2

(ξ2 − ω2
M)

2

(C-3)
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Para el reservorio M :

αM =

(
D−1 D

−
4

)2 ((
A−2 B

+
1 + C−2

)
(ξ − ωM) + A−1 B

−
2 (ζ − ωM) + C+

1 (ζ − ωM)
)2

(ζ − ωM)2 (ξ − ωM)2

βM =

(
D−2 D

−
3

)2 (
A+

2 B
−
1 (ζ − ωM) + A+

1 B
+
2 (ωM − ξ) + C+

2 (ζ − ωM) + C−1 (ξ − ωM)
)2

(ζ − ωM)2 (ξ − ωM)2

γM =

(
D+

2 D
+
3

)2 (
A+

2 B
−
1 (ζ + ωM) + A+

1 B
+
2 (ωM + ξ) + C+

2 (ζ + ωM) + C−1 (ωM + ξ)
)2

(ζ + ωM)2 (ωM + ξ)2

δM =

(
D+

1 D
+
4

)2 ((
A−2 B

+
1 + C−2

)
(ωM + ξ)− A−1 B−2 (−ζ + ωM) + C+

1 (ζ + ωM)
)2

(ζ + ωM)2 (ωM + ξ)2

θL =

(
D−1 D

+
4

)2 (− (A−2 B+
1 + C−2

)
(ξ − ωM) + A−1 B

−
2 (ζ + ωM) + C+

1 (ζ + ωM)
)2

(ζ + ωM)2 (ξ − ωM)2

ιM =

(
D−2 D

+
3

)2 (
A+

2 B
−
1 (ζ + ωM) + A+

1 B
+
2 (ξ − ωM) + C+

2 (ζ + ωM) + C−1 (ωM − ξ)
)2

(ζ + ωM)2 (ξ − ωM)2

κM =

(
D−3 D

+
2

)2 (
A+

2 B
−
1 (ζ − ωM)− A+

1 B
+
2 (ωM + ξ) + C+

2 (ζ − ωM) + C−1 (ωM + ξ)
)2

(ζ − ωM)2 (ωM + ξ)2

µM =

(
D−4 D

+
1

)2 ((
A−2 B

+
1 + C−2

)
(ωM + ξ) + A−1 B

−
2 (ωM − ζ) + C+

1 (ωM − ζ)
)2

(ζ − ωM)2 (ωM + ξ)2

σM =

(
D−3 D

+
4

)2 (
A−2 B

−
1 (ωM − ζ) + A+

1 B
−
2 (ζ + ωM) + C−1 (ζ + ωM) + C−2 (ωM − ζ)

)2

(ζ2 − ω2
M)

2

τM =

(
D−4 D

+
3

)2 (
A−2 B

−
1 (ζ + ωM) + A+

1 B
−
2 (ωM − ζ) + C−1 (ζ − ωM) + C−2 (ζ + ωM)

)2

(ζ2 − ω2
M)

2

υM =

(
D−1 D

+
2

)2 (− (A−1 B+
2 − C+

1

)
(ωM + ξ) + A+

2 B
+
1 (ξ − ωM) + C+

2 (ξ − ωM)
)2

(ξ2 − ω2
M)

2

ψM =

(
D−2 D

+
1

)2 ((
A−1 B

+
2 + C+

1

)
(ξ − ωM) + A+

2 B
+
1 (ωM + ξ) + C+

2 (ωM + ξ)
)2

(ξ2 − ω2
M)

2

(C-4)
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