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Resumen

En el ambito de la ingenieria quimica, el ajuste de modelos cinéticos desafia a los
investigadores a encontrar multiples soluciones para sistemas no lineales. En este trabajo, se abordd
este desafio mediante la implementacion de homotopias con hiperesferas, una técnica innovadora
para resolver ecuaciones no lineales. El objetivo principal fue evaluar los ajustes a modelos
cinéticos y aplicar homotopia tipo Newton mediante hiperesferas para encontrar multiples
soluciones a los parametros cinéticos. En la presente investigacion se estudiaron nueve modelos,
inicialmente mediante herramientas como Solver y ReCongSolver de Microsoft Excel y la funcion
fsolve de MATLAB fue posible filtrar los modelos méas complejos. De los nueve modelos sélo dos
registraron multiples soluciones; a estos dos modelos se les aplico el método homotdpico
desarrollado en ambos softwares (Microsoft Excel y MATLAB) con el fin de obtener las diferentes
raices de manera simultdnea. El modelo 3.16 no convergié a multiples soluciones, mientras que el
modelo 3.18 satisfactoriamente report6 dos raices validas. Durante la convergencia se encontr6 que
el método es altamente sensible a pequefias variaciones en los valores iniciales, lo que podria
afectar la estabilidad numérica. En pocas palabras, la implementacion exitosa del método y sus
resultados en la bdsqueda de soluciones para sistemas complejos subrayan su potencial como

herramienta valiosa en la ingenieria quimica y la investigacion de procesos quimicos.

Palabras clave: ajuste, modelos cinéticos, multiples soluciones, homotopias,

hiperesferas, parametros, Microsoft Excel, MATLAB.
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Abstract

In the field of chemical engineering, adjusting kinetic models challenges researchers to find
multiple solutions for nonlinear systems. In this work, this challenge was addressed by
implementing hypersphere homotopies, an innovative technique for solving nonlinear equations.
The main objective was to evaluate the adjustments to kinetic models and apply Newton-type
homotopy using hyperspheres to find multiple solutions to kinetic parameters. In this research, nine
models were studied; initially, tools like Microsoft Excel's Solver and ReCongSolver, as well as
MATLAB's fsolve function, were used to filter the more complex models. Out of the nine models,
only two exhibited multiple solutions; the homotopic method developed in both software
(Microsoft Excel and MATLAB) was applied to these two models to simultaneously obtain
different roots. Model 3.16 did not converge to multiple solutions, while model 3.18 successfully
yielded two valid roots. During convergence, it was found that the method is highly sensitive to
small variations in initial values, which could impact numerical stability. In essence, the successful
implementation of the method and its results in searching for solutions in complex systems

underscore its potential as a valuable tool in chemical engineering and chemical process research.

Keywords: adjustment, kinetic models, multiple solutions, homotopies, hyperspheres,
parameters, Microsoft Excel, MATLAB.
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Introduccion

En la industria quimica, el desarrollo de modelos cinéticos precisos y confiables es
fundamental para el disefio, optimizacion y control de procesos quimicos. Existen varios métodos
para ajustar los parametros cinéticos de los modelos cinéticos, tales como el método de Newton, el
método de Levenberg-Marquardt y otros métodos basados en gradiente que requieren el calculo de
la derivada. Estos métodos pueden no encontrar una solucién o hallar solo una cuando se tienen
maultiples opciones.

En este contexto, los métodos homotdpicos con hiperesferas se presentan como una
alternativa prometedora para ajustar los parametros cinéticos de los modelos cinéticos. Estos
métodos se basan en la deformacion continua del modelo y de los datos experimentales a lo largo
de una trayectoria homotodpica esférica. A medida que la trayectoria homotopica se acerca al
modelo Optimo, los pardmetros cinéticos se ajustan hasta que se alcanza la solucion deseada.
Ademas, estos métodos pueden manejar sistemas no lineales y tienen la capacidad de encontrar
maultiples soluciones.

Por lo tanto, el objetivo de este trabajo de grado es aplicar homotopias hiperesféricas para
ajustar nuevos parametros cinéticos. Se espera que los resultados de este estudio proporcionen una
herramienta mas eficiente y precisa para ajustar los parametros cinéticos de los modelos, lo que

permitird una mejor comprensién y control de las reacciones quimicas.
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1. Objetivos

1.1 Objetivo general

Evaluar ajustes a modelos cinéticos, aplicando el concepto de homotopias como método de

solucion de ecuaciones no lineales.

1.2 Objetivos especificos

e Definir los modelos cinéticos que se emplean actualmente en la ingenieria quimica.
e Establecer la homotopia a evaluar para el ajuste de los modelos cinéticos.
¢ Implementar la homotopia seleccionada sobre los modelos.

e Verificar el comportamiento (o los resultados) de las regresiones desarrolladas.
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2. Marco teorico

2.1 Modelos cinéticos

La velocidad de una reaccion quimica r, nos indica cuan rapido se consumen ciertas moles
de una especie quimica para formar otra diferente. La ecuacion de velocidad es una expresion
algebraica que es s6lo una funcién de las propiedades quimicas de las especies que reaccionan y
de las condiciones de reaccion como: concentracion de las especies, temperatura, presion y de la

presencia y tipo de catalizador (si lo hay) (Fogler, 2010).

—1a = [ka(D][fn(C4, Cp, ..)] (2.1)

Los modelos cinéticos son herramientas fundamentales en la industria de la ingenieria
quimica ya que permiten describiry predecir la cinética de las reacciones quimicas. Lo que conlleva
a una optimizacion en los procesos de produccion, reduccién de los costos y a una mejora en la

calidad de los productos.

Algunos de los modelos cinéticos que se utilizan cominmente en la industria de la
ingenieria quimica son, por ejemplo: modelos que obedecen a la ley de potencia o modelos de
cinética enzimética. Los modelos que obedecen a ley de potencia establecen que, la velocidad de
reaccion corresponde al producto de las concentraciones de las especies individuales reaccionantes,
cada una de ellas elevada a una potencia.

r = k[Cal*[C5]° (2.2)

Los exponentes @ y B de las concentraciones conducen al concepto de orden de reaccion.
El orden de una reaccion se refiere a las potencias a las cuales se elevan las concentraciones en la
ley de velocidad cinética; y k corresponde a la constante de velocidad de reaccion. Dentro de los
modelos que obedecen a esta ley y que mas se emplean para diversos sistemas son los de orden
cero, uno y dos.

Por otra parte, los modelos de cinética enzimatica se utilizan para describir la velocidad de

reaccion de las enzimas. Las enzimas son proteinas que actian como catalizadores en las reacciones
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bioquimicas, acelerando la velocidad de reaccidn sin ser consumidas en el proceso. Estos modelos
se basan en la teoria de Michaelis-Menten que describe cdmo la velocidad de reaccion depende de
la concentracion del sustrato y de la enzima. EI modelo se compone de dos pasos: la formacion del
complejo enzima-sustrato (ES) y la liberacion del producto (P). La ecuacion de velocidad de

reaccion de Michaelis-Menten se expresa como:

_ Vmax * [S]
's = Xu+1s] (2.3)

Donde r es la velocidad de reaccion, [S] es la concentracion del sustrato, Vmax €s la
velocidad méxima de reaccion (cuando la enzima esta totalmente saturada con sustrato), y Kv es

la constante de Michaelis-Menten, que es una medida de la afinidad de la enzima por el sustrato.

Por otra parte, el articulo "A Review of Models for Complex Chemical Kinetics with
Multiple Steady States™ de Johnson y Song (2005) discute varios modelos cinéticos que presentan

multiples estados estacionarios en reacciones quimicas complejas.

2.2 Regresion por minimos cuadrados

La regresion por minimos cuadrados es un método utilizado para encontrar la linea o curva
que mejor se ajusta a un conjunto de datos. Consiste en encontrar los parametros de una funcién
matematica que minimicen la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores observados
y los valores predichos por la funcién.

Se parte de un conjunto de puntos (datos experimentales) y se busca encontrar los

parametros (ao, as, a,, ..., a,) de un modelo matematico que represente de manera optima el

comportamiento de los datos.

Ymodelo = f(ao' a1, 0Qz, e, Ap, X1, X2 e xm) (2-13)

Para un mismo conjunto de datos se pueden ajustar maltiples modelos. (Diaz, 2022)
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Vmodele = g + @1 % +apx? + -+ ayxf

y y y

. & i ‘q\ ¥ "',-'-""

; . Ymodela = %o + 4y X

- - -

Figura 2.1 Diferentes ajustes para el mismo sistema de datos

Para todos los diferentes ajustes, los pardmetros desconocidos se pueden calcular
minimizando las desviaciones o el error (&) entre los datos experimentales y la curva que representa
el modelo.

El criterio mayormente empleado para cuantificar la discrepancia general es el de la suma

de los cuadrados de las desviaciones:

SSresidual = 2?:1(802 = ?:1(yi - yi,modelo)2 (2-14)
Es decir:

2
SSresidual = 2?:1 (yi - f(ao' a,, az, .., apf xl, i x2, ir = xm,i)) (2-15)

Dado que los valores {xL i X2 ir s X i Yi,} son datos conocidos, SS;esiquar €5 Una funcion

de p+1 variables: los parametros desconocidos del modelo a,, a,, as, ..., a,.

Para encontrar el mejor ajuste es necesario resolver el problema de optimizacién no

restringido:

2
min SSresidual = (yl - f(aOI a, az, ..., ap' xl, ir xZ, ir = xm,i))

-

1]
[

l

Aplicando condicion necesaria de primer orden (puntos estacionarios) para un punto

solucion de este problema de optimizacion:
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— a _
da, SSresidual(a0: aq, Az, ..., ap)
0
—— S8t esi g, Ay, Ay, ., A 0
VSSresidual(aO’ ay, ., ap) =|dq, re51dual( 0 A1, 3 p) = [
0 0
ﬁssresidual(am Ay, Az, ey ap)
=D |

Es decir:

_ 5 -
-2 ((yl. - f(ao, Ay, ey Ay Xq, 45 X iy wee xm‘i)) -—f(ao, Ay, ey Ay Xq, gy s xm‘l—)
1

-2 (y—f(a Aiy ey Ay X1 5y X iy ey X -))-if(a Qi) ey Apy X1 4y ey X )
VSSresidualz : i 0 “1, » Upr A0 A2, 0 Amyi 6a1 0 “1,  Mpr ALt myi

i :
a

-2 (yi —f(ao, A1)y ey Gy X1 Xg iy e xmri)) -af(ao. Agy ey Gy Xq 4y s xmyi)

L 4 P ]

0
Para varios modelos comunes (lineal simple, lineal multiple, polinomial, logaritmico, ...)
la solucion de este sistema de ecuaciones es Unica y representa la solucion del problema de

optimizacion no restringida (Diaz, 2022)
2.3 Métodos para solucion de ecuaciones no lineales (SENL).

El problema de solucionar un sistema de ecuaciones no lineales puede definirse como encontrar

el vector x; que satisfaga la expresion
Con

fl(xl; X2y e 'xn)

f(x) = fz(xl,x%, ey Xp) (2.16)

fn(xli X2y e 'xn)
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donde, f(x) es una funcién vectorial multivariable que representa el sistema de ecuaciones
igualadas a cero a resolver, y f; (x4, x5, ..., x,) €s la funcion escalar multivariable de la ecuacion i
(Montes, 2019) . En la busqueda de soluciones aproximadas a problemas numéricos, se utilizan
diversas estrategias que se basan en el uso de formulas recurrentes. Estas formulas permiten obtener
una aproximacion aceptable de la solucion exacta del problema. Para aplicar estas formulas, es
necesario contar con un valor inicial que se conoce como estimacion inicial o valor semilla x[0], y

que es esencial para la convergencia del método numeérico.

Para determinar si se ha alcanzado una solucion numérica satisfactoria, se establece un
criterio de convergencia que implica comparar la norma del vector 2.16 en el punto evaluado con
una cantidad fija y subjetiva &, que suele ser cercana a cero, como por ejemplo 1x107. Si la norma
del vector 2.16 es menor que &, se considera que el punto analizado esta lo suficientemente cerca
de la solucion exacta para declarar la convergencia.

||| < & (2.17)

El método numérico se ejecuta hasta que se cumpla el criterio de convergencia establecido,
momento en el cual se declara que se ha alcanzado una solucion satisfactoria. Ademas, es comun
fijar un limite maximo de iteraciones para lograr la solucion numérica. Si el criterio de
convergencia no se satisface dentro del limite de iteraciones establecido, el método se detiene y se

informa que no se ha alcanzado la convergencia.

Los métodos para encontrar los ceros de una funcion no lineal se pueden dividir en métodos
locales, que se basan en informacion sobre la funcion en puntos particulares de su dominio, y
métodos globales, que dependen de alguna propiedad de la funcion que se cumple en todo el
dominio (Wayburns & Seader, 1987).
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Métodos locales

Los métodos locales para la solucion de ecuaciones no lineales son algoritmos que buscan
encontrar una unica solucion dentro de un rango determinado de valores. Algunos de los métodos

locales més comunes y empleados son el método de Newton-Rhapson o el método de Powell.

Meétodo de Newton-Raphson

Este método es un método iterativo que se basa en la idea de que una funcion se puede
aproximar por una funcion lineal en un punto dado, y que la solucién al minimo de la funcion se
puede encontrar al encontrar la raiz de la derivada de la funcion. El método de Newton utiliza esta
aproximacion lineal para encontrar la raiz de la derivada, y luego utiliza esta raiz para actualizar la

posicion del punto de busqueda en cada iteracion.

En particular, el método de Newton-Raphson para sistemas de ecuaciones no lineales utiliza

la formula:

Xip1 =X — J5 T(x;) - f(x;) (2.18)

donde xi es la aproximacion inicial del vector de soluciones y J(F(xi))(-1) es la inversa de la matriz

jacobiana evaluada en xi. F(xi) es el vector de funciones evaluadas en la aproximacion xi.

Este proceso se repite hasta que se alcance una precision deseada. Una limitacion
importante del método de Newton-Raphson es que solo encuentra una solucion local cerca de la
aproximacion inicial. En otras palabras, si hay varias raices de la ecuacién en el intervalo de

busqueda, el método puede converger a una de ellas, pero no a las demas.

Meétodo de Powell

El método de Powell surge como una alternativa al método de Newton cuando se enfrenta a la

limitacion de matrices jacobianas singulares o cuasi-singulares. En lugar de utilizar la direccion de
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descenso determinada por la inversa de la matriz jacobiana, el método de Powell utiliza una
combinacion lineal de las direcciones de busqueda anteriores. Una direccion de busqueda
cominmente utilizada es st¥! = s;[¥l, 1a direccion en la que la funcién f(x) = % - [f®)||2 = % -
[f(x)]T - f(x) desciende mas rapidamente; es decir, la direccion dada por el negativo del vector
gradiente de f(x), (Montes, 2019)

5ol = —vf(xlK) = —v(l- [£(x))]" - f(x[kl)) 2.21)

2

donde

[0f (X1,X2,..%n)]

0x1
9f (x1,%2,...%0)
Vf(x) = 82 (2.22)
af(xlvx"Z!'"!xn)
0xn
por lo que el vector de busqueda seria
T
s¢!) = —=[Jr(x)]" - f(x1"]) (223)

El método de Powell se inicia con el calculo del tamafio de paso B[k] con el que se minimiza

una aproximacion cuadréatica de f(X) en la direccion de SG[K]. Es decir:

gl = Jlsc™)”

= T ag T (2.24)

De este modo, para un tamafio de paso maximo permitido en cada iteracion (y), se construye el

vector de busqueda de acuerdo con

[k]
V”:T]” cuando 1 .B[k] : ”SG[k]”
st = sy 4 (1=l sk cuando B - ||sg™|| < v < ||s™| (229
syl¥! cuando Yy 2 ”SN[k]“

donde el factor de ponderacion n'¥! se evaltia con

= (v =B llsc™ )/ (llsn"™]l = 8- lIsc™ 1) (2.26)
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Este método aprovecha las ventajas de dos direcciones de busqueda y evita los problemas
asociados a la implementacion de cada una de ellas.

Métodos globales

Los métodos globales, también conocidos como métodos directos, son técnicas numéricas
para encontrar soluciones de sistemas de ecuaciones no lineales. Estos métodos pueden encontrar
todas las soluciones posibles en un intervalo dado y son particularmente Gtiles para problemas de

disefio y optimizacion en ingenieria. Algunos de los métodos globales mas comunes son:

Métodos de region de confianza

Los métodos de busqueda de confianza buscan la solucién optima de un problema de
optimizacion no lineal, donde la funcién objetivo y las restricciones pueden no ser lineales. El
objetivo es minimizar o maximizar una funcion objetivo f(x) sujeta a restricciones g(x) < 0 y h(x)

= 0. Puede describirse matematicamente de la siguiente manera:

Se comienza con una solucion inicial Xo y una region de confianza inicial alrededor de la

solucion, la cual se define por un radio & > 0.

Se evalla la funcién objetivo en la solucién inicial xo: fo = f(xo). Posteriormente, se
construye un modelo aproximado de la funcién objetivo en torno a la solucion inicial xo. Este
modelo puede ser una aproximacion de primer o segundo orden, y puede basarse en la expansion

de Taylor de la funcién objetivo:

m(x) = f(xo) + Vf(x) (x = x0) +5(x — x0)TH(x — xo) (2.27)

donde Vf(xo) es el gradiente de f en xo, H es la matriz Hessiana de f en Xo, y T denota la

transposicion.
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Se busca una nueva solucion dentro de la regién de confianza que mejore el valor del
modelo de la funcidn objetivo. Este proceso se puede realizar utilizando un método de optimizacién
local, como el método de Newton o el método del gradiente conjugado:

Xn = argmin(m(x)) sujeto a: [|x — x0||] < &

Si el modelo mejora la funcién objetivo, se acepta la nueva solucién y se expande la region
de confianza para incluir la nueva solucién: x, = x,; fo = fu; 6 = 6 * y. Donde y > 1 es un

factor de expansion de la region de confianza.

Si el modelo no mejora la funcién objetivo, se rechaza la nueva solucién y se reduce la
region de confianza: § = &6 /y; donde 0 <y < 1 es un factor de reduccion de la region de
confianza.

Se repite el proceso hasta que se cumpla un criterio de convergencia, como la convergencia
de la funcién objetivo o la convergencia de la norma del gradiente: ||V f(x)|| < €; donde &> 0es

una tolerancia predefinida.

Métodos homotdpicos

Es un método iterativo que busca una solucion a través de una familia continua de
ecuaciones, llamadas ecuaciones homotopicas, que van desde una ecuacion inicial para la cual se

conoce la solucion hasta la ecuacion deseada para la cual se busca la solucion.

El método de homotopia es un enfoque general para resolver ecuaciones no lineales, y se
puede utilizar para resolver una amplia variedad de problemas, incluyendo sistemas de ecuaciones,

problemas de optimizacién y problemas de valor inicial y de frontera.

La idea basica detras del método de homotopia es transformar la ecuacion original no lineal
en una ecuacion lineal que sea mas facil de resolver. Esto se logra mediante la introduccién de un
parametro adicional en la ecuacién original, que se utiliza para crear una familia continua de

ecuaciones homotopicas.
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Por esta razon, el objetivo es encontrar la solucion x del problema 2.9, en este caso,
haciendo uso de un sistema de ecuaciones auxiliar cuya solucién, X,, es conocida.
e(xe) =0 (2.28)

A partir de la funcién e(x) y la funcion f(x), se define la funcién homotopica h(t,x),

buscando que se presente la siguiente

t=0-h®x =ex)
{t =1 5 h(x) = f(x). (2.29)
La forma de la funcion homotopica mas habitual es
h(t,x) =t-f(x) + (1 —1t)-e(x) (2.30)

La estrategia basica del uso de esta construccion en la solucion del problema original
f(x¢) = 0, proviene del siguiente razonamiento: para t = tjo) = 0 - hj;(x) = e(x), se conoce la
solucion  xo; = X. Si se hace un pequefio incremento sobre tyq;, Atq), tal que:

tr1) = tpo) + Atje) = tyg),

se espera que hy;;(x) = hye)(x), y por tanto que el vector solucion xq) que satisface ho;(x(o)) =

0 sea cercano al vector solucion x;) que satisface hjy)(x11) = 0. Asi, la raiz de la ecuacion:

h[l](X) = t[l] . f(X) + (1 - t[l]) . e(x)

puede encontrarse utilizando un método de convergencia local como el de Newton—

Raphson, y tomando como valor inicial x[o}, €l cual debe ser cercano al vector a encontrar xp;;. Una
vez que se encuentra el vector x,7, se realiza un nuevo incremento sobre el parametro t, Atpy;, tal
que:

ta] = t[a) + Aty =ty

y se espera que hp,;(x) = hyyj(x), y por tanto, que el vector solucion x(;; que satisface hyyy(xpy) =

0 sea cercano al vector solucion X[, que satisface hp,(x[y) = 0.
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Asi se crea un algoritmo recurrente, donde utilizando como valor inicial la raiz conocida

X[n—-1] de la funcion homotopica en un punto [~ — 1], puede utilizarse un método de convergencia

local para encontrar el valor x;5, de la solucion al problema

by (X)) = tiag - f(xpg) + (1= tng) - e(xqny) = 0 (2.31)

Dentro de este proceso recurrente, cuando t = 1, entonces h(1,x) = f (x) y nuevamente se
aplicara el método adecuado de convergencia local, disponiendo de un valor inicial lo
suficientemente cercano a la respuesta (proveniente de la solucion del punto discreto anterior en la
ruta homotopica) para garantizar la obtencion de la solucion al problema original f(x;) = 0.

El método de homotopia se puede implementar de varias maneras, incluyendo el método de
seguimiento de trayectoria, el método de continuacion de Newton y el método de continuidad de
grado. Cada una de estas técnicas tiene sus propias ventajas y desventajas, y la eleccion de un

método especifico dependera del problema particular que se esté tratando de resolver.

Cabe resaltar que el caracter global o local de un método homotépico depende de la
trayectoria que se utiliza para conectar las soluciones. En general, los métodos homotdpicos pueden
ser globales o locales, dependiendo de la trayectoria elegida.

Un método homotdpico se considera global si la trayectoria utilizada conecta todas las
soluciones del sistema de ecuaciones no lineales. Mientras que, se considera local si la trayectoria
utilizada sélo conecta algunas soluciones cercanas en el espacio de soluciones.

En la practica, muchos métodos homotdpicos son locales y s6lo son capaces de encontrar
soluciones cercanas a la solucion inicial. Sin embargo, existen métodos homotépicos globales que
pueden encontrar todas las soluciones posibles del sistema de ecuaciones no lineales. Estos
métodos suelen ser mas complejos y requieren mas recursos computacionales que los métodos

homotdpicos locales.
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Tipos de homotopias

La funcién e(x) a incluir en el algoritmo de la solucion homotopica se debe elegir de tal

manera que e(x.) = 0, es decir, xjo) = X,. Dicha eleccion da lugar a diferentes tipos de

homotopias:

e Homotopia punto fijo, con e(x) = x — X

e Homotopia afin, con: e(x) =A-(x—x[), donde A es una matriz de escalamiento,

usualmente la matriz jacobiana de f(x) evaluada en el punto xjg;.

e Homotopia Newton, con: e(x) = f(x) — f(x[o)-

Dado que el camino homotopico no se conoce de antemano, es necesario encontrar una
manera de determinar su ubicacion. En la literatura, se han descrito diferentes enfoques para llevar
a cabo este seguimiento, como el Método Clasico y el Método de Seguimiento Diferencial
(Wayburns & Seader, 1987). Estos métodos han demostrado ser efectivos para localizar el camino
homotdpico en muchos casos, pero pueden presentar dificultades si la trayectoria homotdpica es
muy compleja o si hay mdltiples caminos homotdpicos en la region de andlisis (Jiménez-Islas,
1996).

e Meétodo clasico: es un enfoque que se basa en proponer predictores horizontales con una
longitud predefinida (también conocida como At) para calcular un valor XP. Este valor XP
se utiliza como base para generar un vector normal, el cual se emplea como una correccién
de Newton. El objetivo es encontrar el punto X® mediante esta correccion y una vez que se

obtiene, se utiliza como base para generar un nuevo predictor.



REGRESION DE MODELOS CINETICOS MEDIANTE HOMOTOPIAS 24

T

Figura 2.2 Seguimiento homotopico en el método clasico
Tomada de (Jiménez-Islas, 1996)

Este método tiene algunas desventajas. Una de ellas es que, el valor de At debe ser
relativamente pequefio para evitar el riesgo de utilizar muchas iteraciones de Newton durante el
proceso correctivo. Adicionalmente, existe el riesgo de perder el camino homotdpico en situaciones

como la que se ilustra en la Figura 2.3, las cuales son bastante comunes.

Figura 2.3 Errores o fallas frecuentes del seguimiento por el método clasico
Tomada de (Jiménez-Islas, 1996)

e Meétodo de seguimiento diferencial: El método propuesto implica tomar la ecuacion (2.31)
y diferenciarla con respecto a un parametro llamado "p". Este parametro se utiliza como
una variable para formular un problema de valores iniciales. Luego, se resuelve este
problema utilizando un predictor explicito, como el método de Euler o el método de Runge-

Kutta-Fehlberg. Después de eso, se aplica una correccion de Newton siguiendo el proceso
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mostrado en la Figura 2.4. La longitud del predictor se ajusta utilizando el algoritmo de
Georg (1981).

Figura 2.4 Método de seguimiento diferencial
Tomada de (Jiménez-Islas, 1996)

Este algoritmo se considera més robusto que el enfoque anterior, ya que permite seguir el
camino homotopico de manera mas eficiente. Esto se debe a que se basa en la pendiente de la
trayectoria homotopica. Sin embargo, no tiene en cuenta casos como los ilustrados en la Figura
2.5. Ademas, para encontrar varias soluciones vectoriales, se sugiere utilizar varios valores iniciales
"X°", La desventaja es que no se puede determinar de antemano si diferentes valores iniciales "X°"
conduciran a soluciones diferentes "X", ni se garantiza que se encontraran todas las soluciones

vectoriales del problema con un nimero determinado de valores iniciales "X°".
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Figura 2.5Errores o fallas en el método de seguimiento diferencial
Tomada de (Jiménez-Islas, 1996)

La necesidad de plantear un seguimiento diferente surge cuando se enfrenta a situaciones
en las que el método clasico o el método de seguimiento diferencial pueden ser insuficientes. En
ciertos casos, la trayectoria homotopica puede ser altamente compleja, presentando curvas
cerradas, bucles o multiples caminos homotdpicos en la region de analisis.

Para abordar estas situaciones desafiantes, se propone el uso de hiperesferas en el proceso de

seguimiento.

e Seguimiento con hiperesferas: Las hiperesferas son objetos geométricos
multidimensionales que permiten una mayor flexibilidad y adaptabilidad al rastrear el
camino homotopico. La idea principal es ubicar hiperesferas alrededor de puntos clave en
la trayectoria homotopica y utilizar su propiedad de expansion o contraccién para seguir el
camino deseado. Estas hiperesferas pueden ajustarse y moverse de manera iterativa a
medida que se recopila informacion sobre la direccion y el comportamiento del camino

homotdpico.
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La metodologia empleada para realizar el seguimiento homotdpico con hiperesferas
consiste en (Quemada et al., 2022):

1. Comenzamos con un punto inicial hiperdimensional x°= [x1°, x2°, x3°,..., x.°]¢, el cual
se convertira en el centro de la primera hiperesfera. Esta hiperesfera tiene un radio

previamente establecido r. 1

2. A partir de este punto central, generamos un vector que es tangente al camino
homotodpico y que interseca la superficie de la hiperesfera en un nuevo punto

hiperdimensional x"=[x1", x2", x3",..., x|t

3. Tomando este punto como una aproximacion, buscamos la interseccion entre la
hiperesfera y el camino homotdpico resolviendo un sistema de ecuaciones que
representa ambos elementos mediante el método de Newton-Raphson. De esta manera,

obtenemos un nuevo punto hiperdimensional x°= [x1°, x2° x3, ..., xa°]t (corregido).

4. EIl punto hiperdimensional xc se convierte en el centro para generar la siguiente
hiperesfera, y también se utiliza como punto inicial para el siguiente vector tangente.
Esto nos permite encontrar un nuevo punto xP que nos llevard a un nuevo x¢, y asi

sucesivamente, continuando este proceso iterativo.

Generalmente, para mejorar el estimativo inicial en el siguiente punto y por ende, un favorable
avance de la ruta homotopica, se emplea el esquema predictor - corrector de Euler; que esta dado

por:

xfetel = gy + (6 = tpeay) - Dninen)]” - [e(xpne) = £(xpnen)]  (232)

1 Generalmente, por heuristica el radio r inicial de la hiperesfera se toma como 0.1
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Con Ja(Xr-11) = tin-1) - Je(Xpo11) + (1 = tppe11) - Je (Xin-11) (2.33)

En este esquema, primero se implementa la Ec. 2.32 sobre el punto ((,_1) , X[s_1] ) para encontrar

un mejor valor inicial para el siguiente punto de la ruta (Montes, 2019).

Estimativo
con predictor
»

Aproximacion , i, X
lineal v : ( (4] [h])

Xy

(11> X 1)

sin predictor

\ 4

t

Figura 2.6 Estimativo en la ruta homotdpica con predictor y sin predictor (Montes, 2019)

En consecuencia, la trayectoria de la ruta homotopica esta definida por una sucesion de
hiperesferas (figura 2.7), donde VP corresponde a los vectores de prediccion y H P es el camino
homotopico que conforman; V< corresponde a los vectores corregidos por medio de la correccion
hiperesférica y H¢ es el camino homotopico formado por estos; CN corresponde a los puntos de
correccion hiperesférica realizada por el método de Newton-Raphson y H™' seria el camino

homotopico cuya trayectoria en principio, es desconocida (Quemada et al., 2022).
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Figura 2.7 Seguimiento de la ruta homotopica
Tomada de (Quemada et al., 2022)

Métodos homotdpicos frente a los métodos numeéricos convencionales

La diferencia entre los métodos homotdpicos y métodos como el de Newton y Powell se ve
ilustrada en la figura 2.2 donde se exponen como ejemplo dos ecuaciones no lineales. En este caso,
se buscan las raices positivas reales, (1,4) y (4.07, 0.65). Con el método de Newton, la suposicion
inicial para x1 y X2 debe estar dentro de cualquiera de las regiones rayadas para lograr la
convergencia a cualquiera de las raices. Con el método de Powell, la region de convergencia se

expande hacia las lineas discontinuas.

Sin embargo, ambos métodos fallan a partir del valor inicial de (15, 15), que esta marcada

con un circulo. La continuacion de la homotopia diferencial con g(x) =f(x) -f(x’) es convergente

v

desde el punto (15, 15) asi como desde cualquier otro punto del cuadrante positivo.

Dos ramas de la trayectoria de la homotopia que comienzan en el punto (15, 15) y conducen a las
dos soluciones se muestran como curvas -- -. Al continuar mas alla de cualquiera de las soluciones,

se obtiene un camino de homotopia cerrado que contiene ambas soluciones. (Wayburns & Seader,

1987)
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Figura 2.8 Diferencia en el dominio de la solucién del problema mediante tres modelos.

Por esta razon, la utilizacién de homotopias en la solucién de ecuaciones no lineales tiene
diversas ventajas en el campo de la ingenieria quimica. A continuacion, se presentan algunos

argumentos para destacar su importancia:

e Resolucion de problemas no lineales: Los métodos homotdpicos permiten resolver
ecuaciones no lineales que son dificiles de abordar con otros métodos numéricos,
especialmente cuando se trata de sistemas complejos en ingenieria quimica (Allgower &
Kurt, 2012).

e Reduccién del esfuerzo computacional: Los métodos homotopicos reducen el esfuerzo
computacional necesario para encontrar soluciones numeéricas aproximadas, lo que
significa que se pueden resolver problemas mas grandes y complejos en un tiempo
razonable (Allgower & Kurt, 2012).

e Flexibilidad en la eleccién de parametros: La eleccion de parametros en los métodos

homotdpicos es muy flexible, lo que permite adaptarlos a las caracteristicas del problema
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en cuestion (Asadi & Jalali Farahani, 2018). Esto es particularmente importante en la
ingenieria quimica, donde los problemas son muy diversos y requieren soluciones

personalizadas.

e Mejora de la precision: Los métodos homotopicos pueden mejorar la precision de las
soluciones numéricas, especialmente en problemas que presentan multiples soluciones o
singularidades (Asadi & Jalali Farahani, 2018).

Estado del arte sobre la aplicacién de métodos homotopicos en el campo de la ingenieria

quimica

Chang y Seader en “Simulation Of Continuous Reactive Distillation By A Homotopy-
Continuation Method” estudiaron teéricamente la destilacion reactiva para la esterificacion del
acido aceético con etanol para producir acetato de etilo y agua, utilizando cinética reversible de
segundo orden. Debido al alto grado de interaccidn entre las variables de iteracion, la convergencia
resultd dificil o incluso imposible de lograr con el método de Newton. Por lo tanto, se aplico un
método de continuacion homotopica robusto para resolver las ecuaciones no lineales simultaneas

utilizadas para modelar el sistema de destilacion reactiva.

Las ecuaciones de modelado, llamadas f(x) = 0, se incorporaron en una homotopia de
Newton:

Hex,t) =f()-A-0f ") =0

donde t es el parametro escalar de homotopia, que se varia de 0 a 1 mientras se utiliza la
continuacion para rastrear el camino desde la suposicion inicial Xo (en t = 0) hasta la solucién en t
= 1. El rastreo se realizo mediante la continuacion de la longitud diferencial del arco utilizando un
predictor de Euler y un corrector de Newton, como se describe en Waybum y Seader. Inicialmente,
se intentd un tamafio maximo de paso equivalente a moverse desde t = 0 hasta t = 1, utilizando el

método de Newton, el cual se iterd con y sin busqueda de linea (Chang & Seader, 1988).
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En esta investigacion se analizaron 6 casos diferentes producto de variaciones en alguna de
las propiedades o variables de la torre de destilacion, se realizaron los clculos mediante el método
de Newton, método de Newton with a Golden-section line search y el de continuacién homotopica;

los dos primeros fallaron y el Ultimo convergio para todos los casos.

De las conclusiones extraidas de los estudios citados anteriormente, que demuestran una
estrecha correspondencia entre el método de continuacion paramétrica y las ventajas del
seguimiento con hiperesferas estudiadas al final de la seccion 2.3, se ha decidido aplicar esta

estrategia en la busqueda de multiples soluciones para los pardmetros.
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3. Metodologia

3.1 Busqueda bibliogréafica de los modelos cinéticos de ingenieria quimica con multiples

soluciones.

Para la selecciéon de algunos modelos cinéticos con maltiples soluciones se realizé una
busqueda rigurosa de investigaciones donde se hayan realizado regresiones a partir de datos

experimentales. Los problemas seleccionados se presentan a continuacion:

e Problema 1: En el estudio “A new kinetic model to predict substrate inhibition and better
efficiency in an airlift reactor on deammonification process”, se probaron diferentes modelos
empiricos matematicos basados en Monod para predecir la afinidad e inhibicion de las bacterias
involucradas en el proceso de deamonificacion en aguas residuales con altas concentraciones
de amonio y nitrito. EI Unico reactor se expuso a diferentes concentraciones de sustrato del
digestato del biodigestor de estiércol de cerdo (de 60 a 1200 mg NHs-N L) (Bonassa et al.,
2021).

Para este estudio, se seleccionaron los modelos cinéticos empiricos de Tessier (Ec. 3.10),
Monod (Ec. (3.11)), Moser (Ec. (3.12)), Haldane (Ec. (3.13)), Aiba et al. (Ec. (3.14)), Edwards |
(Ec. (3.15)), Luong (considerando la inhibicion del sustrato, Ec. (3.16)) y Han y Levenspiel (1988)
(Ec. (3.17))

s
H = Hmax * (1 - e_K_S> (3.10)
S
H = Hmax X Ks+S (3.11)
Sn
‘u:‘umame,n>0 (312)
S
H=Hnax X 52 (3.13)
S+Kg+——

Kj
S _i
H = Umax X S+Kg Xe K (3.14)
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-3 -3
H = Hmax X (e Kr—e KS) (3.15)
S s\™m
H = Umax X S+Ks X (1 - a) (3.16)
s\" S
K= Hmax X (1 - 5—) X————Fm (3.17)
m s+Ksx(1-==)

Estos modelos son evoluciones constructivas del modelo Monod, considerando e
incorporando més pardmetros de proceso, como K; (constante de inhibicion), Sm (constante
méaxima de inhibicion de sustrato por encima de la cual las células dejan de crecer), constantes m
y n (relacionadas con la tasa de conversion de sustrato () y la concentracion de sustrato). Ademas,
algunos otros modelos ofrecen nuevas interpretaciones y un mayor nimero de pardmetros, como

la constante de inhibicion exponencial y la concentracion critica de sustrato.

Los datos experimentales para este estudio se muestran en la tabla 3.1

Tabla 3.1 Datos y condiciones experimentales del proceso.

x; =S Yi=H

61.4 3.3
72.9 6.1
148.2 9.2
195.9 11.6
255.3 17.5
290.3 19.8
407.1 25.9
512.3 34.1
653.7 37.8
792.8 39.2
902.1 39.3
980.4 34.4
1110.2 24.6
1192.6 19.6

Tomado de (Bonassa et al., 2021)

La tabla 3.2 muestra los parametros arrojados por cada modelo y los valores estadisticos a modo

comparativo.
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Tabla 3.2 Resultados para los parametros de cada modelo.

Modelo R? Uméx  Ks (mg NH3-Ngvss-1h-1) Ki(mgNH3-NL-1)  Sm (mgNH3-N L-1) m n
Aiba 0.8397 195.9 1744.3 1245.7
Edwards| 0.8598 568.2 736 860.4
Haldane  0.8369 156 1575.6 435.9
Han and -
Levenspiel 0.9926 12.9 122.7 1317.3 7.9975 -7.195
Luong 0.9744 487.1 5897.5 1220.6 0.408
Monod 0.7099 435 323.8
Moser 0.7626  35.7 10503 1.7031
Teissier  0.7596 33.73 294.01

Tomado de (Bonassa et al., 2021)
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Figura 3.1 Mejores ajustes para los datos experimentales.
Tomado de (Bonassa et al., 2021)

e Problema 2: Se cree que, en un cierto sistema quimico reactivo a condiciones de
temperatura y presion dadas, la relacion entre la velocidad de consumo de un reactivo “A”

(r4) y su concentracion (C,) en el sistema esta dada por el modelo:

C4%1

’r‘ = a - ——
A 0 (1+ayca)®3

(3.18)
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Tabla 3.3 Datos experimentales del sistema.

Datos

x; = Cy Yi=T"Ta

0 0
0.2 0.088
0.7 0.529

2 1.441
4.5 2.476
7.1 2.517
8.7 2.876

3.2 Desarrollo de los planteamientos matematicos a partir de los modelos seleccionados

implementado minimos cuadrados o diferenciacion numérica.

Para los modelos del 3.10 al 3.17, se realiz6 el célculo del vector gradiente mediante
diferencias finitas para evitar expresiones de larga extension y complejidad mayor. Para estos
modelos se busca minimizar el vector gradiente (VE,) y para ello se emple¢ diferencias finitas
centradas que tiene en cuenta la diferencia entre los valores de la funcion en puntos adyacentes

tanto hacia adelante como hacia atras para aproximar la derivada.

_ Er(xj+h)—Er(x;i—h)
2h

VE, (3.19)

E,. = (ydato - ymodelo)2 (320)

Donde x; hace referencia a cada uno de los parametros a encontrar y h representa el tamarfio
del incremento (también se conoce como paso de discretizacion), en este caso se establecio un valor
de 1e-08.
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Por otro lado, para el modelo (3.18) se inicio la busqueda de mdltiples soluciones para los
parametros ao, a1, a2 y as del modelo propuesto. El objetivo fue explorar diversas combinaciones de

valores para estos pardmetros, y determinar como afectaban la relacion entre la velocidad de

37

consumo del reactivo A (ra) y su concentracion (Ca).

Para esto, se pretendid minimizar la ecuacion (2.15) y luego, aplicando la condicion

necesaria de primer orden (puntos estacionarios) para un punto solucion de este problema de

optimizacion:

VSSresidual(aO' a,, ay, a3) =

De modo que:

VSSresidual(aOr a,, ay, a3)

ZZ

i=1
l <

2

— a _
SSresidual(aOf a;, az, .., ap)
da,
= SSresi Ao, Ay, Az, o, A 0
aal re51dua1( 0 1 2 p) B 0
i SSresidual Ay, A1, Ay, ) ap ) E
da,
d
SSresidual(aOf a;, az, .., ap)
[das |
Cs Ca"

AT, C)%) A+a, CHo

)

aoCAa1 log(C,)
(1 + az * CA)a3

).
).
)._

CAal
(1 +a, Cy)%

a a;+1
CA 1 1

(1 +a, CyH*

apasCy
(1 + az * CA)a3+1

a1

aoCs** log(1 + a,Cy)

)._

(1 +a, Cy% (14 a,Cy)%s

)
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3.3 Desarrollo de los codigos de las funciones de los modelos y de la homotopia esférica

Para dar solucion al problema de optimizacion descrito en las ecuaciones 2.15 y 3.19, se
utilizaron dos softwares, Microsoft Excel® y MATLAB® con el fin de verificar la veracidad de los
diferentes valores solucion. En Microsoft Excel se usaron los complementos Solver vy
ReCongSolver, y en MATLAB (version R2021b) se utilizé la funcién fsolve. Se exploraron
diferentes valores iniciales para los parametros con el fin de obtener maultiples soluciones que

cumplan con el criterio de convergencia predeterminado por las herramienta de ambos softwares.

Durante el proceso de busqueda, se tuvieron en cuenta las caracteristicas predeterminadas
de fsolve en MATLAB R2021b. Estas caracteristicas incluyen:

- Tolerancia de convergencia: La funcion fsolve utiliza una tolerancia predeterminada de
convergencia de le-6. Esto implica que fsolve considerara que ha convergido cuando el

cambio relativo en las variables de salida sea menor que le-6.

- Método numérico: fsolve implementa el método de Newton-Raphson para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales. Este método esta descrito en la seccion 2.3 (métodos

locales).

- Estimacion inicial: Es un conjunto de estrategias implementadas en la funcion para
proporcionar una estimacion inicial de las variables de salida del sistema de ecuaciones no
lineales. Esta heuristica combina diferentes enfoques, como la consideracion de valores
iniciales proporcionados por el usuario, el anéalisis de la estructura del sistema, el

comportamiento cercano a cero de la funcion y los valores tipicos conocidos o esperados.

El complemento Solver de Microsoft Excel funciona en un nivel mas abstracto dado que
consta con una amigable interfaz donde el usuario define el problema de optimizacion o las

ecuaciones no lineales a resolver, establece las restricciones y los criterios de optimizacion. Esta
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herramienta utiliza una combinacidn de métodos iterativos y algoritmos de optimizacién en funcién
de la naturaleza y la complejidad del problema especifico que esté tratando de resolver. Los detalles
exactos de los algoritmos especificos utilizados estan integrados en la implementacion del software
y no estan expuestos directamente al usuario. Las caracteristicas o criterios predeterminados de
esta herramienta son: precision de restricciones de 0.000001, convergencia de 0.0001 y valor de

inicializacion aleatorio de 0.

Por otra parte, el complemento ReCongSolver utiliza un método de region de confianza
para buscar la solucion de un sistema de ecuaciones no lineales, utilizando como plataforma una
hoja de célculo de Microsoft Excel® para el planteamiento y solucion del problema (Diaz Montes
& Barrera, s. f.). El algoritmo que se sigue se fundamenta en el método de region de confianza

junto con el método de Dogleg.

Por consiguiente, para los modelos 3.10 al 3.17 se utilizaron los complementos Solver y
ReCongSolver ya que ofrecen la oportunidad de obtener de manera rapida e infalible soluciones
relativamente cercanas al conjunto de valores iniciales que se establecio para el sistema de

funciones.

Para el modelo 3.18 también se usaron los complementos anteriores, junto con la funcion
fsolve de MATLAB. El cddigo para la ecuacion 3.18, que busca minimizar la ecuacién 2.15 se

muestra en seccion de anexos (Tabla 0.1).

Basqueda de valores solucion a partir de la variacion de valores iniciales

El objetivo de esta etapa era verificar la existencia de multiples valores que minimizaran la

funcidn objetivo de los modelos cinéticos y evaluar como estos valores variaban con los ajustes de

los parametros iniciales.

Para llevar a cabo esta exploracion, se definieron los parametros del sistema cinético y la

funcién objetivo correspondiente. A traves de un proceso iterativo, se modificaron los valores
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iniciales de los parametros del sistemay se ejecutaron las herramientas anteriormente mencionadas,

para encontrar los valores que minimizaban la funcion objetivo. Cabe destacar que este enfoque de

busqueda no pretendia ser exhaustivo ni determinar soluciones 6ptimas, sino mas bien explorar la

diversidad de soluciones que podrian existir en el espacio de parametros.

Se generaron maltiples conjuntos de valores iniciales para los pardmetros del sistema, cada

uno de los cuales representaba una configuracion diferente. En la tabla 3.5 algunos de los diferentes

valores iniciales para cada modelo del 3.10 al 3.17.

Tabla 3.4 Conjuntos de valores iniciales para los modelos del 3.10 al 3.17

Nldmero de
combinaciones
Modelo Hmax Ks Ki Sm m n de valores
iniciales
exploradas
05, 10, 15, > 10.50,
Tessier (Ec. 20, 25. 30 100, 150,
- 20,2530, 550 950 NA N. A N.A N.A 100
3.10) 35, 40, 45,
o 300, 350,
: 400.
Monod (Ec. 20, 25. 30, 5y 555" N A N. A N.A N.A 100
3.11) 35, 40, 45,
o 300, 350,
: 400.
5, 7. 10,
2";’;;” (Ec. ig' 30*5040’ 20, 40, 50,  N.A N. A NA 051,152 160
: 90 75 900.
100, 125
' © 750, 1000
Haldane (Ec. 150, 175, /% ' 150, 300,
b3 200 oo 1250, 1500, 20 oo N. A NA N. A 140
2000
250.
50, 80, 100, 1000, 1250,
Aiba  (Ec. 150,175, 1000,1500, 55,
' N. A NA N. A 160
3.14) 200, 250,
200 | 1750,2000. 1750, 2000.
500, 750, 500, 750,
(Eéj;"’g“iss) 41128' 655’00' 1000, 1250, 1000, 1250  N.A NA N. A 100
-3 » 050 1500 1500
Luong (Ec. 150, 300, 4000, 5000, 1000, 1500, 0.2, 0.6, 0.8,
3.16) 450, 650.  6000,7000. A 1750 2000, 1, 15,2. N. A 384
N.A 1000, 1500, 9216
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Han y 5 10,50, 8 6 -4 -9 -8 -6 -4 -
Levenspiel 9~ 2% 15 100, 150, 1750, 2000, 642 86,42
(Ec. 3.17) 2% 7T 200 L L
N.A: No aplica

La seleccion de los valores iniciales no se realiz6 de manera aleatoria, sino que, por el
contrario, se tuvo en cuenta la tendencia, comportamiento y caracteristicas quimicas de cada
modelo cinético. En “A new kinetic model to predict substrate inhibition and better efficiency in
an airlift reactor on deammonification process” se reportaron resultados para todos los pardmetros
estudiados, por lo que a partir de ellos se establecié un amplio rango para la busqueda de otras

posibles soluciones.
En cuanto al modelo descrito por la ecuacion 3.18, también se trabajo con un gran conjunto
de valores iniciales ya que al ser un modelo con cuatro pardmetros implica mayor cantidad de

combinaciones. Los valores iniciales para este modelo se encuentran en la tabla 3.6.

Tabla 3.5 Rango de valores iniciales para el modelo 3.18

Modelo ao ai az as

Ec.3.18  [0.01-20] [0.1-4] [0.01-1] [1-3]

Para la seleccidon de los diferentes valores iniciales se tuvo en cuenta el comportamiento de
la velocidad de reaccion frente a la variacién de cada pardmetro. Para ao, que representa la
velocidad de reaccion cuando la concentracion del reactivo es muy baja, se establecieron valores
iniciales desde 0.01 a 20 con saltos de una unidad (1), ya que tipicamente ag seria un nimero
positivo pequefio, pero no necesariamente entero. Para az, se analizaron valores de 0.1 a 4 ya que
al a1 ser positivo indica una relacion directamente proporcional entre la concentracion del reactivo
Ay su velocidad de reaccion. Por otro lado, un valor positivo de a; en la ecuacién cinética indica
que la concentracion del reactivo tiene un efecto activador sobre la velocidad de reaccion, lo que

significa que a medida que Ca aumenta, la velocidad de reaccion también aumenta. La magnitud
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de a> depende de la fuerza de esta influencia activadora. En modelos cinéticos similares, el rango
comun para el parametro a, suele estar entre 0.01 y 0.5, por lo que este pardmetro se analiz6 en el

intervalo de 0.01 a 1.

Por Gltimo, el pardmetro as se establecieron valores enteros de 1 a 3, ya que en modelos
similares este pardmetro cinético adquiere valores enteros en este intervalo, pues debido a la
naturaleza de los sistemas quimicos puede existir saturacion gradual de los sitios de reaccion (a; =

1) o situaciones méas complejas de interaccion entre los reactantes (a; = 2) o (az = 3).

A medida que se ejecutaba Solver de Microsoft Excel, se registraban los valores de los
parametros resultantes y los correspondientes valores de la funcion objetivo. Estos conjuntos de
resultados proporcionaron una vision inicial de como los valores iniciales influian en las soluciones

obtenidas y permitieron identificar patrones de comportamiento.

Durante la ejecucion repetida del codigo variando los valores iniciales, se lograron obtener
diferentes resultados para los parametros ao, a1, a2 y as. Estas soluciones fueron registradas para
luego, intentar obtenerlas por el método homotdpico implementado. Es importante destacar que se
realizaron los andlisis y las interpretaciones correspondientes a los resultados obtenidos,

considerando las limitaciones y las implicaciones de cada solucidn encontrada.

Esta fase exploratoria proporcion6 una base valiosa para el posterior enfoque utilizando la
homotopia con hiperesferas. Al tener una comprensién inicial de como los valores iniciales afectan
las soluciones, se pudo disefiar un enfoque mas estratégico para explorar una gama mas amplia de

soluciones utilizando métodos avanzados.

Algoritmo de la homotopia tipo Newton con el esquema predictor corrector.

En la tabla 3.7 se plantea el algoritmo utilizado para la solucion del sistema de ecuaciones

no lineales de la homotopia Newton, con el uso del predictor de Newton, y utilizando como

corrector el método de Newton-Raphson(Montes, 2019) .
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Tabla 3.6 Algoritmo método de homotopia Newton con rastreo mediante hiperesferas y método
de Newton-Raphson (Montes, 2019)

Entrada: x4, n, f(x), €, Rinit» C0, TT, L4y, t; (Opcional) y t,, (opcional)

Pasos

1.

2.

Inicializacion: t, = 0,po =0,k =0

1.1 Calculo de ||[f(xo)]l. Si ||[f(x¢)]l < € Entonces SALIR

Calculo:

Js(x0): calculada con diferencias finitas de segundo orden de error. Para la Homotopia de

Newton: J, = J¢(Xo).

& (=1)™** det(Jp,)

dp h

2.1 Control de terminacion
Dominio automatico de t:

Si (ltl > 100n and|£| > 10”) or (|E| > 1010) Entonces, el seguimiento de esta
dp dp
rama de la ruta Homotdpica termina. Si solo una rama ha sido recorrida, Entonces
regresar al paso 1 para seguir la otra rama. Si ambas ramas ya fueron recorridas (valores
positivos y negativos de p), Entonces reportar resultados y SALIR
Dominio fijo de ¢:
Si t se encuentra por fuera del intervalo t; < t < t,,, Entonces el seguimiento de esta
rama de la ruta Homotdpica termina. Si solo una rama ha sido recorrida, Entonces
regresar al paso 1 para seguir la otra rama. Si ambas ramas ya fueron recorridas (valores
positivos y negativos de p), Entonces reportar resultados y SALIR.

2.2 Control de retorno: Cuando :—; cambia de signo, se alcanza un punto de retorno. Al ocurrir
esto, el radio es reducido a la mitad y el algoritmo regresa a la hiperesfera anterior hasta
que |§—;| < Cp en ambos lados del punto de retorno.

Con los elementos de los anteriormente encontrados, se utiliza una subrutina del método de

eliminacion Gaussiana para encontrar & el problema lineal Jy, L. L @, con 2 = f(xq)

dp ap dp Ot at

para la Homotopia de Newton aqui utilizada.

El radio de la hiperesfera es ajustado con el siguiente criterio heuristico

Rinit cuando p =0
Ry = ( dt dt >
Ry_1[P; — (Py — Py)]exp| —P3 [— /|—| cuando p#0
dp,_,|/ Idp
El subindice k — 1 indica elementos de la iteracion anterior a la actual.
Los valores iniciales t° y x° para el método de convergencia local de Newton son calculados

utilizando el paso predictor de Euler
RZ

2 2
dt
+ (@)

0 dt 0
t =t+Ap£, x =x+

Ap =+
dx
1+ @

dx

A
dpp

(Continua siguiente pagina)
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(Continuacién)

6. Paso corrector: Los valores de t° y x° alimentan el método de Netwon-Raphson para
resolver el sistema de ecuaciones:
h(t,x) = fx) — (1 — f(xy) =0
¢ =[x = xp_1 I + (t — ty—1)> = R* =0,
e.g.,
s_[h]_ f(x) — (1 — t)f(xo) _
hs =[] = [ ] , 2] = 0.
c X = Xp—q [l + (€ = t-1)* =R
La matriz jacobiana necesaria para la implementacion del método es

AT
axl axn W
T E J f(x,)
Joo = |9 %%=[ o . X
0%y 0x, Ot 2(x1 — x1) 20y —x5) 2(t—t,)
dc dc %
| 0, dx, Ot |
0f1 0f1 o o]
axl axn fl(xl’ 'xn)
= —n 0 ... x0
axl axn fn(xl’ 'xn)
[2(x; — x§) - 2(x, — x5) 2(t—t.)

y se calcula mediante diferencias finitas de segundo orden de error. Si después de I,y
iteraciones el sistema no satisfice el criterio de convergencia [|h|| < &, Entonces el radio
de la hiperesfera es reducido a la mitad y el algoritmo continta en el paso 5.

6.1 Si la ruta Homotdpica cruza el hiperplano t = 1, los valores de t ambos lados del
hiperplano deben satisfacer |1 — t| < TT. Si esta condicion no se satisface, Entonces el
radio es reducido a la mitad y el algoritmo continGa en el paso 5. Si la condicién si se
satisfice, Entonces se almacena la raiz encontrada.

El valor encontrado en el paso 6 es el nuevo punto in la ruta homotdpica que se esta discretizando y
el centro de la siguiente hiperesfera. El algoritmo continda en el paso 2 utilizando este nuevo punto.

3.4 Creacion y ejecucién de los programas

Los diferentes codigos implementados de cada uno de los métodos o estrategias numéricas
utilizadas fueron ejecutados en una unidad con sistema operativo Windows 11, un procesador Intel
(R) Core (TM) i5-1135G7 CPU @2.40GHz 2.42 GHz y una memoria RAM 8.00 GB. Se utilizara
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el software Matlab [version: 2021b (9.11.0.1809720), 64-bit (win64), November 02, 2021, License
Number 40903832].

El cddigo para aplicar la homotopia esférica se disefid y ejecutd en ambos softwares, sin
embargo, se decidio trabajar con los resultados en Microsoft Excel, ya que permite navegar en una
interfaz mé&s amigable y de mayor entendimiento para el usuario. Adicionalmente, el codigo
disefiado en Visual Basic for Applications de Microsoft Excel permite realizar un seguimiento a la
ruta homotopica pues se observa la variacion del parametro t, la norma de la funcion, el nimero de
esferas y el nUmero de raices encontradas. EIl cddigo desarrollado para la homotopia esférica se
muestra en la tabla 0.2 de la seccién Anexos.
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4. Resultados

En la tabla 4.1 se presenta el nimero de soluciones encontradas para cada uno de los modelos.

Tabla 4.1 Numero de soluciones encontradas para cada modelo

Numero de soluciones encontradas
Modelo 1 2 3

Tessier (3.10)
Monod (3.11)

Moser (3.12)
Haldane (3.13)
Aiba (3.14)
Edwards (3.15)
Luong (3.16)

Han y Levenspiel (3.17)
Problema 2 (3.18)

v

LR R

v v

El nimero de raices fueron corroboradas mediante las tres herramientas (Solver, ReCongSolver y
fsolve de MATLAB), esto con el fin de validar la veracidad de los valores encontrados.

En latabla 4.2 se observan las raices encontradas para los modelos de unica solucién.

Tabla 4.2 Valores encontrados para los modelos con unica solucion

Pardmetro
Modelo Umax Ks Ki Sm m n
Tessier (3.10) 33.71 293.50
Monod (3.11) 43.48 322.81
Moser (3.12) 35.28  12028.86 1.73

Haldane (3.13)  156.09 1576.41 435.49
Aiba (3.14) 470.62 4179.28 948.64

Edwards (3.15) 443.11 719.71 878.99

Han y Levenspiel -
(3.17) 12.66 121.66 131492 -8.14 7.34
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En la tabla 4.3 se observan las diferentes soluciones que fueron obtenidas mediante los
complementos Solver y ReCongSolver en Microsoft Excel y mediante la funcion fsolve de
MATLAB.

Tabla 4.3 Mdltiples soluciones para los modelos 3.16 y 3.18

Modelo Parametro Solucion 1 Solucion 2 Solucion 3
Luong HUmax 363.57 795.27
(3.16) Ks 3676.76 9476.89
Sm 1110.91 1235.79
m 0.43 0.47
ao 1.42 7.74 12.82
Pro(glig')a 2 a 2.08 2.70 2.99
' a 0.30 1.30 1.53
as 3.00 3.00 3.00

Con base en los resultados obtenidos en la tabla 4.3 se procedié a ejecutar el codigo de la
homotopia de Newton mediante hiperesferas descrito en la tabla 3.8, esto con el fin de obtener los
maltiples valores solucion previamente explorados con las herramientas de Microsoft Excel y de
MATLAB. En esta etapa del proceso se partié de los mismos valores iniciales reportados en las
tablas 3.5y 3.6 de laseccidn 3.4 de la metodologia, sin embargo, para ambos modelos el programa

no convergio.

Tras navegar reiterativamente en el amplio rango establecido y después de modificar
ligeramente condiciones previamente pautadas como la tolerancia y el dominio para el parametro
t, se decidio para el modelo 3.18 fijar el parametro as en el valor de tres (3). Esta decision se tomd
teniendo en cuenta la naturaleza y la tendencia de as, ya que en cada iteracion o prueba se comporto
como un parametro cinético tipico de un sistema donde los reactantes pueden tener una interaccion

compleja (a; = 3).

Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 4.4.
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Tabla 4.4 Mdltiples soluciones para modelos 3.16 y 3.18

Modelo Parametro Solucién 1 Solucién 2 Solucién 3
Hmax
I(‘;igg)] SK; No convergencia

m

ao 1.42 0.97 1.47E-18
Problema ar 2.08 1.24 -0.94
2(3.18) a 0.30 0.08 -0.06

as 3.00 3.00 3.00

Por lo anterior, el modelo 3.18 demostro convergencia en tres raices Unicamente cuando el
pardmetro as fue restringido. Las especificaciones de la ruta homotopica como el tiempo de

ejecucion, nimero de esferas y norma de la funcion se observan en la tabla 4.5.

Tabla 4.5 Indicadores en cada solucion encontrada.

Modelo Parametro Solucion 1 Solucion 2 Solucion 3
Norma 9.26E-03 9.29E-03 7.63E-06
Problema t 0.9995 0.9996 1.0000
2(3.18) 2 0.9895 0.9928 -1.56
Numero de esferas 220 228 1096

En la figura 4.1 se observa el comportamiento del parametro t (eje y) a lo largo del avance

de la ruta homotdpica p (eje x).
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Figura 4.1Parametro t en funcion del avance de la ruta homotdpica (p)

En la figura 4.2 se observa el comportamiento del parametro ao (eje y) en funcién de t (eje

Ch)

(8] I
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»O2e

Figura 4.2 Comportamiento de a0 en funcién de t.

En la figura 4.3 se observa el comportamiento del parametro a; (eje y) en funcion de t (eje
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Figura 4.3 Comportamiento de al en funcion de t.

En la figura 4.4 se observa el comportamiento del parametro az (eje y) en funcién de t (eje
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Figura 4.4 Comportamiento de a3 en funcion de t.
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5. Andlisis

El tratamiento previo que se realizé a los modelos 3.10-3.18 mediante los complementos
Solver y ReCongSolver de Microsoft Excel y la funcion fsolve de MATLAB permitio realizar una
decantacion de intervalos y de valores iniciales donde los modelos no convergian a ninguna

solucidn satisfactoria.

Pese a que no se obtuvieron resultados favorables para mas de una solucién en los modelos
3.10, 3.11, 3.12, 3.13, 3.14, 3.15, 3.17, se decidio aplicar el método homotopico en los modelos

3.16 y 3.18 ya que éstos si habian arrojado multiples valores solucion para los parametros.

Durante la ejecucién del programa descrito en la tabla 3.8, el modelo de Luong (3.16)
presento dificultades ya que el pardmetro t tenia una tasa de avance despreciable, asi como la norma
de la funcion no mostraba tendencia decreciente. Cabe aclarar que, esta problematica con el modelo

se present6 tomando todos los valores iniciales descritos en la tabla 3.5.

A partir de los resultados obtenidos, se puede evidenciar la sensibilidad del método
homotdpico empleado frente a variaciones en los valores iniciales o en caracteristicas establecidas

para la ejecucion del programa como la tolerancia o el dominio para t.

En cuanto al modelo 3.18, la busqueda del conjunto de valores iniciales también supuso un
gran reto, esto porque inicialmente la exploracion simultanea de los cuatro parametros (ao, a1, az,
az) en el amplio conjunto de los nimeros reales resultd compleja e imposible de asentar con las

herramientas informaticas al alcance.

Es por esto que, al establecer como necesaria la restriccion para el pardmetro az permite al
programa navegar en un conjunto mas acotado, disminuyendo el tiempo de convergencia y el

namero de esferas empleadas para encontrar las soluciones descritas en la tabla 4.4.
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La figura 4.1 permite observar el comportamiento del parametro t en funcion del avance de
la ruta homotodpica p, por lo que resulta importante analizar el nimero de veces donde t es igual a
1, ya que concuerda con el numero de raices encontradas.

En cuanto al dominio tomado para t fue de -5.5083 a 1.0054, cabe aclarar que el programa
siguid esta ruta ya que estaba activada la opcion de autodominio, lo que le permitié acotar el

intervalo de manera automatica gracias al predictor-corrector de Euler.

En cuanto al comportamiento de los parametros ao, a: y az en las figuras 4.2, 4.3y 4.4 se
logra observar un patrén en la ruta homotdpica para cada parametro; esto puede sugerir que a
medida que t va variando, los valores de los parametros ao, a1 y a2 también cambian de manera
gradual y coherente. Este patron refleja como las soluciones del modelo cinético (3.18) evolucionan

de manera sistematica a lo largo de la ruta homotopica.

Los puntos exactos donde ao, a1 Yy a2 tocan a t=1 simultaneamente corresponden a los valores
solucion. Cabe sefialar que la solucién 3 para el modelo cinético fue descartada debido a la
magnitud de los valores arrojados, especialmente el de ao, ya que su valor muy cercano a cero
corresponde a un minimo local o a un punto estacionario que no es un minimo global verdadero,

ya que no es una solucién valida o significativa en el contexto del problema original.

Se intentd obtener las soluciones (1) y (2) a partir de diversos valores iniciales, sin embargo,

en ninguna de las combinaciones probadas (tabla 3.6) el programa convergio.

Esta sensibilidad del método a pequefias variaciones en los valores iniciales puede indicar
que el método es altamente dependiente de las condiciones iniciales. Esto puede dificultar la
replicacion de resultados y la obtencion de soluciones consistentes. Ademas, la falta de
convergencia ante variaciones sugiere que el método puede ser inestable en ciertas regiones del

espacio de parametros.
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6. Conclusiones

En primer lugar, se logré una comprension profunda de los modelos cinéticos ampliamente
utilizados en la ingenieria quimica. Esta busqueda bibliografica proporcion6 los fundamentos
tedricos necesarios para abordar los objetivos propuestos, pues al examinar los modelos cinéticos
existentes, se establecio un contexto para evaluar su aplicabilidad y las limitaciones en el trabajo
de trabajo de grado propuesto. En pocas palabras, la seleccion adecuada de modelos cinéticos es
fundamental para garantizar la precision en la representacion de reacciones quimicas complejas y

poder establecer las bases para su ajuste y optimizacion.

La busqueda bibliografica permitié identificar posibles brechas en el conocimiento actual. Esto
condujo a la identificacion de areas poco exploradas en el campo de la ingenieria quimicay a la
deteccion de enfoques innovadores que podrian aplicarse en el desarrollo de la investigacion de

sistemas quimicos que presentan maltiples soluciones.

La implementacion exitosa de la técnica de homotopias con hiperesferas para ajustar
modelos cinéticos fue un logro significativo. La homotopia seleccionada proporcion6 una ruta
sistematica para transformar ecuaciones no lineales en sistemas mas manejables y lineales,
facilitando asi su solucion. Este enfoque demostrd ser una herramienta poderosa para abordar la no
linealidad intrinseca en los modelos cinéticos, ademas de que la obtencién de mdltiples resultados
precisos y consistentes es esencial para tomar decisiones fundamentales en el disefio y optimizacion

de procesos quimicos y bioquimicos.

La exploracion revelé multiples combinaciones de valores que minimizaban la funcion
objetivo del sistema cinético. La sensibilidad a pequefias variaciones iniciales fue un aspecto
destacado, subrayando la presencia de optimos locales en el espacio de solucién. La evaluacion
exhaustiva del comportamiento y los resultados de las regresiones respaldo la robustez de la técnica
de homotopias para lograr un ajuste confiable de los modelos cinéticos. A pesar de la singularidad
de la matriz jacobiana, el enfoque demostro ser efectivo en la obtencion de soluciones véalidas y

consistentes.
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No obstante, la falta de robustez frente a variaciones en los valores iniciales limita la capacidad
para un analisis exhaustivo. La posibilidad de obtener las mismas raices con diferentes condiciones
iniciales es crucial para validar y comprender la solucién en una amplia gama de situaciones. Para
mejorar este aspecto, se sugiere abordar la inestabilidad numérica derivada de la singularidad de la
matriz jacobiana, mediante técnicas de preacondicionamiento, optimizacion en la formulacion de

las ecuaciones y la seleccion de algoritmos numéricos mas estables.

En pocas palabras, la implementacion exitosa de los métodos homotdpicos para ajustar modelos
cinéticos y resolver sistemas no lineales destaca como un logro importante en el campo de la
ingenieria. Estos enfoques abren nuevas puertas para abordar desafios complejos y aprovechar al
méaximo el potencial de los métodos homotopicos para encontrar maltiples soluciones que se

apliguen en el disefio y en la optimizacion de procesos ingenieriles.
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Anexos

Tabla 0.1 Codigo en MATLAB para minimizar la ecuacion 2.15 del modelo 3.18

function gradssres = fcnapplication5(vari)

% Summary of this function goes here

% Detailed explanation goes here

C A=[0.20.72457.18.7]; % Vector x
r_A=[0.0880.529 1.441 2.476 2.517 2.876]; % Vector y

a_0=vari(l);
a_1=vari(2);
a_2 = vari(3);
a_3 =vari(4);

funl=r A-@0.*C A" al)./(l+a 2*C A)"a3) *((CAMal)./(1+
a_2.*C_A)."a_3);

% Calcula la sumatoria del numerador

suma_funl = sum(funl);

gradssres(1) = -2 * suma_funl;

fun2=(r A-(a0.*C A al)./(1+a2*C A)."a3) .*((a 0.*C_A ."a_1 .*log
(C.A)./1+a2*C A) a 3);
suma_fun2 = sum(fun2);

% Calcula el resultado de la funcién
gradssres(2) = -2 * suma_fun2;

fun3=(r_ A-(@a0.*C A al)/(1+a2*C A."al3 *(-a0*a3.*C A @al+
1) *(1+a2.*C_A)"(-a_3)-1));
suma_fun3 = sum(fun3);

% Calcula el resultado de la funcién
gradssres(3) = -2 * suma_fung3;

fund=(r A-(@0.*C A ral)/(1+a2*C A."al3 . *(-a0.*C Aral.*log(l+
a 2.*C A).*(1+a 2.*C A)(-a_3));
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suma_fun4 = sum(fun4);

% Calcula el resultado de la funcion
gradssres(4) = -2 * suma_fun4;

end

Tabla 0.2 Codigo de la homotopia con hiperesferas en Visual Basic for Application de Microsoft
Excel. Tomado de (Montes, 2019)

Option Explicit

Public Functions As Range
Public Variables As Range
Public N As Integer
Public Rlnitial As Double
Public Tol As Double
Public Maxlter As Integer
'Public InicializarX0ConValor As Boolean
Public ConstanteX0 As Double
Public Salir As Boolean
Public ShowHPath As Boolean
Public ReturnTol As Double
Public T1Tol As Double
Public AutTDomain As Boolean
Public Low_t As Double
Public Up_t As Double
Public TimeRec As Boolean

Dim ExecTime As Double
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Public RootsX() As Double

Public NRootsX As Integer

Public ErrNumber As Long

Dim HomotopicPathp() As Double
Dim HomotopicPatht() As Double

Dim HomotopicPathX() As Double
Dim OldStatusBar As String

Dim NSpheres As Long

Public X0() As Double

Const ErrorMaquina As Double = 0.000000000000001

Dim EsSingular As Boolean

Sub PrincipalHomotoSolver()

Dim Iter As Integer

Dim i As Integer

Dim j As Integer

Dim p As Double

Dim p_1 As Double

Dim tc As Double

Dim tc_1 As Double

Dim Xc() As Double

Dim Xc_1() As Double

Dim X() As Double 'Used for Newton-Raphson
Dim t As Double 'Used for Newton-Raphson
Dim JFx() As Double 'Used for Newton-Raphson

Dim FuncX0() As Double
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Dim FuncX() As Double

Dim NormFuncX As Double
Dim B() As Double

Dim JFxc() As Double

Dim JFxc_1() As Double

Dim dXdpc() As Double

Dim dXdpc_1() As Double
Dim FHY/() As Double

Dim NormFHY As Double
Dim JHY() As Double

Dim SNewt() As Double

Dim NormFuncX0 As Double 'FuncX0 norm
Dim R As Double

Dim dtdpc As Double

Dim dtdpc_1 As Double

Dim SecondBranch As Boolean
Dim RepeatSphere As Boolean
Dim Deltap As Double

Dim PathBranchTermination As Boolean

Salir = True
'Input routine

EntradaDeDatos

If Salir = True Then Exit Sub

ReDim X0(1 To N) As Double

ReDim Xc(1 To N) As Double

ReDim Xc_1(1 To N) As Double
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ReDim X(1 To N) As Double

ReDim JFx(1 To N, 1 To N) As Double
ReDim FuncX0(1 To N) As Double
ReDim FuncX(1 To N) As Double

ReDim B(1 To N) As Double

ReDim JFxc(1 To N, 1 To N) As Double
ReDim JFxc_1(1 To N, 1 To N) As Double
ReDim dXdpc(1 To N) As Double

ReDim dXdpc_1(1 To N) As Double
ReDim FHY(1 To N + 1) As Double
ReDim JHY(1 ToN +1, 1 To N + 1) As Double

ReDim SNewt(1 To N + 1) As Double

Application.ScreenUpdating = False
Application.EnableCancelKey = xIErrorHandler
On Error GoTo ErrorHandling
If TimeRec = True Then
ExecTime = Timer

End If

ErrNumber = 65534 'Random high value

Fori=1ToN
XO0(i) = Variables.Cells(i).Value
Xc(i) = Variables.Cells(i).Value

Next i

Call FX(X0, FuncXO0)

NormFuncX0 =0
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Fori=1ToN
NormFuncX0 = NormFuncXO0 + (FuncXO0(i)) » 2
Next i

NormFuncX0 = Sgr(NormFuncX0)

If NormFuncX0 <= Tol Then
MsgBox "El valor inicial es una raiz."
Exit Sub

End If

"Initialization

SecondBranch = False

NSpheres = 0

NRootsX =0

OldstatusBar = Application.DisplayStatusBar

Application.DisplayStatusBar = True

p=0
tc=0
RepeatSphere = False
Do
If ErrNumber <> 65534 Then Exit Do
Do
If ErrNumber <> 65534 Then Exit Do
If RepeatSphere = False Then
"Iftc > 0.9 Then
‘Elements to display the advance of the method
If p =0 Then NormFuncX = NormFuncX0

If p<>0Then
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NormFuncX =0
Fori=1ToN
NormFuncX = NormFuncX + (FuncX(i)) * 2
Next i
NormFuncX = Sgr(NormFuncX)
End If

If Abs(tc) < 0.001 Or Abs(tc) > 999 Then The display format of tc is different depending of its
magnitude

If SecondBranch = False Then Application.StatusBar = "Presione Esc lentamente una o dos veces
para cambiar la direccién en la ruta homotopica. " & "Norma=" & (Format(NormFuncX, "0.00E+0")) & "
t=" & (Format(tc, "0.000E+0")) & " N. Esferas=" & (NSpheres) & " N. Raices=" & (NRootsX)

If SecondBranch = True Then Application.StatusBar = "Presione Esc lentamente una o dos veces
para detener el programa. " & "Norma=" & (Format(NormFuncX, "0.00E+0")) & " t=" & (Format(tc,
"0.000E+0")) & " N. Esferas=" & (NSpheres) & " N. Raices=" & (NRootsX)

Else

If SecondBranch = False Then Application.StatusBar = "Presione Esc lentamente una o dos veces
para cambiar la direccién en la ruta homotopica. " & "Norma=" & (Format(NormFuncX, "0.00E+0")) & "
t=" & (Format(tc, "0.0000")) & " N. Esferas=" & (NSpheres) & " N. Raices=" & (NRootsX)

If SecondBranch = True Then Application.StatusBar = "Presione Esc lentamente una o dos veces
para detener el programa. " & "Norma=" & (Format(NormFuncX, "0.00E+0")) & " t=" & (Format(tc,
"0.0000") & " N. Esferas=" & (NSpheres) & " N. Raices=" & (NRootsX)

End If
‘Continuing wih the method
Call dFdX(Xc(), JFxc())
If ErrNumber <> 65534 Then Exit Do "Termination treatment
With Application.WorksheetFunction
dtdpc = .MDeterm(JFxc)
End With

dtdpc = (-1) ~ (N + 1) * dtdpc

Ifp=0Then
R = RlInitial
Fori=1ToN

Xc_1(i) = Xc(i)
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Next i
tc 1=tc
p_1=p

'Find dXdpc with the system JHx*dXdpc=-dtdp*F(X0)
Fori=1To N'B represents -dtdp*F(X0)
B(i) = -dtdpc * FuncX0(i)
Next i
Call Gauss(JFxc, B, dXdpc)
'If ErrNumber <> 65534 Then Err.Raise (ErrNumber) 'Error treatment

If ErrNumber <> 65534 Then Exit Do 'Termination treatment

Else' p<>0
‘Termination criteria
PathBranchTermination = False
If AutTDomain Then

If (Abs(tc) > 100 * N And Abs(dtdpc) >= 10 ~ N) Or (Abs(dtdpc) >= 10 ~ 10) Then
PathBranchTermination = True

Else
If tc < Low_t Or Up_t < tc Then PathBranchTermination = True

End If

‘Termination control

If PathBranchTermination Then
Exit Do

End If

If p <> 0 Then 'Here p could be 0 again if the branches are switching
‘Return control

If (Sgn(dtdpc_1) <> Sgn(dtdpc)) And (Abs(dtdpc_1) >= ReturnTol Or Abs(dtdpc) >= ReturnTol)
Then

'If (Sgn(dtdpc_1) <> Sgn(dtdpc)) Then
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R=R/2
Fori=1ToN
dXdpc(i) = dXdpc_1(i)
Xc(i) = Xc_1(i)
Next i
tc=tc_1
p=p_1
dtdpc = dtdpc_1
Else 'Return control
R=R*(1-(1-2)*Exp(-1* Abs(dtdpc_1) / Abs(dtdpc)))
Fori=1ToN
Xc_1(i) = Xc(i)
Next i
tc_1=tc
p_l=p
'Find dXdpc with the system JHx*dXdpc=-dtdp*F(X0)
Fori=1To N'B represents -dtdp*F(X0)
B(i) = -dtdpc * FuncXO0(i)
Next i
Call Gauss(JFxc, B, dXdpc)
If ErrNumber <> 65534 Then Exit Do "Termination treatment
End If 'Return control
End If
End If'p

End If 'RepeatSphere = False

'‘Approximation of the change in the curvature length
Deltap =0

Fori=1ToN
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Deltap = Deltap + (dXdpc(i)) * 2
Next i
If SecondBranch = False Then

Deltap = R/ Sqgr(1 + Deltap + (dtdpc) ~ 2)
Else

Deltap = -R / Sqr(1 + Deltap + (dtdpc) ~ 2)
End If

If NSpheres = 0 Then 'Este condicional se adicion6 para que no surjan errores al ejecutar el complemento
en diferentes hojas.

ReDim HomotopicPathp(0 To NSpheres) As Double
ReDim HomotopicPatht(0 To NSpheres) As Double
ReDim HomotopicPathX(1 To N, 0 To NSpheres) As Double
Else
ReDim Preserve HomotopicPathp(0 To NSpheres) As Double
ReDim Preserve HomotopicPatht(0 To NSpheres) As Double
ReDim Preserve HomotopicPathX(1 To N, 0 To NSpheres) As Double

End If

HomotopicPathp(NSpheres) = p
HomotopicPatht(NSpheres) = tc
Fori=1ToN

HomotopicPathX(i, NSpheres) = Xc(i)
Next i

NSpheres = NSpheres + 1

'Predictor Step (Euler)
Fori=1ToN
X(i) = Xc(i) + Deltap * dXdpc(i)

Next i
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t = tc + Deltap * dtdpc
‘Corrector (Newton-Raphson)
For Iter =0 To Maxlter
'Function vector construction
Call FX(X, FuncX)
'If ErrNumber <> 65534 Then Err.Raise (ErrNumber) 'Error treatment
If ErrNumber <> 65534 Then Exit Do "Termination treatment
Fori=1ToN
FHY (i) = FuncX(i) - (1 - t) * FuncXO(i)
Next i
'Sphere equation
FHY(N+1)=0
Fori=1ToN
FHY(N + 1) = FHY(N + 1) + (X(i) - Xc(i)) * 2
Next i
FHY(N+1)=FHY(N+ 1)+ (t-tc)*2-(R"2)
'‘Checking convergence
NormFHY =0
Fori=1ToN+1
NormFHY = NormFHY + (FHY(i)) ~ 2
Next i
NormFHY = Sgr(NormFHY)
If NormFHY <= Tol Then
If Sgn(1 - tc_1) <> Sgn(1 - t) Then 'Verify this part : tc_1 or tc
If Abs(1-tc_1) > T1Tol Or Abs(1 - t) > T1Tol Then 'Verify this part : tc_1 or tc
Iter = Maxlter + 1
Else
NRootsX = NRootsX + 1

If NRootsX = 1 Then 'Este condicional se adicion6 para que no surjan errores al ejecutar el
complemento en diferentes hojas.
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ReDim RootsX(1 To N, 1 To NRootsX) As Double
Else
ReDim Preserve RootsX(1 To N, 1 To NRootsX) As Double
End If
Fori=1ToN
RootsX(i, NRootsX) = X(i)
Next i
Exit For
End If
End If'Sgn(1 - tc_1) <> Sgn(1 - t)
Exit For
End If 'NormFHY <= Tol
If Iter = MaxIter Then 'This avoids unnecessary steps
Iter = Maxlter + 1
Exit For

End If

‘Jacobian construction
Call dFdX(X(), JFx())
'If ErrNumber <> 65534 Then Err.Raise (ErrNumber) 'Error treatment
If ErrNumber <> 65534 Then Exit Do "Termination treatment
Fori=1ToN
Forj=1ToN
JHY(, j) = IFx(i, j)
Next j
Next i
If p = 0 And SecondBranch = False Then 'It is always the same value
Fori=1ToN

JHY(i, N + 1) = FuncXo(i)
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Next i
End If
Forj=1ToN

JHY(N + 1, J) = 2 * (X() - Xc(i))
Next j

JHY(N+1,N+1)=2*(t-tc_1)

Call GaussForNR(JHY, FHY, SNewt)
'If ErrNumber <> 65534 Then Err.Raise (ErrNumber) 'Error treatment
If ErrNumber <> 65534 Then Exit Do "Termination treatment
Fori=1ToN
X(i) = X(i) - SNewt(i)
Next i
t=1t- SNewt(N + 1)
Next Iter
If Iter <= MaxlIter Then
RepeatSphere = False
tc=t
Fori=1ToN
Xe(i) = X(i)
dXdpc_1(i) = dXdpc(i)
Forj=1ToN
JFxc_1(i, j) = IFxc(i, j)
Next j
Next i
dtdpc_1 = dtdpc
p_1=p
p=p_1+ Deltap

Else
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RepeatSphere = True
R=R/2
End If

Loop

TerminationTreatment:

If SecondBranch = False And ErrNumber <> 65534 Then

SecondBranch = True

p=0

tc=0

Fori=1ToN
Xc(i) = XO0(i)

Next i

ErrNumber = 65534
RepeatSphere = False
Elself SecondBranch = False Then

SecondBranch = True

p=0

tc=0

Fori=1ToN
Xc(i) = XO0(i)

Next i

RepeatSphere = False

Elself ErrNumber <> 65534 Then
GoTo ErrorHandling

Else
Exit Do

End If

Loop
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'Insert the initial given values on the cells
Fori=1ToN
Variables.Cells(i).Value = XO0(i)

Next i

"Turn screen updating on again.

Application.ScreenUpdating = True

Call ResultDownload

Exit Sub

ErrorHandling:
If Err.Number <> 0 Then ErrNumber = Err.Number
If ErrNumber <> 65534 And SecondBranch = False Then GoTo TerminationTreatment:
'Insert the initial given values on the cells
Fori=1ToN
Variables.Cells(i).Value = XO0(i)

Next i

"Turn screen updating on again.

Application.ScreenUpdating = True

Select Case Err.Number
Case 18
MsgBox "Ejecucidn interrumpida por el usuario™
Case 11
MsgBox ("Division por cero" & Chr$(10) & "jRevise sus ecuaciones o cambie sus valores iniciales!")

Case 6
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MsgBox ("Desbordamiento™ & Chr$(10) & "jRevise sus ecuaciones o cambie sus valores iniciales!")
Case 13

MsgBox ("No coinciden los tipos" & Chr$(10) & "jRevise sus ecuaciones o cambie sus valores
iniciales!")

Case Else

MsgBox "Error inesperado”

End Select

Call ResultDownload

End Sub

Sub EntradaDeDatos()

Salir = True

Form.Show

End Sub
Sub ResultDownload()
Dim i As Long

Dim j As Integer

Application.EnableCancelKey = xIErrorHandler

On Error GoTo ErrorHandlingl

If TimeRec = True Then

ExecTime = Round(Timer - ExecTime, 2)

MsgBox ("Tiempo de ejecucion: " & ExecTime & " segundos.")

End If
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If NRootsX =0 Then

MsgBox "No se encontraron raices. Compruebe que las ecuaciones estén correctamente ingresadas o
intente desde otros valores iniciales"

'Return Microsoft Excel control of the status bar
Application.StatusBar = False

Application.DisplayStatusBar = OldStatusBar

Else 'NRootsX <> 0

MsgBox "HomotoSolver ha encontrado " & NRootsX & " solucion(ones)"
‘Return Microsoft Excel control of the status bar
Application.StatusBar = False

Application.DisplayStatusBar = OldStatusBar

FormRoots.Show

End If 'NRootsX =0

If ShowHPath = True Then

ActiveWorkbook.Sheets.Add After:=Worksheets(Worksheets.Count)

"Labels
ActiveSheet.Cells(3, 3).Value = "Datos de la Ruta Homotopica"
ActiveSheet.Cells(4, 3).Value = "p"
ActiveSheet.Cells(4, 4).Value = "t"
Forj=1ToN
ActiveSheet.Cells(4, 4 + j).Value = "X" & j

Next j
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'Format

ActiveSheet.Cells.Horizontal Alignment = xICenter

ActiveSheet.Cells.Vertical Alignment = xICenter

ActiveSheet.Cells(3, 3).Horizontal Alignment = xlGeneral

Forj=1ToN
ActiveSheet.Cells(4, 4 + j).Characters(Start:=2, Length:=6).Font.Subscript = True

Next j

'Format for p

With ActiveSheet.Cells(4, 3)
.Interior. ThemeColor = xIThemeColorDark1
.Borders(xIEdgeLeft).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeTop).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeBottom).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeRight).LineStyle = xIContinuous

End With

With ActiveSheet.Range(Cells(5, 3), Cells(4 + NSpheres, 3))
.Interior. ThemeColor = xIThemeColorDark1
.Borders(xIEdgeLeft).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeTop).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeBottom).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeRight).LineStyle = xIContinuous

End With

'Format for t

With ActiveSheet.Cells(4, 4)
.Interior.ThemeColor = xIThemeColorDark1
.Borders(xIEdgeLeft).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeTop).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeBottom).LineStyle = xIContinuous

.Borders(xIEdgeRight).LineStyle = xIContinuous
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End With

With ActiveSheet.Range(Cells(5, 4), Cells(4 + NSpheres, 4))
.Interior.ThemeColor = xIThemeColorDark1
.Borders(xIEdgeLeft).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeTop).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeBottom).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeRight).LineStyle = xIContinuous

End With

'Format for x

With ActiveSheet.Range(Cells(4, 5), Cells(4, 4 + N))
.Interior.ThemeColor = xIThemeColorDark1
.Borders(xIEdgeLeft).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeTop).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeBottom).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeRight).LineStyle = xIContinuous

End With

With ActiveSheet.Range(Cells(5, 5), Cells(4 + NSpheres, 4 + N))
.Interior. ThemeColor = xIThemeColorDark1
.Borders(xIEdgeLeft).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeTop).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeBottom).LineStyle = xIContinuous
.Borders(xIEdgeRight).LineStyle = xIContinuous

End With

'Data download

Fori=0 To NSpheres - 1
ActiveSheet.Cells(5 + i, 3).Value = HomotopicPathp(i)
ActiveSheet.Cells(5 + i, 4).Value = HomotopicPatht(i)

Forj=1ToN
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ActiveSheet.Cells(5 + i, 4 + j).Value = HomotopicPathX(j, i)
Next j

Next i

‘Chart 'Pending

'ActiveSheet.Shapes.AddChart2(240, xIXY Scatter).Select
'ActiveChart.SetSourceData Source:=Range(Cells(4, 3), Cells(4 + NSpheres, 4))
ActiveSheet.Shapes.AddChart.Select

ActiveChart.ChartType = xIXY Scatter

ActiveChart.SetSourceData Source:=Range(Cells(4, 3), Cells(4 + NSpheres, 4))
ActiveChart.ChartTitle.Delete

ActiveChart.Axes(xICategory).HasTitle = True
ActiveChart.Axes(xICategory).AxisTitle. Text = "p"
ActiveChart.Axes(xIValue).HasTitle = True
ActiveChart.Axes(xIValue).AxisTitle. Text = "t"

Cells(1, 1).Select

End If 'ShowHPath

Exit Sub

ErrorHandlingl:
'Insert the initial given values on the cells
Fori=1ToN
Variables.Cells(i).Value = X0(i)

Next i

"Turn screen updating on again.
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Application.ScreenUpdating = True
Select Case Err.Number
Case 18

MsgBox "Ejecucion interrumpida por el usuario”
Case 11

MsgBox ("Division por cero™" & Chr$(10) & "jRevise sus ecuaciones o cambie sus valores iniciales!")
Case 6

MsgBox (“"Desbordamiento™ & Chr$(10) & "jRevise sus ecuaciones o cambie sus valores iniciales!")
Case 13

MsgBox ("No coinciden los tipos" & Chr$(10) & "jRevise sus ecuaciones 0 cambie sus valores
iniciales!")

Case Else

MsgBox "Error inesperado”
End Select

End Sub

Sub FX(X() As Double, FX() As Double)

'ENTRADA: - La dimensidn del problema en la variable "N" Integer

' - Un vector de dimensién N en la variable "X" Double con subindice inicial en 1
' - Las funciones deben estar contenidas en el rango "Funciones"

'OBJETIVO: Calcular La funcién "F" en el punto "X"

'SALIDA: La variable "FX" Double con subindice inicial en 1

Dim i As Integer

On Error GoTo ErrorHandling2

'Permite la interrupcion del cédigo

Application.EnableCancelKey = xIErrorHandler
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" Introduce los valores X donde se evalua FX y la calcula

Fori=1ToN
'If SonPositivos = True Then Variables.Cells(i).Value = Abs(X(i))
'If SonPositivos = False Then Variables.Cells(i).Value = X(i)
Variables.Cells(i). Value = X(i)

Next i

'‘Almacena los valores de F evaluado en X

Fori=1ToN
FX(i) = Functions.Cells(i).Value

Next i

Exit Sub

ErrorHandling2:
ErrNumber = Err.Number
End Sub

Sub dFdX(X() As Double, dFdX() As Double)

'ENTRADA: - La dimension del problema en la variable "N" Integer

- Un vector de dimensidn N en la variable "X" Double con subindice inicial en 1
- En cualquier hoja las funciones deben estar contenidas en el rango "Funciones”
- El delta para el calculo de la jacobiana en el rango "h"

' - Si la busqueda se limitara a los positivos en la variable "SonPositivos" Boolean
'OBJETIVO: Calcular la derivada de "F" en "X"

'SALIDA: La variable "dFdX" Double con subindice inicial en 1

Dim i As Integer
Dim j As Integer
Dim k As Integer

Dim s As Integer
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Dim h() As Double

ReDim h(1 To N) As Double
Dim Temporal As Double
Dim Fun() As Double

ReDim Fun(1 ToN, 1 To N, 1 To 4) As Double

On Error GoTo ErrorHandling3

'Permite la interrupcion del cédigo
Application.EnableCancelKey = xIErrorHandler

'Introduce los valores X donde se evalua la dFdX y calcula el tamafio de paso h para evaluar las derivadas
numericamente

Fori=1ToN
'Ubica las funciones en el punto de interés X en donde se evaluara la dFdX
'If SonPositivos = True Then Variables.Cells(i).Value = Abs(X(i))
'If SonPositivos = False Then Variables.Cells(i).Value = X(i)
Variables.Cells(i). Value = X(i)
'Calcula los tamafios de paso hi con los que se minimiza el error de redondeo en el calculo de la derivada
If X(i) <> 0 Then h(i) = Abs(X(i)) * ErrorMaquina” (1 /5)
If X(i) = 0 Then h(i) = 0.00000001
'Reduce ain mas el error de redondeo en la asignacion del valor hi
Temporal = X(i) + h(i)
h(i) = Temporal - X(i)
Next i
'Calcula la funcidn en los 2 puntos necesarios para evaluar una diferencia centrada de orden 2
Fork=1To?2
Ifk=1Thens=-1
Ifk=2Thens=1
Forj=1ToN

'If SonPositivos = True Then Variables.Cells(j).Value = Abs(X(j) + s * h(j))
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'If SonPositivos = False Then Variables.Cells(j).Value = X(j) + s * h(j)
Variables.Cells(j).Value = X(j) + s * h(j)
Fori=1ToN
Fun(i, j, k) = Functions.Cells(i).Value
Next i
'If SonPositivos = True Then Variables.Cells(j).Value = Abs(X(j))
'If SonPositivos = False Then Variables.Cells(j). Value = X(j)
Variables.Cells(j).Value = X(j)
Next j
Next k
‘Calcula dF/dX mediante una diferencia de orden 2
Forj=1ToN
Fori=1ToN
dFdX(i, j) = (1 /(2 * h(j))) * (Fun(i, j, 2) - Fun(i, j, 1))
Next i
Next j
Exit Sub
ErrorHandling3:
ErrNumber = Err.Number

End Sub

Sub Gauss(A() As Double, B() As Double, X() As Double)

'ENTRADA: - Una matriz de dimensiones NxN en la variable "A" Double con valores iniciales de 1 en los
subindices

' - Un vector de dimensiones Nx1 en la variable "B" Double con valor inicial de 1 en el subindice
' - Si se desea emplear escalamiento en la variable "UsarEscalado™ Boolean

' - La dimensidn del problema en la variable "N" Integer

'OBJETIVO: Resolver el sistema lineal de ecuaciones AX=B por eliminacion Gaussiana con pivoteo

'SALIDA: - El vector solucién X en la variable "X" Double
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- Si el problema es singular en la variable "EsSingular" Boolean

Dim i As Integer

Dim j As Integer

Dim k As Integer

Dim | As Integer

Dim Epsilon As Double
Dim C As Double

Dim AMax As Double
Dim AiMax() As Double
Dim AkMax As Double
Dim Temporal As Double
Dim Z As Double

Dim MatrizAumentada() As Double

On Error GoTo ErrorHandling4

'Permite la interrupcion del codigo
Application.EnableCancelKey = xIErrorHandler
'Dimensiona la matriz aumentada con subindices iniciales en 0, y referencias en la fila 0 y la columna 0
ReDim MatrizAumentada(0 To N, 0 To N + 1) As Double
'Dimensiona el vector que contendra los coeficientes mas grandes de cada fila de la matriz aumentada
ReDim AiMax(1 To N) As Double
'Construye la matriz aumentada con subindices iniciales en 1
Fori=1ToN
Forj=1ToN
MatrizAumentada(i, j) = A(i, j)
Next j

MatrizAumentada(i, N + 1) = B(i)
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Next i
'Inicializa la variable AMax
EsSingular = False
k=1
AMax =0
' Calcula el maximo de los valores absolutos entre los coeficientes de la matriz que sean diferentes de cero
Fori=1ToN
Forj=1ToN

If (MatrizAumentada(i, j) <> 0 And Abs(MatrizAumentada(i, j)) > AMax) Then AMax =
Abs(MatrizAumentada(i, j))

Next j
Next i
" Verifica singularidad
If AMax =0 Then
EsSingular = True
Exit Sub
End If
'Calcula el épsilon que luego sera empleado en el criterio de singularidad de la matriz
Epsilon = AMax * ErrorMaquina * 3
‘Eliminacion Gaussiana con pivoteo
Do While (EsSingular = False And k < N)
' Pivoteo
' Si es necesario, utiliza el escalado
Fori=1ToN
" Encuentra los coeficiente con mayor valor absoluto en cada una de las filas de la matriz aumentada
AiMax(i) =0
Forj=1ToN+1
If Abs(MatrizAumentada(i, j)) > AiMax(i) Then AiMax(i) = Abs(MatrizAumentada(i, j))
Next j

Next i
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‘Cambio de filas
AkMax = Abs(MatrizAumentada(k, k)) / AiMax(k)
=k
Fori=k+1ToN
If Abs(MatrizAumentada(i, k)) / AiMax(i) > AkMax Then
AkMax = Abs(MatrizAumentada(i, k)) / AiMax(i)
=i
End If
Next i
If I <>k Then
Forj=k ToN+1
Temporal = MatrizAumentada(k, j)
MatrizAumentada(k, j) = MatrizAumentada(l, j)
MatrizAumentada(l, j) = Temporal
Next j
End If
'Verificacion de singularidad
If Abs(MatrizAumentada(k, k)) < Epsilon Then
EsSingular = True
Else
‘Eliminacion
Fori=k+1ToN
If MatrizAumentada(i, k) <> 0 Then
C = MatrizAumentada(i, k) / MatrizAumentada(k, k)
MatrizAumentada(i, k) = 0
Forj=k+1ToN+1
MatrizAumentada(i, j) = MatrizAumentada(i, j) - C * MatrizAumentada(k, j)
Next j
End If
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Next i
End If
k=k+1
Loop
'Ultima verificacion de singularidad
If EsSingular = False Then
If Abs(MatrizAumentada(k, k)) < Epsilon Then
EsSingular = True
‘Retrosustitucion
Else
X(N) = MatrizAumentada(N, N + 1) / MatrizAumentada(N, N)
Fork=N-1To1Step-1
Z = MatrizAumentada(k, N + 1)
Forj=k+1ToN
Z =Z - X(j) * MatrizAumentada(k, j)
Next j
X(K) = Z / MatrizAumentada(k, k)
Next k
End If
End If

Exit Sub

ErrorHandling4:

ErrNumber = Err.Number

End Sub

Sub GaussForNR(A() As Double, B() As Double, X() As Double)

'ENTRADA: - Una matriz de dimensiones NxN en la variable "A" Double con valores iniciales de 1 en los
subindices
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- Un vector de dimensiones Nx1 en la variable "B" Double con valor inicial de 1 en el subindice
- Si se desea emplear escalamiento en la variable "UsarEscalado™ Boolean

- La dimension del problema en la variable "N" Integer

'OBJETIVO: Resolver el sistema lineal de ecuaciones AX=B por eliminacién Gaussiana con pivoteo
'SALIDA: - El vector solucion X en la variable "X" Double

- Si el problema es singular en la variable "EsSingular" Boolean

Dim i As Integer

Dim j As Integer

Dim k As Integer

Dim | As Integer

Dim NNR As Double
Dim Epsilon As Double
Dim C As Double

Dim AMax As Double
Dim AiMax() As Double
Dim AkMax As Double
Dim Temporal As Double
Dim Z As Double

Dim MatrizAumentada() As Double

On Error GoTo ErrorHandling4

'Permite la interrupcion del codigo

Application.EnableCancelKey = xIErrorHandler
NNR=N+1
'‘Dimensiona la matriz aumentada con subindices iniciales en 0, y referencias en la fila 0 y la columna 0
ReDim MatrizAumentada(0 To NNR, 0 To NNR + 1) As Double

'‘Dimensiona el vector que contendra los coeficientes mas grandes de cada fila de la matriz aumentada
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ReDim AiMax(1 To NNR) As Double
'Construye la matriz aumentada con subindices iniciales en 1
Fori=1ToNNR

Forj=1To NNR

MatrizAumentada(i, j) = A, j)

Next j

MatrizAumentada(i, NNR + 1) = B(i)
Next i
'Inicializa la variable AMax
EsSingular = False
k=1
AMax =0
' Calcula el maximo de los valores absolutos entre los coeficientes de la matriz que sean diferentes de cero
Fori=1ToNNR

Forj=1To NNR

If (MatrizAumentada(i, j) <> 0 And Abs(MatrizAumentada(i, j)) > AMax) Then AMax =
Abs(MatrizAumentada(i, j))

Next j
Next i
" Verifica singularidad
If AMax =0 Then
EsSingular = True
Exit Sub
End If
'Calcula el épsilon que luego sera empleado en el criterio de singularidad de la matriz
Epsilon = AMax * ErrorMaquina * 3
‘Eliminacion Gaussiana con pivoteo
Do While (EsSingular = False And k < NNR)
' Pivoteo

' Si es necesario, utiliza el escalado
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Fori=1ToNNR
" Encuentra los coeficiente con mayor valor absoluto en cada una de las filas de la matriz aumentada
AiMax(i) =0
Forj=1ToNNR +1
If Abs(MatrizAumentada(i, j)) > AiMax(i) Then AiMax(i) = Abs(MatrizAumentada(i, j))
Next
Next i
‘Cambio de filas
AkMax = Abs(MatrizAumentada(k, k)) / AiMax(k)
=k
Fori=k+1ToNNR
If Abs(MatrizAumentada(i, k)) / AiMax(i) > AkMax Then
AkMax = Abs(MatrizAumentada(i, k)) / AiMax(i)
=i
End If
Next i
If 1 <>k Then
Forj=k TONNR + 1
Temporal = MatrizAumentada(k, j)
MatrizAumentada(k, j) = MatrizAumentada(l, j)
MatrizAumentada(l, j) = Temporal
Next j
End If
‘Verificacion de singularidad
If Abs(MatrizAumentada(k, k)) < Epsilon Then
EsSingular = True
Else
‘Eliminacion

Fori=k+1To NNR
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If MatrizAumentada(i, k) <> 0 Then
C = MatrizAumentada(i, k) / MatrizAumentada(k, k)
MatrizAumentada(i, k) = 0
Forj=k+1ToNNR+1
MatrizAumentada(i, j) = MatrizAumentada(i, j) - C * MatrizAumentada(k, j)
Next j
End If
Next i
End If
k=k+1
Loop
'Ultima verificacion de singularidad
If EsSingular = False Then
If Abs(MatrizAumentada(k, k)) < Epsilon Then
EsSingular = True
‘Retrosustitucion
Else
X(NNR) = MatrizAumentada(NNR, NNR + 1) / MatrizAumentada(NNR, NNR)
Fork=NNR-1To1 Step -1
Z = MatrizAumentada(k, NNR + 1)
Forj=k+1ToNNR
Z =Z - X(j) * MatrizAumentada(k, j)
Next j
X(K) = Z / MatrizAumentada(k, K)
Next k
End If
End If
Exit Sub

ErrorHandling4:
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ErrNumber = Err.Number

End Sub




