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PROLOGO

El Mejoramiento Genético Animal (MGA) es tal vez una de las areas de mayor
dificultad y complejidad a la que se enfrentan los estudiantes, profesores y profesionales
de las Ciencias Animales, por la necesidad de combinar y manejar adecuadamente
conceptos de genética y matemadtica, junto con el uso intensivo de programas de
ordenador para la construccion, edicion y anélisis de grandes bases datos.

Adicionalmente, es un hecho evidente que, tanto la mayoria de los libros, como de
los articulos cientificos necesarios para el estudio, comprension y aplicacion del MGA
se publican en lengua inglesa, y si bien en la actualidad el inglés se ensefia masivamente
en los programas escolares de secundaria y en los programas de pregrado, no es un
secreto que en varios paises de América Latina, el escaso manejo del idioma inglés sigue
siendo un elemento limitante para acceder eficaz y oportunamente al conocimiento.

Algunos libros clasicos que presentan temadticas fundamentales para el MGA han
sido traducidos al castellano y también se han publicado algunos textos en espafiol,
todos de gran valor y utilidad, puesto que se convierten en una muy buena introduccion
para estudiar y entender los principios que rigen el MGA. No obstante, estos textos no
se enfocan en los modelos estadisticos empleados en evaluacion genética animal, un
tema de gran relevancia en las ciencias animales.

Cabe destacar, que para muchos estudiantes resulta complejo hablar de matrices,
modelos mixtos y modelo animal. Es por ello que, resulta de utilidad disponer de
libros que consideren la introduccion a los modelos estadisticos mas frecuentemente
empleados en las evaluaciones genéticas de las poblaciones interés zootécnico, al igual
que los fundamentos tedricos de mayor relevancia, tanto en la parte matematica como
genética, y que incorpore ejemplos numéricos y uso de los programas computacionales.
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Modelos lineales para evaluacién genética en animales

Las evaluaciones genéticas constituyen el soporte fundamental e imprescindible
para poder llevar a cabo programas MGA, por ese motivo, los estudiantes especialmente
de pregrado, han manifestado la necesidad de tener a su alcance un texto especializado
que contenga definiciones y conceptos, que faciliten la comprensién y aplicaciéon de
los procedimientos requeridos para seleccionar los animales de mayor mérito genético,
con el propésito de incrementar el desempefio de las especies de interés zootécnico.

Por otra parte, es necesario mencionar, que entre las comunidades académicasy de
criadores de diversas especies animales, existen concepciones y visiones diversas sobre
el MGA vy sus alcances, por lo que es necesario precisar algunas definiciones bésicas
e igualmente hacer una breve referencia sobre la evolucion, alcances, limitaciones,
dificultades y perspectivas del MGA.

Este libro se enfoca en la aplicaciéon de modelos lineales en evaluacidn genética
animal. Se inicia con un recuento del desarrollo de la evaluacion genética, con énfasis
en tres métodos de prediccién que han sido de gran relevancia en el campo: el mejor
predictor, el mejor predictor lineal y el mejor predictor lineal insesgado; para luego
presentar varios casos del modelo animal que obedecen a diferentes tipos de accion
génica, condiciones zootécnicas, estructuras y tipos de datos. Se inicia con el caso
mas simple del modelo animal, un solo fenotipo, efectos genéticos aditivos directos
e individuos de una misma raza. Luego se discuten extensiones que incluyen varios
fenotipos, efectos maternos, efectos de ambiente permanente y de camada, modelos
multirraciales y selecciéon gendmica. Se incluyen ejemplos numéricos implementados
en el programa libre R-project.

Dado que se cubren solamente modelos lineales, el texto se enfoca en fenotipos para
los cuales estos sean adecuados, por ejemplo, variables continuas o algunas variables
discretas transformadas, como se hace con el recuento de células somaticas de la leche.
Asi, variables medidas en escalas ordinales o nominales no se consideran.

Ahora bien, en nuestra experiencia, una de las mayores dificultades que se
encuentran al abordar los modelos de evaluacion genética es la falta de formacién en
teoria basica de la probabilidad, dlgebra matricial y teoria de modelos lineales. Ademas,
en el caso particular de la selecciéon gendmica, donde se cuenta con una familia de
modelos bayesianos de uso frecuente conocida como el alfabeto bayesiano, la falta de
conocimiento en estadistica bayesiana representa otra barrera importante para acceder
al conocimiento que se obtiene a partir de la implementaciéon de estos modelos en
diferentes especies de interés zootécnico. Por esta razon, buscando generar un texto
autocontenido, estos temas se incluyen como capitulos o complementos. En el caso
de la teoria de la probabilidad, se presentan fundamentos teéricos y se ilustran con
ejemplos en genética. Sumado a esto, en pro de la simplicidad, en algunos casos se
sacrifica el rigor matematico y se incluyen definiciones que no son del todo formales o
que son consecuencias de la definicién formal.

Los autores
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INTRODUCCION AL MEJORAMIENTO
GENETICO ANIMAL Y LOS MODELOS
DE EVALUACION GENETICA

Carlos Eugenio Solarte Portilla

Universidad de Narifio

Partamos de una de las definiciones més difundida y aceptada sobre mejoramiento
genético animal (MGA), expresada por Montaldo y Barria [1] en los siguientes
términos: “El Mejoramiento Genético Animal consiste en aplicar principios biologicos,
econdmicos y matematicos, con el fin de encontrar estrategias 6ptimas para aprovechar
la variacidn genética existente en una especie de animales en particular para maximizar
su mérito. Esto involucra tanto la variacion genética entre los individuos de una raza,
como la variacion entre razas y cruzas”.

De la anterior definicion conviene destacar que, la complejidad del MGA estriba
en la necesidad de conocer y aplicar principios de naturaleza bioldgica y matematica,
con el propésito de realizar evaluaciones objetivas que permitan escoger, con la mayor
precision y confiabilidad posibles, los futuros reproductores, que se espera mejoren una
o varias caracteristicas identificadas como importantes en los objetivos de produccion.

No puede perderse de vista el hecho clave relacionado con la variacién genética,
puesto que esto implica establecer, también con el mayor grado de confianza posible,
si las diferencias observadas entre los individuos de una poblaciéon animal se deben
a factores hereditarios que pueden transmitirse de una generacion a otra o si por el
contrario, la influencia genética es baja. Conocer el tipo de accion génicay cuantificarla,
resulta una labor de importancia superlativa cuando se pretende establecer un
programa de mejora genética, independientemente de la especie animal con la que se
trabaje.
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Modelos lineales para evaluacién genética en animales

Otro elemento relevante, es la mencion a la existencia de variacién en una raza o en
m4s de una raza y sus cruces. Esto es importante por cuanto existe una idea bastante
generalizada, pero equivocada, que reduce el MGA al simple hecho de cruzar animales
de distintas razas.

Finalmente, cuando se menciona que se maximiza el mérito de la especie, se hace
referencia al proceso de difusiéon intensiva del material genético selecto, de modo
especial, con el uso de tecnologias de la reproduccion asistida, como la inseminacion
artificial, la multiovulacion, el sexaje de semen y embriones, y la transferencia de estos.

Quiz4d sea necesario agregar que, en la definicion de Montaldo y Barria
[1],anteriormente mencionada, no se indica expresamente el uso de las herramientas
moleculares, probablemente porque esta posibilidad tecnoldgica se empez6 a utilizar
con mucha fuerza a finales del siglo XX y principios del XXI, aunque cuando se indica
que en el Mejoramiento Genético Animal se combinan principios bioldgicos, el uso de
dichas tecnologias se encontraria implicito en la definicion.

Tal vez resulte obvio, pero no puede dejar de mencionarse, que cuando se considere
la posibilidad de iniciar un programa de mejora genética, serd altamente conveniente,
util, necesario y practicamente imprescindible, aunar esfuerzos entre las comunidades
académicas, las comunidades de productores y las entidades estatales responsables de
fortalecer el sector pecuario, con el propdsito de canalizar de la mejor manera posible
las potencialidades y fortalezas en cada una de ellas. Con ese trabajo articulado se
facilita de gran manera la definicion de los objetivos del programa; se vuelve mucho
mas eficiente la recoleccidn, andlisis y sistematizacion de la informacién de campo,
y por supuesto, se favorece el estricto control de la produccién, lo que conduce a
la realizacion de evaluaciones genéticas mas precisas y confiables y por ende, a una
mejor identificacion de los animales genéticamente superiores para su posterior uso
intensivo.

Adicionalmente y no menos importante, se debe considerar que, en dependencia
de los ciclos productivos y vitales de cada especie, los resultados esperados por efecto
de la seleccion de animales genéticamente superiores son observables en el medianoy
largo plazo, incluso en especies de corto intervalo generacional. Cuanto mas largo es
dicho intervalo, mayor tiempo se requerira para observar y cuantificar los impactos.

En lo referente a la forma en que ha evolucionado el MGA, San Primitivo [2]
indico que el desarrollo de esta area del conocimiento, a lo largo de la segunda mitad
del siglo XX, se ha basado en los avances conceptuales de la genética cuantitativa,
las posibilidades de aplicacion de las metodologias estadisticas e informaticas; los
sistemas cada vez mejores para identificar individualmente a los animales, los controles
genealdgicos y el uso de marcadores moleculares. Todos estos factores han contribuido
aincrementar la precision de la estimacion de los valores genéticos y por ende aumentar
la respuesta a la seleccion. Sin embargo, aunque es indiscutible el desarrollo conceptual
y metodologico del MGA, persisten serias limitaciones para aplicarlo rutinariamente,
en una gran cantidad de especies animales y en varios paises.
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También se puede asegurar que, tanto la evolucion tedrica de los métodos y
procedimientos, como los mayores avances en los sistemas de produccién animal
por efecto del MGA, son mucho méas evidentes e importantes en algunos paises,
especialmente de Europa y Norteamérica. En los paises en via de desarrollo, una de las
mayores limitantes sigue siendo la enorme dificultad para articular los esfuerzos entre
el Estado, la industria y la academia, ademads de la pretension equivocada que busca
obtener grandes resultados, en poco tiempo y con baja inversion; aunque en varios
paises de Latinoamérica se evidencian claros avances, especialmente por la formacion
de profesionales al mas alto nivel, y por el interés y compromiso cada vez mayor por
parte de los criadores para vincularse con universidades y centros de investigacion para
estructurar programas de mejora genética, en diversas especies animales.

Para la mayoria de paises latinoamericanos, el reto debe ser la continuidad de
los procesos que se han iniciado en algunas regiones y con especies de interés local,
regional o nacional, insistiendo en la obligatoriedad de buscar mejores mecanismos
de articulacion entre todos los actores que tienen influencia directa en los procesos de
produccion animal. Solo asi serd posible hacer un uso 6ptimo de las ventajas que ofrece
el MGA, para beneficiar a grandes, pequefios y medianos productores.

Complementariamente a lo antes expresado, es conveniente mencionar otros
puntos de interés e importancia para disefiar y ejecutar evaluaciones genéticas como
soporte a los programas de mejora animal.

Una vez identificados los animales de mayor mérito, a través de los procesos de
evaluacidon genética, es imprescindible programar los apareamientos y la difusion
intensiva del material genético seleccionado. En la programacion de apareamientos
se debe mantener la consanguinidad por debajo de un umbral cuidadosamente
establecido. Una herramienta muy util para lograr este propoésito, es el concepto
de Optima contribuciéon se basa en implementar métodos de optimizaciéon con
restricciones para determinar el aporte de cada individuo a la siguiente generacion
buscando maximizar el progreso genético y controlar el nivel de consanguinidad.

Como puede verse, son varios los desafios que deben asumirse cuando se disefia
un programa de mejoramiento genético, en el cual se parte de la definicién de
unos objetivos de seleccidn, en dependencia de las particularidades y necesidades de
cada entorno y sistema de produccién. Realizada dicha definicion, resulta de crucial

importancia estudiar e identificar el tipo de herencia de los rasgos a mejorar, determinar
la variabilidad genética existente en la poblacién objeto de seleccidn y calcular los
pardmetros genéticos de interés, los cuales permiten definir si es méas conveniente la
seleccion dentro de razas o el cruzamiento, para luego continuar con las evaluaciones
genéticas que permiten establecer el valor genético de todos los animales, incluidos
en las bases de datos de produccién y de genealogias, y seleccionar aquellos que se
utilizardn como reproductores de la siguiente generacién. Una vez llevado a cabo este
proceso, se procederd a establecer los mecanismos para difundir ese material genético
selecto y este ciclo se repetird en cada generacion seleccionada, para finalmente,
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informacién fenotipica convencional, ya que los marcadores de ADN se convierten,
hasta ahora, en un muy buen complemento para a la informacién fenotipica y
genealdgica.

De lo indicado en los parrafos anteriores, queda claro que existe una enorme
brecha en el desarrollo de los programas de MGA entre los paises desarrollados y los
paises en via de desarrollo, y para cerrarla, los programas de mejora genética deben
estructurarse con el fin de contribuir a cubrir las necesidades particulares de sus
sistemas de produccion, para no continuar con la dependencia tecnoldgica en cuanto al
uso de material genético evaluado en condiciones ambientales totalmente diferentes,
aunque no hay problema en utilizar individuos foraneos, siempre y cuando hayan sido
evaluados a través de progenies que se desempefien bajo las condiciones en las que se
estd desarrollando el programa de mejoramiento genético.

En el ambito global, se prevé que en los préximos afios se continuard con un
crecimiento mucho més notable de los programas de MGA, debido fundamentalmente
a los avances tedricos para utilizar informacién molecular y aquella proveniente
de otros tipos de datos omicos, junto con los modelos convencionales desarrollados
inicialmente por el profesor Charles Roy Henderson, los cuales se han aplicado, gracias
a los desarrollos que permitieron aumentar la capacidad de computo y sin los cuales
hubiese sido imposible alcanzar los logros que hoy se aprecian en todo el mundo.

También es necesario mencionar que, si bien el mejoramiento genético, alo largo de
la historia, ha procurado alcanzar mayores niveles de produccion en todas las especies
animales donde ha intervenido, a futuro tiene una enorme responsabilidad con la
preservacion del medio ambiente y el equilibrio de los ecosistemas, de tal manera que,
entre los objetivos de mejora, debe ser una obligacidn considerar esos aspectos y no
limitarse a producir més, en menor tiempo y a menor costo.

Para finalizar, debe destacarse que los extraordinarios avances, en cuanto al
conocimiento en detalle de los genomas, serd determinante para tener impactos aun
mayores por efecto del mejoramiento genético, ya que actualmente se puede identificar
tempranamente, incluso en estado embrionario, los animales portadores de alelos que
transmiten caracteres deseables, de un modo rapido, seguro y confiable. Igualmente, se
espera que la informacién molecular permita entender con mucha claridad fenémenos
genéticos, como por ejemplo, la interaccion entre el genotipo-ambiente y la heterosis,
y con ello, desarrollar mejores procedimientos de evaluacion genética.
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En este capitulo se discuten tres tipos de predictores de gran importancia en la
historia del mejoramiento genético. Antes de hacer referencia expresa sobre estos
predictores, es necesario responder una pregunta, que al ser resuelta evita incurrir en
errores y confusiones. Dicha pregunta es la siguiente: ;El valor genético se estima o se
predice?; en estadistica, generalmente se habla de predecir efectos aleatorios y estimar
efectos fijos. Cuando se dice que un efecto es aleatorio, este se trata como una variable
aleatoria y por consiguiente, se le asigna una distribucién de probabilidad.

El reto aqui es que se esta trabajando con variables aleatorias no observables, pues
no se conoce el verdadero valor genético de un animal y no hay forma de medirlo
directamente; por otro lado, variables como el peso de un vacuno a los 24 meses, son
observables, pues podemos medirlas, y una vez se obtiene el registro (por ejemplo 395.5
kg), se dice que este es una realizacion o valor realizado de la variable aleatoria. Si
bien los valores genéticos no son observables, el problema de inferirlos puede verse
como la estimacién del valor realizado de una variable aleatoria, es decir, estimar cual
fue el valor que la naturaleza eligi6 para dicha variable. Por ejemplo, supongamos
que los valores genéticos de una poblacidon de bovinos para el peso al destete son
variables aleatorias que siguen una distribuciéon normal con media cero y varianza
cuatro, entonces, a partir de dicha distribucién, la naturaleza muestrea los valores
genéticos de cada uno de los individuos de la poblacién. Pese a no ser observables
se emplean los datos disponibles, como por ejemplo los fenotipos, para estimar estos
valores realizados. Por otro lado, cuando se considera un escenario futuro, porque la
realizacion de la variable aleatoria no ha ocurrido, se tiene un problema de prediccion.
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En virtud de las ideas antes expuestas, Henderson [3] comentd que el problema
estadistico asociado a la evaluacién genética puede verse como predicciéon o como
estimacion. Por ejemplo, si se tiene interés en el valor genético de la progenie que podria
resultar del apareamiento de un macho y una hembra dados, se tiene un problema de
prediccion pues el animal no ha nacido. Por otra parte, si tenemos un individuo ya
existente, caso en el que su valor genético ya fue determinado, pero es desconocido, se
tiene un problema de estimacién. Asi, en la literatura se encuentran los dos términos,
valor genético predicho y valor genético estimado.

Los métodos estadisticos empleados para encontrar el mérito genético de los
individuos de una poblacion para uno o més fenotipos de interés experimentaron una
gran evolucién desde mediados del siglo pasado [4]. Estos han venido cambiando
en funcién de los tipos de registros que se emplean, las condiciones zootécnicas,
la estructura de los datos, la naturaleza de la variable respuesta y de la necesidad
de encontrar predicciones con propiedades estadisticas y bioldgicas deseables. A
continuacion, se describen tres tipos de predictores, donde el tercero es el mas usado
en la actualidad.

2.1. Mejor predictor (MP)

Consideremos los registros de un fenotipo de interés observados en n individuos
y arreglados en un vector columna denotado como y. Estos registros son tratados
como variables aleatorias observables, es decir, que existe una forma de medirlas
directamente, por consiguiente, se dice que y es un vector aleatorio observable
n-dimensional. La idea es emplear estos datos para predecir los valores genéticos,
estos corresponden a variables aleatorias no observables y se arreglan en un vector
denotado como u de dimension px1. La idea es predecir u empleando una funcion
de los registros h(y), esto es, # = h(y). En este caso, el principio que se emplea para
encontrar dicha funcién es minimizar el error cuadratico medio de prediccion (ECMP),
de alli el término “mejor”, el cual se define como:

E[@-wT @ —uw)]

Después de un proceso matematico, en el que se minimiza esta funcién con respecto
a 11, se encuentra que el mejor predictor es la esperanza condicional de u dado y, como
lo indic6 Hénderson [5] explicitamente:

MPw)=E[ul|y]= | uf(u]|y)du

w

u

Donde w es el conjunto soporte de la distribucién de u dado y.
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Por construccién, el MP minimiza el error cuadritico medio; ademas, es insesgado
y minimiza la varianza del predictor Var [#] [6]. También minimiza la varianza del
error de prediccion, es decir, Var [ — u] y maximiza la correlacion entre el predictor
i y el predictando u, la cual se emplea para definir la confiabilidad de la prediccion
del valor genético. Sin embargo, este predictor presenta una limitante importante en la
practica, puesto que se requiere conocer la distribucion de u dado y, razon que limita
su implementacion. Comunmente se asume distribucion normal multivariada de u y
¥, lo cual implica que la distribucién de u dado y también es normal multivariada; y
bajo este escenario:

MP() = p, +CTVH(y — )

Donde 4, y u, son los vectores de medias de uy y, V. = Var [y] y C es la matriz

de covarianza Cov [u, y]. Sin embargo, no existe garantia de que esa sea la verdadera
distribucion y se deben conocer los vectores de medias y las matrices V' y C.

2.2. Mejor predictor lineal (MPL)

Elsegundo tipo de predictor que estudiaremos en esta seccion pertenece a la familia
de predictores lineales, esto es, aquellos en los cuales la funcion h(y) es lineal en los
datos, explicitamente, el MPL tiene la forma & = a + By. El supuesto de distribucién

sobre y y u es:
u
y

Donde a es un vector de dimension px1y B es una matriz de dimension pxn. En este
problema, el vector a y la matriz B tienen que elegirse de manera tal que se minimice

vV C
ct G

My
My

s

el ECMP, que aqui tiene la forma:

E{@-w'@—-uw]|=E[(a+By—-ul(a+By—u)]

Tras manipular esta expresion y al usar resultados del dlgebra matricial se obtiene
que,el MPLdeuesil = u, +CTV-1(y— ). Vale la pena destacar que, bajo el supuesto
de normalidad multivariada, el MP y el MPL son iguales. Ademas, el MPL también es
insesgado y en la clase de los predictores lineales, este maximiza la correlacion entre
el predictor y el predictando. Otra ventaja del MPL es que no se necesita conocer la
distribucion de u dado y, esto debido a la restriccion de linealidad; sin embargo, el
precio que se paga por ello es que, en general, la varianza del error de prediccion del
MPL es mayor aladel MP [5], excepto en el caso de normalidad en el que son iguales. No
obstante, para computar el MPL se precisa conocer los verdaderos vectores de medias
y matrices de covarianza de y y u, cosa que no sucede en la practica, siendo esta la
principal limitante del MPL.
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2.3. Mejor Predictor Lineal Insesgado (MPLI)

En mejoramiento genético animal y en otros campos, es comun asumir que el valor
esperado de un registro es una funcion lineal de un conjunto de parametros, esto es:

Ely] =XB

Recordemos que, en el &mbito de la evaluacion genética, el vector u contiene los
valores genéticos de los individuos y posiblemente otros efectos aleatorios no genéticos
(como se verd mas adelante). Por ejemplo, el modelo més simple es aquel en el que los
unicos efectos aleatorios que se consideran son los efectos genéticos aditivos directos.

Bajo el modelo que se acaba de presentar, para conocer el vector de medias
verdaderas de los registros, se debe conocer el vector (3, cosa que, como se menciono
antes, no ocurre en la practica. Asi, en este contexto, el MPL requeriria que se conozcan
con total certeza estos pardmetros y aquellos de los que dependen las matrices de
covarianza V' y G. Ahora bien, en la clase de los predictores lineales, el MPLI resuelve
el problema de conocer  con total certeza. Al ser un predictor lineal, su forma sigue
siendo a + By, pero en esta ocasidn el vector a y la matriz B no solo deben satisfacer el
criterio de minimo ECMP, sino también la propiedad de insesgamiento, esto es:

E[@] = E[u]
Es decir, la esperanza del predictor es igual a la esperanza del predictando.
Empleando una técnica proveniente del calculo multivariado conocida como los

multiplicadores de Lagrange se minimiza el ECMP, sujeto a las restricciones inducidas
por la condicion de insesgamiento, resultando en el MPLI de u:

a=Ccvi(y-xg%
Donde ° es una solucién de las ecuaciones normales correspondientes a minimos

cuadrados generalizados. En esta expresion vale la pena resaltar lo siguiente:

1: El término y—X3° indica que se emplean registros corregidos por aquellos efectos
asociados al vector 8, empleando el estimador j°.

2: Se requiere la inversa de la matriz de covarianzas de los fenotipos (V 1), que
corresponde a la matriz de precisién de los mismos.

3: Si no existe covarianza entre los registros fenotipicos y los valores genéticos
aditivos, es decir C = 0, el MPLI de u es el vector nulo.

Otro aspecto de gran relevancia que se debe resaltar es que, el MPLI no requiere
que se tenga una distribuciéon normal multivariada de y y u, este se deriva sin acudir
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a dicha suposicion, aunque bajo normalidad multivariada el MPLI presenta algunas
propiedades extras (Henderson [5]).

Ahora bien, una de las formas mas frecuentes de modelar un fenotipo continuo
en funcién de efectos genéticos y ambientales es mediante un modelo lineal mixto
(estudiado en la seccién 3.5), que en el contexto del problema de prediccion de valores
genéticos es como sigue:

y=Xp+Zu+e,

Donde y y u ya se definieron antes; 8 es un vector de efectos fijos; e es un vector de
errores aleatorios y X y Z son las matrices que relacionan los registros con los elementos
de By u, respectivamente. Recordemos que los supuestos probabilisticos del modelo
lineal mixto con distribucion normal multivariante (N M V) son:

el (5l 6 5

G O
0 R

0
0

b

Lo cual induce:

y ~NMV (XB,ZGZT +R)

Por lo tanto, en este caso el MPLI no requiere que se conozcan los efectos fijos y,
ademads, los registros fenotipicos se corrigen por estos efectos empleando el estimador
8°. Vale la pena recordar la relacion entre el modelo lineal mixto y el MPLI estudiada
en la seccion 3.5, al solucionar las ecuaciones de modelos mixtos se encuentra el MPLI
de u. Ahora bien, computar el MPLI de u requiere invertir la matriz de covarianzas
de los efectos aleatorios, la cual tiene dimension pxp, siendo p el numero de efectos
aleatorios del modelo, ademds del computo necesario para resolver las ecuaciones de
modelos mixtos.

Por otro lado, si se desea computar directamente el MPLI empleando CTV~1(y —
Xp%), se requiere invertir la matriz de covarianzas de los registros fenotipicos que
tiene dimension nxn. ;Qué es mdas ventajoso?; en evaluacidén genética animal, es
muy frecuente que el nimero de animales a evaluar exceda el ntimero de datos,
esto es, el namero de efectos aleatorios es mayor al tamafio de muestra; entonces
tendria un mayor costo computacional invertir G que invertir V. Sin embargo, una
contribucién muy relevante desde el punto de vista computacional fue hecha por
Henderson [7], quien desarrolld las denominadas reglas de Henderson, las cuales
permiten construir G~! directamente a partir del pedigri, esto representa un enorme
ahorro computacional, ya que no se precisa invertir la matriz. Este desarrollo, sumado
a la existencia de algoritmos computacionalmente eficientes para resolver grandes
conjuntos de ecuaciones permitieron que la solucién de las ecuaciones de modelos
mixtos sea la via mds utilizada para encontrar los MPLI de los valores genéticos de
los individuos objeto de andlisis.
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3.1. Generalidades

Este capitulo pretende brindar elementos bésicos de la teoria de modelos lineales
(efectos fijos y aleatorios), convirtiéndose en un primer paso para comunicar al
lector los conocimientos necesarios para aplicarlos en evaluaciones genéticas. Se
presentan algunas definiciones bdsicas, varias formas de clasificar los modelos lineales,
estimacion de pardmetros, algunas propiedades de los estimadores y el concepto de
estimabilidad de funciones lineales de los parametros, al igual que la discusion del
enfoque frecuentista y bayesiano. Vale la pena destacar que, por el &mbito de este
texto, no se toca el tema de prueba de hipdtesis, ni de estimacién por intervalo, en
consecuencia, el capitulo se enfoca en estimaciéon puntual. Para entrar en materia,
definimos un modelo estadistico como la clase de modelos matematicos que buscan
describir el proceso que genero los datos y que tienen al menos dos componentes:

Componente sistemdtico: una funcién matemadtica que relaciona la esperanza (u
otro parametro de localizacion) de la variable respuesta, con las variables explicativas
o independientes.

Componente estocdstico: modela la variacién aleatoria de la variable respuesta
mediante una distribucién de probabilidad.

Por lo tanto, siempre que se defina un modelo estadistico, se debe definir la funcién
que muestra la relacion entre la esperanza de la variable respuesta y las variables
explicativas y los supuestos de distribucién que se hacen.
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Un modelo estadistico de tipo lineal se define como aquel en el cual la esperanza
de los registros (E [y]) se expresa como una combinacidn lineal de los pardmetros del
modelo. Los siguientes son ejemplos de modelos lineales:

Ely] = Bo + 1 X3
E[y] = Bo + B1X; + X1 X5
E[y] = Bo + B X7 + B> eXPX1+X§

E [y] = Bo + B1 In(X1) + B2X, X3

En donde los 8 j>con j =0,1,2,son los parametros desconocidos de cada modelo y
las X; con |l = 1,2, son las variables explicativas.

En los ejemplos anteriores, las relaciones entre los pardmetros del modelo y los
registros son de tipo lineal. De estos ejemplos también se puede ver que los modelos
lineales pueden describir tendencias no lineales. Es decir, la forma de la funcion
resultante no es lineal. Por ejemplo, un modelo lineal correspondiente a un polinomio
de orden 3 podria ser util para describir un fenémeno en el que la variable respuestay la
variable explicativa tienen una relacion no lineal (ctbica en este caso); sin embargo, la
relacion entre la variable respuesta y los pardmetros sigue siendo lineal. Como ejemplo
considere el siguiente modelo ajustado para explicar el consumo de alimento en cerdas
lactantes tomado de Martinez et al [8]:

o~

E[y] = 2.27 4 0.31x — 0.01x>

En donde E[y] es la media estimada de consumo y x es el tiempo en lactancia
expresado en dias x € [0,21]. El concepto de estimacion, no es importante por ahora,
mads adelante se presentan diferentes métodos de estimacion y se definen los registros
ajustados. La anterior ecuacion muestra una tendencia curvilinea segun la cual las
cerdas consumen alimento hasta alcanzar un pico después del cual el consumo decrece.

A continuacion, se presentan ejemplos de modelos estadisticos no lineales:
E[y] = BoxP
E[y] = Bo + Brx + expP2¥~Fs

E [y] — ﬁO expﬁlt_ﬁzz+ﬁ32t

Donde los 8 j»con j =0,1,2,3son los pardmetros desconocidos de cada modelo y
X, z y t son las variables explicativas. En cada caso se observa que la relacion entre la
esperanza de los registros y los pardmetros es de tipo no lineal.
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Los modelos estadisticos no estiman los datos observados de manera perfecta;
siempre existird una variacion de los registros alrededor de su valor esperado(variacién
conocida como error aleatorio). De acuerdo con Searle [9], esta diferencia se debe a
errores en la medicion de los registros y a deficiencias del modelo. Un ejemplo de
errores en la medicién se presenta cuando se toman pesos de animales, como por
ejemplo los bovinos. En estos casos, las basculas empleadas no registran el peso de
manera precisa. Asi, el peso real puede ser 200.2434 kg, pero el valor que se registrara
serd 200.2 kg. Un ejemplo de error en la especificacion del modelo seria ajustar
una funcion lineal para describir el crecimiento de un animal cuando en realidad el
fenémeno es de tipo curvilineo. En general, el error incluye factores que afectan la
caracteristica pero que no se tienen en cuenta en el modelo. Siguiendo la definicion
del error este se escribe asi:

e=y—E|[y]

Por lo tanto:
Ele] =E[y-ED] =E[y]-E[y] =0

Estos desvios de las observaciones de su esperanza son de naturaleza aleatoria. Se
asume que su varianza existe y se denomina varianza del error.

Por ahora nos enfocaremos en un modelo lineal con efectos fijos, los modelos
lineales mixtos serdn estudiados més adelante. Cada registro es modelado como una
funcion de p variables explicativas conocidas y un error de naturaleza aleatoria. Dicho
error se asume distribuido normalmente con esperanza nulay en el caso mas simple del
modelo lineal general se hace el supuesto de homocedasticidad, es decir, que los errores
de todos los registros tienen la misma varianza. Las variables explicativas se denotaran
como Xy, X, ..., X,. Si se tienen n registros, el i-ésimo puede escribirse como:

p
Vi=PBo+Bixint+... +Bpxipte=p+ Zl@jxij e
Jj=1

Donde x;; y §; con j = 1,2,---, p son respectivamente, el valor observado de la
variable X; para la i-ésima observacion y el parametro desconocido (efecto) asociado
a esta variable, el parametro 3, corresponde al intercepto, y e; es el error aleatorio
asociado al registro para el cual se asume:

e; ifisj\f(O,cyz)\?’i =1,2,---,n

Esto implica que:
ind

P
Y, ~ N 6O+Zﬁjxij’o.2
=1
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Si se consideran las n observaciones se tendra lo siguiente:

Y1 =B+ Brxi+ -+ Bpx1p t e
Y2 =Bo+Pixy + -+ BpXap t e

Yn=PBo+B1Xp + +Bpxnp tey

Téngase en cuenta que, en este sistema de ecuaciones lineales, los pardmetros son
incognitas. Este sistema se puede escribir explicitamente en lenguaje matricial asi:

p
»n 1 X1 X o Xyp Bo e ‘6°+Z£=1X11'ﬁj+el
af_ |1 X Xz e Xpp Bl le|= Bo+ 221 X218 + €2
Yn 1 an Xn2 an ﬁp €n ﬁo + Zlexn]ﬁ] + e,
La notacion general! de este modelo es:
y=XB+e

En donde y es un vector columna aleatorio de orden nx1 que contiene los registros,
B es un vector de orden (p + 1)x1, cuyas entradas son pardmetros desconocidos
correspondientes a los efectos fijos, e es un vector aleatorio de errores de orden nx1
y X es una matriz de orden nx(p + 1), que relaciona los registros con los elementos del
vector de pardmetros 8 la cual es conocida como la matriz de diserio.

3.2. Clasificacion de los modelos lineales

Existen varias maneras de clasificar los modelos lineales. Una de ellas es de acuerdo
con la naturaleza de los efectos incluidos, los cuales pueden ser fijos o aleatorios, dando

lugar a modelos de efectos fijos, efectos aleatorios y efectos mixtos. Otra, es segun la
naturaleza de las variables explicativas, las cuales pueden ser de tipo cuantitativo o
cualitativo. Una tercera forma de clasificar los modelos lineales, es segun el rango de
la matriz de disefio (ver seccion 8), en este caso, se tienen modelos de rango completo
y modelos de rango incompleto.

IEn el 4lgebra matricial, se suelen usar letras minusculas para denotar vectores y letras maytsculas para
denotar las matrices. Por otro lado, en la teoria de la probabilidad, se emplean letras mayusculas para
denotar variables aleatorias y letras mintsculas para denotar valores particulares de las mismas. Asi, al
denotar vectores aleatorios, se tiene la duda sobre el uso de letras mayusculas o minusculas. La eleccién
varia con el autor, en este caso, se seguirdn empleando letras mintsculas para denotar vectores, aun si
son aleatorios.
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3.2.1. Clasificacion de los modelos lineales de acuerdo a la
naturaleza de los efectos

En este caso, los modelos pueden ser de efectos fijos o simplemente fijos, cuando la
totalidad de los efectos contemplados son de tipo fijo, de efectos aleatorios o aleatorios
cuando los efectos en el modelo son en su totalidad de tipo aleatorio; finalmente,
tenemos modelos de efectos mixtos o simplemente mixtos, cuando se tienen tanto
efectos fijos como aleatorios. En este punto, es preciso definir efectos fijos y aleatorios
y discutir algunas de sus implicaciones.

Efectos fijos: cuando se tiene un modelo en el cual los efectos de los diferentes
factores estudiados son tratados como constantes desconocidas se dice que tales efectos
son fijos. Para variables cualitativas, un efecto se declara fijo cuando los niveles que se
tienen en el estudio son todos los posibles niveles de tal efecto o cuando la inferencia
se realizard solo para los niveles que se tienen en el estudio Littell et al [10]. Bajo el
enfoque frecuentista, cuando un efecto es fijo, no presenta componentes de varianza
asociados pues son constantes.

Efectos aleatorios: cuando los niveles de un factor en el modelo corresponden a
una muestra aleatoria que estéa representando una poblacion de niveles se dice que los
efectos de dicho factor son aleatorios. Es decir, los niveles que se tienen en el modelo son
una muestra aleatoria de una poblacion de niveles. En el caso de los efectos aleatorios,
estos tienen un componente de varianza asociado pues corresponden a una variable
aleatoria. El supuesto usual es que los efectos aleatorios siguen una distribucién normal
o Gaussiana con vector de medias nulo y matriz de covarianzas desconocida.

Cuando se va a plantear un modelo lineal, la decisidn sobre declarar un efecto fijo o
aleatorio no siempre es facil y puede ser objeto de discusion. Siempre se deben tener en
cuenta los objetivos de la investigacion y el uso que se daré a los resultados obtenidos
de la misma. Consideremos el siguiente ejemplo. Si en cierta investigacion se quiere
analizar el efecto de la semana del afio, en un afio particular, sobre una variable de
interés, la pregunta natural es si la semana del afio es un efecto fijo o aleatorio. Si se
tienen registros en todas las semanas del afio, el efecto de semana seria fijo puesto que
se tienen todos los posibles niveles de dicho factor. En adicién, no existiria necesidad de
extrapolar pues en este caso se tuvo informacion para todas las semanas del afio. De otro
lado, si se tiene informacion para un grupo particular de semanas como por ejemplo
las 24 primeras del afio y los investigadores so6lo estdn interesados en concluir para esa
ventana de tiempo, el efecto de la semana también seria fijo. En un tercer escenario,
si las semanas incluidas en el modelo son una muestra aleatoria de las 52 semanas del
afio y se desea concluir para la totalidad del afio, el efecto de semana seria aleatorio.
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Ahora bien, en ciertos casos, la naturaleza de la variable facilita la decisién acerca
de como modelarla. En genética cuantitativa, al analizar poblaciones multirraciales,
el efecto de la raza o grupo racial de un animal es tratado como fijo, puesto que las
conclusiones solo se realizardn para los grupos raciales considerados. De otro lado, los
efectos genéticos como; por ejemplo, los genéticos aditivos directos, son de naturaleza
aleatoria debido a que el genotipo de un animal estd compuesto por una muestra
aleatoria de la mitad de los genes de su padre y la mitad de los genes de su madre.
En la teoria de la genética cuantitativa el genotipo es una variable aleatoria y al ser el
valor genético una funcion del genotipo, este también es una variable aleatoria.

3.2.2. Clasificacion de los modelos lineales de acuerdo con la
naturaleza de las variables explicativas

Aqui interesa diferenciar los modelos lineales? en los cuales las variables
explicativas son de tipo continuo, aquellos con variables explicativas que son de
cualitativos (o clasificacion) y aquellos que incluyen los dos tipos de variables.

Modelos de regresion: estos modelos contemplan solamente variables explicativas
continuas. Como se estudié en la seccion 9, estas son variables que toman valores
en conjuntos de dimension infinita y no son numerables como por ejemplo la altura
a la cruz de un animal, el contenido de proteina de una dieta o el peso a una edad
determinada. Debe tenerse en cuenta que, en la practica, los modelos de regresién se
emplean cuando se tienen variables explicativas, medidas en una escala cuantitativa;
pero el término cuantitativo no implica continuidad, ya que variables como por ejemplo
los conteos son de tipo cuantitativo, pero no son variables continuas. Un ejemplo seria
estudiar el efecto del tamafio de camada en cuyes sobre el peso medio de los animales
al nacimiento; otros ejemplos serian el conteo de células somadticas en la leche de
bufalas y el nimero de huevos puestos por afio en un galpon. Estas variables tomarian
valores en los enteros positivos, que a su vez son un subconjunto de los nimeros reales.
Recordemos que, en este caso, las variables son discretas ya que toman valores en
un conjunto finito. En un modelo de regresion las variables explicativas son llamadas
regresores.

Modelos con variables explicativas de tipo cualitativo (ANOVA): en este caso, las
variables independientes son de clasificacion, es decir, son factores cuyos niveles
corresponden a categorias en las cuales se clasifican los registros o, en otras palabras,
en vez de tener observaciones de variables cuantitativas para cada registro, las
observaciones estin clasificadas en categorias definidas por niveles o combinaciones
de niveles de las variables explicativas. Un ejemplo seria el peso a los 24 meses de

2 Aunque la siguiente clasificacion aplica para modelos con efectos mixtos, la notacién se presenta para el
modelo lineal general.
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bovinos de carne en funcion del manejo discriminado en tres categorias: estabulacion
completa, semi-estabulacion y pastoreo. En este caso, la variable explicativa en su

forma de observacion original no puede tomar valores numéricos. Una pregunta
natural es ;como se construye la matriz de disefio en este caso, dado que las variables
independientes no toman valores numéricos?, lo que se hace, es llevar a cabo un
procedimiento conocido como regresion en variables ficticias (dummy en inglés). Lo
que se busca, es estimar los efectos de cada uno de esos niveles. Este proceso se detalla
maés adelante.

Modelos de andalisis de covarianza: en este caso, se consideran modelos en los cuales
se tienen tanto factores de clasificacion como variables continuas entre las variables
explicativas. Asi, estos modelos pueden verse como combinaciones de modelos de
regresion y de clasificacion.

3.2.3. Clasificacion segun el rango de la matriz de disefio

Cuando la matriz de disefio es de rango columna completo, se dice que el modelo es
de rango completo, mientras que cuando no lo es, el modelo es denominado de rango
incompleto.

Normalmente, los modelos de regresién son asociados con los modelos de rango
completo debido a que en la gran mayoria de casos lo son. Sin embargo, hay situaciones
en las que existen restricciones sobre las variables explicativas que hacen que se tenga
un modelo de regresion con dependencias lineales entre las columnas de la matriz de
disefio. Este fendmeno se presenta en modelos de evaluacidn genética multirracial, en
los cuales es frecuente la dependencia lineal de las columnas de las matrices de disefio
de efectos genéticos fijos [11].

Veamos el EJEMPLO 3.2.3, relacionado con vacunos de carne. Se quiere expresar
el area de ojo del lomo en funcién de la composicidn racial. Se tienen cuatro razas
y la variable explicativa es la fraccion esperada de cada raza en el individuo. En este
caso se tiene un modelo de regresion. En adicion, se tiene la variable heterocigosidad,
la cual hace referencia a la probabilidad de alelos de diferentes razas en un locus
tomado al azar. La TABLA NRO. 3.1 muestra los animales, sus composiciones raciales y
la heterocigosidad.

Asi, la matriz de disefio (X) tendra seis columnas (una para el intercepto, una para
porcentaje de heterocigosidad y cuatro para las razas).

El orden de las columnas es: Intercepto, heterocigosis, Raza A, Raza B, Raza Cy
Raza D. En las filas, se encuentran representados los animales en el mismo orden que
aparecen en la TABLA NRO. 3.1. Asi, se tiene la siguiente matriz de disefio:
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TABLA 3.1: Informacion de animales puros y cruzados

Animal Grupo genético Heterocigosidad Raza_A Raza_ B Raza_ C Raza D

1 A 0 1 0 0 0
2 AB 1 0.5 0.5 0 0
3 AB 1 0.5 0.5 0 0
4 AC 1 0.5 0 0.5 0
5 AD 1 0.5 0 0 0.5
6 AD 1 0.5 0 0 0.5
7 AD 1 0.5 0 0 0.5
8 A 0 1 0 0 0
9 A 0 1 0 0 0

Nota: la tabla contiene informacién de animales puros y cruzados de las razas A,
B, C y D con la heterocigosidad y las proporciones raciales.
Fuente: elaboracion propia (2024).

10 1 0 0 0
110505 0 0
110505 0 0
1105 0 05 0

X=[1105 0 0 05
1105 0 0 05
1105 0 0 05
101 0 0 0
10 1 0 0 o0

Notese que la suma de las columnas 3, 4, 5y 6 es igual a la columna 1, es decir,
la columna asociada al intercepto. Por lo tanto, la matriz X no es de rango columna
completo. Otra dependencia lineal que se tiene en dicha matriz es la siguiente: 2(X 4 +
Xs+ Xe) = X, siendo X con j = 1,2,.,6 la j-ésima columna de la matriz X.
La restriccion que se tiene aqui es que la suma de las composiciones raciales es 1;
por lo tanto, el modelo se puede parametrizar en términos de tres razas ya que la
composicion de la cuarta es uno menos la suma de las fracciones de las otras tres,
esto aliviaria los problemas de dependencia lineal, pero el ejemplo ilustra que el mero
hecho de tener variables cuantitativas no garantiza que la matriz disefio sea de rango
columna completo. Ademds, como se verd mds adelante en el EJEMPLO 3.4.2, hay
parametrizaciones de interés que requieren que se mantengan todas las razas.

Por otro lado, también es posible tener modelos con variables explicativas de tipo
cualitativo en el que la matriz disefio es de rango columna completo, un ejemplo
es el denominado modelo anova a una via bajo la parametrizacién conocida como
modelo de medias de celda. Asi, el hecho de que un modelo lineal tenga variables
explicativas de tipo cualitativo no necesariamente implica que se tiene un modelo de
rango incompleto.

40



Carlos Alberto Martinez Nifio

3.3. Modelo lineal cuando se tienen variables explicativas de tipo
cualitativo

Considérese el caso de un solo factor con m niveles. Asi, para el registro i del nivel j
denotado como yijeoni=12,...,n;yj=12,....m siendo n; el naumero de registros
en el nivel j, el modelo es:

Yij = Bo + Bixin + BoXip + -+ BmXim + €

Donde §; con j = 1,2,...,m es el efecto del j-ésimo nivel del factor y 8, es un
término comun a todas las observaciones, conocido como el intercepto. Se tiene que:

m
2. n=n
j=1
Cuando n; = n, = --- = n,,, el modelo se dice balanceado. Teniendo en cuenta

que cada observacidn pertenecerd a un nivel de cada factor, para el i-ésimo registro, la
variable explicativa x;; valdra uno si ese registro pertenece al nivel k' y cero en otro caso.
Las variables x; j Se conocen como variables ficticias. En este caso, la forma matricial
del modelo es:

oy |11 - 0] [ e11 |
Y2 11 - 0 e
yn |11 o[ B [ e
: A | N B
Yim 10 - 1 ‘3 €1m
Yom 10 - 1 " €m
_ynmm_ _1 o - 1_ _enmm_

Asi, existirdn dos unos en cada fila de la matriz de disefio, uno para el intercepto y
otro para el nivel al cual pertenece la observacién. El numero de parametros es m + 1.

El procedimiento es el mismo para el caso general, en el cual se tienen ¢ factores,
cadaunoconm j niveles (j = 1,2,...,t);en cada uno de los cuales se tienen ny, j registros
conk = 1,2,...,m i En este caso, si no se consideran interacciones y se ajusta un
intercepto, en cada fila habran ¢ + 1 unos, uno asociado con el intercepto y uno por
cada factor (pues cada registro pertenece a un tnico nivel de cada factor). El numero

de pardmetros sera:

t
1+ij
i=1

Notese que, en el caso de un solo factor presentado previamente, la columna del
intercepto es la suma de las demds columnas, esto es, existe una columna que es
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combinacidn lineal de las demads, lo cual implica que se tiene un conjunto linealmente
dependiente y por lo tanto, la matriz de disefio no es de rango completo. En el
caso general, la suma de las columnas de los niveles de cada factor serd igual a la
columna del intercepto. Ademds, cuando hay desbalanceo y celdas vacias, pueden
existir dependencias lineales entre columnas de diferentes factores.

3.4. Modelo lineal general

En la seccién 3.1 se definié como:

y=Xp+e

Para simplificar la notacion, en adelante la dimensién del vector 8 serd p. Asi, en
la anterior expresion, y es un vector columna aleatorio de orden nx1 que contiene los
registros, con valor esperado E [y] = Xf; B es un vector de orden px1 en el que sus
entradas son parametros desconocidos correspondientes a efectos fijos, e es un vector
aleatorio de errores de orden nx1 y X es la matriz de disefio de dimensién nxp. Este
vector se define como el desvio de los registros de su valor esperado y es de naturaleza
aleatoria. Por lo tanto, e = y —XJ, por consiguiente E [e] = E [y — XB] = Xf—-Xf = 0.

Denotamos por V' la matriz de covarianzas del vector de registros y por R la del
vector de errores, entonces: e ~ (0, R).

Por lo tanto:
Var|y|=V =Var[XB +e]
=Var[XB] + Var[e] + 2« Cov [XB,eT]
=0+R+2%0
=R
Cov[y,e"] = Cov[XB +e,e"]| = Cov[XB,e"] + Cov e, e]
=0+ Var|e|
=R

En el procedimiento anterior los ceros son matrices nulas de dimensién nxn.

Asi, y ~ (Xf,R). Cabe anotar que hasta el momento no se estd asumiendo una
distribucion particular, la notacion empleada muestra que los registros son una variable
aleatoria con vector de medias X y matriz de covarianzas V' = R. En el modelo
lineal se asume una distribucién normal multivariada del vector de errores, esto es,
e ~ NMV(0,R). Entonces, y ~ NMV(XS,R). El valor de la covarianza sigue siendo
el mismo, asi que se puede escribir:

Xp
0

R R
R R

b

[ﬂ~NMv
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Bajo el supuesto de errores homocedésticos e independientes R = %I, donde o2 es
la varianza del error, e I es la matriz de identidad. En este caso:

XB 2 In In
]’“ I I

y
2] oo
3.4.1. Estimacion de parametros de localizacion

En el modelo lineal general tenemos dos grupos de pardmetros desconocidos,
aquellos asociados a 1a matriz de covarianza V' y aquellos asociados al vector de medias
Xp, bajo el supuesto de errores homocedasticos y no correlacionados, es decir, V =
02I; el tinico pardmetro asociado a V' es o2, en tanto que para el vector de medias
el pardmetro correspondiente es 8. En este caso, se dice que o2 es un pardmetro de
dispersion, mientras que 8 es un parametro de localizacion.

Estimacion por minimos cuadrados: se quiere minimizar la suma de cuadrados de
las desviaciones de los registros respecto a su valor esperado. Asi, la idea detras del
método de minimos cuadrados es simple: encontrar el estimador de 8 que haga que la
suma de cuadrados de los desvios de los valores observados respecto a los esperados (S)
sea minima. En primer lugar, se presenta el método de minimos cuadrados ordinarios
(MCO).

Minimos cuadrados ordinarios: bajo los minimos cuadrados ordinarios, la funcion
S esta definida como:

S=ele=-XP'-Xxp)=y"y - y"'Xp - B'X"y - pTX"Xp

Notese que y7 X8 es un escalar y por lo tanto, este es igual a su transpuesta, es decir:
yIXp = TxB)T = BTXTy, de aqui se sigue que:
S=yly—28"Xx"y - gTX"Xp

Ahora, empleando diferenciacion matricial, se deriva la expresion anterior respecto
al vector de parametros 3 y se obtiene:

a_S_i T+, _ ~>ATvTy, _ AT T
aﬁ—aﬁ(yy 287Xy - B X XP)
_ i T~T _i Ty T
—266(6 X'y) aﬁ(ﬁ X' XPB)
=2XTy —2XTX3

Esta expresion se iguala a cero para obtener el valor critico de (3, el cual corresponde
aun minimo ya que se puede probar que la funcion S es convexa o concava hacia arriba.

2XTy —2XTXB = 0= XTXB = XTy
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El anterior conjunto de ecuaciones se conoce como las ecuaciones normales. En este
punto, es importante hacer una diferenciacién entre los modelos de rango completo y
los de rango incompleto.

Téngase en cuenta que r(X) = r(X'X), donde r(-) representa el rango de una
matriz. Por lo tanto, si el modelo es de rango completo, X TX es de rango completo
y en consecuencia es no singular. En este caso, la solucion de las ecuaciones normales
es Unica y se obtiene asi:

XTX)(XTX)B = (XTX)'1xTy

= B =XTXx)"1xTy

A esta solucion unica se le conoce como estimador de minimos cuadrados
ordinarios (EMCO). De otro lado, en el modelo de rango incompleto, la teoria de
matrices establece que el sistema serd consistente (soluble) si y solo si:

r(XTx : XTy) = r(XTX)

Efectivamente, este sistema de ecuaciones es soluble porque:

a) Al aumentar el nimero de columnas de una matriz el rango no puede disminuir,
este se mantendr4 o aumentars, de aqui: r(X7X : XTy) > r(XTX)

b rXTX : XTy) =r(XT(X : y)) < r(X") = r(XTX).

De a) y b) se sigue la igualdad y por ende, el sistema es consistente. Ahora bien,
dado que este sistema es consistente y la matriz de coeficientes no es de rango completo,
existen infinitas soluciones. Haciendo uso de otro teorema de la teoria de matrices, se
puede encontrar una expresion para una solucion particular. El sistema de ecuaciones
normales seré consistente, si y solo si:

XTX)XTX)"XTy =XTy

En donde (X7X)~ es una inversa generalizada de (X”X) De aqui, una solucién
particular, es:
B =X"X)"X"y

Notese que para el modelo de rango completo, el estimador del vector de pardmetros
se denota como B\ , mientras para el caso del modelo de rango incompleto, una solucién
de las ecuaciones normales se denota como B°. Esta diferenciacién se hace para
recordar que en el primer caso la solucion es unica, mientras en el segundo, existen
infinitas soluciones (una por cada inversa generalizada que se elija). Como se estudiara
mas adelante, en el caso del modelo de rango incompleto, existe el concepto de
funciones estimables, las cuales son invariantes a la eleccion de la inversa generalizada
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de XTX. Ahora bien, debe tenerse en cuenta que, en la derivacion de los estimadores
de minimos cuadrados, no se hizo ningun supuesto de distribucidn sobre los errores.

Debido a la existencia de infinitas soluciones cuando el modelo no es de rango
completo, una pregunta natural es si cualquier solucién de las ecuaciones normales
minimiza la suma de cuadrados (S), la respuesta a esta pregunta se encuentra en un
teorema de la teoria de modelos lineales que establece que, cualquier solucion de las
ecuaciones normales, minimiza la suma de cuadrados S.

Minimos cuadrados generalizados (MCG): para derivar los estimadores de minimos
cuadrados generalizados (EMCG), se tiene en cuenta una estructura mas general
de la matriz de covarianzas de e denotada como Var[e] = R, la matriz R es una
matriz de dimension nxn conocida y definida positiva. La estructura de R dependera
de la situacion que se esté analizando. Un ejemplo es cuando se modelan errores
correlacionados. Notese, que los MCO corresponden al caso particular en el cual R =
o?I.

En este caso, se debe minimizar la siguiente funcién [9]:
v -XB)'R My -Xp)
Expandiendo esta expresion:
O =XB'R'(y-XB) =y Ry —y"R'XB - pTX"R'y + BTXTRTIXP
Como en el caso de los MCO: yTR™1XB = BTXTR™ 1y, asi:

0 =-XB'Ry -Xp) =y Ry —26"X"R7'y + BTX"R'X

Diferenciando respecto a 3:

% [0 - XBTRT(y - XB)] = —2XTR1y + 2X TR X

Igualando a cero y escribiendo la ecuacidn resultante en términos de B\ , se tiene:
—2XTR 1y + 2XTR1XB =0
= X"R7IXB = X"R "y
Estas son las ecuaciones normales de los MCG.

Para el caso del modelo de rango completo:

EMCG(B) = Byce = XTRTIX)IXTR 1y
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Anélogo al caso de los MCO, para el modelo de rango incompleto, una solucion
particular del sistema de ecuaciones normales es:

EMCG(B) = BY0q = XTRTIX)"XTR™y

Madxima verosimilitud: en los métodos presentados hasta ahora no se han hecho
supuestos de distribucion del vector e. Bajo el método de méxima verosimilitud, se
debe realizar un supuesto sobre la distribucién de dicho vector para poder escribir
matematicamente la funcion de verosimilitud; el supuesto usual es asumir normalidad.
La funcién de verosimilitud tiene la misma forma de la funcién de densidad conjunta
de las observaciones, dados los pardmetros; la diferencia radica en la forma de ver estas
funciones. En probabilidad, la densidad conjunta es vista como una funcion de las
variables aleatorias Y;,Y),...,Y,, pues, se asume, que los pardmetros son conocidos,
mientras que, en estadistica, la funcion de verosimilitud es vista como una funcién de
los parametros, pues lo que se tiene en problemas de la vida real son realizaciones de las
variables Y1,Y,,..., Y, (los registros) y se desconocen los pardmetros. Si se consideran
el vector de pardmetros 6, el vector de registros y la densidad de y dado 6, se denota
como f(y | 6), mientras que la funcién de verosimilitud se denota como L(6 | y), asi:

L@ |y)=rf16)

Nota: se emplea la notacién 6 para el vector de parametros porque este contiene
ademas del vector 8 los componentes de varianza. En lo que sigue, se detalla el método
para la estimacion del vector 8 bajo normalidad multivariada de e.

Si los registros son independientes, esta funciéon se puede construir como el
producto de las densidades marginales de los mismos. Una vez se tiene esta funcion, se
procede a maximizarla en términos de los pardmetros, de alli el nombre del método.
Esta idea se debe a Sir Ronald A Fisher. En adelante, se denotard la funcién de
verosimilitud como L.

Bajo normalidad, se tiene que y ~ NMV(Xp,V)y la funcion de verosimilitud se

escribe asi:
1

L=0 " |V 17 exp[ 20 - XV - xB)]|

Donde n es el numero de registros. Maximizar esta ecuacion es equivalente a
maximizar su logaritmo natural, pero el proceso de diferenciaciéon matricial y de
resolver las ecuaciones resultantes de igualar la primera derivada a cero en términos de
B, es mas simple. Usando el logaritmo natural de la funcién se elimina el exponencial
haciendo el proceso de maximizacién mas sencillo.

In(L) = %1(" In@2m) +In(| V D+ @ = XB)' V7 (y - XB))

Ahora, aplicando la diferenciacion matricial:

dIn(L) _ 8 [, aro1
2 3 _6,8[ v =Xp)TVv1(y-Xp)]
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— ;_g [yTv—ly _ yTV_lXﬁ _ ﬁTXTV_ly + ﬁTXTV_lXﬁ]

d _ d _
= 2£(YTV 'XB) - %(.3TXTV XB)

=2xTy-ly —2xTy-1x33

Igualando esta derivada a cero:

din(L)
B

= XTVIXg =XxTv"ly

0

Como V = R, este es el mismo set de ecuaciones obtenido con el método de
los minimos cuadrados generalizados. Por lo tanto, bajo normalidad, el estimador de
maxima verosimilitud (EMV) es equivalente al EMCG.

Asi:
Buy = XTVIX)"1xTv1y

Es el EMV para el caso de modelos de rango completo, en tanto que

By = XTVIX)"XTy-1y

Es una solucién particular al sistema de ecuaciones para modelos de rango
incompleto.

Mejor estimacion lineal insesgada (MELI): Cuando se quiere estimar una
combinacién lineal de los pardmetros k” 8, donde k es un vector de dimensién px1 que
contiene los coeficientes de la combinacion, es deseable que el estimador sea insesgado
y tenga minima varianza (mejor). Si el estimador tiene una forma lineal, es decir, es una
combinacién lineal de los registros (t”y), tenemos el denominado Mejor Estimador
Lineal Insesgado (MELI o BLUE por sus siglas en inglés).

En primer lugar, si se desea que el estimador sea insesgado, se debe satisfacer lo
siguiente:

E[tTy] = k"B
= tTE[y| = kTB
> t'XB=k"B

Si se quiere que la anterior condicién se tenga para todo 8, entonces:

X =kT otTX-kT =0
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Siendo esta la condicién de insesgamiento. Ahora, para que el estimador sea
“mejor”, es decir, tenga minima varianza en la clase de los estimadores lineales, se debe
minimizar:

Var|tTy] =TVt

Sujeto a la restriccion: t'X = k”. Para ello, se emplea una técnica conocida como
multiplicadores de Lagrange (los siguientes cdlculos pueden ser omitidos por el lector
que no esté interesado en este tipo de detalles). Si se denota por 2§ el vector de
multiplicadores de Lagrange, la funcién que se debe minimizar es:

l=tTve—28T(XTt — k)

Esta expresion se minimiza respecto a t obteniéndose:

ﬂ=2Vt—2X5

ot
ﬂ=O<1)2Vt—2X5=O
ot

S Vt=X6

En este punto, es donde puede verse la conveniencia de elegir el vector de
multiplicadores de Lagrange como 28, pues el escalar 2 se cancela en los dos lados
de la ecuacion resultante de derivar respecto a t. Ahora bien, como V es no singular, se
puede escribir la tltima expresiéon como sigue:

t=V71X6
Si la ecuacion | = tTVt — 26T(XTt — k) se deriva respecto a &, se corrobora

que efectivamente se cumple la condiciéon de insesgamiento al igualar la ecuacion
resultante a cero, pues:

ol

— = —2XTt+2k

35 +

al .
astTx =kT

Reemplazando tT = §7XTV ! en esta igualdad se tiene:

kT =tTx = §TxTy-1x

Este es un sistema lineal de ecuaciones, si el modelo es de rango completo la
solucion tiene la forma:
5T — kT(XTV_lX)_l
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Con este valor de 87, se obtiene la siguiente expresion para ¢

tT — kT(XTV_lX)_lXTV_l

Por lo tanto, el MELI de kT 3 es:

K'(xTv-1x)-1xTv-1y

En este caso la solucién para 67 es unica. Antes de discutir el caso del modelo de
rango incompleto, donde esta solucién no es Unica, se presentan algunas propiedades
del MELI.

a) El MELI garantiza que, en la clase de los estimadores lineales, este tiene la menor
varianza. A continuacion, se calcula dicha varianza:

Var [MELI(K"B)| = Var [kT(XTVv1X)"1XTy—1y]
=kIXTVv- 1)1 XTv-lvv-Ix(xTv-1x)"1k
= KT XTVv1X) I XTvIx(xTv—1Xx) 1k
=kTXTVv-1x)"1k

b) El MELI es tinico

c) Finalmente, si se tiene otra combinacién lineal de interés, c” B,lacovarianza entre
los MELI de kT By ¢T3 sera:

Cov [MELI(KT ), MELI(c" 8)"]

= kTXTV1X)1XTv=1Cov [y, yT | VIX(XTV-1X) "¢
=kTXTv-1x)" 1 XTv-lvv-Ix(XTv-1X)"lc
= k' (XTv1X) e

Ahora bien, si se quiere estimar un conjunto de combinaciones lineales de los
parametros, lo Unico que se debe hacer es reemplazar el vector kT por una matriz
KT, cuyas filas contienen los coeficientes de cada una de las combinaciones lineales
de interés. Ademads, no se define un vector de multiplicadores de Lagrange, sino una
matriz de multiplicadores de Lagrange. Tras seguir un proceso similar al presentado
antes, se obtiene:

MELI(KTB) = KT(XTv-1x)"1xTy-1ly

Var[MELI(KTB)] = KT(XTV-1Xx)~1K

Un caso de interés es cuando se quiere estimar 3, esto es, K = I, entonces, el MELI
de S es:
MELI(B) = (XTv-1x)"1xTy -1y
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Entonces, cuando el modelo es de rango completo, el MELI de 3 es igual el EMCG,
y bajo normalidad, es también igual al EMV. Si se asumen errores no correlacionados
y homecedasticos:

MELI(B) = EMV(B8) = EMCG(B) = EMCO(f)

Por lo tanto, estos estimadores comparten sus propiedades.

Cuando el modelo no es de rango completo, se tienen infinitas soluciones para
tT. En caso tal, se tiene interés en saber si existen funciones k’f cuyo estimador
permanezca invariante a la escogencia de la inversa generalizada de X7V ~1X. Dicho
problema nos lleva a la siguiente seccion, en la cual se estudiaran este tipo de funciones
y al final de la cual se establece el MELI de las mismas mediante el teorema de
Gauss-Markov.

3.4.2. Funciones estimables

En muchos estudios no se tiene interés en los parametros de localizacién sino
en funciones lineales (combinaciones lineales) de los mismos. Un ejemplo seria las
diferencias entre pares medias. De otro lado, en el caso de los modelos de rango
incompleto, existen infinitas soluciones a las ecuaciones normales y cualquiera de ellas
minimiza la suma de cuadrados S.

Lo que hace variar la solucion es la eleccion de la inversa generalizada de la
matriz de coeficientes de las ecuaciones normales. En este caso, el interés se centra en
determinar si existen combinaciones lineales de los pardmetros que sean invariantes
a la eleccion de la inversa generalizada, es decir, que sin importar que inversa
generalizada se use, su valor estimado es siempre el mismo. La pregunta que surge
es: (Qué tipo de funciones lineales de los pardmetros satisfacen esta propiedad?. La
respuesta es que efectivamente existe este grupo de funciones; estas se definen a
continuacion.

Definicion: un conjunto de funciones lineales de los pardmetros de localizaciéon
de un modelo lineal se dice estimable si estas son iguales a funciones lineales
de la esperanza del vector de registros [9, 12]. La anterior definicién se escribe
matricialmente como:

KT8 =TTE[y] = TTXB

Se requiere que la anterior condicidn se cumpla para todo 3, lo cual implica que:

KT =1Tx

No se exige la unicidad de TT solamente su existencia. Como puede verse, se tiene
la misma condicion de insesgamiento del MELI. Ahora bien, no siempre serd sencillo
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verificar si existe una matriz T que satisfaga esta condicion. En Searle [9] y Henderson
[3] se pueden consultar algunos métodos para chequear estimabilidad. No obstante,
el siguiente teorema resulta util para examinar la estimabilidad si se dispone de una
inversa generalizada de la matriz X7 X. La demostracién del teorema se omite.

Teorema 3.1. En el modelo lineal y = Xf + e con E[y]| = XB,Var|e] = oI,
un conjunto de funciones lineales de los pardmetros contenidos en la matriz K' son
estimables, si y solo si, KT'(XTX)"XTX = KT. En dénde (X'X)~ es una inversa
generalizada de la matriz XTX.

Este teorema brinda una estrategia para comprobar estimabilidad y fue empleada
por Martinez et al [8] al estimar efectos aditivos de raza y de heterosis en un grupo de
bovinos cruzados. Esta aplicacion se describe en mas detalle en el EJEMPLO 3.4.2.

Propiedades de las funciones estimables: ahora se presentan ciertas caracteristicas de
las funciones estimables que las hacen atractivas.

a) El valor esperado de las observaciones es estimable.
b) Combinaciones lineales de funciones estimables son estimables.

c¢) Invarianza a la solucién de las ecuaciones normales. Esta es una importante y
atractiva propiedad de las funciones estimables. Como se discutia en la derivacion del
MELLI, este es Uinico para el caso de modelos de rango completo, pero existe la necesidad
de establecer si existen funciones lineales de los pardmetros que permanezcan
invariantes a la escogencia de la inversa generalizada de X7 X. Las funciones estimables
satisfacen tal condicion, hecho que las hace atractivas, pues sin importar que inversa
generalizada se elija para resolver las ecuaciones normales, si KT es estimable
entonces K7 3° siempre tendra el mismo valor.

d) Cuando el modelo es de rango completo, cualquier combinacion lineal de los
pardmetros es estimable.

e) Combinaciones lineales de X8 y de X7 X son estimables.
f) Funciones lineales de E [3°] son estimables.

g) El nimero méaximo de funciones estimables linealmente independientes es igual
al rango de la matriz de disefio.

Los anteriores resultados se presentaron para el modelo lineal general con errores
homocedasticos. Para el caso del modelo lineal con una estructura de covarianzas del
error més general: Var [e] = R, con R simétrica y definida positiva, se tiene que K73
serd estimable, si y solo si:

KT(XTR1X)"XTR™1X = KT
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A continuacion, se presenta un teorema de importancia en la teoria de modelos
lineales, que establece como calcular el MELI de funciones estimables.

Teorema 3.2. Gauss-Markov: para el modelo lineal y = X + e con momentos:
Ely] = XB; Var[y] = Var[e] = 02, el mejor estimador lineal insesgado (MELI) de
una funcién paramétrica estimable k8 es kT 3°, donde 3° es cualquier solucién de las
ecuaciones normales: X7 X% = xTy.

Ahora veamos el EJEMPLO 3.4.2 de una poblacién multirracial, donde se muestra
una aplicaciéon del concepto de estimabilidad en modelos lineales en genética
cuantitativa. Se basa en la estructura de una poblacién bovina multirracial estudiada en
Martinez et al [8]. Se tenia interés en explorar la estimabilidad de los efectos de grupo
racial definida como desvios de la solucion de cada raza con respecto a la solucion de
una raza o grupo racial de referencia. En la poblacién estudiada se tenian animales
F1y Brahman gris puros, producto del apareamiento de toros de 9 razas con hembras
Brahman gris. La importancia de una estimacién de los efectos de grupo racial radica
en que estos se emplean en el computo de los valores genéticos de cada individuo y en
adicién son utiles para la comparacion de razas en términos de su desempefio medio,
el capitulo 6.2 versa sobre evaluacion genética multirracial.

En las poblaciones multirraciales son muy comunes los problemas de dependencia
lineal [11]; por esta razon, se debe explorar la estimabilidad de efectos genéticos fijos
cuando se realizan andlisis que involucren los efectos genéticos aditivos de grupo racial
y los efectos de heterosis, que por lo general se consideran efectos fijos. El efecto de
heterosis suele estimarse empleando el porcentaje de heterocigosis de los individuos
como variables de regresion. Este porcentaje no es mas que la probabilidad de que un
individuo tenga alelos de diferentes razas en un locus tomado al azar y es una funcién
lineal de la composicion racial esperada del animal.

En este ejemplo, se va a verificar la estimabilidad de funciones paramétricas, las
cuales no son mas que combinaciones lineales del vector de soluciones de efectos
genéticos de grupo racial y heterosis. Para ello, se presenta un ejemplo con pocos datos
en el cual solo se consideran efectos genéticos fijos. Las razas de los toros fueron:
Brahman gris, Brahman rojo, Guzerat, Blanco Orejinegro, Braunvieh, Limousin,
Normando, Romosinuano y Simmental. La estructura de estos datos presenta un
interesante problema de estimabilidad; este se focaliza en la manera de definir los
efectos genéticos fijos.

En el estudio de Martinez et al [8] se indica la estimabilidad de los efectos de
heterosis y genéticos aditivos directos de raza, bajo diferentes definiciones de grupo
racial y del porcentaje de heterocigosis empleando un modelo animal para un solo
caracter que incluyd los valores genéticos aditivos como efectos aleatorios, los efectos
aditivos de grupo racial y de heterosis como efectos genéticos fijos y otros efectos fijos
de tipo ambiental. De acuerdo con sus resultados, las razas Brahman gris y rojo debian
tratarse como un solo grupo denominado Brahman y en este caso, los desvios de los
promedios de las demds razas respecto al grupo Brahman eran estimables junto con
la heterosis individual; por lo tanto, esta serd la definicién de grupos raciales que se
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usard en el EJEMPLO 3.4.2. Sin embargo, por cuestiones de espacio, solo se considera
un animal de cada raza, esto es, 9 animales (TABLA NRO. 3.2)

TABLA 3.2: Informacion de animales puros y cruzados de 8 razas

Raza Int H Bra Guz BIO Brv Lim Nor Rom Sim
Bra 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Bra 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
Guz 1 1 05 05 0 0 0 0 0 0
BIO 1 1 0.5 0 0.5 0 0 0 0 0
Brv 1 1 0.5 0 0 0.5 0 0 0 0
Lim 1 1 0.5 0 0 0 0.5 0 0 0
Nor 1 1 0.5 0 0 0 0 0.5 0 0

Rom 1 1 0.5 0 0 0 0 0 0.5 0
Sim 1 1 0.5 0 0 0 0 0 0 0.5

Nota: Int=intercepto, H=Heterocigosis, Bra=Brahman, Guz=Guzerat,

BlO=Blanco Orejinegro,

Rom=Romosinuano y Sim=Simmental.
Fuente: elaboracion propia (2024).

Brv=Braunvieh Lim=Limousin, Nor=Normando,

La matriz de disefio tiene diez columnas (una para el intercepto, una para
heterocigosis y ocho para los grupos raciales) y nueve filas. El orden de las columnas
es: intercepto, heterocigosis, y fracciones raciales de Brahman, Guzerat, Blanco
Orejinegro, Braunvieh, Limousin, Normando, Romosinuano y Simmental. En las
filas, se encuentran representados animales de cada una de las razas en el siguiente
orden: Brahman gris, Brahman rojo, Guzerat, Blanco Orejinegro, Braunvieh, Limousin,

Normando, Romosinuano, Simmental.

Empleando dicha informacion, se tiene la siguiente matriz de disefio:
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_ o e e e e e e O

1
1
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5

0
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0 0
0 0
05 0O
0 05
0 0
0 0
0 0
0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
05 O 0
0O 05 O
0 0 05
0 0 0

O O OO OO oo

©
U

En esta matriz existe colinealidad ya que la suma de las columnas 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
y 10 es igual a la columna uno, es decir la columna asociada al intercepto y por ende,
la matriz X no es de rango completo; esto implica que la matriz X7 X es singular, pues
debe recordarse que: r [X| = r[XTX]. Aqui la matriz tiene 9 filas y 10 columnas, lo
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que implica automdaticamente que no es de rango completo, pero cabe aclarar que este
grado de dependencia lineal se mantendrd para un tamafo de muestra arbitrario. El

modelo que se ajusta es aquel con errores homocedésticos. La matriz X! X es:

9 8 55 05 05 05 05 05 05 05
8 § 45 05 05 05 05 05 05 05
55 45 375 025 025 025 025 025 025 0.25
0.5 0.5 0.25 0.25 0 0 0 0 0 0
xTxX = 05 05 025 0 0.25 0 0 0 0 0
05 05 025 O 0 0.25 0 0 0 0
05 05 025 O 0 0 025 O 0 0
05 05 025 O 0 0 0 025 O 0
05 05 025 O 0 0 0 0 0.25 0
05 05 025 O 0 0 0 0 0 0.25
La inversa generalizada que se empleard es la de Moore-Penrose:

356 =244 =267 0.89 0.89 0.89 0.89 0.89
—2.44 2 144 -0.56 -0.56 —-0.56 —0.56 —0.56
—2.67 1.44 278 -0.78 -0.78 -—-0.78 -—-0.78 -0.78

089 -0.56 -0.78 3.67 -0.33 -0.33 -0.33 -0.33

XTX)~ = 089 -0.56 -0.78 -0.33 3.67 -0.33 -0.33 -0.33

089 -0.56 -0.78 -0.33 -0.33 3.67 -—-0.33 -0.33

089 -0.56 -0.78 -0.33 -0.33 -0.33 3.67 —-0.33

089 -0.56 -0.78 -0.33 -0.33 -0.33 -0.33 3.67

089 -0.56 -0.78 -0.33 -0.33 -0.33 -0.33 -0.33

089 -0.56 -0.78 -0.33 -0.33 -0.33 -0.33 -0.33

Se debe tener en cuenta el error de redondeo cuando se realizan los computos, ya
que los programas de andlisis estadistico no empelan fraccionarios, sino decimales. Por

cuestion de espacio, los nimeros se aproximaron a dos cifras decimales.

Se chequeara la estimabilidad de un conjunto de 8 funciones lineales paramétricas:
Heterosis, y los desvios de cada una de las razas respecto al grupo Brahman. Los

coeficientes de estas combinaciones lineales se incluyen en la matriz K7 asi:

S O O OO O OO
SO O OO OO

0

1
1
1
1
1
1
1

SO OO OO H+~O

O O O OO~ OO

OO OO~ OOO

0

OO O~ O OO

SO~ OO O OO
SO =R OO O O OO

—_ O O O O O OO

0.89
—0.56
—0.78
—0.33
—0.33
—0.33
—0.33
—0.33

3.67
—0.33

0.89
—0.56
—0.78
—0.33
—0.33
—0.33
—0.33
—0.33
—0.33

3.67
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La primera columna de ceros en K! muestra que las funciones de interés no
incluyen el intercepto, sin embargo, esta debe incluirse para que la matriz K' sea
conformable para el producto con la matriz (X7 X)~.

Ahora, de acuerdo con el Teorema 3.1, se computa el siguiente producto para
verificar la estimabilidad de este conjunto de funciones:

01 0 000O0O0O0 O
00 -1100000 0
00 -1010000 0

T rwTon OO =1 00 1.0 0 0 0f

KX XX=10 6 -1 000100 of~%
00 -10000T1T00
00 -10000T0T10
00 -10000T00 1

Por lo tanto, el conjunto de funciones lineales de los pardmetros contenidas en KT
es estimable. Esto nos dice que bajo la estructura racial de este grupo de animales, los
coeficientes asociados a los efectos de cada raza no son estimables, pero los desvios de
estos coeficientes con respecto al grupo Brahman (que incluye al Brahman gris y al
rojo) son estimables junto con la heterosis individual.

3.4.3. Distribucion de los estimadores de los parametros de
localizacion

Ahora se discutirdn las propiedades de distribucion de los estimadores de los
pardmetros de localizacién del modelo lineal general, bajo el supuesto de normalidad
multivariada de los errores. Como se estudio previamente, asumiendo e ~ N M V(0, R)
se tiene que y ~ NMV(XB,R)y Cov [y,el] = R.

Ahora bien, si se conoce o2, cualquier solucién de las ecuaciones normales 3° sigue
una distribucién normal puesto que 8° es una combinacién lineal de los registros, lo
cual implica que también sigue una distribuciéon normal con media y varianza:

E[°] =E[X™X)XTy] = XTX)"XTXpB = HB

Var[B°] = Var [XTX)"XTy]| = c2(XTX)~XTX(XTX)")T

Donde H = (XTX)"XTX.

Por lo tanto: B0 ~ NMV(HB,c>(XTX)~XTX((XTXx)")T).
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En el caso del modelo de rango completo, puesto que X? X es invertible, se tiene
que:

E [5’] =E[XTX)"1XTy] = XTX)"IXTXB =8
Var [‘BA] =Var [XTX)1XTy] = 2XTX)"1XTX((XTX)~"1)T
= 2(XTX) " XTX(XTX)!

— O.Z(XTx)—l

Recordemos que en este caso 8 es estimable, mientras que en el modelo de rango
incompleto no lo es. Es posible probar la existencia de una inversa generalizada que
permite que la varianza de 5° se pueda expresar de manera anéloga al caso del modelo
de rango completo:

Var[p°] = c*(XTX)~

Hasta aqui, se tiene que cualquier solucién de las ecuaciones normales sigue
una distribucion normal multivariada y se han derivado los pardmetros de dicha
distribucion (vector de medias y matriz de covarianzas).

Recordemos que, en el caso del modelo de rango incompleto, no se tiene interés en
el vector 8 sino en funciones estimables del mismo. Para este modelo se sigue que:

Var [KTB%] = o2KT(XTX)"K

Por lo tanto, los elementos de la diagonal de la matriz de covarianzas de las
funciones estimables, se emplean para obtener los errores estandar de los estimadores,
ya que estos son las raices cuadradas de las varianzas de los estimadores que se
encuentran en la diagonal principal de o2KT (XTX)"K.

Como o2 es desconocido, Var [KT 3] se estima reemplazando o2 por alguno de sus
estimadores. Bajo el supuesto de normalidad multivariada, se tiene que el estimador de
maxima verosimilitud o maximo-verosimil de la varianza del error es:

~ YT -XXTX)"XTy)
Tmy = n

El numerador de esta expresion corresponde a la suma de cuadrados del residual.
Existe otro estimador que es insesgado y tiene la forma:
s _ VI - XXTX)"XT)y
n—rX)

Esta ultima expresion corresponde al cuadrado medio del error que se reporta en el
andlisis de varianza de un modelo lineal. Como en la vida real se emplea un estimador
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de la varianza del error, no se tiene una distribucion normal sino una distribucién t de
Student, si A7 8 es estimable, entonces:

ATBO —/lTﬁ

e )

/lTﬁO_/lTﬁ
n — r(X) grados de libertad. El resultado también aplica en el caso del modelo de
rango completo. Recordemos que bajo este escenario cualquier A7 es estimable,

simplemente se reemplazaria ° por By (XTX)™ por (X7X)"1.

Esto es, la variable aleatoria sigue una distribucion ¢ de Student con

3.4.4. Formulacion bayesiana del modelo lineal

Consideramos la verosimilitud normal multivariada con vector de medias X y
matriz de covarianzas oI, y presentamos tres distribuciones a priori diferentes.

A priori impropia: la distribucion a priori es de la forma:

7(8,0?) %

Entonces:
(8,0 | y.X) « f(y | X, B,0%)7(B,0?).

La distribucion posterior es propiasin > p, p = r(X), esdecir, el modelo es de rango
completo, por lo tanto, nos enfocamos en este caso. Una vez se realiza este producto y
se llevan a cabo algunas simplificaciones algebraicas, se obtiene:

n+2

78,0 13,30« @) 7 exp (S5 ly =915 + 6 - AT XTX(B - )

Donde: B = (XTX)"'xTy, 5 = XB, ||y — I3 =@ -9 — ), el cuadrado de la
norma Euclidea del vector de residuales y — y, que corresponde a la suma de cuadrados
de los residuales. Aqui tenemos el nucleo de la densidad posterior conjunta de o2 y 3,
al integrar con respecto a 8 (marginalizar) podemos reconocer la expresion resultante
como el nucleo de una densidad Gamma inversa, explicitamente:

n—p Ily=79lI3
2 T 2

oy, X ~ GammaInv(
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n—p ly-9l3
b

La distribucion Gamma inversa (T ) es equivalente a una distribucion

chi-cuadrada escalada invertida con n — p grados de libertad y pardmetro de escala

ly—3lI3 . ..
S? = — 2 Al proceder de manera similar, es decir, integrando (g, % | y,X) con
n—p

respecto a o2 (marginalizando), se puede encontrar que:

Bly.X ~ty(n—r,B,.S%XTX)™)

Esto es, una distribucion ¢t de Student multivariada con dimension p, n — p grados
de libertad, pardmetro de localizacion B\ y matriz de escala S2(XTX)~!. Asi, siempre
y cuando se cumpla con la condicién n > p, el uso de esta a priori impropia nos
lleva a una situacion en la que las posteriores son tratables matematicamente, y por lo
tanto, se puede hacer inferencia exacta, porque los momentos de estas distribuciones
y las condiciones bajo las que existen son conocidos. Por ejemplo, la media posterior

de esta distribucién, que sirve como estimador puntual del vector de pardmetros de
localizacién 8 existe si n — p > 1, pero debido a que tanto n como p son niumeros
naturales, esta condicion equivale an > p + 2, esto es, el tamafio de muestra excede al
numero de pardmetros de localizacion por dos o0 mas unidades. Bajo esta condicidn, se
tiene que:

E[Bly.X] =5

Pero este vector también corresponde a la moda y a la mediana posteriores, y asi,
en virtud de lo expuesto en el Capitulo 10, se estaria minimizando el riesgo posterior
respecto a las funciones de pérdida de error cuadratico medio, error absoluto medio y
0 — 1; como también, se tiene un estimador maximo a posteriori (MAP).

Este ejemplo nos muestra algo muy interesante, si usamos ,6A’ como estimador
puntual, tenemos un caso de equivalencia entre el estimador maximo-verosimil y un
estimador bayesiano; sumado a esto, como el modelo es de rango completo se sigue
que 8 es estimable y, en consecuencia, su media posterior es también MELI y EMCO. La
matriz de covarianzas de 8 se puede inferir mediante la matriz de covarianzas posterior,
la cual existe sin—p > 2, que equivalean > p+3, es decir, el tamafio de muestra excede
al numero de pardmetros de localizacién por tres o més unidades, si eso se satisface,
entonces:

n —_—
Var [‘3 | y,X] = n_—plszz(XTX)_l

1y =113

— XTX -1
np-2>
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Notese que tenemos un estimador de la matriz de covarianza que de cierta manera
es similar al utilizado en el caso frecuentista, en el que se usa un estimador de
la varianza del error que al ser multiplicado por (X7X)~! nos daba la matriz de
covarianzas de Za’\ .No obstante, en el caso frecuentista no tiene sentido hablar de Var [ﬁ ]
pues este vector es una constante (p-dimensional) desconocida. Recordemos que S? es
el cuadrado medio del error proveniente del anélisis de varianza, y que se presenté en la
formulacidn frecuentista del modelo lineal general, asi, la semejanza es més evidente.

Finalmente, la inferencia sobre el tinico parametro de dispersion, o2, se puede llevar

a cabo empleando alguna “medida” de tendencia central y otra de dispersion de su
. . .z . . . . . . h—

distribucion posterior. En particular, 1a media posterior existe si Tp >len>p+3

y en caso tal:

ly=yl13

Blo 1y X] =g
2
112
_ lly =il
n—p-—2

Por otro lado, la moda posterior (estimador MAP) siempre existe y tiene la forma:
Ily=3lIi3
2 _ 2
Mo[o? | y,X] = 55—

|
2

3 Iy = 9113
T n—p+2

En tanto que, la varianza posterior existe si % >2 & n > p+ 5y tiene la forma:

(ly=11)*

Var|o? | y,X]| =

3 2lly - 3l;
(n—p—=22mn—-p-—4)

Cabe anotar que la matriz de covarianzas posterior de 3 es igual al producto de la
media posterior de la varianza del error y (X7 X)~!.
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A priori semi-conjugadas: ahora empleamos una distribucién a priori diferente
bajo la misma verosimilitud. Estas distribuciones a priori se conocen como
semi-conjugadas, no todos los autores coinciden en el uso que se le da al término,
pero en este texto, una distribucion a priori es semi-conjungada para una verosimilitud
dada si la distribucién condicional completa del pardmetro (en lugar de la posterior)
pertenece a la misma familia.

B~ Np(IGO’ Zp)

1 Vo UOUO
27 2

Donde § es el vector p-dimensional que corresponde a la media a priori de 3, Z,
es una matriz definida positiva que corresponde a la matriz de covarianzas a priori de

2
B, = corresponde a la precision, -2 y son los pardmetros de forma y de tasa de la

dlstrlbuc10n Gamma, vy > 0, O'O > 0. As1gnar una distribucién Gamma a la precision
es equivalente a asignar una Gamma inversa a la varianza del error. La razon para
incluir el denominador 2 en ambos parametros es la simplificacion de las operaciones
algebraicas que se llevan a cabo para encontrar las condicionales completas, que bajo
este modelo tienen la forma:

-1 -1
XTx xT XTx
Bly,X,0% ~N, (251 +— ) (25150 + a—zy) , (zgl + )

+n) (o? +SCE(B))
o’ |y, X,B ~ GammaInv(wO2 n)’ 00 5

Donde SCE(B) = (y — X ,B)T(y Xf3). Notese que en este modelo no se requiere la
inversa de X' X, sino de Z + 22 la cual, en vista del Teorema 8.1, siempre existe
Cl'

puesto que: Z, es deﬁnlda positiva y, por lo tanto, su inversa también lo es, asi, este
modelo puede ser empleado para el caso de rango incompleto.
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Como las condicionales completas son conocidas, se puede implementar un
muestreador de Gibbs (Seccion 10.10.1) en el cual, la iteracién k seria de la siguiente

forma:

-1
0 _ [s-1 xTx k) _ 1 (k -1 XTy
a) Calcule V) = <ZO + (02)(k_1)) ,mk) =yl )<ZO Bo + —(02)(k_1)>

b) Muestree B*) de una distribucién N,(m®, V()

¢) Calcule SCE(B®) = (y — XN (y — X))

2+SCER®
d) Muestree (62)® de una distribucion Gammalnv (v‘);n, (odp+ > @ )).

Donde (¢2)*~D es el valor de la varianza del error muestreado en la iteracion k — 1.

No siempre es facil determinar los valores de los hiperpardmetros, que en el ejemplo
anterior son: By, Zy, Vg y 0(2). Una alternativa para expresar la incertidumbre que se tenga
sobre los mismos es emplear un modelo jerdrquico y asignar distribuciones a cada uno
de estos; por otro lado, se pueden considerar distribuciones a priori como la que se
estudia a continuacion.

A priori débilmente informativas: estudiaremos la propuesta de Kass y Wasserman
[13], la cual esta fundamentada en la idea de utilizar una distribucion a priori que
contenga la informacion aportada por un solo registro. Estos autores recomiendan la
siguiente distribucion a priori para el modelo de rango completo:

~ XTx
5'62 ~ Np (;3’ > )
no

1. Gamma 1 &
2 7 2' 2

Donde ﬁ es el EMCO de 8y 62 el estimador insesgado de la varianza del error. Una
critica que puede recibir este tipo de distribucion a priori es que requiere conocer los
datos para construirla, por lo tanto, podria decirse que no es una a priori en sentido
estricto. Nétese que las condicionales completas y, por ende, el muestreador de Gibbs
seria el mismo que se present6 en la seccién anterior al ver que en este caso:

~

Bo =R
XTx
20 = 5
no
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U():l
o2 = 52

0

Para cerrar el planteamiento bayesiano del modelo lineal, vale la pena mencionar
que existen distribuciones a priori que también dependen de los datos, pero que tienen
algunas ventajas a nivel computacional. Una de estas es la a priori g de Zellner (Zellner,
1986), que permite obtener muestras directas de la posterior conjunta de 8y o2 y por
consiguiente se usan métodos de Monte Carlo y no métodos MCMC, lo cual implica un
ahorro en esfuerzo computacional. Ademads, esta distribucion a priori se obtiene bajo
el principio de invarianza a la escala de los regresores, lo cual se convierte en otra de
sus propiedades.

3.5. Modelos lineales mixtos

En esta seccidn se presenta la extension del modelo lineal general que considera
un conjunto de parametros que son variables aleatorias y por ende se les asigna una

distribucion de probabilidad, se trata del modelo lineal mixto, que tiene multiples
aplicaciones y resulta de particular interés en mejoramiento genético, debido a que el
modelo animal, que en realidad es una familia de modelos, corresponde a un modelo
lineal mixto.

En notacion matricial el modelo lineal mixto es como sigue:

y=XB+Zu+e

Donde y es el vector aleatorio de dimensiéon nx1 que contiene los registros, S es
el vector de efectos fijos de dimension kx1, u es el vector de efectos aleatorios de
dimension px1, e es el vector aleatorio de errores de dimension nx1, X de dimension
nxk y Z de dimensién nx p son matrices relacionan a los vectores 8 y u con el vector de
registros, respectivamente. Los supuestos de distribucién son:

0
0

G O
0 R

’

H ~NMYV

Lo cual implica que:
y|lu~NMV(XB+ Zu,R)

y ~NMV(XB,ZGZT +R)
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Esta notacion nos dice que u y e siguen una distribuciéon normal multivariado
con vectores de medias nulos y matrices de covarianza G y R, que dados los efectos
aleatorios, el vector y se distribuye normal multivariado con media X + Zu y
matriz de covarianzas R, mientras que marginalmente y sigue una distribucién normal
multivariada con esperanza Xf y matriz de covarianzas V = ZGZT +R.

Recordemos que f(y,u) = f(y|lu)f(u), la regla del producto estudiada en el
capitulo 9. Henderson maximizo6 f(y,u) con respecto a u y 8 para obtener un sistema
de ecuaciones lineales conocido como las ecuaciones de modelos mixtos (EMM), cuya
solucion permite estimar 8y predecir u. Estas ecuaciones tienen la siguiente forma:

60

~
u

XTR-1x XTR-1z
ZTR-1X ZTR1z +G!

XTR 1y
ZTR 1y

Es un sistema de ecuaciones lineales en los que la matriz de coeficientes es:

XTR1x XTR=17
ZTR"1X ZTR1z +G!

La cual es simétrica. El vector de coeficientes es:

XTR 1y
ZTR 1y

5

El sistema es soluble y tendra solucién tinica cuando la matriz de coeficientes es
de rango completo e infinitas soluciones en el caso contrario. Hasta el momento se
ha empleado una notacién general en la que las matrices de covarianza de efectos
aleatorios y errores pueden tener cualquier estructura.

El vector de incognitas es:

Cuando se encontraron las EMM se descubri6 una forma de estimar efectos fijos y
predecir efectos aleatorios en un modelo lineal mixto, se sabia que la solucion de efectos
fijos era una solucidn a las ecuaciones normales MCG, es decir:

50 — (XTv—lX)—XTv—ly
Bajo normalidad, también es el estimador de maxima verosimilitud, pero se
desconocian las propiedades del predictor. Un resultado muy importante fue el

encontrado por Henderson [14], quién mostr6 que la solucion de las EMM para @
corresponde al MPLI(u), que tiene la forma:

MPLI(w) = GZTV-1(y — XB°)
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Esta equivalencia puede hacerse usando el hecho de que bajo los supuestos
presentados anteriormente:

V1 =R 1-R1Z(ZTR1Z + G"1)~1zTR1

Esta es la identidad de Woodbury que fue introducida a la estadistica por
Henderson (Ghosh, comunicacién personal), convirtiéndose asi en otra de sus grandes
contribuciones.

Ahora se extiende el concepto de funcion estimable al caso del modelo lineal mixto.

Un conjunto de combinaciones lineales del vector de pardmetros [ﬁ ] de la forma:

o
=LIB+Llu

Se dice predecible si L{ﬁ es estimable. Aqui, L{ es una matriz de dimension Ixk que
contiene los coeficientes de cada una de las [ funciones lineales asociados a los efectos
fijos, mientras que Lg es una matriz de dimension Ix p que contiene los coeficientes de
cada una de las [ funciones lineales asociados a los efectos aleatorios.

En vista de lo expuesto en el capitulo 2, en este caso también se puede hablar de
funcion estimable puesto que también se puede hablar de estimar efectos aleatorios. La

razon para que la estimabilidad/predictibilidad de LT [‘5 ] dependa de la estimabilidad

de L{,@ es que la submatriz ZTR='Z + G~! de la matriz de coeficientes de las EMM, es
de rango completo debido a que:

a) Existe G y, por consiguiente, G y su inversa son matrices simétricas definidas
positivas

b) ZTR™1Z es una matriz simétrica real (Teorema 8.1)
Por lo tanto, cualquier combinacidn lineal de u es siempre estimable/predecible.

En el modelo lineal mixto, el vector u es aleatorio y se asume que su matriz de
covarianzas es G; el vector u — i se conoce como el vector de errores de prediccion, que
contiene las diferencias entre predictando y predictor. Los elementos de la diagonal
principal de la matriz de covarianzas de este vector, es decir Var [u - fi] contienen
las varianzas del error de prediccion. Por otro lado, como el vector 8 es una constante
multidimensional desconocida, su matriz de covarianza es nula al igual que su matriz
de covarianza con 3%y por ende Var [B° — B] = Var [p°], asi, la matriz de covarianza
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del error de estimacion es igual a la matriz de covarianza del estimador. Consideremos
la siguiente notacion para los bloques de la inversa generalizada del lado izquierdo de
las EMM:

XTR X XTR™1z

ZTR7IX Z'R7'Z+G7!

Cll ClZ
C21 C22

Es decir, C!! es el bloque correspondiente a X’ R™'X en la inversa generalizada,
C!? el correspondiente a XTR™!'Z, C?' el correspondiente a ZTR™1X y C?? el
correspondiente a Z'R™1Z + G~1. Pese a que la matriz original es simétrica, cuando
esta es singular, no existe garantia de que se use una inversa generalizada simétrica.

Anaélogo al caso del modelo lineal general, tenemos el siguiente resultado:

60— 5 g

u—u

Cll C12
C21 C22

Var =Var =

~

Cuando la matriz del lado izquierdo de las EMM no es de rango columna completo,
se tiene interés sobre la matriz de covarianzas de un conjunto de funciones predecibles,
en este caso:

L
L,

Ahora bien, los pardmetros de dispersion (todos aquellos asociados a las matrices
de covarianza), son desconocidos; por lo tanto, una vez se estiman se obtienen R1 y

Cll C12

Var o2 o

Cai| R |

G~! y la matriz de coeficientes de las EMM se construye asi:

~ (X"TR'x  X"Rz
“\ZTR'X Z'R'Z+G!

Existen dos métodos frecuentistas bastante usados en la estimacién de
componentes de varianzay covarianza del modelo lineal mixto, maxima verosimilitud y
méxima verosimilitud restringida. A continuacion, se presentan algunas generalidades
sobre los mismos.

En el método de maxima verosimilitud se procede de forma similar a lo que se hizo
en el caso de los pardmetros de localizaciéon del modelo lineal general. Se parte del
supuesto de normalidad multivariada de los datos, pero nos enfocamos solamente en
la parte asociada a la matriz de covarianzas de los datos V. La funcion objetivo, es decir,
la que se quiere optimizar se puede escribir asi [10]:

I(G.R) = —% In(V) — %5TV_15 _ gln(zn)

Por otro lado, la maxima verosimilitud restringida o residual [15], también conocida
como REML por sus siglas en inglés, es un método en el que se busca una invarianza a
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los efectos fijos del modelo y usa una funcién de los datos que podria verse como una
transformacion de los mismos. En este caso, la funcién objetivo es [10]:

n ; ! In(27)

Lpos (G, R) = —% In(V) — %m | XTV-1X | —%5TV‘16 -

Donde § = y — X(XTV~-1X)~X'V~1ly; r = r(X). La dependencia sobre G y R
viene dada por V. = ZGZ" + R. Conceptualmente, REML tiene la ventaja de tener
en cuenta la pérdida de grados de libertad por la estimacién del vector de efectos
fijos B. En la practica, este es el método mas empleado para estimar componentes
de varianza en modelos lineales mixtos. En general, las funciones objetivo I(G,R) y
lres(G, R) no pueden optimizarse de forma exacta; por lo tanto, se usan métodos como
el de Newton-Raphson para encontrar soluciones numéricas.

Como se indicé en el capitulo 2, cuando se trabaja con el MPLI, se asumen que
los componentes de varianza son conocidos, sin embargo, no lo son y se emplean
sus valores estimados para construir las EMM; por tanto, se habla de MPLI empirico
(MPLIE), o EBLUP por sus siglas en inglés (empirical BLUP). Sin embargo, no es
frecuente que en la literatura se haga esta aclaracion, en las evaluaciones genéticas de
rutina y en los trabajos cientificos se estd usando el MPLIE, pero se sigue hablando de
MPLI, lo cual no representa un problema mayor. No obstante, vale la pena aclarar que
el MPLIE no tiene todas las propiedades del MPLI, por ejemplo, ya no es lineal en los
datos, pero bajo ciertas condiciones sigue siendo insesgado [16, 17].

Por ultimo, vale la pena resaltar que el MPLI puede verse como un estimador
bayesiano. Por ejemplo, este puede derivarse siguiendo una aproximaciéon conocida

como bayes empirico, en el cual se usa la distribucion de los datos dados los
hiperpardmetros para estimar estos ultimos. Ademds, las EMM también se pueden
obtener desde una perspectiva bayesiana, al maximizar la distribucién posterior de u
y B bajo distribuciones a priori normales multivariadas e independientes parauye,y
una a priori difusa para 5.

En el ambito bayesiano puede resultar un poco confuso hablar de modelos lineales
mixtos, debido a que todos los pardmetros se tratan como variables aleatorias, asi, las
propiedades probabilisticas de los efectos fijos (no tienen varianza) que se estudiaron
en la primera parte de este capitulo no aplican en un modelo lineal bayesiano. Existen
dos nociones que permiten separar los pardmetros del modelo en dos grupos: “fijos”
y aleatorios. Una de estas clasifica como efectos “fijos” a aquellos a los cuales se
asignan distribuciones a priori impropias y como aleatorios a aquellos a los que se
asignan distribuciones a priori propias. La segunda se da en el contexto de variables
explicativas cualitativas que definen grupos, se denominan efectos “fijos” a aquellos
que son constantes a través de grupos, mientras que aquellos especificos para cada
grupo son aleatorios.

La especificacion del modelo es muy similar a la del modelo lineal general, pero los
pardmetros de localizacion se dividen en “fijos” y aleatorios, asi, podemos considerar
tres grupos de parametros, efectos “fijos”, efectos aleatorios y parametros de dispersion.
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3.6. Ejercicios en R-project

EJEMPLO 3.2.3 de 9 animales puros y cruzados de las razas A, B, C'y D:

BD=data. frame (matrix (ncol=7,byrow=TRUE, c(
i,"A ",0,1.0,0.0,0.0,0.0,
2,"AB",1,0.5,0.5,0.0,0.0,
3,"AaB",1,0.5,0.5,0.0,0.0,
4,"aAC",1,0.5,0.0,0.5,0.0,
5,"AaD",1,0.5,0.0,0.0,0.5,
6,"AD",1,0.5,0.0,0.0,0.5,
7,"AD",1,0.5,0.0,0.0,0.5,

8,"A ",0,1.0,0.0,0.0,0.0,

9,"A ",0,1.0,0.0,0.0,0.0)))
colnames (BD)=c("id", "GG", "Hetero",

"Raza_A","Raza_B","Raza_C","Raza_D")

Montaje de matrices:

X=matrix (ncol=6,as.numeric (cbind (rep(1l,9),
BDSHetero,

BDSRaza_ A,BDSRaza_B,BDS$Raza_C,BDS$SRaza _D)))

colnames (X)=c ("Media", "Hetero", "Raza_A",
"Raza_B","Raza_C","Raza_D")

X

## Media Hetero Raza_A Raza_B Raza_C Raza
#4 (1,1 1 0 1.0 0.0 0.0 0
#4# [2,] 1 1 0.5 0.5 0.0 0
it [3,] 1 1 0.5 0.5 0.0 0
i (4,1 1 1 0.5 0.0 0.5 0
i [5,] 1 1 0.5 0.0 0.0 0
i [6,] 1 1 0.5 0.0 0.0 0
i (7,1 1 1 0.5 0.0 0.0 0
i (8,1 1 0 1.0 0.0 0.0 0
##t (9,1 1 0 1.0 0.0 0.0 0

matrix (ncol=1, apply (X[,3:6],1,sum))

ik (,1]
## [1,] 1
##  [2,] 1

[cNeNONONG NolNolNolNolw



Modelos lineales para evaluacion genética en animales
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matrix (ncol=1, 2xapply (X[,4:6],1,sum))

4 [,1]
##  [1,] 0
#H  [2,] 1
##  [3,] 1
##  [4,] 1
## [5,] 1
#H  [6,] 1
#t [7,] 1
##  [8,] 0
#H  [9,] 0

matrix (ncol=1,X[,2])

4 [,1]
## [1,] 0
#  [2,] 1
##  [3,] 1
## [4,] 1
## [5,] 1
## [6,] 1
#  [7,] 1
## [8,] 0
##  [9,] 0

XpX=t (X) $+%X

XpX

#4 Media Hetero Raza A Raza B Raza C Raza D
## Media 9.0 6.0 6.00 1.0 0.50 1.50
## Hetero 6.0 6.0 3.00 1.0 0.50 1.50
## Raza_A 6.0 3.0 4.50 0.5 0.25 0.75
## Raza_B 1.0 1.0 0.50 0.5 0.00 0.00
## Raza_C 0.5 0.5 0.25 0.0 0.25 0.00
## Raza_D 1.5 1.5 0.75 0.0 0.00 0.75

68



EJEMPLO 3.4.2 de 9 animales puros y cruzados de varias razas vacunas:

BD=data.frame (matrix
0,1.
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Para el montaje de matrices utilizaremos la libreria <<MASS> [18] para calcular la
inversa:

X=as.matrix (BD[,3:12])
X=matrix (ncol=10, c(as.numeric (X)))
colnames (X) =c (

"Int", "H", "Bra", "Guz",
"B1O", "Bra", "Lim",

"Nor", "Rom","Sim")

X

## Int H Bra Guz B1O
#4# [1,] 1 0 1.0 0.0 0.0
## [2,] 11 1.0 0.0 0.0
## [3,] 11 0.5 0.5 0.0
## [4,] 11 0.5 0.0 0.5
## [5,] 11 0.5 0.0 0.0
## [0,] 11 0.5 0.0 0.0
## [7,] 11 0.50.0 0.0
## [8,] 11 0.5 0.0 0.0
## [9,] 11 0.5 0.0 0.0

Br

O O O O O o o o o

a

O O O O U1 o o o o

Lim

O O O O O o o o o
O O O U1 O O o o o

Nor

O O O O O o o o o

O O U1 O O O o o o

Rom

O O O O O o o o o

O U1 O O O O o o o

0
'_l.
=

O O O O O o o o o

g O O O O O o o o
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matrix (ncol=1,apply (X[,3:10],1,sum))

ik (,1]
##  [1,] 1
(2] 1
##  [3,] 1
##  [4,] 1
## [5,] 1
## [6,] 1
##  [7,] 1
## [8,] 1
##  [9,] 1

.50
.50
.25
.00
.25
.00
.00
.00
.00
.00

XpX

#4 Int H Bra Guz BIlO
## Int 9.0 8.0 5.50 0.50 O
## H 8.0 8.0 4.50 0.50 O
## Bra 5.5 4.5 3.75 0.25 O
## Guz 0.5 0.5 0.25 0.25 O
## B1O 0.5 0.5 0.25 0.00 ©
## Bra 0.5 0.5 0.25 0.00 O
## Lim 0.5 0.5 0.25 0.00 O
## Nor 0.5 0.5 0.25 0.00 O
## Rom 0.5 0.5 0.25 0.00 O
## Sim 0.5 0.5 0.25 0.00 O
library (MASS)

XpXin= (round (ginv (XpX), 1))
XpXin

## (11 (,2]1 [,3]1 [,4
## [1,] 3.6 -2.4 -2.7 O
## [2,] -2.4 2.0 1.4 -0
## [3,] -2.7 1.4 2.8 -0
## [4,] 0.9 -0.6 -0.8 3.
## [5,] 0.9 -0.6 -0.8 -0.
## [6,] 0.9 -0.6 -0.8 -0.

Bra

O O OO O O oo o o

.50
.50
.25
.00
.00
.25
.00
.00
.00
.00

Lim

O O O O O o o o o o

.50
.50
.25
.00
.00
.00
.25
.00
.00
.00

Nor

O O OO O O oo o o

.50
.50
.25
.00
.00
.00
.00
.25
.00
.00

Rom

O O O O O O o o o o

.50
.50
.25
.00
.00
.00
.00
.00
.25
.00

S

O O OO O O oo o o

im

.50
.50
.25
.00
.00
.00
.00
.00
.00
.25

w W W o oy W —
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-0
-0
-0
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3.7 =-0.3

3.7 -0.3 -0.3

TRUE, c(

10, byrow

0,0,0,0,0,0,0,0,

0.9 -0.6 -0.8 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3

0.9 -0.6 -0.8 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3
0.9 -0.6 -0.8 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3

0.9 -0.6 -0.8 -0.3 -0.3 -0.3

(7,]
[(8,]
[9,]
[10,]

Estimabilidad de un conjunto de 8 funciones lineales paramétricas:

©,0,=1,1,0,0,0,0,0,0,
©,0,=1,0,1,0,0,0,0,0,
©,0,=1,0,0,1,0,0,0,0,
©,0,=-1,0,0,0,1,0,0,0,
©,0,=-1,0,0,0,0,1,0,0,

©,0,=1,0,0,0,0,0,1,0,
OI OI_]-I OI OI OI Or Or Or 1))

Kp=matrix (ncol

4
4
4
4
0,1,
Kp
4

— o/ — /o o/ /o

SV UV U (S

t (Kp)
##
##
##
##
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o o

cheg=round (Kp%*%ginv (XpX) $*% (XpX) , 1)
cheqg

## Int H Bra Guz BlO Bra Lim Nor Rom Sim
#4# [1,] 01 0 0 0 0 0 0 0 0
## [2,] 00 -1 1 0 0 0 0 0 0
## [3,] 00 -1 0 1 0 0 0 0 0
#4# [4,] 00 -1 0 0 1 0 0 0 0
#4# [5,] 00 -1 0 0 0 1 0 0 0
## [6,] 00 -1 0 0 0 0 1 0 0
## [7,] 00 -1 0 0 0 0 0 1 0
#4# [8,] 00 -1 0 0 0 0 0 0 1
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4.1. Generalidades

Para explicar los aspectos tedricos mds importantes, lo mismo que los
procedimientos y operaciones con matrices correspondientes al modelo animal,
se puede consultar un abundante material bibliografico, aunque son de especial
importancia las publicaciones de Henderson [14, 19], Kennedy [20] y Mrode [21].

El término modelo animal hace alusién a una familia de modelos estadisticos
empleados para predecir efectos genéticos para uno o mas fenotipos de interés, bajo
diferentes tipos de accioén génica (aditiva, no aditiva, directa, materna), estructuras de
datos (una sola observacion o varias observaciones por animal) y teniendo en cuenta
diferentes tipos de efectos ambientales dependiendo del manejo zootécnico que se
tenga. También se emplean para estimar pardmetros genéticos, y predecir registros
futuros.

Estos modelos pueden agruparse en una misma familia porque son modelos lineales
mixtos (ver seccién 3.5) en los cuales los efectos genéticos aleatorios tienen matrices
de covarianza que se construyen a partir de principios de genética cuantitativa; por
ejemplo, la matriz de covarianzas de los efectos genéticos aditivos directos emplea
la relacion genética aditiva entre individuos, que corresponde al numerador del
coeficiente de parentesco de Wright y se construye a partir del pedigri.
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Antes de entrar en materia, es importante aclarar que a través del texto se trataran
variables para las cuales es apropiado emplear un modelo lineal mixto, como aquellas
variables continuas con distribuciéon normal o transformaciones de variables discretas
como lo es el logaritmo del recuento de células somaticas de la leche.

En el capitulo 3.5 estudiamos el modelo lineal mixto y algunas de sus propiedades,
aqui nos enfocamos en el caso mas simple del modelo animal, al cual nos referimos
como el modelo basico o modelo animal bdasico. Este modelo se emplea en las
evaluaciones genéticas para caracteristicas que se miden una sola vez durante toda
la vida productiva de los animales. El modelo puede incluir efectos fijos de tipo
clasificatorio (ej: finca, sexo, afio, nivel de alimentacidn, region, sistema de produccion)
o covariables (ej: edad, talla) y en lo referente a efectos genéticos, solo considera efectos
aditivos directos, ademas, estos son los tinicos efectos aleatorios.

En este modelo, la matriz covarianzas de los efectos genéticos aditivos directos es
proporcional a la matriz de relaciones genéticas aditivas o matriz de parentesco. El
modelo en representacion matricial es:

y=XB+Za+e

Donde: y es un vector de dimension nx1 que contiene n registros de la variable a
evaluar.

B es el vector de los efectos fijos de dimension px1.

a es el vector de dimensidn gx1 que contiene los valores genéticos aditivos directos
de cada animal, donde g corresponde al numero de individuos en la matriz de
parentesco.

e es el vector de dimension nx1, que contiene errores aleatorios.
X es una matriz de orden nxp, que relaciona los registros con los efectos fijos.

Z es una matriz de orden nxq, que relaciona los registros con los individuos.

Tanto X como Z se denominan matrices de disefio.

En este modelo se asume que los vectores aleatorios a y e siguen distribuciones
normales multivariadas independientes, con valores esperados E(a) = E(e) = 0y
matrices de covarianza Var[a] = G = 02Ay Var[e] = o2I,,.

Esto se puede escribir matricialmente asi:

ol |c24 o0
~NMV a
oI’ 0o o2I,
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Donde NMYV indica la distribuciéon normal multivariada. Bajo estos supuestos
probabilisticos tenemos la siguiente distribucién del vector de registros

y ~NMV(XB,02ZAZT + 021,)

Una propiedad importante del modelo animal es la descomposicion del MPLI del
valor genético aditivo en tres componentes. Recordemos que en este caso el MPLI del
vector a tiene la forma:

a=G6z"v1(y - Xxp%

Entonces, la solucion para el i-ésimo individuo es el producto punto entre la i-ésima
fila de la matriz GZTV~! y el vector de registros corregidos por efectos fijos y — X3°.
A su vez, vale notar que la i-ésima fila de GZTV ! es un vector resultante del producto
de la i-ésima fila de G y la matriz ZTV~1,y G = aﬁA. Por ende, la i-ésima fila de esta
matriz contiene las relaciones genéticas aditivas del i-ésimo animal con todos los demds
individuos evaluados y 1 + F; en la posicidn i, multiplicados por la varianza genética
aditiva, donde F; es el coeficiente de endogdmia. Manipulando estas expresiones se
puede encontrar que el MPLI del valor genético aditivo directo del individuo i, denotado
como d; tiene la forma:

ffi = wliﬁ’i + U)2iﬁz\4i + wgi@i

Donde PP; es el promedio de los MPLI de los padres del individuo i, PA; son los
registros del animal ajustados por efectos fijos, CP; es la contribucion de la progenie,
que corresponde a una combinacion lineal de los valores genéticos aditivos directos
de la progenie corregidos por la mitad del valor genético de su otro parental, esto
es, la HPT o DEP del otro parental. Las formas funcionales de estos pesos y de CP;
pueden consultarse en VanRaden y Wiggans [22]. Los pesos en esta combinacion lineal
satisfacen la siguiente propiedad:

w1+w2+w3:1, wiZO,i=1,2,3

Esto le confiere la propiedad de ser una combinacién convexa.

La anterior descomposicidn del valor genético aditivo predicho cobra importancia
a la hora de comprender su origen, pues nos muestra las tres piezas de informacién
de las que este se compone: la proveniente de los padres, la que se obtiene de los
registros propios del individuo y la que procede de la progenie tras corregir por la HPT
o DEP del otro progenitor. Asi, en ausencia de una o dos de estas fuentes, el valor
genético predicho dependera de las o 1a restante. Por ello, cuando se tienen animales sin
progenie ni registros propios, como suele ocurrir en el caso de individuos muy jovenes,
el valor genético aditivo se predice como el promedio de los padres y, por consiguiente,
hermanos completos tendrdn la misma prediccion.
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En el capitulo 7 se presenta la seleccion genémica, la cual permite tener en cuenta
informacién del genoma de cada individuo y en este escenario, genera predicciones
diferentes para hermanos completos (a pesar de que no tengan registros propios ni
progenie). Ademads, esta forma de expresar el valor genético aditivo predicho muestra
que, animales sin registros pueden ser evaluados, siempre y cuando sus padres se
conozcan o tengan progenies. Esto puede ocurrir porque no se observo el fenotipo del
animal, este es muy joven y atin no es posible medirlo, o porque biolégicamente no se
puede medir; un ejemplo de la tltima situacion, es la produccion de leche en machos.

El hecho de que los tinicos ancestros que aparecen sean los padres y que no
haya aporte de los colaterales, se debe a un argumento de independencia condicional,
este dice que, dados los valores genéticos de los padres, los demds ancestros y los
colaterales no aportan informacion al valor genético del animal i, pues ninguno de
ellos brinda informacién de manera directa, sino que lo hacen mediante los padres
de i, un hecho que se advierte facilmente mirando el pedigri. En el argot de una clase
de modelos estadisticos que representan suposiciones de independencia probabilistica
mediante grafosy se conocen como modelos gréaficos, esta caracteristica se conoce como
propiedad de Markov dirigida, resulta que, un pedigri es un tipo de grafo conocido como
grafo dirigido aciclico.

Como se vio en el capitulo 3, las soluciones para a y 8 se obtienen a partir de las
EMM, que bajo las formas particulares de R y G asumidas en el modelo animal bésico,
tienen la siguiente forma:

XTo21,X XTo 21,7 B [xTo %I,y @.1)
ZTo?1,X ZVe;%1,Z +o?A Y| G|~ | 270, %1,y '
X1, x X'1,z
=0, ! naz 50 =g 2 XTIny
¢ |Z',x Z'I.zZ+=xA'||a ¢ |Z'1,y
g

a

El inverso multiplicativo de la varianza del error se cancela dando origen al
siguiente sistema de ecuaciones:

xXTx xTz
ZT'x 777 + aA™?!

XTy

60
B

Donde: A = matriz de parentesco o matriz de relaciones genéticas aditivas (Numerator
2
g,

Relationship Matrix, NRM, en inglés) y a = =
g

2
a
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Al recordar que la heredabilidad en sentido estricto tiene la forma:

Esta identidad resulta de gran utilidad por la siguiente razén. Nétese que a toma
valores en el intervalo [0, 00) y no esta definido si la heredabilidad es 0. Cuando la
heredabilidad es 1, a vale 0, a medida que la heredabilidad se aproxima a 0, « tiende a
Q.

En el primer escenario, aA~! = 0; por lo tanto, el pedigri no tiene aporte alguno
al predecir los valores genéticos aditivos. ;Por qué ocurre esto? En primer lugar, la
matriz A~! contiene la informacién que aporta el pedigri, en segundo lugar, si un
fenotipo tiene heredabilidad en sentido estricto de 1, esto quiere decir que el fenotipo es
indicador inequivoco del valor genético aditivo y que las diferencias fenotipicas (de tipo
cuantitativo) que exhiben los progenitores, se heredan completamente por la progenie;
por lo tanto, la informacién de parentesco que contiene el pedigri no se necesita. Si bien
este escenario es practicamente hipotético porque en la practica ningtin fenotipo tiene
heredabilidad de 1, resulta de interés porque nos muestra la conexion entre el dlgebra
y los razonamientos basados en los principios de la genética cuantitativa. En resumen,
si un rasgo tiene heredabilidad de 1, el valor fenotipico es lo inico que se necesita para
seleccionar los individuos.
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El otro extremo también es util para entender el papel de . A medida que la
heredabilidad se acerca a 0, la informacién proveniente del pedigri pesa més, lo cual
tiene sentido porque cuando se tienen rasgos con poca heredabilidad, la informacién
de parecido entre parientes se hace mds relevante a la hora de predecir los valores
genéticos de los individuos evaluados.

Por otro lado, para seguir comprendiendo la prediccion del valor genético aditivo
directo, a continuacién, se presenta el EIEMPLO 4.1, tomado de Kennedy et al [23]. La
TABLA NRO. 4.1 presenta el pedigri y los registros para un fenotipo hipotético de ocho
individuos.

TABLA 4.1: Informacién de pedigri y registros del EJEMPLO 4.1

Animal Padre Madre Sexo Fenotipo
1 1 1 10.00
2 2 2 9.00
3 3 1 8.00
4 4 2 7.00
5 5 1 2 1 9.00
6 6 1 2 2 10.00
7 7 3 4 1 8.00
8 8§ 5 6 2 11.00

Fuente: Datos tomados de Kennedy et al [23].

Se ajusta el siguiente modelo:

y=ulg+Zu+e

Donde 15 es un vector de dimension 8x1 cuyos elementos son todos iguales a 1, u
es un escalar correspondiente a la media general, y los demds elementos son tal y como
se definieron antes. Por lo tanto, en este caso el Unico efecto fijo del modelo es la media
general, que en sentido estricto no es un efecto, aqui, u corresponde a 8 en el modelo
general presentado arriba y 1g corresponde a X.

La solucion para la media general y los valores genéticos aditivos directos tiene la
forma:

2] [ 8.7059 ]
a 0.8676
a, 0.3676
a; —0.3676
a, | = |-0.8676
as 0.6716
Qs 1.0049
a, —0.6471
|Gy | | 1.3235
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Mads adelante se presenta el desarrollo completo del modelo animal para
comprender la construccion de las EMM vy el procedimiento para llegar a su solucion,
por ahora, dado que este ejemplo numérico busca mostrar algunas propiedades del
modelo animal bésico, centramos la discusion en las soluciones para los individuos
1y 8 expresadas de forma algebraica.

Para el animal 1 tenemos:

~

[(10 — @) + (@5 — 0.58;) + (@ — 0.5, |
a, =

3

Asi, vemos que la prediccién del valor genético aditivo para uno de los machos
fundadores, cuyos padres no se conocen, es una combinacién del registro corregido
por la media general, el tnico efecto fijo y la suma de los valores genéticos predichos
de sus dos progenies, los individuos 5y 6, corregidos por la mitad del valor genético
de la hembra 2, que en este caso es la madre de 5y 6. Cada una de estas tres fuentes

. . 1 o .
tiene pesos iguales a . Al no conocerse los padres de este individuo, el promedio de
sus valores genéticos no entra en la prediccion.

Ahora nos enfocamos en la solucién para el macho 8, cuyos padres son 5y 6 y el
cual no cuenta con progenies:

11— - %]

as + ag 2

2 + 3

ag=

Su prediccion estd compuesta por el promedio de los padres y un término que
corresponde al registro del animal ajustado por la media general y el promedio de los
padres. Este segundo término es un estimador del desvio de segregacién mendeliano
o término de segregacion Mendeliana que corresponde a la diferencia entre el valor
genético del individuo y el promedio de los valores genéticos de sus padres.

Ahora bien, el promedio de los MPLI de los valores genéticos aditivos de la
poblacion base es:

ay+0+0+3d, 08676+ 0.3676 — 0.3676 — 0.8676 0
4 - 4 a

Lo cual nos muestra otra propiedad del modelo, pues, este es un supuesto implicito
del mismo. Por otro lado, el promedio de los valores genéticos aditivos predichos de
las demds generaciones no es nulo, para ilustrarlo, consideremos el promedio de los
descendientes directos de los individuos fundadores:

s+ G +0d; _ 0.6716 + 1.0049 — 0.6471

= =0.34
3 3 0.343

Este cambio puede atribuirse a las fuerzas evolutivas de deriva o seleccién.
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También es importante destacar que, ademds de las propiedades estadisticas del
MPLI estudiadas en la seccién 2.3, este predictor maximiza la probabilidad de un
ordenamiento correcto entre pares de individuos, es decir, cuando se comparan dos
potenciales reproductores usando los MPLI de sus valores genéticos, la probabilidad
de identificar al que tiene el mayor valor genético verdadero se maximiza, aunque esto
ocurre en la clase de predictores que siguen una propiedad denominada invarianza
a la traslacion. El lector interesado en profundizar en este tema, puede consultar a
Henderson [14].

Las predicciones de los valores genéticos se acompafian de un valor de
confiabilidad. En el argot del mejoramiento genético animal se define la exactitud del
valor genético predicho del i-ésimo individuo (@;) como su coeficiente de correlacion
de Pearson con el valor genético verdadero (a;; Henderson [3]), esto es:

Cov|a;, a;]

r(a;,a;) =

\Z/Var [a;] Var[a;]

Es importante considerar que esta definicion no concuerda con el concepto
estadistico de exactitud, el cual se asocia al sesgo, a menor sesgo, mayor exactitud. En
general, la correlacion toma valores entre -1y 1, pero bajo los supuestos probabilisticos
del modelo lineal mixto, se tiene que r(q;, d;) es no-negativa (tipicamente positiva)
debido a que:

Cov|a;, @] = Var|[a] >0

Los detalles de la identidad Cov [a;, @;] = Var [@;] pueden consultarse en las notas
de mejoramiento animal de Elzo [24].

La teoria general del modelo lineal mixto indica que esta correlacion es de la forma:

Var|a; — @]

r(a;, @) =+ |1- Var|al]
i

_.[,_ _VEP,
Var|a]

Donde VEP; es la varianza del error de predicciéon del i-ésimo animal, pues la
variable aleatoria a; — @; se conoce como el error de prediccion. La VEP; se obtiene
de la posicion correspondiente al valor genético predicho del i-ésimo individuo en
la diagonal principal de la inversa generalizada de la matriz de coeficientes de las
ecuaciones de modelos mixtos. Bajo la notacién utilizada en la seccion 3.4, la inversa
generalizada de la matriz de coeficientes de las EMM se represent6 como:

Cll C12
C21 C22

XTR1x XTR-17
ZTR-'X ZTR1z +G™!
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Por lo tanto, esta varianza es el i-ésimo elemento de la diagonal principal de C?2.
Sin embargo, en el caso particular que aqui se estudia, en el que las EMM se simplifican
dando lugar a la matriz de coeficientes:

xXTx xTz
ZTX 777 + aA™1L

Empleamos la siguiente notacion:

C*ll C*IZ
C*Zl C*22

xXTx xTz
ZTX 777 + aA™1L

Sea d; el i-ésimo elemento de la diagonal principal de C*?2, en este caso VEP; =
o2d;. A laraiz cuadrada de VEP; se le denomina error estandar de prediccion.

Ahora bien, bajo el modelo animal considerado, se tiene que:
Var|a;)| =G; = 02(1 + F))
Donde Gj; es la i-ésima entrada de la diagonal principal de la matriz de covarianzas
de a (el vector de valores genéticos aditivos), o2 es la varianza genética aditiva del

fenotipo que se estd evaluandoy F; es el coeficiente de endogamia del i-ésimo individuo.
Entonces:

2
o,d;
r(ai,ai)z 2 1_2e—l

O'a(]. +Fl)

Al cuadrado de esta correlacion se le denomina confiabilidad y puede reescribirse
de la siguiente forma:

2
o,d;
r’(a, @) =1- 5———
O'a(l + Fl)
1 d
=1l—-a
1+F;

En el caso de poblaciones sin consanguinidad, F; = 0V i = 1,2,...,n y por

consiguiente esta expresion se reduce a:

rz(ai, a\l) =1- Oldi

Cuando se ejecuta una evaluacidn genética es necesario realizar actividades previas
como la organizacion de la genealogia, se debe renumerar los animales en procura
de que los ancestros tengan numeraciéon menor a sus descendientes. En la seccién 11
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presentamos una rutina para realizar este procedimiento con la ayuda de R-project [25].
También es necesario analizar los registros para evidenciar errores o problemas en las
bases de datos.

Adicionalmente, es necesario confirmar que los grupos contemporaneos tengan
una buena cantidad de datos y que estén conectados genéticamente, es decir, existan
parientes que estén en distintos grupos contemporaneos. Para esto, es necesario el
andlisis de conectibidad. En la seccion 13 presentamos algunos conceptos y ejercicios
resueltos.

4.2. Ejemplo en cuyes

Para entender de mejor manera el procedimiento que permite encontrar las
soluciones de @y f°, se presenta el EIJEMPLO 4.2 para la evaluacién genética de un
grupo de cuyes, en la cual la caracteristica a mejorar, por ser de interés econémico y
productivo, corresponde al peso vivo a las ocho semanas de edad. En el EJEMPLO 4.2
se indicard la construccion del sistema de ecuaciones del modelo mixto, junto con los
cédigos de ejecucion para resolverlas con el programa R-project [25].

La estructura de la base de datos contiene la informacién genealdgica (animal,
padre y madre), el sexo (que se modela como efecto fijo) y el peso vivo a las ocho
semanas de edad. Los primeros cuatro individuos son considerados la poblacién base
(no tienen informacién de padres), ademas, no tienen informacion del pesaje (TABLA
NRO. 4.2).

TABLA 4.2: Informacién de pedigri y peso a las ocho semanas (g) cuyes (Cavia
porcellus Rodentia: caviidae)

Animal Padre Madre Sexo Peso
1 1
2 2
3 1
4 2
5 1 2 1 750.00
6 1 4 2 630.00
7 3 4 1 620.00
8 3 2 2 600.00

Fuente: elaboracién propia (2024).

Las ecuaciones del modelo mixto correspondientes a la base de datos antes descrita,
se construyen de la siguiente manera:

Las columnas de la matriz X corresponden a los efectos fijos y aparecen en el mismo
orden que estos tienen en el vector (3, en este caso, el sexo que tiene dos niveles, machos
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en la primera columna y hembras en la segunda columna. En las filas apareceran los
animales con registro para la caracteristica por la cual se va a seleccionar.

I
SO = O
o = O

En la matriz Z, las filas representan los animales con registros y en las columnas
todos los animales, es decir, los ejemplares con registro del peso vivo a las ocho
semanas y los padres y madres que carecen del mismo, pero que aparecen en el archivo
genealdgico o de pedigri.

0 0 001 0 0O
Z=00000100
0 0 00O O 1O
0 0 0 0 0 0 01

El vector y corresponde a los pesajes de los animales.

750
{630
Y=1620
600

Para la construccion del sistema de ecuaciones del modelo mixto se efecttian las
siguientes operaciones matriciales:

2 0
Ty _—
XX‘[()z]
00001010
T7 _
XZ=1000000 10 1
[0 0 0 0 0 0 0 0]
000 0O0TUO0O 0O
000 0O0UO0O0 O
000 0O0UO0O 0O
Trr7
ZZ2=10000100 0
0000O0T1TO0O0
0000O0TO0T10
0000O0TO0GO0 1
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1370

T,, —
XY = 11230

(=l el e N}

750
630
620
600

Antes de construir la matriz A se requiere tener organizada la base de datos
con informacion genealdgica de los individuos en tres columnas correspondientes al
animal (a), al padre (p) y a la madre (m). Para esta organizacién se requiere mucho
cuidado y conocimiento en la identificacién de animales, ya que es muy comun que se
presenten errores en la digitacidn, que generan falsos parentescos, como por ejemplo:
la identificacién de un individuo se cambie al convertirse en padre, el mismo nombre
para dos individuos, mala digitacién, entre otros.

Para construir la matriz A se deben aplicar los procedimientos indicados por
Henderson [7], de la siguiente manera:

1) Ordenar la genealogia iniciando con los animales que no tienen padre y madre
(considerada la generacidn cero o poblacion base) y posteriormente los animales por el
orden de generacion que les corresponde, asi ningun individuo tiene un indice mayor al
de sus descendientes, como se indica en el EJEMPLO 4.2 de las tres primeras columnas
de la TABLA NRO. 4.2.

2) Se construira la matriz simétrica A de dimension nxn, siendo #n el numero de
individuos evaluados, la entrada i — j de esta matriz es la relacion genética aditiva entre
los individuos i y j cuando i # j, mientras que cuando i = j, es decir, en la diagonal
principal, la entrada es 1, mas el coeficiente de endogamia del animal.

3) Esta matriz se construye de forma recursiva desde el primer individuo hasta el
ultimo.

4) Para ello, los elementos de a;; donde i = 1,2,...,n corresponden a 1 mas la
mitad de la relacién genética aditiva de sus padres de i (m; y p;). Es decir: a;; =

1+ 5 %pm;- La relacion genética aditiva entre dos individuos es el numerador del

coeficiente de parentesco de Wright, razon por la cual a esta matriz se le denomina
“numerator relationship matrix” en la literatura en inglés, que en espafiol seria “matriz
de relaciones del numerador”.

5) Los elementos q;;, donde i # j corresponden a la relacion genética aditiva entre
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los individuos i y j. El célculo se puede hacer por filas o por columnas. Al hacerlo por
filas la entrada a;; estd dada por mitad de la suma de la relacion genética aditiva del
individuo i con el padre y la madre de j, esto es:

1
4j=3 (aipj + aimj)

Aqui se puede ver la importancia de ordenar los individuos por generacién y la
razon por la cual es un método recursivo, cuando se llega a la posicion i, j, ya se tienen
las relaciones genéticas aditivas de i con los padres de j, puesto que estos tienen indices
menores a j.

En el EJEMPLO 4.2 la matriz de parentesco se construye asi:

Como el individuo 1 no tiene padre y madre conocidos, se tendria el primer
elemento:
a;; = 14+0

Ahora continuamos con la fila uno:
1
a2 = a13 = A1y = 5(04‘0) =0

Los padres del individuo 5 son 1y 2, por lo tanto:

1 1

a5 = 5(011 +ap) = 5(1 +0)=1/2
Los padres de 6 son también 1y 2, por consiguiente:
1

a6 = 5(“11 +ap)=1/2

Los individuos 7 y 8 son hermanos completos, sus padres son 3 y 4, por lo tanto:

1 1
ap; = 5(013 +ay4) = 5(0 +0)=0=ag

Como la matriz es simétrica, la primera columna es igual a la primera fila, asi, al
pasar a la segunda fila iniciamos en la posicion 22:

a22=1+0=1

Siguiendo el mismo procedimiento usado en la fila 1, tenemos:

1
‘123=§(0+0)=0=az4
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1 1
Qs = 5(021 +ay) = 5(0 +1) =1/2 = ay

1 1
ay; = 5(023 +ay) = 5(0 +0) =0=ay

La matriz de parentesco seria:

1 0 0 0 05 05 0 0
0 1 0 0 05 0 0 0.5
0 0 1 0 0 0 05 05
A= 0 0 0 1 0 05 05 0
05 05 O 0 1 025 0 025
05 0 0O 05 025 1 025 O
0 0O 05 05 0 025 1 025
0 05 05 0 025 0 025 1

La inversa es!:

2 05 0 05 -1 -1 O 0
05 2 05 0 -1 O 0 -1
0 05 2 05 O 0 -1 -1
A1 = 05 0 05 2 0O -1 -1 O
-1 -1 O 0 2 0 0 0
-1 0 0O -1 O 2 0 0
0 0O -1 -1 O 0 2 0
0 -1 -1 0 0 0 0 2

La matriz A~! se le multiplica el valor de @. En el EJEMPLO 4.2 las estimaciones
corresponden a las obtenidas por Solarte et al [26, 27], que encontraron los pardmetros

del peso a las ocho semanas en cuyes de: 02 = 352, 0 = 660, por lo tanto:

)

~ O, 660

a= _/3 =355 " 1.875
Oq

'Es importante aclarar que existe un método desarrollado por Henderson para construir directamente esta
inversa a partir del pedigri, esto evita el costo computacional de investir matrices. Sin embargo, en
este texto, al tratarse de ejemplos pequefios que buscan ilustrar el cdmputo de los valores genéticos,
construimos la matriz A y la invertimos directamente, pero este no es el procedimiento que se sigue con
grandes conjuntos de datos.
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Por consiguiente,

ZTZ + aA™! =

3.75
0.94
0
0.94
—1.87
—1.87
0
0

0.94

3.75

0.94
0

—1.88

0
0

—1.88

0
0.94
3.75
0.94

0

0

—1.88
—1.88

0.94
0
0.94
3.75
0
—1.87
—1.88
0

—1.87
—1.87

4.75

0
0
7
0
0
0

—1.88
0
0
—1.87
0
4.75
0
0

0

0
—1.88
—1.87

0

0

4.75
0

0
—1.88
—1.88

0
0
0
0
7

4.75

Recordemos la discusién sobre MPLI empirico que se hizo en la seccion 3.5. El paso
siguiente es construir el sistema de ecuaciones del modelo mixto, asi:

\)

0
0
3.75
0.94
0
0.94
—1.87
—1.87
0
0

O = O OO O OO
— O OO OO OO

0
0
0.94
3.75
0.94
0

—1.88

0
0

—1.88

0
0
0
0.94
3.75
0.94
0
0
—1.88
—1.88

0
0
0.94
0
0.94
3.75
0
—1.87
—1.88
0

1

0
—1.87
—1.87

0

0

4.75

0

0

0

0

1
—1.88

0

0
—1.87

0

4.75
0
0

1
0
0
0
—1.88
—1.87

0

0

4.75
0

0

1

0
—1.88
—1.88

0

0

0

0
4.75

~

~

2
i
a
az
a
ds
ds
az
dg

1370 |
1230

En este sistema de ecuaciones, el lado izquierdo (LHS), se invierte y se multiplica
por el vector del lado derecho (RHS) y al realizar dichas operaciones matriciales,
se obtienen las soluciones para los parametros fijos del modelo, que en este caso
corresponden a las medias de cada sexo; y el efecto aleatorio del animal. Cabe resaltar
que en el sistema de ecuaciones también se incluyen los animales que no tienen registro
(peso a las ocho semanas).

Se obtiene el siguiente resultado:

685
615
13.9
8.7

—8.7
22.6
5.2

—-13.9

—22.6

Inicio|
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En la actualidad, existe una interesante discusion sobre el uso de los valores p, que
se agudiza en el caso de datos observacionales, aunque no es material para discutirse
en este texto, nos parece necesario mencionarlo en este punto.

Desglozando el vector solucion, se tendrian las medias de sexo:

sl _|685
$| 7~ |615

Los machos y las hembras tienen tienen un peso numéricamente diferente a las
ocho semanas, aunque debe aclararse que, si resulta de interés inferir estas diferencias,
se puede realizar la correspondiente prueba de hipotesis, con el fin de establecer si
existen diferencias estadisticamente significativas entre las medias de los sexos.

Si en el modelo de evaluacién se incluyesen maés efectos fijos, en el vector solucién
apareceran los resultados para cada nivel, de cada efecto considerado. Por lo general,
la revision de literatura previa a la evaluacion genética orienta sobre los factores fijos
importantes que se deberdn tener en cuenta.

El resto de los valores que aparecen en el vector solucidn, para el EJEMPLO 4.2
en particular, corresponden al valor genético aditivo o valor de cria (Breeding value)
de los animales. Si el proposito es incrementar la produccion, teniendo en cuenta la
caracteristica a mejorar, cuanto mads alto sea este valor, existird mayor probabilidad
de que la progenie resultante de utilizar este animal como reproductor, obtenga un
rendimiento mayor, respecto a la media del rebafio. Lo denominaremos como VG

a| [ 139 ]
& 8.7
a ~13.9
g —8.7
ds 22.6
ay 5.2
@ —22.6
Gy —52

Debe tenerse en cuenta que la habilidad de transmisién predecible (PTA, por sus
siglas en inglés) o diferencias esperadas en la progenie (DEP, pos sus siglas en inglés),
se calcula dividiendo por dos el valor genético obtenido en el vector solucion para cada
animal y debe interpretarse de la siguiente manera: Si el animal se aparea al azar, su
progenie tendra un valor promedio del peso a las ocho semanas inferior o superior a la
media de la poblacién. Por ejemplo, el animal de mas alto valor genético, que es el 5,
tiene un valor genético de 22.6 gramos, por lo tanto, su habilidad de transmisién sera
de 11.3 g, lo que quiere decir que si este animal se aparea al azar en la poblacion de
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donde proviene, su progenie tendrd en promedio un peso a las ocho semanas superior
en 11.3 g, respecto a la media de la poblacion. El vector con las diferencias esperadas
de progenie es:

6.95

4.35
—6.95
— —4.35
11.3
2.6
—11.3
—-2.6

Con la informacion disponible se pueden calcular otros pardmetros de suma
importancia en la valoraciéon genética de un individuo, como los que se indican a
continuacién: Ahora calculamos r?> empleando el procedimiento que se usé antes,
obtenemos el vector correspondiente a los elementos de la diagonal principal de C?2,
denominaremos este vector como d, para el EJEMPLO 4.2 se tendria:

0.49
0.49
0.49
0.49
0.44
0.44
0.44
0.44

Con el anterior vector, podemos realizar los cdlculos de la correlacion entre ese valor
y el verdadero valor genético, la confiabilidad y la raiz cuadrada de la varianza del error

de prediccién (a la que denominaremos SEP), donde SEP = ¢/ (d; = ag).

La confiabilidad seria:

0.09
0.09
0.09
0.09
0.17
0.17
0.17
0.17

rP=1g—(ds*a)=
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Ahora se toma la raiz cuadrada de cada elemento de este vector para obtener la
exactitud:

0.29

0.29
0.29
0.29
0.41
0.41
0.41
0.41

Asi, empleando la férmula descrita previamente, el vector de los SEP es:

17.93
17.93
17.93
17.93
17.05
17.05
17.05
17.05

En la tabla TABLA NRO. 4.3 se tiene el cuadro detallado de las valoraciones genéticas
de los animales. Ahora se pueden ordenar los animales por su mérito genético. Por
ejemplo, el animal 5 tiene una DEP de 11.3 g, error estandar de la prediccion de 17.05
gy confiabilidad de 0.17.

Es oportuno indicar que la confiabilidad se incrementa en dependencia de la
cantidad y calidad de la informacién, tanto de los datos productivos, como del pedigri.

En las aplicaciones reales, si se busca aumentar la media del fenotipo, se buscara
seleccionar como reproductores a los animales de mayor valor genético y mayor
confiabilidad. Similarmente, si se busca reducir la media del fenotipo, se seleccionan
animales con menores valores genéticos y alta confiabilidad.

Al programar los apareamientos de los animales seleccionados por evaluacion
genética, es indispensable hacer un estudio de la consanguinidad que se espera
en la siguiente generacion y el tamafio efectivo. En la seccion 12 podrd encontrar
procedimientos para estos andlisis y su importancia en la mejora genética de animales
domésticos.

Para finalizar, a continuacion, se presenta la correspondiente codificacién para
ejecutar los dos ejemplos de este capitulo en el programa R-Project [25]:
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TABLA 4.3: Catalogo de cuyes

DEP  Elemento diagonal de C** Confiabilidad Exactitud SEP
5 11.30 0.44 0.17 0.41 17.05
1 6.95 0.49 0.09 0.29 17.93
2 435 0.49 0.09 0.29 17.93
6 2.60 0.44 0.17 0.41 17.05
8 -2.60 0.44 0.17 0.41 17.05
4  -4.35 0.49 0.09 0.29 17.93
3 -6.95 0.49 0.09 0.29 17.93
7 -11.30 0.44 0.17 0.41 17.05

Nota: Catdlogo de valoracion genética de animales mediante modelo animal.
DEP=diferencia esperada de la progenie, SEP=raiz cuadrada de la varianza del
error de prediccion.

Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

4.3. Ejercicios en R-project

R-project [25]:

GenoyFeno=data. frame (matrix (ncol=5, byrow=TRUE, ¢ (

"1, NA,NA, 1,10,
") NA,NA, 2,9,
"3" NA,NA, 1,8,
"4 NA,NA, 2,7,
"5",
"6",
"7",
"8",

"1",
"1",
"3",
"5",

GenoyFeno

#4# id sire
## 1 1 <NA>
## 2 2 <NA>
## 3 3 <NA>
## 4 4 <NA>
## 5 5 1
## 6 6 1
#+ 7 7 3
## 8 8 5

"2",1,9,
Il2ll,2,10,
"4",1,8,
e, 2, )
colnames (GenoyFeno)=c ("id", "sire", "dam", "sex",

dam sex Fenotipo

<NA>
<NA>
<NA>
<NA>

2

2
4
6

1

N PN DN RPN

10
9
8
7
g

10
8

11

Montaje de la genealogia del EJEMPLO 4.1, tomado de Kennedy et al [23] en

"Fenotipo")
GenoyFenoSFenotipo=as.numeric (GenoyFeno$SFenotipo)
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Utilizaremos las librerias <«kinship2>> [28] para generar la matriz de parentesco,
<MatrixModels>> [29] para la construcciéon de las matrices a partir de las bases
de datos, <stringr> [30] para modificar los nombres de las columnas y la libreria
<MASS>> [18] para calcular la inversa:

library (kinship2)

Geneal=pedigree (id = GenoyFeno$id, dadid = GenoyFeno$sire,
momid = GenoyFeno$dam,
sex=as.numeric (GenoyFeno$sex) )

El arbol genealogico estd en la FIGURA NRO. 4.1:

plot (Geneal,
mar = ¢ (bottom=0, left=1, top=1, right=1), cex=1)

O O
1 2 3 4
5 6 7

O

8

Figura 4.1: Genealogia de ocho animales.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Montaje de la matriz de parentesco (A):

A=2+kinship (GenoyFeno$id, GenoyFeno$sire, GenoyFeno$dam)
A

#4# 1 2 3 4 5 6 7 8
## 1 1.0 0.0 0.0 0.0 0.50 0.50 0.0 0.50
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ik
ik
4
ik
4
##
ik

.50
.00
.00
.00
.50
.00
.75

.50
.00
.00
.50
.00
.00
.75

.50
.00
.00
.75
.75
.00
.25

O ~J oy U b W N
O O O O o o o
nowuo oo
O O O O o o
nowuo oo
O O O O o o
o0 ooooo
O O O O OO
O 0o oooo
O O OB OO O
O O OO O O
O OO O O o
cCoootno
R O O O O O O

bitSize (Geneal)

## SbitSize

## [1] 4

##

## SnFounder

#4# [1] 4

##

## SnNonFounder
## [1] 4

Numero de individuos:

n=nrow (GenoyFeno)
n

## [1] 8

Montaje del vector de media (m) la matriz Z y el vector y:

m=matrix (nrow=nrow (GenoyFeno), ncol=1, 1)
rownames (m) =GenoyFeno$id
colnames (m) =c ("media")

m
#4# media
## 1 1
## 2 1
## 3 1
## 4 1
## 5 1
## 6 1
## 7 1
## 8 1
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library (MatrixModels)

Z=as.matrix (model.Matrix (~ as.factor (GenoyFeno$id) -1))
library (stringr)

colnames (Z) =word (colnames (Z), 2, sep = fixed(')'))
rownames (Z) =GenoyFeno$id

Z

## 12345¢6 738
## 11 0 0 00 00O
## 2 01 000 0O0O
## 3 00 1 00 0 0O
## 4 0 0 01 0 0 0O
## 500 001 000
## 6 00 0001 0O
## 70 0 000010
## 8 00 000 001

y=as.matrix (GenoyFenoS$Fenotipo)
colnames (y)=c ("Fenotipo")
rownames (y) =GenoyFeno$id

y

#4 Fenotipo

## 1 10
## 2 9
## 3 8
## 4 7
## 5 9
## 6 10
## 7 8
## 8 11

Montaje del sistema de ecuaciones:

o

mpm=t (m) $*%m

mpm
#4# media
## media 8
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[

mpZ=t (m) $*%7Z

mpz

## 123 45¢6 78
## media 1 1 1 1 1 1 1 1
Zpm=t (Z) $*x3m
ZpZ2=t (Z2) $*%2

mpy=t (m) $x%y

mpy

#4 Fenotipo

## media 72

Inclusion del valor de a:

var_a=.5

var_e=.5

h2=var_a/ (var_a+var_e)
h2

alpha=var_e/var_a
alpha

## [1]1 1

library (MASS)
alfaAinv=alpha%x%ginv (A)
ZpZmasalfaAinv=ZpZ+alfaAinv
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Construccion del lado izquierdo del sistema:

Izg=rbind (

cbind (mpm, mpZ) ,

cbind (Zpm, ZpZmasalfaAinv))
Izginv=solve (Izq)

Lado derecho del sistema:

Der=rbind (mpy, Zpy)

Solucidn al sistema:

Sol=round (Izginv%x%Der, 4)
rownames (Sol) =c (rownames (mpm) , rownames (ZpZz) )

La media:

solfijos=as.matrix (Sol [rownames (mpZ),])
solfijos

## [

r1]
## [1,]1 8.7

Valores genéticos:

VG=as.matrix (Sol [rownames (ZpZ), ])

VG

## [,1]
## 1 0.87
## 2 0.37
## 3 —-0.37
## 4 -0.87
## 5 0.67
## 6 1.00
## 7 —-0.65
## 8 1.32
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EJEMPLO4.2, con informacién de pesaje a las ocho semanas de cuyes, en R-project
[25]:

Genealogia=data. frame (matrix (ncol=4,byrow=TRUE, ¢ (
"1",NA,NA, 1,

"2" NA,NA, 2,

"3" NA,NA, 1,

"4" NA,NA, 2,

"5",11111,112!1,1,

"6","1","4",2,

"7", "3", "4",1,

"8","3","2",2)))

colnames (Genealogia)=c("id", "sire", "dam", "sex")

Genealogia

## id sire dam sex
## 1 1 <NA> <NA> 1
## 2 2 <NA> <NA> 2
## 3 3 <NA> <NA> 1
## 4 4 <NA> <NA> 2
## 5 5 1 2 1
## 6 06 1 4 2
## 7 7 3 4 1
## 8 8 3 2 2

library (kinship2)

Geneal=pedigree (id = Genealogia$id, dadid = GenealogiaSsire,
momid = Genealogia$dam,
sex=as.numeric (Genealogia$sex))

Montaje de la matriz de parentesco:

A=2xkinship (Genealogia$id, Genealogia$sire, GenealogiaS$Sdam)
A

## 1 2 3 4 5 6 7 8
## 1 1.0 0.0 0.0 0.0 0.50 0.50 0.00 0.00
## 2 0.0 1.0 0.0 0.0 0.50 0.00 0.00 0.50
## 3 0.0 0.0 1.0 0.0 0.00 0.00 0.50 0.50
## 4 0.0 0.0 0.0 1.0 0.00 0.50 0.50 0.00
## 5 0.5 0.5 0.0 0.0 1.00 0.25 0.00 0.25
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## 6 0.5 0.0 0.0 0.5 0.25 1.00 0.25 0.00
## 7 0.0 0.0 0.5 0.5 0.00 0.25 1.00 0.25
## 8 0.0 0.5 0.5 0.0 0.25 0.00 0.25 1.00

El arbol genealdgico est4 en la FIGURA NRO. 4.2:

plot (Geneal,
mar = c(bottom=0, left=1, top=6, right=1l), cex=1)

-
~
.
~

OO O] O
2 | 4 2

O O

5 6 8 7

Figura 4.2: Genealogia de ocho cuyes para el ejercicio de modelo animal.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

bitSize (Geneal)

## SbitSize

## [1] 4

##

## SnFounder

## [1] 4

##

## SnNonFounder
## [1] 4
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Informacion de producciones:

Peso8s=data. frame (matrix (ncol=3, byrow=TRUE, ¢ (
"5",1,750,
"e", 2,630,
"m, 1,620,
"g", 2,600

)))
colnames (Peso8s)=c("id", "sexo", "peso")
Peso8s$peso=as.numeric (Peso8s$peso)
Peso8s$sexo=as.numeric (Peso8s$sexo)

Peso8s

## id sexo peso
## 1 5 1 750
## 2 0 2 630
## 3 7 1 620
## 4 8 2 600

Numero de individuos:

n=nrow (Genealogia)
n

Montaje de las matrices X y Z y el vector y:

library (MatrixModels)

X=as.matrix (model .Matrix (~ as.factor (Peso8sS$sexo) —-1))
rownames (X) =Peso8s$id

colnames (X)=c("s_1","s_2")

X

## s
##
##
##
##

© J o »
O O r
O = o N
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Peso8=as.matrix (model.Matrix (~ as.factor (Peso8s$id) -1))
library (stringr)

colnames (Peso8) =word (colnames (Peso8), 2, sep = fixed(')'))
rownames (Peso8)=Peso08s5$id

round (Peso8, 2)

i 56 78
## 5 1 0 0 O
## 6 0 1 0 O
## 7 0 0 1 O
## 8 0 0 0 1

Z=matrix (nrow=nrow (Peso8) ,ncol=n, 0)
colnames (Z) =colnames (A7)
rownames (7Z) =colnames (Peso8)

Z [colnames (Peso8) , colnames (Peso8) ] =Peso8
Z

#4# 123456 78

## 5 0 0 0 0 1 0 0 O

## 6 0 0 0 0 01 0 O

## 7 0 0 0 0 0 0 1 O

## 8 0 0 0 0 0 0 0 1

y=as.matrix (Peso8sS$peso)
colnames (y)=c ("P8")
rownames (y) =Peso8s5$id

Yy

i P8
## 5 750
## 6 630
## 7 620
## 8 600

Montaje del sistema de ecuaciones:

XpX=t (X) $*%X
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Inclusion del valor de alfa:

var_a=352

var_e=660

h2=var_a/ (var_a+var_e)
h2

## [1] 0.35

alpha=var_e/var_a
alpha

library (MASS)
alfaAinv=alpha%x$ginv (A)
ZpZmasalfaAinv=ZpZ+alfaAinv

Solucién del sistema, lado izquierdo de la matriz:

Izg=rbind(

cbind (XpX, XpZ),

cbind (ZpX, ZpZmasalfaAinv) )
Izginv=solve (Izq)
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Lado derecho de la matriz:

Der=rbind (Xpy, Zpy)

Soluciodn al sistema:

Sol=round (Izginv%*%Der, 1)

rownames (Sol) =c (rownames (XpX) , rownames (ZpZ) )
Efectos fijos:

solfijos=as.matrix (Sol [rownames (XpZ),])
solfijos

#4# [yl
## s_1 685
## s 2 615

Valores genéticos:

VG=as.matrix (Sol [rownames (ZpZ),])

VG

## [,1]
## 1 13.9
## 2 8.7
## 3 -13.9
## 4 -8.7
## 5 22.6
## 6 5.2
## 7 -22.6
## 8 -5.2

Diferencia esperada de progenie:

Deps=VG/2

Deps

## [,1]
## 1 7.0
## 2 4.3
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## 3 -7.0
## 4 -4.3
## 5 11.3
## 6 2.6
## 7 -11.3
## 8 -2.6

Valores de la diagonal del lado izquierdo de las ecuaciones de modelo mixto
relacionados con los animales:

diagonal=as.matrix (diag(Izginv[rownames (ZpZ), colnames (ZpZ)]))
diagonal

## [,1]
## 1 0.49
## 2 0.49
## 3 0.49
## 4 0.49
## 5 0.44
## 6 0.44
## 7 0.44
## 8 0.44
Confiabilidad:

Confiab_r2=as.matrix(l-diagonalxalpha)

Confiab_r2
#4 [,1]
## 1 0.087
## 2 0.087
## 3 0.087
## 4 0.087
## 5 0.174
## 6 0.174
## 7 0.174
## 8 0.174

Exactitud:

Exact_r=sqrt (Confiab_r2)
Exact_r
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#4 [pA]
## 1 0.29
## 2 0.29
## 3 0.29
## 4 0.29
## 5 0.42
## 6 0.42
## 7 0.42
## 8 0.42
Los SEP son:

SEP=as.matrix (sqrt (diagonalxvar_e))
SEP

## [,1]
## 1 18
## 2 18
## 3 18
#4# 4 18
## 5 17
## 6 17
#4# 7 17
## 8 17
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5.1. Modelo animal para medidas repetidas

Este tipo de modelos se utiliza para predecir valores genéticos cuando se evalian
caracteristicas que se miden mas de una vez durante la vida productiva, como por
ejemplo, la produccion de leche en varias lactancias de especies como los bovinos,
ovinos y caprinos; la cantidad de lana de ovejas medida en distintas esquilas; el tamafio
de camada en partos sucesivos en especies multiparas como conejos, cuyes y cerdos,
entre otras muchas caracteristicas. Una premisa importante es que se trata de la misma
caracteristica, es decir, que las observaciones en diferentes puntos en el tiempo son del
mismo fenotipo, lo cual implica que la correlacidn genética entre estas sea 1.

En este tipo de modelos se tendrdn tres componentes de varianza, dos que se
estudiaron en el modelo anterior (02 y 02), mas la varianza debida a efectos ambientales
que permanecen a través del tiempo, denominada de ambiente permanente (alz,) y
ademads, bajo el supuesto de independencia de los efectos genéticos aditivos directos,
los de ambiente permanente y los errores. La varianza fenotipica (ai,) serd la sumatoria

de las tres varianzas antes indicadas.
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Los parametros correspondientes a cocientes entre los componentes de varianza y
la varianza fenotipica serian: la heredabilidad (h?) y la repetibilidad (Rep). La Rep se
define como la correlacion entre los registros de un mismo individuo. Las ecuaciones
serian:

o.2

W= — 29
o2+ 0% +0?
a p e

ga+0;
Rep = ——————
02 + 02 + 07

Es importante indicar que, bajo este modelo, se asume que los efectos genéticos y
sus correspondientes interacciones, son iguales para cada una de las mediciones que
se hagan de la caracteristica a evaluar y que se pretende mejorar, en cambio los efectos
temporales si pueden cambiar entre una medicion y otra.

El numero de mediciones puede extenderse, practicamente de manera ilimitadayla
base de datos fenotipica simplemente adquirird mayor tamafio en funciéon del nimero
de mediciones, obviamente cuanto mayor sea el nimero de mediciones.

Las evaluaciones genéticas bajo este modelo permitirdn predecir el valor genético
y los efectos de ambiente permanente, que debe entenderse como la accién ambiental
que altera el desempefio de los animales durante toda su etapa productiva, como por
ejemplo, una enfermedad de la ubre que deja dafio permanente o la pérdida de un
pezon, independientemente de la causa de dicha pérdida o, en general, cualquier accion
del ambiente con efecto a lo largo de la vida productiva de los animales, mas los efectos
genéticos no aditivos.

El modelo para estos casos, expresado en forma matricial, es el siguiente:

y=Xf+Za+Sp+e

Donde y es el vector de observaciones, 3 es el vector de efectos fijos, a es el vector
de valores genéticos aditivos directos, p es el vector de efectos aleatorios del ambiente
permanente, e es el vector aleatorio de errores y X, Z y S, son matrices de incidencia
que relacionan los registros con los efectos antes indicados, es decir, los efectos fijos del
animal y ambientales permanentes, respectivamente.

Los supuestos probabilisticos para los valores genéticos aditivos directos y los
errores son los mismos que se presentaron para el modelo animal bésico, por otro
lado, se asume que los efectos ambientales permanentes se distribuyen normal,
independientemente, con vector de medias 0 y matriz de covarianza UIZJI y son
independientes de los valores genéticos aditivos y de los errores.
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La matriz de covarianza del error ser4 igual a 02I = R. La matriz de covarianza de
los valores genéticos aditivos directos igual a 02A donde A es la matriz de parentesco.

La matriz de covarianza fenotipica sera:
Var(y) = 0,ZAZ" + 03SST + o1

~

Las ecuaciones del modelo mixto (MME), para encontrar [ B\ ,a, p] son las siguientes:

xTx X'z XTs Bl X"y

Z'X ZTZ + a; A1 zZ's al=12"

STx STz SIS+ || D STy
2 2
Donde: o; = Ze yo, = Ze
o2 o2

A continuacidn, se presenta el EXEMPLO 5.1 con los datos de produccion de proteina
en bovinos para leche en el trépico alto de Narifio Colombia. En este ejemplo los valores
de a; y a, se calcularan con los datos arbitrarios para la heredabilidad y la repetibilidad
de 0.38 y 0.15, respectivamente; mientras que los registros de produccién corresponden
a los reportados por Solarte et al [31]. Es importante aclarar que los datos corresponden
a lactancias completas, ajustadas a 305 dias y equivalente adulto.

Para facilitar la lectura e interpretacion de este modelo, se toman pocos datos, que
corresponden a tres hembras con informacién de dos partos sucesivos. Estas hembras
parieron entre los afios 2019 y 2021 en dos hatos, por lo que se decidi6é formar grupos
contemporaneos segun el hato, el afio y el semestre de parto, asi: Grupo 1) hato 1 en el
primer semestre del 2019, Grupo 2) hato 2 en el segundo semestre del 2020 y Grupo 3)
hato 2 en el primer semestre de 2021. La informacion productiva y genealdgica se
presenta en la TABLA NRO. 5.1.

A continuacion, se indican las matrices para construir las ecuaciones de modelo
mixto y las soluciones, que en este caso correspondera al efecto fijo de grupo
contemporaneo, el efecto aleatorio del animal (valor genético aditivo directo) y el efecto
aleatorio del ambiente permanente.
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TABLA 5.1: Informacién geneldgica de seis animales y produccién de proteina (kg)
por lactancia de cuatro vacas

Animal Padre Madre Sexo Grupo Contemporianeo Proteina

1 1
2 2
3 1
4 1 2 2 1 145.00
4 1 2 2 2 153.00
5 3 4 2 1 128.00
5 3 4 2 3 131.00
6 1 2 2 2 172.00
6 1 2 2 3 172.00

Fuente: elaboracién propia (2024).

La matriz X se construye de acuerdo con los niveles de los efectos fijos que
se incluyan en el modelo, en este caso hay un solo efecto fijo que es el grupo
contemporaneo con tres niveles. Asi que en las filas aparecerdan los animales con
registro y en las columnas los niveles del efecto fijo, en este caso tres. Para el caso
puntual del animal 4 se marca con 1 en el primer nivel del grupo contemporaneo, para
la primera lactancia, con 1 en el segundo nivel para la segunda lactancia y no aparece
con registros en el tercer nivel del efecto fijo.

S OO O
SO OO+ O
—_ o = O O O

La matriz Z contiene en las filas los animales que tienen mediciones, los cuales
aparecen, cuantas veces tengan registro, en el EJEMPLO 5.1 se tendrdn 6 filas
correspondientes a las vacas 4, 5y 6 con sus dos lactancias cada una. En las columnas
van todos los individuos que aparecen en la matriz de parentesco se tienen los animales
1, 2y 3 que no tiene registros y los que tienen registro.

0 0 01 0O
0 0 01 0O
Z:000010
0 0 0 O01O0
0 0 0 0 01
0 0 0 0 01

LAl igual que en el capitulo anterior, el modelo no parametriza en términos de los efectos de cada grupo
contemporaneo, sino de sus medias; sin embargo, para mantener la nomenclatura usual, se sigue
mencionando como efectos fijos del modelo.

—
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La matriz S relaciona los registros con el efecto ambiental permanente. Las columnas
representan los animales con registros y las filas corresponden a los registros ordenados

por animal:

1 0

1 0

0 1

§= 0 1

0 0

0 0

El vector de observaciones y es:

[ 145 ]

153

128
Y=1131

172

172

Las operaciones entre matrices son:

2 0
XTx =10 2
0 O

[0 0 O
XTz=10 0 0
[0 0 0

[0 0 0

0O 0 O

0O 0 O

Tr7 _

zZ= 0O 0 O
0O 0 O

0O 0 O
1 1
xXTs=[1 o
0 1
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S =

S O N O OO

N O O

_ = o

=

=

o O O OO
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N O O O O O




Modelos lineales para evaluacion genética en animales

zZTs =

S O NN O OO
SN O O OO
N O O O OO

\S)
(=)
(=)

STS =

(=)
\9)
(=)

[273]
XTy =325
[ 303 |

(= e i)

298
259
344

298]
STy =259
344

La matriz A, cuya forma de construir ya fue explicada en el modelo basico del
EJEMPLO 5.1 tiene la forma:

1 0 0 05 025 05
0 1 0 05 025 05
A=l o0 0 1 0 05 0
05 05 0 1 05 0.5
025 025 05 05 1 0.25
05 05 0 05 025 1
o = o2 _(Q-n _(@a-03y) 413

T2 w2 015

—
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[ 827 413 0 —413 0 —4.13]
413  8.27 0 —413 0 —413
0 0 62 207 —413 0
T -1 _
ZZ+aAT =403 413 207 1233 —413 0
0 0 —413 —413 1027 0
—413 —413 0 0 0 1027
2
o2 1-r 1-0.38
%2 o3 r—h 038-015
47 0 0
STS+Ia, =1 0 47 0
0 0 47

Con la informacion suministrada hasta este punto es posible construir el sistema

de ecuaciones del modelo mixto, cuya solucion es:

GG,
GC,

)
[\9]
o
e
o

S
P
o.
N
]
o

La solucién del sistema es:

GC, 141
GG, 158.1
GG, 151.4
a 1
& 1
a |_|-19
a, -0.1
ax —2.9
ay 2.9
s —0.2
Ps -5.9

| s | L 01 ]
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325
303
0
0
0
298
259
344
298
259
344
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Los tres primeros elementos del vector corresponden a las medias de los tres grupos
contemporéaneos. En cuanto al valor genético, el animal 6 es el de mejor mérito con una
cifra de 2.9 kg, por lo que su habilidad de transmision predicha es de 1.45 kg, que debe
interpretarse como la superioridad promedio de su descendencia, respecto a la media de
la poblacion, si este animal se aparea al azar en esa poblacion. La misma interpretacion
es valida para el resto de los animales incluidos en la evaluacion genética.

Las soluciones para los efectos permanentes representan, como ya se menciono,
tanto las influencias ambientales como los efectos genéticos no aditivos. Estas
influencias pueden ser favorables o negativas. En el EJEMPLO 5.1, para los animales
4y 5lainfluencia es negativa y para el animal 6 es positiva.

Bajo este modelo, 1a suma del valor genéticoy del efecto ambiental permanente (&; +
D;) produce el denominado probable habilidad productora, medida muy importante que
representa un estimador del futuro desempefio del animal en el mismo hato.

El EJEMPLO 5.1 se desarrolla en R-Project [25] de la siguiente manera:

5.1.1. Desarrollo del EJXEMPLO 5.1 en R-project
Produccion de Prodeina por lactancia (kg) Montaje de la genealogia:

Genealogia=data. frame (matrix (ncol=4,byrow=TRUE, c (
"1",NA,NA, 1,

"2",NA,NA, 2,

"3",NA,NA, 1,

"4","1","2",2,

"5","3","4",2,

"6","1","2",2) ))

colnames (Genealogia)=c("id", "sire", "dam", "sex")

Genealogia

#4# id sire dam sex
## 1 1 <NA> <NA> 1
## 2 2 <NA> <NA> 2
## 3 3 <NA> <NA> 1
## 4 4 1 2 2
## 5 5 3 4 2
## 6 © 1 2 2

—
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Relaciones entre padres y madres:

table (Genealogia$sire, GenealogiaS$dam)

#4#

#4# 2 4
#4# 120
#4# 301

Utilizaremos las librerias <«kinship2>> [28] para generar la matriz de parentesco,
<MatrixModels> [29] para la construccién de las matrices a partir de las bases
de datos, <stringr> [30] para modificar los nombres de las columnas y la libreria
<MASS>> [18] para calcular la inversa:

library (kinship2)

Geneal=pedigree (id = Genealogia$id, dadid = Genealogia$sire,
momid = Genealogia$dam,
sex=as.numeric (Genealogia$sex))

Montaje de la matriz de parentesco:

A=2+kinship (Genealogia$id, Genealogia$sire, GenealogiaS$dam)
A

#4# 1 2 3 4 5 6
## 1 1.00 0.00 0.0 0.5 0.25 0.50
## 2 0.00 1.00 0.0 0.5 0.25 0.50
## 3 0.00 0.00 1.0 0.0 0.50 0.00
## 4 0.50 0.50 0.0 1.0 0.50 0.50
## 5 0.25 0.25 0.5 0.5 1.00 0.25
## 6 0.50 0.50 0.0 0.5 0.25 1.00
bitSize (Geneal)
## SbitSize
## [1] 3
#4#
## SnFounder
## [1] 3
#4#
## SnNonFounder
## [1] 3
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El arbol genealdgico estd en la FIGURA NRO. 5.1:

plot (Geneal, mar=c (bottom=0, left=1, top=1l, right=1l))

O

5

Figura 5.1: Genealogia de los animales para el ejercicio de modelo animal con
medidas repetidas.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Informacion de producciones:

Prod=data. frame (matrix (ncol=3, byrow=TRUE, ¢ (

mAr,m1v, 145,

m4qm momw 153,

msM, M1, 128,

"SM, 3", 131,

"e","2", 172,

"M, "3",172)))
colnames (Prod)=c ("id", "GC", "Prot")
Prod$Prot=as.numeric (Prod$Prot)
Prod$GC=as.numeric (Prods$GC)
Prod$VacaGC=pasteO (Prodsid, "-", Prods$GC)

—
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Prod

i id GC
## 1 4 1
## 2 4 2
## 3 5 1
## 4 5 3
## 5 o6 2
## 6 o6 3
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145
153
128
131
172
172

Base completa:

General=merge (Genealogia,

Genera

## i
ik
#
#
##
##
##
#
i
ik

OW 0 ~J o U » LW DN

Numero de datos:

1

(o}

Y O U1 U W D W DN

sire
<NA>
<NA>
<NA>

R RWw W e

Prot VacaGC

4-1

dam sex
<NA> 1
<NA> 2
<NA> 1
2 2
2 2
4 2
4 2
2 2
2 2

n=nrow (General)

n

## [1]

GC
NA
NA
NA

W N weE DN

Prod, all=T)

Prot VacaGC

NA
NA
NA
145
153
128
131
172
172

<NA>
<NA>
<NA>

4-1

Montaje de las matrices X, Zy Sy el vector y:

library (MatrixModels)

X=as.matrix (model .Matrix (~ as.factor (ProdS$SGC)

rownames (X) =Prod$VacaGC
colnames (X)=c ("GC_1","GC_2","GC_3")

X

—
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## GC
## 4-1
## 4-2
## 5-1
## 5-3

6=2

6-3

O P OO O Ww

##
##

O OO OoON

1

Pro=as.matrix (model .Matrix (~ as.factor (Prod$id) -1))
library (stringr)

colnames (Pro) =word (colnames (Pro), 2, sep = fixed(')'))
Pro

## 4 5 6

## 1 1 0 O

## 2 1 0 O

## 3 0 1 O

## 4 0 1 O

## 5 0 0 1

## 6 0 0 1

rownames (Pro)=Prods$id
Pro

## 4 5 6

## 4 1 0 O

## 4 1 0 O

## 5 0 1 O

## 5 0 1 O

## 6 0 0 1

## 6 0 0 1

Z=matrix (nrow=nrow (Prod) ,ncol=ncol (A), 0)
colnames (7Z) =colnames (A)
rownames (Z) =rownames (Pro)

Z[,colnames (Pro) ]=Pro
Z

#4# 123456

## 4 0 0 01 0 O

## 4 0 0 01 0 O

## 5 0 0 0 0 1 O

## 5 0 0 0 0 1 O

## 6 0 0 0 0 0 1

## 6 0 0 0 0 0 1
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S=Pro

§

#4# 4 5 6
## 4 1 0 0
## 4 1 0 0
## 5 0 1 0
## 5 0 1 0
## 6 0 0 1
## 6 0 0 1

y=as.matrix (Prod$Prot)
colnames (y)=c ("Prot")
rownames (y) =ProdS$VacaGC

Y

#4# Prot
## 4-1 145
## 4-2 153
## 5-1 128
## 5-3 131
## 6-2 172
## 6-3 172

Montaje del sistema de ecuaciones:

XpX=t (X) $*%X

O N ON
N O O W

O O O W
O o
= o~ U
H P o o
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o

oe

123456
## 1 0 0 0 0 0O
## 2 00 0 0 0O
## 3 00 0 0 0O
## 4 0 002 00
## 5 000020
## 6 0 0 0 0 0 2

ZpZ=t (Z)

Zp7Z
##

oe

5
2101

## GC_1 1 1 0
## GC_
## GC_3 0 1 1

XpS=t (X) %
#4#

XpS

oe

5

ZpS=t (Z) %~*
ZpS

##

## 1 0 0 O
## 2 0 0 0
## 3 0 0 O
## 4 2 0 O
## 5 0 2 0
## 6 0 0 2

oe

Spz=t (S) %*

oe

SpS=t (S) %*

SpS

122

5

## 4 2 00
## 5 0 2 0
## 6 0 0 2

ik
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Xpy=t (X) $*x%y
Xpy

## Prot
## GC_1 273
## GC_2 325
## GC_3 303

Zpy=t (Z) $x%y

Zpy

## Prot
#4# 1 0
#H 2 0
## 3 0
## 4 298
## 5 259
##+ 6 344

Spy

#4# Prot
## 4 298
## 5 259
## 6 344

Inclusion del valor de alfa:

h2=0.15

rep=0.38
alfal=(l-rep)/h2
alfal

alfa2=(l-rep)/ (rep—h2)
alfa?2
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library (MASS)

=ginv (A)
round (Ainv, 2)

Ainv

ik

0
0
1
1
2
0

0.0 -1.0
0
2
0.

0.

0.0 -1.0
1.5
0.5 o
0 -1.0 -1.0
0

— /o /o

A VO T T |

alfal%$x%Ainv

alfaAinv

round (alfaAinv, 2)

##

0
0
-0
3

0
0.
0
8

0.0 -4.1
0.0 -4.1
.3
0

2.1 -4.1
8
.0 0

2.1 10.3 -4.1

0.0 -4.1 -4.1
0

0
-4.1 -4.1

1 0.0 -4.1
.3 0.0 —-4.1
0 6.2

4
8
0

—/ o/ o/ /o

[ T B W U '

=ZpZ+alfa”Ainv

ZpZmasalfaAinv

round (ZpZmasalfaAinv, 2)

ik
ki
ik
ik

0.0 -4.1
0.0 -4.1

0.0 -4.1
0.0 -4.1
6 2.1 —-4.1

odl
.3
.0

4
8
0

0
odl
.0

8
4
0

1
2
3

.0
.0
.0

0
0
0

0.0 10.3

.2

2.1 12.3 -4.1

## 4 -4.1 -4.1

ik

0.0 -4.1 -4.1 10.3

.0

0

5

.0

0

.0

0

## 6 —-4.1 -4.1

ncol(S),0);1I

matrix (nrow=nrow (t (S)),ncol

I=

##
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alfa2I=alfa2%x%1I
round (alfa2l, 2)

i
i
i
i

SpSalfa2I=SpStalfa2l

round (SpSalfa2l, 2)

##
##
##
##

Construccion de la matriz de coeficientes (lado izquierdo del sistema):

4 5
4 4.7 0.0
5 0.0 4.7
6 0.0 0.0

Izg=rbind (

cbind (XpX, XpZ, XpS),
cbind (ZpX, ZpZmasalfaAinv, ZpS),
cbind (SpX, SpZ, SpSalfa2Tl))

~ O O o

Izginv=solve (Izq)

Lado derecho del sistema:

Der=rbind (Xpy, Zpy, Spy)

Der

ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik

Prot
GC_1 273
GC_2 325
GC_3 303
1 0
2 0
3 0
4 298
5 259
6 344
4 298
5 259
6 344
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Solucién al sistema:

Sol=round (Izginv%=*%Der, 1)

rownames (Sol) =c (rownames (XpX) ,pastel ("a_", rownames (ZpZ) ),
pastel ("p_", rownames (SpS) ) )

Sol

4
## GC_1 141.
## GC_2 158.
## GC_3 151.
4
4
4
4
4
4
4
4
4

g
s
O
s

|
o Ul oy U W N
H ONWOWWOR OO0 N RO

I .
o U O NDNO - -

'O T W

Valores genéticos:

VG=as.matrix (Sol [pasteO ("a_", rownames (ZpZ)), 1)
VG

## [
ik
##
ik
##
##
##

O O W o o

Diferencia esperada de progenie:

Deps=VG/2
Efecto de ambiente permanente:

AP=as.matrix (Sol [pasteO ("p_", rownames (SpS) ), 1)
AP
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## [,1]
## p_4 -0.2
## p_5 -5.9
## p_6 6.1

5.2. Modelo animal con efectos maternos

De acuerdo con Quaas [32] y Mrode [21], algunas caracteristicas como el peso al
destete en el ganado de carne tienen una expresion fenotipica que esté influida por el
ambiente que provee la madre a sus crias. Los efectos maternos tienen un componente
genético y un componente ambiental. Willham [33] asegur6 que el componente
genético materno se puede particionar en efectos aditivos, dominantes y epistaticos
y que el componente ambiental se puede dividir en efectos permanentes y temporales.
En este punto resulta de especial importancia destacar que se transmite el componente
genético aditivo maternal a toda su descendencia, pero se expresa unicamente cuando
las hijas se convierten en madres y cuidan de sus crias.

En concordancia con lo anteriormente expresado, debe reiterarse que el desempefio
de un individuo al cuidado de su madre, estd determinado por efectos ambientales,
el efecto genético del propio individuo (efectos directos) y la habilidad de la madre
para cuidarlo. Este cuidado se relaciona con el comportamiento materno (etologia) y
en el caso de los mamiferos con la produccién y calidad de la leche que las madres
proporcionan a sus crias. Por consiguiente, se evalua genéticamente a las madres por
el desempefio de sus hijos y a los machos por el de los descendientes de sus hijas.

A manera de sintesis, se puede afirmar que cuando se realizan evaluaciones
genéticas para caracteristicas con influencia materna, debe tenerse en cuenta que el
desempefio de un individuo en la etapa en que estd al cuidado de su madre depende
del ambiente, del efecto genético directo (proporcionado por el genotipo heredado de
su padre y madre) y el efecto genético materno (genética de la madre, proporcionada
por los abuelos maternos), asi que en estos casos es indispensable disponer de la
informacién genealdgica correspondiente a los abuelos maternos de las crias, para
estimar el efecto genético materno.

Adicionalmente, se requiere considerar la existencia de la correlacion genética,
entre el efecto genético directo y el efecto materno. Cuando se evaluan varios partos
de una misma hembra, se debe incluir, ademas, el efecto ambiental permanente de la
madre.

Segun Quintanilla y Piedrafita [34], la influencia materna en la expresion de
los fenotipos es un efecto estrictamente ambiental en relacion a la descendencia,
constituyendo tan solo un componente del valor fenotipico de ella.

En la FIGURA NRO. 5.2 se representa de manera grafica este efecto genético, de
especial importancia en los mamiferos.
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Genético materno

Comportamiento
Ambiente materno
Materno Leche

Desempefio al destete

Figura 5.2: Representacion grafica del efecto materno sobre la expresion fenotipica de

caracteristicas en mamiferos.

Fuente: Adaptado de Ceréon-Muifioz et al [35]

Seguin Mrode [21], el modelo animal para caracteristicas influenciadas por efectos

maternos se expresa de la siguiente manera:

y=XB+Za+Wm+Sp+e

Donde:
y= vector de observaciones

B=vector de efectos fijos

a=vector de los efectos genéticos aditivos directos

m= vector de efectos genéticos aditivos maternos

p= vector de efectos de ambiente permanente, cuando se tiene informaciéon de

varios partos de las madres

e= vector de errores

X = matriz de disefio que relaciona los registros con los efectos fijos
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Z= matriz de disefio que relaciona los registros con los efectos genéticos aditivos
directos

W= matriz de disefio que relaciona los registros con los efectos genéticos aditivos
maternos

S= matriz de disefio que relaciona los registros con los efectos aleatorios
ambientales permanentes.

Se asume que:

a gnA grA 0 0

m 814 g»A 0 0
Vart 1= o 0 i 0

N 0 0 0 o

Donde:

g11= varianza genética aditiva directa

g12= covarianza entre los efectos aditivos directos y los genéticos aditivos maternos
g,,= Varianza genética aditiva materna

p, = varianza debida a los efectos ambientales permanentes

2_— varianza del error.

O,=

La varianza fenotipica, de acuerdo con Mrode [21], adopta la siguiente forma:

Z
w

gnA gnA

Var[y] = 814 gnA

(2T WT]+a38ST + 021

Como lo indica Mrode [21], bajo este modelo el fenotipo se particiona en los
siguientes elementos:

1) Efectos que transmiten el padre y la madre a sus descendientes y que se
denominan efectos genéticos aditivos

2) Habilidad genética aditiva de la madre para proporcionar un ambiente favorable
y que se denomina efecto indirecto o efecto genético materno

3) Efectos que incluyen la influencia ambiental permanente relacionada con la
habilidad materna para proporcionar un ambiente favorable a sus crias, méas los efectos
genéticos no aditivos que transmiten las madres

4) Otros efectos ambientales y genéticos que se encuentran en el vector de errores
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El sistema de ecuaciones del modelo mixto tendrd la siguiente estructura:

xTx x'z xXw XxTs B xTy
7' Z"Z+a A7 ZTW 4 a, AT VAR al |7z
WX WIZ+a,A0 WIW 4+ q;A71 wTs m|~ |wly
STX STz STw STS+ayl || p STy

Los valores de los a serian:

Gy = 811 812
821 822

Para facilitar la comprension del modelo, la construccion del sistema de ecuaciones
del modelo mixto, los resultados y sus interpretaciones, en el presente capitulo se
utilizaran datos arbitrarios del peso al destete en bovinos de carne. Para desarrollar el
EJEMPLO 5.2 correspondiente a este modelo se toma la informacién minima requerida
para desarrollar los procedimientos de cédlculo y andlisis, es decir el peso al destete
en kilogramos de bovinos de carne, con dos padres, dos madres y cuatro crias y

considerando el sexo como el tinico efecto fijo (ver TABLA NRO. 5.2).

Para calcular los distintos valores de « se toman los siguientes valores:
G, = |81 &12| = 100 —60
81 82 —60 70

G- = gt g!? _ |0.02058 0.01764
g 0.01764 0.02941

B 15.8235 9.7058

CATNCY) — o2 g11
a, o3| ¢lg? g* 0.01764 0.02941

o 0q

12
] _ 300 [0.02058 0.01764]
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TABLA 5.2: Informacion genealdgica y peso al destete (kg) de una poblacién vacuna

para carne
Animal Padre Madre Sexo Peso Destete
1 1
2 2
3 1
4 2
5 1
6 2
7 1
8 2
9 1 2 1
10 3 4 2
11 5 6 1
12 7 8 2
13 9 10 1 180
14 11 10 2 160
15 11 12 1 190
16 9 12 2 100

Fuente: elaboracién propia (2024).

Ay =

2
9p

2
o7 300
L= 2 =4125
80

Para estimar las medias de cada sexo y determinar el valor genético de los animales,
considerando el efecto genético aditivo directo ademads, del efecto genético aditivo
maternal, al igual que el efecto ambiental permanente, que contendra la estimacién de
efectos no aditivos de las madres y otros efectos ambientales permanentes, se requiere
construir el sistema de ecuaciones correspondientes a este modelo de la siguiente

manera:

S
I
O = O =

—_— o = O

La matriz X, para el EJEMPLO 5.2 se construye representando en las columnas los
niveles del efecto fijo sexo que en este caso son dos, machos en la primera columna y
hembras en la segunda columna; mientras que en las filas se representan los animales

con registro.
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0O 00O 0O0OOOOOOOO0O11O0O0UPO
Z=0000000000000100
0O 0O 0O 0O00OOOOOOOOOTOT1IPO0
0O 0O 0O 0OOOOOOOOOO0OTO0OTG 01

En todos los modelos la matriz Z se construye de la misma manera, es decir
incluyendo los animales con y sin registro que aparecen en el pedigri.

Para construir la matriz W, en las filas se representan los individuos con registros y
en las columnas todos los animales que aparecen en la evaluacién tengan o no tengan
registro. Se marcara con uno los elementos de la matriz correspondientes a la relacion
de cada animal con su madre.

0O 00 0o0OOO0OO0O1O0O0O0OTO0OTG OO
W=0000000001000000
0O 00 0o0OOO0OO0OO0OO0O1O0O0TGO0OOPO
0O 00 00O0OOO0OO0OO0OO0O1O0O0TGO0OTU O

Para construir la matriz S, en las filas se representan los individuos con registros y
en las columnas las madres que tienen dos o mas progenies con registros. Se marcara
con uno los puntos de corte de cada animal con su respectiva madre. Los individuos
con registro son hijos de las hembras 10y 12.

O O = =
— -0 O

En todos los casos, la matriz A contiene la informacién correspondiente al valor de
las relaciones genéticas aditivas entre todos los animales incluidos en la evaluacion. El
procedimiento para construirla es exactamente el mismo que se explic6 en el modelo
basico.

1 0 0 0 05 O 0 0 025 O 0 025
0 1 0 0 05 O 0 0 025 O 0 025
0 0 1 0 0 05 O 0 025 025 O 0
0 0 0 0 0 05 O 0 025 025 O 0
A= 0 0 0 0 0 0 05 O 0 025 025 O
025 025 025 --- O 05 05 O 0 1 025 0 025
0 0 025 - O 0 05 05 O 025 1 025 O
0 0 o -+ 025 O 0 05 05 0 025 1 025
025 025 O -~ 025 05 O 0 05 025 0 025 1
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(15 05 0 0 0 0 0 0
05 15 O 0 0 0O 0 O
0 0 15 05 O 0O 0 O
0 0 05 15 O 0 0 O
A-1 = 0 0 0 0 15 05 0 O
0 0 0 0 0 0O 0 O
0 0 0 0 0 0O 0 O
0 0 0 0 0 0O 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O
El vector y contiene los datos, asi:
180
_ {160
Y= 1190
100

ool ool

O e

ol eloNele)

el eloNoele)

S O o OO

S O O OO

El lado izquierdo del sistema de ecuaciones del modelo mixto (LHS), contiene
la siguiente informacion, obtenida de cada una de las matrices que se indicaron

anteriormente:
2 0
T —
XX_[O 2
O 0 000 0 0 0O
T _
XZ_O O 0 000 0 0 O
(0 0 0 00O O 0O
0O 0 00 00 0 o0 o0
0O 0 00 OO 0 0O
0O 0 00 OO 0 0O
7000000000
0O 0O 00 OO 0 0O
0O 0 00 OO 0 o0 o0
0O 0 0 00O 0O 0 o0 o0
0O 0 00 OO 0 o0 o0
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(ool oNelo) o O

o O

(e eloNoNo)

o O

(e elolNeNo)

S O O OO =

o O K-

S O O OO =

cor o -

S O O OO

O O O

S O O OO

—_o o O
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I
S O O O O

S O O O O
L

wlx =

00 0 0 0 0 0O O O0O0OO0OO0OUOOOU OO
00 0 0 0 0 0 0 O0O0OO0OUO0OOTPU OO
00 0 0 0 0 0 0 O0O0OO0OO0OO0OO0OTPUO0OTDO
00 0 0 0 O0OO0OO0OO0OO0OUO0OO0OO0OO0OTU OO
00 0 0 0 O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTPUO0OTO

00 0 0 0 0 O0OOOT1TO0OTUO0OO0OOUO0OTDO

00 0 0 0 0 O O0OOT1TO0O0OO0OO0OTUO0OTPVO

00 0 0 0 0 O0OO0OO0OO0OO0OTIL1I Oo0OO0OTOUO0OTFVQO

00 0 0 0 O0OOO0OO0OO0OO0OTILI OoOOoOTOUO0OSFO

ZTw =

|

0O 0o 00OOOOOOOOO0OO0OO0OO0OT11

0 0 00OOOOO0OO0OO0OOO0OT1T1O0UPO

STz =

OOOOOOOOOOOZOOOO]

00 0O0OOOO0OOOTZ2O0O0O0O0O00O0

STw =
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0O 0 0 00OOOOO0OO0OOOOUOT® OO
0O 0 0 00OOOOO0OOOOOUOTG OO
0O 0 0 00OOOOO0OO0OO0OOOTOTG OO
0O 0 0 00OOOOO0OOOOOUOTG OO
0O 0 0 00OOOOO0OOOOOUOTG OO
0O 0 0 00OOOOO0OOOOOTGOTG OO
0O 0o 0 00OOOOO0OOOOOTOTG OO
0O 0 000OOOOO0OOOOOUOT® OO
0O 0 0 00OOOOO0OO0OOOOUOTG OO
0O 0 0 00OOO0OO0O2O0O0O0O0O0UPO0

0O 0 0 00OOOOO0OOOOOUOTG OO
0O 0 0 0O0OOOO0OO0OO0OO0O20UO0UO0UDO0

0O 0 000OOOOO0OO0OO0OOOTUOTG OO
0O 0 000OOOOO0OO0OO0OOOTOTG OO
0O 00 00OOOOO0OOOOOTOTG OO
0O 0 00O0OOOOO0OOOOOTOTG OO

wTw

|

2 0
0 2

STS:[

34
10.19

10.19

0
10.19

34

0

34

0
14.59

14.59

0

0
14.59

0
0
0

0
14.59

0

—6.79
—6.79

0

Z'Z + A7 =

0
0
8.74
291

8.74 291

291 8.74

0

—5.82

0
11.65

11.65

0

0
—4.82
—4.82

0
11.65

0
0
0

—5.82
—5.82

0
11.65

0

0

0

o

ZTW+a,A7! =
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WIW+4a,A™! =

Para construir el lado derecho del sistema de ecuaciones del modelo mixto, deben

[ 14.56
4.85

0
0
0

4.85 0 0
14.56 0 0
0 14.56 0
0 4.85 0
0 0 -9.71
0 0 0
0 0 -9.71
0 0 -9.71
0 0 0
T |61 0
S'S+ oyl = l 0 61

realizarse las siguientes operaciones matriciales:

XT

ZTy

|

370
260

S O O OO

eNeoloBolel

0
-9.71
-9.71

O O O O O

19.41
0

=)

S O O OO

19.41
0

S O O O O

S O e

19.41
0

S O O OO

O QO -

1941
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340
T, —
S'y= [290]

Las soluciones requeridas se obtienen al multiplicar la matriz inversa del LHS, por

el vector del lado derecho del sistema de ecuaciones del modelo mixto (RHS).

S oo OoONN

H RO O -

S O oo

el =R

0
0
10.19
34
0

0
0
34
10.19
0

SO O O

O e

S OO -

370
260

oS O O

O e

340

290

Los resultados del vector solucion se explican de la siguiente manera: los dos
primeros valores corresponden a los promedios de los dos sexos e indican que los

machos tienen un valor numéricamente mayor al de las hembras.

registros.

Si|_|18s
S, [130

Los valores genéticos aditivos se obtienen para los ocho animales que aparecen en
la base de datos del EJTEMPLO 5.2, es decir para la poblacién base y su descendencia con

SHHS HSD

ais
a14
Qs

Ui |
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Posteriormente aparece el valor genético aditivo materno.

T 1.22
5 1.22
7 0.82
m 0.82
s | [ -1.22
13 2.65
12 —2.24
s —2.65
m| | 223 |

Finalmente, los dos ultimos valores en el vector solucion contienen las cifras que
corresponden al efecto ambiental permanente:

| 328
~|-3.28

La utilidad practica de este modelo consiste, fundamentalmente, en ofrecer la
posibilidad de seleccionar los reproductores por linea materna que se escogeran por
el mayor mérito genético aditivo directo y aditivo maternal. En el EJEMPLO 5.2 es claro
que se selecciona la hembra 14 por efecto directo y la 13 por efecto genético materno
(TABLA NRO. 5.3).

P1o
P12

TABLA 5.3: Valoracion genética de peso al destete (kg) de una poblacion bovina de
carne

Id Directo Materno Ambiente permanente

14 4.89 -2.24
11 4.07 -2.44
15 3.25 -2.65

5 2.03 -1.22

6 2.03 -1.22
12 0.41 -1.64 -3.28
8 0.20 -0.82

7 0.20 -0.82

3 -0.20 0.82

4 -0.20 0.82
10 -0.41 1.64 3.28
1 -2.03 1.22

2 -2.03 1.22
13 -3.25 2.65

9 -4.07 2.44
16 -4.89 2.24

Fuente: elaboracién propia (2024).
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La programacion en R-project para el EJEMPLO 5.2 se desarrolla de la siguiente

manera:

5.2.1. Ejercicios en R-project

Genealogia=data.frame (matrix (ncol=4, byrow=TRUE, ¢ (

1,NA,NA, 1,
2,NA,NA, 2,
3,NA,NA, 1,
4,NA,NA, 2,
5,NA,NA, 1,
6,NA,NA, 2,
7,NA,NA, 1,
8,NA,NA, 2,
9,1,2,1,
10,3,4,2,
11,5,6,1,
12,7,8,2,
13,9,10,1,
14,11,10,2,
15,11,12,1,
16,9,12,2
)))

colnames (Genealogia)=c("id", "sire", "dam", "sex")

Genealogia

#4# id sire
## 1 1 NA
#H 2 2 NA
## 3 3 NA
## 4 4 NA
## 5 5 NA
## 6 6 NA
## 7 7 NA
## 8 8 NA
## 9 9 1
## 10 10 3
#4# 11 11 5
## 12 12 7
## 13 13 9
#4 14 14 11
## 15 15 11
## 16 16 9

dam sex
NA 1
NA 2
NA 1
NA 2
NA 1
NA 2
NA 1
NA 2
2 1
4 2
6 1
8 2
10 1
10 2
12 1
12 2
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Relaciones entre padres y madres:

table (Genealogia$sire, Genealogia$dam)

i
ik
i
i
i
i
i
##

= o J 0o W

O O O O O N
O O O O P O P
O O O O O o
O Ok O O O @
R P O O OO O
R P O O O oI

Utilizaremos las librerias «kinship2>> [28] para generar la matriz de parentesco,
<MatrixModels> [29] para la construccién de las matrices a partir de las bases
de datos, <stringr> [30] para modificar los nombres de las columnas y la libreria
<MASS>> [18] para calcular la inversa:

library (kinship?2)

Geneal=pedigree (id = Genealogia$id, dadid = Genealogia$sire,
momid = Genealogia$dam,
sex=as.numeric (Genealogia$sex))

Montaje de la matriz de parentesco:

A=2+xkinship (Genealogia$id, Genealogia$sire, Genealogia$dam)
A[8:16,8:16]

## 8 9 10 11 12 13 14 15 16
## 8 1.00 0.0 0.0 0.0 0.5 0.00 0.00 0.25 0.25
## 9 0.00 1.0 0.0 0.0 0.0 0.50 0.00 0.00 0.50
## 10 0.00 0.0 1.0 0.0 0.0 0.50 0.50 0.00 0.00
## 11 0.00 0.0 0.0 1.0 0.0 0.00 0.50 0.50 0.00
## 12 0.50 0.0 0.0 0.0 1.0 0.00 0.00 0.50 0.50
## 13 0.00 0.5 0.5 0.0 0.0 1.00 0.25 0.00 0.25
## 14 0.00 0.0 0.5 0.5 0.0 0.25 1.00 0.25 0.00
## 15 0.25 0.0 0.0 0.5 0.5 0.00 0.25 1.00 0.25
## 16 0.25 0.5 0.0 0.0 0.5 0.25 0.00 0.25 1.00
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bitSize (Geneal)

## SbitSize

## [1] 8

##

## SnFounder

#4# [1] 8

##

## SnNonFounder
#4# [1] 8

Utilizando el comando «plot» obtendremos el 4rbol genealdgico (FIGURA NRO. 5.3):

plot (Geneal, mar=c (bottom=0, left=1, top=1l, right=1l))

13 14 15 16

Figura 5.3: Genealogia de los 16 animales para el ejercicio de modelo animal con
efecto genético materno.

Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].
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Informacion de producciones:

Prod=data. frame (matrix (ncol=4, byrow=TRUE, ¢ (
13,10,1,180,

14,10,2,160,

15,12,1,190,

16,12,2,100

)))

colnames (Prod)=c ("id", "dam", "GSx", "PD")
Prod$PD=as.numeric (Prod$PD)

Prod

## id dam GSx PD

## 1 13 10 1 180
## 2 14 10 2 160
## 3 15 12 1 190
## 4 16 12 2 100

Numero de animales:

n=nrow (Genealogia)
n

## [1] 16

Montaje de las matrices X, Z y W y el vector y:

library (MatrixModels)

X=as.matrix (model .Matrix (~ as.factor (Prod$GSx) -1))
rownames (X) =Prod$id
colnames (X)=c ("GSx_1", "GSx_2")

X

#4 GSx_1 GSx_2
## 13 1 0
## 14 0 1
## 15 1 0
## 16 0 1
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Pro=as.matrix (model.Matrix (~ as.factor (Prod$id) -1))
library (stringr)

colnames (Pro) =word (colnames (Pro), 2, sep = fixed(')'))
rownames (Pro)=Prod$id

Pro

## 1
## 13
## 14
## 15
## 16

O O O W
O O P O B
O P O O U
R O O O o

Z=matrix (nrow=nrow (Pro), ncol=ncol (A),0)
colnames (Z) =colnames (A)
rownames (7 ) =colnames (Pro)

Z [colnames (Pro), colnames (Pro) ]=Pro
Zz[,8:16]

ik

## 13
## 14
## 15
## 16

O O O O @
O O O O W
O O O O O
o O O o
O O O ON
O O~ O B
o P O O u
P O O O o

AmbMat=as .matrix (model .Matrix (~ as.factor (Prod$dam) -1))

colnames (AmbMat ) =word (colnames (AmbMat), 2, sep = fixed(')'))

rownames (AmbMat)=Prod$id
AmbMat

ik 1
## 13
## 14
## 15
## 16

O O - B O
R R O O N
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W=matrix (nrow=nrow (AmbMat), ncol=ncol (A), 0)
colnames (W) =colnames (A)
rownames (W) =rownames (AmbMat)

W [rownames (AmbMat ) , colnames (AmbMat) ] =AmbMat
W[,8:16]

ik

## 13
## 14
## 15
## 16

O O O O @
O O O O W
O O P O
o O O o
R PR O O
O O O O W
O O O O
O O O O u
O O O O o

AmbMat

## 1
## 13
## 14
## 15
## 16

O O - P O
R R O O N

S=AmbMat
S

4 1
## 13
## 14
## 15
## 16

O O P O
P R O oOoON

y=as.matrix (Prod$PD)
colnames (y)=c ("PD")
rownames (y) =Prod$VacaGSx

y

#4# PD
## [1,] 180
## [2,] 160
## [3,]1 190
## [4,] 100
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Montaje del sistema de ecuaciones:

XpX=t (X) $*%X
XpX

#4

## GSx_1

## GSx_2
XpZ=t (X) $*%2
Xpz

#4 12
## GSx_1 0 O
## GSx_2 0 O

ZpX=t (Z) $*%X

ZpZ=t (Z) $*%7

2
0

O O W

ZpZ[8:16,8:16]

=

O O O O O O o o oo

##

## 8
## 9
## 10
## 11
## 12
## 13
## 14
## 15
## 16

O O O O O O o o o
O O O O O O O o o v

=

O OO O O oo o o
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=
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WpX=t (W) $*%X
WpX

#4 GSx_1 GSx__
## 1 0
## 2 0
## 3 0
## 4 0
## 5 0
## 6 0
## 7 0
## 8 0
## 9 0
## 10 1
## 11 0
## 12 1
## 13 0
## 14 0
## 15 0
## 16 0
XpS=t (X) $*%S
XpS

## 10
## GSx_1 1
## GSx_ 2 1
SpX=t (S) $%%X

ZpW=t (Z) $*%W
ZpW([8:16,8:16]

i
i
i
ik
i
i
i
i
i
i

Inicio|

10
11
12
13
14
15
16

O O O O O O oo o

O O O O O O o o o v

=

OO R BFPH OOOoOOoO o o

=

O O O O O o oo o

O O OO OF OO OO0 O0OOoOoOOoN-NN

=

P R OO OO OoOOoOOoNnN

=

O O O O O O O oo Ww

=

O O O O O O O O O

[

O O O O O O o o o u

=

O O O O O O OO oo
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## 15 0 0
¥ 16 0 0
Sphi=t (S) $*%W

## 8 9 10 11 12 13 14 15 16
# 1000 2 O O O O 0 O
## 12 00 0 O 2 0 0 0 O

WpW=t (W) $*SW
WpW[8:16,8:16]

## 8 9 10 11 12 13 14 15 1o
## 8 00 O O O O 0 0 O
## 9 00 O O O O 0 0 O
## 10 00 2 0O O O 0 0 O
## 11 00 0 O O O 0 0 ©0
## 12 00 0 0 2 0 0 0 O
## 13 00 0 O O O O O O
## 14 00 0 O O O 0 0 O
## 15 00 0 O O O 0O 0 O
## 16 00O 0O O O O 0O 0 O
SpS=t (S) $*%S

SpS

## 10 12

## 10 2 0

## 12 0 2

Xpy=t (X) $*x%y

Xpy

## PD

## GSx_1 370

## GSx_ 2 260
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FH# PD
## 10 340
## 12 290

Inclusion de los valores a:

var_a=100

var_m=70

cov_am=-60

var_p=80

var_e=330

G=matrix (nrow=2,ncol=2, byrow=TRUE, c (
var_a, cov_am,
cov_am,var_m

))

G

#4# [,11 [,2]
## [1,] 100 -60
#* [2,] -60 70

Ginv=solve (G)
Ginv

## (,11 [,2]

## [1,] 0.021 0.018
## [2,] 0.018 0.029

alphal23=var_e%$x%Ginv

alphal23

## [,11 [,2]
## [1,] 6.8 5.8
## [2,] 5.8 9.7

alphad=var_e/var_p
alpha4
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library (MASS)

=ginv (A)

Ainv

round (Ainv,2) [8:16,8:16]

i

O 1 O O N O O O
I
O mn oo oo oo
— O O O M O O
I (.
O O oo o oo
O OO Mmoo o +H A O
[
O mn o wnm o oo o o
O O MmO O O O
(.
O O O Mmoo oo
O M O O O +H O O
| |
N O O O O o o o o
— O O O —+H O O O O

—/ /s o/ o/ o o

L L b e L e L

ZpZ+alphal23[1,1]%x%Ainv

ZpZalfaAinv
round (ZpZalfaAinv, 1) [8:16,8:16]

16

15
-0

14

13
.0

12

11

0.0 -6.8
0

3

10
.0
.4

i
i
i

0

0.0 O
0.0

0
3.4 -6.8

0
3

10.2 .0

8
9

0.0 -6.8
0

0.0 -6.8 -6.8
0

.0
.4

0.0 20.4

0
0

0
0

0.0 -6.8 -6.8

0

30

0.0 -6.8 -6.8

3

3.4 20.4

0
3

.0
.0

## 10

.0

.4

3.4 20.4
0

.0
.4

## 11

30

3.4 20.4
0
0.0 -6.8 -6.8

0

.0

## 12 -6.8
## 13

0

-0
.0

0
0

.0

0.0 14.6
0

0.0 -6.8 -6.8

0

30

0.0 -6.8 -6.8

0
0

0
0

0.0 14.6

0
0

.0

.0
.0

#4# 14

0.0 14.6 .0

0

.0
.0

.0

## 15

0.0 14.6

.0

.0 0.0 -6.8

0.0 -6.8

## 16

ZpW+alphal23[1,2]%x%Ainv

ZpWalfaAinv

round (ZpWalfaAinv, 1) [8:16,8:16]
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13 14
o0
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8
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0
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## 16



Modelos lineales para evaluacion genética en animales

WpZ+alphal23[2,1]%x%Ainv

WpZalfaAinv

round (WpZalfaAinv, 1) [8:16,8:16]

16
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.0

11 12 13 14
0.0 -5.8 .0

0
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2.9 17.5

0
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2
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.0
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0
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0
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0
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## 16

WpW+alphal23[2,2]%x%Ainv

WpWalfaAinv

round (WpWalfaAinv, 1) [8:16,8:16]
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;0 0.0 =9.7

0.0 =9.,7

## 16

nrow (t (S)),ncol=ncol (S),0);I

matrix (nrow

I=

##

colnames (S)

rownames (I)

1;colnames (I)

I%

diag (I)

%alphai

Talphad
Talphad

##
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SpSalfad4dI=SpS+Ialphad
round (SpSalfa4dl, 2)

## 10
## 10 6.1
## 12 0.0

12
0.0
6.1

Construccion del lado izquierdo del sistema:

Izg=rbind (
cbind (XpX, XpZ, XpW, XpS) ,

cbind (ZpX, ZpZalfaAinv, ZpWalfaAinv, ZpS),
cbind (WpX,WpZalfaAinv, WoWalfaAinv, WpS),

cbind (SpX, SpZ, SpW, SpSalfadl))
Izginv=solve (Izq)

Lado derecho del sistema:

Der=rbind (Xpy, Zpy, Wpy, SpYy)
Der

ki PD

## GSx_1 370

## GSx_2 260

## 1 0
## 2 0
## 3 0
## 4 0
## 5 0
#4# 6 0
#4+ 7 0
## 8 0
#4# 9 0
## 10 0
## 11 0
## 12 0
## 13 180
## 14 160
## 15 190
## 16 100
## 1 0
## 2 0
## 3 0
## 4 0
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ki
ki
ik
ik
## 9

## 10
## 11
## 12
## 13
## 14
## 15
## 16
## 10
## 12 290

0 1 oy U

N w
e I
O O O O O O oo o o o

W
iy
o O

Solucion al sistema:

Sol=Izginv%*%Der

rownames (Sol) =c (rownames (XpX) ,pastel ("a_", rownames (ZpZ) ),
pastel ("m_", rownames (WpW) ) ,pastel ("p_", rownames (SpS) ) )
round (Sol, 1)
##

g
g

## GSx_1 185.0
## GSx_2 130.0
## a_1 -2.0
## a_2 -2.0
## a_3 -0.2
## a_4 -0.2
## a_b 2.0
## a_o6 2.0
## a_’ 0.2
## a_8 0.2
## a_9 -4.1
## a_10 -0.4
## a_11 4.1
## a_12 0.4
## a_13 -3.3
## a_14 4.9
## a_15 3.3
## a_16 -4.9
#4# m_1 1.2
## m_2 1.2
## m_3 0.8
## m_4 0.8
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Sexo=as.matrix (Sol [rownames (XpX), ])

m_ 16
p_10
p_12

Sexo

i

## GSx_1
## GSx_2

Directo=as.matrix (Sol[pastel("a_", rownames (ZpZ)),])

Directo

ik
ki
ki
ki
ki
ki
ik
ik
ik
ik
ki
ki
ik
ki
ik
ik
ik

(VRN OB OB ORI ORI ORI ORI )
O 1 o U b WD

)
e

a_10
a_11
a_12
a_13
a_14
a_15
a_1l6

(,1]
185
130

[,1]
-2.03
-2.03
-0.20
-0.20

0.20
0.20
-4.07
-0.41

0.41
=3023

3.25
-4.89

W W NN B OB 0NN
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Materno=as.matrix (Sol [pasteO ("m_", rownames (WpW) ), ])

Materno

#4# [,1]
#4# m_1 1.22
## m_2 1.22
#4# m_3 0.82
#4# m_4 0.82
## m 5 -1.22
## m 6 -1.22
## m_7 -0.82
## m_ 8 -0.82
#4# m_9 2.44

## m_10 1.64
## m_11 -2.44
## m_12 -1.64
## m_13 2.65
## m_14 -2.24
## m_15 —-2.65
## m_16 2.24

Permanente=as.matrix (Sol [pasteO ("p_", rownames (SpS) ), ])
Permanente

4 [,1]
## p_10 3.3
44 p_12 -3.3

5.3. Modelo animal con efectos ambientales comunes

En ciertos casos, los animales se desempefian en un ambiente comun que
contribuye a incrementar la similitud entre los miembros de una misma familia o
grupo de individuos que comparten este ambiente, como en el caso de los cerdos,
conejos, perros, gatos y cuyes, especies en las que los nacimientos se presentan en
camada, dando lugar a la existencia de una covarianza adicional entre los miembros
de la misma familia y al incremento de la varianza entre las distintas familias (Mrode
[21]), por lo tanto, las evaluaciones genéticas tendran como finalidad la prediccion
del valor genético y la estimacion del efecto ambiental comun. En el caso de especies
como el cerdo, a menudo se hace crianza cruzada, caso en el cual, se mezclan animales
de diferente madre para crear camadas homogéneas de tamaifio. Asi,los individuos
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que comparten el ambiente no necesariamente son familiares. Otro ambiente comun
es el que se presenta, en los casos donde los individuos tienen una participaciéon
social cuando comparten un ambiente determinado, como un corral, una jaula o una
caballeriza, entre otras.

El modelo en notacién matricial para estos casos se define de la siguiente manera:

y=Xf+Za+Cc+e

Donde:

y= vector de observaciones.

B= vector de efectos fijos.

a= vector de efectos aleatorios del animal (valores genéticos aditivos directos).
c= vector de efectos aleatorios de ambiente comun.

e= vector de errores.

X = matriz de disefio que relaciona los registros con los efectos fijos.

Z= matriz de disefio que relaciona los registros con el efecto aleatorio del animal.

C= matriz de disefio que relaciona los registros con el efecto aleatorio ambiental
comun.

Bajo este modelo, se asume que los efectos ambientales comunes y los errores se
distribuyen normal, idéntica e independientemente con media 0 y varianzas o2 y o2,
respectivamente, por lo tanto, se tienen las siguientes matrices de covarianza:

Var(c) = U?I .

Var(e) = GfI .

Var(a) = aﬁA
Donde A es la matriz de parentesco.

Para construir las ecuaciones de modelos mixtos, deben considerarse las siguientes
razones entre componentes de varianza:

a =

mqw | mqm

nqw | mqm
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El sistema de ecuaciones del modelo mixto tiene la siguiente estructura:

XTx X'z xTc gl |XTy
7Z'X Z'Z+a'A  Z'C al=|(2"Y
cTx ctz CTC+uwI||E CcTy

Ahora desarrollemos el EJEMPLO 5.3, con la base de datos indicada en la TABLA
NRO. 5.4. Se considera como efecto fijo el sexo de las crias y como caracteristica a
mejorar el peso de los cuyes al destete, en un plantel productivo de Colombia, utilizando
informacidén reportada por Solarte et al [26].

Para calcular los valores de a requeridos se toman los siguientes datos, tomando
como base el trabajo realizado por Solarte et al [27]:

o2 =245

02 =190

o2 =680

n2 =22 =022
1115

TABLA 5.4: Informacion geneldgica y peso al destete (g) de una poblacion de cuyes

Animal Padre Madre Sexo Camada Peso Destete

1 1

2 2

3 1

4 2

5 1 2 1 1 210
6 1 2 2 1 170
7 3 4 1 2 160
8 3 4 2 2 130
9 1 2 1 3 230
10 1 2 2 3 180
11 3 4 1 4 150
12 3 4 2 4 120

Fuente: elaboracién propia (2024).
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680

a = =2.78
245

o, =22 =358
190

La matriz de parentesco seria:

1 0 0 0 05 05 O 0O 05 05 O 0
0 1 0 0 05 05 O 0O 05 05 O 0
0 0 1 0 0 0 05 05 O 0 05 05
0 0 0 1 0 0 05 05 O 0 05 05
A= 05 05 O 0 1 05 O 0O 05 05 O 0
05 05 O 0 05 05 O 0 1 05 O 0
05 05 O 0 05 05 O 0 05 1 0 0
0 0 05 05 O 0 05 05 O 0 1 05

0 0 05 05 O 0 05 05 O 0 05 1

Para construir el sistema del ecuaciones de modelo mixto, sera necesario definir
las matrices que a continuacién se presentan, y llevar a cabo las correspondientes
operaciones de transposicion, multiplicacidn, adicién e inversion, seglin se requiera
en cada caso. La matriz X que como ya se dijo relaciona los efectos fijos (el sexo en
el EJEMPLO 5.3) con los registros de los animales, por lo tanto, en las columnas se
presentan los niveles del sexo, en la primera los machos y en la segunda las hembras;
mientras que en las filas se ubican los animales con registro. En consecuencia, esta
matriz tiene la siguiente estructura:

I
O R O R OO
_ O = O = O = O
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La matriz Z que relaciona los registros con los efectos genéticos aditivos directos,
se construye ubicando en las filas los animales con registro y en las columnas todos los
animales, independientemente de si tienen o no registros.

N

Il
O O OO OO oo
O O OO OO oo
O O OO OO oo
O O OO OO oo
O O OO O OO
[eNeNoloBoN«h =
[N eleolBoNeol ==
SO OO HHOOOo
SO OO OO OO
SO R OO O OoO0o
O R OO OO OO0
o O OO O OO

La matriz C relaciona los registros con los efectos aleatorios del ambiente comun
de camada, tendré en las filas la representaciéon de los animales con registro y en las
columnas las camadas, por lo que esta matriz adopta la siguiente estructura:

OO, P OO OO
—_ = OO0 OO OO

SO OO OO
OO OO =M OO

El vector y corresponde a las observaciones, es decir, los datos de los registros del
peso vivo a las ocho semanas de edad de los animales.

210
170
160
{130
Y =1230
180
150
120
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Las matrices que contiene el sistema de ecuaciones son:

R
- o
S~
=
S~
=
S~
=
o o
o o
o o
o o
I
TVZA

000 00 0 O0OO0OO0OUOO0OTUPO0
000 00 0 O O0OO0OOO0OTUPO0
000 00 0 O O0OOOO0OTPO 0
0 00 000 O0OO0OO0OUOO0OTUPO
000 01 0 O0O0O0O0OO0UPO0

000 00 O0OO0OT1TUO0TCO0OFP®O0

000 000 OO0OOT1TTGO0OFO®O

000 000 O0OO0OO0OOTI1TPO

0O 0000 OO O O0O0O0T1

77 =

|

00 00O11O0O0TO0TO0TCO0TO0
0O 0 0O0OOO1T1TGO0TO0OTO0OTO0
0O 0 0OOOOOO0OT1TT1TGO0FO0
00 0O0OOOOO0OO0OO0OT11

|

CcTz =

S o oA

S o N o

o N O O

N O O O

cfc =

750
600

XTyzl
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0
0
0
0
210
Zty =",
230
180
150
120
380 ]
290
T, —
Cy =40
270
[ 833 555 ... 0 0 —278 —278 0 0 |
555 833 ... 0 0 —278 —278 0 0
0 0 ... —278 —278 0 0 —2.78 =278
0 0 ... —278 —278 0 0 —2.78 =278
7' 74+ A7 = _2:'78 _2;78 0 0 ? ? 0 (:)
—2.78 —2.78 0 0 6.55 0 0 0
—2.78 —2.78 0 0 0 6.55 0 0
0 0 0 0 0 0 6.55 0
0 0 0 0 0 0 0 6.55
558 0 0 0
0 558 0 0
T —
CCraml=| o o 55 o0
0 0 0 558

Al realizar las operaciones de inversion de la matriz del lado izquierdo de las
ecuaciones de modelo mixto, esa matriz inversa multiplicada por el vector del lado
derecho produce las siguientes soluciones:

£ 187.5
% 150
a 8.4
& 8.4
al| | -84

a 4.1
5 —4.9
& 8.9
& 8.1
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Los resultados indicados en la fila 1 y en la fila 2 corresponden a la solucién para
los efectos fijos, en este caso, la media de los machos y las hembras. De la tercera a la
sexta fila aparecen los valores genéticos para los animales que constituyen la poblacién

base, es decir, los individuos que aparecen como progenitores pero no tienen registro
ni padres identificados.

Finalmente, las ultimas tres filas contienen las cifras correspondientes al efecto
comun ambiental de camada. No debe perderse de vista en esta interpretacion que en
este efecto se incluye tanto la influencia de las hembras, por su habilidad materna,
como los factores ambientales, por el hecho de que los hermanos completos y medios
hermanos paternos comparten el mismo ambiente, que puede resultar beneficioso para
la expresion de la caracteristica o por el contrario perjudicar la expresion.

Los valores genéticos serian:

o 8.4
&, 8.4
@ —8.4
a —8.4
as 1 99
dy 12.3
a 10.4
an —11.6
a, —-10.5
Las DEPs serian: L _ -
a 4.2
a, 4.2
as —4.2
ay —4.2
11| as _ | 495
201 ||
dy 6.15
a1 5.20
an —5.80
ay —5.25

Las soluciones del ambiente comun serian:

4.1
—-4.9
8.9
-8.1

1
2
&
4
En TABLA NRO. 5.5 se presentan los animales ordenados por valor genético.
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TABLA 5.5: Catalogo de cuyes para peso al destete (g)

Animal Valor Genético
9 12.30
10 10.40
5 9.90
6 9.60
1 8.40
2 8.40
3 -8.40
4 -8.40
8 -9.40
7 -10.50
12 -10.60
11 -11.60

Fuente: elaboracién propia generada en R-project [25].

5.3.1. Ejercicios en R-project

Genealogia=data. frame (matrix (ncol=4, byrow=TRUE, c (
1,NA,NA, 1,
2,NA,NA, 2,
3,NA,NA, 1,
NA, 2,

~

~

R B BB O 00 J o O
~

colnames (Genealogia)=c("id", "sire", "dam", "sex")

Genealogia

#+# id sire dam sex
#4 1 1 NA NA 1
## 2 2 NA NA 2
##+ 3 3 NA NA 1
## 4 4 NA NA 2
## 5 5 1 2 1

Lo4
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## 6 6 1 2 2
## 7 7 3 4 1
## 8 8 3 4 2
## 9 S 1 2 1
## 10 10 1 2 2
## 11 11 3 4 1
## 12 12 3 4 2

Relaciones entre padres y madres:

table (Genealogia$sire, GenealogiaS$dam)

##

## 2 4
## 140
## 304

Utilizaremos las librerias «kinship2>> [28] para generar la matriz de parentesco,
<«MatrixModels>> [29] para la construccion de las matrices a partir de las bases
de datos, <stringr> [30] para modificar los nombres de las columnas y la libreria
<MASS>> [18] para calcular la inversa:

library (kinship2)

Geneal=pedigree (id = Genealogia$id, dadid = Genealogia$sire,
momid = Genealogia$dam,
sex=as.numeric (Genealogia$sex))

Montaje de la matriz de parentesco:

A=2xkinship (Genealogia$id, Genealogia$sire, GenealogiaS$dam)
A[l:6,1:12]

ik
ik
ik
ik
ik
4
4

o U w N
g o1 O O o O
oo O O O O N
O O Ok OO W
O O OO O
O R O O O O
nooonmon
R O O O O O
o ;oo umn o
O O O O o o
cCouro o
O O O O O o
oo Uvumo o w
O O O O O o
0o o ;oo
O O O O o o
O oo ;oo
O O O O o o
oo uvumo ok
O O O O O o
cCouuroon

o O O o o
O O O o O
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bitSize (Geneal)

## SbitSize

## [1] 12

##

## SnFounder

#4# [1] 4

##

## SnNonFounder
## [1] 8

El arbol genealdgico estd representado en la FIGURA NRO. 5.4:

plot (Geneal,mar=c (bottom=0, left=1, top=1l, right=1l))

O O

Figura 5.4: Genealogia de los animales para el ejercio de modelo con ambiente
comun.

Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Informacion de producciones:
Prod=data. frame (matrix (ncol=4, byrow=TRUE, ¢ (

S, 1L, 1, 210,
6, 1, 2, 170,
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~
~

~
~ ~

~
~

OB w NN
~

~

~
NI e N R e R
~

~

160,
130,
230,
180,
150,
120

colnames (Prod)=c("id", "camada", "GSx", "PD")
Prod$PD=as.numeric (Prod$PD)

Prod

4
4
4
4
4
#4
4
4
4

O ~J oy U b WD

id camada GSx
5 1

O
W w N
NN DN

Numero de animales:

n=nrow (Genealogia)

n

ik

[1] 12

PD
210
170
160
130
230
180
150
120

Montaje de las matrices X, Z y C y el vector y:

library (MatrixModels)
X=as.matrix (model .Matrix (~ as.factor (Prod$GSx) -1))

rownames (X)=Prod$id

colnames (X)=c ("GSx_1","GSx_2")

X

##
##
##
##
##

O ~J o U

GSx_1 GSx__

O R O



Modelos lineales para evaluacion genética en animales

## 9 1 0
## 10 0 1
#4# 11 1 0
#4# 12 0 1

Pro=as.matrix (model .Matrix (~ as.factor (Prod$id) -1))
library (stringr)

colnames (Pro)=word (colnames (Pro), 2, sep = fixed(')'))
rownames (Pro)=Prod$id

Pro

ik
ik
ik
i
ik
ik
i
ik
ik

[

O O OO OO o o
H

R = B O 00 J o U
N R O
O O O O O O o u
O O O O O O O o
O O O O O o o4
O O O O OO o
O O O OO O O VW
O OO OO o o
=
P O O O O OO o

Z=matrix (nrow=nrow (Pro),ncol=ncol (A), 0)
colnames (Z) =colnames (A7)
rownames (Z) =colnames (Pro)

Z [colnames (Pro) , colnames (Pro) |=Pro

Z

ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik

=

O O OO OO o o
’_\

R B P O 00 J o U
N~ O
O O O O O o o o
O O O O O o o o
O O O O O O o o Ww
O O O O O O O O x>
O O O O O O O = u
O O O O O O O o
O O O O O O o
O O O O OO o
O O O OO O O
O R OO O O o o K
=
R O O O O O o o

Comun=as.matrix (model.Matrix (~ as.factor (Prod$Scamada) -1))
colnames (Comun) =word (colnames (Comun), 2, sep = fixed(')'))
rownames (Comun) =Prod$id

Comun
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## 12 3 4
## 5 1 000
## 6 1 000
## 7 01 00
## 8 01 00
## 9 0010
## 10 0 0 1 O
## 11 0 0 0 1
## 12 0 0 0 1

C=matrix (nrow=nrow (Comun) , ncol=ncol (Comun), 0)
colnames (C) =colnames (Comun)
rownames (C) =rownames (Comun)

C [rownames (Comun) , colnames (Comun) ] =Comun

C

## 12 3 4
## 5 1 000
## 6 1 000
## 7 01 00
## 8 01 00
## 9 0010
## 10 0 0 1 O
## 11 0 0 0 1
## 12 0 0 0 1

y=as.matrix (ProdS$PD)
colnames (y)=c ("PD")
rownames (y) =Prod$VacaGSx

y

#i# PD
## [1,] 210
#H [2,]1 170
## [3,] 160
## [4,] 130
## [5,]1 230
## [6,] 180
## [7,]1 150
## [8,] 120
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Montaje del sistema de ecuaciones:

XpX=t (X) $+%X

XpX

GSx_1 GSx_2

##

0

4

## GSx_1
## GSx_2

XpZ=t (X) %$*%7%

XpZ

123456789 10 11 12

i

1

0
1

## GSx_1 0 0 001 0101
## GSx_.2 00 0001 010

ZpX=t (Z)

o

o

ZpZ=t (2)
ZpZ

12345678910 11 12

0000O0O0O0OO
0000O0O0O0OO
0000O0O0O0COO
0000O0O0O0COO
0 0001O0O0O0CO
000001O0O00O
0 0000O01CO0O
0 0000O0O0C1O0
0000O0O0O0CO0T1

## 10 0 0 0 0 0O O 0 O O

#4#

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0

1
2
3
4
5

##

#4#

#4#

#4#

ik
ik
i
i
i

6
.
8

9

## 11 0 0 0 0 0 0 0 0 O

## 12 0 0 0 0 0 0 0 0O

XpC=t (X) $%%C

XpC

12 3 4
11111
21111

i

## GSx
## GSx

Inicio|
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ZpC

ik 123 4
## 1 0 0 0 O
## 2 00 0 O
## 3 0 0 0 O
## 4 0 0 0 O
## 5 1 0 0 O
## 6 1 0 0 O
## 7 0 1 0 0
## 8 01 0O
## 9 0010
## 10 0 0 1 O
## 11 0 0 0 1
## 12 0 0 0 1

CpC

## 1234
## 1 2 0 0 O
## 2 02 00
## 3 0 0 2 O
## 4 0 0 0 2

Xpy=t (X) $x%y
Xpy

## PD
## GSx_1 750
## GSx_2 600
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## PD
## 1 0
#H 2 0
## 3 0
#H 4 0
## 5 210
## 6 170
## 7 160
## 8 130
## 9 230
## 10 180
## 11 150
#4# 12 120

Cpy=t (C) $x%y

Cpy

#4# PD
## 1 380
## 2 290
## 3 410
## 4 270

Inclusion de los alfas:

vara=245

varc=190

vare=680

h2=vara/ (vara+varc+vare)
h2

## [1] 0.22

alphal=vare/vara
alphal

alpha2=vare/varc
alpha?2
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library (MASS)

=ginv (A)

Ainv

round (Ainv[1:8,1:8],2)

#4

—/ —/ o/ o

A Y U VT U (N )

alphal%x%Ainv

round(alfalInvA[1:8,1:8],2)

alfalInvA

##

O O O 0 O O O W.n
O O AN AN O O O W.n
I
O O 0O v O O wn O
O O NN O o n o
I
G 0 O O O 1" O O
N N O O O wn o o
I
QO 00 O O N O© O O
N N O O unm o o o
I
O O Mmoo O 0w
O O N o O O N N
I
O O M O O 0 ©
O O 0N O O N N
I
n Mm O O O o O O
1N 00 O O N N O O
I
o O O W o o O
W1 OO NN O O
I

—/ o/ o/ o o

A Y T TN T U S}

=ZpZ+alfalInvA

ZpZalfalInvA

round (ZpZalfalInvA[1:8,1:8],1)

ik
ik
it
ik
ik

0
0

.0
.0

0

0
0.0 -2.8 -2.8

0.0 -2.8 -2.8

.0
.0
.3

0
0
8

6
.3
.0
.0

5
8
0
0

.3

6
.0
.0

8

1
2
3
4

0.0 -2.8 -2.8

5.
0
0

.0
.0

0
0

6
.3
.0
.0

5.
8
0
0

0.0 -2.8 -2.8

0

6
.0
.0

5.
0
0

0
0
0

.0
.0

6
.0

0
0

.0

6.6
0.0
.0
.0

0
0

## 5 -2.8 -2.8

6
.0
.0

6.
0
0

## 6 -2.8 -2.8

ik
ik

6.
0

0,0 =2.8 =2,8
0,0 =2.8 =2,8

.0
.0

0
0

7

6.

8
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I=matrix (nrow=nrow (t (C)), ncol=ncol (C),0);I

## [,1
[
[
[
[

o O O O —
O O O o —

diag(I)=1;colnames (I)=rownames (I)=colnames (C)
alpha2I=alpha2%x%I
round (alpha?2TI, 2)

i i (11 [,2] [,3] [,4]
## [1,] 3.6 0.0 0.0 0.0
## [2,] 0.0 3.6 0.0 0.0
## [3,] 0.0 0.0 3.6 0.0
## [4,] 0.0 0.0 0.0 3.6

CpCalfa2I=CpC+alpha2l
round (CpCalfa2T, 2)

ik 1 2 3 4
## 1 5.6 0.0 0.0 0.0
## 2 0.0 5.6 0.0 0.0
## 3 0.0 0.0 5.6 0.0
## 4 0.0 0.0 0.0 5.6

Construccion del lado izquierdo del sistema:
Izg=rbind (

cbind (XpX, XpZ, XpC) ,

cbind (ZpX, ZpZalfalInvA, ZpC),

cbind (CpX, CpZ,CpCalfa2l))
Izginv=solve (Izq)

Lado derecho del sistema:
Der=rbind (Xpy, Zpy, Cpy)

Der

#4# PD
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#4#
#4#
#4#
#4#
#4#
#4#
##
#4#
#4#
#4
##
#4
##
#4
##
##
##
##

GSx_1 750
GSx_2 600

0

0

0

0
210
170
160
130
230
10 180
11 150
12 120
1 380
2 290
3 410
4 270

OW 0 J o U W DN
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Solucién al sistema:

Sol=round (Izginv%x%Der, 1)

rownames (Sol) =c (rownames (XpX) ,pastel ("a_", rownames (ZpZ) ),

pastel ("c_", rownames (CpC) ) )

Sol

ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
4
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik
ik

GSx_1 187.
GSx_2 150.

Q
=
oo

R P T P
N~ O
|
’_\
'_\

Q0009 9 9 9 99 99 0 0 0 W
S wW N R P FEE©OOWoJdoo s wN
’_\

N

g
)

R O W 0oy Wb oo O b D b b O U
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Valores genéticos:

VG=as.matrix (Sol [pasteO ("a_", rownames (ZpZ)),])

VG

## [,1]
## a1 8.4
## a_2 8.4
## a_3 -8.4
## a_4 -8.4
## a_>b 9.9
## a_o6 9.6
## a_7 -10.06
## a_8 -9.4
## a_9 12.3
## a_10 10.4
## a_11 -11.6
## a_12 -10.5

Diferencia esperada de progenie:

Deps=VG/2

Ambiente comun:

AC=as.matrix (Sol [pasteO("c_", rownames (CpC)),])

AC

## [,1]
## c 1 4.1
## c_2 4.9
## c_3 8.9
## c_4 -8.1

5.4. Modelo animal para varias caracteristicas (multicaracter)

En este caso el interés se centra en el andlisis conjunto de dos o mds caracteristicas.
Bajo esta condicion se determina la influencia de la accién genética aditiva para cada
rasgo y las correlaciones entre caracteristicas, tanto de tipo genético aditivo, como de
orden ambiental; aunque es preciso indicar que, en algunos casos, se asume que no
existen covarianzas de tipo ambiental entre los rasgos considerados y en dicha situacién
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se reducen notablemente los calculos necesarios para estimar el mérito genético de los
animales incluidos en las evaluaciones.

Para simplificar la presentacion del modelo, nos enfocamos en el caso de dos
caracteristicas. El modelo animal correspondiente se expresa de la siguiente manera:

X OB |4 Offa], (e
) 0 Xy||b: 0 Z||a, e
Donde:

Y1 V ¥, representan los vectores que contienen las observaciones de las dos
caracteristicas;

B, es el vector de efectos fijos de la caracteristica 1;

B, es el vector de efectos fijos de la caracteristica 2.

Los efectos pueden ser los mismos o diferentes para las dos caracteristicas;
a; es el vector de valores genéticos aditivos directos para la caracteristica 1;
a, es vector de valores genéticos aditivos directos | para la caracteristica 2;
e; el vector de errores para la caracteristica 1;

e, el vector de errores para la caracteristica 2.

a; gnA gpA 0 0
a|_|81A 824 O 0
Var el - 0 0 euI 6’12[

€ 0 0 6211 6221

Donde: A es la matriz de parentesco; g;; es la varianza genética aditiva para la
caracteristica 1; g,, es la varianza genética aditiva para la caracteristica 2y g1, = g1,
es la covarianza genética aditiva entre las caracteristicas 1y 2, I es la matriz identidad;
r1; es la varianza del error para la caracteristica 1; r,, es la varianza del error para la
caracteristica 2 y ry, = r,;, es la covarianza del error entre las caracteristicas 1 y 2.

Sea:

811 812
821 82

Entonces:
Gl=G"®@A™!
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Sea:
r r
Ry = 11 T2
a1 ¥
Entonces:
R'=R'®I

Donde ® es el producto, conocido como Kronecker o multiplicacién directa de dos
matrices. Las ecuaciones del modelo mixto se expresan de la siguiente manera, segin
Henderson [36]

~

Bl _|XTRy
a

ZTR™ 1y

XTR-1x XTR-17
ZTR-'X ZTR1z +G!

Donde:

A1
-y2_

Al escribir las ecuaciones para cada caracteristica, el sistema de ecuaciones del
modelo mixto es el siguiente, segin lo describe Mrode [21]:

_XlTruyl + XlTruyz_
XTroly, + XTr#y,
ZTry, + ZTr12y,
Zir?ty, + ZIr2y,

[ xTriix, xTri2x, xTriiz, xTri2z, B
xXTrilx, XITr2X, xXTrz, XTr?Z, I
ZIrx,  zIr2x, ZIrMzy+ A7'g" ZIri2Z, + A7g2 | | 4
ZIrx, ZIrRX, ZirP'Zy+ AT'g? ZIrRZ, + AT || 6
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Donde g y r'/ son elementos de la matriz inversa de covarianzas genéticas aditivas
y residuales, respectivamente.

Como puede apreciarse, bajo este modelo se generard un sistema de ecuaciones
lineales cuyo tamafio aumenta con el nimero de fenotipos evaluados. En el EJTEMPLO
5.4 se explica paso a paso el procedimiento para construir y resolver el sistema de
ecuaciones utilizando los datos de pedigri y pesos a la octava y decimosegunda semana
en cuyes machos (Cavia porcellus Rodentia: caviidae).

La estructura de la base de datos contiene la informacién genealdgica (animal,
padre y madre), el sexo , el grupo contempordneo y los pesos a las 8 y 12 semanas de
edad (TABLA NRO. 5.6). El desarrollo del sistema de ecuaciones tiene en cuenta que las
dos caracteristicas tienen diferente nimero de registros.

TABLA 5.6: Informacion de pedigri y peso a las ocho y doce semanas (g) de cuyes
(Cavia porcellus Rodentia: caviidae)

Animal Padre Madre Sexo Grupo8 Grupol2 Peso8 Peso 12

1 1
2 2
3 1
4 2 1 930
5 1 2 1 1 2 850 900
6 1 2 1 2 1 800 980
7 3 4 1 1 1 650 850
8 3 4 1 2 2 700 880

Fuente: elaboracién propia (2024).

La informacion de varianzas y covarianzas corresponde a valores de referencia
obtenidos por Solarte et al [27] que encontraron correlacién positiva tanto en la parte
genética aditiva como en la del error, entre el peso a la octava y decimosegunda semana
de edad:

G = 352 300
071300 533
R — 660 610
071610 1170
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La matriz de parentesco es:

1 0 0 0O 05 05 O 0

0 1 0 0 05 05 O 0

0 0 1 0 0 0 05 05

A= 0 0 0 1 0 0 05 05
05 05 O 0 1 05 O 0

05 05 O 0 05 1 0 0

0 0 05 05 0 0 1 0.5

0 0 05 05 0 0 05 1

La parte de la matriz X asociada al grupo contempordneo se compone de dos
submatrices, una para cada caracteristica:

a

oo

I
O R O RO
— o = O O

Xp1a =

O - - O =
O O = O

En la matriz Z, las filas representan los animales con registros en una o en las dos
caracteristicas y en las columnas todos los animales. Se tienen dos submatrices Z:

Zpg =

S O O O O
S O O O O
S O O O O
S O O O O
S O O~ O
O O = O O
o= O OO
— o O O O

Zp1y =

S O O OO
S O O OO
S O O OO
S oo o
O O O+ O
OO - OO
o= O O O
_ o O O O
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El vector y expresado en dos subvectores es:

850

_ 1800
ypg = 650
700

930
900
Yp12 = | 980
850
880

Para construir el resto de los elementos matriciales que constituyen el sistema de
ecuaciones del modelo mixto, se procede disponer de los elementos de G! y R™! ast:

Las matrices del sistema serian:

001 0 0 O
0 001 0 O
Tp-—1 _
X REX =1 0 0 0
0 0 0 0
[ 0 o0 o 0 |
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
STp-1x — 00015 0 0 0
0 0 0  0.0009
0 0 00009 0
0 0 00009 0
| 0 0 0  0.0009]
[ 001 001 0O 0 0 0 0 |
001 001 0 0 0 0 0
0 0 001 .- 0 0 0 0
0 0 001 0 0 0 0
—0.01 —001 0 —001 0 0 0
Tp—1 -1 -1 _
ZIR1Z+ Gl @A = 5 : : : :
0 0 0 001 0 0 0
0 0 0 0 001 0 0
0 0 0 0 0 001 0
| o 0 0 0 0 0 001
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T -1 _ .
XplzR Yp12 = [057]

0
0
0
0
ZpsR™yps = | 1
0.85
0.6
0.71
0
0
0
1.53
Zj R Yyp1y = 019
0.4
0.41
0.38
Las soluciones del sistema de ecuaciones son:
P8 : % 765
P8 : % 736
P12 : % 939
P12 : % 868
P8 : 4 22
P8 : 4, 22
P8 : 43 23
P8 : G, —22
P8 : 4 36
P8:ay | | 31
P8:a, | | -42
P8 : Gy —26
P12 : & 11
P12 : & 11
P12 : @ 12
P12 : G, -10
P12 : 4 16
P12 : Gy 17
P12 : & —27
P12 : Gy 7.3
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Las soluciones para las medias del grupo contemporaneo son:

P8 : % 765
P8 : %5 736
P12 : 5 | T 1939
P12 : % 868

Ahora calculamos la confiabilidad, la exactitud y la raiz cuadrada de la varianza del
error de prediccion (a la que denominaremos SEP), empleando el procedimiento que
se uso en el capitulo anterior. El vector d para el EJEMPLO 5.4, se tendria:

P8 : a 324
P8 : a, 324
P8 : az 320
P8 : ay 298
P8 : as 275
P8 : ag 276
P8 : a; 280
P8 : ag 280

P12 : a 491
P12 : a, 491
P12 : a, 478
P12 : a, 410
P12 : as 424
P12 : aq 412
P12 : ay 432
P12 : ag 431

Los resultados de la evaluacidn genética se presenta en la TABLA NRO. 5.7 para peso
a las 8 semanas y en la TABLA NRO. 5.8 para peso a las doce semanas.
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TABLA 5.7: Valoracion genética de cuyes (Cavia porcellus Rodentia: caviidae) para
peso a las 8 semanas de edad

Valor Genético animal DEP Confiabilidad Exactitud SEP
36.14 5 18.07 0.22 0.47 16.60
31.36 6 15.68 0.22 0.47 16.61
22.50 1 11.25 0.08 0.28 18.00
22.50 2 11.25 0.08 0.28 18.00
-22.14 4 -11.07 0.15 0.39 17.28
-22.85 3 -11.43 0.09 0.30 17.88
-25.80 8 -12.90 0.20 0.45 16.73
-42.06 7 -21.03 0.20 0.45 16.73

Nota: DEP=diferencia esperada de progenie y SEP=raiz cuadrada de la varianza
del error de prediccion.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

TABLA 5.8: Valoracion genética de cuyes (Cavia porcellus Rodentia: caviidae) para el
peso a las 12 semanas de edad

Valor genético animal DEP  Confiabilidad Exactitud SEP
17.17 6 8.59 0.23 0.48 20.29
16.09 5 8.04 0.20 0.45 20.60
11.08 1 5.54 0.08 0.28 22.15
11.08 2 5.54 0.08 0.28 22.15
-7.28 8 -3.64 0.19 0.44 20.77
-10.45 4 -5.22 0.23 0.48 20.24
-11.72 3 -5.86 0.10 0.32 21.86
-26.61 7 -13.30 0.19 0.44 20.79

Nota: DEP=diferencia esperada de progenie y SEP=raiz cuadrada de la varianza
del error de prediccion.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].
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5.4.1. Ejercicios en R-project

Genealogia=data. frame (matrix (ncol=4, byrow=TRUE, ¢ (
1,NA,NA, 1,
2,NA,NA, 2,
3,NA,NA, 1,

14 4

4,NA,NA, 2,
5,1,2,1,
6,1,2,1,
7,3,4,1,
8,3,4,1
)))

)

colnames (Genealogia)=c ("id", "sire", "dam", "sex")

Genealogia

i id sire dam sex
#4# 1 1 NA NA 1
## 2 2 NA NA 2
## 3 3 NA NA 1
## 4 4 NA NA 2
## 5 5 1 2 1
## 6 6 1 2 1
#4# 7 7 3 4 1
## 8 8 3 4 1

Tabla de relaciones entre padres y madres:

table (Genealogia$sire, GenealogiaSdam)

##

## 2 4
## 120
## 302

Utilizaremos las librerias «kinship2>> [28] para generar la matriz de parentesco,
<MatrixModels> [29] para la construccién de las matrices a partir de las bases
de datos, <stringr> [30] para modificar los nombres de las columnas y la libreria
<MASS> [18] para calcular la inversa:

library (kinship?2)
Geneal=pedigree (id = Genealogia$id, dadid = Genealogia$sire,
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momid = Genealogia$dam,
sex=as.numeric (Genealogia$sex))

Montaje de la matriz de parentesco:

A=2+kinship (Genealogia$id, Genealogia$sire, Genealogia$dam)
All:4,]

#4# 12 3 4 5 6 7 8
## 1 1 0 0 0 0.5 0.5 0.0 0.0
## 2 01 0 0 0.5 0.5 0.0 0.0
## 3 0 01 0 0.0 0.0 0.5 0.5
## 4 0 0 01 0.0 0.0 0.5 0.5

bitSize (Geneal)

## SbitSize

## [1] 4

##

## SnFounder

## [1] 4

##

## S$SnNonFounder
## [1] 4

El arbol genealdgico esté representado en la FIGURA NRO. 5.5:

plot (Geneal,mar=c (bottom=0, left=1, top=1l, right=1l))

Informacion de producciones:

Prod=data. frame (matrix (ncol=5, byrow=TRUE, ¢ (
4,NA,1,0,930,

5,1,2,850,900,

6,2,1,800,980,

7,1,1,650,850,

8,2,2,700,880

)))

colnames (Prod)=c("id", "GC_p8", "GC_pl2","P8","P12")
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Figura 5.5: Genealogia de los animales para el ejercicio de modelo animal

multicaracteristico.

Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Prod

#4# id GC_p8 GC_pl2 P8 P12

## 1 4 NA 1 0 930
## 2 5 1 2 850 900
## 3 6 2 1 800 980
#+# 4 7 1 1 650 850
## 5 8 2 2 700 880
mean (Prod$P8, na.rm=T)
## [1] 600
sd (Prod$P8, na.rm=T) "2
#4# [1] 118750
mean (Prod$P12, na.rm=T)
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## [1] 908

sd (Prod$P12, na.rm=T) "2

## [1] 2470

Numero de animales y datos:

n=nrow (Genealogia)
n

## [1] 8

nd=nrow (Prod)
nd

## [1] 5

Bases de datos para las dos caracteristicas:

P8=subset (Prod, Prod$P8>=0, select=c ("1d", "GC_p8", "P8"))
P83

##  id GC_p8 P8

## 1 4 NA 0
## 2 5 1 850
## 3 6 2 800
#H 4 7 1 650
## 5 8 2 700

Pl2=subset (Prod, Prod$P12>=0, select=c ("id","GC_pl2","P12"))
P12

##  id GC_pl2 P12

## 1 4 1 930
## 2 5 2 900
## 3 6 1 980
## 4 7 1 850
## 5 8 2 880
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Montaje de las matrices G y R:

var_all=352
cov_al2=cov_a21=300
var_a22=533

var_ell=660
cov_el2=cov_e21=610
var_e22=1170

h2_ l1=var all/(var_all+var_ell);round (h2_ 1,2)

## [1] 0.35

h2_ 2=var a22/ (var_a22+var_e22);round (h2 2,2)

## [1] 0.31

cor_G=cov_al2/sqgrt (var_all*var_a22) ; round (cor_G,2)

## [1] 0.69

cor_R=cov_el2/sqgrt (var_ell*var_e22) ; round (cor_R,2)

## [1] 0.69

G=matrix (nrow=2,ncol=2,byrow=TRUE, ¢ (

var_all,cov_al2,
cov_azl,var_az2?2

))
round (G, 3)

## (,11 [,2]
## [1,]1 352 300
## [2,] 300 533

Ginv=solve (G)
round (Ginv, 3)

## [,1] [,2]



## [1,] 0.005 -0.003
## [2,] -0.003 0.004

R=matrix (nrow=2,ncol=2, byrow=TRUE, c (
var_ell,cov_el2,
cov_e2l,var_e22

))
round (R, 3)

## [,11 [,2]
## [1,1 660 610
## [2,] 610 1170

Rinv=solve (R)
round (Rinv, 3)

## (,1] [,2]
## [1,] 0.003 -0.002
## [2,] -0.002 0.002

Montaje de las matrices X y Z y el vector y:

X_p8=t (table (P85GC_p8, P8S5id))
colnames (X_p8)=pastel ("G_p8", colnames (X_p8) )
X_p8

##
#4 G_p8l G_p82
## 0
##
##
##
##

QO I o U1 Wb
o - O
R O PP O O

X_pl2=t (table (P12S5GC_pl2, P12sid))
colnames (X_pl2)=pastel ("G_pl2", colnames (X_pl2))
X_pl2

##
#4 G_pl2l G_pl22
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## 4 1 0
## 5 0 1
## 6 1 0
## 7 1 0
## 8 0 1

Peso_p8=t (table (P85id, P8Sid))
sinreg=subset (Prod, Prod$P8==0, select=c ("1d"))
Peso_p8[as.factor (sinreg$id), as.factor (sinreg$id) =0
Peso_p8

4
4
4
4
4
4
4

O 1 oy U1 b

O O O O O b
O O O O W
O O O O o
O R OO O 4
P O O O O

7Z_p8=matrix (nrow=nrow (Peso_p8),ncol=ncol (A),0)
colnames (7Z_p8) =colnames (A7)

rownames (Z_p8) =colnames (Peso_p8)

7Z_p8 [rownames (Peso_p8), colnames (Peso_p8) ]=Peso_p8
round (Z_p38, 2)

## 123456738
## 4 0 0 0 0 0 0 0O
## 5 0 0 0 01000
## 6 0 0 0 0 01 0O
## 7 0 00 0 0010
## 8 0 0 0 0 0 0 01

Peso_pl2=t (table (P12$id, P12S$id))
sinreg=subset (Prod, Prod$P12==0, select=c("1d"))
Peso_pl2[as.factor (sinreg$id),as.factor(sinregs$id) ]1=0
Peso_pl2

i

## 45 6 7 8
## 410000
## 501000
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## 6 00100
## 700010
## 8 00001

Z_pl2=matrix (nrow=nrow (Peso_pl2),ncol=ncol (A),0)
colnames (Z_pl2)=colnames (A)

rownames (Z_pl2)=colnames (Peso_pl2)

Z_pl2 [rownames (Peso_pl2),colnames (Peso_pl2) ]=Peso_pl2
round (Z_pl2,2)

ki
ik
ki
ki
ki
ki

0 I o U >

O O O O O
O O O O o
O O O O O Ww
O O O O b
O O O O W
O O O O O
O R O O O
P O O O O

y_p8=as.matrix (P8SP38)
colnames (y_p8)=c ("P8")
rownames (y_p8)=P85id

y_p8

## P8
## 4 0
## 5 850
## 6 800
## 7 650
## 8 700

y_pl2=as.matrix (P12$P12)
colnames (y_pl2)=c ("P12")
rownames (y_pl2)=P12$id

y_pl2

## P12
## 4 930
## 5 900
## 6 980
## 7 850
#4# 8 880
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Montaje del sistema de ecuaciones:

I=matrix (nrow=nd,ncol=nd,0);diag(I)=1

I

## (,11 [,21 [,31 [,4] [,5]
## [1,] 1 0 0 0 0
# [2,] 0 1 0 0 0
## [3,] 0 0 1 0 0
## [4,] 0 0 0 1 0
## [5,] 0 0 0 0 1

X_p8RInvX_p8=t (X_p8) $+x% (I%x¥Rinv[1l,1]) $*x3$X_p38
round (X_p8RinvX_p8, 3)

¥4

4 G_p8l G_p82
#%  G_p8l 0.006 0.000
4%  G_p82 0.000 0.006

X_pl2RinvX_pl2=t (X_pl2)%$*%$ (I%x3Rinv[2,2]) %$*%X_pl2
round (X_pl2RinvX_pl2, 3)

#4#

## G_pl2l G_pl22
## G_pl2l1 0.005 0.000
#% G_pl22 0.000 0.003

X_p8RInvX_pl2=t (X_p8) $*x% (I%x%Rinv[1l,2]) $x3X_pl2
round (X_p8RinvX_pl2, 3)

##

4 G_pl2l G_pl22
## G_p8l -0.002 -0.002
## G_p82 -0.002 -0.002

X_pl2RinvX_p8=t (X_pl2)%*% (I%x%Rinv[2,1]) %*%X_p8
round (X_pl2RinvX_p8, 3)

#i4

4 G_p8l G_p82
##  G_pl2l -0.002 -0.002
##  G_pl22 -0.002 -0.002
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XpRinvX=rbind (
cbind (X_p8RinvX_p8,X _p8RinvX_pl2),
cbind (X_pl2RinvX_p8,X_pl2RinvX_pl2))
round (XpRinvX, 3)

## G_p8l G_p82 G_pl2l G_pl22
#% G_p81 0.006 0.000 -0.002 -0.002
#% G_p82 0.000 0.006 -0.002 -0.002
## G_pl21 -0.002 -0.002 0.005 0.000
## G_pl22 -0.002 -0.002 0.000 0.003

X_p8RinvZ_p8=t (X_p8) $*% (I%x%Rinv[1l,1]) %$*x%Z_p38
round (X_p8RinvZ_p8, 2)

i

#4# 12345¢6 738
#4# G_p81 0 0 00 O0O0O0O
#4 G_p82 0 0000 O0O0O

X_p8RinvZ_pl2=t (X_p8) %*% (I%x%Rinv[l,2])%*%Z2_pl2
round (X_p8RinvZ_pl2, 2)

##

## 12345¢6 78
## G_p8l1 0 000 0O0O0O
## G_p82 0 0 00O O0O0O

X_pl2RinvZ_p8=t (X_pl2) $*x% (I%$x%Rinv[2,1]) %$*x%Z_p38
round (X_pl2RinvZ_p8, 2)

##

#4# 12 3 4
## G_pl21 0 0 0 O
#4# G_pl22 0 0 0 O

S O Ol
S O o
O O
o O

X _pl2RinvZ_pl2=t (X_pl2)%*x% (I1%$x%Rinv[2,2])%*%Z_pl2
round (X_pl2RinvZ_pl2, 2)

ik
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O O N

O O W
O O b

O O U

O O O

O O 4
o O 0

cbind (X_p8RinvZ_p8,X _p8RinvZz_pl2),
cbind (X_pl2RinvZ_p8,X_pl2RinvZ_pl2))
round (XpRinvz([,1:10], 3)

##

## G_p38l
## G_p82
## G_pl2l
## G_pl22

O O O o
O O O O N

O O O O W

ZpRinvX=t (XpRinvZ)

Ainv=solve (A)
round (Ainv, 2)

#4# 1 2 3 4
## 1 2 1 0 O
## 2 1 2 0 O
## 3 0 0 2 1
# 4 0 0 1 2
## 5 -1 -1 0 O
## 6 -1 -1 0 O
# 7 0 0 -1 -1
## 8 0 0 -1 -1

Z_p8RinvZ_p8AinvGinv=(t (Z_p8)%*% (I%x3Rinv[1l,1])%*%Z_p8)+

4 5

0 0.003 O.
0 0.000 O.
0 0.000 -0.
0 -0.002 O.

5 6 7 8
=1 =1 © @
=1 =1 © @

0 ©@ =1 =1

0 ©@ =1 =1

2 0 0 O

0 2 0 O

0O 0 2 O

0O 0 0 2

Ainv$x%Ginv[1l, 1]
round (Z_p8RinvZ_p8AinvGinv[1:8,1:4],4)

ik 1
## 1 0.0109
## 2 0.0055
## 3 0.0000
## 4 0.0000
## 5 -0.0055 -

2

.0055
.0109
.0000
.0000
.0055

O O O O O

3

.0000
.0000
.0109
.0055
.0000

6
000
003
002
000

O O O O O

7
0.003
0.000

-0.002
0.000

4

.0000
.0000
.0055
.0109
.0000

O O O O

.000
.003
.000
.002

o O O o

O O O o N
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## 6 -0.0055 -0.0055 0.0000 0.0000
## 7 0.0000 0.0000 -0.0055 -0.0055
## 8 0.0000 0.0000 -0.0055 -0.0055

Z_p8RinvZ_pl2AinvGinv=(t (Z_p8) %*x% (I%$x%Rinv[1l,2])%*%Z_pl2)+
Ainv%x%Ginv[1l, 2]
round (Z_p8RinvZ_pl2AinvGinv[1:8,1:4]1,4)

#4# 1 2 3 4
## 1 -0.0061 -0.0031 0.0000 0.0000
## 2 -0.0031 -0.0061 0.0000 0.0000
## 3 0.0000 0.0000 -0.0061 -0.0031
## 4 0.0000 0.0000 -0.0031 -0.0061
## 5 0.0031 0.0031 0.0000 0.0000
## 6 0.0031 0.0031 0.0000 0.0000
## 7 0.0000 0.0000 0.0031 0.0031
## 8 0.0000 0.0000 0.0031 0.0031

Z_pl2RinvZ_p8AinvGinv=(t (Z_pl2) %$*x% (I%x%Rinv[2,1])%$*x%Z_p8) +
Ainv$x%Ginv[2,1]
round (Z_pl2RinvZ_p8AinvGinv[1:8,1:4],4)

i 1 2 3 4
## 1 -0.0061 -0.0031 0.0000 0.0000
## 2 -0.0031 -0.0061 0.0000 0.0000
## 3 0.0000 0.0000 -0.0061 -0.0031
## 4 0.0000 0.0000 -0.0031 -0.0061
## 5 0.0031 0.0031 0.0000 0.0000
## 6 0.0031 0.0031 0.0000 0.0000
## 7 0.0000 0.0000 0.0031 0.0031
## 8 0.0000 0.0000 0.0031 0.0031

Z_pl2RinvZ_pl2AinvGinv=(t (Z_pl2)%$*% (I%$x3Rinv[2,2])%*%Z_pl2) +
Ainv$x%Ginv[2, 2]
round (Z_pl2RinvZ_pl2AinvGinv[1:8,1:4],4)

ik 1 2 3 4
## 1 0.0072 0.0036 0.0000 0.0000
## 2 0.0036 0.0072 0.0000 0.0000
## 3 0.0000 0.0000 0.0072 0.0036
## 4 0.0000 0.0000 0.0036 0.0089
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## 5 -0.0036 -0.0036 0.0000 0.0000
## 6 -0.0036 -0.0036 0.0000 0.0000
## 7 0.0000 0.0000 -0.0036 -0.0036
## 8 0.0000 0.0000 -0.0036 -0.0036

ZpRinvZAinvGinv=rbind (
cbind (7Z_p8RinvZ_p8AinvGinv, Z2_p8RinvZ_pl2AinvGinv),
cbind (Z_pl2RinvZ_p8AinvGinv, Z_pl2RinvZ_pl2AinvGinv) )
round (ZpRinvZAinvGinv[e(1:2,9:10),c(1:2,9:10)1,4)

i 1 2 1 2
## 1 0.0109 0.0055 -0.0061 -0.0031
## 2 0.0055 0.0109 -0.0031 -0.0061
## 1 -0.0061 -0.0031 0.0072 0.0036
## 2 -0.0031 -0.0061 0.0036 0.0072

X_p8pRinvy_p8=(t (X_p8)
(E(X_p8)%*% (I%x3Rinv
round (X_p8pRinvy_p8§, 3)

— o°

it

##t P8
##  G_p8l 1.7
¥4  G_p82 1.6

X_pl2pRinvy_pl2= (£ (X_pl2) %$*% (I%x%Rinv([2,1]) %$*x%y_p8)+
(E(X_pl2)%*x% (I%$x%Rinv[2,2]) %*x%y_pl2)

round (X_pl2pRinvy_pl2, 3)

it

it P8

#t G_pl2l 2.34

it G_pl22 0.57

Z_p8pRinvy_p8=(t (Z_p8)%*% (I%$x%Rinv[1l,1])%*%y_p8) +
(E(Z_p8)%*% (I%x3Rinv[1l,2])%*x%y_pl2)

round (Z_p8pRinvy_p8§8, 2)

## P8
## 1 0.00
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## 2 0.00
#4# 3 0.00
## 4 0.00
## 5 1.11
## 6 0.85
## 7 0.60
## 8 0.71
Z_pl2pRinvy pl2=(t (Z_pl2)%*% (I%$x%Rinv[2,1])%*%y_p8)+
(E(Z_pl2)%$*% (I%x%Rinv[2,2]) $*x%y_pl2)

round (Z_pl2pRinvy_pl2,2)

## P8
## 1 0.00
## 2 0.00
## 3 0.00
## 4 1.53
## 5 0.19
## 6 0.40
## 7 0.41
## 8 0.38

Lado izquierdo del sistema:

library (MASS)
Izg=rbind (

cbind (XpRinvX, XpRinvz),

cbind (ZpRinvX, ZpRinvZAinvGinv) )
Izginv=ginv (Izq)

Lado derecho del sistema:

Der=rbind (
X_p8pRinvy_p8,X pl2pRinvy_pl2,
Z_p8pRinvy_p8,Z_pl2pRinvy_pl2)

Solucion al sistema:

Sol=as.matrix (round (Izginv$*%$Der, 2))
colnames (Sol)=c("Sol")
rownames (Sol) =paste0 (rownames (Der),
c(rep("_p8",ncol (X_p8)),rep("_pl2",ncol (X _pl2)),
rep("_p8",ncol(Z_p8)),rep("_pl2",ncol(Z_pl2))))
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Sol

#4 Sol
4% G_p8l_p8  765.0
## G_p82_p38 735.9
## G_pl21_pl2 939.0
## G_pl22_pl2 867.7
## 1_p8 22.5
## 2_p8 22.5
## 3_p8 -22.9
## 4_p8 -22.1
## 5_p8 36.1
## 6_p8 31.4
## 7_p8 -42.1
## 8_p8 -25.8
## 1_pl2 11.1
## 2_pl2 11.1
## 3_pl2 =11 ,7
44 4_pl2 -10.4
## 5_pl2 16.1
## 6_pl2 17.2
44 7_pl2 -26.6
## 8_pl2 -7.3

Efectos fijos:

solfijos=as.matrix (Sol[1:4,])

Valores genéticos:

library (stringr)

VG_p8=data. frame (Sol [pastel (colnames (Z_p8),"_pr8"), 1)
colnames (VG_p8)=c ("VG_p8")
VG_p8S%animal=word (rownames (VG_p8), 1, sep = fixed('_"'))

VG_pl2=data.frame (Sol [pastel (colnames (Z_pl2),"_pl2"),1)

colnames (VG_pl2)=c("VG_pl2")
VG_pl2S%animal=word (rownames (VG_pl2), 1, sep = fixed('_"'))

Diferencia esperada de progenie:

VG_p8SDEP_p8=VG_p8SVG_p8/2

VG_pl28DEP_pl2=VG_pl2$VG_pl2/2
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Valores de la diagonal del lado izquierdo de las ecuaciones de modelo mixto
relacionados con los animales:

diagonal=as.matrix (diag(Izginv[5:20,5:20]))

Exactitudes, confiabilidades y errores estdndar de las predicciones:

VG_p8SConfiab_p8=round(l-(diagonal[l:8]1%x%(1/var_all)),2)

VG_pl2S$Confiab_pl2=round(l-(diagonal[9:16]

o\

X% (1/var_a22)),2)

#para tenerla en cuenta, la matriz inversa de G:
#GAG"—1=T

#Entonces el primer elemeto es:

#gll=

round ( (1- (cov_al2*xGinv[2,1]1))/var_all, 3)

## [1] 0.005

round ( (1- (cov_al2*xGinv[2,1]1))/var_a22, 3)

## [1] 0.004

round (1/var_all, 3)

## [1] 0.003

# valor de la inversa de G del modelo unicaracter

VG_p8SExact_p8=sqgrt (VG_p8S$Confiab_p38)
VG_pl2$Exact_pl2=sqrt (VG_pl2S$Confiab_pl2)

VG_p8SSEP_p8=round (sqgrt (diagonal[1:8]), 2)
VG_pl2S8SEP_pl2=round (sqgrt (diagonal[9:16]),2)
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CRUZAMIENTO

Mario Fernando Ceron-Muioz
Universidad de Antioquia

6.1. Generalidades

El cruzamiento comprende el apareamiento de individuos pertenecientes a
poblaciones diferentes, lo que conlleva a que los individuos cruzados tengan mayores
probabilidades de que presenten mayor heterocigosis (H). La diferencia entre el
promedio del desempefio de poblaciones cruzadas y el promedio de desempefio
de las poblaciones puras se denomina heterosis () o también denominada vigor
hibrido, donde se espera que los individuos cruzados tengan un mejor desarrollo y
adaptacion, teniendo como base la idea de que individuos heterocigéticos presentan
mayor versatilidad [37, 38].

El cruzamiento de individuos puede ser entre razas o poblaciones de una misma
especie o entre especies. En produccion animal, lo méas frecuente es el cruzamiento
entre razas, tema que aboradermos en este capitulo. Veamos una representacion del
desempefio de animales puros y cruzados en la FIGURA NRO. 6.1
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heterosis
/ aditivo
Raza A f1 Raza B

Figura 6.1: Efecto genético aditivo y de heterosis de grupos genéticos puros y

cruzados.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Un modelo general para estimar heterosis puede ser descrito de la siguiente forma:

y=Aa+BB+Hn+e, talque : A+B=1 (6.1)

Donde:
y es la variable respuesta de los n individuos.

A es el vector que contiene las proporciones de la raza A que tiene cada individuo.
Por ejemplo, si el individuo es puro de la raza A la proporcién es 1; si es F1 seria 0.5y

siesun % de A i de B, seria 0.75.

B es el vector que contiene las proporciones de la raza B que tiene cada individuo.
Teniendo en cuenta los tres individuos anteriores, las proporciones serian 0, 0.5 y 0.25.

En los tres casos, la suma de las proporciones de A y B de cada individuo es 1.

H es un vector que contiene las proporciones de heterocigosis de cada individuo, en
el caso de los tres individuos anteriores, seria 0, 1.0 y 0.5 (ver calculos mds adelante).
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a, B son escalares correspondientes a las incognitas relacionadas a los efectos de
razas (A 'y B).

7 es un escalar correspondiente a la incégnita asociada a la heterosis.

Si se emplea el método de los minimos cuadrados ordinarios para estimar los
parametros del modelo, se tendria:

[X'X]

) ™Y
I
>
H
=,

Donde:

XnA XuB  XnH

Esto puede escribirse como:
y=Xp+e
X=[A:B:H]|
a
B=|8
7

El parametro » estard dado por la proporcién de individuos que son heterocigoéticos,
producto del apareamiento de individuos de diferentes razas, teniendo en cuenta el
siguiente esquema general para el caso de dos razas:

Madres
@ Ay B,
—‘g‘ Apl  ApAn  ApBp
& Byl ByA, BBy

La heterocigosis de cada individuo (H) se calcula mediante la formula:

H=1-[(Ap * Ap)+ By * Byl
Para k razas:

k
H=1-) R, *Rp
i=1
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Donde R, ¥ Ry, son las fracciones de cada una de las razas involucradas de cada
progenitor del individuo.

En el caso de un individuo %A%B, donde el padre es A y la madre B, H seria:
H=1-[(A, * Ap) + (Bp * By)]
H=1-[1%0)+(0x*1)]

H=1-0=1

En el caso de un individuo %AéB, donde el padre es éAéB y la madre %A%B, H,se
seria:

H=1-[(A, * Ap) + (B, * By)]
H=1-[(0.5%0.5) + (0.5 * 0.5)]

H=1-05=0.5

En el caso de un individuo %AiB, donde el padre es A y la madre éA%B, la H, se
tendria:

H=1-[(A, * Ap) + (Bp * By)]
H=1-[1%0.5)+ (0% 0.5)]

H=1-05=0.5

Veamos EJEMPLO 6.1 con informacién de peso de 8 novillas a los 18 meses para
evaluar el cruzamiento de la raza A y la raza B, donde la poblacién %AiB presenté un

mayor peso que el promedio de los individuos A y B. ;Cudles serian las soluciones del
sistema de ecuaciones para a, 5 y 5?. La base de datos se presenta a TABLA NRO. 6.1.

En la TABLA NRO. 6.2 se presenta la informacién de la composicion genética de
individuos cruzados.

La base de datos con la informacién de animales, proporciones raciales y
heterocigosis estd en la TABLA NRO. 6.3:
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TABLA 6.1: Informacién de animales puros y cruzados

Identificacién Sexo GG Peso
A1A2 2 A 401
A3A4 2 A 401
B1B2 2 B 457
B3B4 2 B 412
A1B2 2 AB 473
A3B4 2 AB 477
B1A2 2 BA 499
B3A4 2 BA 483

Nota: GG= grupo genético puro o cruzado de las razas Ay B.
Fuente: elaboracién propia (2024).

TABLA 6.2: Proporciones de las razas A y By de heterocigosis (H) de grupos genéticos.

GG Bp Ap Bm Am A B H
A 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00
B 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
BA 1.00 0.00 0.00 1.00 0.50 0.50 1.00
AB 0.00 1.00 1.00 0.00 0.50 0.50 1.00

Nota: GG= grupo genético puro o cruzado de las razas Ay B,
p= padre y m= madre.
Fuente: elaboracién propia (2024).

TABLA 6.3: Proporciones de la raza A y By heterocigosis (H) de animales puros y
cruzados.

GG id Sexo Peso Bp Ap Bm Am A B H
A AlA2 2 401.00 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00
A A3A4 2 401.00 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00
B B1B2 2 457.00 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
B B3B4 2 412.00 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
AB Al1B2 2 473.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.50 0.50 1.00
AB A3B4 2 477.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.50 0.50 1.00
BA BlA2 2 499.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.50 0.50 1.00
BA B3A4 2 483.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.50 0.50 1.00

Nota: GG= grupo genético puro o cruzado de las razas A y B, id=identificacién del
animal, p= padre y m= madre.
Fuente: elaboracién propia (2024).
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Las matrices y el sistema de ecuaciones serian:

— =0 O

0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5

— -0 O OO

401
401
457
{412
Y=1473
477
499
483

XTx =

N = W
N W =
NN

1768
XTy =11835
1932

Sistema de ecuaciones:

al [1768
Bl=11835
)

1932
401
= |434.5
65.25

Por consiguiente, los promedios de las razas A y B fueron 401 y 434.5 kg,
respectivamente, y la heterosis fue 7 = 65.25 kg. Indicando que los individuos
cruzados pesaron 65.25 kg més que los individuos de las razas Ay B.

N = W
D W=
L S

El vector solucion seria:

Sy ™Y

Inicio| 208
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Ahora consideremos el caso en el que se tienen otros efectos fijos que influyen
en la expresion de la caracteristica. Para el EJEMPLO 6.1 tenemos la existencia de dos

fincas como se indica en TABLA NRO. 6.4.

TABLA 6.4: Proporciones de la raza A y B y heterocigosis de animales puros y
cruzados en dos fincas.

GG id sexo Finca Peso Bp Ap Bm Am A B H
A AlA2 2 f1 401.00 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00
A A3A4 2 f1 401.00 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00
B B1B2 2 f1 457.00 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
B B3B4 2 f1 412.00 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
AB Al1B2 2 f1 473.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.50 0.50 1.00
AB A3B4 2 f1 477.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.50 0.50 1.00
BA BlA2 2 f1 499.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.50 0.50 1.00
BA B3A4 2 f1 483.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.50 0.50 1.00
A AlA4 2 2 440.00 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00
A A3A2 2 2 450.00 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00
B B1B4 2 2 451.00 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
B B3B2 2 2 446.00 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
AB AlB4 2 2 403.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.50 0.50 1.00
AB A3B2 2 2 407.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.50 0.50 1.00
BA BlA4 2 2 401.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.50 0.50 1.00
BA B3A2 2 2 402.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.50 0.50 1.00

Nota: GG= grupo genético puro o cruzado de las razas Ay B, id=identificacién del

animal, p= padre y m= madre y el sexo 2 corresponde a hembras.

Fuente: elaboracién propia (2024).

El modelo seria:

y=Ff+Aa+BB+Hn+e, conA+B=1

Donde F es el parametro asociado a la finca (f = (1,2)), como se mencion6 en

capitulos anteriores, corresponde a las medias de cada finca.

Las dos primeras columnas de X estarian asociadas a f; y f, y las siguientes serian
A,ByH:
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S O = =

R R R OO0 000
O O = =

C O OO0 O KRR KH R R H H

401
401
457
412
473
477
499
{483
Y= 1440
450
451
446
403
407
401
402

XTx =

B~ b O
A~ B~ b~ o0 O
EE N SRNo e

3603
3400
XTy =|3464.5
3538.5
3545

0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5

0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5

Ao N BB
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Sistema de ecuaciones:

)

8 0 4 4 4]1|f1 3603
0 8 4 4 4|7, 3400
4 4 6 2 4||a|=]3464.5
4 4 2 6 4 B\ 3538.5
4 4 4 4 8[|5 3545
El vector solucién seria: -

fi 228.81

T2 203.44

a | =1206.88

ﬁ 225.38

7 10.87

Los valores esperados para los individuos segun el grupo genético y la finca serian:

Raza A en la finca 1: f; + @ = 228.81 + 206.88 = 435.69

Raza B en la finca 1: ﬂ + ﬁA = 228.81 + 225.38 = 454.19

Raza A en la finca 2: f, + & = 203.44 + 206.88 = 410.32

Raza B en la finca 2: ?z + B\ = 203.44 + 225.38 = 428.82

1 1

+
206.88  225.38

+10.87 =

Cruzados (%A%B) enlafincal: f; + éa + §ﬁ+ n=1228.81+
455.81

1 1
+
206.88  225.38

+10.87 =

Cruzados (%A%B) en la finca 2: 7;+ %62 + %3\+ 7 =203.44+
430.44

Si tenemos el efecto de la interaccién (I) genotipo (grupo genético) y ambiente
(finca), el modelo seria:

y=Ff+Aa+ BB+ Hn+Ips(fa)+ Irg(fB) + Irg(fn)+e, conA+B=1
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La base de datos se presenta en la TABLA NRO. 6.5, donde las columnas
correspondientes a las interacciones se obtienen multiplicando las columnas
implicadas en cada caso, por ejemplo, la columna nueve (B1) corresponde a la
multiplicacién de los valores de la segunda columna (finca 1) con la quinta columna
(columna 5) (raza B):

TABLA 6.5: Proporciones de la raza A y B y heterocigosis (H) de animales puros y
cruzados en dos fincas (1 y 2), teniendo en cuenta la interaccidon genotipo y ambiente.

id fincal finca2 A B H Al A2 B1 B2 Hi H2
Al1A2 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 o0.00
A3A4 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 o0.00

B1B2 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 o0.00
B3B4 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 o0.00
A1B2 1.00 0.00 0.50 0.50 1.00 0.50 0.00 0.50 0.00 1.00 o0.00
A3B4 1.00 0.00 0.50 0.50 1.00 0.50 0.00 0.50 0.00 1.00 o0.00
B1A2 1.00 0.00 0.50 0.50 1.00 0.50 0.00 0.50 0.00 1.00 o0.00
B3A4 1.00 0.00 0.50 0.50 1.00 0.50 0.00 0.50 0.00 1.00 o0.00
AlA4 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00
A3A2 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00
B1B4 0.00 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00
B3B2 0.00 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00
Al1B4 0.00 1.00 0.50 0.50 1.00 0.00 0.50 0.00 0.50 0.00 1.00
A3B2 0.00 1.00 0.50 0.50 1.00 0.00 0.50 0.00 0.50 0.00 1.00
B1A4 0.00 1.00 050 0.50 1.00 0.00 0.50 0.00 0.50 0.00 1.00
B3A2 0.00 1.00 0.50 0.50 1.00 0.00 0.50 0.00 0.50 0.00 1.00

Nota: id=identificacién de animales puros y cruzados de las razas A y B.

Fuente: elaboracion propia (2024).

Las matriz X relaciona en sus dos primeras columnasa f; y f, (finca 1 yfinca 2) ylas
siguientes estarian relacionadas a: a (correspondiente a la raza A), 8 (correspondiente
a la raza B), n (correspondiente a la heterosis), a f;A (correspondiente a la raza A en
la finca 1), af,A (correspondiente a la raza A en la finca 2), §f;B (correspondiente
a la raza B en la finca 1), ff,B (correspondiente a la raza B en la finca 2), nf;H
(correspondiente a la heterosis en la finca 1) y nf,H (correspondiente a la heterosis
en la finca 2):

O e

—

=)

(=)

(=)

O e
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BB 4 0]
0 8 0 4
XTx =
4 0 . . 4 0
0O 4 . . 0 4
[ 3603 |
3400
3464.5
3538.5
3545
XTy =| 1768
1696.5
1835
1703.5
1932
| 1613 |
El sistema de ecuaciones seria:
fi| T 3603 ]
f2 3400
- 1| @
3 0 40 X 3464.5
o 3 o all B 3538.5
7 3545
& | =| 1768
4 0 4 0 ZJ\Z 116:3655
1
_O 4 . . 0 4_ 6))‘\2 1703.5
,7/f\1 1932
/] 1613
| 7 f2 ] - -
El vector de soluciones seria:
fi| [163.23]
f2 182.57
a 166.73
B 179.07
7 7.25
& |=] 71.03
ar 95.7
‘@)jl:\l 92.2
3 86.87
B2
77/\1 58
/] —50.75
| 7 f2 - -
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En caracteristicas influenciadas por el ambiente materno, es necesario estudiar
la habilidad materna atribuida al efecto de la heterocigosis por cruzamiento de la
madre (H,,). La diferencia entre el promedio de desempefio de individuos con madres
cruzadas e individuos con madres puras se denomina heterosis materna (7, ). Para el
cado de dos razas, la H,,, se calcula teniendo en cuenta el grupo genético de los abuelos
maternos, asi:

Hm =1- [(Apm * Amm) + (Bpm * Bmm)]

Para k razas se tendria:

Donde R, ; ¥ Ry, ; son las fracciones de cada una de las razas involucradas en el
abuelo materno y la abuela materna del i-ésimo individuo.

e ., 1,1 1 1
En el caso de un individuo con composicion EAEB’ donde el padre es EAEB’ la

madre %A%B, el abuelo materno A y la abuela materna B, se tendria:
Hpy =1-[(A4,, * Ap,)+ By * By, )]
H,=1-[1%0)+(0x*1)]
H,=1-0=1

En el caso de un individuo ZAiB, donde el padre es A, la madre %A%B, el abuelo
materno Ay la abuela materna B, se tendria:

Hy=1- [(Apm * Amm) + (Bp * Bmm)]

H,=1-[1%0)+(0x*1)]
H,=1-0=1
Cuando se analizan grupos genéticos posteriores a la primera generacion cruzada
(conocidad como F1), es necesario tener en cuenta la recombinacién genética (¥)

causada por la segregacion independiente de combinaciones diferentes a los gametos
parentales.

1 1
¥ = [5Fp + 5 Fpl
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Donde F,, y Fj son las fracciones esperadas de las recombinaciones de los gametos
del padre y de la madre, respectivamente.

En el caso de un individuo %A%B, donde el padre es %A%B, la madre %A%B, el
abuelo materno A y la abuela materna B, se tendria:

v

1 1
Z0.5+450.5]=0.5
[50.5+50.5]

En el caso de un individuo %AiB, donde el padre es A, la madre %A%B, el abuelo
materno Ay la abuela materna B, se tendria:

1 1
~0.0+ =0.5]=0.2
[2 +2 5] 5

14

6.2. Modelo animal multirracial

Para la realizacion de evaluaciones genéticas de animales puros y cruzados
utilizando un modelo animal con efectos aditivos y no aditivos, utilizaremos los
procedimientos descritos por Arnold et al [39]. Uno modelo multirracial basico, es
descrito de la siguiente forma:

y=XB+ZQp+Za+Psn+PTh+e (6.2)

Donde:

y es el vector de observaciones, X es la matriz de disefio que relaciona los efectos
fijos B con los registros, Z es la matriz de disefio que relaciona los registros con el efecto
aleatorio genético aditivo (a) y e es un vector de errores.

Las matrices y los vectores anteriores ya los hemos visto en modelos animales
estudiados previamente. Detallaremos a continuacion Q, P Ty s:

Q es la matriz de disefio que relaciona los individuos con el efecto fijo de grupo
genético (¢). En las filas estan los individuos y en las columnas las razas. Cada elemento
tendré la proporcion correspondiente de cada razay varia de 0 a 1. Por ejemplo, si hay

dos razas (A y B) y cuatro individuos de los grupos genéticos A, B, %AéB y iAZB; Q
seria:

1 0

0 1

Q= 0.5 0.5
0.25 0.75
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P es la matriz de disefio que relaciona los individuos con el efecto genético no
aditivo (h). En las filas estaran los individuos con registro, en las columnas estaran
los individuos de la genealogia, y tendré valores de ceros y unos. Los unos estaran en
los elementos que corresponden a los individuos cruzados, continuando con el ejemplo
anterior, seria:

oS O O O
oS O O O
O = O O
_ O O O

El vector s contiene la relacion de los individuos con el efecto fijo de heterosis
(). En las filas estaran los individuos y los elementos tendran valores de 0 a 1 con la
proporcion de heterocigosis por cruzamiento, asi:

0

(=)

La matriz T es una matriz cuadrada de tamafio igual al naumero de individuos. Sus
elementos son 0, excepto en las filas correspondientes a los animales cruzados y las
columnas de sus padres; las cuales tienen los valores de heterocigosis por cruzamiento
del individuo.

Continuando con el ejemplo, y considerando que los individuos de los grupos
genéticos A y B son los padres del tercer individuo de grupo genético %A%B y que el

T (i1 .3 L .
cuarto individuo, es de grupo genético ZAZB cuyo padre es el tercer individuo, la matriz
T seria:

0 0 0 O
0 0 0 O
T= 11 0 O
0 0 05 O

La matriz del lado izquierdo del sistema de ecuaciones de modelo mixto seria:

XTR-1x XTR1ZQ XTR17z XTR-1ps XTR-1PT
QTZTR1X QTZTR™'zQ QTZTR'z QTZTR'Ps QTZTR™1PT
ZTR1X ZTR'zQ Z'™R'Z+G' ZTRlPps ZTR7IPT
sTPTR-1x  sTPTR™1ZQ sTPTR-1Z7 sTPTR-1ps sTPTR-1pPT

TTPTR-1x TTPTR-1ZzQ  TTPTR-'z  TTPTR-'ps TTPTR-PT+H™!

El vector de incognitas seria:
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El vector de incognitas seria:

SHSS) Q) B ™)

f
L

El vector del lado derecho seria:

XTR™ 1y
QTzTR—ly
ZTR™ 1y
sTPTR™1y
TTPTR™1y

La inversa de la matriz de relaciones genéticas G=! es el resultado de la
combinaciones de A~! con las inversas de las varianzas genéticas de cada una de los
grupos genéticos (mayores detalles en el capitulo 14). Las matrices H~! y R~! contienen
en la diagonal las varianzas de cada grupo genético para los efectos de la heterocigosis
y de los errores, respectivamente.

El valor genético aditivo (VG,) de un individuo estaria dado por las soluciones
del efecto fijo genético aditivo segin sus proporciones raciales y la solucién del
efecto aleatorio del individuo (VG, = Q¢ + a). El valor genético no aditivo (VGy,)
de un individuo estaria dado por la solucién de la heterosis segin su proporcion
de heterocigosis por cruzamiento y la solucién genética no aditiva correspondiente

(VGp =sn+Th).
Ahora desarrollaremos el EJEMPLO 6.2 con un modelo animal multirracial para la
variable «peso> con individuos de dos razas y sus cruces, teniendo en cuenta que:
Hay tres animales de la raza A (A1, A2y A1A2).
Cuatro de la raza B (B1,B2,B3,y B1B2).
. 1,1
Un animal EAEB'

Un animal %B%A.

Un animal EB lA.
44
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Hay 10 individuos en la genealogia y un individuo sin registro de produccion y el
efecto fijo es el sexo. Veamos los datos en TABLA NRO. 6.6.

TABLA 6.6: Informacion genéalégica y productiva de invididuos puros y cruzados.

Identificacién padre madre sexo Grupo genético Peso
1 Al 1 A 432
2 A2 2 A
3 Bl 1 B 401
4 B2 2 B 411
5 B3 1 B 423
6 Al1A2 Al A2 2 A 432
7 B1B2 Bl B2 2 B 423
8 A1B2 Al B2 2 AB 421
9 B3A2 B3 A2 1 BA 432
10 B3A1B2 B3 A1B2 2 BBA 332

Nota: informacion de animales puros y cruzados de las razas A y B, el
sexo 1 es macho y el sexo 2 es hembra.
Fuente: elaboracion propia (2024).

La matriz de parentesco (A) tendria un tamafio igual al nimero de individuos en la
genealogia (10), y seria:

1 0 0 0 0 05 0 0.5 0 025
0 1 0 0 0 05 0 0 0.5 0
0 0 1 0 0 0 0.5 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0.5 0.5 0 025
A= 0 0 0 0 1 0 0 0 05 0.5
05 05 O 0 0 1 0 025 025 0.12
0 0 05 05 O 0 1 025 0 0.12
05 O 0O 05 0 025 025 1 0 0.5
0O 05 O 0 05 025 O 0 1 025

025 O 0 025 05 012 012 05 025 1

La matriz Z relaciona los individuos con registros (filas) y los individuos en la
genealogia (columnas), tendrd valores de uno en los elementos de la matriz que
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relaciona al individuo con su registro.

N

I
eNeloNoBoNoRoNoll S
eNeloNoloNoloNeol o)
eNeloNoBoNoRol =
eNeloNoBoNol ==
O OO OO O OO
O O OO OO OO
O OO OO O OO
SO H OO OO OO0
O R OO OO oo o
O O OO OO oo

La matriz X relaciona los individuos con registro (filas) y los niveles de efecto fijo, que
en este caso son los sexos.

Il
O H O OO KO MM
—_ O O OO

f
L

La matriz P relaciona los individuos con registros (filas) y los individuos en la
genealogia (columnas), tendra valores de uno en los elementos que relacionan a los
correspondientes individuos cruzados.

1
I

=

I
S O OO O OO oo
eoNeBoNeoBoNeoRoRel o)
eoNeBoNeoBoNeoRoRel o)
eoNeBoNeoloNeoRoRel o)
eNeBoNoBoNeoRoNel o)
eNeBoNeoBoNeoloNele)
eNelBoNeoBoNeoBoNele)
SO O OO OO OO
O = OO OO O OO
_ O OO OO o oo
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La matriz Q relaciona los individuos (filas) con sus proporciones raciales
(columnas), quedando:

O H O O O - =
—_H O, R R OO

Q=
0.5 0.5
0.5 0.5
0.25 0.75

El vector s relaciona los registros (filas) con su correspondiente proporcion de
heterocigosis debida al cruzamiento.

1
_—_ 0 O O O O OO
]

e
U

f
L

La matriz cuadrada T de tamafio igual al nimero de individuos en la genealogia,
tendrd los valores de heterocigosis en la relacion de hijos (filas) con sus padres
(columnas).

SO R OO OO oo O
O R OO OO O O OoOOo
S OO OO OO O OO
SO O OO OO oo
_ O O OO0 OO OO0
SO OO OO OO OO
SO OO OO OO OO
S OO OO OO oo
SO OO OO OO OO
SO OO OO OO OO

e
)
e
U
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El vector de observaciones y, sera:

[432]

401
411
423
432
423
421
432
332

Mario Fernando Ceron-Muiioz

Cada grupo racial tendra sus valores de varianzas, sin embargo, debido a la
complejidad que presentan los modelos de evaluacién genética multirracial y a la
estructura de las bases de datos, y con el propoésito de simplificar el ejemplo, podemos
considerar que la poblacién puray cruzada tiene las mismas varianzas, siendo: o2 = 20,
ai = 10y o2 = 70. Por consiguiente, las matrices que involucran las varianzas serian:

0.1
0.03

0.03

—0.05

—0.05

0.03
0.1
0
0
0.03
—0.05
0
0
—0.05
0

0

0
0.08
0.03

0

0

—0.05

0

0

0

o
=]

Gl=lal=014"=

0.03

0.03
0.1

—0.05
—0.05
0
0

[
=]

—

o
cCoococosooc o

o

=]
o

0 —0.05
0 0
—0.05 0
—-0.05 -0.05
0 0.03
0 0
0.1 0
0 0.12
0 0
0 —0.05
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
001 O 0
0 001 O
0 0 0.01
0 0 0

()]
W

()]
w

coocoPocolo

(=)
S

===l el el ool

|
o.ooogoooo
w

=)

0.1
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01 O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 01 O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 01 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 01 O 0 0 0 0 0
-l = 0 0 0 0 01 O 0 0 0 0
0 0 0 0 0O 01 O 0 0 0
0 0 0 0 0 0O 01 O 0 0
0 0 0 0 0 0 0 01 O 0
0 0 0 0 0 0 0 0 01 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.1

Las operaciones entre matrices que conforman el sistema de ecuaciones serian:

006 0
Tp—1y _
X RTX _[ 0 0.07]
0.02 0.04
Tp-1 —
XTRTZQ =03 0.05]
§Tp-ly_|001 0 001 0 001 0 0 0 00l 0
“lo o o 001 0 001 001 001 0 001
0.01
Tp—1 —
XTR™1ps = 0_02]
0 001 0 0 001 00 O O O
Tp-1 —
XREPT=1001 0 0 001 001 0 0 001 0 0]
0.04 0.01
T~>Tp—1 —
QZIRTZQ =g n 0.07]
OTZTR-17—[001 0 0 0 0 00l 0 00l 001 0
| o o0 001 001 001 0 001 001 001 0.01
0.02
T7Tp-1 —
QTZTR™1ps = 0.02]

001 001 0 001 001 0 0 0 0 O

T7Tp—-1 -

QZRTP T‘[om 001 0 001 001 0 0 001 0 o]
Z'R7'Z+ G =
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—0.05 0
—0.05

0

0
—0.05
—0.05

0 —0.05
—0.05

0.03

0.03

0.03

0.11
0.03

0

0

0
—0.05

0.1

0
0

0.03
0.11

0.09
0.03

0
—0.05

0.03

—0.05

0.03

0.11

0.03
—0.05

0.11

0
—0.05

—0.05

0.11

0
0.03
—0.05
—0.05

—0.05
—0.05

0

0
—0.05

0 —0.05

0.11

0.14

0
0

—0.05

0
0

0
0

0

—0.05 0 0.11

0

S O O O OO

0.01
0.01
0.01

ZTR-1ps

0

0O 0 001 O
001 0 O

0.01 O

0.01

0

0

0
0

0

001 0 0 001 0 O

0

o

ZTR-1pT

sTPTR=1Ps = [0.03]

[0.01 001 0 001 002 0 0 O 0 O

sTPTR-1pT

0.11

0.11

0.01

0.01

)

)

0.1

0.1

TTPTR-1pT + H!
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24.11
_]_ _ .
XTR™y _[28.84]

19.62

T7Tp-1,, —
QZ'R y‘[33.34

6.17
0
5.73
5.87
6.04
6.17
6.04
6.01
6.17
4.74

ZTR—ly —

sTPTR™1y = [14.56]

6.01
6.17
0
6.01

_ 8.54
TTPTR ly -

[ ——

Las soluciones del efecto fijo no genético son:
Sexo,| _[219.2
Sexo,| [200.4

Soluciones al efecto fijo genético aditivo:

Raza,| | 223
Razag| ™~ |196.7
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Soluciones al efecto genético aditivo:

B — 7

Soluciones al efecto fijo de la heterosis (7):

7=[-89]

Soluciones al efecto genético no aditivo (h):

Aly, [
A2,
B1,
B2,
53,

14/114\2],1

B1BY2,

A1B2,

B3A2,

| B3A1B2;,| L

225

=2.7
2.7

4.2
-3.2
1.1
4.6
—0.8
1.3
-9.8
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6.3. Ejercicios en R-project

BD=data. frame (matrix (ncol=4, byrow=TRUE,

Utilizaremos las librerias <«<doBy>> [40] para organizar datos, <kinship2> [28]
para generar la matriz de parentesco, <<MatrixModels> [29] para la construccion de
las matrices a partir de las bases de datos, <stringr>> [30] para modificar los nombres
de las columnas y la libreria «<MASS>> [18] para calcular las inversas requeridas.

Iniciemos con el desarrollo del EJEMPLO 6.1:

"ATA2", 2,
"A3A4", 2,
"B1B2", 2,
"B3B4", 2,
"A1B2", 2,
"A3B4", 2,
"B1A2", 2,
"B3A4", 2,

c(
"A",401,

"A",401,

"B", 457,

"B",412,

"AB", 473,

"AB", 477,

"BA", 499,

"BA", 483)))

colnames (BD)=c("id", "sex", "GG", "Peso")
BDS$Peso=as.numeric (BD$Peso)

BD

# id sex GG Peso
## 1 ALA2 2 A 401
## 2 A3A4 2 A 401
## 3 B1B2 2 B 457
## 4 B3B4 2 B 412
## 5 ALB2 2 AB 473
## 6 A3BR4 2 AB 477
## 7 BLA2 2 BA 499
## 8 B3A4 2 BA 483
library (doBy)

medias=summaryBy (Peso~GG, data=BD);

4
##
4
#4
#4

GG Peso.mean
1 A 401
2 AB 475
3 B 434
4 BA 491
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Composicion genética general de individuos puros y cruzados de dos razas:

G=data.frame (matrix (ncol=5, byrow=TRUE, c (
A" ,0,1,0,1,
"B" ,1,0,1,0,
"Ba",1,0,0,1,
"AB",0,1,1,0
)))
variables=c ("GG", "Bp", "Ap", "Bm", "Am")
colnames (G) =variables

14

## GG Bp Ap Bm Am

# 1 A 0 1 0 1
# 2 B 1 0 1 O
## 3 BA 1 0 0 1
## 4 AB 0 1 1 0

G[,2:5] <- lapply(G[,2:5],
function(x) as.numeric (as.character(x)))
str (G)

## 'data.frame': 4 obs. of 5 variables:
#4# S GG: chr "A" "B" "RBA" "AR"

## $ Bp: num 0 1 1 0
## $ Ap: num
## $ Bm: num
## $ Am: num

= o -
or o

01
01
10
GS$SA= (GSAp+GSAm) /2

GSB= (GSBp+GS$Bm) /2

## GG Bp Ap Bm Am A B
## 1 A 0 1 0 1 1.0 0.0
## 2 B 1 0 1 0 0.0 1.0
## 3 BA 1 0O O 1 0.5 0.5
## 4 AB 0 1 1 0 0.5 0.5
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GSH=1- ( (GSBp*GS$Bm) + (GSAp*GSAm) )

G

#4#
#4#
#4#
#4#
#4#

W N

GG

A O
B 1
BA 1
AB O

1

0
0
1

0

1
0
1

Bp Ap Bm Am

1

O O O

0
1
0

oo o o

O O - O

o U1 O O W

= = O O @

BD$secuencia=seq(l,nrow (BD), 1)

BD

##
##
##
##
##
##
##
4
4

O ~J o U b W DN

id sex

AlA2
A3A4
B1B2
B3B4
AlB2
A3B4
B1A2
B3A4

DD DNDDNDDN

Base=merge (BD, G,
library (doBy)
Base=orderBy (~secuencia,
rownames (Base) =BaseS$secuencia
Base$secuencia=NULL

BDS$secuencia=NULL

Bas

##
##
##
##
##
##
##
##
##

@

O 1 oy U i W DN

A AlAZ2
A A3A4
B B1B2
B B3B4
A1B2
A3B4
B1A2
B3A4

2

DN DN DN

Peso secuencia

401
401
457
412
473
4777
499
483

all=TRUE)

401
401
457
412
473
477
499
483

0

P O ORRPR O

1

OO BFEPr O o

O 1 oy U b W DN

0

OO R~ RPO

id sex Peso Bp Ap Bm Am

P PR O OO OoORFr K

data=Base)

O O O O o o K

(GGG IS Nl el

O O O o P O o

U101 U1 O OO oW

PR REPERPOOOOMIT



Montaje de matrices:

X=cbind (BaseS$SA,Base$B, BaseS$SH)
colnames (X)=c ("A", "B", "H")
XpX=t (X) $*%$X

XpX

## A
## A 3
## B 1
## H 2

N W W

y=as.matrix (Base$Peso)

Yy

ik [
ik
ik
4
##
4
ik
ik
##

~ ~

~

~ ~ ~

O 1 o U i W DN
~

~

## [,1]
## A 1768
## B 1835
## H 1932

library (MASS)

XpXinv=ginv (XpX)
Sol=XpXinv%*%Xpy

rownames (Sol)=c("A","B","H")

Sol

## [,1]
## A 401
## B 434
## H 65

NN

r1]
401
401
457
412
473
477
499
483
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Incluyendo el efecto de Finca:

BD=data. frame (matrix (ncol=5,byrow=TRUE, c(
"AlA2",2,"f1","A", 401,
"A3A4",2,"f1","A", 401,
"B1B2",2,"f1","B", 457,
"B3B4",2,"f1","B", 412,
"AlB2",2,"f1","AB",473,
"A3B4",2,"f1","AB", 477,
"B1A2",2,"f1","BA", 499,
"B3A4",2,"f1","BA", 483,
"A1A4",2,"f2","A", 440,
"A3A2",2,"f2","A", 450,
"B1B4",2,"f2","B", 451,
"B3B2",2,"f2","B", 440,
"AlB4",2,"f2","AB", 403,
"A3B2",2,"f2","AB", 407,
"B1lA4",2,"f2","BA", 401,
"B3A2",2,"f2","BA",402)))

colnames (BD)=c ("id", "sex", "Finca", "GG", "Peso")

BDSPeso=as.numeric (BDSPeso)

BD
#4# id sex Finca GG Peso
## 1 AlA2 2 f1 A 401
## 2 A3A4 2 f1 A 401
## 3 BIB2 2 f1 B 457
## 4 B3B4 2 f1 B 412
#% 5 AlIB2 2 f1 AB 473
## 6 A3B4 2 f1 AB 477
## 7 BILA2 2 f1 BA 499
## 8 B3A4 2 f1 BA 483
## 9 AlA4 2 f2 A 440
## 10 A3A2 2 f2 A 450
## 11 B1B4 2 f2 B 451
## 12 B3B2 2 f2 B 446
## 13 AlB4 2 f2 AB 403
## 14 A3B2 2 f2 AB 407
## 15 B1A4 2 f2 BA 401
## 16 B3A2 2 f2 BA 402
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Informacioén de composicidn genética general para dos razas:

G=data. frame (matrix (ncol=5, byrow=TRUE, c (

"All
"B"

)))

variables=c ("GG",

Iolllolll
Ill

"BA",l

"AB"’O’

0
, 0
1

Ill
IOI
1

14

n Bp n o
colnames (G) =variables

GG Bp Ap Bm Am

0

o

1

0
0
1

0

1
0
1

.frame':
"A"

G

##

## 1 A
## 2 B
## 3 BA
## 4 AB
G[,2:5]
str (G)

## 'data
## S GG:
## S Bp:
## S Ap:
## S Bm:
## S Am:

GSA= (GSAp+GSAm) /2

GSB= (GSBp+GS$Bm) /2

G

##
##
##
##
##

SN

e
™

chr
num
num
num
num

= o =

4

o = O

1

0
1
0

GG Bp Ap Bm Am

A

o
> w

0

1
1
0

1

0
0
1

0

1
0
1

1

0
1
0

"B"
10

= O O

O O O

o B =

oo o o

obs.

"Ap n ,

<- lapply(G[,2:5],
function (x)

of
n BA AL

O O B O

o U1 O oW

" Bm" ,

as.numeric (as.character (x)))

5 variables:
" AB n
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GSH=1- ( (GSBp*GS$Bm) + (GSAp*GSAm) )
G

## GG Bp Ap Bm Am A B H
## 1 A O 1 0 1 1.0 0.00
## 2 B 1 0 1 0 0.01.00
## 3 BA 1 0 0O 1 0.5 0.51
# 4 AB 0 1 1 0 0.50.51

Base de datos de composicién genética:

BD$secuencia=seq(l,nrow (BD), 1)

BD

## id sex Finca GG Peso secuencia
## 1 AlA2 2 f1 A 401 1
## 2 A3A4 2 f1 A 401 2
## 3 B1B2 2 f1 B 457 3
## 4 B3B4 2 f1 B 412 4
## 5 AlLBR2 2 f1 AR 473 5
## 6 A3BR4 2 f1 AB 477 6
## 7 BILA2 2 f1 BA 499 7
## 8 B3A4 2 f1 BA 483 8
## 9 AlnM4 2 f2 A 440 9
## 10 A3A2 2 f2 A 450 10
## 11 B1BR4 2 f2 B 451 11
## 12 B3B2 2 f2 B 4406 12
## 13 AlB4 2 f2 AB 403 13
## 14 A3BR2 2 f2 AB 407 14
## 15 B1A4 2 f2 BA 401 15
## 16 B3A2 2 f2 BA 402 16
Base=merge (BD, G, all=TRUE)

library (doBy)

Base=orderBy (~secuencia, data=Base)
rownames (Base) =BaseS$secuencia
Base$secuencia=NULL

BDSsecuencia=NULL

Base

## GG id sex Finca Peso Bp Ap Bm Am A B H
#4# 1 A AIA2 2 f1 401 0 1 O 1 1.0 0.0 0
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## 2 A A3A4 2 f1 401 0 1 0O 1 1.0 0.0 0
## 3 B B1B2 2 f1 457 1 0 1 0 0.0 1.0 O
## 4 B B3B4 2 f1 412 1 0 1 0 0.0 1.0 O
## 5 AB AIB2 2 f1 473 0 1 1 0 0.5 0.5 1
## 6 AB A3B4 2 f1 477 0 1 1 0 0.5 0.5 1
## 7 BA B1lA2 2 f1 499 1 0 O 1 0.5 0.5 1
## 8 BA B3A4 2 f1 483 1 0 0O 1 0.5 0.51
## 9 A AlA4 2 f2 440 0 1 0 1 1.0 0.0 O
## 10 A A3A2 2 f2 450 O 1 O 1 1.0 0.0 O
## 11 B B1B4 2 f2 451 1 0 1 0 0.0 1.0 O
## 12 B B3B2 2 f2 446 1 0 1 0 0.0 1.0 O
## 13 AB A1B4 2 f2 403 0 1 1 0 0.5 0.51
## 14 AB A3B2 2 f2 407 0 1 1 0 0.5 0.51
## 15 BA B1A4 2 f2 401 1 0 O 1 0.5 0.51
## 16 BA B3A2 2 f2 402 1 0 0O 1 0.5 0.51

Montaje de matrices:

library (MatrixModels)

Finca=as.matrix (model.Matrix (~as.factor (Finca)-1,data=Base))
Finca

## as.factor (Finca) fl as.factor (Finca) f2
#4 1
##
#4
##
##
##
##
##
## 9

## 10
## 11
## 12
#4# 13
## 14
## 15
## 16

O J o U b W N

O oo oo ococoor PR RE P
PP RPRPRRPOOOOOOOoOOo

library (stringr)
colnames (Finca)=word (colnames (Finca), 2, sep = fixed(')'))
rownames (Finca) =Base$id
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Finca

## f1 £2
## ALA2
## A3A4
## B1B2
## B3B4
## A1B2
## A3B4
## BLA2
## B3A4
## A1lAM4
## A3A2
## B1lB4
## B3B2
## A1B4
## A3B2
## BlA4
## B3A2

[

O oo oo ococoor PR RE B
PP PRPPRRPRPRPOOOOOOOoOOo

X=cbind (Finca, Base$SA, Base$B, BaseS$H)
colnames (X) :c("fl", "f2", "A", "B", "H")
XpX=t (X) $*%$X

XpX

i f1 £2 A B H
## f1 8 0 4 4 4
## f2 0 8 4 4 4
## A 4 4 6 2 4
## B 4 4 2 6 4
## H 4 4 4 4 8

y=as.matrix (Base$Peso)

y

## [,1]
## [1,] 401
## [2,] 401
## [3,] 457
## [4,] 412
## [5,]1 473
## [6,] 477
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#4#
#4#
#4#
i
ik
ik
ik
i
i
ik

o U WP O W oo

~

e e e e e

Xpy=t (X

Lpy

#4

## f1l
## f2
## A
##
## H

w

~ ~ ~

~

~ ~ ~

~

~
[V U VT VT N S S

) %

[,1]
3603
3400
3464
3538
3545

499
483
440
450
451
446
403
407
401
402

5y

library (MASS)

XpXinv=ginv (XpX)

Sol=XpXinv%*%$Xpy
rownames (Sol) :c(llflll, "f2"’ "A", "B", "H")

Sol

##

## f1
## f2
## A
## B
## H

FincalRazaA=Sol[1l,]+Sol[3,];FincalRazaA

## £l
## 436

[,1]
229
203
207
225

11
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FincalRazaB=Sol[1l, ]+Sol[4,];FincalRazaB

## £l
#4# 454

Finca2RazaA=So0l[2, ]1+S0l[3,];Finca2RazaA

##  f2
#4# 410

Finca2RazaB=Sol[2, ]+Sol[4,];Finca2RazaB

4 £2
#4# 429

FincalCruzado=Sol[l,]1+S0l[3,]1*x0.5+S01[4,]1*0.5+S0l1[5,]
FincalCruzado

## £l
## 456

Finca2Cruzado=So0l[2, ]+S0l[3,1*0.5+S01[4,]1+x0.5+S0l1[5, ]
Finca2Cruzado

## f2
## 430

Si tenemos en cuenta la informacién de la Finca 2:

#Finca 12
X=as.matrix (subset (Base,Base$Finca=="£f2",

select=c ("A", "B", "H") ) )
XpX=t (X) $*%$X

y=as.matrix (subset (Base,BaseS$Finca=="f2",
select=c ("Peso")))

Yy
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## Peso
## 9 440
## 10 450
#4# 11 451
## 12 446
## 13 403
#4# 14 407
## 15 401
## 16 402

Xpy=t (X) x5y
XpXinv=ginv (XpX)

Sol=XpXinv$*%Xpy
rownames (Sol)=c ("A","B","H")

Sol

i Peso
## A 445
## B 448
## H -44

Teniendo en cuenta la interaccion de finca y grupo genético:

X=data.frame (Finca, BaseS$SA,BaseS$B, BaseS$SH)
colnames (X)=c("f1","£f2","A","B", "H")
X$Al=ifelse (X$fl==1,XS$A,0)

X$A2=ifelse (X$f2==1,XS$A,0)

X$Bl=ifelse (X$fl==1,X$B, 0)

X$B2=ifelse (X$f2==1,XS$B, 0)

X$Hl=ifelse (X$fl==1,XS$H, 0)

X$H2=ifelse (X$f2==1,XS$H, 0)
X=as.matrix (X)

X

#4# f1 £2 A B H Al A2 Bl B2 H1l H2

## A1A2 1 0 1.0 0.0 0 1.0 0.0 0.0 0.0 O O

## A3A4 1 0 1.0 0.0 0 1.0 0.0 0.0 0.0 O O

## B1B2 1 0 0.0 1.0 0 0.0 0.0 1.0 0.0 O O

## B3B4 1 0 0.0 1.0 0 0.0 0.0 1.0 0.0 O O
237
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0
0
0
0
0
0

1
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0

0 0.50.510.50.00.50.0
0 0.50.510.50.00.50.0
0 0.50.510.50.00.50.0
0 0.50.510.50.00.50.0
11.00.000.01.00.00.0
11.00.000.01.00.00.0
10.01.000.00.00.01.0
10.01.000.00.00.01.0
10.50.510.00.50.00.5
10.50.510.00.50.00.5
10.50.510.00.50.00.5
10.50.510.00.50.00.5

1
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0

## A1B2
## A3B4
## B1lA2
## B3A4
## AlA4
## A3A2
## B1lB4
## B3B2
## AlB4
## A3B2
## B1lA4
## B3A2

1
1
1
1

XpX=t (X) $*%X

XpX

f1 £2 A B H Al A2 Bl B2 H1 H2

i

4
0
3
1
2
3

0 4 4 4

8
0
4
4
4
4

## £l

8 4 4 4

#4# £2

4 6 2 4
4 2 6 4

## A
##

1

B
H

4 4 48
0312

##

## Al

0
1

0O 4 312

4

## A2

0
1

0132
4 1 3 2

022 4

## Bl

0
2

0
4

## B2

## H1

0O 4224 O

#4# H2

BaseS$Peso
Xpy=t (X) $x%y

y:
Xpy

## f£1 3603

## £2 3400

## A
##
##

3464

3538

B
H

3545

## Al 1768

## A2 1696

## Bl 1835

## B2 1704
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## H1 1932
## H2 1613

XpXinv=ginv (XpX)

Sol=XpXinv$*%$Xpy

rownames (Sol)=c("f1","£f2","A","B", "H",
"A_f1","A_f2","B_f1","B_f2","H_f1","H_f2")

round (Sol, 1)

## [,1]
## f1 163.2
## f2 182.6
## A 166.7
## B 179.1
## H 7.3
## A_f1 71.0
## A_f2 95.7
## B_fl 92.2
## B_f2 86.9
## H_f1 58.0
## H_f2 -50.8
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Desarrollo del EJEMPLO 6.2 con un modelo animal multirracial para peso a los 18
meses de individuos puros de la raza A y By sus cruces:

Base=data. frame (matrix (ncol=6,byrow=TRUE, c(

"AlM, NA,NA, 1, "A", 432,
"AQM, NA,NA, 2, "A", NA,

1", NA,NA,1,"B", 401,
B2, NA,NA, 2, "B", 411,
"B3", NA,NA,1,"B", 423,

"AlAZ2", "AL1","A2",2,"A",432,

"B1B2", "B1","B2",2,"B",423,

"AlB2", "Al","B2",2,"AB", 421,

"B3A2", "B3","A2",1,"BA",432,

"B3A1B2", "B3","AlB2",2,"BBA",332 )))
colnames (Base)=c ("id", "sire", "dam", "sex","GG","Peso")
rownames (Base)=seq(l,nrow (Base), 1)

Informacion de los primeros seis animales:

head (Base)

#4# id sire dam sex GG Peso
## 1 Al <NA> <NA> 1 A 432
## 2 A2 <NA> <NA> 2 A <NA>
## 3 Bl <NA> <NA> 1 B 401
## 4 B2 <NA> <NA> 2 B 411
## 5 B3 <NA> <NA> 1 B 423
## 6 ALA2 Al A2 2 A 432

Base de datos de los individuos con informacién productiva:

BD=subset (Base, !is.na (Base$Peso))

BD
## id sire dam sex GG Peso
## 1 Al <NA> <NA> 1 A 432
## 3 Bl <NA> <NA> 1 B 401
## 4 B2 <NA> <NA> 2 B 411
## 5 B3 <NA> <NA> 1 B 423
#+ 6 A1A2 Al A2 2 A 432
#H 7 B1B2 Bl B2 2 B 423
## 8 A1B2 Al B2 2 AB 421
#+ 9O B3A2 B3 A2 1 BA 432
## 10 B3A1B2 B3 AlB2 2 BBA 332
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Informacion genealogica:
library (kinship2)

Geneal=pedigree (id = Base$id, dadid = Base$sire,
momid = BaseS$dam, sex=as.numeric (BaseS$sex))

Con la siguiente programaciéon obtendremos el arbol genealdgico (FIGURA NRO.
6.2):

plot (Geneal, col=as.numeric (as.factor (Bases$GG)),
mar = c(bottom=0.5, left=1, top=4, right=1l), cex=0.8)

2]

B3 B2 B1

A1A2 B3A2 B1B2

B3A1B2

Figura 6.2: Genealogia de los animales puros y cruzados.

Nota: Los circulos identifican a las hembras, los cuadros a los machos y los colores
identifican el grupo genético.

Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

bitSize (Geneal)

## SbitSize

## [1] 5

##

## SnFounder
## [1] 5
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#4#
## SnNonFounder
## [1] 5

A=2+kinship (Base$id, Base$sire, Base$dam)

A[1:10,1:10] #diez primeros animales

#4# Al A2 Bl B2 B3 AlA2 B

## Al 1.00 0.0 0.0 0.00 0.0 0.50 0.00 0.50 O
#4# A2 0.00 1.0 0.0 0.00 0.0 0.50 0.00 0.00 O
## B1 0.00 0.0 1.0 0.00 0.0 0.00 0.50 0.00 O
## B2 0.00 0.0 0.0 1.00 0.0 0.00 0.50 0.50 O
## B3 0.00 0.0 0.0 0.00 1.0 0.00 0.00 0.00 O
## ALA2 0.50 0.5 0.0 0.00 0.0 1.00 0.00 0.25 O
## B1lB2 0.00 0.0 0.5 0.50 0.0 0.00 1.00 0.25 O
## ALB2 0.50 0.0 0.0 0.50 0.0 0.25 0.25 1.00 O
## B3A2 0.00 0.5 0.0 0.00 0.5 0.25 0.00 0.00 1
## B3A1B2 0.25 0.0 0.0 0.25 0.5 0.12 0.12 0.50 O

library (MatrixModels)

Pro=as.matrix (model.Matrix(~ as.factor (BDS$id) -1))

library (stringr)

colnames (Pro) =word (colnames (Pro), 2, sep = fixed(')'))

rownames (Pro)=BDS$id

Pro

## Al A1A2 Al1B2 Bl B1B2 B2 B3 B3A1B2 B3A2
## Al 1 0 0 O 0 0 0 0
## Bl

## B2

## B3

## A1A2
## B1B2
## A1B2
## B3A2
## B3A1B2

O O O O OO o
O O O O O O O
O O O O o o o
O O O OO O o
O O O O O O+ O
O O O O o+ O o
P O O O O O o O
O R OO O oo o o
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Zz=matrix (nrow=nrow (BD),ncol=ncol (A),0)
colnames (Z) =colnames (A)
rownames (Z)=BDS$id

Z [rownames (Pro) , colnames (Pro) 1=
Pro[rownames (Pro) , colnames (Pro) ]

Z

## Al A2 Bl B2 B3 AlA2 B1B2 A1B2 B3A2 B3A1B2
## Al 1 0 0 0 O 0 0 0 0 0
## B1 0O 0 1 0 O 0 0 0 0 0
## B2 O 0 0 1 O 0 0 0 0 0
## B3 O 0 0 0 1 0 0 0 0 0
## Al1A2 O 0 0 0 O 1 0 0 0 0
## B1B2 O 0 0 0 O 0 1 0 0 0
## A1B2 O 0 0 0 O 0 0 1 0 0
## B3A2 O 0 0 0 O 0 0 0 1 0
## B3A1IB2 0 O 0O 0 O 0 0 0 0 1
Sexo=as .matrix (model .Matrix (~ as.factor (BDS$sex) -1))

colnames (Sexo) =word (colnames (Sexo), 2, sep = fixed(')'))
rownames (Sexo)=BDS$id
Sexo

## 1
## Al 1
## Bl 1
## B2 0
## B3 1
## A1A2 0
## B1B2 0
## A1B2 0
## B3A2 1
## B3A1B2 0

X=matrix (nrow=nrow (BD), ncol=ncol (Sexo), 0)
colnames (X) =colnames (Sexo0)
rownames (X)=BDS$1id
X [rownames (Sexo0) , colnames (Sexo) ] =
Sexo [rownames (Sexo) , colnames (Sexo) ]
X
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#4# 1
## Al 1
## B1 1
## B2 0
## B3 1
## A1A2 0
## B1B2 0
## A1B2 0
## B3A2 1
## B3A1B2 0
cruzados=subset (BD, BD$GG=="AB" | BD$SGG=="BA" |BDSGG=="BBA")
Proc=as.matrix (model .Matrix (~ as.factor (cruzados$id) -1))

library (stringr)

colnames (Proc) =word (colnames (Proc), 2, sep = fixed(')'))
rownames (Proc)=cruzados$id

Proc

## A1B2 B3A1B2 B3A2

## A1B2 1 0 0

## B3A2 0 0 1

## B3A1B2 0 1 0

n=nrow (Base)

P=matrix (nrow=nrow (BD),ncol=n, 0)
rownames (P)=BDS$id
colnames (P) =Base$id

P[cruzados$id, cruzados$id]=Proc[cruzados$id, cruzados$id]
P

## Al A2 Bl B2 B3 AlA2 B1B2 AlB2 B3A2 B3AI1B2
## Al 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
## Bl 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
## B2 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
## B3 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
#4 A1A2 0O 0 0 0 O 0 0 0 0 0
## B1B2 0O 0 0 0 O 0 0 0 0 0
## A1B2 0O 0 0 0 O 0 0 1 0 0
## B3A2 0O 0 0 0 0 0 0 0 1 0
## B3A1B2 0 0 0 0 O 0 0 0 0 1
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Q=matrix (ncol=2,nrow=n)
Ql[,1]1=ifelse (Base$GG=="A",1,
ifelse (Base$GG=="R", 0,
ifelse (Base$SGG=="BBA",0.25,0.5)))
Q[,2]1=1-Q[, 1]
rownames (Q) =Base$id
colnames (Q)=c ("A","B")

Q

## A B
## Al 1.00 0.00
## A2 1.00 0.00
## Bl 0.00 1.00
## B2 0.00 1.00
## B3 0.00 1.00
## AlA2 1.00 0.00
## B1B2 0.00 1.00
## A1lB2 0.50 0.50
## B3A2 0.50 0.50
## B3A1B2 0.25 0.75

s=matrix (ncol=1, nrow=n)
s[,l]=ifelse (Base$GG=="A", 0,
ifelse (Base$GG=="R", 0,
ifelse (Base$GG=="BBA", 0.5, 1)))
rownames (s) =Base$id
colnames (s)=c ("Heterocigosis")

#4 Heterocigosis
## Al 0.0
## A2 0.0
## B1 0.0
## B2 0.0
## B3 0.0
## A1A2 0.0
## B1B2 0.0
## ALIB2 1.0
## B3A2 1.0
## B3A1B2 0.5
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BDc=subset (Base, Base$GG=="AB" | Base$GG=="BA" | BaseSGG=="BBA")
BDc

#4# id sire dam sex GG Peso
## 8 A1B2 Al B2 2 AB 421
## 9 B3A2 B3 A2 1 BA 432

## 10 B3A1B2 B3 Al1B2 2 BBA 332

pc=table (BDc$id, BDcS$sire)

rcC
##
i Al B3
## A1B2 1 0
## B3Al1B2 0 1
## B3A2 0 1

mc=table (BDc$id, BDc$dam)

mc
##
i A1B2 A2 B2
## A1B2 0 0 1
#4 B3A1B2 1 0 0
i B3A2 0 1 0

T=matrix (ncol=n,nrow=n, 0)
colnames (T) =Base$id; rownames (T) =BaseS$id

T [rownames (pc) , colnames (pc) ] =pc [ rownames (pc) , colnames (pc) ]
T [rownames (mc) , colnames (mc) ] =mc [ rownames (mc) , colnames (mc) ]
T=ifelse (T==1,s,0)

T

## Al A2 Bl B2 B3 AlA2 B1B2 Al1B2 B3A2 B3A1B2

## Al 0O O O 0 0.0 0 0O 0.0 0 0

## A2 0O O O 0 0.0 0 0O 0.0 0 0

## B1 0O O O 0 0.0 0 0O 0.0 0 0

## B2 0O O O 0 0.0 0 0O 0.0 0 0

## B3 0O O O 0 0.0 0 0 0.0 0 0

## A1A2 0O 0 0 0 0.0 0 0O 0.0 0 0

## B1B2 0O 0 0 0 0.0 0 0O 0.0 0 0
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## A1B2 1 0 0 10.0 0 0 0.0 0 0
## B3A2 0 1 0 01.0 0 0 0.0 0 0
## B3A1B2 0 0O O 0 0.5 0 0 0.5 0 0

Vector y:
y=matrix (nrow=nrow (BD) ,ncol=1,0)
colnames (y)=c ("Peso")
rownames (y) =BD$id
y[BDS$id, ]=as.numeric (BD$Peso)
Yy
it Peso
## Al 432
## Bl 401
## B2 411
## B3 423
## A1A2 432
## B1B2 423
## A1B2 421
## B3A2 432

## B3A1B2 332

Montaje del sistema de ecuaciones:

var_e=70
var_h=10
var_a=20

o

Gin=solve (A) $x%solve (var_a)

Rin=as.matrix (1/var_e)
Rin

ikia [,1]
## [1,] 0.014

I=matrix (nrow=nrow (BD),ncol=nrow (BD),0);diag(I)=1

#I de tamano igual al numero de animales con registro
IRin=I%x%Rin

round (IRin, 2)
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## (,11 (,2] [,3] [,4] [,5] I
## [1,] 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 O
## [2,] 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 O
## [3,]1 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 O
## [4,] 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 O
## [5,] 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 O.
## [6,] 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 O
## [7,]1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 O
## [8,]1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 O
## [9,]1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 O

Hin=as.matrix (1/var_h)
Hin

i [,
## (1,1 O.

I=matrix(ncol=n,nrow=n,0);diag(I)=1

#I de tamano igual al numero total de animales

IHin=I%x%Hin
round (IHin, 3)

i (

Y
N
w
[INN
)]

(11 0,21 [,3] [,4] [,5]
## [1,1 0.1 0.0 0.0 0.0 0.0
## [2,]1] 0.0 0.1 0.0 0.0 0.0
## [3,1 0.0 0.0 0.1 0.0 0.0
## [4,] 0.0 0.0 0.0 0.1 0.0
## [5,1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1
## [6,]1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
## (7,1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
## [8,]1] 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
## [9,1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
## (10,1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

XpRinX=t (X) $*%$IRin%*%X
round (XpRinX, 2)

## 1 2
## 1 0.06 0.00
## 2 0.00 0.07

248

O O O O O O oo o o~

.00
.00
.00
.00

00

.01
.00
.00
.00

N

O OO O OO oo o —

.00
.00
.00
.00
.00
.00
.01
.00
.00

O O O O O OO o o o~

~J

O OO OO OO o o —

.00
.00
.00
.00
.00
.00
.00
.01
.00

O O O O O O oo o o~

(e0)

O O OO O oo o o —

.00
.00
.00
.00
.00
.00
.00
.00
.01

O O O O O OO o o o~

O

O PR OO O O oo o o —

—
~

(@)

O O O O O OO o o o
R O O O OO oo o o+



Mario Fernando Cerén-Muiioz

XpRinZQ=t (X) $+$IRIN%+$Z%*%Q
round (XpRinZQ, 2)

i#H# A B
## 1 0.02 0.04
## 2 0.03 0.05

XpRinZ=t (X) $*%$IRin%* %%
round (XpRinZ[,1:10],2) #Algunos animales

#H# Al A2 Bl B2 B3 A1A2 B1B2 Al1B2 B3A2 B3A1B2
## 1 0.01 0 0.01 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00
## 2 0.00 0 0.00 0.01 0.00 0.01 0.01 0.01 0.00 0.01

XpRinPs=t (X) $*%$IR1in%*%P%$*%s
round (XpRinPs, 2) #A1lgunos animales

## Heterocigosis
## 1 0.01
## 2 0.02

XpRinPT=t (X) $*$IRiNn%*%P%+%T
round (XpRinPT([,1:10],2) #Algunos animales

4 Al A2 Bl B2 B3 Al1A2 B1B2 AlB2 B3A2 B3A1B2
## 1 0.00 0.01 O 0.00 0.01 0 0 0.00 0 0
## 2 0.01 0.00 O 0.01 0.01 0 0 0.01 0 0

QpZpRinX=t (Q) $*x%t (Z) $*$IRIin%*x %X
round (QpZpRinX, 2)

## 1 2
## A 0.02 0.03
## B 0.04 0.05

QPZPRiNZQ=t (Q) $*%t (Z2) $*$IRIN%*%$2%*%Q
round (QpZpRinZzQ, 2)
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#4# A B
## A 0.04 0.01
## B 0.01 0.07

QPZpRinZ=t (Q) $*x%t (Z) $*$IRin%*37Z
round (QpZpRinZ[,1:10],2) #Algunos animales
## Al A2 Bl B2 B3 AlA2 B1B2 AlB2 B3A2 B3A1B2

## A 0.01 0 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.01 0.01 0.00
## B 0.00 0 0.01 0.01 0.01 0.00 0.01 0.01 0.01 0.01

QPZpPRinPs=t (Q) $*%t (Z) $*%$IR1in%*%$P%$*%s
round (QpZpRinPs, 2)

#4# Heterocigosis
## A 0.02
## B 0.02

QPZpRinPT=t (Q) $x%t
[

(Z) $IRIN%*$P%*%T
round (QpZpRinPT[1:2,1:8]

,2) #Algunos animales

#4# Al A2 Bl B2 B3 AlA2 B1B2 Al1lB2
## A 0.01 0.01 O 0.01 0.01 0 0 0.00
## B 0.01 0.01 O 0.01 0.01 0 0 0.01

ZpRinX=t (Z) $*%IRin%*%X
round (ZpRinX, 2)

#4 1 2
## Al 0.01 0.00
## A2 0.00 0.00
## B1 0.01 0.00
## B2 0.00 0.01
## B3 0.01 0.00
## AlA2 0.00 0.01
## B1B2 0.00 0.01
## ALB2 0.00 0.01
## B3A2 0.01 0.00
## B3A1B2 0.00 0.01
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ZPRiNZQ=t (Z) $*$IRIiN%*%$Z2%*%Q
round (ZpRinZQ, 2)

## A B
## Al 0.01 0.00
## A2 0.00 0.00
## Bl 0.00 0.01
## B2 0.00 0.01
## B3 0.00 0.01
## A1A2 0.01 0.00
## B1B2 0.00 0.01
## A1B2 0.01 0.01
## B3A2 0.01 0.01
## B3A1B2 0.00 0.01

ZpRinZmasGin=t (Z) $*%$IRin%*%Z+Gin
round (ZpRinZmasGin[1:10,1:7]1,2) #A1lgunos animales

## Al A2 Bl B2 B3 AlA2 BI1B2
## Al 0.11 0.03 0.00 0.03 0.00 -0.05 ©0.00
## A2 0.03 0.10 0.00 0.00 0.03 -0.05 ©0.00
## Bl 0.00 0.00 0.09 0.03 0.00 0.00 -0.05
## B2 0.03 0.00 0.03 0.11 0.00 0.00 -0.05
## B3 0.00 0.03 0.00 0.00 0.112 0.00 ©0.00
## A1A2 -0.05 -0.05 0.00 0.00 0.00 0.11 0.00
## B1B2 0.00 0.00 -0.05 -0.05 0.00 0.00 ©O0.11
## A1IB2 -0.05 0.00 0.00 -0.05 0.03 0.00 0.00
## B3A2 0.00 -0.05 0.00 0.00 -0.05 0.00 ©0.00
## B3A1B2 0.00 0.00 0.00 0.00 -0.05 0.00 ©0.00
ZPpRinPs=t (Z) $*%$IR1in%*%P%*%s
round (ZpRinPs, 3)
## Heterocigosis
## Al 0.000
## A2 0.000
## Bl 0.000
## B2 0.000
## B3 0.000
## A1A2 0.000
## B1B2 0.000
## A1B2 0.014
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## B3A2 0.014

## B3A1B2 0.007

ZPRinPT=t (Z) $*3$IRin%*3PSx3T

round (ZpRinPT [, 3:10], 3) #Algunos animales

## B1 B2 B3 Al1A2 BI1B2 Al1B2 B3A2 B3A1R2
## Al 0 0.000 0.000 0 0 0.000 0 0
## A2 0 0.000 0.000 0 0 0.000 0 0
## B1 0 0.000 0.000 0 0 0.000 0 0
## B2 0 0.000 0.000 0 0 0.000 0 0
## B3 0 0.000 0.000 0 0 0.000 0 0
## A1A2 0 0.000 0.000 0 0 0.000 0 0
## B1B2 0 0.000 0.000 0 0 0.000 0 0
## A1B2 0 0.014 0.000 0 0 0.000 0 0
## B3A2 0 0.000 0.014 0 0 0.000 0 0
## B3A1B2 0 0.000 0.007 0 0 0.007 0 0

SPPPpRinX=t (s) $*%$t (P) $*$IRin%s*%X
round (spPpRinX, 3)

## 1 2
## Heterocigosis 0.014 0.021

SPPPRinZO=t (s) $*%t (P) $*%$IRIN$*$Z%*%Q

round (spPpRinZQ[1,1:2], 3) #Algunos animales
## A B

## 0.016 0.020
spPpRinZ=t (s) $*%t (P) $*%$IRin%*%7Z

round (spPpRinZ [, 6:10], 3)

## A1A2 B1B2 A1B2 B3A2 B3A1B2
## 0.000 0.000 0.014 0.014 0.007

SpPpRinPs=t (s5) $*%t (P) $*%$IR1in%*%P%*%s
round (spPpRinPs, 3)

## Heterocigosis
## Heterocigosis 0.032
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SPPPRINPT=t (5) $*x%t (P) $*SIR1INS*SP%S+3ST
round (spPpRinPT[1,1:8],3) #Algunos animales
## Al A2 B1 B2 B3 AlA2 B1B2 AlB2

## 0.014 0.014 0.000 0.014 0.018 0.000 0.000 0.004

o\
H
s}
'_l -
o}

o\
>*

o\
>

TpPpRinX=t (T) $*%t (P) $*
round (TpPpRinX, 3)

##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

Al

A2

Bl

B2

B3
AlA2
B1B2
AlB2
B3A2
B3A1B2

0
0
0
0
0
0.
0
0
0
0.

1

.000
.014
.000
.000
.014

000

.000
.000
.000

000

O O O O OO o o o o

2

.014
.000
.000
.014
.007
.000
.000
.007
.000
.000

TpPpRINZQO=t (T) $x3t (P) $*$IRIiNn%*$Z2%*3Q

round (TpPpRinZQ, 3)

##
##
##
##
##
##
##
##
ki
##
##

TpPpRinZ=t (T) $*%t
[,6

Al

A2

Bl

B2

B3
A1A2
B1B2
AlB2
B3A2
B3A1B2

0
0
0
0
0.
0.
0
0
0
0

round (TpPpRinZ

##
##

Al

0

O O OO O O oo o o

AlA2 B1B2

P)
:10

B

.007
.007
.000
.007
.013
.000
.000
.005
.000
.000

$*%$IR1in%*%7
1,3) #Algunos animales

A1B2 B3A2 B3AlBZ2
0 0.014 0.000 0.000
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## A2 0 0 0.000 0.014 0.000
## Bl 0 0 0.000 0.000 0.000
## B2 0 0 0.014 0.000 0.000
## B3 0 0 0.000 0.014 0.007
## A1A2 0 0 0.000 0.000 0.000
## B1B2 0 0 0.000 0.000 0.000
## A1IB2 0 0O 0.000 0.000 0.007
## B3A2 0 0 0.000 0.000 0.000
## B3A1B2 0 0O 0.000 0.000 0.000
TpPpRinPs=t (T) $x%t (P) $*%$IR1Nn%*%P%*%s

round (TpPpRinPs, 3)

## Heterocigosis
## Al 0.014
## A2 0.014
## B1 0.000
## B2 0.014
## B3 0.018
## A1A2 0.000
## B1B2 0.000
## A1B2 0.004
## B3A2 0.000
## B3A1B2 0.000

TpPpRinPTHin=t (T) %*%t

S * (P)%$*%$IRIN%*%$P%*$T+IHin
round (TpPpRinPTHin[1:6,1:6]

,3) #Algunos animales

## Al A2 Bl B2 B3 AlA2
## Al 0.114 0.000 0.0 0.014 0.000 0.0
## A2 0.000 0.114 0.0 0.000 0.014 0.0
## B1 0.000 0.000 0.1 0.000 0.000 0.0
## B2 0.014 0.000 0.0 0.114 0.000 0.0
#+ B3 0.000 0.014 0.0 0.000 0.118 0.0
## A1A2 0.000 0.000 0.0 0.000 0.000 0.1

XpRiny=t (X) $*%$IRin%*%y
round (XpRiny, 3)

4 Peso
#4# 1 24
## 2 29
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QpZpRiny=t (Q) $*%t (Z) $*$IR1in%*%y
round (QpZpRiny, 3)

#4# Peso
## A 20
## B 33

ZpRiny=t (Z) $*%$IRin%*%y
round (ZpRiny, 3)

## Pe
## Al 6
## A2 0
## B1 5
## B2 5
## B3 6.
## AL1A2 6
## B1B2 6
## ALIB2 6
## B3A2 6
## B3A1B2 4

~ DO O DNO W IO N0

spPpRiny=t (s) $*x%t (P) $x%IRin
round (spPpRiny, 3)

o\

*

o\°
=

#4 Peso
## Heterocigosis 15

TpPpRiny=t (T) $*%t (P) $*3$IRin% 3%y
round (TpPpRiny, 2)

## Pe
## Al 6
## A2 6
## Bl 0
## B2 6
## B3 8.
#4 A1A2 0
#4 B1B2 0
## A1B2 2
## B3A2 0
## B3A1B2 O

O O b OO U1 O o NN O O

255



Modelos lineales para evaluacion genética en animales

Izg=rbind (

cbind (XpRinX, XpRinZQ, XpRinZ, XpRinPs, XpRinPT) ,

cbind (QpZpRinX, QpZpRinZQ, QpZpRinZ, QpZpRinPs, QpZpRinPT),
cbind (ZpRinX, ZpRinZQ, ZpRinZmasGin, ZpRinPs, ZpRinPT),

cbind (spPpRinX, spPpRinZQ, spPpRinZ, spPpRinPs, spPpRinPT),
cbind (TpPpRinX, ToPpRinZQ, TpPpRinZ, TpPpRinPs, TpPpRinPTHin) )

—_~ o~~~

Der=rbind (XpRiny, QpZpRiny, ZpRiny, spPpRiny, TePpRiny)
round (Der, 2)

##
#H# 1
#H 2
## A
## B
## Al

#H# A2

## Bl

#H# B2

## B3

## A1A2

## B1B2

## A1B2

## B3A2

#4 B3A1B2

## Heterocigosis 1
#H# Al

#H# A2

#H# Bl

#H# B2

## B3

## ALA2

## B1B2

## A1B2

## B3A2

#4 B3A1B2

w = NN ™

oy W W W P D
e e e e )
o

O O P OO U O ONOOINOONOW-JON WO O

O ODN O O 0o OO x> OoyOoy O O OO Ul Ul O

library (MASS)

Sol=round(ginv (Izqg) $*%Der, 1)

nombres=c ("Sexo 1", "Sexo 2","A","B",pasteO (Base$id, "adi"),
"heterosis", pastel (Base$id, "noadi"))

rownames (Sol)=nombres
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Soluciones:

Efecfijo=as.matrix (Sol[1:2,1]);Efecfijo#efectos fijos

## [,1]
## Sexo 1 219
## Sexo 2 200

GrupoGen=as.matrix (Sol[3:4,1]);GrupoGen

i [,1]
## A 223
## B 197

Aditivo=as.matrix (Sol[5:14,1]);Aditivo

## [,1]
#4 Aladi -2.7
## A2adi 2.7
#4 Bladi -1.0
## B2adi 4.2
#4 B3adi -3.2
## AlA2adi 1.1
## B1lB2adi 4.6
## AlB2adi -0.8
## B3A2adi 1.3
## B3A1B2adi —-9.8

heterosis=as.matrix (Sol[15,1]);heterosis

ikid [,1]
## [1/] _8.9

NoAditiv=as.matrix (Sol[16:25,1]);NoAditiv

## [
## Alnoadi
## A2noadi
## Blnoadi
## B2noadi

N O~ NS
w O o W —
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## B3noadi -2.3
## AlA2noadi 0.0
## BlB2noadi 0.0
## AlB2noadi -3.9
## B3A2noadi 0.0
## B3Al1B2noadi 0.0
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SELECCION GENOMICA

Carlos Alberto Martinez Niiio
Universidad Nacional de Colombia, sede Bogota

En este capitulo se presenta la seleccion gendémica, una metodologia para la
prediccién de valores genéticos que emplea genotipos de miles de marcadores
moleculares distribuidos a través del genoma de los individuos. En la primera parte
se introducen algunos conceptos de uso frecuente en esta area y los desarrollos
preliminares que fueron pioneros en el uso de marcadores moleculares en evaluacion
genética. Luego, se discuten las caracteristicas generales de la seleccion gendmica
para finalmente, presentar algunos de los modelos estadisticos empleados desde la
aproximacion frecuentista y la bayesiana.

7.1. Conceptos fundamentales
Marcador molecular: region especifica del genoma, no necesariamente asociada con
variacion fenotipica, que se usa para sefialar un locus particular.

Marcador molecular polimodrfico: aquel que tiene més de un alelo. En el caso
bialélico algunos autores imponen una restriccién en la definiciéon que corresponde
a una frecuencia de al menos 1% de la variante mas rara.

Polimorfismo de nucledtido simple: variante localizada en la posicion de un par de
bases en el genoma.
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Microsatélite: secuencias de ADN en las que un fragmento corto (dos a seis pares
base) se repite de manera consecutiva.

Haplotipo: combinacion de alelos de diferentes loci que se encuentran en el mismo
cromosoma.

Diplotipo: combinacion de un par de haplotipos, uno heredado el padre y otro de la
madre.

Desequilibrio de ligamiento: asociacién no aleatoria entre los genotipos de dos o
mas regiones del genoma (por ejemplo, genes o marcadores moleculares). Implica
la no independencia de las variables aleatorias que representan los genotipos; por lo
tanto, el genotipo en una regién informa sobre los genotipos en las regiones con las
que se encuentra en desequilibrio de ligamiento. Cuando existe independencia de los
genotipos de diferentes regiones, se habla de equilibrio de ligamiento.

Término de segregacion Mendeliana: también conocido como desvio de segregacion
Mendeliana, para un individuo i, con padres j y [, corresponde a la diferencia entre el
valor genético medio de j y ! y el valor genético de i. Proviene del proceso aleatorio que
ocurre al generar una muestra de la mitad del material genético de cada parental en los
gametos que originan al individuo.

7.2. Primeras aproximaciones al uso de marcadores moleculares
en prediccion de valores genéticos

En las décadas de los 70 y 80 del siglo XX, hubo adelantos en técnicas de biologia
molecular que permitieron genotipificar los animales para un conjunto pequefio de
marcadores moleculares [41, 42]. El uso de la informacion derivada del analisis
estadistico de estos genotipos dio origen a la denominada seleccién asistida por
marcadores moleculares (Marker Assisted Selection — MAS en inglés, descrito por Soller

[43]).

Uno de los primeros modelos que incorporaron marcadores moleculares en los
modelos lineales mixtos usados para predecir valores genéticos fue propuesto por
Fernando y Grossman [44]. En ese estudio se describia un modelo lineal mixto en el
que ademas de los efectos poligénicos modelados mediante el pedigri, se incorporaban
los efectos genéticos aditivos de un marcador molecular separando los efectos del
alelo paterno y el materno, los cuales se trataban como efectos aleatorios. También se
describieron procedimientos para computar la matriz de covarianzas de estos efectos,
asi como su inversa y se discutieron extensiones para incluir méas de un marcador.
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Se tenian muchas expectativas por la incorporacion de esta tecnologia, por ejemplo,
aumento en la confiabilidad de las predicciones de valores genéticos y reduccion del
intervalo generacional; no obstante, los impactos no fueron los esperados, con pocas
excepciones, los resultados no fueron reproducibles [45] y el costo de validar los
marcadores asociados a fenotipos de interés era muy alto [46].

7.3. Breve recuento de la llegada y evolucion de la seleccion
genomica

En un articulo de suma importancia, Meuwissen et al [47] propusieron el uso de una
gran cantidad de datos gendmicos para llevar a cabo la prediccion de valores genéticos
aditivos. Estos datos corresponden a numeros que dependen del genotipo observado
en cada marcador o de diplotipos definidos a partir de haplotipos formados con
marcadores adyacentes. Formalmente, son variables aleatorias discretas observables
(ver la seccién 9), y algunos las denominan codificaciones de los genotipos/haplotipos.
Los marcadores estan distribuidos a través de todo el genoma por lo que tipicamente
se tienen miles de estos. La metodologia ha recibido varias denominaciones, entre ellas
la ya mencionada seleccion gendémica y otras como prediccidn genémica y prediccion
a través del genoma y representa un hito importante en la historia del mejoramiento
genético [4].

Volviendo al trabajo pionero de Meuwissen et al [47], se propuso un modelo lineal
mixto en el que las variables derivadas de los genotipos se consideran regresores con
efectos aleatorios y se describieron diferentes aproximaciones para predecir los efectos
aditivos de los marcadores: minimos cuadrados, mejor predictor lineal insesgado y
dos aproximaciones bayesianas denominadas bayes A y bayes B. Estos métodos se
implementaron con datos simulados ya que para entonces no estaba disponible la
tecnologia de genotipificacion a gran escala.

Afios mas tarde, VanRaden [48] propuso aproximaciones basadas en modelos
lineales mixtos para obtener el MPLI de valores genéticos empleando marcadores
moleculares. Alli se propusieron varios modelos, pero en particular, destacé uno en el
que el modelo se parametriza en términos del valor genético aditivo de los individuos
y se modifica la matriz de covarianzas del vector que los contiene empleando los datos
gendmicos. Esta aproximacion implica varios pasos que se describen mds adelante,
razon por la cual es conocida como G-BLUP en varios pasos; G-BLUP proviene de
su denominacién en inglés “Genomic Best Linear Unbiased Predictor”. Llegado este
punto, vale la pena mencionar que a aquellos modelos que consideran efectos de cada
uno de los marcadores usando variables explicativas como el contenido alélico u otro
tipo de variable definida a partir del genotipo del animal, se les denomina regresion a
través del genoma o regresion de genoma completo.
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Mas adelante, con la finalidad de combinar informacion de pedigri y la aportada
por los marcadores moleculares en la matriz de covarianzas de los valores genéticos
aditivos. Aguilar et al [49] desarrollaron un modelo al que llamaron el G-BLUP en un
solo paso ssG-BLUP por sus siglas en inglés (single step G-BLUP). Esta denominacién
se dio debido a que no se requieren multiples fases de andlisis (pasos) como en la
propuesta por VanRaden [48], sino que se lleva a cabo un solo andlisis que toma el
pedigri, los genotipos y los datos fenotipicos para generar los MPLI de los valores
genéticos. Una de las principales ventajas de este método es la capacidad de incluir
animales sin genotipos que se encuentran en el pedigri.

Gianola et al [50] acuiiaron el término “Alfabeto Bayesiano”, para referirse a una
familia de modelos bayesianos de regresion a través del genoma, que comparten el
mismo modelo de muestreo o verosimilitud (normal multivariado) y que cambian
dependiendo de la distribucion a priori que se asuma. Los primeros miembros son
los ya mencionados bayes A y bayes B, luego se empez6 a avanzar con versiones
que buscaban de alguna manera mejorar a sus predecesoras o incorporar algunas
presunciones sobre los efectos de los marcadores con la esperanza de encontrar mejores
meétodos de prediccidn.

7.4. Generalidades de la seleccion genomica

La selecciébn gendmica se basa en el desequilibrio de ligamiento entre los
marcadores y los genes que controlan el rasgo o rasgos de interés; debe tenerse claro
que los marcadores moleculares no necesariamente corresponden a las regiones que
controlan un fenotipo determinado, asi pues, estos se emplean como apuntadores o
aproximaciones a los genes responsables de la variacion fenotipica. En el caso de los
SNP, estos pueden estar dentro de un gen o en regiones intergénicas y en un panel de
estos marcadores, generalmente se encontrard una porcion que no estd asociada a un
fenotipo dado, a no ser que el panel se haya disefiado exclusivamente para la poblacion
de interés con marcadores asociados, es decir, a la medida.

En el planteamiento original de Meuwissen et al [47], la implementacion de un
programa de selecciéon gendmica inicia con un conjunto de animales que cuentan
con genotipos y registros fenotipicos. A este conjunto se le denomina poblacién de
referencia y se emplea para predecir los efectos de los marcadores moleculares, los
cuales permiten construir una ecuacion de prediccion. Luego, se tiene un grupo de
animales que son candidatos a seleccién y cuentan solamente con genotipos, estos
genotipos generan las variables explicativas que se usan en la ecuacion de prediccion 'y
permiten predecir los valores genéticos de estos individuos, los cuales se seleccionan a
partir de dichas predicciones. El proceso se resume en la FIGURA NRO. 7.1.

Ahora bien, debido a que las frecuencias alélicas y los patrones de desequilibrio de
ligamiento cambian por efecto de la seleccion, se requiere recalcular los efectos de los
marcadores cada cierto numero de generaciones debido a la caida en la confiabilidad,
una simulacién que ilustra esta situacion puede encontrarse en Meuwissen et al [47].
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Figura 7.1: Esquema de seleccion genomica.
Nota: Proceso de evaluaciones genémicas a partir de una poblacion de referencia.
Fuente: elaboracién propia (2024).

Son varios los factores que afectan la confiabilidad de la prediccién genémica ([51,
52, 53], entre ellos:

1): el namero de registros fenotipicos

2): el nimero de marcadores moleculares
3): heredabilidad de la caracteristica

4): patrones de desequilibrio de ligamiento

5): relaciones de parentesco “capturadas” por los marcadores.

Ciertos trabajos han intentado estudiarlos desde el punto de vista analitico (es decir,
usando un enfoque matematico); por ejemplo, Goddard [52] discute el impacto de
factores como la heredabilidad y el tamafio de muestra.
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7.5. Retos que se enfrentan en la seleccion gendmica

Al considerar miles de marcadores moleculares, se tienen modelos con un gran
numero de parametros (los cuales aumentan con el nimero de marcadores m).
Ademas, en muchos casos el numero de registros n es ampliamente superado por el
namero de marcadores considerados lo cual hace que el numero de pardmetros del
modelo p, sea mayor que #n; a esta condicion se le llama “la maldicién de la dimensién”
debido a los retos que trae consigo, y en general, se denota como “p grande n pequefio”,
“p > n” o “p > n” para enfatizar que en ocasiones la diferencia es muy grande.
Ademds, al tener miles de parametros en el modelo, a los problemas correspondientes
a estimarlos/predecirlos se les denomina “de gran dimension”.

Desde el punto de vista estadistico, la condicién p > n genera desafios a nivel de
los métodos empleados para inferir los pardmetros del modelo, ya que la informacién
contenida en la muestra no es suficiente para estimarlos/predecirlos de manera
adecuada; técnicamente, esto se explica porque la verosimilitud no es identificable, lo
cual, en términos simples implica que, no es posible aprender algunos pardmetros del
modelo a partir de la muestra. Este problema se presenta en los métodos frecuentistas
y bayesianos, en este ultimo caso, Gianola [54] presenta una formulacién técnica del
problema (ver Seccion 15.1). Otros autores como Ledn-Novelo y Casella [55] discuten
el problema de identificabilidad en modelos bayesianos de regresién cuando p > n. La
buena noticia para el caso particular de la seleccion gendmica es que al tener como
objetivo predecir el valor genético aditivo total, el problema de identificabilidad no
impide que se puedan obtener predicciones confiables, asi, estos modelos pueden ser
maquinas predictivas utiles.

Otro de los retos que se encuentran tiene que ver con la demanda computacional.
Al utilizar modelos mixtos para obtener el MPLI, las ecuaciones a resolver se hacen
densas, es decir, muy pocas de las posiciones de la matriz de coeficientes (o del
lado izquierdo de las ecuaciones) son nulas, caso contrario al de la evaluacion
genética basada en el modelo animal. Esto hace que se requiera un mayor numero
de operaciones para resolver el sistema de ecuaciones y que por ende aumenten los
requerimientos de computo [56]. Si bien la computacién ha avanzado bastante durante
los ultimos afios, para el caso de conjuntos de datos con un alto numero de registros
productivos y de marcadores, la escalabilidad y la eficiencia computacional siguen
siendo aspectos de importancia, que en muchos casos limitan la implementacion de
algunas metodologias.

Por otro lado, en especies con un corto intervalo generacional y un rapido desarrollo
en las cuales las biotecnologias reproductivas como la inseminacién artificial estan
poco diseminadas y el valor de los individuos no es muy elevado; por ejemplo,
conejos o cuyes, la seleccion gendémica puede tener un impacto limitado porque
estas caracteristicas no permiten que su uso lleve a cambios apreciables en el
progreso genético; sumado a esto, aunque el costo de genotipificacion ha disminuido
vertiginosamente, en estos sistemas de produccion puede llegar a ser prohibitivo.
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7.6. Ventajas de la seleccion gendmica

Al permitir llevar a cabo la selecciéon de individuos a muy temprana edad y
ejercer una mayor intensidad de seleccion, una de las grandes ventajas de la seleccion
genomica es el incremento en la ganancia genética por generaciéon y por unidad de
tiempo. Sumado a esto, como se mostré en el capitulo 4, bajo el modelo animal
unicaracter que considera efectos aditivos directos, el valor genético de un animal es
una combinacién de tres fuentes de informacion: el promedio de los valores genéticos
de sus padres, los registros del individuo y sus descendientes. Por consiguiente, en el
caso de animales que no poseen registros propios ni progenie, lo mejor que se puede
hacer con el modelo animal es emplear el promedio de los valores genéticos de los
padresy asi, los hermanos completos tendrian la misma prediccidn, entonces se estaria
ignorando el término de segregacion mendeliana.

La seleccion genomica permite incorporar informacion propia del individuo que
corresponde a su genotipo y asi, tiene en cuenta la segregacion mendeliana, esto
causa que hermanos completos sin registros propios ni progenie tengan predicciones
diferentes. Ahora, tal vez una de las mds grandes ventajas de la selecciéon genémica es
el aumento en la confiabilidad de las predicciones, especialmente en animales jévenes,
en parte por el hecho de considerar el término de segregacion mendeliana. Por ejemplo,
Wiggans et al [57] reportaron cambios en la confiabilidad media de animales jévenes
de 30 % a 60 % en vacunos de leche, especie en la que VanRaden et al [ 58] report6 que la
genotipificacién de un animal aporta informacién equivalente a 20 hijas con registros.
Ademas, también se ha reportado que el aumento en la confiabilidad es importante
cuando se conocen genes con efectos mayores sobre el fenotipo de interés.

La FIGURA NRO. 7.2 (adaptada de Wiggans et al [57]) muestra la distribucién
empirica de la confiabilidad de las habilidades de transmision predichas (la mitad de
los valores genéticos predichos) para produccion de leche en toros jévenes de la raza
Holstein al incorporar datos genémicos.

Ahora bien, es importante considerar que en el caso de individuos con valores
genéticos predichos mediante el modelo animal tradicional y que tienen una alta
confiabilidad; por ejemplo, toros de razas lecheras con un alto numero de hijas bien
distribuidas a través de los grupos contemporaneos, el uso de la seleccion genémica
no ha de generar grandes cambios en la confiabilidad; asi, el beneficio estd en
animales jovenes o en animales con pocos descendientes y sin registros propios. Por
otro lado, esta tecnologia también tiene impactos positivos en la confiabilidad de
valores genéticos predichos para rasgos cuya medicidn es costosa y en los que, por
consiguiente, hay una proporcion alta de animales sin registros fenotipicos, asi como
en el caso de caracteristicas con una heredabilidad baja, pero en este ultimo escenario
deben considerarse los principios basicos del mejoramiento genético ya que la baja
heredabilidad limita la respuesta a la seleccién y en estos casos se obtienen mayores
respuestas manipulando el ambiente en que se desempefian los animales.
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Figura 7.2: Distribucion de las confiabilidades de las habilidades de transmision
predichas en toros jovenes de la raza Holstein para produccién de leche en USA.
Fuente: tomada de Wiggans et al [57].

7.7. El modelo de regresion a través del genoma

El siguiente es el modelo que contiene las codificaciones de genotipos de
marcadores bialélicos como variables regresoras, esta es una versién del modelo de
regresion a través del genoma frecuentemente utilizada debido a que los SNP (el tipo
de marcadores que contienen los paneles comerciales para diferentes especies) son
bialélicos.

y=XB+Zg+e

e ~N,(0,R)
g~ ‘rfg(';e)
elg

Donde y,$, e y X son tal y como se definieron en el caso del modelo animal (capitulo
4), g = (g1,82,---»8m) €s el vector aleatorio que contiene los coeficientes de regresion
del fenotipo en las codificaciones de los genotipos y que corresponden a los efectos
aditivos de cada marcador, Z es la matriz de disefio de g que contiene las codificaciones
de los genotipos, la distribucién de g varia a través de las diferentes versiones del modelo
de regresion a través del genoma, por ejemplo, uno de los supuestos mas frecuentes es
g ~ Npy(0, crgI m), donde O'§ es la varianza de los efectos aditivos de los marcadores, m
el nimero de marcadores e I,,, 1a matriz de identidad de orden mxm. Por ahora se usa la
notacion general F,(+;6) para indicar que se asigna una distribucion de probabilidad
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a los efectos aditivos de los marcadores que depende del pardmetro (posiblemente
multidimensional) 6, més adelante presentaremos algunas de las distribuciones que se
asumen. La matriz de covarianzas de los errores es por lo general de la forma R = ¢?I,,.
Finalmente, el simbolo L denota independencia probabilistica.

Respecto a las codificaciones de los genotipos, las mdas usuales son el conteo del
alelo de referencia, también conocido como dosis alélica, o una version desplazada o
“centrada” que corresponde a la dosis alélica menos uno. Asi, al tratarse de individuos
diploides, la dosis alélica toma valores de 0, 1 o 2. Serd 2 en el caso del genotipo
homocigoto para el alelo referencia, 1 para el heterocigoto y 0 para el homocigoto
del otro alelo. Formalmente, para el individuo i y el marcador j, con A; como alelo
referencia, tenemos:

2,si el genotipo es A jAj
Z;j = 11,siel genotipo es A;B;
0, si el genotipo es B;B;

Para la dosis alélica, mientras que la version “centrada” seria:
) q

1,siel genotipoes A;A;
Zl?kj = 10, si el genotipo es A;B;
—1, si el genotipo es B;B;

Ahora bien, bajo este modelo, el valor genético del i-ésimo individuo se obtiene
mediante la siguiente ecuacion:

p
VGl' = Z Zl]gj
j=1

Correspondiente al producto interno (ver capitulo 15.1) entre el vector de efectos
aditivos y el vector que contiene los genotipos del i-ésimo animal, este ultimo no es
mas que la i-ésima fila de la matriz Z. Notese que para poder usar esta ecuacion se
requiere tener predicciones de los efectos de los marcadores, asi, una vez se obtiene
dicha prediccién, denotada por g, la ecuacion de prediccion del valor genético aditivo
del i-ésimo individuo es:

p
VGl' = Z Zijg\j
j=1

Que es la misma que se muestra en la FIGURA NRO. 7.1.
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7.8. Modelos estadisticos empleados en seleccion genémica

En esta seccion se presentan algunos de los modelos estadisticos empleados en
seleccion gendmica. Se incluyen aquellos que fueron pioneros y dieron lugar al
desarrollo de algunas variaciones que buscaban superar una o mas de sus deficiencias
conceptuales. Cabe aclarar que el desarrollo de modelos y métodos estadisticos para
mejorar las predicciones de valores genéticos usando marcadores moleculares es un
area de investigacion que sigue activa, lo que causa que cada dia aparezcan nuevos
modelos que incorporan mas fuentes de informacién o presentan alguna modificacién
de los ya existentes, siempre buscando generar predicciones mas confiables. Por lo
tanto, se hace hincapié en los primeros métodos, es decir, en los que se encuentran
con mayor frecuencia en las aplicaciones y en algunas modificaciones de los mismos;
es importante recalcar que la omision de algunos modelos, no es intencional.

7.8.1. El mejor predictor lineal insesgado genémico G-BLUP

En el articulo métodos eficientes de computo para predicciones genéticas de
VanRaden [48], se encuentran algunos métodos de selecciéon gendmica basados
en procedimientos, en los que las ecuaciones de modelos mixtos se modificaban
para obtener las predicciones gendémicas de manera eficiente (computacionalmente
hablando). La idea central es modificar la matriz de covarianzas de los valores genéticos
al incorporar los genotipos en su computo. Este método también se ha denominado
G-BLUP en varios pasos, debido a que, como se verd mas adelante, implica varias fases
de anAlisis.

Se propusieron varias estrategias para predecir el valor genético incorporando
marcadores moleculares, aqui nos enfocamos en aquellas de tipo lineal. Asi,
consideremos la matriz Z de dimension nxm definida previamente. Las ecuaciones
de modelos mixtos pueden emplear la matriz Z'Z de dimensién mxm (cuando el
modelo se parametriza en términos de efectos de cada marcador) o la matriz ZZ7 de
dimension nxn (cuando se parametriza en términos de los valores genéticos aditivos
de cada animal evaluado). Sea p; la frecuencia del alelo de referencia en el j-ésimo
marcador, esta frecuencia debe ser estimada en la poblacion base. Se van a discutir
dos modelos equivalentes (misma esperanza y varianza del vector de registros), el
primero se parametriza en términos de los valores genéticos aditivos de los individuos
y emplea una matriz de parentesco modificada que usa los marcadores moleculares y
se denomina “matriz de parentesco genémico”. El investigador VanRaden [48] propuso
tres formas de construirla, siendo la primera:

zzT

Gl =

La divisién por el término 2 Z;.nzl pj(1 — p;) es un escalamiento que busca que
G; sea andloga a la matriz de parentesco A estudiada en el capitulo 4. La segunda
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aproximacion pondera los marcadores empleando la precision, esto es, la inversa de la
varianza de la variable aleatoria que cuenta el nimero de copias del alelo de referencia,
entonces:

G, =ZDZ"T

Donde D = diag ( > La tercera forma de obtener esta matriz se basa en una

2mp;(1-p;)
regresion lineal multivariante de ZZ T en la matriz A, de la forma:

ZZT = g1l + giA+E

Donde 1 es un vector de dimensién nx1 cuyas entradas son todas iguales a 1, E
es una matriz de errores de dimension nxn, g, y g; son los coeficientes desconocidos
que corresponden a intercepto y pendiente, los demds elementos ya fueron definidos.
Una vez se obtienen los valores estimados de los coeficientes de la regresion (gy,g1), la
matriz de parentesco gendémico se computa como:

zzZT — g1’
&1

G3:

Cuando n > m, G, y G, son definidas no negativas por construccion; por lo tanto,
en vista de los resultados presentados en el capitulo 8 (dlgebra matricial), esto no es
garantia de que sea invertible. La matriz serd singular cuando hay individuos con
genotipos iguales en los m marcadores. Por otro lado, en el caso n < mla matriz siempre
es singular. Para aliviar problemas de singularidad, cuando A es definida positiva,
VanRaden [48] propuso el uso de una combinacion lineal de la forma:

Gl* =wG +(1—-w)A

Donde Gy, con | = 1,2, 3 es cualquiera de las matrices genémicas definidas arriba
y w es un numero real que toma valores entre cero y uno (sin incluir los extremos
del intervalo). En vista del Teorema 8.1 y los resultados expuestos en el Capitulo 8
sobre matrices definidas positivas, G;" es definida positiva y por consiguiente invertible.
Basado en consideraciones tedricas, VanRaden [48] propuso la siguiente forma de
obtener el peso w:
0.052

0.125

w=—""+
0.052 + —
m

Notese que cuando el numero de marcadores m es muy grande, w toma valores
cercanos a 1. Al reemplazar la matriz A en las ecuaciones de modelos mixtos para el
modelo animal con efectos genéticos aditivos directos (capitulo 4), por cualquiera de
las matrices de relaciones genéticas aditivas que se acaban de discutir y solucionar el
sistema, se obtienen directamente las predicciones de valores genéticos de los animales
evaluados, conocidos como valores gendémicos predichos.
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Ahora bien, el modelo lineal mixto propuesto por VanRaden [48] para obtener
predicciones de los efectos de cada marcador es como sigue:

y=XB+Zu+e
u~ Npy(0, céIm)
e ~Np(0,02R)

ule

Donde y es el vector de variables respuesta, que en este caso son valores genéticos
deregresados o desviaciones productivas de la progenie, 3 es el vector de efectos fijos,
u el vector de efectos de sustitucion alélica de cada marcador, e el vector de errores, X
y Z las matrices de disefio asociadas a 8 y u, respectivamente. La matriz R es diagonal
y sus elementos no nulos tienen la forma:

Donde R;p es la confiabilidad del valor genético (tradicional) del individuo i basada
en las progenies y excluyendo la informacién parental.

En VanRaden [48] se mencionan tres aproximaciones para obtener predicciones de
los valores genéticos aditivos empleando los efectos de cada marcador. La primera se
basa en obtener la solucion de las ecuaciones de modelos mixtos correspondientes al
modelo que se acaba de presentar, lo cual nos da el MPLI de los efectos de sustitucion
alélica mediante los cuales el predictor del vector de valores genéticos aditivos (@) se
obtiene como @ = Z1i. Por otro lado, se pueden emplear las ecuaciones resultantes de
la teoria de indices de seleccion, bajo las cuales:

-1
2 ~
as; = Gy [Gl + Z—ZR] y-XB)

Cuando se emplea el mismo estimador de efectos fijos 3, dg; = @, esto es, los dos
predictores son iguales. Una tercera manera de predecir los valores genéticos, que es
equivalente la anterior, se puede obtener cuando G; es invertible y tiene la forma:

-1
2 A~
g = [R—l + —Zz G;l] Ry — XP)

En resumen, la implementacién del G-BLUP puede hacerse de varias maneras e
implica varios pasos, cuyo procedimiento se resume a continuacién: 1) evaluacion
genética tradicional empleando el modelo animal; 2) extraer pseudo-registros (valores
genéticos de-regresados o desvios de produccion de la progenie); 3) ajustar el modelo
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mixto descrito en esta seccion o cualquiera de los otros métodos para obtener
predicciones de valores gendémicos y, ademas, se podria incluir un cuarto paso en el que
combinan los valores genémicos con el promedio de los padres y los valores genéticos
tradicionales [59, 58]. Esta metodologia ha sido empleada en evaluaciones genéticas
nacionales de varias razas de bovinos de leche en Estados Unidos, como lo indicaron
Wiggans et al [57] y VanRaden (Comunicacion personal).

Por otro lado, se han reportado algunas desventajas (como en la gran mayoria
de métodos o modelos estadisticos existentes) como la generacion de algunos sesgos
(las predicciones de animales jovenes resultan infladas) y la pérdida de informacién
[60], esto debido a que cada paso depende de muchos supuestos y existen varias
aproximaciones para ejecutarlos sin tener claridad de cuél es la mejor. La consecuencia
de la inflacién de los valores gendémicos predichos en toros jévenes no probados es que
les confiere una ventaja injusta sobre toros mayores con progenie [49]. Otra fuente de
sesgo es el hecho de no tener en cuenta el efecto de la seleccion en las poblaciones
que la experimentan. Ademads, en monogastricos y ganado de carne es frecuente que
las pseudo-observaciones sean de baja calidad, lo cual va en detrimento de la calidad
de las predicciones obtenidas [60, 49]. Estas consideraciones abrieron camino para
desarrollar el modelo que se presenta a continuacion.

7.8.2. El G-BLUP en un solo paso (ssG-BLUP)

La sigla ssG-BLUP proviene del inglés single step G-BLUP. Este modelo fue
desarrollado por Aguilar et al [49] e involucra el uso de procedimientos de modelos
lineales mixtos en los cuales la matriz de relaciones genéticas aditivas basada en el
pedigri se reemplaza por una que combina pedigri e informaciéon genomica y fue
desarrollada por Legarra et al [60]. En esta seccion, la matriz de relaciones genéticas
aditivas computada a partir de datos genotipicos se denota por G. Se considera un
modelo para un solo rasgo que contempla solamente efectos genéticos aditivos directos.
La matriz propuesta por Legarra et al [60] para combinar informacion de pedigri e
informacion genémica se basa en una particion del grupo de animales a ser evaluados
en aquellos genotipificados (subindice 1) y aquellos que no lo estan (subindice 2), asi,
podemos particionar la matriz de relaciones genéticas aditivas basada en el pedigri y
su inversa como sigue:

A A

A=
Ay Ap
_ All A12
ATl = A2l p22

De forma andloga, el vector de valores genéticos puede particionarse asi:
a
a=|1
az
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ademas:
Var|a,| =G

Ahora bien, invocando las propiedades de la distribucion normal multivariada
[9, 61], la distribucién condicional de los valores genéticos de los individuos no
genotipificados dados los de aquellos genotipificados es:

-1 -1
arla, ~ Np(A12A5, ay, Ay — A A, As)

Dada esta propiedad, la esperanza del vector de valores genéticos de los individuos

no genotipificados puede escribirse explicitamente en funcidn del vector de valores

genéticos de aquellos que cuentan con genotipos mediante el modelo de regresion

lineal:
E [a1|a2 = 5] = A12A2_215 + ¢

€ ~ N(0, A — ApAZ) Ay)

Ahora, usando Var [a,]| = G, marginalmente tenemos:
Var|a;] = A,ALJGAL Ay + A — ApAj) Ay

= A + ApAL (G — Ap)AL Ay

Ademis, Cov [ay, azT] = Cov [alez_zlaz, azT] = alez‘ZlG, de aqui, la matriz que
combina el pedigri con los marcadores moleculares es de la forma:

_[An+ ApAL (G — Ap)AL Ay ApALG

GA; Ay G

H

Por construccion, esta matriz es definida no negativa [60]. Sin embargo, al invertirla,
se requiere la inversa de G y, en la practica, no hay garantia de que esta sea invertible,
esto es, no hay garantia de la existencia de G~'. Empleando la propuesta de VanRaden
[48] descrita previamente y utilizando la notacién de esta seccioén, un procedimiento ad
hoc es usar wG + (1 —w)A,,, w € (0, 1) en lugar de G. Como se discuti6 anteriormente,
esta estrategia alivia los problemas de singularidad.

Una cualidad de esta matriz es su habilidad para proyectar relaciones genéticas
de individuos con genotipos a través del pedigri, esto permite identificar relaciones
genéticas entre animales con informacién genealégica incompleta y considera esta
informacién a la hora de predecir los valores genéticos de sus descendientes [60]. Por
otro lado, la existencia de un algoritmo que permite obtener A,, sin necesidad de
construir toda la matriz A (Colleau [62] facilito la obtencién de H).

Ahora bien, es posible resolver las ecuaciones de modelos mixtos sin la necesidad
de invertir H como se discute en Legarra et al [60], pero si fuese posible encontrar una
forma eficiente para invertirla, se podrian obtener predicciones de valores genéticos con
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menor esfuerzo computacional. Los autores Aguilar et al [49] y Christensen y Lund [63]
derivaron la siguiente expresién para H~! independientemente :

H'=A"+

0 0 ]
-1 -1
0 G'-A3]

La derivacion de esta matriz permitio la implementacion del ssG-BLUP en bases
de datos de gran tamafio. A continuacion, se mencionan algunas de las ventajas del

método [49, 57]. Simplicidad, puesto que la incorporacién de informacién genémica
se realiza mediante la modificacién de la matriz de relaciones genéticas; ademas,
en el caso de tener la misma matriz para varios rasgos, la extensién al modelo
de multiples caracteres es simple. Por otro lado, se pueden incluir individuos no
genotipificados y se pueden mejorar sus predicciones; ademads, con este método se
generan pesos automaticos a las fuentes de informacién que componen la prediccion
del valor genético. Finalmente, si los animales son preseleccionados con base en sus
genotipos, los beneficios del método aumentan puesto que se tiene en cuenta el sesgo
por seleccion.

La primera implementacidn del ssG-BLUP con datos de campo fue la realizada
por Aguilar et al [49] en el mismo trabajo en que se introdujo el modelo. Se usé una
base de datos grande que contenia 10 466 066 registros de puntaje final provenientes de
6232 548 vacas Holstein. Se encontraron confiabilidades ligeramente superiores a las
obtenidas con el método de varios pasos.

7.8.3. Modelos bayesianos de regresion paramétrica: “Alfabeto
Bayesiano”

Eldenominado “Alfabeto Bayesiano” es una familia de modelos lineales jerarquicos
que comparten el mismo modelo de muestreo, normal multivariado, pero difieren en la
distribucién a priori [50, 54]. La forma general del modelo de regresion que se considera
en este capitulo es como sigue:

y=1lu+Za+e

Donde a = (a;,a,...,a5) Y Z = {Zjj}nxp- Se asume que o2 ~ N, (0,021 y
tipicamente a u se le da una distribucion a priori plana. La distribucion de a cambia
de un modelo a otro y en este capitulo se estudiardn algunos de los miembros de esta
familia de modelos.

Nota: en algunas aplicaciones y en algunos de los trabajos citados en esta seccidn, se
consideran fenotipos pre-corregidos, valores genéticos predichos con el modelo animal
o desviaciones productivas de la progenie como variable respuesta, razén por la cual
se considera solamente un intercepto en el componente no genético. Esta formulaciéon
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viene bien para el propésito de discutir las diferentes especificaciones de la distribucion
apriori de los efectos de los marcadores. Ademas, la extension para incluir efectos como
por ejemplo los de grupo contemporaneo, es relativamente sencilla.

Es importante considerar que en selecciéon gendmica los efectos aditivos se
consideran aleatorios, pero en la teoria clasica de genética cuantitativa se tratan como
efectos fijos [38]. Como se menciond previamente, en el caso de considerar efectos de
marcadores moleculares, las variables z;; pueden corresponder al nimero de copias del
alelo de referencia (dosis alélica) o a este valor menos uno.

El problema p grande n pequefio ya era conocido por los genetistas cuantitativos
de animales, puesto que en sistemas productivos como la ganaderia de leche es comun
que el numero de animales a evaluar exceda el namero de registros fenotipicos, en
parte porque los machos jamas tendran observaciones para fenotipos como intervalo
entre partos o caracteristicas de la leche (produccién y composicion) y porque ciertos
rasgos toman mucho tiempo en ser observados y en consecuencia los animales
jovenes no tienen registros. Diferentes aproximaciones han sido empleadas para lidiar
con esta condicién; por ejemplo, técnicas que buscan seleccionar subconjuntos de
variables que tengan un desempefio admisible o reducir la dimensién al emplear
variables explicativas sintéticas derivadas del conjunto original como la regresion en
componentes principales. En particular, se emplean los modelos bayesianos porque el
uso de una distribucién a priori permite llevar a cabo inferencias cuando p > n [55].

Una solucion para el problema de alta dimensién es imponer restricciones sobre la
magnitud de los estimadores, a estos se les conoce como estimadores de encogimiento o
acortamiento. Existen diferentes formas de llevar a cabo dicho encogimiento, se puede
hacer hacia una media, superficies de regresiéon, o una constante dada que por lo
general es cero [64]. El encogimiento hacia cero se basa en la idea de que muchas de
las variables regresoras no tienen efecto, lo cual equivale a que el respectivo coeficiente
de regresion sea cero. En el contexto de la seleccion gendmica, esto quiere decir que se
asume que muchos de los marcadores no tienen un efecto sobre el rasgo de interés. En
los casos en que muchos de los pardmetros estimados son cero, se dice que se tiene un
estimador ralo.

En el caso particular de modelos de regresion lineal bayesianos, como los que se
estudian en esta seccidn, el encogimiento se genera de manera automadtica y varia
segun la distribucién a priori [54]. Asi, los miembros del alfabeto bayesiano ejercen
diferentes formas de encogimiento. Mas adelante se discute el encogimiento bajo
algunos miembros del alfabeto, pero por ahora, es relevante mencionar que el G-BLUP
puede verse como una regresion de cresta (“ridge” en inglés) bayesiana y en este caso,
cuando se trabaja con marcadores bialélicos como los SNP, el grado de encogimiento
hacia cero depende de 2p;(1 — p;), donde p; es la frecuencia del alelo de referencia
del j-ésimo marcador [54]. Ahora bien, la funcién p;(1 — p;) se maximiza cuando
pj =0.5,asi,a medida que las frecuencias de los dos alelos son més similares el grado
de encogimiento es mayor.

En un modelo de regresion lineal bayesiano, cuando p > n, la verosimilitud (ver
seccion 15.1) no es identificable y por consiguiente algunos parametros del modelo no
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son estimables, ademas, la distribucién a priori tiende a ser muy influyente [55, 54], es
decir, la distribucién posterior es afectada en gran medida por la a priori relegando el
peso de los datos, una caracteristica no deseable en un andlisis bayesiano. En Leon y
Casella [55] se estudid el comportamiento de un modelo de regresion bayesiana con una
a priori normal multivariada para los coeficientes de regresion, se enfocaron en el caso
en que el numero de pardmetros tiende a infinito, encontrando condiciones bajo las
cuales la distribucion a priori no domina la inferencia. Estos autores concluyeron que,
ano ser que las varianzas a priori de los coeficientes de regresion disminuyan a una tasa

—, en el limite, su distribucion posterior es la misma que la a priori, lo cual claramente
p

es una propiedad indeseable puesto que no hay grado alguno de aprendizaje.

Ahora es importante considerar una consecuencia de la no identificabilidad de la
verosimilitud. Si bien este texto se enfoca en la prediccion de valores genéticos y este
capitulo en particular discute el uso de datos gendmicos en dicho proceso, vale la pena
que el lector esté al tanto de la siguiente situacién que es consecuencia de la condicion
“p grande n pequefio” y repercute en los denominados estudios de asociacién gendmica
a través del genoma (GWAS). La no identificabilidad tiene como consecuencia que los
efectos individuales de algunos marcadores no se pueden estimar correctamente, sino
que contienen informacién sobre los efectos de otros marcadores. Asi, este fenémeno
debe considerarse en el caso del GWAS puesto que claramente puede conducir a
inferencias inapropiadas que a su vez llevan a conclusiones erroneas.

En el 4&mbito bayesiano, la definicién de identificabilidad no es la misma que se
presenta en el complemento 9, de hecho, no existe una tinica definicién. En la seccién
15.1 se presentan algunos detalles de la no identificabilidad de algunos pardmetros en
el caso p > n en el &mbito bayesiano siguiendo el procedimiento mostrado por Gianola
[54].

A continuacién, se discuten brevemente algunos de los modelos de regresion lineal
bayesianos empleados en prediccion gendémica. Los que aparecieron en el trabajo
pionero de Meuwissen et al [47] son bayes A y bayes B, siendo el primero un caso
particular del segundo. Otros modelos como bayes C — 7 y D — 7 [65] corresponden a
extensiones de bayes Ay B que intentan superar algunas de sus limitantes conceptuales.

Bayes A: este es un modelo bayesiano jerdrquico con la siguiente distribucion a
priori:
O'g ~ X_Z(Ue’sg)
5 iid . 5
ajlaaj ~ N(O,Dlag(aaj))
4
a2, lv,5? ~ x~*(v,5?)

Vi=1,2,...,p

Donde y~2(a, b) representa la distribucién chi-cuadrada escalada invertida con a
grados de libertad y pardmetro de escala b. La distribuciéon marginal de los efectos de
los marcadores es la misma y corresponde a una ¢ de student escalada con v grados de
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libertad y pardmetro de escala S?, la varianza de esta distribucién es (52)? Lz [61]. Por
o

lo tanto, a priori, los marcadores tienen la misma varianza marginal. Bajo este modelo,
el nivel de encogimiento es mayor para aquellos marcadores con efecto cercano a cero
que para aquellos con efectos grandes. Ademads, este también aumenta a medida que
los grados de libertad v crecen [54].

Como se dijo antes, siempre que se tenga p > n la distribucién a priori es muy
influyente en la posterior, reduciendo asi el peso de los datos. En particular, al asignar
varianzas condicionales diferentes a cada marcador, bayes A presenta el inconveniente
de que el nivel de encogimiento es altamente dependiente de S? [65], una caracteristica
que muestra la influencia de la distribucion a priori en este modelo particular. Ademas,
el nivel de aprendizaje bayesiano sobre las varianzas de cada marcador es pobre tal
como fue reportado por Gianola et al [50]. Estos autores llegaron a tal conclusion tras
observar que la distribucién condicional completa de Uij tiene solamente un grado de

libertad més que la a priori, sin importar cual sea el tamafio de muestra o el nimero
de marcadores. Por otro lado, el coeficiente de variacion posterior de estos pardmetros
no tiende a cero a medida que el numero de datos aumenta y la ganancia relativa
de informacion (el cambio de entropia una vez se observan los datos) es negligible.
Finalmente, también encontraron que la divergencia de Kullback-Leibler entre la
condicional completa de aij y su a priori es cercana a cero, esto quiere decir que las

dos distribuciones son muy similares. Se emple6 la distribucién condicional completa
porque la marginal posterior no tiene forma cerrada (es decir, no se conoce su forma
matematica). En conclusion, formular una varianza a priori condicional distinta para
cada marcador no resulta util porque no hay aprendizaje sobre estos pardmetros y el
modelo también presenta falencias al inferir los efectos de los marcadores [54].

Bayes B: Meuwissen et al [47] formularon este modelo con el animo de tener en
cuenta el hecho de que varios loci podrian ser no segregantes. Bajo el modelo clasico
de genética cuantitativa, en el cual los efectos a; son fijos, los loci que no segregan no
presentan varianza genética puesto que esta proviene de la variacion en los genotipos
[38, 50]. La idea general de este modelo es que existe una proporciéon de marcadores
que no tienen efecto sobre le fenotipo de interés. La distribucion a priori se especifica
asf:

o2 indep. (Degenerada en 0, si Gé}_ =0

o2 .
J1a N(0, aﬁj), si Uﬁj >0

) indep. | Degenerada en 0, con probabilidad =
71' ~

(o
aj

x~%(v, S?) con probabilidad 1 —

Vi=12,...,p

Asi, la distribucién conjunta de aﬁj y aj es:
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, ,_ indep. | Degenerada en 0, con probabilidad 7
a;,o;. ~ -
I>may N(0, af,j )X ~2(v,S?), con probabilidad 1 — 7

Vi=12,...,p

Notese que si 7 = 0, bayes B es equivalente a bayes A. Similar a lo ocurrido con
bayes A, tras integrar f(a;, oczlj |7r) con respecto a aij se obtiene la siguiente distribucion
marginal de a;:

a.|S% v, iid \Degenerada en 0, con probabilidadz
e t(0, S2,v) con probabilidad 1 — 7

Vi=1,2,...,p

Donde t(0, S, v) representa una distribucién t centrada y escalada con pardmetro
de escala S? y v grados de libertad. Asi podemos notar que la distribucién a priori
marginal asignada a los efectos aditivos de los marcadores es una mixtura de una
distribuciéon degenerada en 0 (punto de masa en 0) y una t centrada y escalada (con
los parametros antes descritos) con probabilidades de mezcla 7 y 1 — 7. La esperanza
de esta distribucidn es cero y la varianza es:

v
v—2

Var|a;|S?,v, 7] = (1 — 7)(S%)?

Por ende, al igual que en bayes A, se estd signando la misma distribucién a priori
marginal a los efectos de los marcadores. Las mismas falencias que se mencionaron
para bayes A, también aplican para el modelo bayes B. Por otro lado, Gianola et al
[50] sefialaron una falencia conceptual en la formulacién de bayes B. Bajo un marco
de trabajo bayesiano, el hecho de que la varianza del efecto de un marcador sea cero
indica que su efecto se conoce con total certeza, mas esto no significa que el efecto sea
nulo. Por lo tanto, se recomienda especificar bayes B como una mixtura que incluya
punto de masa en 0, pero a nivel de los efectos de los marcadores, no de sus varianzas.

Bayes C'y bayes D: los autores Habier et al [65] propusieron dos modelos jerdrquicos
que buscaban controlar la alta influencia de la distribucion a priori en bayes A y B.
Sin embargo, antes de presentar los modelos, vale la pena resaltar que tal y como se
presenta en el capitulo 15.2, cuando el nimero de marcadores es mayor al numero de
registros fenotipicos para la caracteristica evaluada, es inevitable que la distribucion a
priori tenga una alta influencia sobre la posterior.

Uno de estos modelos fue denominado bayes C — 7, este asigna la misma varianza
a priori condicional a los efectos de los marcadores y trata la probabilidad de mezcla
como uno de los pardmetros desconocidos del modelo. La distribucion a priori es:

, iid | Degenerada en 0, con probabilidad

ajlm, o5 ~ ) s
N(0, ag), con probabilidad 1 — 7
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Vi=12,...,p
oglv, 8% ~ x (v, 5%)

7 ~ Uniforme(0,1)

El otro modelo fue denominado bayes D — 7, bajo este se consideran varianzas a
priori condicionales diferentes para el efecto de cada marcador, pero se asigna una
distribucién Gamma(l,1) o equivalentemente Exponencial(1) al pardmetro S2. La
distribucion de la varianza del error es la misma que en el caso de bayes Ay B.

Empleando datos simulados, Habier et al [65] consideraron variables como el costo
computacional y la incertidumbre sobre el namero de QTL que afectan el fenotipo
estudiado y concluyeron que bayes C — 7r es un modelo atractivo para evaluaciones de
rutina. De hecho, este es uno de los modelos bayesianos mas empleados en la prediccion
de valores de cria gen6micos en animales y plantas. Finalmente, vale la pena mencionar
que algunos autores denominan bayes C y bayes D a las versiones de estos modelos que
tratan la probabilidad de mezcla como un pardmetro conocido.

Bayes L: en 1996, Tibshirani [66] desarroll6 el LASSO, denominado asi por sus
siglas en inglés de Least Abolsute Shrinkage and Selection Operator, operador minimal
absoluto de encogimiento y seleccién, como un método para estimar los coeficientes
de un modelo de regresion lineal multiple ejerciendo tanto encogimiento hacia 0
como seleccion de variables, esto ultimo quiere decir que los valores estimados de
los coeficientes de regresién de algunas variables son cero, por ende, las variables
seleccionadas son aquellas cuyos coeficientes no son nulos. El término “absoluto” viene
del hecho de que se afilade una penalizacién tipo L, (la cual involucra la suma de los
valores absolutos de los coeficientes) a la funcion objetivo de los minimos cuadrados
ordinarios. Por lo tanto, para un modelo lineal con componente sistematico E [y| = X
el estimador LASSO corresponde a:

argmin

g |0-XBO-xB)+ 2] 18]

ﬁLASSO =

Donde § = {B;}px1, 4 > 0 es un parametro de sintonizacion, es decir, aquel que no
se estima directamente por el método, sino que debe elegirse bajo algin otro criterio.
Mayores detalles sobre el proceso de sintonizaciéon van maés alla del 4mbito de este
texto, estos son ampliamente utilizados en areas como el aprendizaje de méaquina y
aprendizaje estadistico, el lector interesado puede referirse a los textos de Bishop [67]
y Hastie et al [68].

Para Tibshirani [66], el estimador LASSO puede interpretarse como la moda de la
distribucion posterior de los coeficientes de un modelo de regresion bajo distribuciones
a priori Laplace (o doble exponencial) independientes, siendo asi un estimador
tipo maximo a posteriori. Siguiendo esta idea, Park y Casella [69] propusieron un
tratamiento completamente bayesiano del problema, las densidades a priori son:
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p
Julod) = [] = exp ¥

=1 24/ o

En

fle) =

N

La distribucion impropia — puede ser reemplazada por una Gamma inversa para
Ue
tener una a priori conjugada; ademds, Park y Casella [69] demostraron que esta

formulacién condicionada en o2 es necesaria para tener una posterior unimodal. Para
simplificar la inferencia bajo este modelo, los autores usaron la técnica de aumento de
datos y propusieron una distribucidn a priori equivalente:

ulo?,t? ~ N (0, o2D,)

,T5 ~ exp| =

120 Tp

03 ~ F(af)

Donde 7% = (t},...,73), D; = diag(z3,...,7;). La equivalencia viene dada porque
al integrar la densidad conjunta de u y 2 dado o2 con respecto a 72, se obtiene el mismo
modelo presentado originalmente.

Una caracteristica del LASSO bayesiano es que no genera ceros exactos como su
contraparte frecuentista, asi, lo que muchos hacen es imponer un umbral de manera
que efectos de marcadores cuyo valor absoluto es inferior a dicho umbral se declaran
nulos. Finalmente, este modelo ejerce un encogimiento hacia cero mas fuerte que la
regresion de cresta debido a que hay mayor densidad alrededor de este valor [54].

Existen otros miembros del alfabeto como por ejemplo bayes R [70], el cual emplea
una mixtura de distribuciones normales no centradas (su media no es cero). Por otro
lado, en una serie de tres trabajos de Martinez et al [71, 72, 73] introdujeron dos clases
de modelos graficos empleados para estimar matrices de covarianza cuando p > n,
estos se denominan modelos Gaussianos de grafos de covarianza (MGGCov) y modelos
Gaussianos de grafos de concentracion (MGGCon). Los primeros estiman directamente
la matriz de covarianzas mientras que los segundos estiman su inversa, es decir, la
matriz de concentracion (de alli su nombre) o de precision. Estos modelos heredan
su nombre del hecho de que el patron de ceros de la matriz de covarianzas (MGGCov)
o la matriz de concentraciéon (MGGCon) se codifica empleando un grafo.
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Brevemente, un grafo G es una coleccion de dos conjuntos, un conjunto de nodos
o vértices V' y un conjunto de aristas A, los elementos de A son pares que indican
los vértices (elementos de V') que estdn unidos mediante una arista. La FIGURA NRO.
7.3 muestra el grafo con conjunto de vértices V' = (1,2,3,4) y conjunto de aristas
A =((1,2),(1,3),(2,4),(3,4)). Este tipo de grafos se denominan no dirigidos porque
las aristas no tienen direccion, a diferencia de aquellos en los que la direccion se indica
mediante una cabeza de flecha y que se conocen como grafos dirigidos. Por ejemplo,
un pedigri es un grafo dirigido, las flechas siempre van de padres a hijos.

En el caso de MGGCov y MGGCov, el grafo codifica el patrén de ceros de la
matriz correspondiente asi: los vértices o nodos representan las variables aleatorias
(efectos de marcadores en el caso de seleccién gendmica), aquellos que comparten

Figura 7.3: Ejemplo de un grafo no dirigido G = (V,A),conV = (1,2,3,4),y
A=((1,2),(1,3),(2,4),(3,4)).
Fuente: elaboracién propia (2024).

una arista estan correlacionados marginalmente (MGGCov) o condicionalmente dadas
todas las otras variables aleatorias consideradas (MGGCon), mientras que aquellos que
no comparten una arista tienen covarianza nula y la matriz respectiva (de covarianzas
o de concentracion) tiene ceros en las posiciones correspondientes. Asi, si el grafo en la
FIGURA NRO. 7.3 se emplea para codificar el patron de ceros de la matriz de covarianzas,
los siguientes pares de variables aleatorias tienen covarianza nulay de alli, correlacion
nula (complemento 9): 1y 4, 2y 3; la matriz correspondiente es de la forma:

(o} 012 013 0

Y = O12 0'2 0 Oo4
- 2

o3 0 03 o0

2
0 o0y o045 O

Por su parte, cuando el grafo codifica las entradas nulas de la matriz de
concentracion o de precision, debe recordarse que estas corresponden a varianzas y
covarianzas condicionales, dadas todas las demads variables. En el ejemplo, dadas 2y 3,
1y 4 tienen covarianza condicional nula y de alli correlacion parcial nula, dadas 1y 4,
2y 3 tienen covarianza condicional nula y de alli correlacién parcial nula. En este caso
la matriz de concentracién o de precision es de la forma:

282



Carlos Alberto Martinez Nifio

2

wp; @, 0wy
2

w3 0 w3 w3

2

0 iy w3 w

Un cero en Q no siempre corresponde a un cero en X, excepto cuando el grafo tiene
ciertas propiedades. Mayores detalles pueden consultarse en Lauritzen [74]| y Martinez
et al [71, 72, 73]. En particular, estos modelos permiten tener en cuenta la correlacién
existente entre efectos de marcadores (recordar que bajo normalidad, no correlacién
e independencia son equivalentes), localizados incluso en diferentes cromosomas
(puesto que la correlacion no solo se debe a cercania espacial) en un modelo de
regresion a través del genoma. Se propusieron tres modelos: bayes G [72], que permite
inferir la matriz de concentracién de los efectos aditivos de los marcadores cuando el
grafo que la gobierna se define de antemano empleando principios de genética, bayes
G-Cov [71], que permite estimar la matriz de covarianza bajo el mismo escenario y
bayes G-Sel [73] que permite estimar la matriz de concentracion sin necesidad de
especificar previamente el grafo, en este caso se habla de un problema de seleccién
de modelo grafico.

Finalmente, cabe mencionar que, las extensiones de algunos miembros del alfabeto
bayesiano al caso de respuestas no Gaussianas mediante el uso de modelos lineales
generalizados bayesianos; por ejemplo, bayes TA, TB y TC-7 [75] corresponden a las
versiones de bayes A, B y C-m para el modelo umbral, un modelo utilizado en la
evaluacion de fenotipos medidos en una escala ordinal como la facilidad de parto. El
lector interesado en una introduccién los modelos umbral puede referirse a Lynch y
Walsh [76] y Mrode [21]. También presentamos en el capitulo 15.2.2 ejercicios que le
permitirdn tener una mejor comprension de la prediccién gendmica.
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El lenguaje para describir los métodos y modelos utilizados en evaluacion genética
implica una gran cantidad de elementos de algebra matricial. Por lo tanto, resulta
relevante hacer un breve repaso de algunos de estos conceptos y de la notacion
requerida en este campo. Asi, esta seccion pretende brindar una fuente de consulta
muy puntual en la que el lector pueda revisar conceptos que se encontraran a lo largo
del texto, para quienes deseen profundizar mds en este tema se recomiendan las obras
de Harville [77] y Searle [78].

Una matriz puede definirse como un arreglo de escalares en filas y columnas.
Cuando hay una sola fila o columna se habla de un vector. En este texto solo
consideraremos las matrices reales, es decir, matrices cuyos elementos son nameros
reales. Normalmente se denotan con letras maytsculas, asi, al escribir A,,,, nos
referimos a una matriz con n filas y m columnas. Las entradas de una matriz se
identifican de manera unica por su posicion (fila-columna), asi, a; jes la entrada de
A ubicada en la fila i, columna j.
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8.0.1. Operaciones basicas

Suma: se suma elemento a elemento; por lo tanto A + B est4 definida si A y B
tienen las mismas dimensiones y ademds, la operacion es conmutativa A + B = B + A.
Entonces, si:

4 1 3

A=1]1 6 2

3 2 4

3 0 4

B=|1 7 6

4 7 10
7 1 7

A+B=]|2 13 8 |=B+A

7 9 14

Multiplicacién por escalar: se multiplica el escalar por cada elemento de la matriz.

Si el escalar ¢ = 2 lo multiplicamos con la matriz A, se tendria:

a;; app Qg3 C*kay; C*ayp C*0ay3 8 2 6
cxA=2x Ay Ay QA3 | =|C*kAy; C*Ayy C*xAyz| = 2 12 4
as; a4z asz C*daz; C*da3p C*d33 6 4 8

Multiplicacion matricial: a diferencia de la multiplicacion de nimeros reales, la
multiplicacién de matrices no es conmutativa, por lo tanto, si tenemos las matrices
Ay Dy escribimos AD, se dice que A premultiplica a D, o que D postmultiplica a A.
Ahora bien, el producto AD esta definido cuando el nimero de columnas de A es igual
al numero de filas de D, en este caso, se dice que las matrices son conformables para
el producto AD. Notese que el producto AD puede estar definido, pero el producto DA
no, a manera de ejemplo:

Sean A,y ¥ Dinxp, m # n # p, entonces el producto AD esté definido, pero DA no
lo estd. Aun si, AD y DA estan definidos, esto no implica AD = DA.

AnmemXp = Enxp

Apxm = {aij}’ Dmxp = {dij}’ Enxp = {eij}

m
€ij = Z Qe dy
k=1
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Suponga que:

W)
Il
w N =
Er~o

Entonces, el producto AD se puede computar porque A tiene tres columnas y D
tiene tres filas, ademads, como A tiene tres filas y D tiene dos columnas, la dimensién
de la matriz resultante E serd 3x2. Entonces, si definimos como E = {e;;} a la matriz
resultante del producto AD, es decir, E = AD, sus entradas se obtienen asi:

La multiplicacion de A y D seria:

a;; dypp a3 dip dip
E=AxD=|ay ayp apg|=*|dy dyp
az; a4z dass d3;  ds

e1=4*x1+4+1%x24+3%x3=15
e1p=4%x0+1%x1+3+10=31
e1=1%x14+6%x24+2%3=19
ey =1%x0+6+%1+2x%10=26
e31=3%1+2%24+4%x3=19

e3p=3%x0+2%1+4%10=42

Por lo tanto:

15 31
Aszxz * D3yy = E3p = |19 26
19 42

8.0.2. Dependencia e independencia lineal

Dependencia lineal: 1os vectores vq, U,, ..., U, en R" son linealmente dependientes
(LD) si existen escalares 41, 4,, ... , 4,, no todos nulos, tales que:

m
/111)1 + /121)2 + -+ /‘lmvm = Z/livi = Onxl
i=1
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Si dichos escalares no existen, entonces los vectores vy, vy, ..., U,, son linealmente
independientes (LI), Por ejemplo:

Se tendria que:

0
(2*1)1)—1)2= 2% |2 —[
3

o ko
I
=)

|

Por lo tanto, vy y v, son LD

Por otro lado v, y v; son LI

Uy = 4

U3 = 1

Resultado: si n < m, cualquier conjunto de m vectores n-dimensionales es LD.
Ahora bien, en muchos casos resulta provechoso ver las columnas y las filas de una
matriz como vectores. En este caso, podemos hablar de rango fila y rango columna.
Rango fila (columna) de una matriz: namero de filas (columnas) LI.

Resultado: El rango fila es igual al rango columna.

8.0.3. Formas cuadraticas

Sea A una matriz nxn y x un vector en R”. Una funcién de x de la forma x” Ax se
conoce como una forma cuadratica. La forma cuadratica x” Ax se puede escribir como:

xia,-jxj

n
= 1

n

1

Lj
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n

n
= Zlaiixiz + Z aijx,-xj
i=

1<i,j<n
L#]
Veamos el caso de la matriz A:
4 1 3
A=1]1 6 2
3 2 4

La deduccion de la forma cuadratica de la matriz A, considerando x = (w,y, z),
seria:

Las diagonales: 4w? + 6y? + 42>

Fuera de la diagonal: (1 + Dwy + (3 + 3)wz + (2 + 2)yz
La forma cuadratica seria:

4w? +6y? +4z22+ 1+ Dwy + B+ 3wz + (2 +2)yz

Nota: la definicion de forma cuadratica presentada aqui es aquella dada por Harville
[77]. Otras definiciones imponen la condiciéon de simetria sobre la matriz A. La
conexion viene dada por el siguiente corolario de Harville [77], que lo desarrollaremos
mas adelante y que reza: Para cualquier forma cuadratica x” Ax existe una tinica matriz
simétrica S tal que xT Ax = xT Sx para todo x.

8.0.4. Algunos tipos de matrices de importancia

Matriz de rango columna (o fila) completo: una matriz tal que todas sus columnas
(o filas) son LI. Por ejemplo, la matriz A definida anteriormente es de rango completo,
asi:

rango(A) =3

Matriz diagonal: sea M una matriz cuadrada con dimensiones nxn, se dice que M
es diagonal si m;; = OV1 < i, j < n,i # j. La siguiente matriz es diagonal:

<
I
o or
oN o
wo o
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Matriz identidad o idéntica: es una matriz diagonal tal que todos los elementos de
la diagonal son 1. Por ejemplo:

I =

S O

0
1
0

— o O

La matriz identidad es el elemento neutro de la multiplicacion matricial, esto es,
para todas las matrices reales A y B tales que los productos Al y BI estan definidos
Al = A,BI =B.

Matrices singulares y no singulares: una matriz cuadrada de rango completo se
llama no singular. Una matriz cuadrada de rango incompleto se llama singular, y a su
determinante es igual a 0 (la definicién de determinante la presentamos mas adelante).
Por ejemplo, la matriz A de rango(A) = 3y det(A) = 34 es no singular y la matriz B
de rango rango(B) = 2y det(B) = 0 es singular.

Matriz invertible: A es invertible si existe una matriz A~! (el ~! es la notacién para
la inversa), tal que A™! %« A = A * A~! = [. Si existe, la inversa es unica, por ejemplo:

N
Il
w = A
N O
AN W

0.59 0.06 —047
A1l=]1006 021 -0.15
—0.47 —-0.15 0.68

Entonces:
4 1 3 0.59 0.06 —0.47 1 00
AxA1=|1 6 2|%| 006 021 —-015|=]0 1 0
3 2 4 —-0.47 —0.15 0.68 0 0 1

Resultado: si A es invertible, entonces A es no singular.

Matriz transpuesta: consideremos la matriz By, = {b;;}, definimos la transpuesta

de B,comoBL , =1{b ji}- La transpuesta se denota con BT o B'. En el caso de la matriz
B indicada anteriormente, su transpuesta es:
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Matriz simétrica: una matriz H,, = {h;;} se define como simétrica, si h;; = hj;;1 <
i,j < n,i # j.Siexiste la inversa de una matriz simétrica, esta también es simétrica,
por ejemplo:

1 0.5 0.25
H=] 05 1 0.65
0.25 0.65 1.25

1.35 —=0.75 0.12
H'=|-0.75 193 -0.85
012 —0.85 1.22

Matriz definida positiva: la matriz A, es definida positiva si: x’ Ax > 0Vx # 0.
Cuando es una matriz diagonal, la matriz es definida positiva, si los valores de la
diagonal son positivos.

Matriz definida no negativa: 1a matriz J ., es definida no negativa si x”Jx > 0Vx #
0

Matriz semi-definida positiva: una matriz que es definida no negativa pero no es
definida positiva se define como semi-definida positiva.

De manera andloga, podemos definir matrices definidas no positivas, definidas
negativas y semi-definidas negativas, pero no son de mayor relevancia para los fines
de este curso.

Las matrices definidas positivas son siempre invertibles (y por lo tanto son de rango
completo) y su inversa también es definida positiva.

Determinante de una matriz: existen varias definiciones equivalentes y multiples
interpretaciones. Aqui simplemente diremos, que el determinante es una funcién que
a cada matriz cuadrada le asigna un ntimero real y se representa como |A| o det(A)
. Uno de los aspectos importantes del determinante es que este nos ayuda a conocer
ciertas propiedades de la matriz, como veremos a continuacion:

1) una matriz A es invertible (y por lo tanto no singular), si y solo si el determinante
de A es diferente de cero. De aqui se sigue que el determinante de A nos informa sobre
la existencia de su inversa y sobre su rango, ya que en este caso también seria de rango
completo.

2) si A es simétrica y definida positiva, entonces su determinante es positivo.
3) el determinante de una matriz simétrica semi-definida positiva es cero.
Para las matrices A y B descritas anteriormente, tenemos:

|A| = det(A) = 34

|B| = det(B) = 0
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En estadistica, resultan de importancia las matrices simétricas definidas positivas
(como se verd mas adelante al estudiar la matriz de covarianza). En resumen, este tipo
de matrices se caracterizan porque:

1) su determinante es mayor que cero
2) son de rango completo (no singular)

3) su inversa existe, es simétrica y también es definida positiva.

Inversa generalizada.

La matriz inversa generalizada de una matriz B,,, es B, (el simbolo ~ denota
esta inversa) y es una matriz que satisface BB™B = B.

Toda matriz tiene por lo menos una inversa generalizada. Cuando la matriz es
no singular, como en el caso de A, la inversa generalizada es Unica y corresponde a
A~Y cuando la matriz es singular como es el caso de B y E existen infinitas inversas
generalizadas.

La siguiente es una inversa generalizada de la matriz B:

0.12 -0.08 0.04
B~ =]-0.13 0.13 0
0.08 -—0.02 0.05

3 0 4
BB"B=|1 7 6|=B
4 7 10

La siguiente es una inversa generalizada de la matriz E:

-0.03 014 -0.07

E"=1002 —007 005
15 31
EEE=|19 26
19 42

Cerramos esta seccion con un resultado que se emple6 al estudiar los modelos
lineales mixtos y justifica porqué, cualquier funcién lineal del vector de efectos
aleatorios, es predecible.

Teorema 8.1. Sea F una matriz real simétrica y G una matriz definida positiva de
las mismas dimensiones que F. Entonces, F + G es una matriz definida positiva.
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La matriz de covarianzas: sean Y;, Y, ... ,Y, variables aleatorias. Definimos su
matriz de covarianzas como:
Var|Y;] Couv|[Yy,Y,] -+ Cov|[Yy,Y,]
s . | Cov [Y5,Y1]  Var[Y,] - Couv|[Y,Y,]
Cov [Yn Y,| Cov [Yn Y, ] Var.[Yn]

Para simplificar la notacion, podemos escribirla asi:

2
0] 912 O1n
2
Y = 0"21 0'2 O'?n
. . cee .2
On1 On2 On

Recordemos que la covarianza es simétrica. Cov [Y;,Y;| = Cov [Y},Y;];1 <1, j <
n,i # j, por lo tanto £ es una matriz simétrica. Ademas, se puede demostrar que la
matriz de covarianzas es definida no negativa, sin embargo, en muchos problemas en
estadistica, el interés se centra en matrices de covarianza definidas positivas.

La matriz £ también puede encontrarse con el nombre de matriz de varianzas
(elementos de la diagonal) y covarianzas (elementos fuera de la diagonal). Recordemos
que para una variable aleatoria unidimensional Y, Cov [Y, Y] = Var [Y], asi, al usar
el nombre matriz de covarianzas no se estd omitiendo el hecho de que esta también
contiene las varianzas de las variables aleatorias en cuestién. Con la matriz X se pueden
conocer las correlaciones (p) entre las variables como se indica en el Capitulo 9.

8.0.5. Ejercicios en R-project

Suma de matrices:
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det (A)

## [1] 34

eigen (A)

## eigen() decomposition

## Svalues

## [1] 8.70 4.41 0.89

##

## Svectors

## [,1] [,2] [,3]

## [1,] -0.51 0.55 0.66
## [2,] -0.63 -0.76 0.16
## [3,]1 -0.59 0.33 -0.74

B=matrix (nrow=3,ncol=3, byrow=TRUE, ¢ (
3, 0, 4,
1, 7, 6,
4, 7,10))
B

#4 [,11 [,2] [,3]
#+ [1,] 3 0 4
tH [2,] 1 7 6
## [3,] 4 7 10
A+B

## [,11 [,2] [,3]
#4 [1,] 7 1 7
## [2,] 2 13 8
## [3,] 7 9 14

Multiplicacion con un escalar:
c_ll=matrix(nrow=1l,ncol=1,c(2))

c_11%x%A

## [,11 [,2] [,3]
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#4# [1,] 8 2 6
## [2,] 2 12 4
## [3,] 6 4 8

Multiplicacion de matrices:

D=matrix (nrow=3,ncol=2,byrow=TRUE, ¢ (
1, @,

2, 1,

3,10))

D

i [,1]
## [1,] 1
t# [2,] 2
## [3,] 3

i [,11 [,2]
## [1,] 15 31
## [2,] 19 26
## [3,] 19 42

Dependencia lineal:

v_l=matrix (nrow=3,ncol=1,byrow=TRUE, ¢ (
0,
2,
3))
v_1
## [,1
#4# [1,]

]
0
# [2,] 2
## [3,] 3

v_2=matrix (nrow=3,ncol=1,byrow=TRUE, ¢ (
0,
4,
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Forma cuadratica:

x=matrix (nrow=3, ncol=1, byrow=TRUE, ¢ (
.7,

.4,

.9))

X O W o

## [1,]1 8
## [2,] 4.
## [3,] O
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tx=t (x)

tx

i

Resultado=t (x)
Resultado

ik

n

n

Z Z Xi@QijXj

i

1

1j

x[1,1]+

o\

*

o\

All,1]

o\

*

o

tx[1,1]

x[2,1]+

o

*

o\

Al2,1]

o

*

o

tx[1,1]

A[3,1] x[3,1]+

tx[1,1]

ik

aijx,-xj

1<i,j<ni#j

+

2
i

Z a;; X:
L

tx[1,1]172%*%A[1,1]+
tx[1,2]72%*%A[2,2]+
tx[1,3]172%*%A[3,3]+

tx[1, 2]

Al[l,2]%*%x[1,1]+

oe

*

oe

301



Modelos lineales para evaluacion genética en animales

## [,1]
## [1,] 4
# [2,] 1
## [3,] 3

rango_A=as.matrix (qgr (A) $Srank)
rango_A

## (,1]
## [1,] 3

Matriz diagonal:

M=matrix (nrow=3,ncol=3,0);diag(M)=c(1,2, 3)
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I=matrix (nrow=3,ncol=3,0);diag(I)

I

##
##
##
##

##
##
##
##

S W W s W o O O B

Sl W

Matriz identidad:

~ J O — N o B — N o B —

~N 3 O —

SN W

SN W
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Matrices singulares y no singulares:

#matriz no singular

A

## (,11 [,2] [,3]
## [1,] 4 1 3
#t# [2,] 1 6 2
## [3,] 3 2 4

rango_A#rango completo

4 (,1]
## [1,] 3

det (R) #determinante diferente de 0

## [1] 34

#matriz singular

B

## (11 [,2] [,3]
## [1,] 3 0 4
## [2,] 1 7 6
## [3,] 4 7 10
ncol (B)

## [1] 3

nrow (B)

## [1] 3

det (B) #determinante igual que 0

## [1]1 O
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rango_B=qr (B) Srank
rango_B#rango incompleto

## [1] 2

Matrices invertibles. Utilizaremos la libreria <<MASS> [18] para calcular la
inversa:

library ("MASS")
Ainv=solve (A7)
Ainv

## [,1] (21 [,3]
## [1,] 0.588 0.059 -0.47
## [2,] 0.059 0.206 -0.15
## [3,]1 -0.471 -0.147 0.68

Ainv%*%A

## (,11 [,2] [,3]

## [1,] 1 0 0

## [2,] 0 1 0

## [3,] 0 0 1
A%S*%$Ainv

#4# [,1] [,2] [,3]
## [1,] 1 0.0e+00 0
## [2,] 0 1.0e+00 0
## [3,] 0 -1.1le-16 1

Transpuesta de una matriz:

Btrans=t (B)

Btrans

it [,11 [,2] [,3]
## [1,] 3 1 4
## [2,] 0 7 7
## [3,] 4 6 10
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Matriz simétrica:

H=matrix (nrow=3, ncol=3,¢(1.00,0.50,0.25,
.5,1.00,0.65,
.25,0.65,1.25), byrow=TRUE)

#i (11 [,2] [,3]
## [1,] 1.00 0.50 0.25
## [2,] 0.50 1.00 0.65
## [3,] 0.25 0.65 1.25

Hinv=solve (H)
Hinv

## [,11 [,2] [,3]
## [1,] 1.35 -0.75 0.12
## [2,] -0.75 1.93 -0.85
## [3,] 0.12 -0.85 1.22

Matriz definida positiva:

J=matrix (nrow=3, ncol=3, c(
1,0, O,
0,2, 0,
0,0, 3

), byrow=TRUE)

J

ki [,1]
## [1,] 1
# [2,] 0
## [3,] 0

A

i (,11 [,2] [,3]
# [1,] 4 1 3
t [2,] 1 6 2
## [3,] 3 2 4
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A_lambdas=eigen (A) Svalues
A _lambdas

## [1] 8.70 4.41 0.89

A_defiposi=t (x)%$*%$A%*x%x
A_defiposi

## (,1]
## [1,] 562

#En el caso de J
J_lambdas=eigen (J) $Svalues

Determinante de una matriz:

A
4 (,11 [,2] [,3]
## [1,] 4 1 3
#H [2,] 1 6 2
#H [3,] 3 2 4
detA=det (A7)
detA
## [1] 34

Inversa generalizada:
B
ik (,11 [,2] [,3]
## [1,] 3 0 4
# [2,] 1 7 6
## [3,] 4 7 10
detB=det (B)

detB# por consiguente no tiene inversa

- Mario Fernando Ceréon-Mufoz
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## [1]1 O

#Tendria inversa generalizada
Binvgen=ginv (B)
Binvgen

ki [,1] [,2] [,3]
## [1,] 0.122 -0.080 0.0411
## [2,] -0.130 0.126 -0.0033
## [3,] 0.076 -0.023 0.0525

B%$x%Binvgen%$*%B

## (,1] [,21 [,3]
## [1,] 3 3.1le-15 4
## [2,] 1 7.0e+00 6
## [3,] 4 7.0e+00 10
E

ik (,11 [,2]

## [1,] 15 31
## [2,] 19 26
## [3,] 19 42

#Tendria inversa generalizada
Einvgen=ginv (E)
Einvgen

ik (,1] [,2] [,3]
## [1,] -0.026 0.142 -0.069
## [2,] 0.022 -0.066 0.048

confirmado=E%$*%Einvgen%*%E
confirmado

## (,11 [,2]
## [1,] 15 31
## [2,] 19 26
## [3,] 19 42
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Matriz de varianzas y covarianzas y matriz de correlaciones:

Sigma=matrix (nrow=3,ncol=3, ¢(100,30,-5,
30,10,5,
-5,5,6),byrow=TRUE)

Sigma

#4# (,11 [,2] [,3]
## [1,]1 100 30 -5
# [2,] 30 10 5

rho=cov2cor (Sigma)
rho

## (.11 [,2] [,3]
## [1,] 1.00 0.95 -0.20
## (2,1 0.95 1.00 0.65
## [3,]1 -0.20 0.65 1.00
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BASES DE PROBABILIDAD

Carlos Alberto Martinez Nifio
Universidad Nacional de Colombia, sede Bogota

A través de este texto se hard un uso extensivo de modelos matematicos, en
particular, una clase de ellos denominados modelos estadisticos, los que se definen
como una familia de modelos mateméaticos que buscan representar el proceso que
generd los datos y constan de al menos dos componentes: una funcién matemaética
que expresa la relacion entre la esperanza (u otro pardmetro de localizacion) de la
variable respuesta y un conjunto de variables explicativas (componente sistematico)
y una distribucion de probabilidad que caracteriza la variacion aleatoria de la respuesta
(componente estocdastico).

Notese en el parrafo anterior, que las palabras que se encuentran en letra cursiva
son términos desconocidos para la mayoria de las personas que se estan iniciando en el
estudio del mejoramiento genético y 4reas afines e incluso, para algunas que cuentan
con alguin grado de conocimiento en la materia. Ademads, son conceptos que se tratan
de una manera superficial en la mayoria de los cursos de introduccién a la estadistica
que se ofrecen en las carreras del sector agropecuario.

Estas definiciones hacen parte de la rama de la matemadtica conocida como
probabilidad, la cual estudia fendémenos aleatorios y se encarga de dar un tratamiento
matematico al azar. Ahora bien, es importante reiterar que la probabilidad es una
rama de la matemadtica que no hace parte de la estadistica, por lo tanto, se trata de
dos disciplinas diferentes, pero estrechamente ligadas tanto en la teoria como en la
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practica. La estadistica estudia la variacion aleatoria utilizando los axiomas de la teoria
de la probabilidad; esta definicién deja atin més clara la relacion entre la estadistica y
la probabilidad, pero a la vez indica que son areas separadas.

En este capitulo se presenta una introducciéon muy general a la teoria de la
probabilidad, que busca brindar algunos conceptos clave que permitan al lector
comprender la notacion y las propiedades de los modelos estadisticos usados
en evaluacion genética. De ninguna manera se pretende hacer una presentacion
totalmente rigurosa y profunda del tema; ademads, con el 4nimo de enfatizar en
la simplicidad y sacrificando el rigor, algunas definiciones no son completamente
formales, esta situacion se aclara donde se requiera precisarlo. Iniciamos con la
definicién de algunos conceptos fundamentales de la teoria de la probabilidad.

Experimento aleatorio: un experimento es aleatorio, si su resultado no puede ser
determinado de antemano. Al emplear la palabra “experimento”, muchos piensan en
una situacién que requiere un ensayo muy elaborado como los que se realizan en
investigacion agropecuaria; no obstante, en este contexto se pueden citar ejemplos
mucho maés sencillos que pueden encontrarse a diario en el campo de la produccion
animal:

1) determinar el peso de un individuo
2) medir la produccién de leche de una cabra
3) determinar el perimetro del craneo de un perro Rottweiler

4) genotipificar un bufalo.

Espacio muestral (S): conjunto de todos los posibles resultados de un experimento
aleatorio.

Ahora bien, muchos conceptos de la teoria basica de probabilidad requieren la
definicion de sigma-algebra, pero un tratamiento detallado de dicho concepto va mas
alla del ambito de este libro; por lo tanto, algunas de las definiciones que implican
una sigma-algebra no seran totalmente rigurosas (matematicamente hablando). Aqui
simplemente diremos que una sigma-algebra es una coleccion de subconjuntos de S
que satisface ciertas condiciones. La importancia de mencionar la sigma-algebra viene
dada por la siguiente definicion.

Eventos: son los elementos de una sigma-algebra. Sin embargo, una definicién mas
pragmatica que funciona para efectos de este texto es la siguiente (siguiendo a Casella
y Berger [61]): un evento es un subconjunto del espacio muestral (incluyéndolo).
Teoricamente, para poder definir evento como cualquier subconjunto de S, se debe
elegir un tipo particular de sigma-algebra, pero estos detalles se omiten. La importancia
de esta definicién es que los eventos son la clase de subconjuntos de S a los que podemos
asignar medidas de probabilidad, un concepto que se introduce mas adelante.
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Algunos eventos de interés son:

1) el evento A U B (unioén de A y B) ocurre, si y solo si, A ocurre, B ocurre o los dos
ocurren

2) el evento A N B (interseccién de A y B) ocurre, si y solo si, A y B ocurren
3) el evento A€ (complemento de A) ocurre, si y solo si, A no ocurre
4) el evento A \ B (diferencia de conjuntos) ocurre, si y solo si, A ocurre pero B no.

Eventos mutuamente excluyentes o disjuntos: dos eventos A y B son mutuamente
excluyentes o disjuntos si estos no pueden suceder simultdneamente, es decir, sucede
A o sucede B pero nunca los dos a la vez, formalmente escribimos:

ANB=¢g

Donde @ es el conjunto vacio.

La siguiente es una definicion central en la teoria de la probabilidad, pues dio lugar
a la axiomatizacién de la disciplina, esto permite darle un tratamiento matematico
riguroso, independientemente de la interpretacion que se le dé a la probabilidad.

Medida de probabilidad: sea S un espacio muestral y F una sigma-algebra, una
funcién P(¢) con dominio F que satisface:

1) P(A) >0VAEF
2)P(S) =1

3)Si A;, A,, ... € F son disjuntos.

= P(UR,A;) = ), P(A)

i=1

Se conoce como una medida de probabilidad. Ademads, estas tres propiedades se
conocen como axiomas de Kolmogorov, en honor a quien los creo, el matematico ruso
Andréi Nikolayevich Kolmogorov (1903-1987). Este desarrollo axiomatizé el concepto
de probabilidad, de alli su gran importancia.

La tripla (S, F, P) se conoce como espacio de probabilidad y es un constructo
matematico que nos dice cudles son los resultados posibles del experimento aleatorio

(S), a qué subconjuntos del mismo les podemos asignar una medida de probabilidad
(elementos de F)y como es tal medida (P).
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Una vez presentados los conceptos de evento y medida de probabilidad, podemos
hablar de evento seguro, aquel tal que P(A) = 1, y evento imposible, aquel tal que
P(A) = 0. Ademas, para un par de eventos A y B, se tiene:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Ejemplo de medida de probabilidad en genética : considere un locus bialélico (alelos
denotados como I y R) bajo equilibrio de Hardy-Weimberg, en el genoma de un
organismo diploide. El experimento aleatorio consiste en seleccionar un animal al azar
y determinar su genotipo para este locus. Definamos los eventos.

A := “el genotipo es II”
B := “el genotipo es IR”
C := “el genotipo es RR”.

Entonces S = {A,B,C}. En este ejemplo definimos F = partes de S (todos los
posibles subconjuntos de S), esto es:

F=(2,A,B,C,AUB,BUC,AUC,S)

Notese que el individuo solo puede tener uno de los tres genotipos posibles, asi, los
eventos A, By C son mutuamente excluyentes. Ademads, la medida de probabilidad se
construye de la manera usual empleando el supuesto de equilibrio de Hardy-Weimberg.
Asi, definimos p como la probabilidad de observar el alelo I y corresponde a la
frecuencia relativa de este alelo en la poblacién, luego, se obtienen las frecuencias
de cada genotipo como p? para II, 2p(1 — p) para IR y (1 — p)? para RR, es decir,

p? = P(A4),2p(1 — p) = P(B),(1 — p)* = P(C).

Ahora, procedemos a examinar los axiomas de Kolmogorov para esta media de
probabilidad, asi:

P(S) = p*+2p(1 — p)+ (1 — p)?
(p+(1-p)*=1

Ademas, en efecto, P(E) >0V E € F.

Es importante considerar la siguiente propiedad: para todo evento A, P(A€) = 1 —
P(A), esto nos permite comprobar el axioma restante. Al calcular P(A U B), se tiene en
cuenta que el evento A U B ocurre si y solo si el evento C no ocurre, esto es:
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P(AUB)=1-P(C)
=1-(1-py
=p*+2p(1—-p)+(1—p)*—(1-p)*
= p®+2p(1 - p)
= P(A) + P(B)

Siguiendo argumentos similares, se tiene que:

P(BuC)=2p(1—p)+(1—p)*=P(B)+P(C)
P(AUC)=p?>+ (1 —-p)>=PA)+P(C)

Ademas, como P(@) = 0y para cualquier evento E, E N @ = &, se llega a que:

P(Eu @) = P(E) + P(®) — P(®)
= P(E)

Finalmente:

P(AUBUCU®) = P(S)
=1
=p*+2p(1-p)+(1—p)+0
= P(A) + P(B) + P(C) + P(®@)

Por lo tanto, se satisface el tercer axioma.

Ahora que se ha dado la definicion de medida de probabilidad, podemos discutir la
de independencia probabilistica. De manera informal, dos eventos son independientes
cuando la ocurrencia de uno no afecta la del otro. A nivel probabilistico, esto implica
que:

P(A N B) = P(A)P(B)

Es decir, la probabilidad de que los dos eventos ocurran es igual al producto de las
probabilidades marginales.

Para continuar con esta breve introduccion a la teoria basica de la probabilidad,
discutimos el concepto de probabilidad condicional. Si sabemos que el evento B ha

317



Modelos lineales para evaluacién genética en animales

ocurrido, ¢cudl es la probabilidad de que ocurra A?, la respuesta a esta pregunta
estd dada por la probabilidad del evento A dado que se observo el evento B, que se
simboliza como P(A|B) y se lee “probabilidad de A dado B”. Entonces, si B aporta
informacidén sobre A, la observacion “B ha ocurrido”, proporciona informacion sobre la
probabilidad de que A ocurra. La pregunta que surge en este punto es: ;c6mo computar
esta probabilidad?, a continuacion, se presenta un resultado que nos permite calcularla.

Regla del producto. La probabilidad del evento ANB puede escribirse de como sigue:

P(ANB) = P(A|B)P(B)
= P(B|A)P(A)

Notese que a partir de la regla del producto podemos encontrar una expresion para
la probabilidad de A dado By la probabilidad de B dado A.

P(A|B) = P—(;‘(;)B )
P(B|A) = %

Esimportante acotar que P(A|B)y P(B|A) estan definidas siempre y cuando P(B) #
0y P(A) # 0, respectivamente.

Esta regla, junto con el teorema que se presenta enseguida son ampliamente
utilizados y nos llevardn a un resultado de gran importancia, no solamente en
mejoramiento genético, sino en la estadistica en general: el teorema o regla de bayes.

Teorema o ley de la probabilidad total. Si By, B,, ..., B,, son eventos que forman una
particion del espacio muestral y A es otro evento del mismo espacio de probabilidad,
entonces:

P(A) = )" P(A|B;)P(B))
i=1

Notese que para cada i, P(A|B;)P(B;) = P(ANB;), por lo tanto, este teorema nos dice
que la probabilidad del evento A, puede calcularse como la suma de las probabilidades
de sus intersecciones con los eventos By, B,, ..., B,. Es importante notar que, en el
teorema se menciona que estos eventos forman una particion del espacio muestral, esto
quiere decir, no solamente que la unién de estos eventos es igual al espacio muestral,
sino que son disjuntos por pares.

Ahora exploramos una propiedad para el caso de eventos independientes. La
intuicion nos dice que si A y B son independientes, entonces el hecho de que ocurra B
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no provee informacion sobre la probabilidad de ocurrencia de A y de manera similar,
la ocurrencia de A no provee informacion alguna sobre la probabilidad de ocurrencia
de B. Por lo tanto, si A y B son independientes, se deberian satisfacer las siguientes
identidades: P(A|B) = P(A) y P(B|A) = P(B). Estas son facilmente establecidas
siguiendo la propiedad de eventos independientes que se mencioné previamente. Asi,
si P(B) # 0, P(A) # 0y ademas A y B son independientes, entonces:

P(ANB)

P(AIB) = — B

_ P(AP®B)

P(B) (. independencia)

= P(A)

Similarmente:

P(ANB)

P(B|A) = — D

_ P(A)P(B)
~ P(A)

= P(B)

Teorema o regla de bayes. Sean A y B eventos asociados a un mismo espacio de
probabilidad, entonces la probabilidad condicional de A dado B se calcula como sigue:

P(B|A)P(A
peals) - PBIAPA)

P(B)

Para llegar a este resultado, simplemente se aplica la férmula que ya se habia
presentado:

Posteriormente, se reescribe el numerador usando la regla del producto. Por otro
lado, existe una version equivalente que involucra la regla o teorema de la probabilidad
total, pero que requiere modificar el enunciado. Sean A;, A,, ..., A, eventos que
forman una particién del espacio muestral y B es otro evento del mismo espacio de
probabilidad, entonces, para cualquieri = 1,2, ..., n:
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P(B|A;)P(A;)
> P(BIA)P(A))

P(A;|B) =

Notese que la regla de la probabilidad total se aplicé en el denominador.

Variables aleatorias : un concepto central en probabilidad y en sus multiples
aplicaciones es el de variable aleatoria, puesto que es el tipo de variables estudiadas por
esta disciplina. En el campo del mejoramiento genético animal las variables aleatorias
estdn siempre presentes. El fenotipo se modela como una variable aleatoria observable,
mientras que los valores genéticos de los individuos (capitulos 4 hasta la seccién 6.2) o
los efectos aditivos de los marcadores moleculares (capitulo 7) se consideran variables
aleatorias no observables. En libros introductorios a la genética cuantitativa como el
libro de Falconer y Mackay [38], se hace un tratamiento de los diferentes tipos de
efectos genéticos sin necesidad de lidiar con conceptos y propiedades de variables
aleatorias, sin embargo, al estudiar los modelos estadisticos utilizados en evaluacién
genética, es necesario tener una comprension minima de las variables aleatorias y
algunas funciones asociadas a las mismas como la funcién de distribucién acumulativa,
y las funciones de densidad de probabilidad (caso continuo) y de masa de probabilidad
(caso discreto). Iniciamos con una definicion informal del tipo de variables aleatorias
que nos interesan en este texto.

Variable aleatoria real: una variable aleatoria real es una funcién que va del espacio
muestral a los nimeros reales.

Asi, la variable aleatoria real tiene como dominio el espacio muestral y como rango
los nimeros reales (tipicamente un subconjunto). Ahora nos enfocamos en una funcién
que caracteriza las variables aleatorias, de alli su importancia.

Funcioén de distribuciéon acumulativa. sea X una variable aleatoria real, su funcién
de distribucién acumulativa (FDA) se define como:

Fx(x) = P(X < x),paratodo x € R

Una puntualizacidn importante en términos de notacion es la siguiente: las letras
mayusculas indican la variable aleatoria, mientras que letras minudsculas indican un
valor particular de la misma; un valor particular que toma una variable aleatoria se
conoce como una realizacion o valor realizado. Asi, en la anterior definicion, se puede
escribir de manera equivalente:

Fx(a) = P(X < a),paratodoa € R

Notese que esta funcién estd definida para todos los nimeros reales. En esta
notacién, el subindice X de la letra F representa la variable aleatoria que se estd
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considerando, puesto que usualmente se usa la letra F para denotar la FDA de cualquier
variable aleatoria. Esta funcién goza de varias propiedades, pero algunas son avanzadas
para el alcance de este texto, por lo tanto, nos restringimos a mencionar que es
una funcién no decreciente, y que ademds de la probabilidad que se presenta en su
definicién, nos permite calcular probabilidades de la siguiente manera:

P(m < X <n)=Fx(n)—Fx(m)

Notese que el intervalo es abierto a izquierda y cerrado a derecha, este detalle se
tratard mas adelante. Otra propiedad muy util de esta funcién es que su naturaleza
nos permite establecer el tipo de variable aleatoria, pero antes, debemos describir
cudles son los tipos de variable aleatoria que podemos encontrar. En primer lugar, una
variable discreta es aquella que toma valores en un conjunto finito o en un conjunto
infinito numerable, por otro lado, una variable continua toma valores en un intervalo
de nameros reales (o simplemente intervalo real) que es un conjunto infinito no
numerable. Por ejemplo, el tamafio de camada en perros es un numero entero positivo
que puede variar desde 1 hasta algtin umbral superior como 18, asi, esta variable puede
tomar valores en un conjunto de tamafio 18, es una variable discreta. Por otro lado,
la altura a la cruz de un perro tomaré valores en un intervalo de nimeros reales
de la forma [a,b]; por ejemplo, en la raza Rottweiler, la alzada de los machos a la
cruz va de 61 a 68 cm, asi esta variable pertenece al intervalo [61, 68], el cual, como
cualquier intervalo real, tiene infinitos elementos y no es numerable, asi, tenemos una
variable continua. Una vez hecha esta salvedad, podemos definir tres tipos de variables
aleatorias observando directamente la naturaleza de su FDA asi:

1): variable aleatoria discreta. Si la FDA de X es escalonada (tiene saltos), entonces
X es una variable aleatoria discreta.

2). variable aleatoria continua.Si la FDA de X es continua, entonces X es una
variable aleatoria continua.

3): variable aleatoria mixta. Si la FDA de X se puede expresar como una
combinacidn lineal de una funcién continua y una funcién escalonada, entonces X
es una variable aleatoria mixta.

Nos enfocamos en los dos primeros tipos. La Figura FIGURA NRO. 9.1 muestra
la FDA para una variable aleatoria discreta y la FIGURA NRO. 9.2 la de una variable
aleatoria continua.

Las letras a, b y c indican la magnitud de cada salto y esta corresponde a la
probabilidad de que la variable aleatoria tome el valor que corresponde en el eje X.
De aqui se pueden calcular algunas probabilidades como las siguientes:

PX=2)=a
P(X=1)=b
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Figura 9.1: Funcion de distribucion acumulativa de una variable aleatoria discreta
que toma valores en el conjunto {0,1,2,3}.
Fuente: elaboracion propia (2024).

PX=0)=c
PX<2)=a+b+c
Pl<X<2)=a+b
PX<2)=b+c
La propiedad de que la magnitud del salto en cada uno de los posibles valores
de la variable aleatoria sea la probabilidad de que esta tome dicho valor es muy
conveniente pues le concede una interpretacion a esta magnitud. Esto se traduce en

una caracteristica de la funcion de masa de probabilidad, concepto que se estudiara
mas adelante. Ademads, asi puede verse la razon por la cual

P(m < X <n)=Fx(n)—Fx(m)

Pues, al sustraer Fx(m) se incluye la probabilidad de que la variable aleatoria tome
este valor y, por lo tanto, el intervalo no incluye su limite inferior, es decir, es abierto a
izquierda.

Ahora volvemos nuestra atencion hacia el caso continuo (FIGURA NRO. 9.2). El
siguiente es un tipico ejemplo de como luce la FDA de este tipo de variable aleatoria,
aunque vale mencionar que no siempre se tendr4 esta forma sigmoidea.

Haciendo a un lado las explicaciones técnicas, la probabilidad de que estas
variables aleatorias tomen un valor puntual es cero, esto afecta de cierta forma la
interpretabilidad, pero trae una propiedad que se escribe de la siguiente manera:

Fx(n) — Fx(m)=P(m <X <n)
=Pm<X<n)

=Pm <X <n)
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Figura 9.2: Funcion de distribucion acumulativa de una variable aleatoria continua
que toma valores en los reales positivos.
Fuente: elaboracién propia (2024).

=Pm< X <n)

Lo cual es ventajoso, porque al calcular probabilidades en intervalos no debemos
preocuparnos por los valores en la frontera. En la FIGURA NRO. 9.3 la magnitud a
representa la diferencia entre Fx(x,)y Fx(x;)y, por lo tanto, es la probabilidad de que
la variable tome valores entre x; y X, y como se acaba de discutir, el intervalo puede ser
cerrado, abierto o mixto pues esto no cambia la probabilidad en el caso continuo.

Ejemplo de construccién de una variable aleatoria discreta en genética: continuemos
con el ejemplo de un locus bialélico para un organismo diploide. Definimos la variable
aleatoria discreta X como el conteo de alelos I en el genotipo observado. Es decir:

2, si A ocurre 2, siel genotipo es I1
X =11, siBocurre =11, siel genotipo es IR
0, si C ocurre 0, si el genotipo es RR

Notese que X es una funcién que va de S (espacio muestral) a los numeros reales, en
este caso particular al subconjunto {0, 1, 2}. A esta variable aleatoria se le conoce como
la dosis génica o dosis alélica. La FIGURA NRO. 9.3 presenta la FDA para esta variable
aleatoria.

Figura 9.3: Funcion de distribucion acumulativa de la dosis génica cuando p = %
Fuente: elaboracién propia (2024).
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A continuacion, se presentan dos conceptos previamente mencionados, la funcién
de masa de probabilidad (caso discreto) y funcion de densidad de probabilidad (caso
continuo), las cuales estan ligadas a la FDA.

Funciéon de masa de probabilidad (FMP). Sea X una variable aleatoria discreta.
Definimos su FMP como:

fx(x)=PX=x)Vx€ER

Continuando con el ejemplo de genética, asumiendo que el locus en cuestion esta
bajo equilibrio de Hardy-Weinberg (EHW), la FMP de la dosis génica puede escribirse
como sigue:

p? six =2
2p(1—p), six=1
(1-p)2, six=0
0, en otro caso

fx(xX)=PX =x) =

Como se mencioné antes, una propiedad de la que goza la FMP es que, al graficarla,
su altura indica la probabilidad de que la variable aleatoria tome el valor respectivo. La
FIGURA NRO. 9.4 indica la FMP para la dosis génica.

Figura 9.4: Funcion de masa de probabilidad para la dosis génica con p = % Las

lineas verticales se incluyen meramente para facilitar la visualizacién de la grafica.
Fuente: elaboracién propia (2024).

La FMP esta definida para todos los reales, pero solo tomara valores positivos en
los puntos donde la FDA presenta saltos, y su valor en cada uno de dichos puntos
corresponde a la magnitud del salto. Asi, al sumar los valores no nulos de la FMP
desde el valor mas pequefio que puede tomar la variable aleatoria hasta un punto a
cuya FMP no es nula, o el valor méas pequefio que a, y mds cercano a a, cuya FMP no
es nula, tenemos Fy(a). Sumado a esto, al observar la grafica de una FMP, las regiones
con mayor altura corresponden a aquellas en las que la variable aleatoria toma valores
con mayor frecuencia.
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Funcion de densidad de probabilidad (FDP): sea X una variable aleatoria continua.
La FDP de X es la funcién que satisface:

Fy(x) = f Fr(Od

Es importante recalcar que la FDP no siempre existe y que aquellas variables
aleatorias para las que existe se denominan absolutamente continuas. La mayoria de las
distribuciones continuas que se emplean en bioestadistica, y en particular, en genética
cuantitativa y mejoramiento genético, son de este tipo. Por ejemplo, en seleccién
gendmica, un supuesto usual es asumir que los efectos aditivos de los marcadores son
variables aleatorias independientes, cada una de las cuales siguen una distribucion
normal o Gaussiana con media 0 y varianza o2, entonces su densidad existe y tiene
la forma:

X
fx(x) = —¢%m ,x € R

Si se grafica esta funcidn, la altura de la misma en un punto dado no puede
interpretarse como la probabilidad de que la variable aleatoria tome este valor, de
hecho, es posible que la altura de la funcién sea mayor que 1, lo cual no representa
ninguna falencia ya que esto no estd proporcionando una medida de probabilidad. La
FIGURA NRO. 9.5 muestra la grafica de la FDP de una variable aleatoria absolutamente
continua que toma valores en los nimeros reales, se muestra el 4rea bajo la curva entre
los puntos x; y x, que corresponde a la probabilidad de que la variable tome valores en
este intervalo.

Figura 9.5: FDP de una variable aleatoria absolutamente continua que toma valores
en los numeros reales.
Fuente: elaboracion propia (2024).

La FDP nos permite calcular la probabilidad de que la variable aleatoria tome
valores en un intervalo dado. Consideremos la FIGURA NRO. 9.5, el drea bajo la curva
entre los puntos x; y x,, representada por la letra a, corresponde a:

P(xl <X§x2)=P(x1 SXSXz)
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=P(Xl <X<XZ)

=P(x1 SX<X2)

Nuevamente, esto ilustra una ventaja que tienen las variables aleatorias continuas,
la probabilidad no varia si el intervalo incluye o no los extremos. Al observar la FIGURA
NRO. 9.4 y la FIGURA NRO. 9.5, se advierte la relacion que existe entre la FDA y la FDP
puesto que a es el drea bajo la curva entre x; y x, de la FDP, pero también es la diferencia
entre Fx(x,) y Fx(x;) en la FDA. Esta relacion siempre se tiene y viene dada por un
resultado conocido como el teorema fundamental del cdlculo, esto es, para x, > x1:

FX(xz)_FX(x1)=f Fx(x)dx

Ademas, el teorema fundamental del célculo también nos dice que la densidad es
la derivada de la FDA. Se emplean integrales porque estas permiten calcular el drea
bajo la curva de una funcién (siempre y cuando esta sea integrable, que es el caso
de la FDP). El lector interesado en mayores detalles sobre integracion y el teorema
fundamental del célculo puede consultar el libro de calculo de Stewart [79] para una
presentacion amigable del tema, o el libro de calculo de Spivak [80] para un tratamiento
mas detallado. Similar al caso de la FMP, al observar la grafica de la FDP, regiones en
las que la funcién es mayor son aquellas en las que la variable aleatoria toma valores
con mayor frecuencia.

Al discutir los saltos en la FDA en el caso discreto, se mencionaron los valores
posibles que una variable aleatoria puede tomar; similarmente, al discutir la FDA en la
FIGURA NRO. 9.5, se menciona que se trata de una variable aleatoria que toma valores
en los reales. Asi, cuando se piensa en ejemplos del sector pecuario como tamafo de
camada, dosis génica, o alzada a la cruz, se puede notar que cada variable aleatoria toma
valores en un conjunto dado. Cuando se presentaron las variables aleatorias discretas
y continuas, se hablé sobre la naturaleza de los conjuntos en los que toman valores:
finitos, infinitos numerables y no numerables. Ahora nos fijaremos en estos conjuntos
con mayor detalle, por ejemplo: podemos tener dos variables aleatorias que toman
valores en conjuntos finitos y por consiguiente son discretas, pero estos conjuntos
pueden ser completamente diferentes. Por lo tanto, a continuacion, se introduce el
concepto de conjunto soporte o simplemente soporte.

Conjunto soporte: corresponde al conjunto de posibles valores de una variable
aleatoria, dicho de otra forma, los valores que esta puede llegar a tomar. Formalmente,
tenemos esta definicién: Si X es una variable aleatoria discreta con FMP (caso discreto)
o FDP (caso absolutamente continuo) fx(x) definimos el soporte o conjunto soporte
de fx(x) como:

X=1{x:fx(x)>0}
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En el caso discreto, debido a la interpretaciéon que se puede hacer de la FMP,
podemos escribir X = {x : fx(x) = P(X = x) > 0}. Continuando con el ejemplo,
tenemos que el soporte de la distribucion de la dosis génica es X = {0, 1, 2}.

Caracteristicas generales de las FMP y FDP. Las FMP y las FDP satisfacen las
siguientes condiciones:

1) fx(x) >0Vx €R

2) Si X es una variable aleatoria discreta: ; cx [x(x)=1
3) Si X es una variable aleatoria continua f_ozo fx(x) = [y fx(x) =1

La igualdad f_o; Fx(x) = Jfx fx(x) se tiene al considerar el hecho de que fuera del
conjunto soporte X la FDP es nula, e invocar propiedades de las integrales. De nuevo, el
lector que requiera detalles sobre calculo integral puede consultar textos como Stewart
[79] y Spivak [80].

Media, valor esperado, esperanza o esperanza matemdtica de una variable aleatoria:
cuando se piensa en el valor medio de una variable se tiene la nociéon de un namero
que estd entre el valor minimo y el maximo que esta puede tomar, esto es tal vez lo
mas general que se puede pensar. Por otro lado, si se considera la frecuencia con que
la variable toma valores a través del conjunto soporte, se podria intuir que el valor
esperado o media de la variable estard influenciado por la densidad o 1a masa de estas
regiones. Asi, teniendo en cuenta los conceptos de FMP y FDP se podria postular que
el valor esperado debe combinar el soporte de la variable aleatoria y la FMP para el
caso discreto o FDP para el caso continuo. Ademas, al hablar de media, el lector puede
pensar en el estadistico (un estadistico es cualquier funcién de la muestra):

n
_ 1
x=—2x,~
ni:l

Que corresponde a la media muestral o empirica y también es un estimador la media,
esperanza o esperanza matematica, que es un parametro poblacional. La siguiente es
la definicion de media.

Sea X una variable aleatoria, definimos su media, valor esperado, esperanza o
esperanza matematica como:

o0
/ X fx(x)dx, si X es continua
—0

E[X]|=px=
Z Xfx(x)= Z xP(X = x), si X es discreta

xeX xeX
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Ahora bien, una funcién de una variable aleatoria es a su vez una variable aleatoria,
asi, se define la esperanza de una funcién g(X) de una variable aleatoria como:

0

g(x) fx(x)dx, caso continuo

D g()fx(x) = D) g(x)P(X = x), caso discreto

xeX xeX

Nota 1: la esperanza no siempre existe, sin embargo, aqui no se lidia con variables
aleatorias que presenten esta caracteristica.

Continuando con el ejemplo, la media de la dosis génica es:

2

E[X] =) xfx(x)

x=0
= 2¢p? + 1+2p(1 — p) + 0+(1 — p)?
=2p*+2p(1-p)
=2p(p+1-p)
= 2p

Nota 2: en la segunda linea del procedimiento anterior se emple6 explicitamente el

(1344

simbolo “«” para denotar producto, esto para diferenciar el valor de la variable aleatoria
y su probabilidad.

Algunas propiedades de la esperanza que son de utilidad son las siguientes: sea X
una variable aleatoria cuya esperanza existe y k una constante. Ademads, sean gy h
funciones de valor real tales que g(X) y h(X) son variables aleatorias cuyas esperanzas
existen, entonces:

1) E [kX]| = kE [X]

2)E [gX) + h(X)] = E[g(X)] + E [A(X)]
NE[k]=k

H)SiPX >k)=1=>E[X]|>k

5) Si g(x) > h(x)Vx = E [g(X)] > E[h(X)]

Las dos primeras propiedades hacen que la esperanza sea catalogada como un
operador lineal, porque las constantes pueden salir del operador quedando como
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multiplicadores y el operador aplicado a la suma es la suma del operador aplicado a
cada sumando, que en este caso, indica que la esperanza de la suma es la suma de las
esperanzas.

Algunas de estas propiedades se emplean cuando se deriva la media de la variable
respuesta en un modelo estadistico, a esta se le denomina el primer momento del
modelo.

Varianza: la media se conoce como una medida de tendencia central, pese a que
matematicamente hablando no es una medida, por lo tanto, puede ser mas apropiado
hablar de un pardmetro de tendencia central. Si ya se cuenta con un pardmetro de
tendencia central, conviene tener uno de dispersion alrededor del primero, es decir,
que resuma informacién sobre las desviaciones de la variable respecto a la media. Este
pardmetro se conoce varianza o segundo momento alrededor de la media y se define
como la esperanza de la funcion (X — uy)?, es decir:

Var [X]| = E[(X — ux)?|

Como en el caso de la media, la varianza no siempre existe, pero aqui no se trataran
estos casos. Notese ademads que la varianza es no negativa, a continuacion, se enuncian
otras de sus propiedades.

Sea X una variable aleatoria cuya varianza existe y b una constante entonces:
DVar[X]|=E[X?] - i

2) Var[bX] = b?*Var [X]

3)Var[X + b] = Var [X]

4 Var [b] =0.

La primera propiedad resulta util porque en muchos casos facilita el computo de la
varianza. En el ejemplo de la dosis génica la varianza se obtiene como sigue.

En primer lugar, calculamos E [X?]:

2
E[X?] = D] x2fx(x)
x=0
2%ep® +1%+2p(1 — p) + 0*«(1 — p)*
= (2p)* +2p(1 —p)
=2p(2p+1-p)

=2p(p+1)
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Previamente se calcul6 uy, entonces:

Var[X] = E[x?] - 2
=2p(p +1) - (2p)?
= 2p? +2p — 4p?
=2p — 2p?
=2p(1—p)

Como p toma valores en el intervalo [0, 1], podemos ver que la varianza es no
negativa, con valor de cero si p = 1 0 p = 0, ademads, debido a que la funcién

.. 1 . .. .

p(1 — p) se maximiza en p = > la varianza es méxima cuando la frecuencia del alelo
. 1 . . . . .

de referencia es > lo cual quiere decir que los dos alelos tienen la misma frecuencia y

. . . . .11

bajo EHW esto implica que los genotipos I1, IR, RR se encuentran en frecuencias 73

1 .
y 5 respectivamente.

Multiples variables aleatorias (vectores y matrices aleatorias): es posible definir
variables aleatorias multidimensionales, estas pueden arreglarse en vectores o en
matrices aleatorias, siendo el primer caso el méas comun. Ejemplos del uso de matrices
aleatorias en genética pueden encontrarse en los articulos de Martinez et al [81, 82, 83],
trabajos en los que se postulan modelos bayesianos que consideran matrices aleatorias
en seleccion gendmica y estimacidon de composicion racial, empleando marcadores
moleculares.

Asi pues, podemos definir vectores aleatorios observables como el que contiene la
variable respuesta de un modelo animal unicaracter observada en n individuos. En
algunos casos no importa si el vector es fila o columna, pero a la hora de escribir los
modelos en forma matricial se suele definir como un vector columna, por lo tanto:

También se pueden definir la FDA, FMP y FDP para multiples variables aleatorias,
los detalles técnicos se omiten.

Un apunte sobre notacion: en algebra matricial (ver Complemento 1) se emplean
letras minusculas para representar vectores y letras mayusculas para las matrices;
por otro lado, en probabilidad, en el caso univariado se usan letras mayusculas para
representar variables aleatorias y letras mintsculas para representar valores realizados
de las mismas. Asi, al introducir vectores aleatorios algunos autores siguen empleando
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letras minusculas para representarlos, mientras que otros usan letras mayusculas. Esta
situacién no representa un problema mientras la notacién sea clara.

De regreso al tema de esta seccion, al considerar multiples variables aleatorias
aparecen conceptos como distribucion conjunta, distribuciones condicionales y
distribuciones marginales. Por ejemplo, si X y Z son variables aleatorias absolutamente
continuas podemos escribir f(x 7)(x,z) (densidad conjunta), fxz(x|2), fzx(z|x)
(densidades condicionales) y fx(x), fz(z) (densidades marginales). En el caso de tres
o mas variables aleatorias se puede hablar de distribuciones conjuntas, marginales
univariadas, marginales conjuntas, marginales conjuntas condicionales y marginales
univariadas condicionales con sus respectivas FDP o FMP segun el caso. La regla del
producto puede extenderse al caso de una FDA o FMP, lo que a su vez permite escribir

fx12(x12) ¥y f(z1x)(2]x), asi:

fx.z)(x,2)
f(X|Z)(x|Z) = %
fx.z)(x,2)
f(Z|X)(Z|x) = %

Consideremos el caso de tres variables aleatorias absolutamente continuas X, Z, y
W, los siguientes son algunos ejemplos:

1) Densidad conjunta: f(X,Z, W)(x,z,w)
2) Densidades marginales univariadas: fx(x), fz(2) y fw(w)
3) Densidades marginales conjuntas: fx z(x,z), fx.w(x,w)y fzw(z,w)

4) Densidades marginales univariadas condicionales completas: fxzw(x|z,w),
fzixw(@lx, W)y fwix z(w|x, z)

5) Densidades marginales univariadas condicionales incompletas (no se incluyen
todos los casos posibles): fx|z(x|z), fxjw(x|w), fwz(w]|2)y fzx(z]|x)

6) Densidades marginales conjuntas condicionales: fx yz(x, w|z), fx zjw (X, z|w),
fzwix(z, w|x).

Como puede notarse, las posibilidades aumentan con el ntimero de variables
consideradas.

Independencia de variables aleatorias: dos variables aleatorias son independientes
siVx € R,Vz € R, los eventos X < xy Z < z son independientes. Esto implica que la
FDA conjunta Fy z(x, z) puede escribirse asi:
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Fx 7(x,z) = Fx(x)Fz(z)

Esto es, la FDA conjunta es igual al producto de las marginales. Ademads, si X y Z
son independientes, la PMF o PDF conjunta también corresponde al producto de las
marginales, es decir:

Ixz(x,2) = fx(X)fz(z)Vx € R,Vz €R

Similar al caso de probabilidades de eventos, bajo independencia, se esperaria que
la densidad condicional de X dado Z sea igual a la marginal de X y que la densidad
condicional de Z dado X sea igual a la marginal de Z. Esto se establece facilmente
procediendo como sigue:

Friatxlz) = A2 = (();’)Z)
_ fx(x)fz(2)
)

= fx(x)

De manera similar fx(z|x) = fz(z). Ademds, bajo independencia, también se
tiene la siguiente propiedad E [XZ]| = E [X]| E [Z] = puxHy.

Tal y como se escribio6 la regla del producto en términos de FDP y FMP, el siguiente
es el Teorema de bayes para variables aleatorias continuas y discretas, respectivamente:

fxiz(x|z) = Sfzix(z1x) fx(x)
N Jx fzix(210) fx (X)dx

_ Jax @0 fx(x)
Ix1z(x|z) = erx F2x@1%) fx (x)

Cuando tenemos p variables aleatorias Yy, Y,, ... y Y, arregladas en un vector
aleatorio Y, podemos definir el vector p-dimensional E [Y] asi:

E|[Y,]
Y
E[Y]= E [: 2]
E[Y,]
Es decir, un vector cuyas entradas corresponden a las esperanzas de variables
aleatorias unidimensionales.
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Ahora que se ha introducido el concepto de variables aleatorias
multidimensionales, se puede abordar un tema de gran importancia en estadistica y,
en particular, en el campo de la mejora genética animal. En genética cuantitativa, es
bien sabido que cuando se hace seleccidn para un fenotipo dado, se generan cambios
en la media de otros que no hacian parte del programa de mejoramiento genético,
en algunos casos estos cambian en la direccion deseada y por ende, se tiene una
ganancia extra con la que, a primera vista, no se contaba, no obstante, también se
tienen escenarios en los que el cambio ocurre en la direccion no deseada y se tiene
un efecto deletéreo con el que, de nuevo, al parecer no se contaba; esto se debe a un
fendmeno conocido como respuesta correlacionada, que se explica por la existencia de
correlacidn genética entre estos rasgos, esta correlacion se presenta si existe covarianza
genética. Ahora bien, en la presentacion del fenémeno de respuesta correlacionada
se habl6 de ganancia o pérdida con las que “al parecer no se contaba”, esto es debido
a que un programa de mejoramiento genético bien disefilado debe basarse en el
conocimiento de los pardmetros genéticos para un grupo de fenotipos relevantes en el
sistema productivo y entre estos, se encuentran las correlaciones genéticas, las cuales
permitirdn predecir la respuesta a la seleccion, no solo para algunos fenotipos en los
que se enfoque el programa, sino para todos aquellos que impactan la explotacion, esto
permite saber de antemano que rasgos se veran afectados negativamente y establecer
asi el programa de seleccion apropiado.

Volviendo a la teoria basica de probabilidad, vamos a presentar los conceptos
de covarianza y correlaciéon. La covarianza es un pardmetro que informa sobre la
asociacion lineal entre dos variables aleatorias, es un indicador de variacién conjunta.
Sean X y Z dos variables aleatorias, definimos su covarianza (segundo momento
producto respecto a la media) como:

Cov[X,Z] = E[X - E[X])(Z - E[Z])]
=E|[(X — ux)(Z — uzp)]

Sean X,Y, Z y W variables aleatorias y a, b, c y k, constantes; las siguientes son
algunas propiedades de la covarianza:

1) Cov [X,Z] = Cov [Z,X] (simetria)
2) Cov[X,Z] = E[XZ] — uxpz
3)Cov [X,X]| =Var[X]

4)Cov [X,k] =0

5) Cov [bX,kZ] = bkCov [X, Z]

6) Cov[X +b,Z + k] = Cov[X,Z]
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7) Cov [aX + bY,cZ + kW] = acCov[X,Z] + akCov|[X,W] + bcCov|Y,Z] +
+bkCov [Y, W] (bilinealidad).

Con el concepto de covarianza se puede introducir otra propiedad de la varianza:

Var[X + Z]| = Var[X] + Var|[Z] + 2Cov [X, Z]

Similarmente,

Var|[X —Z]| =Var[X]| + Var|Z] - 2Cov X, Z]

Llegado a este punto, el lector puede preguntarse sobre el comportamiento de
la covarianza cuando las variables aleatorias consideradas son independientes, a
continuacion, se discute este escenario.

Independenciay covarianza: denotamos la independencia de las variables aleatorias
XyZcomoX 1 Z.SiXyZ son variables aleatorias independientes entonces:

Cov [X,Z| = E|XZ] - uxpy
=E[X]E[Z] - pxpz (X L 2)

= Mxpz — pxHz =0

Podemos escribir este resultado como X L Z = Cov[X,Z] = 0. Esto es:
independencia probabilistica implica covarianza nula, ;qué ocurre en el otro sentido?,
en general, no es cierto que covarianza nula implique independencia, es decir:

Cov[X,Z]|=0mX L Z

Hay que recordar que la covarianza informa sobre asociacion lineal, asi, puede
haber casos de variables que tienen una asociacion no lineal que las hace dependientes
y cuya covarianza es nula. No obstante, existe una condicion bajo la cual la covarianza
nula es equivalente a independencia. Si X y Z siguen una distribucién normal
(Gaussiana) bivariada, entonces:

Cov[X,Z]|=0 < X 1Z

La varianza se expresa en unidades al cuadrado, la covarianza por su parte se
expresa en el producto de las unidades en las que se expresan las dos variables
implicadas. En muchos casos no es conveniente que el parametro de interés dependa
de las unidades, por ello, resulta ventajoso emplear el coeficiente de variacion (la razén
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entre la desviacion estandar y la media) para expresar variabilidad puesto que no tiene
unidades y su escala no varia al cambiar las unidades. Existe un pardmetro ligado a la
covarianza que también informa sobre asociacion lineal entre pares de variables, pero
que no depende de las unidades, de hecho, siempre toma valores entre -1y 1, se trata
del coeficiente de correlacién de Pearson, que se define asi:

Cov[X,Z]

JVar[x]var|z]

Var[X]>o0,Var[Z] >0

rx,z) =

Noétese que:

1) La covarianza le da el signo a la correlacion (porque el denominador siempre es
positivo)

2) Si la covarianza es nula, entonces la correlacion es nula y viceversa, entonces
podemos escribir Cov [X,Z] =0 <> rixz =0.

Al generalizar al caso de p variables aleatorias, se necesita hacer un arreglo de las

covarianzas entre cada uno de los 129 (p combinado 2) pares de variables aleatorias,

ademds, considerando que la covarianza de una variable aleatoria consigo misma es
igual a su varianza, también conviene incluir las p varianzas correspondientes. Este
objetivo se logra arreglando estos pardmetros en una matriz cuadrada conocida como
la matriz de covarianzas y denotada mediante la letra griega . En esta, tanto filas
como columnas, corresponden a cada una de las variables aleatorias consideradas, asi,
tenemos una matriz de dimension pxp que en la primera entrada de la fila uno contiene
lavarianza de Y y en las demds entradas de esta fila contiene las covarianzas de Y, con
Y, Y3, ... yY,, al proceder de forma andloga con las demas filas se construye una matriz
con la siguiente forma:

Var[Y;]  Cov[Yy,Y3] .. Cov|Yy,Y,]
s . |Cov [Y2,Y1]  Var[Y,] .. Cov[Y,Y,]
Cov [ifp, Y;| Cov [l./p, Y,] Var.[Yp]
Uf 012 O1p
— |92 o3 92p
Gpl sz 0'12)

Ademds, por la propiedad de simetria de la covarianza, es decir,

Cov|[Y;,Y;|=Cov|[Y;,Y;]|,Vi,Vj,i=1,2..,p,j =1,2,..,p,i # ]
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La matriz ¥ es simétrica y podemos escribirla asi:

O'l 012 O'lp
2
S 72p
Sim :
2
9p

Esta matriz es definida no negativa por construccion, es decir, x’ Zx > 0Vx # 0,
lo cual es anélogo a que la varianza de una variable aleatoria unidimensional sea no
negativa y asi, como en este caso, lo usual es enfocarse en varianza positiva (es decir,
se descarta que sea nula). En muchas aplicaciones resulta de interés una matriz de
covarianzas definida positiva, es decir: xTZx > 0Vx # 0.

De manera similar, podemos arreglar las correlaciones en una matriz asi:

1 rip rlp
C = 1 r2.p
sim 1

Ademads, la matriz de correlacion y la matriz de covarianzas guardan la siguiente

relacion:
-1 -1

C = |diag[Z]? | 2| diag[Z] *

-1

Donde diag [Z] 2 esuna matriz diagonal, cuyos elementos de la diagonal principal
son las raices cuadradas del inverso multiplicativo de los elementos diagonales de la
matriz de covarianzas (es decir, la raiz del inverso multiplicativo de las varianzas), esto
es:

1
-
1 (07) 2 0 oo 0
diag[Z] 2 = ()72 .. 0
1
Sim N
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BREVE INTRODUCCION A LA
ESTADISTICA BAYESIANA

Carlos Alberto Martinez Niio

Universidad Nacional de Colombia, sede Bogota

10.1. Interpretaciones de probabilidad

En el Capitulo 9 se presenta una definicion axiomatica de probabilidad. Los axiomas
de Kolmogorov nos permiten dar un tratamiento matematico a las probabilidades y
crear una gran cantidad de teoria que conduce a muchas aplicaciones de utilidad.
Sin embargo, en este capitulo nos enfocaremos en una de las dos interpretaciones
de probabilidad, la cual genera toda una escuela de pensamiento conocida como
estadistica bayesiana porque el Teorema de bayes juega un papel central.

Historicamente, la probabilidad ha estado ligada a la evaluacion de la
incertidumbre, como en los juegos de azar. Una interpretacion de la probabilidad de
ocurrencia del evento A, es su frecuencia relativa, es decir, la razén entre el niimero de
veces que ocurrid y el total de experimentos, esto implica que el experimento aleatorio
se llevo a cabo varias veces. Por otro lado, se tiene la interpretacion bajo la cual la
probabilidad es subjetiva y representa el grado de incertidumbre y las creencias sobre
el evento. Asi, cuando se dice que la probabilidad de cara de una moneda es 0.5, la
interpretacion frecuentista es que al lanzar la moneda muchas veces, en la mitad de
los lanzamientos se obtendrian caras.
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Por otro lado, si la persona apuesta un centavo a que sale cara, la interpretacion
subjetiva le diria que si sale cara gana un centavo, mientras que si sale sello pierde
un centavo, se tiene un juego justo. Consideremos ahora la probabilidad de que
llueva mafiana, asignar una probabilidad de 0.98 indica que se tiene mucha certeza
sobre la presentacion de lluvia (deberiamos llevar un paraguas), en tanto que,
asignar probabilidad de 0.02 indica alta certeza sobre la no ocurrencia del evento.
Finalmente, si asignamos una probabilidad de 0.5 (o valores cercanos), se tiene una
alta incertidumbre.

Existen escenarios en los que la interpretacidn subjetiva es mds atractiva o logica.
Considere la probabilidad de que un perro particular pase una prueba de trabajo en
una ocasion especifica; aqui no tiene sentido invocar un escenario abstracto en el
que el perro toma la prueba muchas veces bajo condiciones similares o interpretar
la probabilidad como la frecuencia de perros que pasan la prueba, se tiene interés
en el resultado de la prueba de ese perro en ese dia. La aproximacién bayesiana
a la estadistica se basa en la interpretacién subjetiva. Es importante recordar que,
por fortuna, las probabilidades se tratan de la misma manera bajo cualquiera de sus
interpretaciones.

10.2. Generalidades

El bayesiano siempre trata los pardmetros desconocidos del modelo como variables
aleatorias, esto le permite expresar el grado de incertidumbre sobre los mismos, por
lo tanto, en inferencia bayesiana se asigna una distribucion de probabilidad a los
parametros del modelo.

En adelante, denotaremos por 6 al parametro desconocido p-dimensional sobre
el cual se quieren obtener inferencias, X es un vector aleatorio n-dimensional que
contiene la variable respuesta, mientras que x los datos observados, es decir, una
realizacion de X.

El procedimiento bésico es atractivo porque sigue un razonamiento logico. Se inicia
con algun grado de conocimiento (puede ser nulo) sobre los parametros de interés;
y se postula un modelo que relaciona los datos con estos pardmetros, entonces, al
observar los datos tenemos informacién sobre los pardmetros que se puede usar para
actualizar el conocimiento sobre los mismos. Surge la pregunta acerca de la forma de
combinar el conocimiento previo (atin si es nulo) y los datos. Autores como Cox [84,
85] y Savage [86] mostraron que una forma 6ptima de actualizar el conocimiento sobre
un pardmetro es empleando el Teorema de bayes, de alli el nombre de esta escuela.

Ahora bien, tratar los pardmetros de un modelo estadistico como variables
aleatorias no es algo nuevo en mejoramiento genético, pues los valores de cria se
consideran variables aleatorias y existe una teoria para formular una distribucion
normal multivariada (lo que sustenta el modelo animal). En el Capitulo 3 se presentan
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los modelos lineales mixtos desde una perspectiva frecuentista, bajo la cual el modelo
recibe esta denominacién porque tiene efectos fijos y aleatorios, entonces tenemos
un juego de parametros que se tratan como constantes desconocidas (fijos) y otros
como variables aleatorias (aleatorios). En el caso bayesiano, todos los pardmetros son
aleatorios y por ende hablar de modelos mixtos es un poco difuso.

Otro ejemplo que motiva el uso de un marco de trabajo bayesiano en genética es la
estimacion de frecuencias alélicas. Wright [87] derivo los principios que indican que
estas frecuencias presentan variacion aleatoria, lo que justifica el uso de un modelo
bayesiano para estimarlas. Entonces, se les asigna una distribucion de probabilidad
en lugar de tratarlas como constantes desconocidas. Las ventajas de la aproximacion
bayesiana son:

1) Permite el andlisis rutinario de datos complejos
2) Se ajusta bien al andlisis de datos de gran dimensioén
3) Interpretacion adecuada de intervalos (conjuntos) de confianza

4) Permite manejar la incertidumbre de una forma estructurada y sencilla, por ello
algunos acufian la expresion “la incertidumbre es gratis™.

Ejemplos en los que un abordaje bayesiano permite tener en cuenta la
incertidumbre con relativa facilidad pueden encontrarse en Martinez et al [82, 83]. En
el caso de Martinez et al [82] desarrollaron un modelo bayesiano jerarquico (término
que se precisa mas adelante en este capitulo) para hacer predicciéon genémica (Capitulo
7) en varias poblaciones. El abordaje bayesiano permitié considerar marcadores con
genotipos perdidos haciendo la imputacién sobre la marcha (de manera automaética) y
teniendo en cuenta la incertidumbre asociada de una forma relativamente simple. Por
su parte, Martinez et al [83] propusieron un modelo bayesiano que permitio tener en
cuenta la incertidumbre sobre las estimaciones de frecuencias alélicas en la inferencia
de la composicion racial de animales hibridos empleando marcadores moleculares.

Otra de las ventajas del uso de una aproximacion bayesiana puede encontrarse en
Martinez et al [88], quienes empleando la teoria de la decisién bayesiana (tema que
se discute en la seccion 10.9), derivaron estimadores alternativos de las frecuencias
alélicas que son siempre mads precisos que el estimador usual que suele estudiarse en
genética basica y que bajo ciertas condiciones es el estimador maximo-verosimil.

Ahora nos enfocamos en un resultado de gran importancia en estadistica bayesiana
conocido como el Teorema de de Finetti, pero antes de presentarlo, se introducen
conceptos necesarios para su comprension:

Definicion. La secuencia de variables aleatorias X;,X,,...,X, es finitamente
1nt§rcamb1able si para cada una de las n! permutaciones posibles (Xg,, Xk, , -, Xk, )
se tiene :

d
(XKI’XKZ’ ’XKn) = (Xl’XZ’ ,Xn)
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d
Donde, = significa igualdad en distribucién. Es decir, el orden de las variables
aleatorias no altera su distribucién conjunta.

Definicion. La secuencia de variables aleatorias X, X>, ..., X,,, ... es infinitamente
intercambiable si cada secuencia finita (X;, X,, ..., X,,,), s intercambiable, m > 1.

Las variables idéntica e independientemente distribuidas (iid) son intercambiables,
pero la intercambiabilidad no implica independencia, como lo indica el siguiente
ejemplo. Considere la FMP conjunta:

e@(xl +XZ)+¢X1 X

1+ 20 + e26+¢”

JFlx1,x0) =
X1 (= {0, 1}, X2 (= {O, 1}

Las variables aleatorias X; y X, son intercambiables porque la FMP conjunta
se mantiene invariante a su orden y lo mismo ocurrird con la FDA, pero no son
independientes porque su FMP conjunta no puede escribirse como el producto de dos
funciones, una que depende solo de X; y otra que depende solo de X,.

Teorema de de Finetti: si X;,X,,...,X,,... €s una secuencia de variables aleatorias
infinitamente intercambiables, entonces, existe una variable aleatoria 6 con funcién de
distribucion IT y soporte €, tal que condicionando en 6, X7, X5, ..., X,,, son iid Vim > 1.
El resultado también se tiene en la otra direccion, esta doble implicacion corresponde
al Teorema de de Finetti. Ahora bien, otra forma de ver el Teorema es la siguiente:

X1,X5, ..., X;|0s0niidy6 ~ I11(0) < X;,X>,...,X,, sonintercambiables Vm > 1.

Por lo tanto, si X7, X», ..., Xy, ... son infinitamente intercambiables, entonces, Vim >

/(H f(xile)) n(©)d6 = f(X1, X5, ., Xpm)
) i=1

(Qué nos dice esto? Que, al asumir intercambiabilidad, existe una variable aleatoria
© que permite construir un modelo en el que se pueden asumir variables iid
condicionadas en 9, dicho de otra manera, el asumir intercambiabilidad de las variables
observables nos lleva al planteamiento de una verosimilitud iid y la existencia de la
distribucién a priori.
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Llegado este punto se hace un apunte sobre notacion. En el Capitulo 9 se empleaban
subindices en la letra f para denotar la variable aleatoria y distribucién a la que
correspondia esta FDP o FMP, por ejemplo, fx(x) o fy(y). Para facilitar la notacion,
en este capitulo se optard por una notaciéon menos explicita, pero equivalente y clara,
asi, para X e Y variables aleatorias tenemos:

J(x) = fx(x)
F) = fy(y)
fx,) = fxy(x,y)
F&x1y) = fxy(x]y)
flx) = fY|X()’|x)

Similarmente, se emplea la letra F para denotar la FDA, y el argumento de la
funcién indica la variable aleatoria y la naturaleza de la distribucion, por ejemplo, si
X es una variable aleatoria con distribuciéon normal y Z es una variable aleatoria con
distribucion Poisson, F(x) es la FDA de una distribucion normal mientras que F(z) es
la FDA de una distribucién Poisson.

Continuando con la filosofia bayesiana, definimos la distribucion de los pardmetros
antes de observar los datos como la distribucién a priori o previa I1(6), esta representa
el conocimiento preliminar que, como se ha enfatizado varias veces, puede ser nulo.
Cuando se tiene una variable aleatoria absolutamente continua o una variable discreta,
la respectiva FDP o FMP se denota como 7(8), al soporte de esta distribucion se le
conoce como espacio paramétrico y se simboliza con la letra griega Q.

La funcion de verosimilitud o modelo de muestreo es la distribucién conjunta de
los datos dado 6 y se nota como f(x|6). Utilizamos la regla o Teorema de bayes para
“actualizar” nuestro conocimiento sobre 6 que se expresa mediante la distribucién
posterior, esta corresponde a la distribucién de © dados los datos y se escribe como
I1(6|x), con FDP (caso absolutamente continuo) o FMP (caso discreto) (6|x). Por lo
tanto, para una variable aleatoria absolutamente continua se tiene:

f(x|0)7(6)
g{ f(x|0)m(6)dé

r(0|x) =

La distribucién marginal m(x) = [ f(x|6)7(6)d6 no depende de 6 porque se esta
Q

integrando respecto a esta variable, por lo tanto, podemos escribir:

m(6|x) o f(x|0)7(6)
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Donde, el simbolo “«” significa proporcional, entonces, la ecuacion anterior se lee
“la posterior es proporcional al producto de la verosimilitud y la a priori”, estos son tres
elementos centrales en la estadistica bayesiana. Cabe notar que, al ser la verosimilitud
la densidad conjunta de los datos dados los pardmetros vista como funcién de los
pardmetros, existe notacion que enfatiza este hecho, por ejemplo, podemos escribir:

L(6;x) = f(x]6)
Antes de continuar con el desarrollo del tema principal de este capitulo, se discute

una propiedad de las distribuciones que resulta de utilidad para reconocer la naturaleza
de la distribucion posterior.

Sea f(x) una FDP con soporte X, sabemos que J f(x)dx = 1, esto nos permite
x

ver que una funcién integrable y no negativa g, puede convertirse facilmente en una
densidad puesto que:

fg(x)dx =k,k>0

X

Por lo tanto, podemos crear una funcién que satisface los requerimientos para ser
FDP (Capitulo 9), asi:
fx) =k 'g(x).

Veamos que en efecto f(x) integra a 1:

ff(x)dx = fk‘lg(x)dx
x

x
=k1 / g(x)dx
x
klk=1

Ademads, como k > 0,y g esno negativa, f es no negativa; en consecuencia, tenemos
una funcion de densidad. A k~! se le denomina constante normalizadora, puesto
que permite que la densidad integre a 1. Por otro lado, la funcién g se conoce como
nucleo. De esta manera, ciertas integrales complejas pueden resolverse facilmente si
el integrando corresponde al nucleo de una densidad y se est4 integrando sobre el
conjunto soporte. En el caso discreto, se puede seguir un procedimiento andlogo que
muestra la misma descomposicién para la FMP.

En el EJEMPLO 10.2 se presentan dos casos, el de una variable aleatoria continua con
distribucién normal y otro de una variable aleatoria discreta con distribucién bernoulli.
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Si X ~ N(u,c?), su densidad es como sigue:

L (x—p)?
f(x)=—1 e _p<x<oo
2o’
Entonces, k™! = \/%, la parte de la densidad que no depende de la variable
To

X (x—p)?
aleatoria, es decir, la constante normalizadora, mientras que g(x) = e 22 (x=p) , por
lo tanto, como la densidad integra a uno (probarlo para esta densidad particular va mas
alla del ambito de este libro), sabemos que:

o0
L )2
/e 27 K dx =V 2mo?

—o0

Al integrar el nucleo sobre el soporte de la variable, se obtiene el inverso
multiplicativo de la constante normalizadora.

Ahora, sea H una variable aleatoria con distribucion bernoulli con pardmetro p, es
decir, H ~ Bernoulli(p), entonces su FMP es de la forma:

f(h)=p"Q - p)'" he s =101}

Al sumar sobre los posibles valores de h, se obtiene:

D, ph—p)h = pla - p)tt+ p°a - p)t°
heXH

=p+1—-p=1

En este caso k~! = 1,g(p) = p"(1 — p)'~".

Vale la pena recalcar que el reconocimiento del nucleo resulta bastante util para
identificar una distribucion, en estadistica bayesiana se obtiene el producto de la
verosimilitud y la densidad a priori para obtener la posterior no normalizada, es decir, la
posterior sin la constante normalizadora, esto en vista de que el denominador m(x) en
el Teorema de bayes no se considera, asi, reconociendo el nucleo, se puede establecer si
la posterior pertenece a alguna de las familias conocidas o si se trata de una distribucién
“no estandar”.

Debido al razonamiento anterior, en los procedimientos algebraicos para encontrar
la distribucion posterior suelen omitirse las constantes normalizadoras de la a prioriy
la funcién de verosimilitud. El truco de enfocarse solo en el nucleo de la densidad para
reconocer la distribucién y asi evitar la manipulacion de las constantes normalizadoras
se ilustrard més adelante.

345



Modelos lineales para evaluacién genética en animales

10.3. Distribuciones a priori

La siguiente es terminologia relacionada a la distribucién a priori.

Definicion: el proceso de definicién de la distribucién a priori se conoce como
elicitacion de la a priori.

Definicion: los pardmetros de la distribucién a priori se conocen como
hiperpardmetros. Una vez se ha definido la familia a la que pertenece la distribucién a
priori, por ejemplo, la normal o la beta, el proceso de definicion de sus parametros se
conoce como elicitacion de hiperpardmetros.

Una ventaja que tiene la inferencia bayesiana es que permite usar funciones que
no corresponden a densidades propiamente dichas como densidades a priori. Estas se
conocen como a priori impropias y se definen asi.

Definicion: la distribucion a priori se dice impropia si una funcién no negativa 7z (6)
que satisface f,, 7(6)d6 = oo juega el papel de FDP. En el caso discreto tendriamos
una funcién no negativa cuya sumatoria sobre el espacio paramétrico es igual a infinito
y que hace las veces de FMP. Por lo tanto, una a priori impropia corresponde a una
funcion que se emplea como instrumento de calculo, pero que no corresponde a una
distribucion. Cuando se emplean este tipo de a priori, se debe chequear que la posterior
sea propia, este es el riesgo que se corre. En muchos casos estas funciones se usan
por conveniencia, por ejemplo, por simplicidad o para asegurar alguna propiedad de
la posterior, un ejemplo puntual se presenta en el Capitulo 7 al discutir un modelo
denominado Lasso bayesiano.

Definicion: una distribuciéon a priori se dice subjetiva cuando esta se define
a partir de informacién preliminar que se tiene sobre el pardmetro de interés.
Esta informacion puede tener varios origenes como datos recolectados previamente,
literatura, conocimiento o experiencia del equipo de trabajo, o las creencias del
investigador sobre el fendmeno o sistema estudiado. Existen varias técnicas para poder
representar esta informacion mediante una distribucién de probabilidad.

Un ejemplo del uso de informacion disponible en la literatura para elicitar los
hiperpardmetros y definir asi una distribucién a priori subjetiva puede encontrarse en
Martinez et al [83]. Alli, se emplearon las estimaciones de frecuencias alélicas para
las razas Brahman y Angus en Estados Unidos para definir la distribucién a priori de
estos parametros. Cabe destacar que se debe ser cuidadoso con el uso de informacion
disponible en la literatura, lo ideal es que esta haya sido obtenida bajo condiciones
similares a aquellas en las que se realizara el estudio o se obtuvieron los datos, de
manera que tenga sentido usarla. Como ilustracién, en el articulo de Martinez et al
[83] se trabajé con una poblacién multirracial Angus-Brahman en Estados Unidos y el
estudio que sirvio de referencia para definir la a priori utiliz6 genotipos de animales de
estas razas en este pais entre los que se contaba con reproductores que tenian buena
representatividad segin su numero de progenies.
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Definicion: la distribuciéon a priori se conoce como objetiva, no subjetiva o
predeterminada cuando esta se define a partir de algiin principio general y no a
través de informacion preliminar, por ejemplo, la a priori de referencia de Bernardo
corresponde a aquella que, para una verosimilitud dada, méxima la divergencia de
Kullback-Leibler entre a la priori y la posterior. La divergencia de Kullback-Leibler
cuantifica que tan diferentes son dos distribuciones y cumple la propiedad de que la
divergencia entre una distribucién con ella misma es cero. Para mayores detalles ver
Ghosh [89].

Los primeros usos de este tipo de distribuciones a priori no subjetivas se atribuyen
a fundadores de la estadistica bayesiana como Bayes y Laplace, quienes sugirieron usar
la distribucion uniforme para inferir una proporciéon Binomial [89].

Otro ejemplo de este tipo de distribuciones a priori es la a priori de Jeffreys, a la
cual se puede llegar bajo diferentes principios matematicos, uno de ellos es invarianza
a transformaciones invertibles del parametro. En este caso la densidad a priori es de la
forma:

1
my o |1(6)]2

Donde I(6) es la matriz de informacién de Fisher. Entonces, la densidad es
proporcional a la raiz cuadrada del determinante de la matriz de informacion de Fisher.

EJEMPLO 10.3 En el caso de una verosimilitud Bernoulli(6) con una muestra de

tamarfio n obtenida de forma independiente la informacion es 9(1" 5’ por lo tanto, la

1 1
densidad a priori de Jeffreys satisface 7;(6) o« 6 2(1 — 6) 2, esto es, una Beta(%, %).

Definicién: una distribucion a priori que expresa informacién puntual o muy
especifica sobre el pardmetro se conoce como informativa; por ejemplo, cuando se elige
una distribucién con una media y una varianza que reflejan informacién o creencias
sobre el parametro. Cuando se tienen reportes preliminares sobre valores estimados
del pardmetro y su dispersion, esta informacién se puede incluir a través de una
distribucion a priori cuya media y varianza coinciden con estos reportes. Por otro lado,
cuando la a priori expresa informacion muy vaga o general sobre el pardmetro, se
conoce no informativa, plana o difusa.

Definicion: sea Ps una familia de distribuciones indexada por el parametro d, L(6; x)
una funcién de verosimilitud y II(6) € Ps, una distribucion a priori I1(), se dice
conjugada para L(6;x), si la distribucién posterior correspondiente II1(6|x) también
pertenece a Pg.

La busqueda de una a priori conjugada puede servir como principio para definir
una a priori objetiva. Para muchas verosimilitudes se conocen las a priori que son
conjugadas, por ejemplo, la distribucién Beta es conjugada para la verosimilitud
Binomial o su caso especial con n = 1, la bernoulli. Para distribuciones que hacen
parte de un grupo llamado familia exponencial, se cuenta con un resultado general que
sirve para encontrar una distribucién a priori conjugada que, ademads, goza de otras
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propiedades, este se conoce como el Teorema de Diaconis-Ylvisaker [90]. Entonces, este
Teorema nos brinda un principio para obtener distribuciones a priori objetivas.

Existen relaciones entre las anteriores definiciones y no todas inducen grupos
mutuamente excluyentes, por ejemplo, las a priori impropias pueden usarse como no
informativas, una distribucién a priori objetiva es no informativa mientras que una
subjetiva es informativa.

10.4. Ejemplo de la obtencion de la distribucion posterior

EJEMPLO 10.4: este ejemplo consta de dos partes, en las dos se tienen a priori
conjugadas. En la primera parte consideramos una verosimilitud bernoulli y una a
priori Beta, entonces, el modelo se escribe asi:

iid '
X1,X5,...,X,|0 '~ Bernoulli(6)

6 ~ Beta(a, 3)

Sea x := (x1, X5, ... , X, ) €l vector de datos observados. La densidad a priori es:

7(60) x 6% 11 -6, a>0,8>0

Mientras que bajo los supuestos de distribucion idéntica e independiente la
verosimilitud es de la forma:

L©G;x) =[] f(x:16)
i=1

n
=[]oxa-e)t=
i=1

= 62:;1 Xi(1 — Q)Z?zl(l—xi)
= 0T (1 — O)" Zim N

Notese que se escribi6 solamente el nucleo de la a priori, mientras que en el caso
de la verosimilitud la constante normalizadora es 1 y por ende se tiene igualdad en
lugar de proporcionalidad. Ahora se obtiene el producto de la a priori y la verosimilitud
(separadas por el signo X en la primera linea) y tras algunas manipulaciones algebraicas
sencillas se encuentra el nucleo de la posterior al enfocarnos en las expresiones que
contengan a 6.

7(6]x) ox 09711 — 0)F-1 x 021 Xi(] — Q)H—ZL pa
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— ez:;l xl-+oc—1(1 _ e)n—zinzl x;+p-1

Se reconoce esta expresion como el nucleo de una

Beta (Z?zl Xi+a,n— Z?zl X; + ﬁ), es decir:

n n
6|x~Beta(in+oc,n—in+,8>

Ahora, la segunda parte del ejemplo muestra un caso que requiere mayor

manipulacién algebraica y usar un truco llamado “completar el cuadrado”.
. iid

Consideramos X1,X5,...,X,|60 ~ N(6,0%), nuevamente, sea X = (X1,X,...,%,)

el vector de datos observados. Asignamos la siguiente distribucién a priori:

6 ~ N(u, %)

Donde, los hiperparametros p y 72 son conocidos. Nétese que se considera un

problema en el que tenemos una distribucién normal con varianza conocida y se quiere
inferir la media 6.

Nuevamente, bajo el supuesto de independencia y distribuciéon idéntica, la
verosimilitud se obtiene asi:

LG;x) = [ [ f(x:l6)
i=1

1 n
x exp (_Tﬂ Do — 6)2)
i=1

= exp (—2%2 S — X+ % - 9)2)

i=1
En la ultima igualdad se sumd y se resto la media aritmética de la muestra:

n
2%
i=1

X =

S|

Recordemos que nos interesa la media, entonces, se busca simplificar el ultimo
exponencial para obtener solo los términos que involucran 6, para ello, manipulamos
la sumatoria en el exponente:

D =X +x =02 =D (-0 +2(x-0)D(x; = %) + ).(x — 6)?
i=1 i=1 i=1

i=1
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Pero,
n n
Z(xl —X)= le —nx
i=1 i=1
= Z Xi — Z Xi
i=1 i=1
=0

n

Resultado que se obtiene porque nx = Zi:l x;. De aqui se tiene que:

D =X +x—0)2 =Y (x; — %) + n(x — 0)?

Este resultado permite particionar el exponencial de interés, asi:
1 < n
=2 = 2
exp|— X;—x)*|exp(— x—0 )
p( 202;1(1 )> p( 202( )

x exp (—(z%(f — 6)2>

En cuanto a la a priori, consideramos solo el nucleo y asi tenemos:

7(6) o exp 550 — 7

Por lo tanto,

m(0]x) ox exp (—2%_2(6 - ,u)2> X exp <—%‘2(§ - 6)2>

1[{nx-0)?% (6-uw?
=exp ) -2 + =

Nos enfocamos en el exponente para dejar solamente los términos que involucran
a 0. Tras expandir los dos cuadrados y factorizar en términos de 62 y 0 se tiene:

- A2 0_ 2 - =2 2
g T o T o

Ahora se aplica una técnica que en matemaéticas se conoce como “completar el
cuadrado”. El razonamiento es el siguiente: nétese que en la anterior expresion se
tienen términos que involucran 62 y 0, la idea es sumar y restar, dividir y multiplicar
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términos, de manera que se llegue a una expresion equivalente en la que se tenga una
funcién cuadratica de la forma (8 — k)2, con k una expresién que no contenga a 6.
Aplicando este procedimiento se obtiene que el exponente de la densidad posterior es:

_ 2 _ 2
nx K L
02+12> nf2+l12 (52+72>

g2 72

Al dejar solamente los términos que dependen de 6, se tiene que:

2

E+ﬁ)
1/n 1 o2 12
m(0]x) x exp -3 §+T—2 6_—n -

2 12

Para simplificar esta expresion usamos la siguiente identidad:

nx u
(z+ﬂ

- — = (1-B)x + Bu
o2 12
52
—_ 2
n J— g 7 1 .
Donde B = e y de aqui se tiene que:

-1 2
n 1 o
(F+z) =Fa-®

Entonces:

1{0o? - _ 2
7(0]x) x exp =) (7(1 — B)) (6 — ((1 = B)X + Bu))

Por lo tanto, tenemos el nucleo de una distribuciéon normal con media (1 —B)x + Bu

2
y varianza Z(1 - B), esto es:
n

_ o2
O|x ~ N((l — B)x + By, 7(1 —B)).
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10.5. Ejemplo del uso de una a priori impropia

EJEMPLO 10.5: para el problema de inferir el pardmetro 6 (probabilidad de éxito) de
una distribucion bernoulli empleando una muestra de tamafio n obtenida de manera
independiente (primera parte del EXEMPLO 10.4), vamos a emplear la distribucién a
priori impropia de Haldane, la cual se obtiene al asignar valores de cero a los dos
pardmetros de una Beta, es decir tenemos una "Beta(0, 0)". Se usan las comillas porque
formalmente no es una distribucion Beta puesto que sus parametros deben ser mayores
a cero. En virtud del EJEMPLO 10.4, sabemos que:

n n
O|x ~ Beta (Z X, n— in)
i=1

i=1

Entonces, debemos hacernos la siguiente pregunta: ;Bajo qué condiciones se tiene
una distribucién propia? Notese que cuando todos los resultados son aciertos, es decir,
x; = 1Vi = 1,2,...,n tenemos que Z?zl X; = nYy, por lo tanto, el segundo pardmetro
serd nulo, lo cual hace que la posterior sea impropia y no se puedan hacer inferencias
validas. Por otro lado, cuando todos los resultados son fracasos, x; = 0Vi = 1,2,...,n,
se tiene que Z:;l Xx; = 0y por consiguiente el primer pardmetro es nulo, lo que,
nuevamente, hace que la distribucion sea impropia. En conclusién, cuando se usa
la distribucion a priori impropia de Haldane, las dos clases posibles de la variable
respuesta deben ser observadas en la muestra para que la posterior sea propia y se
puedan hacer inferencias validas.

Hasta el momento, hemos estudiado el uso del Teorema de bayes para actualizar
el conocimiento que se tiene sobre los parametros del modelo una vez se observan los
datos y se han ilustrado las manipulaciones algebraicas que se realizan para encontrar
la distribucién posterior mediante dos ejemplos. Las conclusiones que se obtienen al
realizar un andlisis bayesiano se basan en la distribucion posterior, por lo tanto, esta
se puede ver como el instrumento central de inferencia. En inferencia estadistica se
distinguen dos problemas: prueba de hipodtesis y estimacion, la estimacién puede ser
puntual o por intervalo. Debido a la naturaleza de este texto, resultan de importancia
los problemas de estimacion puntual. Asi, dejamos a un lado la prueba de hipoétesis y
la estimacion por intervalo.

10.6. Relacion entre la media posterior, la media a priori y la
media muestral, y encogimiento hacia la media a priori

Cuando se piensa en un estimador puntual basado en la distribucion posterior,
algan pardmetro de tendencia central parece ser una opcion viable, entonces, se puede
usar la media (si existe), la mediana o la moda posterior (si la distribucion es unimodal)
como estimador puntual del pardmetro de interés.
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En la primera parte del EJEMPLO 10.4 se encontrd que la distribucion posterior de la
probabilidad de éxito de la distribucion bernoulli era Beta(Z?=1 Xi+a,n— Z?:l x;+f)
y, por lo tanto, la media posterior es:

Z:lzl X; + OC)

Z?=1xi+oc+n—2?=1xi+,8

E[0|x] =

n
_ Zizlx,-+0£
- a+B+n

Esta expresion puede manipularse para encontrar una combinaciéon convexa de la
. . . a . —_ .
media a priori pory y la media muestral x, para ello procedemos como sigue:
a+

n
Zizlxﬁ‘“_ nx +a
a+pB+n a+pf+n

_ nx 4 a
a+B+n a+f+n
no — a+p ( a )

= X+
a+p+n a+p+n\a+p

Cuando n aumenta, el componente que proviene de los datos tiene mas peso que
el que proviene de la distribucion a priori porque sus coeficientes tienden a 1 y 0,
respectivamente, esta es una propiedad deseable.

Por otro lado, en la segunda parte del EJEMPLO 10.4, la media posterior tiene la
forma:

E[6|x] = (1 —B)x + Bu

De nuevo tenemos una combinacidn convexa entre la media muestral y la media a
priori y, por ende, la media posterior tomara valores entre min{x, u} y max{x, u} y si
X = u = ¢, entonces E[6|x] = ¢. Recordemos que:

02

B=——€(0,1
o2 +12n ©.1

Por lo tanto, a medida que el tamafio de muestra crece, B tiende a cero y la media
posterior se acerca a X, es decir, al igual que en la primera parte del EJEMPLO 10.4, los
datos tienen mas peso en el estimador puntual del pardmetro de interés 6, claramente,
esta es una propiedad atractiva (a medida que aumenta el tamafio de muestra se da mas
peso a la informacion proveniente de los datos).
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Continuando con este ejemplo, reescribimos la media posterior para ilustrar otra
propiedad conocida como encogimiento:

E[f|x] = (1 —B)x + Bu

=X—Bx+Bu

=X —B(x — w)

Empleando esta expresion podemos encontrar que:

Six < u = B(x — 1) < 0 (recordemos que B € (0,1)) y en este caso la media
posterior excede a la media muestral por la cantidad B(x — u), es decir, a la media
muestral le sumamos la cantidad B(x — u) para obtener la media posterior. Entonces
partiendo de la media muestral, nos desplazamos hacia la media a priori.

Six > u = B(x — u) > 0y en este caso la media posterior es inferior a la media
muestral por la cantidad B(x—pu), es decir, ala media muestral le sustraemos la cantidad
B(x — u) para obtener la media posterior. Nuevamente, nos desplazamos en direccion
a la media a priori.

Six = u = B(x—u) =0= E[0|x] = X = y, la media muestral, la media a
priori y la media posterior son iguales, la media muestral no se desplaza para obtener
la media posterior.

En resumen, cuando la media muestral y la media a priori son diferentes, al
computar la media posterior, la media muestral se desplaza B(x — u) unidades en
direccién a la media a priori. Es decir, se acerca a la media a priori, a esto se le conoce
como encogimiento (Shrinkage en inglés), en este caso, encogimiento hacia la media
a priori. Este fenémeno se emplea a menudo en la elicitaciéon de hiperparametros,
especialmente en problemas en los que se tiene un gran numero de pardmetros como
en los modelos de selecciéon gendmica que se estudiaron en el Capitulo 7. La premisa
es que muchos efectos pueden ser nulos y asi, se asigna una distribucion a priori que
genere encogimiento hacia cero.

10.7. Teoria de la decision bayesiana

Previamente se postularon pardmetros de tendencia central de la distribucién
posterior IT1(6|x) como estimadores puntuales del parametro 6, tipicamente se tiene la
media, la mediana y la moda, las cuales, en algunas distribuciones como por ejemplo
la normal o la t, son iguales. Probablemente, la media posterior E[6|x] es uno de los
estimadores puntuales mds usados. Surge entonces una pregunta, ;existe algun criterio
parajustificar su uso? Una rama de la estadistica conocida como teoria de la decision, en
particular, la teoria de la decision bayesiana permite establecer la optimalidad de estos
estimadores como minimizadores de algunas funciones que se discuten a continuacion.
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10.7.1. Elementos de la teoria de la decision

El pardmetro de interés es 6 € Q, donde Q es el espacio paramétrico, estamos
interesados en encontrar una regla de decisidon §(x) que sirva como estimador puntual
de este parametro, esta regla es una funcion de los datos x, que toma valores en D,
el espacio de decision; ademés, x € X, donde X es el soporte de la verosimilitud.
Definimos una funcion de pérdida (o funcion de error) denotada como £ (6; 8(x)), que
es cualquier funcién no negativa de valor real que satisface £(a;a) = 0.

El riesgo frecuentista o simplemente el riesgo, corresponde a la esperanza de la
funcién de pérdida tomada con respecto a la verosimilitud, esto es:

R(G,é)=f£(6,5(x))f(x|@)dx

X

Esta es una esperanza condicional, E[ £(8, §(x))|6].

Ahora consideramos la esperanza del riesgo frecuentista tomada con respecto a la
distribucién a priori. Sea 77(0) la densidad a priori, entonces:

r(m, o) = fR(G,E)ﬂ(@)dO

Q

Reemplazando por la definicion de R(6, §) se obtiene:

r(m,d) ://L(@,é(x))f(xl@)n(@)dxd@
Q %

Esto es:
r(m,8) = E[R(6,9)]

Donde, esta esperanza se calcula respecto a la distribucién a priori, pero R(6,6) es
a su vez una esperanza, entonces:

r(m,8) = E[E[£L(6,5(x))|8]].

A r(m,d) se le conoce como el riesgo bayesiano de & con respecto a 7 [91],
aunque algunos autores como Ghosh [89] también se refieren al mismo como riesgo
pre-posterior por el hecho de que la esperanza del riesgo frecuentista se toma con
respecto a la distribucion a priori.

Recordemos que: 7(6|x) = % , entonces 7(0|x)m(x) = f(x|0)n(B);y de
aqui:

r(m,6) = f fL (6,8(x)) r(O|x)m(x)dxd6
Q x
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:f fL(6,5(x))7r(6|X)d6 m(x)dx.

X \Q

La integral interna es la esperanza posterior de la funcién de pérdida, esto es
E[L(8,5(x)|x], la cual se conoce como el riesgo posterior. Esta forma de expresar el
riesgo bayesiano resulta util porque nos indica que la regla de decisién o estimador que
minimiza el riesgo posterior, también minimiza el riesgo bayesiano.

10.7.2. Criterios generales para derivar reglas de decision

Rara vez tenemos reglas §(x) con un riesgo uniformemente menor, es decir, que
minimicen el riesgo sobre todo el espacio paramétrico Q. Consideremos la Figura
FIGURA NRO. 10.1, alli se representa el comportamiento de dos reglas de decisién
hipotéticas d; y §, para un pardmetro unidimensional, una con riesgo constante a través
del espacio paramétrico y otra cuyo riesgo depende del valor del pardmetro. En este
caso, en los extremos del espacio paramétrico, antes del punto a y después del punto b
se prefiere 67, mientras que entre a y b se prefiere J,.

0.6- \ /
Regla de decision hipotética 8,

Preferible

Preferible
0.4-

Preferible

R(8, x)

0.2-

0.0- a

Figura 10.1: Funciones de riesgo hipotéticas de dos reglas de decision ; y §, para un
parametro unidimensional.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

En estos casos se buscan aproximaciones que permitan minimizar el riesgo de
alguna forma general, dos principios que se emplean para derivar estimadores (reglas
de decisién) con tal tipo de optimalidad son Minimax y bayes. El lector interesado en el
principio Minimax puede consultar Lehmann et al [91]. Por su parte el principio bayes
busca la regla de decision o estimador que minimice el riesgo bayesiano, y en vista de
lo discutido previamente, también el riesgo posterior.
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10.7.3. Principio de Bayes

Una regla de decision d,, se dice bayes con respecto a la a priori 7, si:

r(m,8y) = inf r(m,9d).
éeD

Donde inf representa el infimo de una funcion, que corresponde al més grande los
limites inferiores de la misma. No se necesita entrar en detalles técnicos, simplemente
se debe considerar que se adopta esta definicién para dar mayor generalidad. Esta es
simplemente la notaciéon matemadtica para expresar que una regla bayes con respecto a
7 es aquella que minimiza el riesgo bayesiano (y por ende el riesgo posterior). Martinez
et al [88] muestran casos exitosos del uso de la teoria de la decision bayesiana para
encontrar estimadores con propiedades atractivas en problemas de genética-estadistica.

Recordemos el interés principal de esta seccion, que es mostrar la motivacién para
emplear pardmetros de tendencia central de la distribucion posterior como estimadores
puntuales. Nétese que la regla de decision 6ptima depende de la funcién de pérdida que
se elija y por su definicién, sabemos que existen muchas opciones para ello. Se puede
demostrar que el estimador bayes (aquel que satisface el principio de bayes) bajo la
funcién de pérdida de error cuadratico medio, que en el caso unidimensional se escribe
como £(8,8) = (6 — §)?, es la media posterior; similarmente, bajo la pérdida de error
absoluto £(6,9) = |6 — 4], el estimador bayes es una mediana posterior. Se habla de
una mediana porque en el caso discreto puede haber mas de una. Si Z es una variable
aleatoria, entonces M se dice una mediana de la distribucién de Z, si:

P(Z<M)< = <P(Z<M).

N

Finalmente, cuando se usa un tipo de pérdida conocida como 0-1, la moda posterior
(sila distribucién es unimodal) es el estimador puntual que la minimiza. La funcién de
pérdida 0-1 puede verse como una forma limite de la funcién de pérdida de Minkowski.
Estos resultados son validos en el caso multidimensional, pero las funciones de pérdida
no se escriben de la misma forma.

10.8. Estimador maximo a posteriori (MAP)

En la seccién anterior se presentd una justificacién para el uso de la media, la
mediana y la moda posteriores como estimadores puntuales en inferencia bayesiana.
Aqui se discute un tipo de estimador bayesiano puntual que aparece con frecuencia en
la literatura y que corresponde, por definicion, a la moda posterior. Si la distribucion
posterior es unimodal, entonces definimos el estimador MAP como:

éMAP = argmax(nw(0]x))
6eQ
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_ f(x]6)7(6)
=argmax| —————
8eq m(x)

= argmax (f(x|6)7(6))
0eQ

= argmax f(x,0).
0eQ

Ahora se debe destacar un fendémeno interesante. Notemos que, si la distribucion
a priori es proporcional a una constante, como en el caso de una a priori impropia o
una a priori uniforme cuando Q es un subconjunto propio de los reales, el estimador
0)14p estaria maximizando la verosimilitud con respecto al parametro, esto es, Oy 4p =

argmax f(x|6), que no es otra cosa mas que el estimador de maxima verosimilitud.
0eQ

Existen casos en los que un estimador bayesiano coincide con un estimador
obtenido bajo una aproximacién frecuentista, incluso, con métodos deterministicos
de estimacion de pardmetros como lo son las versiones penalizadas de los minimos
cuadrados. En el Capitulo 3 se presenta el BLUP y se menciona que este puede
motivarse desde una perspectiva bayesiana, en tanto que, en el Capitulo 7 se menciona
que la interpretacion del Lasso como un estimador MAP dio lugar a su version
bayesiana. En Martinez et al [88] se muestra que bajo una a priori uniforme y una
version ponderada de la funcion de pérdida cuadratica, el estimador méximo-verosimil
de las frecuencias génicas de un locus bialélico en una especie diploide es igual al
estimador bayes.

Como la mayoria de los métodos, modelos y principios empelados en estadistica y
areas afines (sino todos), el uso de estos parametros o “medidas” de tendencia central
como estimadores puntuales padece de ciertas falencias o limitantes en situaciones
particulares; por ejemplo, consideremos una distribuciéon con una FDP simétrica
alrededor de la media (lo que hace que la media sea igual a la mediana) y bimodal
como se ilustra en la FIGURA NRO. 10.2 En este caso se tienen dos modas y el estimador
MAP no seria inico, mientras que la media y la mediana se ubican en una region de baja
densidad (en un “valle” de la FDP) y por consiguiente la probabilidad de que la variable
tome valores en una vecindad pequefia del estimador es baja, es decir, son valores poco
frecuentes.

En el caso de la evaluacion genética animal, una alternativa a los estimadores
puntuales de los valores genéticos para ordenar los animales candidatos a seleccion,
podria ser el uso de la probabilidad posterior de que el valor genético exceda o sea
inferior a un umbral dado, uno que se defina bajo principios zootécnicos. Asi, los
animales seleccionados serian aquellos con las mayores probabilidades de que su valor
genético supere o sea menor al umbral. Para variables como ganancia de peso se
buscaria que exceda el umbral, en otras como los dias abiertos se buscaria que el valor
genético sea menor al umbral. N6tese que se estaria trabajando con la FDA.
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Distribucion de los valores genéticos del intervalo entre partos

0.04-

o
=}
@

Densidad
o
o
N

0.01-

0.00-

Dias

Figura 10.2: Representacion de una densidad hipotética que es simétrica alrededor de
la media y bimodal. Med = Mediana.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

10.9. Modelos jerarquicos

Se inicia esta seccion aclarando que el término “modelos jerarquicos” en el &mbito
bayesiano no corresponde al que se le da en disefio experimental. Un modelo jerarquico
bayesiano es aquel en el que la distribucién a priori se especifica mediante una serie
de distribuciones condicionales. Consideremos la siguiente particion del pardmetro
(multidimensional) del modelo 6 := (6;,6,, ..., Gp), donde ej,j =1,2,..., p, puede ser
uni o multidimensional. Entonces, el modelo jerarquico es como sigue:

X|91, 92, cee s Qp ~ F(X|@1, 92, vee s Gp)
91'62, 93, ceey @p ~ H1(91|92, 63, cee g Qp)

62|63, 94, ceey ep ~ H2(62|93, 64, cee g Qp)

6p ~ 11, (ep)

Por lo tanto, la distribucion a priori conjunta I1(6) = I1(6,,06,, ..., 6,,) corresponde
al producto de las distribuciones condicionales I1;, IT,, o, I, asi, si denotamos las
FDP (caso absolutamente continuo) o FMP (caso discreto) correspondientes como

T T2y e s T, tenemos:
7'[(6) = 77.'(91, 62, cee sy Gp)
= 71'(91 |92, 63, vee s Qp)ﬂ'(92|93, 64, cee s Qp) ﬂ(ep)

p—1
=(6,) [ [ 7(6;1641,--,6))
j=1
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Este resultado es consecuencia de extender la regla del producto a p variables. De
aqui se sigue que:
7(8]x) o () f(x]6)

p—1
=(6,) [ [ (61641, -...6,) X f(x]6)
j=1

Esta seria la FDP/FMP posterior conjunta, pero podemos hablar de otras
distribuciones de interés como: TI(;[x): la distribucion posterior marginal de 6;, j =
1,2,..p

T1(6;, 6 |x): 1a distribucion posterior marginal conjunta de 6;,6,;1 < j,k < p, j #
k.

10.10. Inferencia aproximada por métodos de tipo Monte Carlo
Cadenas de Markov

Este grupo de métodos conocido como MCMC por sus siglas en inglés (Markov
Chain Monte Carlo) es una familia de algoritmos que permiten obtener muestras
aproximadas de la distribucion posterior cuando esta no se puede encontrar de manera
exacta. Muchos de los modelos empleados en andlisis bayesianos, incluso algunos
relativamente simples, exhiben la particularidad de que la distribucién posterior no
es facilmente analizable desde el punto de vista matematico, a esto se le conoce como
intratabilidad matemadtica, o equivalentemente, se dice que la posterior no es tratable
matematicamente. Asi, pardmetros de interés como la media o la varianza posterior no
se pueden encontrar de manera analitica, es decir, no se pueden expresar mediante una
férmula como se hizo en la seccion 10.6. Esto resulta porque la sumatoria o la integral
que se debe calcular para obtener estos momentos no tiene una solucion exacta; lo
cual no significa que no se puedan obtener aproximaciones numéricas. También existen
distribuciones para las que la constante normalizadora no se conoce, un ejemplo es la
distribucién G-Wishart o Wishart grafica, que es una extension de la Wishart utilizada
en una clase de modelos estadisticos llamada modelos graficos. En general su constante
normalizadora no se conoce, solo en algunos casos particulares, razon por la cual, los
momentos de la distribucion tampoco se conocen de manera exacta.

En ramas de la matemdtica como el cdlculo integral se cuenta con métodos
numéricos como el del trapecio o el método de Simpson para encontrar valores
numéricos de integrales definidas que no se pueden resolver de manera exacta, caso que
también ocurre en ecuaciones diferenciales donde se usan métodos numéricos como
el de Runge-Kutta para resolver problemas que no son tratables matematicamente.
Estos métodos son de tipo deterministico; sin embargo, se cuenta con otros que
son de tipo estocastico porque se basan en la generacion de variables aleatorias.
Entre tales métodos, algunos para integrar, otros para derivar y optimizar funciones
(encontrar puntos méaximos o minimos). Cuando el problema implica variables
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aleatorias estdndar, de las que se pueden obtener muestras directas, se emplean
métodos de Monte Carlo, los cuales usan estas muestras y algunos resultados de la
teoria de la probabilidad para tamafios de muestra grandes (asintéticos) para llegar
a una respuesta aproximada que goza de algunas garantias tedricas de convergencia.
En estos casos no hay necesidad de construir cadenas de Markov y por ello, el
nombre de este grupo de métodos es simplemente Monte Carlo. Cuando la distribucion
posterior no es conocida, pero el pardmetro 6 se puede particionar en subconjuntos
de parametros (uni o multidimensionales) 6;, 6,, ..., 6, tales que, las distribuciones de
cada® i»J =1,2,...,k,dados los datos x y los demas parametros (denotados como 6| j]),
permiten que se obtengan muestras directas de la misma, existe un algoritmo de gran
popularidad que se denomina muestreador de Gibbs. Este se presta particularmente
bien para los modelos bayesianos jerarquicos descritos en la seccidn 10.9, especialmente
los modelos lineales empleados en evaluacién gendémica que se estudiaron en al
Capitulo 7. Las distribuciones 6; dados los datos y los demds parametros se notan como
F(6;16[—j},X) y se conocen como condicionales completas, pero también se escriben
F(0;|Else) en inglés, o F(0;|lo demas).

Explicitamente:
6[_]] = (61, 92, ey 6]-_1, 9j+1, ceey Gp)V] = 1, 2, wes P

Antes de presentar el muestreador de Gibbs, introducimos algunos conceptos sobre
cadenas de Markov.

Cadenas de Markov. Secuencias de variables aleatorias {X,};>o que satisfacen:

d
Xl X0, X1, o X1 = Xy | X

A esta propiedad se le conoce como propiedad de Markov y nos muestra
independencia condicional de X; y X, Xy, ..., X;_, dada X,_;.

“Kernel” de transicion o “Kernel” de Markov: una funcién de dos argumentos tal
que:
Xl Xo0s X15 e, Xyq ~ K(Xt’Xt—l)

Distribucion estacionaria: sea F(+) una FDA, esta se dice estacionaria si satisface:

X, ~F(s) = X;4; ~F()Vt =0,1,2, ...

El “kernel” de transicién se relaciona con esta distribucién asi:

f Ko, ) (0)dx = f()
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Siendo f(+) la densidad de F(e).
Espacio de estados: conjunto de todos los valores que la cadena puede tomar.

Cadena irreducible: una cadena de Markov se dice irreducible si Vx, (el valor inicial
de la cadena) esta tiene una probabilidad positiva de eventualmente visitar cualquier
subconjunto del espacio de estados. La irreductibilidad es necesaria para la existencia
de F(+), esta distribucién no siempre existe, pero la mayoria de las cadenas usadas en la
praxis gozan de esta propiedad. La condicion K(x, ») > 0 en todas partes es suficiente
para que la cadena sea irreducible.

Ergodicidad: cuando la distribucion estacionaria es también la distribucién limite
para cualquier x,, esta propiedad se denomina ergodicidad.

Recurrencia: 1a cadena regresa a cualquier punto no negligible un infinito nimero
de veces. La importancia de las cadenas recurrentes es que satisfacen la siguiente
propiedad:

1 T
= 2 h(X) — Eplh]
t=1

Un resultado que corresponde a la ley de los grandes numeros para el caso de

cadenas de Markov y que brinda la base tedrica que justifica el uso de los métodos

MCMC para aproximar parametros de interés de la distribucion posterior. Cuando la
distribucion estacionaria existe, entonces la cadena es recurrente.

El procedimiento que se sigue al implementar un método MCMC para aproximar
una distribucién se resume a continuacion. Se tiene una FDP/FMP objetivo f, entonces
se construye un “Kernel” de Markov K, tal que la distribucidn estacionaria tenga
FDP o FMP f, luego, usando K, se genera una cadena de Markov cuya distribucién
limite tenga FDP/FMP f. La dificultad de este procedimiento radica en construir
K, pero, como lo destacan Robert et al [92], es casi milagroso que existan métodos
universales para esta tarea. Son universales porque son tedricamente validos para
cualquier densidad f o funcion de masa y esta propiedad hace que estos métodos hayan
ganado tanta popularidad.

10.10.1. El muestreador de Gibbs

Este y los demas algoritmos tipo MCMC son usados en diversas dreas, no solamente
en inferencia bayesiana. Por lo tanto, en esta seccidn discutimos la forma general del
algoritmo, empleando notacién acorde. Iniciamos con el caso bivariado (dos estados),
queremos obtener muestras de una funcién cuya PDF o PMF es f(x,y). Se define un
valor inicial X, que esté en el soporte de X. En la iteraciéon ¢,t = 1,2, ..., T, obtenemos:

e ~F(ylxi—1)
x; ~ F(x|y;).
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Esta notacién quiere decir que se muestrea el valor y, de la distribucion condicional
F(y|x;_1)y x; deladistribucién condicional F(x|y;). Asi, en la iteracién ¢ del algoritmo
se obtiene y;, empleando el valor mas reciente de x que corresponde al de la iteracion
inmediatamente anterior, esto es, x;_;. Por su parte, al muestrear x,, el valor méas
reciente de y es y, y este es el valor que se emplea. Notese que se estd usando la
distribucion condicional completa, es decir, la distribuciéon de cada variable dadas
todas las demads, que en este caso bivariado es simplemente la distribucién de Y dado
X =x,_,yladeXdadoY =y,.

En el caso general consideramos p variables aleatorias X, X5, ..., X ' el objetivo es
obtener muestras de su distribucidn conjunta. Denotamos la j-ésima variable aleatoria

en la t-ésima iteracion como X 9 y como x( )
muestreado. En la iteracion ¢:

su respectiva realizacion, es decir, el valor

-1 -1 -1
X§t)~F(x1|x;t ),xgt ),...,xg ))

XY ~ Fex0,x80, L x0Y)

X9~ Flagx®, 0, 36D Dy

X0 F(xp|x(’> 1, x0 )

En el limite (cuando ¢ tiende a infinito) se obtienen muestras de la distribucion conjunta
F(x1,x%,, ... ,xp) y las marginales F(x j), j = 1,2,..., p. Esto indica que eventualmente
se obtienen muestras de las distribuciones objetivo.

Al implementar el muestreador de Gibbs en un modelo bayesiano, X, X5, ..., X p
corresponden a los pardmetros del modelo 6,,6,,...,6, y para obtener muestras de
cada uno, se emplea la respectiva distribucion condicional completa con los valores
mas recientes de los deméas parametros y los datos observados x. Explicitamente, en la
iteracion ¢:

o ~ F(o,160 7,607V, ...,607V, %)

6% ~ F(6,16\",607Y,...,64™ %)

6 ~ F(6516\",6%,6¢7V .60V, %)

0) @) A® ®
ep ~F(9p|6 ,92 . ep T X)

El muestreador de Gibbs es un caso especial de un método mas general llamado
Metropolis-Hastings, el cual tiene varias versiones que no se discuten aqui y se
emplea cuando no es posible obtener muestras directas de las condicionales completas.
Existen casos en los que solo algunas condicionales completas no se pueden muestrear
directamente, en ese caso se emplea un método “hibrido” llamado muestreador de
Gibbs con paso Metropolis.
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Una vez se estd satisfecho con el comportamiento de la cadena (tema que se discute
brevemente méas adelante), las muestras obtenidas se emplean para llevar a cabo las
inferencias deseadas. La teoria detras de las cadenas de Markov nos permite trabajar
con las versiones muestrales de los pardmetros de interés, de esta forma, si se quiere
estimar la media posterior, su estimador MCMC no es més que la media aritmética
de la muestra obtenida de la cadena de Markov; se procede igual para la varianza u
otro momento de la distribucion, asi como con los cuantiles. Similarmente, si se quiere
estimar la probabilidad de que un pardmetro tome valores en un conjunto dado, se
emplearia la frecuencia con que esto sucede en la muestra. Esta simplicidad es una
propiedad muy atractiva de esta forma de inferencia aproximada.

Cuando se usan estos métodos se debe chequear convergencia de la cadena. La
dificultad es que existen varias nociones de convergencia, un hecho que no es muy
satisfactorio para algunos cientificos. Discutir las nociones de convergencia y las
técnicas para chequearlas en detalle va mas alld del alcance de este texto, el lector
interesado puede referirse a Robert et al [92] para una introduccién amigable al tema.
El paquete de R-project [25] llamado «CODA» [93] se ha disefiado explicitamente
para chequear convergencia de cadenas de Markov, sin embargo, no podemos dejar
de mencionar este importante resultado: cuando la posterior es impropia, no se tiene
convergencia de los algoritmos MCMC.

Finalizamos este capitulo con dos comentarios relevantes, el primero tiene que
ver con la manera en que comunmente se implementan los métodos MCMC. En
vista de que eventualmente el método simula variables aleatorias provenientes de
la distribucion objetivo, sucede que las primeras muestras no provienen de esta
distribucion y emplearlas podria “contaminar” de alguna manera la inferencia. Por
esta razon se suelen descartar las primeras muestras obtenidas, a estas se les denomina
“periodo de calentamiento” o simplemente “calentamiento”. Por otro lado, debido a que
las variables aleatorias muestreadas estan correlacionadas, se suele ignorar un cierto
numero de muestras consecutivas y solo considerar las restantes; por ejemplo, guardar
una muestra, ignorar las diez siguientes, volver a guardar la onceava y continuar asi
con todas las muestras generadas.

El segundo comentario tiene que ver con la diferenciacion entre los métodos
numéricos que permiten hacer una inferencia aproximada cuando la posterior es
intratable y la aproximacion bayesiana a la estadistica. En modelos sencillos en los
que se puede hacer inferencia exacta (EJEMPLO 10.4 y seccion 10.6), no hay necesidad
de métodos numéricos; por otro lado, existen alternativas como la aproximacion de
Laplace (como lo indic6 Ghosh [89]) y su variante llamada aproximacion de Laplace
integrada y anidada que es aplicable en un tipo particular de modelos [94]. El punto
relevante es que los métodos de Monte Carlo no hacen parte de la estadistica bayesiana,
ni esta hace parte de los métodos de Monte Carlo. En ciencias aplicadas como las
pecuarias, es comun la creencia incorrecta de que estudiar estadistica bayesiana
corresponde a estudiar los métodos MCMC. También es comun encontrar expresiones
como “los pardmetros se estimaron empleando un muestreador de Gibbs”, lo cual
carece de sentido puesto que aqui se debe mencionar el método estadistico usado,
por ejemplo, cuando se emplean procedimientos de modelos lineales mixtos para
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encontrar el mejor predictor lineal insesgado MPLI de los valores genéticos, se utilizan
métodos numéricos para resolver las ecuaciones de modelos mixtos, como por ejemplo
el método de Jacobi, pero el método empleado para predecir los valores genéticos
fue el MPLI no Jacobi. Similarmente, bajo la aproximacién frecuentista, cuando
se estiman componentes de varianza mediante méaxima verosimilitud, se acude a
métodos numéricos para resolver los sistemas de ecuaciones resultantes, como por
ejemplo Newton-Raphson; no seria adecuado decir que los componentes de varianza
se estimaron con el método Newton-Raphson. Muchos métodos estadisticos implican
resolver sistemas de ecuaciones, integracion u optimizacion y es frecuente que se deba
acudir a métodos numéricos para dicha tarea, pero el método numeérico no es el método
de inferencia.
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A continuacion desarrollaremos el EJEMPLO 11 con una de las maneras de realizar
la renumeracién de animales, mediante la libreria <ggroups> [95]. Adicionalmente,
utilizaremos la libreria «<<doBy>> [40] para el ordenamiento de datos.

Librerias utilizadas:

library (doBy)
library (ggroups)
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Genealogia:

GENEALOGIA=data.frame (matrix (ncol=4, byrow=TRUE, c (
"B1","Al","A2",1,

"B3","Al","A2",1,

"B5","Al","A4", 1,

"B7",NA,NA, 1,

"Cco2","Al","a2", 2,

"co4","A3","A2",2,

"C06",NA,NA, 2,

"C08",NA,NA, 2,

"HO6","B1","CO6", 2,

"H12","B3","CO8", 2,

"A1",NA,NA, 1,

"A2",NA,NA, 2,

"A3",NA,NA, 1,

"A4",NA,NA, 2,

"HO2","B1","CO2", 2,

"HO4","B1","CO04", 2,

"H14","B3","C02",2)))

colnames (GENEALOGIA)=c ("id", "sire", "dam", "sex")

GENEALOGIA

#4# id sire dam sex
## 1 Bl Al A2 1
## 2 B3 Al A2 1
## 3 B5 Al A4 1
## 4 B7 <NA> <NA> 1
## 5 CO02 Al A2 2
## 6 CO04 A3 A2 2
## 7 C06 <NA> <NA> 2
## 8 C08 <NA> <NA> 2
## 9 HOG6 Bl CO6 2
## 10 H12 B3 CO08 2
## 11 Al <NA> <NA> 1
## 12 A2 <NA> <NA> 2
## 13 A3 <NA> <NA> 1
## 14 A4 <NA> <NA> 2
## 15 HO2 Bl CO02 2
## 16 HO4 Bl C04 2
## 17 H14 B3 C02 2
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Relaciones entre padres y madres:

table (GENEALOGIASsire, GENEALOGIASdam)

##

## A2 A4 C0O02 C04 CO06 CO8
## Al 3 1 0 0 0 0
## A3 1 O 0 0 0 0
## BT 0 O 1 1 1 0
## B3 0 O 1 0 0 1

Renumeracion de animales con la libreria «ggroups»:

Primero: utilizar solo las tres columnas y poner ceros en padres y madres
desconocidos.

Pedigree=GENEALOGIA[,c("id","sire", "dam") ]
Pedigree$sire=ifelse (is.na (Pedigree$sire), 0,PedigreeS$sire)
Pedigree$dam=ifelse (is.na (Pedigree$dam), 0, Pedigree$dam)
Pedigree

#4# id sire dam
## 1 Bl Al A2
## 2 B3 Al A2
## 3 B5 Al A4
## 4 B7 0 0
## 5 CO02 Al A2
## 6 C04 A3 A2
## 7 COo 0 0
## 8 CO08 0 0
## 9 HOo B1 CO6
## 10 H12 B3 CO08
## 11 Al 0 0
## 12 A2 0 0
## 13 A3 0 0
## 14 A4 0 0
## 15 HO2 B1 CO02
## 16 HO4 Bl C04
## 17 H14 B3 C02

NuevoPed=renum (Pedigree) $newped

## Found 3 generations
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Codigos=renum (Pedigree) $xrf

## Found 3 generations

colnames (Codigos)=c ("id", "ID")
Renumerada=merge (NuevoPed, Codigos)

Renumerada

#4 ID SIRE DAM id
## 1 1 0 0 B7
## 2 2 0 0 CO06
## 3 3 0 0 CO08
## 4 4 0 0 Al
## 5 5 0 0 A2
## 6 6 0 0 A3
#H# 7 7 0 0 A4
## 8 38 4 5 Bl
## 9 9 4 5 B3
## 10 10 4 5 C02
## 11 11 6 5 C04
## 12 12 4 7 BS
## 13 13 8 10 HO02
#4 14 14 9 10 H14
#4# 15 15 8 11 HO4
## 16 16 8 2 HO6
#4 17 17 9 3 H12

Ahora pegamos las dos bases de datos:

GENEALOGIA=merge (GENEALOGIA, Renumerada)

GENEALOGIA=orderBy (~ID, data=GENEALOGIA)
GENEALOGIA

## id sire dam sex ID SIRE DAM
## 8 B7 <NA> <NA> 1 1 0 0
## 11 C06 <NA> <NA> 2 2 0 0
## 12 C08 <NA> <NA> 2 3 0 0
## 1 Al <NA> <NA> 1 4 0 0
## 2 A2 <NA> <NA> 2 5 0 0
## 3 A3 <NA> <NA> 1 6 0 0
## 4 A4 <NA> <NA> 2 7 0 0
## 5 B1 Al A2 1 8 4 5
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## 6 B3 Al A2 1 9 4 5
## 9 CO02 Al A2 2 10 4 5
## 10 C04 A3 A2 2 11 6 5
## 7 B5 Al A4 1 12 4 7
## 13 HO2 Bl CO02 2 13 8 10
## 17 H14 B3 CO02 2 14 9 10
## 14 HO4 Bl CO04 2 15 8 11
## 15 HOG6 Bl CO06 2 16 8 2
## 16 H12 B3 CO08 2 17 9 3

11.1. Errores frecuentes en los nombres de los individuos

Es recurrente que se tengan errores en los nombres de los individuos, por
consiguiente, el analista debe tener mucho cuidado con la confirmaciéon de la
informacidn. Esta tarea es la mas compleja de las evaluaciones genéticas y requiere
de tiempo, paciencia, cuidado y habilidad para detectar incoherencias. Veamos a
continuacidén algunos ejemplos:

1) Un individuo con nombres diferentes (ej. GABOR7HO8477 y Gabor7H08477,
GABOR, 7THO8477, GAVOR7THO8477, etc.)

2) Un nombre que aparezca como madre y como padre (ej. como padre Aike y como
madre Aike)

3) Un individuo que tenga un nombre en la columna de individuo y nombre
diferente como padre o como madre (ej. como individuo Willow—Marsh—CCGabor—
ET y como padre GABOR7HO8477).

A continuacién traemos el EJEMPLO 11.1 con una lista de 9 nombres de toros que
aparentemente son distintos, pero que en realidad hay errores de escritura.

Toros=data. frame (c (

"BALZAIR 507H0O07947",

"BLADE 7HO7744",

"GABOR 7HO0O8477",
"COLDSPRINGS",
"CARUSO_T7HO8866",
"GABOR___7H08477",

"COLDSPRINGS 7HO7536",
"GABOR7HO8477",
"GABOR-7HO8477") )
Lista=data. frame (table (Toros))
colnames (Lista)=c ("Sire", "Veces")
Lista
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## Sire Veces
## 1 BALZAIR 507H007947 1
## 2 BLADE 7HO7744 1
## 3 CARUSO_T7H08866 1
## 4 COLDSPRINGS 1
## 5 COLDSPRINGS 7HO7536 1
## 6 GABOR 7H08477 1
## 7 GABOR___7H08477 1
## 8 GABOR-7H08477 1
## 9 GABOR7HO08477 1

Lista$Sire=as.character (Lista$Sire)

Como pueden observar, hay nombres que identifican a un solo toro (caso de
COLDSPRINGS y GABOR), por consiguiente, es necesario hacer comparaciones entre
todos los nombres para detectar similitud, la cual puede ser por observacién directa y
también, con ayuda de procedimientos para detectar similitud.

A continuacion, usaremos dos librerias: <gtools> [96] con el comando
<combinations>> para hacer dos columnas que permitan la comparacién pareada de
todos los nombres y <synthesisr> [97], con el comando «fuzzdist> para detectar
similitud, la cual puede ser por diversas metodologias que comparan coincidencias de
caracteres.

library (gtools)
Base<- as.matrix (combinations (n= nrow(Lista),

r = 2, v = Lista$Sire))
Base[c(1:2,30:36), ]
#H [,1] [,2]
## [1,] "BALZAIR 507HO007947" "BLADE 7HO7744"
## [2,] "BALZAIR 507H007947" "CARUSO_T7HO8866"
## [3,] "COLDSPRINGS 7HO7536" "GABOR7HO8477"
## [4,] "GABOR 7HO8477" "GABOR___7H08477"
## [5,] "GABOR 7H08477" "GABOR-7H08477"
## [6,] "GABOR 7H08477" "GABOR7HO8477"
## [7,]1 "GABOR___7H08477" "GABOR-7H08477"
## [8,] "GABOR___7HO8477" "GABOR7HO8477"
## [9,] "GABOR-7HO8477" "GABOR7HO8477"

Para la similtud, utilizaremos el método «fuzz_m_ratio> que genera una medida
del numero de letras que coinciden entre dos cadenas de caracteres (en nuestro caso
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nombres de toros). Se calcula como uno menos dos veces el nimero de caracteres
coincidentes, dividido por el nimero de caracteres en ambas cadenas:

library (synthesisr)

##
## Attaching package: ’synthesisr’

## The following object is masked from ’'package:knitr’:
##
## write_bib

#Hacemos un vector que tenga la medida de comparaciodn
#de las dos columnas de la matriz Base para cada fila
#(1 desde 1 hasta la ultima fila)
Vector=matrix (ncol=1, nrow=nrow (Base))
for (i in 1:nrow (Base)) {
Vector([i,1l]=(fuzzdist (Base[i, 1],

Base[i,2],

method = "fuzz_m_ratio"))
}
Basel=data. frame (Base, Vector)
Basel$Vector=round (Basel$Vector, 2)
#entre menor sea el valor, mayor similitud de
#cadenas de caracteres
library (doBy)
similitud=orderBy (~Vector,Basel)
head (similitud)

#4 X1 X2 Vector
## 32 GABOR 7HO8477 GABOR-7H08477 0.08
## 22 COLDSPRINGS COLDSPRINGS 7HO7536 0.27
## 33 GABOR 7HO8477 GABOR7HO08477 0.52
## 36 GABOR-7HO8477 GABOR7HO08477 0.52
## 31 GABOR 7HO8477 GABOR___7H08477 0.56
## 34 GABOR___7HO8477 GABOR-7H08477 0.56
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Para la inplementacion de programas de mejora genética o evaluacion genética de
una poblacion, es conveniente hacer estudios iniciales, como es el caso, del coeficiente
de consanguinidad (f), cdlculo del tamafio efectivo de la poblacion que se reproduce
(Ne), el reconocimiento de las principales familias de la poblacion y andlisis de posibles
apareamientos que se realizardn, para conocer el coeficiente de consanguinidad que se
tendrd en la proxima generacion (f;). Esto permite establecer los lineamientos de los
apareamientos para equilibrar el efecto de la presion de seleccién, con el aumento de la
consanguinidad, la pérdida de variabilidad genética y la presencia de cuellos de botella.

En términos evolutivos, el Ne contempla los individuos que contribuirdn
genéticamente en la conformacién de las generaciones siguientes. Una poblacion
puede tener una gran cantidad de hembras y machos, pero, si la mayoria son parientes
y endogamicos, implica que se tiene un Ne reducido. Lo que podria ocasionar que la

siguiente generacidn presente un bajo porcentaje de heterocigosis y un alto porcentaje
de consanguinidad.

En genética de poblaciones, el Ne estd dado por numero de individuos aptos para
reproduccion, que efectivamente contribuyen para mantener la variabilidad genética
de una poblacién ideal (supuestos de Hardy-Weinberg) en la siguiente generacion,
la cual puede estar afectada por la consanguinidad o la deriva genética (como lo
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indicaron Kimura y Crow [98]). El efecto de consanguinidad es una consecuencia de
la autocigosidad (homocigosidad para un alelo que es identico por ascendencia) y la
deriva genética (cambios de las frecuencia génicas por muestreo de una generacién a
otra), como lo indicaron Kimura y Crow [98].

El Ne se puede calcular de diversas formas, la més sencilla y generalmente usada
estd dada por la relacién entre el numero de individuos que se reproducen (N) y el
coeficiente de endogamia promedio (f), como se indica a continuacion:

(12.1)

El Ne podria calcularse teniendo en cuenta el promedio de los coeficientes de
endogamia de los hijos Cj; que tendria la poblacion que se reproduce, asi:

Net = —— (12.2)

Donde Cjy es el coeficiente de endogamia de un hijo de j y k.

Teniendo en cuenta el procedimiento anterior, podemos construir una matriz de
coancestria con los posibles apareamientos de los animales actuales, dejando en las filas
los individuos machos (padre j)y en las columnas las hembras (madre k), quedando la
matriz C,y,, de tamafio igual al nimero de padres p y numero de madres m. El nimero
de elementos de esta matriz corresponderia al numero de posibles combinaciones de
padres para gestar hijos (Nd = pxm) .

Coeficiente de endogamia promedio en los posibles apareamientos, seria:

p m
- _ j=1 Zkzl Cjk

Cik = pxm

El tamario efectivo de la poblacion Ne** sera:

ptm

Ne** = (12.3)

1+ Cpm
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Sin embargo, el tamarfio efectivo de la poblacién en la generacion siguiente (Ney)
dependera del numero de posibles nacimientos (Nac) en un periodo de partos y los
coeficientes de endogamia de los individuos que nazcan:

El tamafio efectivo de la poblacion, teniendo en cuenta los hijos que se tendrian en
una estacion de partos, se calcula asi:

Nac
Ne, = ——— (12.4)
14+ Cpm
Para garantizar que no exista aumento en los coeficientes de endogamia, se
establece un limite maximo que podran tener los hijos y se recalcula el tamafio efectivo
de la poblacion que se tendria en la siguiente generacion.

Para el calculo del tamano efectivo desarrollaremos el EJEMPLO 12, usando
una genealogia con presencia y ausencia de animales consanguineos y de animales
emparentados. Los individuos R1, R2, R3, R4, R5y R6 (N=6, 3 machos y 3 hembras);
son los que estan activos para reproducciéon (Estado actual «blue>>), el restante de
animales, son ancestros de la poblacion actual (Estado actual <red>>), como se indica
en la TABLA NRO. 12.1.

TABLA 12.1: Informacion geneldgica de una poblacion

Animal Madre Padre Sexo Estado actual
Al 1 red
A2 2 red
A3 1 red
A4 2 red
A5 1 red
A6 2 red
A7 1 red
A8 2 red
B1 Al A2 1 red
B2 A3 A4 2 red
B3 A5 A6 1 red
B4 A7 A8 2 red
R1 Bl B2 1 blue
R2 B3 B4 2 blue
R3 1 blue
R4 R1 R2 2 blue
R5 B3 R2 1 blue
R6 R3 R2 2 blue
RS R1 R6 2 blue

Nota: Informacién de 19 animales, de los cuales
algunos estan para reproduccion (blue) y otros hacen
parte de la genealogia (red).

Fuente: elaboracién propia (2024).
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Matriz de parentesco:

1 0 0 0 0 0.25 0 0 0.12 0 0 0.12
0 1 0 0 0 0.25 0 0 0.12 0 0 0.12
0 0 1 0 0 0.25 0 0 0.12 0 0 0.12
0 0 0 1 0 0.25 0 0 0.12 0 0 0.12
A= 0 0 0 0 1 0 0.25 0 0.12 0.38 0.12 0.06
0.12 0.12 0.12 o0.12 012 --- 0.5 0.5 0 1 0.38 0.25 0.38
0 0 0 0O 038 --- 0 075 0 038 1.25 0.38 0.19
0 0 0 0O 012 --- O 0.5 0.5 025 038 1 0.5

0.12 0.12 0.12 0.12 0.06 --- 0.5 025 025 038 0.19 0.5 1
Animales de la generacion con potencial para reproducirse (R1, R2, R3, R4, R5, R6

y R8).

Numero de animales:
N=7

Matriz de parentesco de los animales seleccionados:

[ 1 0 0 0.5 0 0

0 1 0 05 075 0.5

0 0 1 0 0 0.5
Ag=105 0.5 0 1 038 0.25
0 075 0 038 1.25 0.38

0O 05 05 025 038 1

0.5 025 0.25 038 0.19 0.5

Coeficientes de endogamia:

0
0
0
r=|o
0.25
0
| 0
Promedio de consanguinidad
f=0.04
Tamafio efectivo de la poblacion:
7
Ne= — =6.7
¢=Tvoos 7
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Matriz de coancestria:

0.5 0 0 0 0 012 O 0 006 O 0 0.06

0 0.5 0 0 0 012 O 0 006 O 0 0.06

0 0 0.5 0 0 012 O 0 006 O 0 0.06

0 0 0 0.5 o -- 012 O 0 006 O 0 0.06

C= 0 0 0 0 o5 -+ 0 012 0 006 019 0.06 0.03
0.06 0.06 0.06 006 006 --- 025 025 O 0.5 019 0.12 0.19

0 0 0 o 019 -~ O 038 0 019 062 0.19 0.09

0 0 0 0 006 -~ 0 025 025 012 019 0.5 0.25

0.06 0.06 0.06 006 003 --- 025 012 0.12 019 0.09 025 0.5

Machos: R1, R3y R5.
Hembras: R2, R4, R6 y R8.

Matriz de coancestria de los posibles apareamientos de los animales actuales (en
las filas los machos y las hembras en las columnas)

0 025 0 025
c=1 0 0 025 0.12
0.38 0.19 0.19 0.09

Numero de combinaciones o apareamientos posibles:

Nd =12

Coeficiente de endogamia promedio en los posibles apareamientos, seria:

Cjx =0.14

El tamarfio efectivo de la poblacién en este escenario, teniendo en cuenta los 3
machos y las 4 hembras, seria:

Ne* = 3+4

=—T" -614
T+014 - °

Si consideramos que en una estacién de partos nace un hijo por hembra, entonces:

Nac =4
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Tamafio efectivo de la poblacién teniendo en cuenta los hijos que se tendrian en
una estacion de partos:

Ne¥* = 4

¢ = Tyomd M

Listado de posibles apareamientos con bajo porcentaje de endogdmia (por ejemplo,
menor que 10 %):

0 NA 0 NA
c=]0 0 NA NA
NA NA NA 0.09

Coeficiente de endogamia promedio en los posibles apareamientos:

Cjk = 0.02
El numero de hijos que pueden nacer en una estacion de partos, es:

Nac =4

El tamafio efectivo de la poblacién teniendo en cuenta los hijos que se tendrian en
una estacion de partos:

Ne** = 4

i = 13002 >

12.0.1. Ejercicios en R-project

Utilizaremos las librerias <<doBy>> [40] para organizar datos y <kinship2> de
[28] para obtener la matriz de parentesco A y la matriz de coancestria C. Para el
célculo del tamafio efectivo utilizaremos procedimientos descritos por MacCluer et al
[99], Cervantes et al [100] y la informacion suministrada en la libreria <optiSel> [101]:

library (kinship2)

La poblacion activa que es apta para reproduccion son R1, R2, R3, R4, R5, R6 y R8
son siete individuos (N = 7).
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Pedigri=data. frame (matrix (ncol=5, c(
"Al", NA, NA,1,"red",

"A2", NA, NA,2,"red",

"A3", NA, NA,1,"red",

"A4", NA, NA,2,"red",

"A5", NA, NA,1,"red",

"A6", NA, NA,2,"red",

"A7", NA, NA,1,"red",

"A8", NA, NA,2,"red",
"B1","Al","A2",1,"red",
"B2","A3","A4",2,"red",
"B3","A5","A6",1,"red",
"B4","A7","A8",2,"red",
"R1","B1","B2",1,"blue",
"R2","B3","B4",2,"blue",
"R3",NA,NA, 1, "blue",
"R4","R1","R2",2,"blue",
"R5","B3","R2" ,1,"blue",
"Ro","R3","R2",2,"blue",
"R8","R1","R6", 2, "blue"

), byrow=TRUE) )

colnames (Pedigri)=c ("id", "sire", "dam", "sex","Estado")
Pedigri$sex=as.numeric (Pedigri$sex)

Generamos la base de datos Genea con la informacién de genealogia y sexo, con el
comando <pedigree>:

Genea=pedigree (id = Pedigri$id, dadid = Pedigri$sire,
momid = Pedigri$dam, sex=as.numeric (Pedigri$sex))

Generamos ahora un grafico con el arbol genealdgico (FIGURA NRO. 12.1),
identificando de color rojo individuos que hacen parte de los ancestros y que no estan
activos. Puede apreciarse que hay una linea negra gruesa entre los individuos B3y R2,
indicando que tienen una relacién de parentesco y ademads son padres de R5:

plot (Genea, cex=0.5,col=Pedigri$Estado,
mar=c (bottom=0, left=1, top=1, right=1))
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na

Figura 12.1: Genealogia de los animales para el ejercicio de tamafio efectivo.

Nota: genealogia con animales activos o aptos para reproduccién (color azul) y
animales que solamente hacen parte de la genealogia (color rojo). Fuente: elaboracién
propia generada en R-project [25].

Matriz de parentesco:

A=2xkinship (Pedigri$id,Pedigri$sire,Pedigrisdam) ;
A[6:13,2:13]

## A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 Bl B2 B3 B4 RI
## A6 0.00 0.00 0.00 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.5 0.0 0.0
## A7 0.00 0.00 0.00 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.5 0.0
## A8 0.00 0.00 0.00 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.5 0.0
## B1 0.50 0.00 0.00 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.5
## B2 0.00 0.50 0.50 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.5
## B3 0.00 0.00 0.00 0.5 0.5 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0
## B4 0.00 0.00 0.00 0.0 0.0 0.5 0.5 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0
## R1 0.25 0.25 0.25 0.0 0.0 0.0 0.0 0.5 0.5 0.0 0.0 1.0
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Para los calculos del tamarfio efectivo ecuaciéon 12.1:

S:C("Rl", "R2 ", "R3"’ "R4 ", "R5"’ "R6", "R8 ") ; S

## [1] "Rl n "R2" "R3" "R4" "R5"

As=A[s, s];As

#4# R1 R2 R3 R4 R5

## R1 1.0 0.00 0.00 0.50 0.00 O
## R2 0.0 1.00 0.00 0.50 0.75 O
## R3 0.0 0.00 1.00 0.00 0.00 O
## R4 0.5 0.50 0.00 1.00 0.38 O
## R5 0.0 0.75 0.00 0.38 1.25 O
## Ro 0.0 0.50 0.50 0.25 0.38 1
## R8 0.5 0.25 0.25 0.38 0.19 O

f=as.matrix (diag(As)-1);f

## (,1]
## R1 0.00
## R2 0.00
## R3 0.00
## R4 0.00
## R5 0.25
## R6 0.00
## R8 0.00

fprom=round (mean (f), 2); fprom

## [1] 0.04

N=length (s) ;N

#H [11 7

Ne=round (N/ (1+fprom), 2) ; Ne

"R6 "

R6

.00
.50
.50
.25
.38
.00
.50

P O O O O O O

"R8 "

R8

-850
.25
.25
.38
RS
.50
.00
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Célculo del tamario efectivo con la ecuacion 12.3:

C=kinship (Pedigri$id, Pedigri$sire,Pedigris$dam);C[1:7,1:7]

## Al A2 A3 A4 A5 A6 A7
## A1 0.5 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
## A2 0.0 0.5 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
## A3 0.0 0.0 0.5 0.0 0.0 0.0 0.0
## A4 0.0 0.0 0.0 0.5 0.0 0.0 0.0
## A5 0.0 0.0 0.0 0.0 0.5 0.0 0.0
## A6 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.5 0.0
## A7 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.5

machos <- Pedigri$sex==1 & (Pedigri$id %in% s)
machos <- Pedigri$id[machos]
machos

## [1] "Rl n "R3" "R5"

hembras <- Pedigri$sex==2 & (Pedigri$id %in% s)
hembras <- PedigriS$id[hembras]
hembras

## [1] "R2" "R4" "R6" "R8"

C_jk=C[machos, hembras]
C_jk

## R2 R4 R6 RS
## R1 0.00 0.25 0.00 0.250
## R3 0.00 0.00 0.25 0.125
## R5 0.38 0.19 0.19 0.094

Nd=length (machos) xlength (hembras) ; Nd

## [1] 12

media_C_ jk=round (sum(C_jk) /Nd, 2);media_C_jk

## [1] 0.14
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Ne_dosasteriscos=(length (machos) +length (hembras)) /
(1l+media_C_Jjk)

Ne_dosasteriscos

Nac=length (hembras); Nac

## [1] 4

Ned_dosasteriscosp=round (Nacx (1-media_C_jk),2)
Ned_dosasteriscosp

#Apareamientos deseados
maximo=0.10
Deseados=ifelse (C_jk>=maximo, NA, C_jk)

Deseados

#4# R2 R4 R6 RS
## R1 0 NA O NA
## R3 0 0 NA NA

## R5 NA NA NA 0.094

Apareamientosdeseados=ifelse (C_jk>=maximo,NA, 1)
Apareamientosdeseados

## R2 R4 R6 RS
## R1 1 NA 1 NA
## R3 1 1 NA NA
## R5 NA NA NA 1

machose=as.matrix (apply (Apareamientosdeseados, 1,
sum, na.rm=TRUE) ) ;machose

## R1 2
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## R3 2
## RS 1

machose=subset (machose, machose>0) ;machose

ki [,1]
## R1 2
## R3 2
## R5 1

hembrase=as.matrix (apply (Apareamientosdeseados, 2,
sum, na.rm=TRUE))
hembrase=subset (hembras, hembrase>0) ; hembrase

## [l] "RZ" "R4" "R6" "R8"

Deseados [rownames (machose) , rownames (hembrase) ]

#H

## R1

## R3

## R5

Deseados

#4# R2 R4 R6 RS
## R1 0 NA O NA
## R3 0 0 NA NA

## R5 NA NA NA 0.094
coefdese=round (mean (Deseados, na.rm=TRUE), 3) ; coefdese
## [1]1 0.019

Nacl=length (hembrase); Nacl

## [1] 4

Nedese_ dosasteriscos=round (Nacl/ (l+coefdese), 3)
Nedese_dosasteriscos
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CONECTIVIDAD GENETICA ENTRE
NIVELES DE EFECTO F1JO

Mario Fernando Ceron-Muinoz
Universidad de Antioquia

Para una buena evaluacién genética se requiere que exista conectividad genética
entre los niveles de los efectos fijos, por ejemplo, es indispensable que un toro tenga
hijas en varios rebafios para evitar confusion de la respuesta atribuida al efecto de la
genética del toro y el efecto atribuido al ambiente de rebafio.

La medida méas apropiada de conectividad es la varianza del error de prediccion del
promedio (VEP) de las diferencias en estimaciones de los valores de cria (EVC) entre
animales en distintos niveles de factores no genéticos [102]. Cuando las comparaciones
son entre niveles de un efecto fijo, la relaciéon genética dentro de la unidad aumenta
el PEV y la relacion genética entre niveles disminuye el PEV. Por consiguiente, la
matriz X7 ZAZT X mide la suma de la relacién genética dentro y entre niveles. Veamos
el EJEMPLO 13, donde se tiene una genelalogia con individuos que tienen datos
productivos en dos rebafios.

Para el desarrollo en R-project [25] utilizaremos las librerias <kinship2>> [28] para
generar la matriz de parentesco, <MatrixModels> [29] para la construccion de las
matrices a partir de las bases de datos y <stringr>> [30] para modificar los nombres de
las columnas:

library (stringr)

library (kinship2)
library (MatrixModels)
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Consideremos la siguiente base de informacion genealédgica de 12 individuos, de los
cuales seis son fundadores. Ademads, nueve animales tienen informacién productiva y
estan distribuidos en tres fincas (1, 2y 3):

Base=data. frame (matrix (ncol=5, c(

"Al", NA, NA,1,Na,

"A2", NA, NA,2,"Finca 1",

"A3", NA, NA,1,NA,

"A4", NA, NA,2,"Finca 1",

"AS5", NA, NA,1,NA,

"A6", NA, NA,2,"Finca 3",
"Blll,"Alll,llAZ",l,"Finca 1",
"B2","Alll,llAZ",Z,"Finca 1",
"B3","A3ll,llA4",l,"Finca 2",
"B4","A3ll,llA4",2,"Finca 2",
"B5","A5ll,llA6",1,"Finca 3",
"Bo","AL","A6",2,"Finca 3"), byrow=TRUE))
colnames (Base)=c ("id", "sire", "dam", "sex", "Finca")
Base$sex=as.numeric (BaseS$sex)

x= (pedigree (id = Base$id, dadid = BaseS$sire,
momid = BaseS$dam, sex=BaseS$sex))

La matriz de parentesco seria:

A=2xkinship (Base$id, Base$sire, BaseSdam)
A

ik

## Al
## A2
## A3
## A4
## A5
## A6
## Bl
## B2
## B3
## B4
## B5
## BG6
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Con la siguiente programacion obtendremos el arbol genealdgico (FIGURA NRO.
13.1:

plot (x, paste (Base$id,"\n",Base$Finca), cex = 0.7,
mar=c (bottom=0, left=1, top=1, right=1))

+——O —1—O ——O

A1 A2 A3 A4 A5 A6
NA Finca 1 NA Finca 1 NA Finca 3

o o U o o o

B1 B2 B3 B4 B5 B6
Finca 1 Finca 1 Finca 2 Finca 2 Finca 3 Finca 3

Figura 13.1: Genealogia de los animales pertenecientes a tres fincas.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Montaje de la matriz X:

Grupos=subset (Base, !is.na (BaseS$Finca))

X=as.matrix (model .Matrix (~ as.factor (Finca) -1,data=Grupos))
colnames (X) =word (colnames (X), 2, sep = fixed(')'))
rownames (X) =Grupos$id

X

#4# Finca 1 Finca 2 Finca 3
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## A2 1 0 0
## A4 1 0 0
## A6 0 0 1
## B1 1 0 0
## B2 1 0 0
## B3 0 1 0
## B4 0 1 0
## BS 0 0 1
## BG6 0 0 1
Xp=t (X)

S
I

O O OO MO MH M

O O =M= OO O OO

= =0 OO Ok O 0o

Montaje de la matriz Z:

Pro=as.matrix (model .Matrix (~ as.factor (Grupos$id) -1))
colnames (Pro) =word (colnames (Pro), 2, sep = fixed(')'))
rownames (Pro) =Grupos$id

Z=matrix (nrow=nrow (Pro),ncol=ncol (A), 0)
colnames (Z) =colnames (A)

rownames (Z) =colnames (Pro)

Z [colnames (Pro) , colnames (Pro) ]=Pro

Z

## Al A2 A3 A4 A5 A6 Bl B2 B3 B4 B5 B6
## A2 0 1 O O O O O O 0O O 0 o
## A4 0 O O 1 O O O O O O 0 o
## A6 0 O O O O 1 O O 0o O 0 o
## B1L 0 O O O O O 1 O O O 0 o
## B2 0 O O O O O O 1 0o O 0 o
## B3 0 0O O O O O O O 1 o0 0 o
## B4 0 O O O O O O O O 1 0 o0
## B5 0 0O O O O O O O O O 1 o0
## B 0 O O O O O O O O O 0 1
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Zp=t (2)

N
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OO OO OO OO
S OO OO O OO0
SO OO OO OO0
O = O O OO O OO0
_ O OO OO o OO0

La deriva genética segtn el procedimiento de Kenney y Trus [102], se tendria:

DG=Xp%*x%Z%*3SA%S*SZp3*3X

DG

#4# Finca 1 Finca 2 Finca 3

## Finca 1 7 1 0

## Finca 2 1 3 0

## Finca 3 0 0 6
7 1 0

XTzAZTX =1 3 0

0O 0 6

Los elementos diagonales son mayores que el numero de animales debido a las
relaciones dentro de los niveles de un efecto fijo, por consiguiente, creamos la matriz A
con las relaciones promedio entre y dentro de los niveles de efecto fijo (incluyendo la
relacion de un animal consigo mismo). Los elementos de la diagonal de A se obtienen
dividiendo los elementos de la diagonal de X ZAZTX con el respectivo elemento de
la diagonal de XTX, y los elementos fuera de la diagonal de A se obtienen dividiendo
el respectivo elemento fuera de la diagonal de X ZAZTX con la multiplicacién de los
dos elementos de la diagonal de X7 X que lo relacionan. Para un mejor entendimiento,
veamos la siguiente matriz:

4x2 3x3

—_ 3 0
A=|— 2 X
4x2 22 2x3

0 0 6
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En R-project [25] crearemos una funcién donde se conjugan dos matrices: La matriz
UNO corresponde a X7 ZAZT X y la matriz DOS a X7 X. Cada elemento de la diagonal
de la matriz UNO (i, i), se divide por el cuadrado del elemento correspondiente de la
diagonal de la matriz DOS (i, i). Cada elemento fuera de la diagonal de la matriz UNO
(i, j) se dividen por el producto de los elementos que corresponden a la matriz DOS

@ Ny U, 0:

PromRelac <- function (Uno,Dos) {
n=ncol (Uno)
V <- matrix (nrow=nrow (Uno),ncol=ncol (Uno), 0)
for (i in 1:n) {
for(j in 1:n) {
if (1 == j) {VI[i,]Jjl=Unol[i,i]/Dos[i,i]"2
telse{V[i, jl=Uno[i,J]/ (Dos[i,i]*Dos[3,]j])}

}

return (V)
}
XPX=Xp%* %X
Abarra=PromRelac (DG, XPX)
round (Abarra, 2)

ik (,11 [,2] [,3]
## [1,] 0.44 0.12 0.00
## [2,] 0.12 0.75 0.00
## [3,] 0.00 0.00 0.67

. 044 012 O
A=1]012 075 O
0 0 0.67

Los elementos de A pueden interpretarse como los componentes genéticos de la
varianza y la covarianza de la deriva entre los niveles del efecto fijo [103]. La varianza
de la deriva genética entre dos niveles, estaria dada por la suma de los dos elementos
diagonales, restdndole el producto de los dos elementos fuera de la diagonal. Si el valor
es bajo, indica alto grado de conectividad.

Crearemos una funcién para crear una matriz cuyos elementos fuera de la diagonal
corresponden a la descripcion anterior:

DG_UM <- function (TRES) {
n=ncol (TRES)
V <- matrix (nrow=nrow (TRES), ncol=ncol (TRES), 0)
for (i in 1:n) {
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for(j in 1:n) {
if (1 == j) {VI[i,3J1=0
}else{VI[i, j]=TRES[i, 1]+TRES[], j]-2*«TRES[i, j]}

}

return (V)

Aplicamos la funcién:

Conectividad=DG_UM (Abarra)

diag (Conectividad) = NA

colnames (Conectividad) =rownames (Conectividad)= colnames (X)
triu(round (Conectividad, 3))

## 3 x 3 Matrix of class "dtrMatrix"

## Finca 1 Finca 2 Finca 3
## Finca 1 NA 0.94 1.10
## Finca 2 . NA 1.42
## Finca 3 . . NA

Si tenemos en cuenta las varianzas genética y residual de qualquier caracteristica
analizada, podemos calcular la varianza de los niveles de un efecto fijo:

(XTX —XT2(Z"Z + A a) 127X 02

Si los niveles de un efecto fijo no estuvieran conectados, los elementos fuera de
la diagonal de la matriz de varianza-covarianza serian cero. Los elementos fuera de
la diagonal positivos son el resultado de relaciones genéticas entre animales en las
diferentes niveles (conectividad genética):

vara=1
vare=1
alpha=vare/vara

solve (A) $x%alpha)

(
(Xp%*%7Z2) $+x% (solve (Zp
)
round (VDGentreGrupos, 2

#4# (11 0,21 [,3]
## [1,] 0.67 0.17 0
## [2,] 0.17 1.17 0
## [3,] 0.00 0.00 1
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Conectividad=DG_UM (VDGentreGrupos)
diag (Conectividad) = NA

colnames (Conectividad) =rownames (Conectividad)= colnames (X)
triu(round (Conectividad, 3))

## 3 x 3 Matrix of class "dtrMatrix"

#4 Finca 1 Finca 2 Finca 3
## Finca 1 NA 1.5 1.7
## Finca 2 . NA 2.2
## Finca 3 . . NA
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MATRIZ G~! EN MODELO
MULTIRRACIAL

Mario Fernando Ceron-Muioz

Universidad de Antioquia

Como lo describe Arnold et al [39], la inversa de la matriz de relaciones genéticas
G~ ! es el resultado de la combinaciones de A~! y la inversa de las covarianzas G, 1 En
una raza puede expresarse como el producto directo de estas dos matrices, asi:

Gl=47"G;"

El el caso de la existencia de méas de un grupo racial (¢ = 1,2..,k) que presentan
diferentes varianzas genéticas (cf.., ai), esta relacion no es directa y G~ estaria dada
por un valor compuesto que depende linealmente de la composicién del grupo racial
del animal (¢; of, Cy 02,..,cka,2€), donde ¢y, se refiere a la proporcion de genes de 1a k-ésima
razay cuya sumatoria es igual que 1 (¢; + ¢, +.., +¢; = 1). Esto evita expresar G~! como
un producto directo para datos de cruzamiento [104].

La construccion de G~! ha sido ampliamente estudiada por Arnold et al [39], Elzo
[104]y Loetal [105] a partir de las reglas de Henderson [7]. Entretanto, existen diversos
criterios para construirla, por ejemplo, Poulsen [106] compar6 cuatro métodos que
usan diferentes matrices de relaciones multirraciales en términos de capacidad para
predecir valores genéticos precisos e imparciales con fenotipos de animales cruzados
(en especial cuando se emplean modelos gendmicos y multirraciales), los cuales se
describen a continuacién:
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Matrices de relaciones del numerador (NRM): este método secciona la matriz de
parentesco de la poblacion en matrices de parentesco para cada raza pura, con su
respectiva varianza genética aditiva, lo que permite dividir los valores genéticos de los
animales mestizos en términos de la proporcién de las razas puras. El vector de efectos
genéticos aditivos tendria la siguiente estructura para dos razas (R1y R2):

o] = [ )

Para Poulsen et al [106], este método tiene las suposiciones inexactas para los efectos
genéticos aditivos, si las variaciones genéticas aditivas parciales debidas a efectos
especificos de la raza no son proporcionales a la composicion de la raza.

GIZQ]ZARI 0
0 Ap,

El método de relaciones parciales (GT): este método propuesto por Garcia-Cortés y
Toro [107], divide la relacién genética aditiva en varias matrices de relaciones parciales
para las razas puras y para cada par de razas (matrices de parentesco parciales para
términos de segregacion). Continuando con el ejemplo de la estructura para dos razas
(R1y R2), se tendria:

arq 0 GIZQIARl 0 0
ag, |=~N||o|,[ o0 02, AR X 0
aR1R2 0 0 0 TR ARIR2

Método GT modificado (SM): este método es una aproximaciéon del método GT,
propuesto por Strandén y Mintysaari [108] y reparte la varianza genética aditiva
de la misma forma. Las varianzas genéticas para las razas y cruces son las mismas
que el método GT, pero las matrices A;, A,.., A serian aproximadamente similares.
Su diferencia estaria dada por la inclusiéon de matrices que tienen una diagonal
conformada por la raiz cuadrada de las proporciones raciales de cada individuo (la
llamaremos matriz ®), por consiguiente, el vector de efectos genéticos para el caso de
dos razas, estaria establecido de las siguiente forma:

agy 0] |o% Pr1ARIPR1 0 0
agy | =~N|[|0], 0 T, ProAR2 P2 0
aRr1R2 0 0 0 02 R PRIR2ZARIR2PRIRY
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Método Metafundadores (MF): este método modela poblaciones como
subpoblaciones derivadas de una poblacién ancestral comun. En la prictica, esto
se hace identificando cada subpoblacién a través de un metafundador, calculando una
matriz de relacion genética aditiva entre metafundadores (I'), y luego incorporando
esta informacién a A, compartida para todas las poblaciones [106], asi:

r=| 7Rt 7VRiR2
YR2R1  VR2

Donde yg; eslarelacion del metafundador de la subpoblacién R1; yg, es la relacién
metafundador para la subpoblacion R2 y yrir, €s la relacion metafundadora entre las
subpoblaciones R1 y R2. El vector de efectos genéticos seguiria una distribuciéon dada
por:

a=~N (o, o2 AI‘)

f

Donde afn es la varianza genética aditiva ancestral comun en la poblacién.

f

En el trabajo de Poulsen et al [106] en poblaciones en cruzamiento rotativo, todos
los métodos fueron casi igualmente precisos para la predicciéon de valores genéticos
en animales de raza pura; sin embargo, con informacién genémica, los métodos MF y
GT fueron los més precisos, concluyendo que existe la necesidad de investigar como
se comparan los modelos con estas matrices de relacion, para predecir valores de
reproduccion precisos e imparciales con fenotipos de animales cruzados por rotacion.

El método NRM es un enfoque comun para los andlisis de razas multiples. El
argumento principal para el método NRM es que comunmente se implementa en
software para evaluaciones genéticas. Sin embargo, se presentan resultados erroneos en
los valores genéticos en animales mestizos. Los elementos diagonales para los animales
mestizos no estdn escalados segun las proporciones de su raza, y este error afecta tanto
a los elementos diagonales como fuera de la diagonal para los descendientes de los
animales mestizos. El método SM produce los mismos elementos diagonales que el
método GT en ausencia de consanguinidad, punto fundamental, porque a pesar de ser
poblaciones cruzadas, el namero de fundadores es muy reducido y por la dindmica de
los apareamientos, al paso de las generaciones, hay aumento de la consanguinidad.

Como observaron, existen diversas controversias sobre la construcciéon de G~1,
y ademds, si se ignoran las diferencias genéticas entre poblaciones, se tendrian
estimaciones de pardmetros sesgados, en particular para la varianza genética aditiva.
Frente a esta dualidad, nos enfocaremos al trabajo de Muff et al [109], quienes aplicaron
la descomposiciéon de Cholesky a la matriz A y escalonaron los componentes de
la matriz ® que contiene las proporciones respectivas para cada raza; y advierten
que a pesar de ser un método conveniente, es aproximado. Con base al método GT,
Garcia-Cortés y Toro [107] dividieron de forma aditiva el valor genético total de cada
individuo en componentes especificos de la raza, que covarian de acuerdo con una
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matriz de parentesco especifica de la raza. La descomposicion de A, estd dada por las
multiplicacién de las matrices LDLT, donde L es una matriz triangular inferior con 1
en la diagonal y D es una matriz diagonal.

Nosotros realizaremos modificaciones a lo propuesto por Muff et al [109] en la
matriz ®. Los anteriores autores indicaron que ® es una matriz con las proporciones
de cada raza que tiene cada individuo, en nuestro caso, ® es una matriz de disefio que
relaciona los individuos con los grupos genéticos.

Para el desarrollo de esta propuesta de aproximacion, utilizaremos el EJEMPLO 14
con la genealogia de la TABLA NRO. 14.1 con individuos de dos razas (R1 y R2) y el
cruzamiento entre ellas (RC). La genealogia tiene 9 individuos, de los cuales 5 no tienen
ancestros y pertenecen a las razas puras (1, 2, 3y4) y uno es cruzado (6). Hay 4 animales
con ascendencia conocida, dos de los cuales puros y dos son cruzados. Cabe destacar
que el animal 9 es cruzado, pero también es endogdmico porque es hijo del animal 1,
el cual es su abuelo materno.

TABLA 14.1: Proporcion racial y grupos genéticos de 9 animales puros y cruzados

id  padre madre Proporcion Grlllpo D
CR1__ Cr2 genetico  ¢r;  Pra $re
1 1 0 R1 1 0 0
2 1 0 R1 1 0 0
3 0 1 R2 0 1 0
4 0 1 R2 0 1 0
5 1 2 1 0 R1 1 0 0
6 3 4 5 .5 RC 0 0 1
7 0 1 R2 0 1 0
8 1 6 .75 25 RC 0 0 1
9 1 8 875 125 RC 0 0 1

Nota: cgy g son las proporciones raciales de cada individuo y @
relaciona los individuos con el grupo racial a que pertenece (matriz
D).

Fuente: elaboracion propia (2024).

La matriz de parentesco seria:

1 0 0 0 05 0 0 0.5 0.75]

0 1 0 0 05 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 05 0 0

0 0 0 1 0 0O 05 O 0
A=105 05 O 0 1 0 0 025 0.38
0 0 0 0 0 1 0 05 025

0 0O 05 05 O 0 1 0 0
05 O 0 0 025 05 O 1 075
1075 O 0 0 038 025 0 075 1.25]
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La descomposicion de Cholesky de la matriz de parentesco seria:

0

05 0

0.5

05 05 0 O

0

0.5

0 025 0 05 1

0

0.75

Ag =

Por consiguiente, la matriz L y la matriz con la diagonal D, serian:

0

0

1

0

05 0

0.5

05 05 0 O

0

0.5
0.75

0 025 0 05 1

0

0
0
0
0

1 0 0 O
01 0 O

0 01 O

0 0 01

0

0 0 00 05 0

0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0O

0
0
0
0

0.5

0

0.5

0.5

D =

Si consideramos las varianzas de cada raza:

2 _
0R1—10
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Para cada grupo racial L y D, serian:

coocococoococoo
coocococoococoo
coocococoococoo
coocococoococoo
cooco~0co0o0o
coocococoococoo
coocococoococoo

(Ve)
oc~ooloocoo
V)
~ococofNocon
o S g
L ]

VN

—

24

(=]

~

p—

3

Il

—

[+

_

10 0 0 0 0 0 0 0 O

10 0 0 0 0 0 0 O

0
0
0
0
0
0
0
0

0O 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 5 0 0 0O
0O 0 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 0O
0O 0 0 0 0 0 0 O

DI @ Pr1) =

2
R1

=0

Dg,

0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0O

0
0
0
1
0

0
0 0 05 05 0 01 O O

0

0 0

0 0 0 0O
0 0 0 0O

0
0

LI ® ®g,)

Ly, =

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0 0 00 0O
0 0 00 0O
0 050 00

0 0 0500

0

0 0 00 0O

0 0 0O0OO 0 25 0O

0 0 00 0O
0 0 00 0O

S o

0
0

IQ®®r)=]0 0 0 0 0 0

2
R2

DRZ = Do
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0
0
0
0
0
1
0

0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0O

1

0

0 0 0 00 05

0 00O OO0 025 0 05 1

Lre = LU @ Pge)

0
0
0
0
0

0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 0 0 0 O

0

0 0 000 750
0 0 0 0 O
0 0 0 0O
0 0 0 0O

0
0
0

0
3.75

0 3.75

DUBPrc)=[0 0 0 0 0

2
ORr

Dgc =

Las matrices G de cada grupo genético serian:

7.5

0
10 0 O

10
0

0

5

3.75

10 0 0 25

0

0 0 25 375

0 0 0 25

0 0 0 375 0 0 375 5.62

7.5

= Lg1Dgi Ly,

Gr1

0 0 25 0 O

0
5

0 0 25 0 O

0

0

0

5

0 0 25 25 0 O

Grz = LroDroL},
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Grc = LrcDrcLjy =

SO O OO OO O OO
SO O OO OO O oo
SO O OO OO O oo
SO O OO OO o oo

e eololoNoNcohoRoh=]

0O 0 O 0
0O 0 O 0
0O 0 O 0
0O 0 O 0
0O 0 O 0
75 0 375 1.88
0O 0 O 0
375 0 5.62 281
1.88 0 2.81 5.16

G seria la sumatoria de las matrices de relaciones de cada grupo racial, asi:

[ 10
0
0
0
G:GR1+GR2+GRC: 5
0
0
5
| 7.5
[ 028 005 0
005 015 0
0 0 0.3
0 0 0.1
Gl=|-01 -01 o0
0.07 0 0
0 0 -02
-0.07 0 0
[ —0.13 0 0

S O O L OO
S O L O O O

25 25

o

S OO o uwm OO
o

-0.1
-0.1

0.2

(=N ele Nl

5 0

5 0

0 0

0 0

10 0

0 7.5

0 0
2.5 3.75
3.75 1.88
0.07 0

0 0

0 -0.2

0 -0.2

0 0
0.2 0

0 0.4
—0.13 0

0 0

0o 5 75
0 0 0
25 0 0
25 0 0
0 25 375
0 375 1.88
5 0 0
0 812 6.56
0 6.56 10.78]
—-0.07 —0.13]

0 0

0 0

0 0

0 0
—013 0

0 0
033 —0.13
-0.13  0.27 |
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14.0.1. Ejercicios en R-project

La descomposicion de Cholesky la realizaremos con el comando gchol, de lalibreria
<bdsmatrix>[110] y para extraer los componentes de la descomposicion se utilizaron
las funciones diag y as.matrix, también utilizaremos las librerias <kinship2> [28] para
generar la matriz de parentesco, <MatrixModels> [29] para la construccién de las
matrices a partir de las bases de datos, <stringr>> [30] para modificar los nombres de

las columnas y la libreria <MASS>> [18] para calcular la inversa:

Base=data. frame (matrix (ncol=4,byrow=TRUE, c(
1,NA,NA, "R1",

2,NA,NA, "R1",

3,NA,NA, "R2",

4,NA,NA, "R2",

5 1, 2,"R1",

6,NA,NA, "RC",

7, 3, 4,"R2",

8, 1, 6,"RC",

9, 1, 8,"RC"

)))

colnames (Base)=c ("id", "sire", "dam", "GrupoGen")
rownames (Base)=seq(l,nrow (Base), 1)

head (Base)

## id sire dam GrupoGen
## 1 1 <NA> <NA> R1
## 2 2 <NA> <NA> R1
## 3 3 <NA> <NA> R2
## 4 4 <NA> <NA> R2
## 5 5 1 2 R1
## 6 6 <NA> <NA> RC

attach (Base)

## The following object is masked _by  .GlobalEnv:
##
## GrupoGen

library (kinship2)

A=2xkinship (id, sire, dam) ; colnames (A) =rownames (A) =Base$id; A

## 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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## 1 1.00 0.0 0.0 0.0 0.50 0.00 0.0 0.50 0.75
## 2 0.00 1.0 0.0 0.0 0.50 0.00 0.0 0.00 0.00
## 3 0.00 0.0 1.0 0.0 0.00 0.00 0.5 0.00 0.00
## 4 0.00 0.0 0.0 1.0 0.00 0.00 0.5 0.00 0.00
## 5 0.50 0.5 0.0 0.0 1.00 0.00 0.0 0.25 0.38
## 6 0.00 0.0 0.0 0.0 0.00 1.00 0.0 0.50 0.25
## 7 0.00 0.0 0.5 0.5 0.00 0.00 1.0 0.00 0.00
## 8 0.50 0.0 0.0 0.0 0.25 0.50 0.0 1.00 0.75
## 9 0.75 0.0 0.0 0.0 0.38 0.25 0.0 0.75 1.25

library (MatrixModels)

Grup=as.matrix (model.Matrix (~ as.factor (Base$GrupoGen) -1))
library (stringr)

colnames (Grup) =word (colnames (Grup), 2, sep = fixed(')'))
rownames (Grup) =Base$id

Grup

## R1 R2 RC
##
##
##
##
##
##
##
##
##

=
(@)

O O J o U W N
O O O O O o
O Ok OO B+ O
PR RO OO0 OoO O

Phi=matrix (nrow=nrow (Base),ncol=ncol (Grup), 0)
colnames (Phi)=colnames (Grup)
rownames (Phi)=Base$id
Phi [rownames (Grup) , colnames (Grup) ] =
Grup [rownames (Grup) , colnames (Grup) ]
Phi

## R1 R2 RC
##
##
##
##
##
##
##

~ oy U1 b W DN
O O O o
R O O O
O OO O o o
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#considerando la misma varianza para
#todos los grupos genéticos
var=10; var

## [1] 10

G=A%x%var;G

## (11 (,21 [(,31 [,4]1 [,5] [,6] [,7]1 [,8] [,9]

## [1,] 10.0 0 0 0O 5.0 0.0 O 5.0 7.5

##  [2,] 0.0 10 0 0O 5.0 0.0 O 0.0 0.0

##  [3,] 0.0 0 10 0O 0.0 0.0 5 0.0 0.0

## [4,] 0.0 0 0 10 0.0 0.0 5 0.0 0.0

## [5,] 5.0 5 0 0 10.0 0.0 0O 2.5 3.8

## [6,] 0.0 0 0 0O 0.0 10.0 O 5.0 2.5

##  [7,] 0.0 0 5 5 0.0 0.0 10 0.0 0.0

## [8,] 5.0 0 0 0 2.5 5.0 0 10.0 7.5

##  [9,] 7.5 0 0 0O 3.8 2.5 O 7.5 12.5
library (MASS)

Gin=ginv (G) ; round (Gin, 2)

#4# (,11 1,21 [,31 [,4] [,5]1 [,e] [,71 [,8] [,9]
## [1,] 0.25 0.05 0.00 0.00 -0.1 0.05 0.0 -0.05 -0.1
## [2,] 0.05 0.15 0.00 0.00 -0.12 0.00 0.0 0.00 0.0
## [3,] 0.00 0.00 O0.15 0.05 0.0 0.00 -0.1 0.00 0.0
## [4,] 0.00 0.00 O0.05 0.15 0.0 0.00 -0.1 0.00 0.0
## [5,] -0.10 -0.10 0.00 0.00 0.2 0.00 0.0 O0.00 0.0
## [6,] 0.05 0.00 O0.00 0.00 0.0 0.15 0.0 =-0.10 0.0
##  [7,] 0.00 0.00 -0.10 -0.10 0.0 0.00 0.2 0.00 0.0
#+ [8,] -0.05 0.00 0.00 0.00 0.0 -0.10 0.0 0.25 -0.1
#+ [9,] -0.10 0.00 0.00 0.00 0.0 0.00 0.0 -0.10 0.2

library (bdsmatrix)

##
## Attaching package: ’‘bdsmatrix’
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## The following object is masked from ’package:base’:

##
##

backsolve

denominada Ad

#Descomposicidn de Cholesky para A,

A_d

d

A_

gchol (A) ;

## 1 1.00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.00 0.0 0.0 0.0
## 2 0.00 1.0 0.0 0.0 0.0 0.00 0.0 0.0 0.0
## 3 0.00 0.0 1.0 0.0 0.0 0.00 0.0 0.0 0.0
## 4 0.00 0.0 0.0 1.0 0.0 0.00 0.0 0.0 0.0
## 5 0.50 0.5 0.0 0.0 0.5 0.00 0.0 0.0 0.0
## 6 0.00 0.0 0.0 0.0 0.0 1.00 0.0 0.0 0.0
## 7 0.00 0.0 0.5 0.5 0.0 0.00 0.5 0.0 0.0
## 8 0.50 0.0 0.0 0.0 0.0 0.50 0.0 0.5 0.0
## 9 0.75 0.0 0.0 0.0 0.0 0.25 0.0 0.5 0.5

##

diag(A_d);D

nrow=ncol (A), 0) ;diag (D)

matrix (ncol=ncol (4),

D=

##

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
.0
0
0
5
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
-0
0
5
0
0

— — o/ o/ o/ /o

[N T VA N VAT N (N |

L

as.matrix (A_d);

=

## 1 1.00 0.0 0.0 0.0 O 0.00 O 0.0 O
## 2 0.00 1.0 0.0 0.0 O 0.00 O 0.0 O
## 3 0.00 0.0 1.0 0.0 O 0.00 O 0.0 O
## 4 0.00 0.0 0.0 1.0 O 0.00 O 0.0 O
## 5 0.50 0.5 0.0 0.0 1 0.00 O 0.0 O
## 6 0.00 0.0 0.0 0.0 O 1.00 O 0.0 O
## 7 0.00 0.0 0.5 0.5 0 0.00 1 0.0 O
## 8 0.50 0.0 0.0 0.0 O 0.50 0 1.0 O
## 9 0.75 0.0 0.0 0.0 0 0.25 0 0.5 1

##
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comprobacidénCHOL=L%*%D%x%t (L) ; A—comprobacidénCHOL#son iguales

## 1234567289
## 1 0 0 0000 0O0O
## 2 00 000 0O0O0O
## 3 00 0000 0O0O0
## 4 0 0 0000 0O0O
## 500 000 0O0O0O0
## 6 00 0000 0O0O
## 7 0 0 0 0 0 0O0O0O0
## 8 00 0000 0O0O
## 90 0000 0O0O0O0

#incluyendo varianzas diferentes a los grupos raciales
var_Rl=matrix (10)

var_R2=matrix (5)

var_RC=matrix(7.5)

L1=L%*%diag (Phi[,1]);colnames (L1)=Base$id; L1l

## 1
## 1 1.00
## 2 0.00
## 3 0.00
## 4 0.00
## 5 0.50
## 6 0.00
## 7 0.00
## 8 0.50
## 9 0.75

O O O O O o o+ o

SO0 O WMo OO O N
O O O O O OO oo Ww
O O O O O O O O O
O O OO OO o o u
O O O O O O OO O o
O O O O O OO o o 4
O O O O O OO o o
O O O O O OO o o v

L2=L%*%diag (Phi[, 2]);colnames (L2)=Base$id; L2

## 12 3 456789
## 1 0 0 0.0 0.0 0 0 0 O O
## 2 0 0 0.0 0.0 0 0 0 O O
## 3 0 0 1.0 0.0 0 0 0 O O
## 4 0 0 0.0 1.0 0 0 0 O O
## 5 0 0 0.0 0.0 0 0 0 O O
## 6 0 0 0.0 0.0 0 0 0 O O
## 7 0 0 0.5 0.50 0100
## 8 0 0 0.0 0.0 0 0 0 O O
## 9 0 0 0.0 0.0 0 0 0 O O
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Base$id; L3

L$*%diag (Phi[, 3]);colnames (L3)=

L3=

6 7

12345

ik

## 1 0 0 0 0 0 0.00 0 0.0 O
## 2 0 0 0 0 0 0.00 0 0.0 O
## 3 0 0 0 0 0 0.00 0 0.0 O
## 4 0 0 0 0 0 0.00 0 0.0 O
## 5 0 0 0 0 0 0.00 0 0.0 O
## 6 0 0 0 0 0 1.00 0 0.0 O
## 7 0 0 0 0 0 0.00 0 0.0 O
## 8 0 0 0 0 0 0.50 0 1.0 O
## 9 0 0 0 0 0 0.25 0 0.5 1

$x%var_R1

D%+x%diag (Phi[,1])

D1=
rownames (D1)

colnames (D1)=Base$id; D1

23456789

1

4

0000O0O0OO

## 1 10

4

0 10 0 0000 O0O

0
0
0
0
0
0
0

2
3
4
5

0000O0O0OO
0000O0O0OO
00050000

4

##

##

0000O0O0OO
0000O0O0OO
0000O0O0OO
0000O0O0OO

6
7
8

##

##

##

9

##

D%$*%diag (Phi[,2]) $x%var_R2

D2=

Base$id; D2

colnames (D2) =

rownames (D2)

8 9

123456 7

##

# 1 0 0 0 0 0 0 0.0 0O

## 2 0 0 0 0 00 0.000

# 3 0 0 50 0 0 0.0 0O

## 4 0 0 0500 0.000

# 5 0 0 0 0 0 0 0.0 0O

## 6 0 0 0 0 0 0 0.0 0O

## 7 0 0 0 0 0 0 2.500

## 8 0 0 0 0 0 0 0.0 0O

## 9 0 0 0 0 00 0.0 0O
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D$x%diag (Phi[, 3]) %x%var_RC

D3=

Base$id; D3

=colnames (D3) =

rownames (D3)

12345 6

i

## 1 0 0 0 0 0 0.0 O 0.0 0.0

## 2 0 0 0 0 0 0.0 0 0.0 0.0

## 3 0 0 0 0 0 0.0 O 0.0 0.0

## 4 0 0 0 0 0 0.0 O 0.0 0.0

## 5 0 0 0 0 0 0.0 0 0.0 0.0

## 6 0 0 0 0 0 7.5 0 0.0 0.0

## 7 0 0 0 0 0 0.0 O 0.0 0.0

## 8 0 0 0 0 0 0.0 O 3.8 0.0

## 9 0 0 0 0 0 0.0 O 0.0 3.8

G_R1

L1%+% (D1) 3«5t (L1) ;

G_R1=

i

5.0 00 5.0 7.5

00

0

## 1 10.0

i
i
i
##
##
##
##
##

5.0 00 0.0 0.0

0.0 10 0 ©

0
0
5
0
0
5
7

2
3
4
5

0.0 00 0.0 0.0
0.0 00 0.0 0.0

0
0

0
0

0
0

.0
.0
.0
.0
-0
.0
.5

5 00 10.0 0 0 2.5 3.8

0
0
0
0

0.0 00 0.0 0.0
0.0 00 0.0 0.0
2.5 00 2.5 3.8
3.8 00 3.8 5.6

0
0
0
0

0
0
0
0

6
5
8

9

G_R2

L2%*% (D2) x5t (L2) ;

G_R2=

4

## 1 0 0 0.0 0.0 0 0 0.0 O O

## 2 0 0 0.0 0.0 0 0 0.0 O O

## 3 0 0 5.0 0.0 0 0 2.5 0 O

## 4 0 0 0.0 5.0 0 0 2.5 0 O

## 5 0 0 0.0 0.0 0 0 0.0 O O

## 6 0 0 0.0 0.0 0 0 0.0 O O

## 7 0 0 2.5 2.5 0 0 5.0 0 0

## 8 0 0 0.0 0.0 O 0 0.0 O O

## 9 0 0 0.0 0.0 0 0 0.0 O O

G_RC

L3%%x%(D3) $x%t (L3) ;

G_RC
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12345 6

##

## 1 0 0 0 0 0 0.0 0 0.0 0.0

## 2 0 0 0 0 0 0.0 0 0.0 0.0

## 3 0 0 0 0 0 0.0 0 0.0 0.0

## 4 0 0 0 0 0 0.0 0 0.0 0.0

## 5 0 0 0 0 0 0.0 0 0.0 0.0

## 6 0 0 0 0 0 7.5 0 3.8 1.9

## 7 0 0 0 0 0 0.0 0 0.0 0.0

## 8 0 0 0 0 0 3.8 0 5.6 2.8

## 9 0 00 00 1.9 0 2.8 5.2

; G_d

G_d=G_R1+G_R2+G_RC;

ik

08
.0
.0
.0
.8

7
0
0
0
3

5.0 0.0 0.0 5.0
5.0 0.0 0.0 0.0

0 0.0 0.0

## 1 10.0

ik

0.0 10 0.0 0.0

0
0
5
0
0
5
7

2
3
4
5

0.0 0.0 2.5 0.0
0.0 0.0 2.5 0.0

0 5.0 0.0
0 0.0 5.0

.0
.0
.0
.0
.0
.0
0D

ik

ik

5 0.0 0.0 10.0 0.0 0.0 2.5

0 0.0 0.0
0 2.5 2.5
0 0.0 0.0
0 0.0 0.0

ik

9

L
0

0.0 7.5 0.0 3.8
0.0 0.0 5.0 0.0

2.5 3.8 0.0 8.1

6
.
8

ik

.0

##

6

P

##

3.8 1.9 0.0 6.6 10.8

9

##

ginv (G_d) ; round (Gin, 2)

Gin=

ki

00
00
.00
00
00
00
.27

0
0
0
0
0
0
0

00
.00
00
00
.00
0.33 -0.13

-0
30
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0
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0

0

0
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0

0
0
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0
0
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0
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0
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S
0
0
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EVALUACIONES GENOMICAS

Carlos Alberto Martinez Niiio
Universidad Nacional de Colombia, sede Bogota

Mario Fernando Cerén-Muioz
Universidad de Antioquia

15.1. No identificabilidad de los efectos de los marcadores
moleculares

Esta seccion muestra el procedimiento para establecer la no identificabilidad de
algunos efectos individuales de los marcadores moleculares en un modelo de regresion,
a través del genoma basado en el procedimiento descrito por Gianola [54], desde una
perspectiva bayesiana.

En el caso bayesiano, no existe una unica nocién de identificabilidad como en el
caso frecuentista, la siguiente es la que se emplea aqui [111, 112]. Consideremos un

modelo bayesiano con parametro de localizacion 6 particionado como 6 = (6,,6,)
y funcién de verosimilitud f(y|6;,6,). El parametro 6, se dice no identificable si su
distribucion condicional posterior es tal que:

f(6,161,y) = f(6,161)

Notese que en este caso los datos y, no brindan informacion sobre 6, mas alla de
la que provee 6;, hay una independencia condicional entre 8, y los datos dado 6.
Bajo el modelo de regresion a través del genoma presentado en el capitulo 7, cuando
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p > n, el rango de la matriz Z es a lo més n y en consecuencia no es de rango
columna completo. Tipicamente esta matriz tendrd rango n, asi que se continda con
este supuesto. Entonces, podemos permutar las columnas de Z de la siguiente forma:

Z =2,2,]

Z; es de dimensién nxn de rango completo y Z, de dimensién nx(p — n). Llevamos
a cabo la misma permutacién en el vector de efectos aditivos de los marcadores, esto

es:
u

u=|"1

[25)

Ahora definimos nuevos parametros 6; = Zu = Zyu; + Z,u, y 6, = u,, esto puede
escribirse matricialmente asi:
61 Uy
6, U

Estos parametros corresponden al vector de valores genéticos aditivos (6;) y al
vector de efectos aditivos de p — n marcadores 6, correspondientes a la matriz Z,. El
objetivo es mostrar que 8, = u, no es identificable en el sentido bayesiano definido
arriba porque dado 6; (los valores genéticos aditivos de los n individuos evaluados), los
datos no proveen més informacion sobre los efectos de los marcadores que estan en u,.
Debido a que 8; = Zu, el modelo en términos de los nuevos parametros seriay = 6; +e.
A continuacién, se formaliza este resultado. Como Z; es invertible, la transformacién
inversa existe y tiene la forma:

Zy 7
0 Inp

u, =06,

— 71
up =276, — 2,6,)
Utilizando la transformacién inversa, podemos reparametrizar el modelo asi:

y=Zu+e

Z7H61 — Z,6,)

= [212,] o,

+e

= lel_l(el - Z292) + Z292 +e
= 61 —Z292 +Z292 +e

=61+e
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Esto indica que los datos no contienen informacion sobre 8, més alld de la que esta
en 6 y asi, tenemos independencia condicional de y y 6, dado 6,; es decir, f(y|6;,6,) =
f(¥16;1). Aplicando este resultado (tercera linea del siguiente procedimiento) se tiene:

f(ela929y)
6,161,y) = —————=
f(6:161,y) 760y

_ fO161,0,)f (0,101 (61)
F161)f(61)

_ FO161)f(62161)
F(»161)

= f(6,161)

De acuerdo con la definicién que se presentd antes, este resultado muestra que 6,
no es identificable en el sentido bayesiano, es decir, los efectos de los p — n marcadores
contenidos en u, no son identificables. Entonces, lo que los datos nos pueden informar
sobre u, se hace solo a través de 8, = Z;u; + Z,u,, los valores genéticos aditivos de los
individuos evaluados. La siguiente expresion nos muestra que el aprendizaje se logra

mediante la distribucién posterior de 6; y la a priori condicional f(6,|6;), para ello
escribimos:

F©ly) = f F(6r.61y)d6,
_ f F(6161, )7 61 1)d6,

_ f £(6,161)£(611y)d6,

= Eg,,, [£(6,161)]

Es decir, la esperanza de la densidad f(6,]6;) calculada con respecto a la
distribucion posterior de 6.
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15.2. Ejercicios de evaluaciones genémicas

15.2.1. Montaje matricial de un modelo ss — GBLUP

A continuacién desarrollaremos el EJEMPLO 15.2.1 con informacion de la variable
intervalo entre el primer y segundo parto en bovinos (dias).

Montaje de la genealogia en R-project [25]:

B=data. frame (matrix (ncol=6, c(

1,NA,NA, 1,0,NA,
2,NA,NA, 2,403,1,
3,NA,NA, 1,0,NA,
4,NA,NA, 2,432,1,
5,NA,NA, 1,0,NA,
6,NA,NA, 2,421,2,
7, 1, 2, 1,0,Na,
8, 3, 4, 2,398,2,
9, 7, 4, 1,0,NA,
10, 3, 2, 2,345,1,
11, 1, 8, 1,0,NA,
12, 3, 2, 2,370,2,
14, 3,12, 2,412,2,
15, 7, 4, 1,0,NA,
16, 5, 6, 2,365,1,
17, 7,10, 1,0,NA,
21, 5, 4, 1,0,NA

), byrow=TRUE) )

colnames (B)=c("id", "sire", "dam", "sex",

B

#4# id sire dam sex IEP GC

## 1 1 NA NA 1 0 NA

## 2 2 NA NA 2 403 1

## 3 3 NA NA 1 0 NA

#4# 4 4 NA NA 2 432 1

## 5 5 NA NA 1 0 NA

## 6 6 NA NA 2 421 2

## 7 7 1 2 1 0 NA

## 8 8 3 4 2 398 2

## O 9 7 4 1 0 NA

## 10 10 3 2 2 345 1

## 11 11 1 8 1 0 NA
424
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## 12 12 3 2 2 370 2
## 13 14 3 12 2 412 2
## 14 15 7 4 1 0 NA
## 15 16 5 6 2 365 1
## 16 17 7 10 1 0 NA
## 17 21 5 4 1 0 NA

Numero de animales por padre y madre:

table (BSsire, BS$dam)

ik
ik
ik
ik
ik
ik

~J 01 W

O O NN
N P P O
O P O O o
O O O+ @
R O O O O
O O B O N

Utilizaremos las librerias «kinship2>> [28] para generar la matriz de parentesco,
<MatrixModels>> [29] para la construccién de las matrices a partir de las bases
de datos, <stringr> [30] para modificar los nombres de las columnas y la libreria
<MASS>> [18] para calcular la inversa:

library (kinship?2)
Geneal=pedigree (1d=B$id, dadid=B$sire, momid=BS$dam,
sex=BS$sex)

Montaje de la matriz de parentesco:
A=2+kinship (B$id, B$sire,BSdam) ;

colnames (A) =BS$id
rownames (A) =BS$id

A[1:8,1:8]

## 1 2 3 456 7 8
#4 1 1.0 0.0 0.0 0.0 0 0 0.5 0.0
#4# 2 0.0 1.0 0.0 0.0 0 0 0.5 0.0
#4# 3 0.0 0.0 1.0 0.0 0 0 0.0 0.5
## 4 0.0 0.0 0.0 1.0 0 0 0.0 0.5
#4# 5 0.0 0.0 0.0 0.0 1 0 0.0 0.0
## 6 0.0 0.0 0.0 0.0 0 1 0.0 0.0
## 7 0.5 0.5 0.0 0.0 0 0 1.0 0.0
## 8 0.0 0.0 0.5 0.5 0 0 0.0 1.0
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bitSize (Geneal)

## SbitSize

## [1] 16

##

## SnFounder

## [1] 6

##

## SnNonFounder
## [1] 11

El 4rbol genealogico esté representado en la FIGURA NRO. 15.1:

plot (Geneal, mar=c (bottom=1, left=1, top=5,right=1), cex=0.8)

—_
(&)

Figura 15.1: Genealogia de los animales del ejercicio de modelo gen6mico
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].
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A=2xkinship (B$id,B$sire, BSdam) ;
colnames (A)=BS$id
rownames (A)=B$id

A[1:8,1:8]
##
##
##
##
##
##
##
##
##

O ~J o U b W N -
O O O O O o o
O U1 O O O o o o

O O O O o o+ O

O U1 O O O O O o

O O O O o OO
U O O O O O O O W

bitSize (Geneal)

## SbitSiz
## [1] 16
4

@

## SnFounder

## [1] ©
i

## SnNonFounder

## [1] 11

O O O O -

0

0

O O O~ O

0

0

0.25 0.25

0.25 0.5

O O R OO

0
0
0.25
0

O O O O O o o

4 5 6
000
000
000
000
010
001
000
500
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1
05 O
0 05
0 0
0.5 0.5

O P OO O o o O

O O O O O o Ul ur 4

R O O O O O O O
O O O O Ul U1 O O @

0.5
0
0.25
0.25

0.25

0.19
0.12
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0.5
0.5

0.12

0.38
0

0.25
0.75

0.06

0.31
0

0.25
0.25

0.5

0.31
0.25

(=N el eNe}

0.5

0.25
0.5
0.25

0.31

1.12
0

(=)

0.5
0.5

0.25
0.25
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Informacion de cinco marcadores SNP:

Genotipo=data. frame (matrix (ncol=6, byrow=TRUE, ¢ (

1, 0, 1, 2, 1, 1,
2 p 0, 0, 0, 2, 2,
3 1, 1, 1, 1, 1,
4, 0, 0, 0, 0, 0,
5, 1, 2, 1, 2, 1,
#6,2,2,1,1,1, no lo tendremos en cuenta para el ejemplo
7 0, 0, 1, 2, 1,
8, 1, 0, 0, i, 0,
9, 0, 0, i, 1, 0,
10, 0, 1, 1, 2, 1,
11, 0, 0, 1, 2 0,
12, 1, 1, 0, 2, 1,
14, 0, 1, 0, 2, 2,
15, 0, 0, 0, 1, 1,
16, 2, 2, 0, 2 0,
17, 0, 0, 1, 2, 2
21, 0, 1, 1, 1, 0)))
colnames (Genotipo)=c("Id", "SNP1", "SNP2", "SNP3", "SNP4", "SNP5")

head (Genotipo)

#4# Id SNP1 SNP2 SNP3 SNP4 SNP5

## 1 1 0 1 2 1 1
## 2 2 0 0 0 2 2
## 3 3 1 1 1 1 1
## 4 4 0 0 0 0 0
## 5 5 1 2 1 2 1
## 6 7 0 0 1 2 1

N_genotipados=nrow (Genotipo)
N_genotipados

## [1] 16

Como se indico en la seccién 7.8.2, construiremos la matriz A,, para generar
posteriormente la matriz H —1 asi:

A22=matrix (ncol=N_genotipados, nrow=N_genotipados, 0)
colnames (A22) =Genotipo$Id
rownames (A22) =Genotipo$Id
A22=A[rownames (A22) ,colnames (A22) ]
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1 0 0 0 0 0.5 0 0 025 0 0.25 0
0 1 0 0 0 0 0.5 025 025 O 0.5 0
0 0 1 0 0 0.25 0.5 0.75 0 0 0.25 0
0 0 0 1 0 025 O 0 0.5 0 0 0.5
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0.5 0 0.5
An =1 : : : : . : : : : : : :
025 025 0 05 0 -~ 025 012 006 1 0 031 025
o 0 0 0 05 - 0 0 0 0 1 0 025
025 05 025 0 0 - 019 038 031 031 0 112 0
O 0 0 0505 - 012 0 0 025 025 0 1

Ahora construiremos la matriz de disefio M, que relaciona los individuos (i) y los
genotipos de los SNP (j), teniendo en cuenta lo descrito por VanRaden [48] y el ejercicio
de Putz [113], donde:

0 si es homocig6tico 11
m;; = §1si es heterocigdtico 21 0 12
2 si es homocigotico 22

M=as.matrix (ncol=5,Genotipo[,-1], byrow=TRUE)
rownames (M) =GenotipoS$Id

M
#4 SNP1 SNP2 SNP3 SNP4 SNP5
## 1 0 1 2 1 1
#4# 2 0 0 0 2 2
## 3 1 1 1 1 1
#4# 4 0 0 0 0 0
## 5 1 2 1 2 1
#4# 7 0 0 1 2 1
## 8 1 0 0 1 0
## 9 0 0 1 1 0
## 10 0 1 1 2 1
## 11 0 0 1 2 0
## 12 1 1 0 2 1
## 14 0 1 0 2 2
#4# 15 0 0 0 1 1
## 16 2 2 0 2 0
## 17 0 0 1 2 2
#4# 21 0 1 1 1 0
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Ahora calculamos las frecuencias de p;:

fp_j=as.matrix (apply (M, 2, mean) /2)

fr_jJ

## [,1]
## SNP1 0.19
## SNP2 0.31
## SNP3 0.31
## SNP4 0.75
## SNP5 0.41

0.19
0.31
Fp =031
0.75
0.41

Ahora calculamos la version estandarizada de ij denotada como p;:

pj=2>l<(ij)
P_j=2x (fp_j) ip_]
## [,1]
## SNP1 0.38
## SNP2 0.62
## SNP3 0.62
## SNP4 1.50
## SNP5 0.81
El vector p; seria:
0.38
0.62
1.5
0.81

Inicio| 430



Carlos Alberto Martinez Nifio - Mario Fernando Cerén-Muiioz

La matriz P contiene los vectores p; de todos los individuos:

P=matrix (ncol=5, rep (p_j,nrow (M) ), byrow=TRUE)
colnames (P) =colnames (M)
rownames (P) =Genotipo$Id

P

t# SNP1 SNP2 SNP3 SNP4 SNP5

## 1 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 2 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 3 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 4 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 5 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 7 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 8 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 9 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 10 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 11 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 12 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 14 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 15 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 16 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 17 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

## 21 0.38 0.62 0.62 1.5 0.81

Ahora calculamos Q que es una matriz que contiene los efectos alélicos centrados:

Q=M-P

Q=M-P

0

## SNP1 SNP2 SNP3 SNP4 SNP5

## 1 -0.38 0.38 1.38 -0.5 0.19

## 2 -0.38 -0.62 -0.62 0.5 1.19

## 3 0.62 0.38 0.38 -0.5 0.19

## 4 -0.38 -0.62 -0.62 -1.5 -0.81

## 5 0.62 1.38 0.38 0.5 0.19

## 7 -0.38 -0.62 0.38 0.5 0.19

## 8 0.62 -0.62 -0.62 -0.5 -0.81

## 9 -0.38 -0.62 0.38 -0.5 -0.81

## 10 -0.38 0.38 0.38 0.5 0.19

## 11 -0.38 -0.62 0.38 0.5 -0.81

431 Inicio|



Modelos lineales para evaluacion genética en animales

## 12 0.62 0.38 -0.62 0.5 0.19
## 14 -0.38 0.38 -0.62 0.5 1.19
## 15 -0.38 -0.62 -0.62 -0.5 0.19
## 16 1.62 1.38 -0.62 0.5 -0.81
## 17 -0.38 -0.62 0.38 0.5 1.19
## 21 -0.38 0.38 0.38 -0.5 -0.81

—-0.38 0.38 1.38 —0.5 0.19
-0.38 —-0.62 -0.62 0.5 1.19
0.62 0.38 0.38 -0.5 0.19
—-0.38 —-0.62 -0.62 -1.5 -0.81
0.62 1.38 0.38 0.5 0.19

-0.38 —-0.62 -0.62 -0.5 0.19

1.62 1.38 —-0.62 05 —0.81
—-0.38 —0.62 0.38 0.5 1.19
—-0.38 0.38 038 —-0.5 -0.81

Ahora calculamos G, que es una matriz de relaciones genémicas, dada por:

o -
k

Donde k = (2; ), p;j(1 — pj)):
fq j=1-fp_j
k=2x (£ (fqg_J) 5*%fp_3J)
k
i [,1]
## [1,] 2
G= (0%*%t (Q)) %x%(1/k)
colnames (G) =rownames (Q)
rownames (G) =rownames (Q)
round (G[1:6,1:6],2)
#4 1 2 3 4 5 7
## 1 1.22 -0.49 0.35 -0.18 0.29 0.10
## 2 -0.49 1.28 -0.36 -0.39 -0.42 0.38
## 3 0.35 -0.36 0.47 -0.05 0.41 -0.27
## 4 -0.18 -0.39 -0.05 1.90 -1.10 -0.30
## 5 0.29 -0.42 0.41 -1.10 1.34 -0.33
## 7 0.10 0.38 -0.27 -0.30 -0.33 0.47
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Ahora calculamos:

(671 - 451

library (MASS)
GinvA22inv=ginv (G) —ginv (A22)
colnames (GinvA22inv) =rownames (Q)
rownames (GinvA22inv)=rownames (Q)
round (GinvA22inv[1:6,1:6],2)

## 1 2 3 4 5 7
## 1 -1.79 -0.55 0.22 -0.01 0.04 0.98
## 2 -0.55 -2.44 -1.00 0.00 -0.03 1.01
## 3 0.22 -1.00 -2.53 -0.57 -0.01 0.02
## 4 -0.01 0.00 -0.57 -2.79 -0.50 -1.13
## 5 0.04 -0.03 -0.01 -0.50 -1.77 -0.04
## 7 0.98 1.01 0.02 -1.13 -0.04 -3.39

Teniendo como base el BLUP genémico de un solo paso, reemplazando la matriz
A~! por la matriz H~! (matriz de parentesco modificado, incorporando informacién
gendmica), se tendria:

H'=a"1+

0 0
-1 -1
0 G1-4;]

n=nrow (B)

Ad=matrix (nrow=n, ncol=n,0)

rownames (Ad) =BS$id

colnames (Ad)=BS$id

Ad[rownames (GinvA22inv), colnames (GinvA22inv) ]=GinvA22inv
round (Ad[1:6,1:6]1,2)

#4# 1 2 3 4 5 6
## 1 -1.79 -0.55 0.22 -0.01 0.04 O
## 2 -0.55 -2.44 -1.00 0.00 -0.03 O
## 3 0.22 -1.00 -2.53 -0.57 -0.01 O
## 4 -0.01 0.00 -0.57 -2.79 -0.50 O
## 5 0.04 -0.03 -0.01 -0.50 -1.77 O
## 6 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 O

Hinv=ginv (A) +Ad
round (Hinv[1:6,1:61],2)
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## 1 2 3 4 5 6
## 1 0.21 -0.05 0.22 -0.01 0.04 0.0
## 2 -0.05 0.06 0.00 0.00 -0.03 0.0
## 3 0.22 0.00 0.47 -0.07 -0.01 0.0
## 4 -0.01 0.00 -0.07 0.21 0.00 0.0
## 5 0.04 -0.03 -0.01 0.00 0.23 0.5
## 6 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 1.5

rownames (B) =B$id

Ahora desarrollamos el sistema de ecuaciones:

Matriz Z:

library (MatrixModels)

Z=as .matrix (model.Matrix (~ as.factor (BS$id) -1))
colnames (Z)=BS$id

rownames (Z)=B$id

7[1:4,1:4]
#4# 123 4
# 11000
## 20100
# 30010
4% 4 00 0 1

diag(zZ)=ifelse (B$SIEP==0,0,1)

Matriz X:

Fijos=subset (B, !is.na (B$GC), select=c("GC"))
Fijos

i
4 2
## 4
## 6
## 8
## 10
## 12
## 14
## 16

()]
Q

RN NN
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rownames (F'ijo) =rownames (Fijos)
Fijo

##
ik
ki
ki
14
ki
ki
ki
ki

X=matrix (nrow=n, ncol=ncol (Fijo),0)
rownames (X) =B$id

X [rownames (Fijo), ]=Fijo

library (stringr)

colnames (X) =word (colnames (F'ijo),

X

##
##
##
##
##
ik
##
##
i
ik
ik
ik
##
ik
ik
ik
ik
##

O J o U b W N

N N e = e e
R I I N S e

as.factor (Fijos$GC)1 as.factor (FijosS$SGC)

O O OO OO OO0OO0ODOoODOoOkFrH ok ok

O O OO P P OOOF OF OO OOoOOoNN

P O ORFr OO

fixed (') "))
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Operaciones matriciales:

XpX=t (X) $*%X

XpZ=t (X) $*5%7

t (Z2) $x%X; ZpX

ZpX=

##
##
ik
ik
ik
ik
##
##
##

0
1
0

1
2
3
4
5

0
0

6
5
8

9 0

##

## 10 1 O

## 11 0 O

## 12 0 1

## 14 0 1

## 15 0 O

## 16 1 O

## 17 0 O

## 21 0 O

2pZ2=t (2) $*%7Z; ZpZ

1234567891011 12 14 15 16 17 21

ik
##

0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0

0000O0O0O0OCO
01 000O0O0COCO
000O0O0O0O0OCO
00010O0O0OCO
0000O0O0O0OCO
0000O01O0CO0CO
0000O0O0O0OO
0 0000O0O0CT1O0
0000O0COOOCO

1
2

##
##

3
4
5

ik
i
ik
ik
ik
ik

6
.
8

0
0
0
0
0
0

9

## 10 0 0 0 0 0 0 0 O O

## 11 0 0 0 0 0 0 0 O O

## 12 0 0 0 0 0 0 0 0O

## 14 0 0 0 0 0 0O 0 0O

## 15 0 0 0 0 0 0 0 0O
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## 16 0 0 0000000 0 0 O
## 17 0 0 0000000 0 0 O
# 21 000000000 O 0 O

Xpy=t (X) $*$BSIEP; Xpy

## [,1]
## 1 1545
## 2 1601

Zpy=t (Z) $*%$BSIEP; Zpy

## [,1]
## 1 0
#H# 2 403
## 3 0
#H# 4 432
## 5 0
#H# 6 421
#H# 7 0
## 8 398
## 9 0
## 10 345
## 11 0
## 12 370
## 14 412
## 15 0
## 16 365
#4# 17 0
## 21 0

Consideremos a manera de ejemplo que la varianza aditiva es de 90 d? y la residual

de 812 d?:

vara=90
vare=812

Hinvmasalfa=Hinv+ (vare/vara)
ZpZHinvmasalfa=ZpZ+Hinvmasalfa
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Montaje del sistema:
Izg=rbind (

cbind (XpX, XpZ),
cbind (ZpX, ZpZHinvmasalfa))

Der=rbind (Xpy, Zpy)

Solucion del sitema:

Sol=round (ginv (Izq) $x%Der, 20)
rownames (Sol) =c (rownames (XpX) ,pastel ("a_", rownames (ZpZ) ) )
Sol

#4 [,1]
#4# 1 340.6
## 2 400.7
## a_1 29.4
## a_2 62.4
## a_3 -11.1
## a_4 91.4
## a_5 —-12.1
## a_o6 20.3
## a_7 7.1
## a_8 2.7
## a_9 -33.4
## a_10 4.4
## a_11 22.6
## a_12 -30.7
## a_14 11.3
## a_15 -134.5
## a_16 24 .4
## a 17 -8.3
## a_21 -40.8

15.2.2. Ejemplo del alfabeto bayesiano con datos simulados

Para el desarrollo del EJEMPLO 15.2.2 descargaremos la base de datos
denominada Popl_mrk_001.txt con los genotipos de lo 430 animales y 4752
SNPs y la base Popl_data_001.txt con informacion fenotipica, respectivamente
(Cliclar los archivos txt anteriores)
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Una imagen de la base de datos estd en la FIGURA NRO. 15.2, donde se tienen
dos columnas separadas por espacio. En la primera columna aparece el nombre del
invididuo y en la segunda la secuencia de los SNPs, con los nameros: 2 (homocigético
de referencia), 3 y 4 (heterocigético) y 0 (el otro homocigédtico). Estos valores se
modificardn cuando se construya la matriz W, quedando: el 2 como 1 (homocigético
de referencia), 3y 4 como 0y el 0 como -1 (otro homocigoético).

Figura 15.2: Estructura de la base de datos con informacién de los primeros nueve
individuos y los primeros 50 SNP.
Fuente: elaboracién propia (2024).

Para leer la base de datos utilizaremos el comando read.delim el cual generard las
dos columnas (identificacién del animal y los genotipos). También utilizamos la libreria
<stringr>> [30] para separar los caracteres que tiene una columna.

rm(list=1s())

SNP = read.delim
"~/Desktop/Desktop/EsTuDiAnTeS/IM/01-Apoy/Popl_mrk_001.txt",

colClasses = ¢ ("character"), header = FALSE)
library (stringr)

SNP$Ind=word (SNPSV1, 1)
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SNP$Geno=word (SNP$V1, —-1)
SNP $V1=NULL

Antes de trabajar la base de datos con todos los SNPs disponibles, utilizaremos
los primeros 50 SNP con el objetivo de reducir el tiempo de ejecucién de las rutinas.
Cuando ya entiendas todo el procedimiento, puedes utilizar los 4752 SNP para tener
un resultado mas completo:

nSNP=nchar (SNP[1,2]) ; nSNP

## [1] 4752

#inicialmente trabajaremos con los primeros 50 SNP
#borrar la siguiente linea para todos los SNP
nSNP=50; nSNP

## [1] 50

individuos=length (SNP[,1]);individuos

#4# [1] 430

for(j in 1:nSNP)
{
columna = c()
for(i in l:individuos)
{
n = strsplit (SNP[, 2][i1], '")
columna = c¢(columna, unlist(n) []j])
}
SNP = cbind (SNP, as.numeric (columna))

}
colnames (SNP)=c("id", "geno", pasteO("SNP",seq(l,nSNP,1)))

La base de datos tiene 50 SNPs y 430 individuos:

Z=as.matrix (SNP [, 3:ncol (SNP) ])

colnames (Z) =pasteO ("SNP",seq (1, nSNP, 1))
rownames (Z) =SNP$Ind

Z2[1:3,1:3]
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## SNP1 SNP2 SNP3
## [1,] 2 3 3
## [2,] 0 2 2
## [3,] 2 0 0

W=matrix (0, nrow=nrow (Z),ncol=ncol (7))
for (i in 1l:nrow(Z)) {
for(j in l:ncol(Z)) {

if(Z2[1i,3]1==0 || Z[i,3]==2){
W[i,j]ZZ[i,j] 1
}
if(2[1,31==3 || Z2[i,]]1==4){
W[i, 31=0
}
}
}
dim (W)
## [1] 430 50
W[l:3,1:3]
#4# [,1] [,2] [,3]
#4# [1,] 1 0 0
## [2,] =1l 1 1
#4# [3,] 1 —1 -1

Informacién genealdgica y productiva:

base=read.table (
"~/Desktop/Desktop/EsTuDiAnTeS/IM/01-Apoy/Popl_data_001.txt"
, header=T)

n=nrow (base) ;n

## [1] 430

Entrenam=base[-which (base$G==3), ]
nrow (Entrenam)

## [1] 330
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W.Entren=W[-which (base$G==3), ]
nrow (W.Entren)

## [1] 330

Prueba=base [which (base$G==3), ]
nrow (Prueba)

## [1] 100

W.Prueb=W[which (base$G==3), ]
nrow (W.Prueb)

## [1] 100

Andlisis con BGLR bayes B:

library (BGLR)

R2=0.5 #heredabilidad

#Para reducir el tiempo de cdémputo y

#solo a manera de ejemplo

#inicialmente utilizaremos 200 iteraciones y 50 de arranque,

#después puede utilizar otros valores

Iteracciones=200

Arranque=50

ETAl=1list (1list (X=W.Entren, model='BayesB',R2=R2))

PostmeanMarkBBl=as.matrix ( (BGLR (y=Entrenam$Phen,
ETA=ETAl,nlter=Iteracciones,
burnIn=Arranque) ) SETA[[1]]Sb)

Generacion de las medias posteriores de los efectos alélicos de los primeros
marcadores:

PrimerosMarcadores=6
round (PostmeanMarkBBl [l:PrimerosMarcadores], 3)

## [1] -0.41 -0.03 -0.38 -0.18 -0.15 -0.43
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Con la siguiente programaciéon obtendremos el histograma de las medias
posteriores de los efectos alélicos de todos los marcadores (FIGURA NRO. 15.3):

hist (PostmeanMarkBBl, border = "BLUE",
mar=c (bottom=0, left=1, top=1, right=1))

Histogram of PostmeanMarkBB1

20

Frequency
10

To)
o I S—

I I I I I I
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

PostmeanMarkBB1

Figura 15.3: Histograma de frecuencias de las medias posteriores de los efectos
alélicos de los marcadores
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Valores genéticos predichos de los conjuntos de entrenamiento y prueba:

PredBVTrainBBl=W.Entren%$*%$PostmeanMarkBB1
round (PredBVTrainBBl[c(1:4)1,2)

#4# [1] 2.73 0.54 -2.07 -1.64
PredBVTestBBl=W.Prueb%*%$PostmeanMarkBB1

PredBVTestBBl[c(1l:3) ]

## [1] -0.18 -2.20 0.51
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# correlacion predictiva

Predabil.BBl=cor (Prueba$Phen, PredBVTestRBBl1,
method="pearson")

round (Predabil.BB1, 3)

## [,1]
## [1,] 0.023

# Confiabilidad de los valores genéticos conjunto de prueba
corrBVBBl=cor (Prueba$QTL, PredBVTestBBl, method="pearson")
round (corrBVBB1, 3)

## [,1]
## [1,] 0.12

# Confiabilidad de los valores genéticos conjunto de

#entrenamiento

corrBVTrainBBl=cor (Entrenam$QTL, PredBVTrainBB1,
method="pearson")

round (corrBVTrainBB1, 3)

## [,1]
## [1,] 0.21

Ahora realizamos los mismos computos con otros miembros del alfabeto bayesiano
(bayes A):

ETAl=1list (list (X=W.Entren, model='BayesA',R2=R2))
PostmeanMarkBAl=as.matrix ( (BGLR (y=Entrenam$Phen,
ETA=ETAl, nlIter=Iteracciones,
burnIn=Arranque) ) SETA[[1]]$b)
PredBVTrainBAl=W.Entren%$*%PostmeanMarkBAl
PredBVTestBAl=W.Prueb%+*%PostmeanMarkBAl
Predabil .BAl=cor (Prueba$Phen, PredBVTestBAl,
method="pearson")
corrBVBAl=cor (Prueba$QTL, PredBVTestBAl, method="pearson")
round (corrBVBAL, 3)

## [,1]
## [1,] 0.13
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corrBVTrainBAl=cor (Entrenam$QTL, PredBVTrainBAl,
method="pearson")
round (corrBVTrainBAl, 3)

## (,1]
## [1,]1 0.32

Bayes C:

ETAl=1list (1list (X=W.Entren, model='BayesC',6 R2=R2))

PostmeanMarkBCl=as.matrix ( (BGLR (y=Entrenam$Phen,
ETA=ETAl,nIter=Iteracciones,
burnIn=Arranque) ) SETA[[1]]S$Db)

PredBVTrainBCl=W.Entren%$*%PostmeanMarkBC1l

PredBVTestBCl=W.Prueb%$+%PostmeanMarkBC1

Predabil .BCl=cor (Prueba$Phen, PredBVTestBCl1,

method="pearson")

round (Predabil.BC1, 3)

## [,1]
## [1,] 0.039

corrBVBCl=cor (Prueba$QTL, PredBVTestBC1,
method="pearson")
round (corrBVBC1, 3)

## [,1]
## [1,] 0.041

corrBVTrainBCl=cor (Entrenam$QTL, PredBVTrainBC1,
method="pearson")
round (corrBVTrainBCl1, 3)

## (,1]
## [1,] 0.18
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Regresion ridge bayesiana, similar a bayes A pero se asigna la misma varianza a
priori condicional a los efectos de los marcadores:

ETAl=1list (list (X=W.Entren, model='BRR',R2=R2))
PostmeanMarkBRRl=as.matrix ( (BGLR (y=Entrenam$Phen,
ETA=ETA1,
nIter=Iteracciones,
burnIn=Arranque) ) SETA[[1]]$b)
PredBVTrainBRR1=W.Entren%$*%PostmeanMarkBRR1
PredBVTestBRR1=W.Prueb%*x%PostmeanMarkBRR1
Predabil.BRRl=cor (Prueba$Phen, PredBVTestBRR1,

method="pearson")
corrBVBRR1=cor (Prueba$QTL, PredBVTestBRR1,
method="pearson")
corrBVBRR1

ik [,1]
## [1,] 0.14

corrBVTrainBRRl=cor (Entrenam$QTL, PredBVTrainBRR1,
method="pearson")
round (corrBVTrainBRR1, 3)

## [,1]
## [1,] 0.32

446



Carlos Alberto Martinez Nifio - Mario Fernando Cerén-Muiioz

Con la finalidad de comparar resultados, vamos a visualizar los histogramas de las
medias posteriores de los efectos de los marcadores bajo los 4 modelos en un solo grafico

(FIGURA NRO. 15.4):

par (mfrow=c (2, 2),mar=c (bottom=1,

hist (PostmeanMarkBB1l,border =
hist (PostmeanMarkBAl, border
hist (PostmeanMarkBCl, border
hist (PostmeanMarkBRR1, border

Histogram of PostmeanMarkBB1
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left=1,
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top=1, right=1))

Histogram of PostmeanMarkBA1
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-0.5 0.0 0.5
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Figura 15.4: Histograma de las medias posteriores de los efectos de los marcadores.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Bayes B presenta una mayor frecuencia relativa de marcadores con efectos cercanos

a 0. Ahora visualizamos los histogramas

de las medias posteriores de los valores

genéticos aditivos bajo los 4 modelos en un solo grafico (FIGURA NRO. 15.5):

par (mfrow=ec (2, 2),mar=c (bottom=1, left=1, top=1l, right=1l))
hist (PredBVTestBB1l,border = "red")
hist (PredBVTestBAl,border = "red")
hist (PredBVTestBCl,border = "red")
hist (PredBVTestBRR1l,border = "red")
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Histogram of PredBVTestBB1 Histogram of PredBVTestBA1
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Figura 15.5: Histograma de las medias posteriores de los efectos de los valores
genéticos aditivos.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Finalmente, creamos tablas con estadisticas descriptivas de las medias posteriores
de 1) efectos alélicos de los marcadores y 2) valores genéticos aditivos de los individuos
bajo los 4 modelos y una tabla con el resumen del desempefo predictivo:

Desc_Efectos_Marc=data.frame (matrix (NA, ncol=7,nrow=4))
colnames (Desc_Efectos_Marc)=c("Modelo", "Min","ler cuart",
"Mediana", "Media", "3er cuart",
"Max")
Desc_Efectos_Marc([,1l]=c("Bayes B", "Bayes A", "Bayes C",
"BayesRR")
Desc_Efectos_Marc[l,2:7]=round (summary (as.numeric
(PostmeanMarkBB1) ), 2)
Desc_Efectos_Marc[2,2:7]=round (summary (as.numeric
(PostmeanMarkBAl) ), 2)
Desc_Efectos_Marc[3,2:7]=round (summary (as.numeric
(PostmeanMarkBC1) ), 2)
Desc_Efectos_Marc[4,2:7]=round (summary (as.numeric
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(PostmeanMarkBRR1) ), 2)
Desc_Efectos_Marc

#4# Modelo Min ler cuart Mediana Media 3er cuart Max
## 1 Bayes B -0.92 -0.38 -0.19 -0.09 0.13 1.19
## 2 Bayes A -0.70 -0.28 -0.10 -0.03 0.30 0.80
## 3 Bayes C -0.96 -0.21 0.01 0.00 0.24 1.26
## 4 BayesRR -0.98 -0.30 -0.06 -0.06 0.23 0.95

Como se apreciaba en los histogramas, bayes B y bayes A presentaron un rango un
poco mas amplio en las estimaciones de efectos de sustitucién alélica:

Desc_VGA=data.frame (matrix (NA, ncol=7,nrow=4))
colnames (Desc_VGA) =c ("Modelo", "Min", "ler cuart", "Mediana",
"Media", "3er cuart", "Max")

Desc_VGA[,1l]=c("Bayes B", "Bayes A", "Bayes C", "BayesRR")
Desc_VGA[l,2:7]=round (summary (as.numeric (PredBVTestBBl) ), 2)
Desc_VGA[2,2:7]=round (summary (as.numeric (PredBVTestBAl) ), 2)
Desc_VGA[3,2:7]=round (summary (as.numeric (PredBVTestBCl) ), 2)
Desc_VGA[4,2:7]=round (summary (as.numeric (PredBVTestBRR1) ), 2)
Desc_VGA

## Modelo Min ler cuart Mediana Media 3er cuart Max

## 1 Bayes B —-4.8 -1.2 0.14 0.18 1.49 4.9

## 2 Bayes A —-4.7 -1.7 -0.32 -0.42 0.51 2.5

## 3 Bayes C -5.0 -1.1 0.06 -0.05 1.34 3.6

## 4 BayesRR —-4.8 -1.5 -0.13 -0.26 0.85 3.0

Desemp_Pred=data. frame (matrix (NA, ncol=3,nrow=4))
colnames (Desemp_Pred) =c ("Modelo", "CorrelPred", "Confiabi")
Desemp_Pred[,1l]=c("Bayes B","Bayes A", "Bayes C", "BayesRR")

Desemp_Pred[1l,2:3]=round (c (Predabil.BBl, corrBVBRB1),2)
Desemp_Pred[2,2:3]=round (c (Predabil.BAl, corrBVBAl), 2)
Desemp_Pred[3,2:3]=round (c (Predabil.BC1l, corrBVBC1l),2)
Desemp_Pred[4,2:3]=round (c (Predabil.BRR1, corrBVBRR1), 2)
Desemp_Pred

#4# Modelo CorrelPred Confiabi

## 1 Bayes B 0.02 0.12

## 2 Bayes A 0.06 0.13

## 3 Bayes C 0.04 0.04

## 4 BayesRR 0.10 0.14
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15.2.3. Ejercicio en ratones

La libreria <BGLR> [114] proporciona un conjunto de bases de datos con
informacion de 1814 ratones (mice). Para el desarrollo del EJEMPLO 15.2.3 utilizaremos
la variable respuesta obesidad y (variable Obesity.BMI de la base mice.pheno), la
matriz de disefio de los genotipos (marcadores) con los 1814 ratones y 10346 SNPs
(base de datos mice.X), la matriz de relaciones genéticas aditivas de los 1814 ratones
(base de datos mice.A), la covariable tamafio de camada (variable Litter de la base
mice.pheno), informacion del sexo de los individuos (variable GENDER de la base de
datos mice.pheno) e informacion de procedencia de la jaula (variable cage, de la base
mice.pheno):

rm(list=1s())
library (BGLR)

data (mice)

Animal=mice.pheno$SUBJECT .NAME
Obesidad=mice.pheno$Obesity.BMI
media=mean (Obesidad) ;media

## [1] -0.46
desvio=sd (Obesidad) ;desvio

## [1] 0.06

y= (Obesidad-media) /desvio
round (min (y), 2)

round (mean (y), 2)
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## [1]1 O

round (sd(y), 2)

## [1] 1

X=mice.X;dim (X)

## [1] 1814 10346
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#inicialmente trabajaremos con los primeros 50 SNP
#borrar la linea siguiente, para correr todos los SNP

X=X[,1:50]
A=mice.A;dim (A7)

## [1] 1814 1814

TC=mice.phenoS$Litter
table (TC)

## TC
## 1 2 3 4 5
## 673 515 339 176 69

Sexo=mice.pheno$GENDER
table (Sexo0)

## Sexo
#4# F M
## 880 934

Jaula=mice.phenoS$cage

#los primeros y ultimos
#como referencia

animales de la base

animalesref=c(1:2,1813:1814)
Refer=data.frame (Animal [animalesref], TC[animalesref],
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Sexo[animalesref],Jaulalanimalesref],
round (Obesidad[animalesref], 2),

round (y[animalesref], 2))
colnames (Refer) =
c("Animal","TC", "Sexo", "Jaula",

Refer

#4 Animal
## 1 A048005080
## 2 A048006063
## 3 A084291787
## 4 A084292044

X[animalesref,1:3] #primeros SNPs

##

## A048005080
## A048006063
## A084291787
## A084292044

Alanimalesref,animalesref]

t#

## A048005080
## A048006063
## A084291787
## A084292044

"Obesidad",

TC Sexo Jaula Obesidad Yy
2 F 19F -0.52 -1.06

4 M 13C -0.40 0.94

3 M 83A -0.40 0.99

2 M 73C -0.45 0.19

1

0
0
0

1

1
1
0

rs3683945_G rs3707673_

A048005080 A048006063

0

1
0
0

S )

"y")

rs6269442_G

o = N

A084291787 A084292044

0

0
1
0

0

0
0
1

Ahora, dividimos la informacién para conformar conjunto de datos para el
entrenamiento del modelo y para el andlisis de prueba (200 animales). Al declarar los
fenotipos del conjunto de prueba como perdidos (N A), el programa no los tendré en
cuenta en el entrenamiento del modelo, asi, quedan definidos simultdneamente los dos

conjuntos (entrenamiento y prueba):

tst=sample (l:length(y), size=200)

yNA=y
yNA [tst]=NA
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Se crea matriz disefio con los efectos fijos de sexo y tamafio de camada y efecto
aleatorio de compafieros de jaula:

XF=model .matrix (~as.factor (Sexo)+ as.factor (TC)) [,-1]
dim (XF)

## [1] 1814 8

XR=model .matrix (~as.factor (Jaula)-1)
dim (XR)

## [1] 1814 552

Ajustamos un modelo con efectos fijos de sexo y tamafio de camada y efectos
aleatorios de jaula, efectos de sustitucién de los marcadores y efectos poligénicos
usuales de cada animal cuya matriz de covarianzas es el producto de la varianza
genética aditiva y la matriz de relaciones genéticas aditivas construida a partir del
pedigri.

En este modelo se busca que los efectos poligénicos capturen la variabilidad
genética aditiva que no es explicada por los efectos de de los marcadores. FIXED
especifica la distribucion a priori de efectos "fijos”, los efectos de jaula se modelan
con una regresion Ridge (BRR), los efectos poligénicos de la manera usual que en este
caso se especifica mediante una forma simplificada de un espacio de Hilbert de nticleo
reproducible o RKHS por sus siglas en inglés (Reproducing Kernel Hilbert Space).
Finalmente, la a priori asignada a los efectos de los marcadores moleculares es aquella
que corresponde a bayes A:

ETA=list ( list (X=XF, model='FIXED'),

(
list (X=XR, model='BRR'),
list (K=A, model='RKHS'),
list (X=X, model="'BayesA")

Creamos el objeto fm que contiene los resultados de ajustar el modelo descrito a la
base de datos de entrenamiento:

Iteracciones=200

Arranque=50

fm=BGLR (y=yNA, ETA=ETA,nlter=Iteracciones,
burnIn=Arrangque, saveAt="full_ ')
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Generamos el resumen del modelo ajustado. A los efectos fijos se les asigna una a
priori plana y los demdas componentes son tal y como se describieron previamente:

summary (fm)

i Semmeessessseseemee > Summary of data & model <-—-—-—----—-—————————
¥

## Number of phenotypes= 1614

## Min (TRN)= -2.8

## Max (TRN)= 3.1

## Variance of phenotypes (TRN)= 1

## Residual variance= 0.52
## N-TRN= 1614 N-TST= 200
## Correlation TRN= 0.8

##

## -- Linear Predictor --

##

## Intercept included by default

## Coefficientes in ETA[ 1 ] ( ) were asigned a flat prior

## Coefficientes in ETA[ 2 ] ( ) m
## Coefficientes in ETA[ 3 ] ( ) w

in BRR
med to be normally distributed with zero mean and

e as

## covariance (or its eigendecoposition) provided by user
## Coefficientes in ETA[ 4 ] ( ) modeled as in BayesA
##

##

El siguiente pardmetro indica cada cuantas iteraciones se guardan los valores de los
pardmetros:

fmSthin

## [1] 5

Numero de iteraciones consideradas como calentamiento:

fmSburnln

## [1] 50

Numero total de iteraciones:

fm$nlIter

## [1] 200
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Histograma de las medias posteriores de los efectos de jaula (FIGURA NRO. 15.6) y

estadisticas descriptivas:

hist (fm$ETA[[2]]S$b,border="red", main=NULL,
mar=c (bottom=0, left=1, top=1, right=1))

Frequency
100
|

50

-1.0 -0.5 0.0 0.5

fm$ETA[[2]]$b

Figura 15.6: Histograma de las medias posteriores de los efectos de jaula.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Resumen del analisis:

round (summary (fm$SETA[[2]]$b), 2)

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
#4# -0.98 -0.14 -0.02 0.00 0.15 0.78
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Histograma de las medias posteriores de los efectos poligénicos (FIGURA NRO. 15.7)
y estadisticas descriptivas:

hist (fm$ETA[[3]]Su,border="blue",
main=NULL, mar=c (bottom=0, left=1, top=1, right=1l))

o
()
> —
o
o
I S _
N O s i
[ [ [ [ [ [ |
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 04 0.6
fm$ETA[[3]]$u

Figura 15.7: Histograma de las medias posteriores de los efectos poligénicos.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Resumen:

round (summary (fm$ETA[[3]]%u),2)

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
## -0.50 -0.12 -0.01 -0.01 0.10 0.57
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Histograma de las medias posteriores de los efectos de los marcadores (FIGURA NRO.
15.8) y estadisticas descriptivas :

hist (fm$SETA[[4]]Sb,border="blue",
main=NULL, mar=c (bottom=0, left=1, top=1, right=1))

o
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-0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15

fmSETA[[4]]$b

Figura 15.8: Histograma de las medias posteriores de los efectos de los marcadores.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].

Estadisticas descriptivas de las medias posteriores:

round (summary (fmSETA[[4]]$b), 2)

#4# Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
## -0.12 -0.04 -0.01 -0.01 0.02 0.13

Correlacion entre el fenotipo observado y el predicho en el conjunto de prueba:

round (cor (y[tst], fmSyHat [tst]), 2)

## [1] 0.61
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Graficos con los efectos cuadraticos de los marcadores (FIGURA NRO. 15.9):

plot( (fmS$SETA[[4]]S$b"2),xlab="'SNP',
ylab='Cuadrado del efecto',cex=.5,col=2,type="1",
mar=c (bottom=0, left=1, top=1l, right=1))
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Figura 15.9: Efectos cuadréaticos de los marcadores.
Fuente: elaboracion propia generada en R-project [25].
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ANEXO

16.1. Gnosa

Gnosa es un simbolo que representa la liberacion de nuestras mentes para
concentrarnos y potencializar nuestras habilidades en la escritura, la lectura y la
oratoria. Nos permite concentrarnos en lo verdaderamente esencial de nuestros
estudios y de nuestros proyectos de investigacion.

Se dibuja repitiendo tres veces el infinito, el infinito vertical, el tridngulo y el circulo.
En nuestra programacion en R-project, nos enfocamos en el numero pi (movimiento de
la naturaleza), su seno y su coseno. Cada figura tiene 73 divisiones (el 73 es un numero
primo).
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Generacion de las secuencias:

Divisiones=73
Veces=3
t=seq(-pi,pi,pi/ (Divisiones/2));head(round(t, 1))

## [1] -3.1 -3.1 -3.0 -2.9 -2.8 -2.7

t=rep (t, Veces)

Base de datos para graficar el infinito:

X = cos(t);head(round(x),1)

y = sin(-2*t) / 2; head (round(y), 1)

## [1]1 O

Base para el tridngulo triangulo:

dpi=pi/5
x1 =rep(c(seq(-dpi,dpi,dpi/ (Divisiones/2)),
rev (seq(0.0,dpi,dpi/Divisiones)),

-1%(seq(0.0,dpi,dpi/Divisiones))), 3)
yl=rep (c (rep (—-dpi,Divisiones+l),
seq(—-dpi,dpi,dpi/ (Divisiones/2)),
rev (seq(-dpi,dpi,dpi/ (Divisiones/2)))),3)

Base para el circulo:

r=.25;
X2=—r*cos (t) ;
y2=rxsin (t) ;

Base de datos con la secuencia completa (infinito, infinito vertical, tridngulo y
circulo):

X=c(x,NA,y,NA,x1,NA, x2)
Y=c(y,NA, x,NA,yl,NA,vy2)
d = data.frame(x = X, y = Y)
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Mario Fernando Cer6n-Muioz

Grafico del simbolo Gnosa (FIGURA NRO. 16.1):

plot( X,Y,c("yellow", "green", "blue", "red", "pink"),
mar=c (bottom=0, left=1, top=0, right=1))

o
- ° o O O o o
(e} OO
O
(@) 5 (@)
(@) g (@)
g o 89 © o
o 000 § 9 o © %o
0 °9 @;@ g o
(@) (@) C (€]
& O
O o%}dﬂ)m%?4 o
¥ °% ©
o @,, o O %
>' — O J7 = h,
o g ® % S
@ %%O O&@ % (0]
O @ ® @ygw @ OO
o & o 9
0o o %
0 & o o 99, o
[ £ ¢
GXZDGE:O@)@}@)@)@1@3@3@3@1@3@3@1%\
(@) Oo
(@) (@]
o (o]
4 (o]
T — O o o O
[ [ [ [ [
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 16.1: Gnosa.
Fuente: elaboracién propia generada en R-project [25].
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