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Ciclos reales de negocios: una nota didactica

Wilman Arturo Gémez Mufioz !

Introduccion. — I. — El modelo neoclasico de crecimiento. — Il. La
normalizacion y estacionarizacion de la economia. — Ill. El estado
estacionario y la dinamica de la economia hipotética. — IV.
Desviaciones y la convergencia al estado estacionario.—V. Una
simulacion para la economia colombiana. — VI. Los choques
tecnoldgicos. — Referencias.

Resumen

Este documento es una nota didactica que muestra como el modelo de crecimiento neoclasico
conocido como modelo Ramsey-Cass-Koopmans es la base para los modelos RBC y DSGE.
Se hace énfasis en detalles técnicos que requieren ser entendidos por el lector para que esta
metodologia de trabajo sea méas asequible a quien quiera aprenderla. Se propone ademas una
calibracion y se presentan simulaciones para la economia colombiana.

Palabras clave: RBC, Ramsey, Ciclos, aproximacion de funciones.

Abstract

This document is a teaching note that shows how the neoclassical growth model known as
the Ramsey-Cass-Koopmans model is the basis for the RBC and DSGE models. Emphasis is
placed on technical details that need to be understood by the reader so that this work
methodology is more accessible to those who want to learn it. A calibration is also proposed
and simulations for the Colombian economy are presented.

Key words: RBC, Ramsey, Cycles, approximation of functions.
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Introduccion

El presente documento es una nota didéctica acerca de la teoria y metodologia de los ciclos
reales de negocios. En él se presentan los fundamentos tedricos del modelo de crecimiento
neoclasico en conjuncion con lo que se conoce como teoria de los ciclos econémicos reales.

Las economias crecen sostenidamente a lo largo de periodos de tiempo de acuerdo a un patron
conocido como tendencia de largo plazo. Pero esa trayectoria no es del todo estable, en el
sentido de que las economias no estan todo el tiempo sobre esa “senda estable”, sino que
flucttan alrededor de ella. Puesto que la teoria basica de los ciclos econdmicos reales esta
construida en parte con sobre la teoria del crecimiento econémico, el primer elemento a
exponer en esta nota es un modelo sencillo de crecimiento neoclasico en tiempo discreto,
conocido como del modelo de Ramsey-Cass-Koopmans, que tiene fundamento en el articulo
seminal de Ramsey (1928) sobre el ahorro 6ptimo.

I. El modelo neoclésico de crecimiento

1. Las firmas

La produccion de esta economia es llevada a cabo por firmas (o empresas) representativas
(iguales) que contratan factores a precios de mercado y que maximizan beneficios sujetos a
una restriccion tecnoldgica resumida en su funcion de produccion.

La funcion de produccion de la firma representativa tiene rendimientos marginales
decrecientes y rendimientos constantes de escala, es decir, su funcion de produccion es
homogeénea de grado uno y cumple las condiciones de Inada. Para resumir, es una funcion de
produccién neoclésica.

Matematicamente, todo lo anterior se puede escribir como:
Y. = AF(K,LZ) (1)
Siendo:

Y, : el producto agregado de la economia

K, : el capital agregado de toda la economia

L, : la poblacion (supondremos pleno empleo).

Z,: laefectividad del trabajo

A : la cantidad de tecnologia de que dispone la economia

Puesto que la funcion de produccion es homogénea de grado uno, podemos escribir el
producto por unidad efectiva de trabajo de la siguiente forma:
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Yt _ A[F(Kt’ let) _ _ Kt _ Kt _

Siendo k, = 5 L larazdn capital trabajo efectivo o el capital por unidad de trabajo efectivo.
t

la maximizacion de beneficios de la firma representativa se puede formalizar como:
max IT, =Y, —rK, —w, L Z, - K, (3)
sujetaa: Y, = AF(K,,LZ,)

Entonces, puede mostrarse que las condiciones de primer orden son?:

oI, TR
3K, =0,=>r=Af'k)-0 (4)
orl, - ~ ,

aL[ZI—O,:Wt_A[f(k) kA f'(k,) (5)

r, es latasa de interés real y w, es la tasa de salario real.

La consecuencia directa del supuesto de competencia perfecta y de rendimientos constantes
de escala de la funcién de produccion es que el producto total de la economia se reparte
completamente en la remuneracion de los factores productivos®

La economia que estamos modelando tiene la caracteristica de que sélo tiene precios reales
es decir las remuneraciones de los factores, y no tiene ningin precio nominal, y puesto que
en esta economia el producto se destina para consumir o para ahorrar, el precio de una unidad
de producto en el momento “t” en términos de una unidad de consumo en ese MiSMO
momento es uno. Esta es la justificacion de que en la funcidn de beneficios no aparece la
variable “P” correspondiente al precio del producto.

2 Queda bajo el cuidado del estudiante la derivacion de estas condiciones de primer orden, puesto que este
trabajo ya hubo de ser desarrollado en los cursos basicos de microeconomia del productor.

3 La comprobacién se deja al estudiante.
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2. Los agentes

Nuestra economia hipotética estd poblada de familias representativas conformadas por
agentes representativos. Estos agentes representativos tienen vida infinita, son racionales,
tomadores de precios, no enfrentan externalidades ni restricciones de crédito, tienen
informacidn completa y perfecta, y prevision perfecta. Nuestros agentes representativos son
aversos al riesgo, y por tanto prefieren sendas de consumo suaves antes que sendas de
consumo bruscas. Los agentes representativos son poseedores de las firmas y ofrecen cada
uno, de forma inel&stica una unidad de trabajo; por tanto, en cada periodo, reciben ingresos
salariales como remuneracion a su trabajo, y rendimientos del capital que han invertido en
las empresas.

Los agentes de la familia representativa tienen una funcién utilidad intertemporal.
u=Sp (C )5 6
=>.p'u(C, (6)

Siendo, H el nimero constante de familias de la economia y u(C,) la funcién de utilidad

instantanea. Esta funcion de utilidad es creciente en el consumo, mientras que la utilidad
marginal es decreciente, es decir:

at(‘a(cc) ~u'(C)>0 @)
ou(C)
S o =ule)<o (8)

Tenemos que S = 11 es el factor de descuento de la utilidad.
+p

p > 0: tasa subjetiva de descuento, C, el consumo per cépita en el periodo t.

La inclusion de pen la funcion de utilidad intertemporal, se debe al hecho de que el agente

cuando hace su planeacion de consumo valora diferentemente los consumos (y por tanto las
utilidades) en cada momento del tiempo. Obsérvese que puesto que £ <1, los consumos en

el futuro lejano recibiran una menor valoracion dentro del total de la utilidad intertemporal,
mientras que lo contrario ocurre para consumos en periodos de tiempo mas cercanos al
momento inicial de planeacion de los agentes.

Ya que el agente representativo es poseedor del capital que alquila a las firmas y también de
su fuerza de trabajo, las tenencias agregadas de activos evolucionan por medio de la
acumulacién de capital. Esta acumulacion se hace por medio del ahorro, y puesto que nuestra
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economia esté cerrada (no tiene ninguna relacion con el resto del mundo), se cumple que el
ahorro es igual a la inversion. Por tanto, el stock de capital para el periodo “t+1” sera igual

al capital poseido en “t”, mas el ahorro efectuado en “t”. Podemos escribir entonces:

Ko =S, +K =Y, -C, +K, 9)
Ko =K +wLZ, -C, + K, = L+1)K, +wLZ, -C, (10)
Siendo

C, el consumo agregado.

S, el ahorro agregado.

I1. La normalizacion y estacionarizacion de la economia

Hasta aqui entonces, el problema del agente representativo consiste en maximizar (6) sujeto
a que sus activos evolucionen segin (10).

Sin embargo, hasta este momento, la economia esta expresada en términos agregados, es
decir, producto total, consumo total, etc. Puede notarse que, para periodos de tiempo
suficientemente largos, las economias presentan tendencias crecientes en el tiempo (aunque
no deterministicas necesariamente), a lo que se le puede llamar crecimiento de largo plazo y
segun los estudiosos del crecimiento econdémico éste esta determinado por el crecimiento
poblacional, el crecimiento tecnoldgico y el crecimiento de la eficiencia del trabajo.

Recuérdese que la funcion de produccion de las firmas representativas de esta economia
hipotética tiene tres argumentos: la tecnologia ( A, de la cual se tratara méas adelante), el

capital (K, ) y el trabajo efectivo (L,Z, ). De manera que, si la poblacion y la fuerza de trabajo

crecen de forma exdgena y sostenidamente, también lo haran la produccién agregada y, por
tanto, el capital agregado de la economia (como se vio en la restriccion de presupuesto de los
agentes esta variable esta determinada endégenamente en el modelo). Todo esto quiere decir
que para el largo plazo (cuando t — o) la produccién y en general las variables agregadas
de la economia tomaran un valor infinito. Resulta entonces claro que no podremos hacer un
analisis cuantitativo de nuestra economia hipotética puesto que no tendremos valores
conocidos para sus variables principales.

En vista de lo anterior, lo procedente es re-expresar el modelo matematico de nuestra
economia hipotética en valores por unidades de trabajo o mejor aun en unidades efectivas de
trabajo. Esto se hace dividiendo todas las variables agregadas por la cantidad de trabajo
efectivo de la economia en cada momento del tiempo.

DE ANTIOQUIA
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Definamos ¢, como el consumo por unidad efectiva de trabajo, de manera que ¢, = ﬁo

™

también C, = =c,Z,.

-

—

Si suponemos que L, =L,(1+n)'y Z, =Z,(1+g)' siendo ny g las tasas de crecimiento de

la poblacion y de la efectividad del trabajo, entonces, las unidades de trabajo efectivo se
pueden escribir como:

LZ, =L Zo@+n)' A+9) =LeZ,9,,, 9., =(@A+n)1+9g)=9,9,. Siendo g,,9, y 9., la
tasa de crecimiento bruta la poblacion, de la eficiencia del trabajo y de la fuerza efectiva de
trabajo respectivamente.

Con estos elementos, podemos proceder a transformar nuestra economia.

La nueva funcién de utilidad de la economia para los agentes viene a ser:
u—w‘(zg5 11
=2 Auez) ] (12)
t=0

Como los activos agregados de la economia evolucionan de acuerdo con (10) también
tenemos que reexpresarlos en términos de las cantidades de trabajo eficiente:

Kt+1 _ rth +WtLtZt _Ct + Kt _ (1+ rt)Kt +WtLtZt _Ct
Ltzt LtZt Ltzt
K
5 t =rk, +w, —c, +k, =@+r)k +w, —c, (10.a)
t
Podemos notar que la ecuacion (10.a) no estd completamente transformada, pues al lado
o g Ko, :
izquierdo no aparece la expresion k., = , sin embargo, si recordamos la ley de
+1=+1
., . . . Z
evolucion de las unidades efectivas de trabajo, sabremos que L,Z, :M, por tanto,

Lz
podemos escribir:

Rk +w, —c +k _ d+r)k +w —¢
gLZ gLZ

(12)

kt+l =
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la ecuacion (12) también se puede escribir como:

K., = w (13)
gLZ

Siendo o la tasa de depreciacion periodica de cada unidad de capital e i la inversion bruta
por unidad de trabajo efectivo. De acuerdo con esto, el nuevo problema es maximizar (11)
sujeto a (13).

Supongamos ahora una funcidén de utilidad especifica, que recoge las caracteristicas de una
funcion de utilidad bien comportada®.

Cl—é’
t
1-6

Sea u(C) = > 6>0 (14)

Esta funcion se conoce con el nombre de funcidn de utilidad de Aversién Relativa al Riesgo
Constante (CRRA por sus siglas en inglés). Esta funcion recibe su nombre gracias a que
recoge la aversion de los agentes y por tanto permite la derivacion de una funcién de ahorro
precautelatorio, basandose en un hecho muy importante: los agentes prefieren sendas de
consumo suaves y no sendas de consumo con cambios bruscos, es decir, prefieren consumos
relativamente uniformes para cada periodo de tiempo, en vez de periodos con grandes
cantidades de consumo y periodos con poca o hinguna cantidad de consumo (véase figura 1).

Adicionalmente, se puede mostrar que @ es el inverso de la elasticidad de sustitucion
intertemporal del consumo, por lo que puede decirse que cuanto mas alto sea &, mas alto es
el deseo de los agentes de alisar o suavizar consumo en el tiempo, o en sentido contrario,
cuanto mas pequefio sea €, mayor es la deseabilidad de los agentes de permitir que el
consumo presente grandes variaciones entre periodos y por tanto mas baja seré la caida de la
utilidad marginal cuando hay aumentos del consumo®. La funcion de utilidad CRRA tiene
dos casos especiales: cuando & —0 y cuando 8 —1. Para el primer caso, la funcion tiende
a hacerse lineal, mientras que, para el segundo, la funcion tiende a transformarse en una
funcion logaritmica’.

4 Esta caracteristica es resumida por las ecuaciones (7) y (8).

5 El estudiante debe encontrar la primera y segunda derivadas de esta funcién y comprobar que cumple con las
condiciones (7) y (8).

6 Esto es facilmente comprobable y queda como ejercicio. Como estrategia de solucion suponga una economia
con dos periodos, encuentre la condicion de primer orden para el problema de maximizacion del agente y a
partir de alli encuentre la elasticidad de sustitucién intertemporal.

" Este tltimo hecho puede comprobarse haciendo uso de la regla de I’Hopital.
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Figura 18

U(c)

ul(1/2)(¢c, +¢,)]

(1/2)u(c,) +u(c,)]

! (c,+¢,)/2 ¢

Con esta funcion de utilidad y dadas las transformaciones hechas a nuestra economia
hipotética podemos reescribir el problema de la economia de la siguiente forma:

Loy S (C)
mng =7,y B g H (15)
t=0 -
sa. k,, = d+ r‘)i;t WG (16)
Lz

Siendo " = 9, 9;°

En este punto, debemos detenernos brevemente y reflexionar sobre una cuestion
importante: ¢es posible ser infinitamente feliz? Es decir, ¢la ecuacion (11) puede tomar
un valor infinito?

8 Esta grafica es tomada d Sala-i-Martin (2000).
10
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Este problema de maximizacion se puede re-expresar de una forma mas sencilla, despejando
c, de la ecuacion de evolucion de activo del agente, y reemplazandolo en la funcion de

utilidad:

s _ 1-6
maXU — ZZOLfé’LOZﬂ*t (kt (1+ rt)+W’[ gLZ kt+1) i (17)
Gt t=0 1-6 H

si en el primer momento del horizonte de planeacion los agentes tienen un nivel inicial de
capital k,, entonces la decision de consumo de ese periodo es equivalente a la decision de
ahorro y por tanto igual a la decision sobre la cantidad de capital que se tendra para el periodo
uno (obsérvese nuevamente las ecuaciones 12 y 13). Entonces, para cada momento “t” del
horizonte de vida del agente la eleccién de consumo es equivalente a la eleccion de capital
para el periodo “t+1”. Es por esto que podemos re-expresar el problema de maximizacion
segln la ecuacion (17). La condicion de primer orden para este problema es®:

g..u'(c)=@A+r)u'(c,)p (18)
Y segun la forma que elegimos para la funcion de utilidad, la ecuacion (18) queda como
ngCtﬂg =1+ rt)Cffi ’ (19)

Esta condicién de primer orden, aunque en un contexto intertemporal, tiene la misma
interpretacion de una condicion de primer orden en un contexto estatico en el cual un agente
cualquiera toma la decisidn sobre qué bienes desea consumir; él estara optimizando siempre
que la tasa marginal de sustitucion (el cociente de utilidades marginales) sea igual a la
relacion de precios de esos dos bienes™®.

Para el caso de la eleccion en un problema intertemporal, el precio de una unidad de consumo
anticipada (via endeudamiento o adelanto de consumo) o pospuesta (via ahorro) es la tasa de
interés. Esto es, si una persona pospone su consumo (renuncia al consumo presente) en una
cantidad Ac, tal disminucidn tiene una utilidad marginal de g™c,? y por tanto tiene asociada

una pérdida de utilidad de Acs™c;?. Puesto que el agente esta recibiendo una tasa de interés
r, por la cantidad ahorrada Ac luego de que ha pasado un periodo, y puesto que la fuerza
efectiva de trabajo ha crecido en la cantidad g,,, el agente tiene una cantidad extra de

® Esta condicion de primer orden se obtiene facilmente tomando la primera derivada de la funcién de utilidad
intertemporal con respecto a K, .

10 Hagase una revision breve de la microeconomia bésica del consumidor para recordar este resultado.

11
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(1+r1)Ac
g LZ
ﬂ*t+lc_9

=L por tanto el agente obtiene una ganancia de utilidad de

recursos para consumir ; la cantidad de consumo del periodo “t+1” le produce una

utilidad marginal de
Lz

*t+l -6
C : . .
@+ rt)uAc. Luego, manteniendo todo lo demas constante, cuando el agente esta
Lz
tomando decisiones Optimas, la pérdida de utilidad del periodo “t” causada por el
aplazamiento del consumo en una unidad debe ser compensada exactamente por la utilidad
ganada en el proximo periodo a causa del monto superior de consumo, y traida a valor

presente mediante su tasa subjetiva de descuento®?.

2

I11. El estado estacionario y la dinamica de la economia hipotética

La ecuacion (18) también es conocida como la ecuacién de Euler para el consumo y expresa
la relacion del consumo entre un periodo, y el siguiente, cuando el agente esta tomando
decisiones de consumo éptimas y, por tanto, representa la evolucion intertemporal del
consumo. Esta ecuacion puede ser re-expresada de la siguiente forma?:

Ci =G [W} (20)

Notese que si en la ecuacion anterior dividimos ambos lados por c, , obtendremos la tasa de

crecimiento bruta del consumo por unidad efectiva de trabajo, por lo cual podremos decir
gue esta tasa de crecimiento bruta puede tomar valores menores que uno, iguales a uno y
mayores que uno. Si es menor que uno, significa que el consumo esta decreciendo, si es igual
a uno el consumo no esta cambiando en el tiempo y si es mayor que uno estara creciendo.

Cm:[(1+ I’t)ﬂ*}w _g. (1)

Ct g Lz

Denotando por g, la tasa de crecimiento bruta del consumo por unidad efectiva de trabajo.

Cuando la economia esta en estado estacionario, g, esigual auno y esto es posible solamente
cuando se cumple que

11 véase Romer (2001) para conocer la version en tiempo continuo de esta explicacion intuitiva.

12 Esta expresion tiene la forma de una ecuacidn en primeras diferencias no lineal, y su método de solucion no
corresponde al nivel de este curso por lo que se deja a la curiosidad del estudiante el estudio de esta.

12
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Lz

In(1) = In [W}

0= ;[In(1+ rN+in g —In ng]

—In(1+r)=Ih g -Ing,,

—In(1+r) =In( Ay, 05") - In g,
—-In(+r)=h g+Ing, +1-6)Ing, -Ing, —Ing,
—In(1+r)=Ing-0OIng,

—In(1+r)=In() —In(1+ p) —OIn(1+g)

Y usando el hecho de que In(1+x) ~ x para valores muy pequefios de x resulta que

L=p+&y (22)
0 también
Af'(K)-S=p+&y (23)

En cualquiera de estas dos ultimas ecuaciones podemos ver la clave del movimiento de las
variables de esta economia para cualquier situacion diferente al largo plazo, o situacion
conocida como transicion. La expresion p+gé@ es conocida como tasa subjetiva de

descuento aumentada y plantea que cuando la economia se encuentra en su estado
estacionario, el agente valora los recursos de igual forma que el mercado, y por tanto él no
esta dispuesto ni a adelantar ni a aplazar consumo. Por el contrario, cuando la tasa de interés
del mercado es superior a la tasa subjetiva de descuento, el agente representativo, dado que
es mas alto el costo de oportunidad del consumo, deseara ahorrar y por tanto el consumo en
los periodos posteriores aumentard; todo lo contrario, ocurre cuando la tasa de interés del
mercado es inferior a la tasa subjetiva de descuento del agente.

Siempre que estas discrepancias en estas tasas de valoracion de los recursos se presenten, la
economia se movera ya que las decisiones de ahorro, como se dijo generan acumulacién o
desacumulacion de capital y por tanto variaciones consistentes en la produccién y en las
remuneraciones factoriales.

De la ecuacion (23) puede deducirse que puesto que ¢,6,g son constantes, entonces,
necesariamente A, f'(k,) es un valor constante. Por lo que podemos decir que de esta

ecuacion podremos obtener un valor para el stock de capital por unidad efectiva de trabajo
que por lo tanto también serd un valor constante.

13
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En la figura 2 se hace el andlisis grafico de este resultado, lo que se conoce como diagrama
de fases, es decir, representamos en una grafica bidimensional la relacion entre las variables
mas importantes de nuestra economia (capital y consumo) y en ese plano dibujamos las
curvas correspondientes a la situacion de largo plazo o de estado estacionario de la economia.
Cualquier punto por fuera de esas curvas representa una situacion de transicion o de corto
plazo. La linea vertical en esta figura indica que, en el largo plazo, para cualquier nivel de
consumo, se tendra un Gnico nivel de capital por unidad de trabajo, que llamaremos k™ y que
puede ser hallado a partir de la ecuacidn (23). Notamos también que la figura tiene dos
pequenfias flechas a cada lado de la curva Ac =0. A la izquierda de esta curva, la flecha que

sefiala hacia arriba indica que cuando k, <k™ el consumo aumenta, puesto que la tasa de

interés es superior a la de estado estacionario y por tanto los agentes ahorran y pueden
consumir mas en el futuro. La flecha de la derecha, que sefiala hacia abajo, indica todo lo
contrario.

Figura 2

Para el caso del movimiento del capital por unidad de trabajo efectivo, la ecuacion (13)** nos
dice que si i, es la inversion por unidad de trabajo efectivo, entonces es igual al ahorro en
una economia cerrada. Por tanto, podemos deducir que, en el estado estacionario, cuando
k.., =k, entonces

~_(1-0)k +i

t+1
I

13k

14
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y, —c =i=[A+g)d+n)-1-8)k" (24)
Y por tanto
¢ =y, —[@+g)@+n)-@A-8)k" (25)

Esta ecuacion dice que, en el estado estacionario, el consumo es igual al ingreso menos la
inversion necesaria para mantener un nivel constante de capital por unidad efectiva de
trabajo; a su vez, este nivel de inversion debe ser igual a la cantidad depreciada por el uso
del capital y la cantidad necesaria para mantener ocupada a la nueva fuerza efectiva de trabajo
de la economia.

La ecuacion (25) muestra las cantidades de consumo y produccion consistentes con una
situacion de estado estacionario para el capital. Notese que esta ecuacion estd compuesta en
su lado derecho de un término variable no-lineal (y,) y un término variable lineal. Si

quisiéramos representar esta ecuacion en el plano de dos dimensiones similar al que se uso
para el caso de la curva del consumo, entonces debemos preguntarnos cual es la forma de
dicha ecuacion. El hecho de gue se trate de una resta entre una forma lineal y una no-lineal
indica que la curva tiene una forma no-lineal y que probablemente por tanto tendra un punto
maximo o un punto minimo. Si tomamos la primera derivada de c, con respecto a k, y la

igualamos a cero, se tendra que:

git: fl(kt)_[(1+ 9)1+ n)—(l_é‘)]: 0

Siendo, por tanto
f'(k) =[t+9)+n)-(1-5)] (26)

Notese que el lado derecho de esta ecuacion es una constante y por tanto su lado izquierdo
también lo es, y puesto que la funcién de produccion es concava, entonces podremos decir
que el valor de k, para el cual se cumple esta igualdad es un maximo. Por tanto, podemos

representar esta ecuaciéon como una linea curva que tiene origen en cero, un punto maximoy
una nueva intercepcion con el eje correspondiente a la variable k, (Figura 3). Si la economia

esta teniendo niveles de consumo superiores a los ubicados por encima de esta linea estara
desacumulando capital por lo cual la tasa de crecimiento bruta del capital serd menor que uno
lo cual sefialamos con una flecha que apunta a la izquierda. Por el contrario, cuando la
economia esta teniendo niveles de consumo por debajo de los niveles ubicados sobre la linea,
estad experimentando una acumulacion de recursos superior a la necesaria para reponer la
depreciacion y mantener ocupada a la nueva fuerza efectiva de trabajo; por tanto, el capital
aumenta, por lo cual aparece una flecha horizontal que apunta hacia la derecha.
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Figura 3

Ak

Il
<

k¢ k
Al nivel de capital de estado estacionario que garantiza el cumplimiento de la ecuacion (26)
se le conoce en la literatura del crecimiento econémico como regla dorada del capital, es
decir, el nivel de capital por unidad efectiva de trabajo que la economia debe acumular para
lograr el maximo nivel de consumo. Obsérvese que para valores relativamente pequefios de
ny g laecuacion (26) se puede re-escribir como:

f'(k)=g+n+o 27)

De la ecuacion (27), dada una forma especifica para la funcién de produccion, podremos
conocer el valor k®.

¢Puede ser el capital de la regla de oro igual al capital de estado estacionario que garantiza
que el consumo se mantenga en su nivel del estado estacionario? La respuesta a este
interrogante puede ser encontrada con ayuda de la condicién de convergencia o de
acotamiento para la utilidad intertemporal del agente representativo:

Imponiendo que

B =p9.0;°<1

Tendremos que —p+n+(1-60)g<0 (28)

Responder la pregunta de si k® puede ser igual a k™ es equivalente a responder si sus
productos marginales pueden llegar a ser iguales, si asi ocurriera, su diferencia por tanto seria
cero, por lo que podemos escribir lo siguiente:
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AT(K®)-AT(K)=n+g+5-(p+6y+0)
AT(KS)-AT'(K)=-p+n+(1-0)g (29)

Pero si el lado derecho de (29) fuera igual 0 mayor a cero seria violada la condicion de
convergencia expresada en (28), por tanto, el producto marginal de k® es menor que el de
k™, lo que a su vez indica que k® >k” (la figura 4 muestra este hecho).

Hasta aqui hemos visto que nuestra economia tiene un estado estacionario, falta saber si se
trata de un estado estacionario Unico y estable. La figura 4 representa el diagrama de fases de
toda la economia, es decir muestra conjuntamente la dinamica del consumo y del capital,
puesto que son las variables méas importantes de la economia al ser estas las que determinan
el movimiento de todas las demaés. El diagrama de fases de la figura cuatro esta dividido en
cuatro regiones. Las flechas de la regidn | muestran que, para cualquier punto ubicado alli,
el capital estara decreciendo mientras que el consumo estara aumentando, hasta el punto en
el cual se ha desacumulado tanto que ya no hay capital para producir y por tanto no habra
ingreso para consumir, violandose entonces el supuesto de sendas de consumo suaves. En
virtud de esto, este tipo de trayectorias son excluidas. En la cuarta regién las flechas indican
que los puntos ubicados alli conducen a una situacion en la cual los agentes habran
acumulado una gran cantidad de capital, pero no estaran consumiendo nada, o cual también
contradice los supuestos, pues al no consumir, los agentes no estaran maximizando su utilidad
intertemporal, y por tanto las trayectorias que por alli transitan son también excluidas del
analisis.
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Figura 4

¢, =c =cC

1+1

*

k, k k¢ k
Finalmente nos quedan solo dos regiones en las cuales se puede encontrar una y solo una
trayectoria estable, ellas son las regiones Ill y Il. Nétese que en la region 1l las flechas
indican que existe un punto (niveles iniciales del capital y el consumo) a partir del cual el
consumo y el capital crecen simultdneamente y se dirigen hacia el punto “SS”. Por su parte
en la region Il, existe también un punto desde el cual el consumo y el capital decrecen
simultaneamente y se dirigen hacia el punto “SS”.

IV. Desviaciones y la convergencia al estado estacionario

Las ecuaciones basicas del modelo'* conforman un sistema de ecuaciones simultaneas en
primeras diferencias no lineales lo cual dificulta obtener una solucién analitica para la
trayectoria temporal de la economia. Una solucion para esto es hacer una linealizacion de las
ecuaciones del sistema usando un polinomio de Taylor de primer orden en la vecindad del
estado estacionario.®®

14 La ecuacion (20) que es la caucidn de transicion para el consumo y la ecuacion (13) en la cual se reemplaza
i por el ahorro que asuvezes y—c= f(k)—c.

15 Recuérdese que un polinomio de Taylor de primer orden para aproximar una ecuacion no lineal en la vecindad

n af X 0
de un punto especifico se escribe como: f (X,,....x.) = f(X°) +Z:é§)(xi —X?), siendo X el
) X.

. . . 0 . - -z
vector de variables independientes y X~ el vector de valores en cuya vecindad se hace la aproximacion.
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C*ﬁ*FKM[G+Dﬁ*TMIE

C.,, =C +
i t 6gZL gZL t
k.- -1 c+ (1-9)+f (k)l-<~t

ZL gZL

Siendo T =c,—c* y k =k —k* las desviaciones con respecto al nivel de estado
estacionario del consumo y del capital respectivamente.

Este sistema lineal puede ser representado entonces de forma matricial

—

1/6-1
) C*ﬂ*F%M{a+0ﬁ*}
E“l - A 9z (i
kt+l ;1 (1_ 5) + f |(k) kt
gZL gZL
De forma compacta podemos escribir:
Kt+1 = th

Si esta relacion es estable, entonces para varios periodos en el futuro podremos saber cuél es
el valor del vector X,:

X, =BiX,

Siendo j la cantidad de periodos en el futuro para los cuales estamos interesados en conocer
el valor de X,.

En general, si tenemos un valor inicial para el vector de desviaciones de las variables claves
de la economia X, podemos conocer el valor de tal brecha en “t” periodos en el futuro:

X, =B'X,

Ademas, si la matriz B es diagonalizable® la solucion a este sistema de ecuaciones puede
escribirse como?’:

16 Debe recordarse que la condicién para que una matriz sea diagonalizable es que su determinante sea diferente
de cero.

17 Véase Alfa C. Chiang (1987) para una explicacién mas amplia y detallada de la solucion de sistemas de
ecuaciones simultaneas en primeras diferencias.
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X, =ZANZ7'X,

Siendo A la matriz diagonal que contiene los valores propios de la matriz B 'y Z la matriz
que agrupa los vectores propios de B

Los vectores propios de la matriz B se pueden calcular a partir de la siguiente ecuacién
caracteristica:

det(B—A1)=0

Al efectuar las operaciones debidas, puede verse que las raices caracteristicas o valores
propios de este problema tienen la forma

g 2L @atlepra) /((gﬂ+1+p+eg>J2_4c*ﬂ*f"(k){(1+r)/3*}“9‘1_4<1+p+6g)
2 2 gZL \ gZL @;L gZL gZL

Puede comprobarse facilmente que'®

=10 +1+p+6g)+J((92L +1+p+6g)J2_4c*ﬁ* f"(k){(1+ r)ﬁ*}lml_“(lﬂ?w@
2 9z 9z 2 9z Uz

=@ tlrpr) J((gmlwwg)jz_clc*ﬁ*f"(k)[aﬂ)ﬂ*r1_4(1+PW9)_
S 2 9z 92 S 9z 9z

Puesto que A, <1, se dice que es la raiz estable de la matriz B, mientras que A, >1 es la raiz
inestable.

Después de calcular los valores propios es necesario calcular los vectores propios para poder
tener la solucion del sistema, lo cual se haré de la siguiente forma:

c*B*f"(K)| A+r)B* o
1- 2, ﬂégZL ( ){( +gZ)L,b’ } mn}{o}
-1 1-8)+ 1K) m,, || 0
gZL gZL /,11

18 Se deja esta comprobacion a la curiosidad y cuidado del estudiante.
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Renombramos las entradas de la matriz para que sea mas manejable el algebra:

R EK

resolvemos para z,, Y z,,

o e [
0 (C—ﬂq)—l_j1 m,, | |0

Por definicién, la Gltima fila de este sistema esta compuesta de ceros, de lo que podemos
concluir que m,, puede tomar cualquier valor, y si normalizamos este vector propio de
manera que m,, =1 o dividiendo por m,, cada entrada del vector propio, entonces este
guedara expresado como:

El vector propio asociado a la otraraiz A, se encuentra de forma analoga, por lo que podemos
escribir:

—a —a
Z Z —
[ 11 12}: 1_21 1_12

Z21 Z22 1 1

Entonces la solucion de forma matricial puede ser escrita como:

—~ t _~

|:Ct} _ {211 Z12} /11 0 {511 512}{00}

kt 1 1]0 ﬂvtz Su Sy ko
Se puede mostrar que es licito suponer 4, =0 y que ademas es equivalente a imponer
convergencia en el largo plazo sobre la dindmica de la economia®®.

q — le Z12 O O Sll SlZ 60

k, 1 100 ALllsy S, |l ke
19 Véase por ejemplo Gémez y Posada (2004) y King, Plosser y Rebelo (1987) entre otros, para una
comprobacion ampliada y de esta técnica de solucion.
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y luego de hacer las debidas multiplicaciones nos queda que

6t =1 t2212 (52160 + Szzlzo)
Rt =1 t2(32160 + 322[(-0)

Renombrando términos.

~ t t
C = A 2210 + A 221,C,
© t t

k, =1,C, +4,C,

ya conocemos el valor de z,, y es necesario conocer entonces el valor de ¢, y c,, que son
dos constantes. Esto se logra evaluando las anteriores expresiones en t = 0O:

de lo tenemos entonces como resultado que:
” ti, ~ t i, t~
kt =4 2k0 yque €, =4 2212k0 = 4,8

Con estas expresiones, esta puesta de forma mas clara la evolucion temporal de las variables
claves de la economia. Ndtese ademas, que puesto que hemos redefinido la evolucion de las
variables en términos de sus brechas o alejamientos con respecto a su nivel de estado
estacionario, entonces podemos hallar su trayectoria ya no en términos de desviaciones sino
en términos de niveles, es decir, una vez conocida la trayectoria temporal de la variable

X, =X, —X , conocer X, es tan facil como hacer x, =X, +X".

V. Una simulacion para la economia colombiana.

Lo primero que debe hacerse para efectuar una simulacion es la calibracion del modelo, que
no es otra cosa que el calculo de los valores mas plausibles tanto para los parametros de la
funcién de utilidad como de la funcion de produccién. Este proceso se lleva a cabo usando
informacién de cuentas nacionales como fuente primaria, estimaciones econométricas de
tales parametros, y, cuando no sea posible obtener informacion, puede recurrirse a usar
estimaciones contenidas en la literatura referente al tema que hayan sido usadas para otros
paises, en lo posible, lo mas parecidos a la economia para la cual se esté haciendo el estudio
0 simulacion.

La calibracion del modelo se hace sobre las ecuaciones de transicion de la economia
imponiéndoles condiciones de estado estacionario. Para el caso de la economia colombiana,
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podemos usar informacion de largo plazo sobre consumo, PIB, inversion, capital fisico, etc.
Ademas, se puede usar otra informacion macroecondémica como las tasas de interés (nominal
y real), la tasa de depreciacion del capital, la tasa de crecimiento poblacional, etc.

Para el caso particular de nuestra economia hipotética usaremos las ecuaciones (4), (23) y
(25) para hacer la calibracion de los parametros e identidades macroeconomicas basicas.
Supongamos que A =1y que la funcidn de produccion es Cobb-Douglas:

r="1'(k)-5=ak" -5 (30)

Para la economia colombiana, el promedio de largo plazo de la tasa de interés real es 13.68%
(para 1950-2000), y la tasa de depreciacion de capital fisico es de 2.7% segln cuentas
nacionales DANE. Luego a partir de la ecuacion (30) podemos calcular el stock de capital de
por unidad efectiva de trabajo:

1 1
S
o r+o

Con esta estimacion para el stock de capital podemos calcular el producto de estado
estacionario.

Seguidamente debemos hacer célculos para conocer los parametros de la funcion de utilidad,
lo cual se hace utilizando la ecuacion (23). En esta ecuacion vemos que tenemos que estimar
dos pardmetros: p y 6. Para el ejercicio aqui presentado se supone un valor para p de 0.02,

lo cual nos da un factor de descuento S =0.9803%.

f'k)-o=p+& (31)
¢ =y —-[Q+r g+ -k’ (32)
Entonces tendremos un valor calculado 6 =5.99. Después de estimados estos valores de
parametros, con la ecuacion (25) podemos obtener los valores para el consumo y el ahorro;

las tablas 1 y 2 recogen los valores de los parametros y los valores de los agregados
macroecondmicos basicos respectivamente.

20 En Posada y Gomez (2002) se hace un proceso de calibracion para la economia colombiana, similar la
efectuado aqui, de alli, se han tomado los datos estimados para las tasas de crecimiento poblacional y
tecnolégico. Véase ademas. GRECO (2002).
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Tabla 1
Parametros basicos
a 0.400
o] 0.020
C] 5.990
g 0.015
ok 0.027
gL 0.022
Tabla 2
Identidades basicas
k* 5.976
y* 2.044
(sly)* 0.188
ahorro 0.384
CHly* 0.812
consumo 1.660
fk(.) 0.136845
fk(.)-dk 0.1098

Los gréaficos 1 a 4 resumen los resultados para algunas de las variables basicas de la economia
de una simulacion de un choque por una sola vez al stock de capital por unidad efectiva de
trabajo, consistente con el crecimiento que la economia colombiana observo en el afio 1994.
Tal y como lo predice el modelo, cuando hay un aumento del capital por unidad efectiva de
trabajo hay un aumento en el producto y en el consumo, mientras que a la vez hay una caida
de la tasa de interés real, hechos que son consistentes con una fase de auge tipica de una
economia de mercado.

Sin embargo, a pesar de lo bueno que parezca el modelo, este tiene basicamente dos defectos.
En primer lugar, puesto que se ha hecho una simulacion para ver como responde la economia
después de un solo choque, esta muestra una senda suave de ajuste tanto para los agregados
macroeconomicos como para sus tasas de crecimiento, mientras que en la economia real se
observan trayectorias no suaves, explicadas porque la economia real recibe choques
continuamente segun la teoria de los ciclos econémicos reales. Es por esto que, si nos fijamos
con detenimiento en la gréfica 4, podemos observar que, al principio de la simulacién, da la
impresion de que la tasa de crecimiento observada para el PIB real agregado de Colombia
estuviera oscilando en torno a la senda suave de crecimiento que predice la economia
hipotética. Sin embargo, después de 1997, la economia real se aleja considerablemente de la
economia hipotética, explicado esto en parte por la frecuencia de los choques que recibe la
economia en la realidad, ademéas de que la economia hipotética deja por fuera muchos
fendomenos como los institucionales, los politicos, los de orden publico, entre otros.

Esta ultima consideracion nos lleva al segundo defecto que tiene este modelo formulado aqui.
Nuestro modelo no puede darnos cuenta del desempleo pues esta suponiendo que hay pleno
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empleo, y ya que los agentes ofrecen empleo de manera inelastica?; no nos ofrece una
aproximacion ni siquiera de lejos al problema del desempleo que ha sufrido la economia
colombiana en los ultimos afios y particularmente en 1999 afio en el cual la economia
colombiana sufrié una de las crisis mas grandes de su historia econdémica reciente.

Gréfica 1
Brechas de variables medidas en unidades efectivas de trabajo
0.4 0.05
+0.04
0.3 1
T 0.04
0.3 1
T 0.03
0.2 1 + 0.03
0.2 | T 0.02
+ 0.02
0.1 1
+ 0.01
0.1 1 loo1
0.0 +r—r—rr—r—rr—rrrr—r—rrr—rrrrrr—rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr " 0.00
1 35 7 911131517 192123252729 313335373941434547 495153555759 616365
----- capital producto (eje derecho) ‘

21 Esto se ve claramente en la funcidn de utilidad puesto que en ella los agentes no estan incorporando decisiones
de consumo de ocio, por lo que se deduce que estan dispuestos a ofrecer todo su tiempo de trabajo, es decir, en
este modelo ni siquiera hay espacio para el desempleo voluntario. Como consecuencia de esto, ya que nuestra
economia supone precios flexibles, el equilibrio en el mercado de trabajo se mantiene via ajustes del salario
real.
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Gréfica 2
Capitay tada de interés real
6.4 0.138
r 0.137
r 0.136
r 0.135
r 0.134
- 0.133
r 0.132
59 T 0.131
58 +r—r—r—r-r—r—r—r-+—r—r—rrrrrrrrrr—rrr—r—"rrrrrrrrrrrrr—"rr—""rrrrrrrrr 7+ 0.130
1 3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61
Capital ~ ----- Tasa de interés real (eje derecho)
Gréfica 3

Tasas de crecimiento del PIB agregado

0.080 -

0.060 -

0.040 -

0.020 -

0.000
1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

-0.020 -

-0.040 -

-0.060

——Observado ~ ----- hipotético
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V1. Los choques tecnoldgicos

Hasta el momento hemos supuesto una funcion de produccion en la cual la tecnologia “A”
se ha supuesto constante e igual a uno. ;Como podemos re-escribir este modelo para tomar
en cuenta las variaciones o choques aleatorios a dicha tecnologia? Lo que supondremos ahora
es gque latecnologia oscila en torno a un valor que supondremos igual a uno, y que su proceso
aleatorio en el tiempo no tiene tendencia alguna ni ningin tipo de persistencia, lo que
equivale a decir que A ~n(l,o5%). Linealicemos una vez mas las funciones de transicion

dindmica de la economia en torno al estado estacionario del consumo, el capital y la
tecnologia:

C*ﬂ*f"(k){(lﬂ)ﬁ*}lm_lg N C*ﬂ*{(lﬂ)ﬂ*r_l RO

Cu =C + t
A, 9z A, 9z Oz
I R SO S A OPIRIOFY
9z 9z 9z

Si ponemos este sistema en forma matricial tendremos, o de forma méas compacta:

va = Bit +(D'E‘t

c*/f*[(lw)ﬂ*r‘l (k)

Sendo CI):{¢1:|: A 9z Jz
9, f (k)
9z

Supongamos ahora que iniciamos la observacion de la economia en un periodo cualquiera,
Ilamémosle periodo cero t=0, en el cual tenemos el valor de X, y A,, entonces para el

siguiente periodo tendremos:

X, = BX, + DA,

para el periodo t=2 tendremos:

X, = BX, +®A = B(BX, + ®A,) + DA =B'X, + BOA, + DA

y asi sucesivamente, hasta que en un momento t cualquiera, podremos tener:

27



Borradores Departamento de Economia no. 103

lANI\«P RSII)\I)
DE ANTIOQUIA
1803

X,

t . -~
X, =B'X,+ > B"'®A
i=1

B'X, + B™'®A + B2DA +...+ DA

Siendo que la tecnologia gira en torno a su nivel de estado estacionario, 1, sus desviaciones
con respecto a este nivel tienen una media de cero y (se puede probar) la misma varianza que

A, es decir: A ~n(0,02), y el supuesto de no tendencias ni de persistencias en A, es
equivalente a decir que un valor de A, no tiene ningun tipo de relacion con los valores de tal

variable en periodos anteriores. Lo cual facilita tremendamente la solucion y simulacion de
este modelo.

Aprovechandonos una vez méas de las propiedades de la diagonabilidad de la matriz B
podemos reescribir la ecuacion para la solucién de la siguiente forma:

Ct _ le 212 0 O Sll S12 60 : le 212 O O Sll SlZ ¢l e
[j} _{ 11 MO ﬂ“tZ:H:SZl Sszzo}LiZl:{ 1 1 HO ELI}LH Szjbjp\”}

De esta forma, si la economia recibe un choque a la tecnologia por una sola vez, el
comportamiento de ajuste serd, similar al mostrado en las simulaciones anteriores para una
desviacidn de capital con respecto a su estado estacionario. En efecto, un choque tecnoldgico
positivo por una sola vez, genera un aumento del producto, el cual a su vez genera aumentos
del capital y del consumo; posteriormente, en ausencia de choques, la economia retornara
lentamente a su situacion de estado estacionario.

Cuando la economia recibe choques tecnoldgicos constantemente, tal y como es la propuesta

de los tedricos de los ciclos reales de negocios, esta comienza a fluctuar peridédicamente,
mostrando un patron aleatorio influenciado por tales choques tecnoldgicos.
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Gréfica 4
Brecha del capital por unidad efectiva de trabajo
(Choques sucesivos)

2.5

2,
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1 35709 11131 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 457 4951 53 55 57 59 61 63
-0.5 1
-1

Gréfica 5
Consumo por unidades efectivas de trabajo

21
2.0
1.9 + /\/\
- i 'A\/\/\//\V )
1.7
1.6

1 3 5 7 9 111315 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65
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Gréfica 6

25

Producto por unidad efectiva de trabajo
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En las gréficas 4 a 7 se presenta una simulacién de choques sucesivos a la tecnologia. Puede
notarse el patrén fluctuante de las variables macroecondmicas, ademas de la variabilidad de
la tasa de ahorro y de consumo a lo largo del tiempo.

Puesto que la propuesta teorica es tratar de explicar las fluctuaciones econémicas via choques
aleatorios sobre la tecnologia, una de las fases importantes del estudio es entonces comparar
las caracteristicas muestrales 0 momentos de las variables de la economia simulada con los
de la economia real y a partir de alli derivar conclusiones sobre la relevancia y ajuste de la

teoria a los datos, etc., por lo que el proximo paso serd entonces establecer una comparacion
de varianzas, indices de correlacion, etc.
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