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Índice general

Resumen 1

Introducción 3

1. Marco Teórico 6
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superior e inferior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4. Conclusiones y Discusiones 72

4.1. Modelado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.2. Problema inverso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

Bibliograf́ıa 76

v



Resumen

En esta trabajo se presenta un trazador de rayos el cual es bastante versátil

y que posee caracteŕısticas de la teoŕıa de rayos importantes a la hora de hacer

tomograf́ıa, ya que permite calcular trayectorias de rayos reflejados y refrac-

tados simultáneamente, generar rayos con varias fuentes y varios receptores,

escoger puntos en interfaces de interés para generar reflexiones en dichos pun-

tos, entre otras. El trazador está basado en el método del camino más corto y

fundamentado en el principio de Fermat, en donde el camino del rayo a lo largo

del espacio posee un tiempo de propagación que es estacionario [Moser 1991].

A partir de este modelado, se implementó una tomograf́ıa de tiempos de pro-

pagación usando las técnicas de reconstrucción algebraica (ART y SIRT), para

estimar velocidades de propagación de ondas en el subsuelo. Se realizaron ex-

perimentos para resolver sistemas de ecuaciones lineales Gm = d, donde G

es mal condicionada y sparse. También se realizaron experimentos donde se

aplicaron el modelado y las técnicas de reconstrucción algebraica en Inversión

Basada en Modelos sintéticos.

Abstract

In this work we present a ray tracer which is quite versatile and has charac-

teristics of the ray theory important when doing tomography, since it allows to

calculate trajectories of reflected and refracted rays simultaneously, generate

1
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rays with several sources and several receivers, choose points in interest inter-

faces to generate reflections in said points, among others. The tracer is based

on the shortest path method and based on the Fermat principle, where the ray

path along the space has a taveltime that is stationary [Moser 1991]. From

this modeling, a traveltime tomography was implemented using the algebraic

reconstruction techniques (ART and SIRT), to estimate waves velocities in the

subsurface. Experiments were performed to solve systems of linear equations

Gm = d, where G is ill conditioned matrix and sparse. Also, experiments were

also performed where modeling and algebraic reconstruction techniques were

applied in Inversion Based on synthetic models.



Introducción

La exploración petrolera usa la generación de imágenes del subsuelo para

mejorar sus ı́ndices de éxitos en proyectos de exploración y delineación de

yacimientos. En áreas estructuralmente complejas, las imágenes en escala de

profundidad revelan las caracteŕısticas del subsuelo, lo que convierte la técnica

de imágenes śısmicas en una herramienta bastante utilizada por las compañ́ıas

de gas y petróleo, para la ubicación de nuevas reservas en regiones con geoloǵıa

compleja. Las aplicaciones de esta técnica se encuentran desde la exploración

petrolera, hasta otros campos del conocimiento como la Ingenieŕıa Civil, donde

se utiliza para explorar los tipos de suelos donde se planea construir estructuras

civiles [Hernández y cols. 2006].

La tomograf́ıa es la obtención de imágenes de cortes o secciones de algún

objeto. Para este trabajo, se obtendrán modelos de velocidades a partir de

datos sintéticos, utilizando la técnica de trazado de rayos y tomograf́ıa ba-

sada en técnicas de reconstrucción algebraica. Este es un tipo de proceso

denominado en matemáticas como Problema Inverso, el cual consiste en la

obtención de un conjunto de parámetros de un modelo a través de la inter-

pretación de datos observados o mediciones que en su mayoŕıa son inexactos

y poseen ruido [Jones 2010]. Durante los últimos años, la tomograf́ıa basa-

da en rayos ha tenido gran evolución gracias a las nuevas herramientas de

cómputo que d́ıa a d́ıa procesan gran cantidad de datos en un tiempo cada vez

menor [Castillo y cols. 2013], [Zhang y cols. 2017], [Zhang y cols. 2018],

3



Índice general 4

[Meléndez y cols. 2015]. Los clúster, un ejemplo de ello, son un conglome-

rado de computadoras que tienen un hardware preferiblemente homogéneo

y que se comportan como si fueran una única máquina, lo cual los con-

vierte en una herramienta eficiente cuando se procesan los datos observados

[Castillo y cols. 2013], [Malony y cols. 2016b], [Monil y cols. 2018].

En la prospección śısmica, especialmente en la exploración petrolera, se

necesita saber el camino que siguen los rayos śısmicos en el subsuelo, para de-

terminar los tiempos de propagación de una onda entre fuentes y receptores,

teniendo en cuenta las diferentes capas geológicas presentes. El método que se

describe en este trabajo, es el de refracción y reflexión de una onda elástica uti-

lizando una aproximación en altas frecuencias, a partir del método del camino

más corto en un conjunto de nodos [Moser 1991], se encuentran los tiempos

de propagación entre las fuentes y los receptores. Utilizando el trazado de ra-

yos se puede construir un modelo apropiado de velocidades śısmicas a partir

de un modelo inicial. Luego, las velocidades śısmicas iniciales del modelo son

refinadas, con un funcional de optimización adecuado, con la finalidad de ob-

tener un mejor ajuste entre los tiempos de propagación medidos y calculados

[Rodŕıguez-Pérez 2007], [Huang y cols. 2017], [Fu y Hanafy 2017].

Luego de obtener los tiempos de propagación, usando algún trazador de ra-

yos, se procede a trabajar el problema de la tomograf́ıa śısmica. Este problema

se reduce a un problema de optimización [Nolet 2012]. La tomograf́ıa śısmica

está formulada como un algoritmo iterativo que produce un modelo de veloci-

dad en profundidad, el cual minimiza la diferencia entre los tiempos de propa-

gación generados por el trazado de rayos, dados por el modelo inicial tomado, y

los tiempos de propagación medidos de los datos [Bishop y cols. 1985]. A par-

tir del ajuste del modelo, se obtiene la distribución de velocidades aproximada

de la porción del subsuelo estudiada.

En este trabajo se aborda el problema del trazado de rayos y su uso en la

tomograf́ıa śısmica. Se muestra como se usa el método del camino más corto
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para construir de forma eficiente el trazado de rayos para diferentes medios,

especialmente en aquellos con variación lineal en profundidad, y en el cual

se implementaron rayos generados por refracción y rayos reflejados en puntos

espećıficos del medio estudiado. Además, la inclusión de múltiples fuentes que

mejoran la iluminación en la región de interés. Se presenta una estrategia de

paralelización usando MPI que permite acelerar la implementación del trazado

de rayos, y que permite facilidades computacionales en problemas de mayor

alcance. Para la obtención de estimativos de velocidades, se usó la técnica

de reconstrucción algebraica SIRT “Simultaneous Iterations Reconstruction

Technique”, y para la cual se verificó la efectividad en la solución numérica de

sistemas de ecuaciones lineales que involucran matrices rectangulares, sparse y

mal condicionadas, comunes en las aplicaciones de tomograf́ıa śısmica. Además,

se muestran los resultados obtenidos usando esta técnica en la inversión basada

en modelos para la reconstrucción de velocidades en algunos modelos sintéticos.

El trazador implementado que permite calcular trayectorias de rayos por

refracción y de reflexiones en puntos de interés, simultáneamente, ha sido usado

por otros autores como [Meléndez y cols. 2015] y [Zhang y cols. 2018], pero

no se encontró en la literatura el uso de las técnicas de reconstrucción algebraica

en tomograf́ıa de tiempos de propagación usando un trazador de este tipo, por

lo cual el modelado que se implementó y su aplicación se convierte en un

aspecto novedoso dentro de tomograf́ıa śısmica.



Caṕıtulo 1

Marco Teórico

En este caṕıtulo se abordarán los conceptos y la teoŕıa necesaria para el

desarrollo de este trabajo. Primero una introducción al problema Geof́ısico y la

deducción de las ecuaciones que brindan soluciones aproximadas a la ecuación

de onda. Luego, el método del camino más corto y el algoritmo de Dijkstra

como elementos fundamentales en la construcción del trazador de rayos tanto

refractados y como reflejados. Un estado del arte con una visión general de lo

que se ha trabajado en trazado de rayos. Por último, los problemas inversos

y el desarrollo de las técnicas de reconstrucción algebraica adaptados a la

tomograf́ıa śısmica.

1.1. Problema geof́ısico

La geof́ısica estudia, entre otras cosas, la estructura de la tierra y su dinámi-

ca, sobre la base de medidas de campos f́ısicos que normalmente se realizan

desde la superficie del planeta. El objetivo es deducir las propiedades del sub-

suelo a través del uso de modelos f́ısicos que describen los diferentes fenómenos

que ocurren en el subsuelo.

Una de las ramas de la geof́ısica es la sismoloǵıa, la cual se encarga del

6
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estudio de terremotos y la propagación de las ondas mecánicas (ondas śısmicas)

que se generan en el interior de la tierra. Nuestro interés está en la propagación

de las ondas śısmicas en el subsuelo y el comportamiento de éstas cuando

atraviesan diferentes capas geológicas del interior de la tierra, las cuales se han

depositado en las diferentes eras geológicas. Este estudio se realiza a partir

de los métodos de sismoloǵıa de reflexión y refracción; ambos métodos son

usados para encontrar rasgos en el subsuelo a partir de una fuente de ondas

śısmicas (dinamita, vibro sismos (Exploración on-shore), disparos en el agua

(Exploración off-shore), etc.), y un tendido de receptores (“sensores”) que

registran las perturbaciones provenientes de la propagación de estas ondas.

Para estudiar la propagación de las ondas en un medio complejo, las apro-

ximaciones mas comunes en la investigación de ondas śısmicas son: a) métodos

basados en las soluciones numéricas directas de la ecuación elastodinámica,

tales como los métodos diferencias finitas y elementos finitos [Vidale 1988], y

b) métodos de aproximación asintótica en altas frecuencias, o lo que se cono-

ce como trazado de rayos [Cerveny 2005]. Ambos métodos son muy usados

para resolver cierto tipo de problemas śısmicos, y tienen sus propias ventajas

y desventajas.

En la prospección śısmica uno de los principales problemas es generar

imágenes del subsuelo a partir de un modelo matemático para la propaga-

ción de las ondas y la formulación de un problema inverso que conduce a la

reconstrucción tomográfica. En la etapa del modelado, se construyen modelos

sintéticos sobre la propagación de la onda en el subsuelo y se generan los datos

calculados o datos sintéticos dcalc, para después compararlo con el dato ob-

servado dobs (sismogramas) en busca de un modelo que minimice la diferencia

entre dobs y dcalc, a esto se le conoce como Inversión Basada en Modelos

[Sen 2006]. La inversión de datos geof́ısicos es un problema dif́ıcil de resolver

pues los datos están invariablemente contaminados por ruido y se adquieren

en un número finito de puntos. Por otra parte, los modelos matemáticos que se
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usan son complejos, y al mismo tiempo, son simplificaciones de los verdaderos

procesos geof́ısicos. En consecuencia, las soluciones son ambiguas y propensas

a errores.

1.2. Ecuación de onda y ecuación de rayo

La ecuación de onda con velocidad escalar variable está dada por

∇2ψ − 1

v2(~x)

∂2ψ

∂t2
= 0, (1.1)

donde ψ es una función que satisface la ecuación y v es la velocidad de

propagación de la onda. Para esta ecuación se puede suponer una solución

aproximada en la forma de onda plana

ψ(~x, t) = A(~x)e2πif(t−T (~x)). (1.2)

Donde A(~x) y T (~x) son funciones desconocidas que describen la amplitud

y el tiempo de propagación del frente de onda cuando se varia la posición, res-

pectivamente. Sustituyendo la ecuación (1.2) en la ecuación (1.1) y calculando

el laplaciano de la solución supuesta, se tiene que

∇2ψ(~x, t) = ~∇ · ~∇
[
A(~x)e2πif(t−T (~x))

]
~∇ · ~∇

[
A(~x)e2πif(t−T (~x))

]
= ~∇ ·

[
e2πif(t−T (~x))~∇A(~x)− 2πiA(~x)e2πif(t−T (~x))~∇T

]
,

(1.3)

Esta ecuación puede expandirse como

∇2ψ(~x, t) =

{
∇2A− 4πif ~∇A · ~∇T − 4π2f 2A

[
~∇T
]2
− 2πifA∇2T

}
e2πif(t−T (~x)).

(1.4)
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Usando este resultado y ∂2t ψ(~x, t) = −4π2f 2Ae2πif(t−T (~x)) en la ecuación

(1.1) e igualando las partes real e imaginaria dadas de las dos ecuaciones, se

obtiene

[
~∇T
]2
− ∇2A

4π2f 2A
− 1

v(~x)2
= 0 (1.5)

y

A

2
∇2T − ~∇A · ~∇T = 0. (1.6)

Sin embargo, se espera que el segundo término de la ecuación (1.5) sea

insignificante con gradientes de velocidad débiles o cuando las frecuencias son

altas, independientemente del gradiente de velocidad. Cuando este término es

descartado el resultado es una ecuación diferencial parcial no lineal llamada

Ecuación Eikonal

[
~∇T (~x)

]2
− 1

v(~x)2
= 0. (1.7)

Aunque no es exacta, para muchas situaciones realistas, una solución a la

ecuación Eikonal da tiempos de propagación precisos para un medio complejo.

La ecuación diferencial para los caminos del rayo es la ecuación vectorial que

está impĺıcita en la ecuación Eikonal (1.7). Para un medio isótropo, los rayos

son normales al frente de onda. Un frente de onda se describe como una su-

perficie donde T (~x) es constante. Por consiguiente, ~∇T debe ser un vector de

puntos en la dirección del rayo y la ecuación Eikonal muestra que
∣∣∣~∇T ∣∣∣ = v−1

(De forma geométrica, el gradiente es un vector que se encuentra normal a la

curva de nivel en el punto que se está estudiando en el frente de onda).

Considere los frentes de onda en T1 y T2 donde T1−T2 es muy pequeño, y los

puntos P1 y P2 como en la figura (1.1). Entonces ∆s = (T2(P2)− T1(P1))·v(P1)

es un estimativo de la distancia perpendicular entre estos frentes de onda, y
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Figura 1.1: El elemento diferencial del rayo d~x que se extiende desde un punto

P1 en un frente de onda en el tiempo T1 hasta el punto P2 en un frente de

onda en el tiempo T2. El segmento del rayo es perpendicular a ambos frentes

de onda y tiene longitud |d~x| = ∆s.

~∇T (P1) = ĺım
P2→P1

T2(P2)− T1(P1)

∆s
ŝ =

ŝ

v(P1)
(1.8)

Donde ŝ es un vector unitario que es normal a la superficie T1(P1), o en

otras palabras, ŝ son los puntos a lo largo del rayo. Si d~x es el vector diferencial

de P1 a P2 entonces ŝ puede ser escrito como

ŝ =
d~x

ds
(1.9)

donde ds = |d~x| y s es la longitud de arco a lo largo del rayo. Combinando

la ecuaciones (1.8) y (1.9) se tiene la ecuación de rayo

~∇T (~x) =
ŝ

v(~x)
=

1

v(~x)

d~x

ds
(1.10)

El tiempo de propagación T puede ser eliminado de la ecuación (1.10),

calculando su derivada con respecto a su longitud de arco, esto es

d~∇T
ds

=
d

ds

1

v(~x)

d~x

ds
(1.11)
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El lado izquierdo de la ecuación (1.11) puede ser simplificado como

d~∇T
ds

= ~∇
[
dT

ds

]
= ~∇

[
1

v(~x)

]
(1.12)

El ultimo paso en esta ecuación se justifica usando la ecuación (1.10) y la

identidad d/ds = ŝ · ~∇. Intuitivamente, este paso es valido porque ~∇T son

puntos a lo largo del rayo y por lo tanto dT/ds también, esta es la derivada

escalar con respecto a la longitud de arco a lo largo del rayo y da la magnitud

total de ~∇T .

Aśı la ecuación de rayo se convierte en

1

v2(~x)
~∇v(~x) = − d

ds

1

v(~x)

d~x

ds
(1.13)

La cual es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden para el vector

del rayo ~x. Este resultado se puede expresar como un sistema de ecuaciones de

primer orden modificando el lado derecho de (1.13) usando

d

ds
=
dt

ds

d

dt
=

1

v(~x)

d

dt
(1.14)

y definiendo el vector de Slowness, ~p = ~∇T , esto es (de la ecuación 1.10)

~p =
1

v(~x)

d~x

ds
=

1

v2(~x)

d~x

dt
(1.15)

Estas últimas dos ecuaciones permiten escribir como un sistema de primer

orden la ecuación (1.13)

d~x

dt
= v2(~x)~p (1.16)

y

d~p

dt
= −

~∇v(~x)

v(~x)
(1.17)
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Soluciones numéricas de las ecuaciones (1.16) y (1.17) pueden ser usadas

para propagar el rayo. Un ejemplo de estos métodos puede ser Runge-Kutta

de orden 4. Desarrollo realizado a partir de [Margrave 2001].

Otro tipo de aproximaciones a un rayo es usando la teoŕıa de grafos y

el método del camino mas corto introducido por [Moser 1991], el cual se

discutirá en el capitulo 2.

1.3. Trazado de rayos

El trazado de rayos se basa en la idea de que la enerǵıa śısmica en las altas

frecuencias, sigue una trayectoria determinada por la trayectoria de rayos, la

cual es estacionaria. F́ısicamente, esta aproximación describe cómo se propaga

la enerǵıa en la misma dirección, hasta que se refracta o refleja por las variacio-

nes de velocidad. El trazado de rayos en un medio especifico puede ser resuelto

por cuatro caminos: numéricamente, anaĺıticamente, semianaĺıticamente, o por

aproximaciones del rayo en celdas [Cerveny 2005].

Uno de los métodos mas comunes es la solución numérica de la ecuación

Eikonal, la cual rige la geometŕıa y dirección de propagación del rayo en el

subsuelo, y surge de la ecuación de onda acústica con la debida aproximación

en altas frecuencias. La solución numérica de la ecuación Eikonal provee los

tiempos de propagación de las ondas śısmicas, las cuales se clasifican en dos

tipos: ondas de cuerpo (ondas P y las ondas S), y ondas superficiales (on-

das Love y ondas Rayleigh). En nuestro caso, solo estamos interesados en los

primeros arribos de ondas P , ya que estos están asociados con la enerǵıa de

la onda que se propaga directamente desde la fuente hasta el receptor. La

trayectoria encontrada numéricamente usando la ecuación Eikonal tiene una

propiedad importante y está dada por el principio de Fermat: el camino del

rayo es una curva a lo largo del espacio cuyo tiempo de propagación es esta-

cionario [Moser 1991]. Esta propiedad puede ser explotada para motivar la
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construcción de un rayo entre una fuente śısmica y un receptor, que puede

estar basada en este principio. En este caso su construcción se realiza a partir

de una analoǵıa entre el camino de un rayo śısmico y el camino mas corto en

una malla de puntos. Una estrategia como estas es denominada el método del

camino mas corto para calcular rayos śısmicos [Moser 1991].

1.4. Método del camino más corto

El problema del camino más corto es un problema clásico e importante de

la combinatoria que puede ser aplicado en muchos contextos, usualmente de

naturaleza discreta en los cuales aparecen una cantidad finita de objetos, y

la solución exacta del problema puede ser encontrada en un número finito de

pasos. Un ejemplo es un mapa de carreteras, la malla consiste de ciudades y

conexiones entre ellas; y es posible preguntarse por el camino que tiene longi-

tud mı́nima entre una ciudad y otra. Estas aplicaciones se resuelven usando un

grafo, el cual consiste de un conjunto de puntos denominados nodos o vérti-

ces, unidos por enlaces llamados aristas. El problema del camino más corto

está definido en términos de un grafo dirigido que consiste de n nodos, que son

numerados desde 0 hasta n − 1. El nodo 0 puede ser la fuente, y es el nodo

donde se genera enerǵıa śısmica controlada. Las aristas entre vértices tienen

asociado un peso igual al tiempo de propagación de un rayo śısmico que cruza

de un vértice a otro. El problema es encontrar el camino de longitud mı́nima

(“camino más corto”) que minimiza el tiempo de propagación desde la fuente

a todos los nodos i, en particular a un nodo o conjuntos de nodos escogidos

previamente para ser los receptores. Encontrar el camino más corto desde un

vértice a otro usando estos pesos, es una aproximación al rayo śısmico entre

ellos, debido al principio de Fermat [Moser 1991].

El modelo de la tierra es representado por una malla, consistentes de nodos

conectados por aristas (Figura: 1.2). Las mallas usadas para representar el
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modelo de velocidades son dispersas; es decir, cada nodo es conectado con un

número restringido de nodos en su vecindad y no con todos los nodos que

están cercanos a él. Estas vecindades son denominadas lista de adyacencia de

los nodos y contiene todos los nodos tal que existe una arista que los conecta,

si tal arista no existe en la matriz de adyacencia hay un cero. El modelo de

velocidades es representado como un grafo pesado G = (V,E,W ), donde V es

el conjunto de vértices, E es el conjunto de aristas y W es el conjunto de los

pesos de las aristas.

Figura 1.2: Malla rectangular modelo de velocidades. Modificada

[Monsegny y Agudelo 2013]

La exactitud del camino más corto seguido por el rayo depende de la canti-

dad de nodos y aristas usados en la malla. Entre más nodos se utilicen, mayor

será la aproximación a la trayectoria seguida por el rayo f́ısico (“real”), pero

los costos computacionales serán mucho más altos. Muchos de los rayos que

aproximan los caminos variacionales pueden aproximarse por estos algoritmos,

aunque algunos no están representados en este método.



1.5. Algoritmo de Dijkstra 15

1.5. Algoritmo de Dijkstra

La búsqueda del camino mas corto entre dos puntos a través de un conjunto

de nodos en un grafo es un problema computacionalmente costoso, que resuelto

de forma directa crece como N2. Sin embargo, se han desarrollado algoritmos

que permiten resolver el problema a costos computacionales razonables. Uno

de los algoritmos mas exitosos es el algoritmo de Dijkstra.

El algoritmo de Dijkstra, consiste en lo siguiente: Dado un grafo y un

vértice fuente en el grafo, encontrar el camino mas corto de la fuente a todos

los otros vértices en el grafo dado. Para ver el algoritmo del camino mas corto,

consideremos un grafo G(V,E,W ) donde V es un conjunto que contiene n

nodos y E es un conjunto de aristas tal que E ⊆ V × V . Además, este grafo

posee una función de peso W : V × V → R que asigna un número real a

cada arista. Para el caso de trazados de rayos śısmicos, este peso se asocia

con el tiempo de propagación de un rayo entre un nodo y otro, siempre y

cuando estén conectados. W puede ser representado por una matriz wi,j la

cual es simétrica en virtud del principio de reciprocidad, es decir, wi,j = wj,i y

donde cada entrada de la matriz corresponde al tiempo de propagación entre

el nodo i y el nodo j en el grafo. Por convención el tiempo de propagación de

un nodo a śı mismo es cero, aśı wi,i = 0 para todo i ∈ V , en nuestro código

TP (src) = 0 donde src es el nodo fuente. No existen pesos negativos y por

ende wi,j ≥ 0, y para el caso en que los nodos i y j no estén conectados se

define wi,j = wj,i =∞. Para propagar un rayo desde un nodo i se buscan todos

los vecinos que están conectados con i, este conjunto de nodos se denota por

neighb(i), y TP (i) indicará el tiempo de propagación desde la fuente hasta el

nodo i.

Una trayectoria de un rayo es una secuencia de nodos y conexiones cuyo

tiempo de propagación se define como la suma de las conexiones que forman

la trayectoria del rayo. A partir de estas definiciones el algoritmo de Dijkstra
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se puede seguir del siguiente pseudocódigo:

1. Inicialización:

Q := V TP (i) :=∞ para todo i ∈ V

P := φ TP (src) = 0

2. Selección: encontrar i ∈ Q con mı́nimo tiempo de propagación TP (i)

3. Actualización:

TP (j) := min(TP (j), TP (i) + wi,j) para todo j ∈ neighb(i) ∩Q

Transferir i de Q a P .

4. Condición para finalizar:

śı P = V pare

sino, ir al paso 2

Los nodos son divididos en un conjunto P de nodos con tiempo de propa-

gación definitivo y conocido, y un conjunto Q que es el complemento de P .

Inicialmente, P es vaćıo y Q = V , es decir, Q contiene todos los vértices . Para

la fuente (la cual será denotada como el nodo src) el tiempo de propagación es

definitivo (TP (src) = 0) y aśı puede ser transferido a P . Se buscan los vecinos

de la fuente y se les asigna a cada uno de ellos el tiempo de propagación a la

fuente. Para el vector de tiempos de propagación TP se busca el menor tiempo

almacenado entre los nodos que están en Q, el nodo hallado queda marcado

como definitivo y puede pasar a P . El algoritmo continua tomando al nodo

encontrado como una nueva fuente (principio de Huygens). El tiempo de pro-

pagación almacenado en un nodo se actualiza si el tiempo de la nueva fuente

mas el tiempo hasta el nodo es menor que el tiempo almacenado en el nodo.
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1.6. Estado del arte

En el transcurso del siglo XX, episodios notables marcaron avances en los

métodos de prospección śısmica. Si bien muchas de estas tecnoloǵıas tardaron

tiempo para pasar del formalismo a la práctica, cada una generó finalmente

nuevas oportunidades de exploración. En 1920, se introdujeron los disparos

analógicos de cobertura simple para detectar capas inclinadas del subsuelo

[Albertin y cols. 2002], mostrando esto la necesidad de conocer una aproxi-

mación del terreno antes de perforar el suelo. Desde esta época, el problema de

encontrar yacimientos de hidrocarburos se ha tornado cada vez más complejo

y los costos de realizar excavaciones en busca de estos son altos. Por ende,

diferentes técnicas computacionales de tomograf́ıa se han utilizado para tener

una vista previa del subsuelo a explorar y mejorar los ı́ndices de éxito en la

detección de hidrocarburos.

El trazado de rayos y los tiempos de propagación son utilizados para este

propósito. Estas técnicas son una aplicación de diferentes ramas de la ma-

temática, la f́ısica y la ingenieŕıa, las cuales son condicionadas para ser im-

plementadas en computación. Algunas de estas técnicas computacionales son:

La solución de la ecuación Eikonal por separación de variables, el método de

diferencias finitas [Vidale 1988] y el trazado de rayos en una malla usando

el camino más corto [Moser 1991]. Estos métodos de trazados de rayos son

usados para la parte de modelado, encontrando los tiempos de propagación de

la onda.

Trazado de rayos usando el camino más corto

Las primeras referencias relacionadas al trazado de rayos en una malla son

de [Nakanishi y Yamaguchi 1986] quienes necesitaban un trazador de rayos

en su estudio de inversión no lineal de los primeros tiempos de llegada, para

encontrar el camino del rayo y los tiempos de propagación de un punto fuente a

un número de puntos receptores. [Moser 1991], [Moser 1992] utilizó esta idea
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e investigó métodos para mejorar la eficiencia de la búsqueda de la trayectoria

de un rayo en el tiempo mı́nimo y además mostró cómo es posible tratar los

tiempos de llegada de los rayos reflejados. Su idea consist́ıa de una malla de

puntos que son conectados con sus puntos vecinos por una arista y la longitud

de dicha arista es tan larga como el tiempo que tarda la onda en ir de un punto

a otro. La idea de Moser fue brillante pero la implementación computacional

no era muy eficiente.

En teoŕıa de grafos, un algoritmo muy eficiente para determinar el camino

más corto en una malla de puntos fue propuesto por [Dijkstra 1959]. Varias

modificaciones de este algoritmo han sido usadas generalmente en el trazado

de rayos sobre mallas. [Gallo y Pallottino 1986] describen versiones mo-

dernas del algoritmo de Dijkstra, que son lo suficientemente eficaces para hacer

que el método del camino más corto sea competitivo con otros métodos para

el modelado śısmico.

En aras de mejorar cada vez más los tiempos de cómputo, diferentes mejoras

en tiempos de cómputo a la técnica del camino más corto fueron propuestas

por: [Fischer y Lees 1993], [Cheng y House 1996], [Zhang y cols. 2004],

[ZHANG y cols. 2006].

La aparición de herramientas de cómputo mucho más poderosa im-

pulsó el desarrollo en el trazado de rayos. Pues se teńıa la facilidad de

trabajar con mallas mucho más grandes y obtener resultados en menor

tiempo. De esta manera los algoritmos proporcionaron un marco atrac-

tivo para la tomograf́ıa basada en rayos, algunos de estos algoritmos se

encuentran en [PIETA y DWORNIK 2012], [Giroux y Larouche 2013],

[Monil y cols. 2018], [Malony y cols. 2016a], [Malony y cols. 2016b].

Otra alternativa por medio de la cual se puede acelerar la so-

lución del problema es el uso de computación en paralelo en GPU,

[Monsegny y Agudelo 2013] mostraron una posible descomposición del

método del camino más corto, para que una unidad de procesamiento gráfico
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pueda realizar los cálculos. De hecho, [Harish y Narayanan 2007] usaron

GPUs para resolver el problema del camino más corto para una sola fuente en

un grafo general con millones de vértices. Lo cual muestra la efectividad de

estos dispositivos a la hora de procesar datos.

Tiempos de propagación mediante diferencias finitas y ecuación

Eikonal

Usualmente especificado en la literatura sismológica como “solver”de di-

ferencias finitas para la ecuación Eikonal. Soluciones numéricas directas a la

ecuación Eikonal se usan en algunos casos excepcionales. [Pilipenko 1983] da

una descripción de los algoritmos y ejemplos numéricos de aplicaciones.

El método de diferencias finitas para calcular los primeros tiempos de lle-

gada a lo largo de una expansión del frente de onda a partir de cuadrados

en el caso 2-D y de cubos en el caso 3-D fue propuesto por [Vidale 1988],

[Vidale 1990]. Esta expansión del frente de onda se asemeja a la propagación

de una onda plana. Las ecuaciones de expansión son diferentes, dependiendo

de la posición del punto en el cuadrado y en su distancia desde la fuente. Los

principios fundamentales del cálculo de diferencias finitas de los tiempos de

propagación, pueden ser demostrados en el caso de una expansión del semies-

pacio. [Reshef y Kosloff 1986] fueron los primeros en proponer este algo-

ritmo, principalmente para aplicaciones śısmicas de los métodos de reflexión.

Una expansión del frente de onda a lo largo de ćırculos (en 2-D) y esferas

(en 3-D), fue propuesta por [Schneider Jr 1995]. Los cálculos están hechos

en un sistema rotado de coordenadas esféricas y la aproximación en ondas

esféricas. Las aproximaciones usadas por Vidale no son lo suficientemente pre-

cisas en situaciones en las cuales el frente de onda está fuertemente curvado.

Para eliminar estos problemas, los algoritmos propuestos por Vidale han sido

generalizados y extendidos de muchas formas.

[Qin y cols. 1992] presenta un esquema de diferencias finitas cuya región

de solución progresa en forma de expansión de frentes de onda en lugar de una
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expansión de cuadrados. Esta aproximación mejora en precisión de los tiempos

de propagación, pero tiene un incremento en costo computacional. El método

de diferencias finitas para calcular la solución cinemática de la ecuación de onda

fue usado por [Podvin y Lecomte 1991] y [Van Trier y Symes 1991].

El algoritmo de Vidale fue extendido por [Hole y cols. 1992]

y [Matsuoka y Ezaka 1992] para calcular los tiempos de propa-

gación para las ondas reflejadas en dos dimensiones. Algoritmos

similares a los anteriores y basados en el de Vidale fueron pro-

puestos por: [Faria y Stoffa 1994]; [Klimes y Kvasnicka 1994];

[Riahi y Juhlin 1994] y [Hole y Zelt 1995]. De estas modificaciones

el algoritmo propuesto por [Podvin y Lecomte 1991] funciona bien en

regiones con grandes contrastes de velocidad en interfaces estructurales de

diseño arbitrario.

[Sava y Fomel 2001] proponen un método robusto y completo para calcu-

lar tiempos de propagación, basado en un sistema de ecuaciones diferenciales

parciales, que es equivalente a la ecuación Eikonal pero formulada en un siste-

ma de coordenadas de rayo.

1.7. Problemas inversos

La Teoŕıa de Problemas Inversos es un conjunto de técnicas matemáticas

para extraer conocimiento acerca del mundo f́ısico a partir de datos obtenidos

mediante observación. Como en la mayoŕıa de los problemas inversos los da-

tos son simplemente una lista de valores numéricos, un vector proporciona un

medio conveniente para su representación. Si se realizan N mediciones en un

experimento particular, por ejemplo, uno podŕıa considerar estos números co-

mo los elementos de un vector d de longitud N . Los datos son analizados para

inferir, de la mejor forma posible, los valores numéricos de los parámetros del

modelo. Estos parámetros son escogidos para capturar el carácter esencial de
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los procesos que se estudian. Los parámetros del modelo se pueden representar

como los elementos de un vector m de longitud M .

d = [d1, d2, d3, . . . , dN ]T

m = [m1,m2,m3, . . . ,mM ]T

La declaración básica de un problema inverso es que los parámetros del modelo

y los datos están de alguna manera relacionados. Esta relación es denominada

modelo, y usualmente, toma la forma de una o mas fórmulas que se espera que

sigan los datos y los parámetros del modelo.

Los problemas inversos más simples y mejor comprendidos son aquellos que

pueden representarse con la ecuación lineal expĺıcita Gm = d. Esta ecuación

forma la base del estudio de la teoŕıa inversa discreta. Muchos problemas in-

versos importantes que surgen en las ciencias f́ısicas involucran precisamente

esta ecuación. Otros, si bien involucran ecuaciones más complicadas, a menudo

se pueden resolver a través de aproximaciones lineales, como es el caso de la

tomograf́ıa śısmica basada en trazado de rayos. La matriz G relaciona los datos

con el modelo a través del producto Gm, esta matriz se conoce como operador

de la teoŕıa. De hecho, contiene toda la información f́ısica y matemática del

problema que se quiere modelar [Snieder y Trampert 1999].

A partir de los datos observados se pueden realizar estimaciones del modelo,

las cuales, son muy diferentes al modelo verdadero en problemas prácticos. El

modelo estimado es denotado como m̃. Hay muchas formas de diseñar un ope-

rador inverso que mapea los datos en el modelo estimado, ver [Menke 2012],

[Tarantola 1984], [Parker 1994]. Cualquiera sea el estimador escogido, el

mapeo lineal mas general de los datos al modelo estimado puede ser escrito

como:

m̃ = G−gd (1.18)
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El operador G−g es llamado la inversa generalizada de la matriz G. En

general, el número de datos es diferente del número de parámetros del modelo.

Por esta razón, la matriz G usualmente no es cuadrada y por lo tanto su inver-

sa clásica no existe. Para resolver este tipo de problemas, existen dos clases de

algoritmos; un método directo cuya solución es encontrada en un solo paso, pe-

ro que solo es adecuada para problemas de menor escala. Y métodos iterativos,

tales como el método del gradiente conjugado ([Scales 1987]) y las técnicas

de reconstrucción algebraica ([Lo y Inderwiesen 1994]), que funcionan bien

en sistemas a gran escala.

El esquema de inversión, donde se genera un dato sintético o dato calculado

dcal a través de un modelo y parámetros iniciales, para después compararlo con

el dato observado dobs en búsqueda de un modelo que minimice la diferencia

entre dobs y dcal, se llama Inversión basada en Modelos [Sen 2006]. En ellos se

buscan los parámetros del modelo que permiten una configuración óptima y son

parte de los Métodos de Inversión para Estimar Parámetros [Gubbins 2004].

Ambos métodos realizan suposiciones iniciales para el modelo o los parámetros

del modelo y el objetivo es optimizar el error e = dobs− dcal, también conocido

como función objetivo [Fichtner 2010]. En la tomograf́ıa de tiempos de pro-

pagación el objetivo es minimizar el error entre los tiempos observados y los

tiempos calculados a partir de métodos iterativos.

1.8. Introducción a la Tomograf́ıa de tiempos

de propagación

Uno de los métodos de tomograf́ıa mas simples para describir es la to-

mograf́ıa de tiempos de propagación (Traveltime Tomography), y en la cual

solo se usan los primeros tiempos de llegada de una onda, entre una fuente y

un receptor. Para determinar la distribución de velocidades en un medio, la
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tomograf́ıa intenta resolver un conjunto de ecuaciones simultaneas.

Consideremos un modelo 2D, el cual está dividido en 9 celdas con velocidades

constante vi. Los puntos A y C, corresponden a un par fuente receptor, y el

punto B representa un reflector sobre una interfaz en el medio; como se observa

en la figura (1.3).

Figura 1.3: Modelo de celdas que describen velocidades en el subsuelo y un

rayo con una reflexión en el punto B. (Tomada: [Jones 2010])

El trazado de rayos es usado dentro de los algoritmos de tomograf́ıa para

determinar los posibles caminos y longitudes de los rayos dentro de cada celda

del modelo. Para el rayo de la figura (1.3), que va entre los puntos A, B y C,

se tiene un tiempo de propagación asociado tABC dado por:

tABC = d1/v1 + d5/v5 + d8/v8 + d9/v9 + d6/v6 + d3/v3 (1.19)

Para un punto común de reflexión de los rayos en el medio (CMP-gather)

se tienen varias medidas de tiempos de propagación, y es posible representar

de forma matricial la relación entre los tiempos de propagación, la distancia

recorrida por cada rayo en las celdas y la velocidad de cada celda. Por ejemplo,

para los cinco rayos escogidos en la figura (1.4), el punto B es un punto común
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de reflexión para estos cinco rayos y los tiempos de propagación se pueden

representar como:

ti =
N∑
j=1

dij/vj =
N∑
j=1

dijsj (1.20)

Donde ti es el tiempo total de propagación para el i-ésimo rayo, dij es la lon-

gitud recorrida del i-ésimo rayo en la j-ésima celda del modelo de velocidades

y sj = 1/vj es el slowness (reciproco de la velocidad) de la celda y N es la

cantidad de celdas del modelo. Para los rayos de la figura 1.4, se tiene N = 9,

i = 1, 2, 3, 4, 5.

Figura 1.4: Conjunto de 5 rayos con punto de reflexión común en B. (Tomada:

[Jones 2010])

La ecuación 1.20 en notación matricial considerando M rayos toma la forma
t1

t2
...

tM

 =


d11 d12 d13 . . . d1N

d21 d22 d23 . . . d2N
...

...
...

. . .
...

dM1 dM2 dM3 . . . dMN




s1

s2
...

sN


T = DS (1.21)
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TM×1 = DM×NSN×1 (1.22)

Muchos de los elementos de D son cero, pues un rayo no atraviesa todas las

celdas del modelo, lo que convierte a la matriz D en sparse y mal condicionada.

El objetivo es estimar S, la matriz que contiene el modelo de slowness, que

en este caso es el vector de parámetros del modelo que se quiere invertir. Este

es un problema inverso dif́ıcil de resolver, pues generalmente la matriz D en

(1.21) no es invertible, ni cuadrada ya que generalmente la cantidad de rayos

(tiempos de propagación) difiere de la cantidad de celdas del modelo. Si se

multiplica la ecuación (1.21) por la transpuesta de D para formar la matriz

cuadrada simétrica de D en el lado derecho de la ecuación y luego buscar la

solución de mı́nimos cuadrados de:

DTT =
(
DTD

)
S (1.23)

que es lo mismo que

S =
(
DTD

)−1
DTT (1.24)

para resolver la ecuación (1.24) hay dos clases de algoritmos: Un método direc-

to, en el cual la solución es encontrada en un solo paso, pero solo es adecuado

para problemas pequeños, pues el cálculo de
(
DTD

)−1
es en términos compu-

tacionales bastante costoso. Y un método iterativo, tales como el método del

gradiente conjugado o la técnica de reconstrucción algebraica, que funcionan

bien en sistemas grandes [Jones 2010] y que se recomiendan para resolver

problemas de tomograf́ıa śısmica.

El problema de la tomograf́ıa se puede seguir como en la figura 1.5. En

donde se parte de un modelo inicial Sn y se realiza el trazado de rayos para

determinar los tiempos de propagación y las distancias recorridas por los rayos

en las celdas del modelo Sn. Luego se obtiene un nuevo modelo calculado a
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partir de las actualizaciones dadas por los métodos de reconstrucción algebrai-

ca. Si para este modelo el residuo entre los tiempos observados y los calculados

para este medio cumplen con una condición de parada, la solución aproximada

es regresada. De lo contrario, la inversión continua para Sn+1.

Figura 1.5: Diagrama de flujo para realizar la tomograf́ıa de tiempos de pro-

pagación.
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Nos centraremos en los algoritmos de reconstrucción algebraica.

1.9. Métodos de reconstrucción algebraica

ART (Algebraic Reconstruction Technique) y SIRT ( Simultaneous Itera-

tive Reconstruction Technique) son dos implementaciones en tomograf́ıa de

rayos śısmicos. Ambos métodos actualizan iterativamente un modelo estimado

Sest y encuentran una solución aproximada al modelo verdadero Sver.

1.9.1. Técnica de reconstrucción algebraica

La técnica de reconstrucción algebraica o el método de Kaczmarz elude los

problemas asociados con matrices sparse y da un medio eficiente para encon-

trar una solución aproximada de la ecuación (1.21) usando un procedimiento

iterativo.

A partir de alguna técnica de trazado de rayos se obtiene el operador D y al

aplicarlo a un modelo estimado Sest, se encuentran los tiempos de propagación

calculados Tcal,

Tcal = DSest (1.25)

Para realizar la actualización del modelo estimado actual Sest a un nuevo

modelo estimado S(new)est del cual se espera este mas cercano al modelo verda-

dero, se usa la diferencia entre los tiempos calculados y los tiempos observados,

Tobs −Tcal. Esta actualización puede ser escrita en forma de ecuación como:

S(new)est = Sest + ∆iS, for i = 1, . . . ,M. (1.26)

Donde ∆iS representa el ajuste al modelo actual y el supeŕındice i significa

aplicar la ecuación (1.26) cuando se comparan tobsi y tcali para el i-ésimo rayo.

Este ajuste es crucial en el método de Kaczmarz, y viene dado por:
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∆isj = dij
tobsi − tcali∑N
k=1 (dik)

2

= dij
ti −

∑N
k=1 diks

est
k∑N

k=1 (dik)
2

. (1.27)

La ecuación (1.27) se puede derivar geométricamente, para mas detalles (ver

[Lo y Inderwiesen 1994]). El método de Kaczmarz usa proyecciones ortogo-

nales entre un hiperplano y otro (ver figura 1.6) a partir de una aproximación

inicial para encontrar la solución correcta, en este caso, una que describa ade-

cuadamente los datos observados. En adelante, un hiperplano corresponderá a

la representación geométrica de una ecuación que haga parte del sistema lineal

(1.21). En el caso de dos rayos y dos celdas de velocidad, el sistema lineal es

de 2×2 y la representación geométrica de las ecuaciones son rectas en el plano

con ejes s1 y s2 (ver figura 1.6). Para mas rayos y celdas, la representación

geométrica de cada ecuación recibe el nombre de hiperplano.

El algoritmo de reconstrucción algebraica ART, usa la información de cada

fila de la matriz D (Cada fila corresponde a las distancias recorridas por un

rayo en cada una de las celdas) para ajustar el modelo, es decir, el modelo se

actualiza inmediatamente de un hiperplano a otro bajo la diferencia entre los

datos observados y los calculados. Las iteraciones se pueden apreciar geométri-

camente en la figura (1.6) y se puede ver como la aproximación inicial G0 se

actualiza mediante el hiperplano 1 a G1, está se actualiza a G2 a partir del

hiperplano 2, y aśı sucesivamente, se aproxima a la solución moviéndose de un

hiperplano a otro.

Para el i-ésimo rayo correspondiente al hiperplano i, se calcula tobsi − tcali y se

usa la ecuación (1.27) para encontrar las actualizaciones de todas las celdas

del modelo. El ajuste del rayo i-ésimo a la celda j se denotará por ∆isj y

está dado por la ecuación 1.27.

Es importante notar que la actualización ∆isj depende de la distancia recorrida
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Figura 1.6: Iteraciones del modelo que convergen a una vecindad de la solución

correcta. Para dos celdas y dos rayos se obtienen estas rectas, cuando hay mas

incógnitas y rayos reciben el nombre de hiperplanos.

por el rayo i en la celda j, es decir, si el rayo no atraviesa la celda j, entonces

dij = 0 y la celda no sufre ningún tipo de actualización.

Las celdas del modelo que son atravesadas por el i-ésimo rayo son actuali-

zadas de la siguiente forma:

s
(new)est
j = sestj + ∆isj, para i = 1, . . . ,M. (1.28)

1.9.2. Técnica de reconstrucción algebraica iterativa si-

multanea

SIRT difiere de ART en que es necesario recorrer todos los hiperplanos y de-

terminar las correcciones de cada hiperplano a una celda, para luego actualizar

el modelo como un promedio de estas correcciones. Este forma de actualizar el



1.9. Métodos de reconstrucción algebraica 30

modelo convierte el método de SIRT en uno de los mejores procedimientos de

tomograf́ıa cuando el ruido sigue una distribución Gaussiana, además, que es

altamente resistente a datos outliers [Dobróka y Szegedi 2014]. Si el rayo

no pasa por la celda la corrección es cero. Las iteraciones se pueden apreciar

geométricamente en la figura (1.7) donde se inicia con la aproximación inicial

G0, y para encontrar la siguiente aproximación a la solución, se usa un pro-

medio pesado entre las correcciones G′1 y G′′1 realizadas por los hiperplanos 1

y 2, respectivamente. El procedimiento continua de esta forma generando una

secuencia G0, G1, G2, . . . que converge a la solución X bajo cierto criterio de

tolerancia.

Figura 1.7: Actualizaciones del modelo determinadas por un promedio de las

correcciones ∆Mj en SIRT.

Para hallar la actualización de una celda del modelo es necesario calcular

previamente el ajuste realizado por todos los rayos, es decir, ∆isj para i =

1, . . . ,M. y sacar un promedio pesado entre las correcciones diferentes de cero

(∆isj = 0.0 si el rayo i no pasa por la celda j). Aśı la actualización para la
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celda j se puede determinar como:

∆sj =
1

Wj

M∑
i=1

∆isj

=
1

Wj

M∑
i=1

dij
tobsi −

∑N
k=1 diks

est
k∑N

k=1 (dik)
2

, para j = 1, . . . , N. (1.29)

Donde Wj es el número de rayos que pasan por la j-ésima celda. El nuevo

modelo estimado se actualiza a partir del promedio de correcciones ∆sj como:

s
(new)est
j = sestj + ∆sj, para j = 1, . . . , N. (1.30)



Caṕıtulo 2

Modelado de reflexiones y

refracciones

A continuación se presenta la implementación de un trazador capaz de

modelar rayos por refracción y reflexión simultáneamente en un medio con va-

riación lineal de velocidad en profundidad. Este tipo de modelado ha sido usado

por [Meléndez y cols. 2015] y [Zhang y cols. 2018] en tomograf́ıas śısmicas

diferentes a las técnicas de reconstrucción algebraica usadas en este trabajo.

Se muestra como se realizó la implementación del trazador de rayos, a partir

del método del camino más corto. Además, de una explicación detallada de las

funciones y variables involucradas en el algoritmo, y las indicaciones básicas

para que otra persona pueda usar el trazador de rayos implementado en este

trabajo. Al final del caṕıtulo, se explica una estrategia de paralelización en

CPUs de nuestro código con la libreŕıa MPI.

2.1. Método del camino más corto

Una propiedad importante de los rayos śısmicos está dada por el principio

de Fermat: la trayectoria del rayo es una curva en el espacio cuyo tiempo de

32
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propagación es estacionario. A partir de este principio, es posible enumerar to-

das las trayectorias desde un punto inicial (fuente) y un punto final (receptor),

y realizar la búsqueda del camino mas corto para llegar desde la fuente hasta

el receptor. Dicho camino aproxima la trayectoria de un rayo en el subsuelo

[Moser 1991].

2.2. Trazado de rayos usando método del ca-

mino más corto

A continuación se describe el método para trazar rayos en un medio cuya

velocidad aumenta con la profundidad de forma lineal, y que puede ser ex-

presada como la función lineal v = a + bz, se pueden usar otros modelos que

posean algún cambio en profundidad.

Dada una malla regular de puntos (no necesariamente dx = dz), se le

asigna a cada nodo una velocidad dependiendo de la profundidad a la que se

encuentre y se procede a asignar los pesos (tiempos de propagación entre un

nodo y otro).

2.2.1. Vecinos

Para conocer los vecinos con los cuales se conectará un nodo se puede

usar un esquema de vecindad rectangular, en donde los vecinos se escogen a

partir de un radio de propagación constante para el i-ésimo nodo y trazando

la arista entre los vértices de la vecindad y el nodo en cuestión. En la figura

(2.1) se muestran dos vecindades, una de radio 1 y la otra de radio 2. El nodo

rojo corresponde a la fuente y los nodos azules son los vecinos con los que se

puede trazar una arista desde la fuente. Para tener una mayor cobertura de los

ángulos de propagación del rayo desde un nodo especifico, se puede escoger un

radio mayor para la búsqueda de vecinos y aśı cubrir una mayor cantidad de
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ángulos de propagación del rayo como se muestra en la figura 2.2. Dado que

un nodo fuente tiene vecinos en todas las direcciones es posible que los rayos se

propaguen con ángulos entre 0◦ y 360◦. En la figura 2.2, se observa los posibles

ángulos que pueden barrer los rayos entre 0◦ y 90◦; para la propagación de

cuarto orden el ángulo mı́nimo entre aristas es de 3.2◦ y el máximo ángulo de

14.0◦, esto implica que la discretización de los ángulos de propagación no es

homogénea y depende directamente del radio de propagación elegido.

Figura 2.1: Vecindad rectangular de radios r = 1 y r = 2, respectivamente.

2.2.2. Asignación de pesos

Dado que un nodo tiene un número finito de conexiones con puntos que están

cercanos a él, es posible viajar desde un nodo a otro a través de estas conexio-

nes. Para asignar el tiempo de propagación (peso de la arista) entre los puntos

que se conectan, se puede hallar la distancia euclidiana y multiplicarla por un

promedio de slowness (1/v) entre los nodos implicados. Es decir, si el nodo
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Figura 2.2: Vecinos de un nodo especifico indicando el menor y el mayor ángulo

de propagación para diferentes ordenes de propagación.

i de coordenadas espaciales (xi, zi) se conecta con el nodo j con coordenadas

(xj, zj), entonces el tiempo de propagación tij está dado por:

tij = dij ∗
(
si + sj

2

)
, (2.1)

donde dij =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 y si es el slowness del vértice. Este

peso debe ser el mismo en ambas direcciones, en virtud del principio de reci-

procidad. Para este trabajo, el código implementado evita almacenar la matriz

de adyacencia que se genera en un grafo según las conexiones de los nodos.

En términos computacionales esto evita el uso y acceso a la memoria de una

matriz bastante grande, ya que es de tamaño (GRIDX*GRIDZ)2, donde GRIDX

y GRIDZ son la cantidad de nodos para discretizar el medio, y que puede tor-

narse poco manejable en problemas de gran escala. Aśı, el problema de cargar

los pesos a las aristas se convierte principalmente en cálculos de CPU en cada

iteración. Para asignar los pesos a las aristas se usa la ecuación (2.1).
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2.2.3. Búsqueda del camino mas corto Dijkstra

Luego de tener una malla que consta de vértices, aristas y pesos, se procede

a encontrar el camino mas corto entre un nodo y otro a partir del algoritmo

de Dijkstra. El algoritmo realiza la búsqueda de un camino mı́nimo desde la

fuente a cualquier otro punto de la malla, para esto recorre todos los nodos de

la malla y asigna a cada nodo visitado un tiempo de propagación acumulado

TP desde la fuente. En otras palabras, TP [j] almacena el mı́nimo tiempo que

se puede encontrar entre el nodo j y la fuente. Este tiempo puede cambiar si

al unir un vecino u del nodo j, se cumple que el tiempo acumulado en TP [u]

más el tiempo de propagación desde u a j es menor que el tiempo acumulado

en TP [j], es decir, si

TP [u] + tuj < TP [j] (2.2)

entonces el tiempo en el nodo j es actualizado como

TP [j] = TP [u] + tuj. (2.3)

Cuando esto ocurre, aparece un arreglo importante para la reconstrucción del

rayo y es el vector predecesor, el cual almacena el identificador del nodo pre-

decesor que esta minimizando el tiempo de propagación desde la fuente. Si la

ecuación (2.2) se cumple, entonces el nodo predecesor que minimiza el tiempo

de propagación desde la fuente hasta el nodo j es u, y aśı, predecesor[j] = u.

Cuando todos los nodos tengan un tiempo de propagación definitivo se cuenta

con toda la información necesaria para reconstruir el rayo entre una fuente

y un receptor. Una de las ventajas del método del camino mas corto es que

encuentra el camino mas corto a todos los nodos de la malla, cualquier vértice

diferente a la fuente puede ser escogido como un receptor, para efectos reales

los receptores son escogidos en la superficie (nodos superiores de la malla).
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Figura 2.3: Camino con tiempo de propagación mı́nimo desde la fuente i al

receptor j.

2.2.4. Reconstrucción del rayo

Para conocer las coordenadas espaciales por las cuales cruza la trayectoria

del rayo se usa el vector predecesor. Cada componente de este vector tiene

almacenado el vértice del cual proviene el mı́nimo tiempo desde la fuente, por

ejemplo, en el rayo de la figura (2.3) el tiempo que es mı́nimo desde la fuente i

hasta el receptor j con respecto a otros caminos es tia + tab + tbc + tcd + tde + tej

y se tiene los siguiente:

predecesor[j] = e

predecesor[e] = d

... =
...

predecesor[a] = i

Aśı es posible reconstruir la trayectoria del rayo iniciando desde el receptor

hasta llegar a la fuente.

A partir de estos pasos se puede obtener un trazador de rayos śısmicos y cuyos

algoritmos discutiremos en la siguiente sección.
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2.3. Implementaciones en ANSI C

En esta sección se discutirá la implementación del trazador de rayos y las

rutinas que lo componen. Este algoritmo se puede resumir en los siguientes

pasos (ver figura 2.4):

Figura 2.4: Diagrama de flujo para el trazador de rayos.

1. Archivo de entrada de parámetros: en el archivo param.rays se ingre-

san los datos iniciales para el trazado de rayos, en él se encuentran los

siguientes datos de entrada:

Xini, Zini, Xfin y Zfin: son las dimensiones del medio a modelar

(caja para el trazado) y son medidas que se dan en metros.

GRADIENTE: se usa cuando el modelo tiene una variación lineal

en profundidad y esta variable determina la pendiente de dicha
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ecuación, en el trazado de rayos se trabajó con la relación lineal

v0 = 1800 + GRADIENTE ∗ z. Este modelo no necesariamente

debe ser lineal, se pueden usar otros modelos de slowness.

GRIDX y GRIDZ: es la cantidad de nodos en la discretización del

modelo 2D para el eje x y eje z, respectivamente.

NRAYS: cantidad de rayos a considerar en el modelado.

radiovecinos: es el orden de propagación para una vecindad rec-

tangular de un nodo de la malla. Las implementaciones mostradas

se realizaron con radio 4.

GRIDXCELDAS y GRIDZCELDAS: se usan para la tomograf́ıa y corres-

ponden a la cantidad de celdas con velocidad constante para realizar

inversión.

NSHOTS cantidad de disparos en el modelado. Para que el trazador

implementado funcione, es necesario que se cumpla la condición

NSHOTS + NRAYS < GRIDX-1

REFLECTOR INICIAL y REFLECTOR FINAL: es el rango donde se rea-

lizarán las reflexiones en el fondo del medio escogido.

activar reflexiones: si se quiere tener en cuenta reflexiones en el

fondo esta variable es 1. Para las reflexiones flotantes la variable es

2. Si solo se consideran refracciones usar un valor entero diferente

de 1 y 2.

2. Construcción de la malla y algoritmo de Dijkstra: Se genera una malla

regular para realizar el trazado de rayos y a cada nodo se le asigna una

velocidad (De esto se encarga la subrutina Construct Grid). Luego de

esto se procede a realizar la búsqueda del camino mas corto usando el

algoritmo de [Dijkstra 1959], ver capitulo 1, y con el cual se tiene acceso

a todas las trayectorias con tiempo mı́nimo desde la fuente a cualquier
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punto de la malla. En el código, la función que realiza esta tarea tiene

como caracteŕısticas:

dijkstra(source, predecesor, TP, r, d eucli MAX,sc).

La función recibe el id (identificador del nodo en la malla) de la fuen-

te, el orden de propagación para la búsqueda de vecinos, una distancia

máxima entre conexiones de nodos d eucli MAX que restringe algunos

vecinos de aquellos nodos cercanos a la frontera, y sc que es un con-

tador de disparos. La función devuelve dos vectores; predecesor, útil

para la reconstrucción del rayo y TP que tiene almacenado los tiempos

de propagación mı́nimos desde la fuente a todos los otros puntos de la

malla. Como se advirtió antes, estos tiempos no son una buena aproxi-

mación a los tiempos de propagación de los rayos por los promedios que

usa para cargar los pesos de las aristas, pero para efectos de encontrar

las trayectorias mı́nimas funciona muy bien. El calculo de los tiempos

de propagación se realiza después de encontrar la distancia recorrida por

cada rayo en cada celda del modelo, en el capitulo 3 se muestra como se

obtienen estos tiempos.

3. Reconstrucción del rayo: La rutina que se encarga de reconstruir las

trayectorias seguidas por los rayos es ray reconstruction.c, a partir

de la fuente y el vector de predecesores obtenido en el algoritmo de

Dijkstra. Es importante definir cuales son los receptores en la malla,

pues Dijkstra permite acceder a las trayectorias mı́nimas desde la fuente

a cualquier punto de la malla. La escogencia de los receptores se realizó en

la superficie para simular experimentos reales. Los nodos en la superficie

pueden ser identificados algebraicamente como múltiplos de la partición

en z, es decir, con id’s = h ∗ GRIDZ con h = 1, . . . , GRIDX− 1.
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La figura 2.5 muestra un rayo entre la fuente (id = 0) y el receptor

(id=GRIDZ(GRIDX-1)) en un medio con variación lineal en profundidad. Y

en la figura 2.6 se puede observar un disparo y varios rayos que arriban a re-

ceptores en la superficie, en este caso, todos los puntos de la malla se pueden

usar como receptores.

Figura 2.5: Trayectoria de un rayo.

2.3.1. Múltiples fuentes

Para mejorar la iluminación del medio con mas rayos, el trazador permite

realizar varios disparos desde fuentes distintas. Para esto, es necesario aplicar

el algoritmo de Dijkstra tantas veces como fuentes se deseen ubicar. En las

figuras 2.7 y 2.8 se observen los rayos para 1, 5 y 10 disparos con diferentes

resoluciones de malla.
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Figura 2.6: Un solo disparo y múltiples receptores en la superficie.

2.3.2. Reflexiones en la última capa

En este modelado es posible introducir reflexiones sobre una interfaz plana

basados en un proceso análogo al del software de la empresa NORSAR, el cual

dispara rayos desde la fuente y desde un reflector ubicado en el fondo de la

región de interés. A partir de una relación trigonométrica que permite asegurar

el cumplimiento de las leyes de reflexión, es posible determinar el ángulo de

incidencia de un rayo disparado desde la fuente y con llegada en el reflector.

Conocido este ángulo se aplica nuevamente el algoritmo de Dijkstra, donde la

nueva fuente es el reflector (basado en el principio de Huygens) y realizando

una búsqueda sobre los receptores del modelo, para determinar en cual de

ellos el ángulo de incidencia desde la fuente coincide con el ángulo de salida

del reflector hacia uno de los receptores; cumpliéndose aśı la Ley de reflexión.

Uno de los problemas de la discretización es que los ángulos barridos por las

trayectorias de los rayos no son tan finos, por ende la búsqueda de un reflector

cuyo ángulo de incidencia desde la fuente sea igual al ángulo reflejado hacia
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(a) 1 disparo y 80 rayos.

(b) 5 disparos y 80 rayos por disparo.

(c) 10 disparos y 80 rayos por disparo.

Figura 2.7: Trazado de rayos en un medio con gradiente lineal y una partición

de (100× 50).
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(a) 1 disparo y 240 rayos.

(b) 5 disparos y 240 rayos por disparo

(c) 10 disparos y 240 rayos por disparo.

Figura 2.8: trazado de rayos en un medio con gradiente lineal y una partición

de (360× 160).
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un receptor no era satisfactoria. Para este problema, se usó un criterio en el

cual se acepta un punto como un reflector, si la diferencia entre el ángulo de

incidencia y el reflejado es menor que 0.05 rad ≈ 2.8◦. Esta condición puede

variar significativamente según el radio r de propagación de los rayos, ya que

para radios pequeños se barren menor cantidad de ángulos entre 0 rad y 90 rad.

Figura 2.9: Reflexión en una interfaz plana ubicada en el fondo de la región de

interés.

La elección de los reflectores se realiza desde el archivo de parámetros en las

variables REFLECTOR INICIAL y REFLECTOR FINAL, la reflexión mostrada en la

figura 2.10(a) es para REFLECTOR INICIAL=11 y para el REFLECTOR FINAL=48

se puede ver la reflexión en 2.10(b). Por último la figura 2.10(c) muestra todos

los rayos reflejados entre los nodos reflectores (11 y 48).

En cuestiones de tiempos de computo, las reflexiones son bastantes costosas

a comparación de los rayos generados por refracción. Esto, pues es necesario

aplicar dos veces la búsqueda del camino mas corto para un solo rayo reflejado,

y buscando para cual de los receptores se satisface la Ley de reflexión. Mientras

que para encontrar rayos por refracción solo se aplica una vez el algoritmo de

búsqueda de las trayectorias mı́nimas y se pueden encontrar hasta GRIDX-1

rayos por aplicación.
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(a) reflector inicial con id = 11 ∗ gridz − 1.

(b) reflector final con id = 48 ∗ gridz − 1.

(c) Rayos reflejados empezando en reflector inicial hasta el reflector

final.

Figura 2.10: Trazador con rayos reflejados y rayos refractados en un medio con

gradiente lineal de 0.6 y una partición de (100× 40).
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2.3.3. Reflexiones flotantes

Es posible generar rayos que se reflejen en algunos puntos deseados, con el

fin de mejorar la iluminación en ciertas regiones y de modelar de forma mas

directa los primeros arribos de las reflexiones en las anomaĺıas. Para este fin

se escoge en la malla de nodos por donde se trazan los rayos, el id en el cual

queremos reflejar un rayo. Para trazar los rayos se escoge tanto la fuente como

el receptor de la siguiente forma

source = id med - k*gridz, receptor = id med + k*gridz;

donde,

id med = (reflector flo[i]/gridz)*gridz y k ∈ Z.

Se aplica el algoritmo de Dijkstra, usando como fuente el reflector

reflector flo[i] elegido, y trazando las trayectorias desde este punto has-

ta la fuente y el receptor. Esta forma de hallar la reflexión no garantiza con

precisión la ley de reflexión en el reflector, pero es una variante para mejorar

la iluminación y encontrar una trayectoria mı́nima entre una fuente y recep-

tor fijo, para cualquier otro punto de interés en el medio. En la figura 2.11,

se observa las reflexiones para 20 reflectores flotantes y cuyos id’s son los

siguientes:

reflector flo[0] = 12300-20;

reflector flo[1] = 12660-20;

reflector flo[2] = 13020-20;

reflector flo[3] = 13380-20;

reflector flo[4] = 14100-20;

reflector flo[5] = 14580-20;

reflector flo[6] = 15060-20;

reflector flo[7] = 15420-20;

reflector flo[8] = 15900-20;

reflector flo[9] = 16500-20;

reflector flo[10] = 12300+4;

reflector flo[11] = 12660+4;

reflector flo[12] = 13020+4;

reflector flo[13] = 13380+4;

reflector flo[14] = 14100+4;

reflector flo[15] = 14580+4;
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reflector flo[16] = 15060+4;

reflector flo[17] = 15420+4;

reflector flo[18] = 15900+4;

reflector flo[19] = 16500+4;

Usando este trazador de rayos se puede obtener una iluminación adecua-

da del medio para explorar en algoritmos de inversión, en particular, en las

técnicas de reconstrucción algebraica (ART y SIRT) basadas en el método de

Kaczmarz ([Lo y Inderwiesen 1994]) y que veremos en el siguiente caṕıtulo.

Figura 2.11: reflexión flotantes en diferentes puntos de una región de interés.

La malla del trazador es 240× 120. Los id’s de los puntos donde se realizan

las reflexiones flotantes vaŕıan según la malla elegida en el trazador.
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2.4. Estrategia de paralelización

En la actualidad el término “supercomputador” hace referencia a compu-

tadores rápidos y poderosos, y generalmente son maquinas que trabajan en

paralelo. En aplicaciones cient́ıficas y de ingenieŕıa a gran escala, es frecuente

la necesidad de usar estos supercomputadores, dada la gran cantidad de tareas

que se realizan en datos de investigación y estudio. Por esta razón, surge la

pregunta de si las tareas descritas en las secciones anteriores pueden acelerarse

mediante el uso de un computador en paralelo. A continuación, se describe

una estrategia de paralelización del código SPM raytracing.c para realizar el

trazado de rayos en paralelo con la libreŕıa MPI y que mejora la velocidad de

ejecución del trazador de rayos.

En el Modelado descrito en la sección anterior, es necesario ejecutar varias

veces la rutina correspondiente al algoritmo de Dijkstra para encontrar las

trayectorias de los rayos en el medio de interés. La ejecución de la rutina

Dijkstra.c se realiza tantas veces como fuentes se quieran para el trazado de

rayos por refracción, y para las reflexiones se aplica 2 veces para generar un

solo rayo reflejado. Por ejemplo, para el caso de considerar solo refracciones, si

se elige NSHOTS=20 el modelado tendrá 20 fuentes a la izquierda y 20 fuentes a

la derecha, para un total de 40 fuentes y en donde para cada fuente se pueden

trazar NRAYS rayos. Para esta configuración, el total de rayos en el modelado

será de 2*NSHOTS*NRAYS. En el algoritmo en serie, se ejecuta el algoritmo de

Dijkstra en una unidad de procesamiento central (CPU), y se ejecuta dicha

instrucción una a la vez por fuente, y un tiempo después de que el algoritmo

de búsqueda del camino más corto ha terminado, se ejecuta la búsqueda para

la siguiente fuente.

Este procedimiento puede resultar costoso computacionalmente cuando el

número de rayos y/o disparos aumentan. Una forma de resolver este problema

es aprovechar la independencia entre cada uno de estos eventos para diseñar
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una estrategia de paralelización eficiente. La estrategia de paralelización es usar

simultáneamente múltiples procesadores para realizar el trazado de rayos para

optimizar el tiempo de CPU en la ejecución de la rutina Dijkstra.c, que es la

mas demandante en cuestiones de tiempo, pues realiza una búsqueda intensiva

sobre todos los nodos de la malla para determinar las trayectorias con tiempo

mı́nimo entre un nodo y otro. Suponiendo que se tienen P : procesadores,

la idea es dividir la cantidad de fuentes entre la cantidad de procesadores

disponibles,

Ni =
2 · NSHOTS

P
, en el caso que NSHOTS sea divisible por P

y aśı, cada procesador se encargará de calcular las trayectorias de mı́nimo

tiempo para Ni fuentes por procesador y en donde se ejecuta una copia de la

rutina de Dijkstra.c y de la rutina ray reconstruction.c para reconstruir

las trayectorias. El total de rayos trazados por cada procesador, viene dado

por:

Total de rayos por procesador = Ni · NRAYS.

La organización del algoritmo en paralelo se puede apreciar en la figura 2.12.

Para optimizar la velocidad de ejecución es necesario mantener simultánea-

mente varios procesadores ocupados, dividiendo la cantidad de fuentes lo mas

parejo posible entre los procesadores disponibles, obteniéndose el mejor caso,

cuando la cantidad de fuentes NSHOTS sea divisible por la cantidad de pro-

cesadores P . Cuando no ocurre lo anterior, el proceso sufre un desbalance

de carga que conlleva a un aumento en el tiempo de CPU. La regla para

que no ocurra esto es elegir un número de tareas que sea múltiplo entero de el

número de procesadores, para que cada procesador disponible ejecute la misma

cantidad de tareas. Para el trazado de rayos descrito anteriormente, se debe

elegir una cantidad de fuentes que sea múltiplo del número de procesadores P

y aśı garantizar que cada procesador ejecute la búsqueda y la reconstrucción

de trayectorias mı́nimas para la misma cantidad de fuentes.
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Figura 2.12: Diagrama de flujo para el trazador de rayos en paralelo.
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Por ejemplo, si elegimos 22 fuentes (NSHOTS=11) para una configuración de

procesadores como en la figura 2.13, la forma en que se distribuyen las fuentes

entre los procesadores P1, P2, P3 y P4 es la siguiente: a los procesadores P1,

P2 y P3 se le asignan 5 fuentes a cada uno, y al procesador P4 se le asigna

las mismas 5 fuentes incluyendo las 2 fuentes restantes, lo que conlleva a un

mayor tiempo de ejecución en este procesador y que en últimas, implica una

demora en los procesos de comunicación y de sincronización. Por otro lado,

los procesadores P1, P2 y P3 quedaŕıan sin trabajo que realizar hasta que no

termine la ejecución en P4.

Figura 2.13: Procesador maestro encargado de comunicar y recopilar informa-

ción.

Otro de los factores determinantes en la velocidad de ejecución de un pro-

grama en paralelo, es el proceso de comunicación y sincronización entre pro-

cesadores. Ya que pueden afectar notoriamente el tiempo de ejecución. La

comunicación es realizada por un nodo procesador llamado maestro, el cual se

encarga de descomponer la cantidad de fuentes de manera equitativa y comu-

nicarla a los procesadores P1, P2, P3 y P4 como en la figura 2.13, y a su vez se
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encarga de recopilar la información obtenida por cada uno de los procesadores.

Proceder de esta manera conduce a un uso mı́nimo de procesos de comunica-

ción lo que termina siendo benéfico para el buen rendimiento de la aplicación.

La ventaja del trazador de rayos en cuanto a la comunicación, es que los pro-

cesos de ejecución del algoritmo de Dijkstra y de reconstrucción del rayo son

independientes entre si, y no es necesario realizar procesos de comunicación

durante la ejecución de las rutinas. Al final se comunica al nodo maestro los

datos obtenidos para iniciar el llenado de la matriz indispensable para estudios

de tomograf́ıa y el programa implementado se torna nuevamente serial.



Caṕıtulo 3

Resultados en tomograf́ıa

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos con el trazador simul-

taneo de rayos refractados y reflejados usando las técnicas de reconstrucción

algebraica para la tomograf́ıa en modelos sintéticos. Primero se explica el uso

de una malla de tomograf́ıa con celdas mas grandes que permite que el sistema

de ecuaciones lineales con la información del modelo, sea sobredeterminado y

sea posible encontrar soluciones aproximadas al problema de tomograf́ıa. En la

sección 3.2.1 se abarca las soluciones de matrices sparse y mal condicionadas,

las cuales se resuelven a partir del método de reconstrucción algebraica. Ya en

la sección 3.2.1 se muestran los resultados de la inversión basada en modelos

aplicada en diferentes modelos sintéticos. Este tipo de inversión es usada en la

industria para generar imágenes del subsuelo.

3.1. Algoritmos e implementaciones de tomo-

graf́ıa en ANSI C

Las implementaciones de las ecuaciones 1.27 y 1.29 requieren encontrar la

matriz de distancias de la ecuación 1.21, es decir, dado un modelo de celdas con

velocidad constante, se discrimina para cada rayo la distancia que este recorre

54
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en cada una de las celdas. Para este proceso se usa la rutina Fill Matrix(dx,

dz, dx Cell, dz Cell); que se encarga de buscar para cada rayo las in-

tersecciones con las celdas del modelo, para luego almacenar en la entrada

Sdist(i, j) de la matriz de distancias, la longitud del i-ésimo rayo que cruza

la celda j.

3.1.1. malla de tomograf́ıa y submallas del trazador

Para realizar la tomograf́ıa se escogió una malla con celdas mas grandes

(menos fina) que la usada en el modelado de trazado de rayos, con el fin de

aumentar la cantidad de rayos en el modelo (mayor número de ecuaciones) en

comparación con la cantidad de celdas (incógnitas en el sistema de ecuaciones)

a tener en cuenta. Esto significa que se puedan trazar mas rayos y aśı aumentar

la iluminación para las celdas de tomograf́ıa a considerar. La figura (3.1) ilustra

las mallas escogidas para tal fin. Los puntos negros representan los vértices en

los cuales se aplica el método del camino mas corto y los rectángulos rojos

serán los limites de cada celda para la tomograf́ıa.

Luego de tener definida la malla para la tomograf́ıa es necesario asignar una

velocidad o slowness a cada celda. En este paso se implementaron diferentes

formas de asignar el slowness a la celda de tomograf́ıa según los slowness de la

submalla de trazado de rayos, entre ellas, aproximaciones por splines e interpo-

lación lineal, promedios aritméticos de slowness entre los vértices contenidas

en cada celda, pero los resultados de la tomograf́ıa no fueron satisfactorios. La

asignación de slowness mas eficaz y natural, y que fue usada para los resul-

tados que se muestran mas adelante, es la de generar el modelo de slowness

en las celdas de tomograf́ıa y a cada punto de la malla donde se trazan los

rayos, asignarles el mismo slowness de la celda de tomograf́ıa que lo contiene.

Esta parte la realiza la rutina slow cell(dx Cell,dz Cell); donde dx Cell

y dz Cell son el largo y el ancho de las celdas de la Tomograf́ıa.
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Figura 3.1: Malla para el trazador (puntos negros) y malla para tomograf́ıa

(rectángulos rojos) .

3.1.2. Llenado de matriz de distancias

La rutina Fill Matrix aprovecha la aproximación al rayo total como una

unión entre aristas para encontrar las intersecciones de cada rayo con las celdas

por las cuales atraviesa y aśı determinar las distancias recorridas. Para esto se

encuentra la ecuación de la recta que pasa por cada par de nodos que hacen

parte del rayo total y que están conectados por una arista (recordar que estos

nodos que forman el rayo son generados en el algoritmo de Dijkstra), y luego se

determina los puntos de intersección con la celda de tomograf́ıa. Por ejemplo,

para un segmento de rayo que pasa por los puntos A y B se encuentra la

ecuación de recta que pasa por estos dos puntos y se verifica si el segmento

AB está contenido completamente en la celda actual, en este caso, se calcula la

distancia desde A hasta B y se le suma a la distancia recorrida por el rayo en la

celda. O si el segmento pasa a otras celdas de tomograf́ıa, es necesario hallar el

punto de intersección P con la celda en la cual el rayo continua su trayectoria,

y cargar la distancia desde A hasta P a la celda actual, y la distancia de P a B
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a la nueva celda, y en la cual, se continua con el proceso de llenado de la matriz

para el siguiente par de nodos pertenecientes al rayo. Cuando el segmento de

rayo corta algún limite de la celda actual, ésta se actualiza para el llenado de

distancias dependiendo del lado o vértice donde corte el rayo.

Lo anterior determina el operador de distancias Sdist fundamental

para realizar los métodos de reconstrucción algebraica ART y SIRT.

[Lo y Inderwiesen 1994], [Aster y cols. 2013].

3.2. Resultados

Se presentan los resultados obtenidos para estimar velocidades usando la

técnica de reconstrucción algebraica. Primero los resultados del método en

la solución de sistemas de ecuaciones lineales 3.2.1 común en los procesos de

tomograf́ıa śısmica, y segundo los resultados obtenidos en inversión basada en

modelos 3.2.2.

3.2.1. Solución de matrices sparse usando técnicas de

reconstrucción algebraica

El objetivo de estos experimentos es verificar la efectividad del método

de inversión para resolver el sistema de ecuaciones lineales DS = T descrito

en la sección 1.8. Para este fin, se trazaron rayos por refracción (como en

la figura 2.7) en los modelos sintéticos (3.2(a), 3.3(a) y 3.4(a)) y se hallaron

los tiempos de propagación T y la matriz de distancias D respectiva. Para

resolver el sistema DS = T, se usa como modelo inicial el vector S̃ (3.2(c),

3.3(c) y 3.4(c)) con entradas 0.0 en todas sus componentes. Esto significa que

v →∞, lo cual no tiene sentido f́ısico, pero muestra la solidez del método para

encontrar la solución a pesar de tomar dicha condición inicial. El modelo S̃ se

va actualizando a partir de la ecuación 1.30 y dejando fijos la matriz D y el
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vector T.

Las imágenes 3.2, 3.3 y 3.4 muestran la efectividad de los métodos de re-

construcción algebraica para resolver sistemas de ecuaciones de tamaño m×n,

sparse y mal condicionados. Y se observa una convergencia de las actualiza-

ciones del modelo S̃ hacia el modelo verdadero S. Esta convergencia se da en

las celdas que son iluminadas por los rayos trazados y en donde también se

observa que en las regiones donde no cruza ningún rayo el modelo inicial no

sufre ningún tipo de actualización (3.2(b), 3.3(b) y 3.4(b)).

En la figura 3.2, se toma como modelo sintético un medio con velocidad con

un gradiente en profundidad v = 1800 + 1.2 · z (aunque toda la parte numérica

y de representación de los modelos se realiza con el inverso de la velocidad).

La solución del sistema de ecuaciones lineales para este caso es bastante buena

ya que recupera todas las capas por donde pasan los rayos refractados. En la

figura 3.2(d) se observa la diferencia entre el modelo obtenido por las técnicas

de reconstrucción algebraica 3.2(b) y el modelo sintético 3.2(a), el color azul

implica que la diferencia entre los modelos es aproximadamente cero. En la

parte inferior y limites del trazado de rayos, se puede observar los efectos en

la reconstrucción del modelo sintético debidos a la poca iluminación sobre

las celdas. A mayor cantidad de rayos atravesando una celda mayor será la

velocidad de convergencia del método.

En las figuras 3.3 y 3.4, son mas notorios los efectos de la iluminación en las

zonas donde se encuentran las anomaĺıas rectangulares. Los rayos no ingresan

en estas zonas debido a que son celdas de baja velocidad, y es una propiedad

inherente del trazador de rayos propagarse por las celdas de mayor velocidad,

pues son estas zonas las que minimizan el tiempo de propagación del rayo. En

la figura 3.4, se observa una correcta aproximación de la anomaĺıa rectangular

ubicada en la parte superior del modelo sintético, esto se debe a que se ubicaron

receptores en esta zona y los rayos obligatoriamente deben cruzar las celdas

de la anomaĺıa superior para llegar a los receptores, lo que no ocurre en las
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anomaĺıas ubicadas a mayor profundidad.
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(a) Modelo sintético para obtener los

tiempos observados.
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(b) Solución del sistema de ecuaciones

mediante reconstrucción algebraica.
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(c) modelo inicial, celdas con slowness =

0.0.
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(d) Residual entre modelo sintético y mo-

delo aproximado por las técnicas de re-

construcción.

Figura 3.2: Recuperación de un modelo con gradiente lineal a partir de un

modelo con slowness cero. Solo rayos refractados.

3.2.2. Tomograf́ıa SIRT: Inversión basada en modelos.

Las imágenes anteriores corresponden a las soluciones de un sistema de

ecuaciones lineales sparse y mal condicionado de tamaño m × n, en donde

la matriz de distancias D no cambia durante las iteraciones y en la cual se
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(a) Modelo sintético para obtener los

tiempos observados.
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(b) Solución del sistema de ecuaciones

mediante reconstrucción algebraica.
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(c) modelo inicial, celdas con slowness =

0.0.
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(d) Residual entre modelo sintético y mo-

delo aproximado por las técnicas de re-

construcción.

Figura 3.3: Recuperación de un modelo con gradiente lineal y anomaĺıa rec-

tangular a partir de un modelo con slowness cero. Solo rayos refractados.
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(a) Modelo sintético para obtener los

tiempos observados.
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(b) Solución del sistema de ecuaciones

mediante reconstrucción algebraica.
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(c) modelo inicial, celdas con slowness =

0.0.
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(d) Residual entre modelo sintético y mo-

delo aproximado por las técnicas de re-

construcción.

Figura 3.4: Recuperación de un modelo con anomaĺıas superior e inferior simi-

lar al modelo usado por [Zhang y cols. 2004].
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verificó que las actualizaciones realizadas al modelo inicial convergen al modelo

verdadero.

En los problemas reales de tomograf́ıa śısmica se tiene que D(S̃) = T, es

decir, la matriz de distancias depende del modelo inicial elegido y por lo tanto

debe cambiar en cada actualización del modelo de velocidades. En este caso,

el modelo inicial no puede ser un vector de ceros como en el caso anterior

3.2.1, pues los rayos se propagaŕıan todos por la superficie del medio desde las

fuentes hasta los receptores. Por esta razón y para garantizar una iluminación

similar a la del modelo sintético, el modelo inicial debe tener una configuración

cercana al modelo verdadero. El objetivo, es encontrar un modelo que minimice

la diferencia entre los tiempos de propagación calculados y los tiempos de

propagación observados.

Una simple iteración de los métodos ART y SIRT consiste en realizar una

actualización al modelo inicial escogido. En el caso de ART como una contri-

bución rayo por rayo a las celdas del modelo, y en SIRT como un promedio

ponderado de todos los rayos que pasan por cada celda del modelo. Luego de la

primera actualización del modelo, los rayos son trazados nuevamente usando

el modelo ajustado por los métodos de reconstrucción algebraica, y se determi-

nan las nuevas trayectorias de los rayos con la misma configuración de fuentes

y receptores. Esto implica que el operador de distancias D debe ser calculado

nuevamente según las nuevas trayectorias en el modelo actualizado. Este pro-

ceso se denomina inversión basada en modelos y se repite hasta que se cumpla

cierta condición de convergencia con una tolerancia especificada. En las itera-

ciones se observa una disminución del residuo entre los tiempos observados y

los tiempos calculados para cada modelo. Como criterio de parada en las figu-

ras (3.5, 3.6, 3.7, 3.8 y 3.9), se uso el hecho de que el residual disminuye con

el paso de las iteraciones, cuando esto deja de ocurrir por mas de 5 iteraciones

seguidas el algoritmo se detiene y devuelve la última actualización del modelo.

Se realizaron diferentes experimentos de tomograf́ıa basada en modelos y se
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discutirán en las secciones 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5.

3.2.3. Modelo con gradiente lineal

Este primer experimento muestra como se recupera un medio donde la

velocidad viene dada como una función lineal. En la figura 3.5, se muestra los

resultados obtenidos usando inversión basada en modelos. El modelo sintético

tiene una velocidad determinada por la función lineal v = 1800 + 1.1z y fue

usado para encontrar los tiempos observados. Para la tomograf́ıa se eligió un

modelo inicial con velocidad v = 1800+1.4z, este modelo es diferente en todas

las capas al modelo sintético, a excepción de la primera capa (z = 0.0m) donde

la velocidad es de 1800m/s para ambos. La mejor forma de interpretar los

resultados obtenidos, es a partir de la gráfica 3.5(d) que muestra la diferencia

entre el modelo sintético 3.5(a) y la tomograf́ıa final 3.5(b). Se puede apreciar

que en la región por donde pasan los rayos refractados las celdas del modelo se

acercan al modelo inicial (entre mas oscuro es el azul, mejor es la solución de

tomograf́ıa). Como ocurrió en los experimentos de la sección 3.2.1 las esquinas

inferiores del modelo de la cual no se tiene iluminación no cambiaron en la

inversión. Los residuales entre los tiempos calculados y los tiempos observados

en cada iteración, se pueden observar en la figura 3.10(a).

3.2.4. Modelos con gradiente lineal y anomaĺıa rectan-

gular

En este experimento se tomó un modelo sintético con gradiente en profun-

didad dado por v = 1800 + 0.2z y una anomaĺıa rectangular ubicada a mitad

de profundidad con una velocidad dada por v = 1600+0.1z. Para este modelo,

se trazaron rayos por refracción y se combinaron con reflexiones flotantes en

las caras superior e inferior de la anomaĺıa rectangular, como se muestra en la
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(a) Modelo sintético para obtener los

tiempos observados. v = 1800 + 1.1z.
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(b) Tomograf́ıa final usando algoritmo

SIRT.

5 10 15 20 25 30

2

4

6

8

10

12

14
3.8

4

4.2

4.4

4.6

4.8

5

5.2

5.4

10
-4

(c) Modelo inicial para calcular tiempos

calculados. v = 1800 + 1.4z.
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(d) Residual entre modelo sintético y to-

mograf́ıa final.

Figura 3.5: Recuperación de un modelos con gradiente lineal partiendo de un

modelo de igual cantidad de capas y un gradiente mayor.
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figura 3.7(e). El modelo inicial tomado fue uno con gradiente lineal dado por

v = 1800 + 0.2z.

La inversión se realizó sobre dos resoluciones para la malla de tomograf́ıa,

una de tamaño 65× 15 en 3.6 y otra de 30× 15 en 3.7. En el experimento de

mayor resolución (65×15) la tomograf́ıa final alcanzó a detectar tenuemente la

anomaĺıa rectangular como se puede observar en la figura 3.6(b), cabe anotar,

que fueron pocas las iteraciones realizadas por la tomograf́ıa en este caso,

dado que a partir de los primeros cambios en el modelo inicial el residual entre

los tiempos observados y los calculados aumentaban, en la gráfica 3.10(b) se

pueden observar la cantidad de iteraciones y como aumenta el residual en este

caso.

Para la malla de menor resolución (30 × 15) los resultados fueron mas

alentadores, ya que la tomograf́ıa final 3.7(b) logró captar con mas detalles

casi la totalidad de la anomaĺıa rectangular, aunque no recuperó con precisión

la velocidad de las celdas dentro de ésta. Esta mejora en la tomograf́ıa, se

pudo dar porque las celdas de tomograf́ıa son mas grandes comparadas con

el experimento anterior, lo que conlleva a que cada celda sea atravesada por

una mayor cantidad de rayos. En este caso, se necesitaron mas iteraciones en

la inversión y cuyos residuales en cada iteración son mostrados en la gráfica

3.10(c).

3.2.5. Modelos con gradiente lineal y anomaĺıas rectan-

gulares superior e inferior

En este experimento se tomó un medio con tres funciones lineales para la

velocidad y que dependen de la profundidad de la siguiente forma:

para z < 120.0, la velocidad está dada por v = 1800 + 0.3z.
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(a) Modelo sintético para obtener los

tiempos observados. Velocidad en la ano-

maĺıa rectangular v = 1600 + 0.1z.
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(b) Tomograf́ıa final usando algoritmo

SIRT.
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(c) Modelo inicial para calcular tiempos

calculados.
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(d) Residual entre modelo sintético y to-

mograf́ıa final.

Figura 3.6: Detección de anomaĺıa rectangular. Se usaron pocas refracciones y

se combinó con reflexiones flotantes. La resolución del modelo es de 65× 15.
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(a) Modelo sintético para obtener los

tiempos observados. Velocidad en la ano-

maĺıa rectangular v = 1600 + 0.1z.
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(b) Tomograf́ıa final usando algoritmo

SIRT.

5 10 15 20 25 30

2

4

6

8

10

12

14

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

6

6.1

10
-4

(c) Modelo inicial para calcular tiempos

calculados.
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(d) Residual entre modelo sintético y to-

mograf́ıa final.

(e) Trazado de rayos.

Figura 3.7: Detección de anomaĺıa rectangular. Se usaron pocas refracciones y

se combinó con reflexiones flotantes. La resolución del modelo es de 30× 15.
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para 120.0 ≤ z < 480.0, la velocidad está dada por v = 2200 + 0.2z.

para z > 480.0, la velocidad está dada por v = 3000 + 0.05z.

Además de una anomaĺıa en la superficie con velocidad v = 800 + 0.6z y

una anomaĺıa inferior con velocidad v = 2100 + 0.1z (Figs. 3.8(a) y 3.9(a) ).

Como modelo inicial (fig. 3.8(c)) se uso la siguiente configuración de velocida-

des:

para z < 48.0, la velocidad es determinada por v = 1800 + 0.2z.

para z ≥ 480.0, la velocidad es determinada por v = 3000 + 0.05z.

Para el resultado obtenido en la figura 3.8 se trazaron solamente rayos

por refracción. La tomograf́ıa final 3.8(b) en este caso detecta levemente la

anomaĺıa superior, y pasa por alto la anomaĺıa inferior. Para la tomograf́ıa de

la figura 2, se usaron pocos rayos por refracción y varias reflexiones flotantes

sobre la anomaĺıa inferior. En este caso se logra detectar la anomaĺıa inferior

aunque con poco detalle, pero ya no se detecta la anomaĺıa de la superficie. La

cantidad de iteraciones y los residuales se pueden observar en la figuras 3.10(d)

y 3.10(e), en donde se observa una disminución del residuo entre los tiempos

observados y calculados, pero que no se ve reflejado de la mejor forma en la

tomograf́ıa final.

En estos experimentos es necesario explorar (trabajo futuro) con mas de-

talle como se eligen los parámetros del modelo de velocidades para que la

iluminación del medio sea adecuada y que los cambios realizados al modelo en

la tomograf́ıa no afecten drásticamente el resultado final.
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(a) Modelo sintético para obtener los

tiempos observados.
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(b) Tomograf́ıa final usando algoritmo

SIRT.
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(c) Modelo inicial para calcular tiempos

calculados.
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(d) Residual entre modelo sintético y to-

mograf́ıa final.

Figura 3.8: Modelo con anomaĺıas superior e inferior similar al modelo usado

por [Zhang y cols. 2004]. Solo se usaron refracciones.
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(a) Modelo sintético para obtener los

tiempos observados.
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(b) Tomograf́ıa final usando algoritmo

SIRT.
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(c) Modelo inicial para calcular tiempos

calculados.
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(d) Residual entre modelo sintético y to-

mograf́ıa final.

Figura 3.9: Modelo con anomaĺıas superior e inferior similar al modelo usado

por [Zhang y cols. 2004]. Solo pocas refracciones y varias reflexiones flotantes.
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(a) Residuales para el experimento de la

gráfica 3.5.
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Figura 3.10: Gráfica de los residuales entre los tiempos observados y los tiempos

calculados.



Caṕıtulo 4

Conclusiones y Discusiones

En este trabajo, se presentó un trazador de rayos basado en el método del

camino mas corto, el cual puede modelar simultáneamente rayos por refracción

y reflexión, y el cual pudo ser aplicado para encontrar tiempos de propagación

de las ondas de primeros arribos en modelos sintéticos, que eventualmente

podŕıan representar versiones simplificadas de geometŕıas del subsuelo. A partir

de esto, se implementó una tomograf́ıa de tiempos de propagación usando las

técnicas de reconstrucción algebraica, para estimar velocidades de propagación

de ondas en el subsuelo, cumpliendo aśı, con los objetivos propuestos al inicio

de este trabajo. Las implementaciones del trazador de rayos y de la tomograf́ıa

se realizaron en el lenguaje ANSI C y se uso el software Matlab para realizar

los gráficos de tomograf́ıa. En la sección 2.4 se propone una estrategia de

paralelización que mejora el desempeño computacional del trazado de rayos y

por ende la ejecución de tomograf́ıa basada en modelos.

A continuación discutiremos algunos resultados del modelado y la inversión

referentes a este trabajo.
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4.1. Modelado

El trazado de rayos implementado es un método flexible a la hora de calcu-

lar trayectorias con tiempos de propagación mı́nimo en una malla de puntos.

El hecho de poder ejecutar el algoritmo de Dijkstra para diferentes puntos

fuente y apoyados en el principio de Huygens, permite encontrar tanto prime-

ras llegadas del rayo como llegadas secundarias a partir de nuevas ejecuciones

del método del camino mas corto entre dos puntos. Es decir, rayos reflejados

y refractados simultáneamente.

Dado que el cálculo del camino más corto tiene una dependencia lineal con

la cantidad de nodos a tener en cuenta ([Moser 1991]), y además la cantidad

de rayos que se pueden trazar depende de la cantidad de nodos en la malla, es

necesario tener en cuenta las ventajas y desventajas que se presentan al pasar

de una malla de 240 × 120 a una, por ejemplo, de 480 × 240. Este aumento

en la resolución me permite calcular mas rayos por fuente debido al aumento

de posibles nodos receptores en la superficie, pero automáticamente nuestro

tiempo de ejecución por fuente será mucho mas alto pues el algoritmo de

Dijkstra deberá recorrer muchos más nodos para determinar las trayectorias

de mı́nimo tiempo.

El método del camino más corto es bastante eficiente a la hora de calcular

rayos por refracción, ya que con una sola ejecución del método del camino mas

corto, se pueden hallar hasta N−1 rayos en el caso de que cualquier punto de la

malla pueda ser elegido como receptor, pero para efectos reales se pueden tra-

zar hasta GRIDX-1 (puntos en la superficie) rayos por ejecución. El tiempo de

cómputo para calcular reflexiones ya no es tan buena, debido a que se requie-

ren hasta dos ejecuciones del método, para determinar la trayectoria mı́nima

entre fuente-reflector y reflector-receptor, y donde solo se puede encontrar una

trayectoria en particular entre los puntos fuente-reflector-receptor.
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4.2. Problema inverso

Se verificó la efectividad de las implementaciones realizadas de los métodos

de reconstrucción algebraica para resolver sistemas de ecuaciones lineales mal

condicionados y sparse (ver figuras 3.2, 3.3, 3.4), ya que se logra una recupe-

ración total del medio partiendo desde un modelo inicial con slowness cero en

todas las celdas. Para que la solución sea exitosa, es necesario que cada celda

o pixel sea atravesado por al menos un rayo (preferiblemente mas de uno).

En la figura 3.3, se puede observar como la anomaĺıa rectangular no cambia

durante el trazado de rayos y esto se debe a que esa región es de baja velocidad

y las celdas contiguas tienen una velocidad mayor, y es una caracteŕıstica del

método del camino mas corto que los rayos trazados se propaguen por regiones

de alta velocidad, ya que en esas regiones su tiempo de propagación es menor,

lo que dificulta la iluminación de este tipo de anomaĺıas. La iluminación es

clave en la obtención de una buena imagen de tomograf́ıa, ya que como en la

figura 3.3 los rayos no atravesaron las celdas en esa zona de baja velocidad, las

técnicas de reconstrucción algebraica no pueden dar cuenta de estas celdas, lo

que conduce a un mal resultado de inversión. Para mejorar los resultados, los

modelos iniciales que se escogieron son muy cercanos al modelo sintético como

tal.

Para la implementación en celdas de tomograf́ıa, se nos presentaron bastan-

tes desaf́ıos con respecto a la cantidad de celdas y la resolución de las mismas

para realizar la tomograf́ıa. Uno de los inconvenientes principales fue la canti-

dad de rayos que se pod́ıan trazar basados en el método del camino mas corto,

ya que si las celdas de tomograf́ıa eran del mismo tamaño que las celdas del

trazador, implicaba que el sistema de ecuaciones que se obteńıa era subde-

terminado dada la cantidad de rayos que se pod́ıan trazar (solo en aquellos

puntos de la superficie) con respecto al total de celdas de tomograf́ıa, lo que

produćıa que la cantidad de ecuaciones era mucho menor que el número de
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incógnitas. El problema se pudo resolver en gran medida, tomando celdas de

tomograf́ıa mucho mas grandes y disminuyendo aśı la cantidad de incógnitas

en el problema inverso.

En un trabajo futuro se pueden explorar otras técnicas de tomograf́ıa usan-

do el trazador de rayos construido en este trabajo el cual es bastante versátil y

que posee caracteŕısticas de la teoŕıa de rayos importantes a la hora de hacer

tomograf́ıa, ya que permite modelar dos tipos de rayos śısmicos simultánea-

mente, generar rayos con varias fuentes y varios receptores, escoger puntos en

interfaces de interés para generar reflexiones en dichos puntos. Estudiar con

mas detalle la selección de los parámetros del modelado y la inversión para

entender los efectos que pueden tener en los modelos de velocidades obtenidos

en la tomograf́ıa.
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págs. 141 – 168. Boston: Academic Press, Second Edition ed.

[Bishop y cols. 1985] Bishop, T., Bube, K., Cutler, R., Langan, R., Love, P.,

Resnick, J., Shuey, R., Spindler, D., und Wyld, H. (1985). Tomographic

determination of velocity and depth in laterally varying media. Geophysics,

50(6), 903–923.

[Castillo y cols. 2013] Castillo, J. et al. (2013). Reducción de los tiempos de
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[Rodŕıguez-Pérez 2007] Rodŕıguez-Pérez, Q. (2007). Estructura tridimen-

sional de velocidades para el sureste de México, mediante el análisis de tra-

zado de rayos śısmicos de sismos regionales . Tesis de Doctorado, M. Sc.

thesis, 83 pp., Instituto de Geof́ısica, Universidad Nacional Autónoma de
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