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Resumen

El estudio de procesos estocasticos y los teoremas limite han sido en los ultimos anos temas de
interés en las ciencias matematicas. A continuacion se trabajara sobre dos procesos estocasticos: los
paseos aleatorios y el movimiento browniano, desarrollando algunas de sus propiedades y también
proporcionando una prueba detallada sobre como un paseo aleatorio converge débilmente hacia
un movimiento browniano, esta convergencia es mas conocida como el Teorema de Donsker; se
mostraran los resultados necesarios para concluir dicha convergencia y se verificara el teorema
mediante una simulacién hecha en el software libre Python.
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Introduccion

Los teoremas limite son cruciales en el estudio del anélisis estocastico, contribuyendo en areas
como estadisticas, biologia, fisica, economia, entre otras; a continuacién presentaremos una reco-
pilacion de resultados fundamentales para la convergencia débil de procesos estocasticos, centran-
donos unicamente en la convergencia débil de paseos aleatorios.

Uno de los grandes precursores sobre la convergencias de procesos estocasticos fue el matema-
tico Monroe David Donsker (1924-1991), quien en 1953 desarrollé el principio de invarianza de
Donsker, también conocido como el Teorema de Donsker o Teorema del limite central funcio-
nal, que viene siendo una extension del teorema del limite central clésico; siendo mas precisos
el Teorema de Donsker establece condiciones para que dada una coleccion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con media cero y varianza finita, converja débilmente
hacia un proceso estocastico con trayectorias en C[0, 1] (espacio de funciones continuas en [0,1])
conocido como movimiento browniano.

Para alcanzar dicha convergencia se define el mapeo X" : Q — ([0, 1], interpolando los puntos ge-
nerados por un paseo aleatorio y asi tendiendo n — 0o, obtenemos un movimiento browniano. Esta
construccion viene acompanada de resultados y definiciones necesarias para poder concluir con el
teorema de Donsker; entre ellas estan los conceptos de paseo aleatorio y movimiento browniano,
convergencia débil (convergencia en distribucion) y propiedades, rigidez, funciones aleatorias, de-
sigualdad de Chebychev, entre otros conceptos y consecuencias.

La tesis estd dividida en tres capitulos. En el primer capitulo se desarrolla el concepto de pro-
ceso estocastico haciendo énfasis en el proceso denominado paseo aleatorio mostrando resultados
sobre transitoriedad y recurrencia y sobre el principio de reflexiéon, y se define un segundo proceso
estocéstico llamado movimiento browniano. El estudio de este capitulo fue basado principalmente
de los libros [1], [4], [6], [7].

En el segundo capitulo se presenta la nociéon de convergencia débil en espacios métricos, desa-
rrollando propiedades necesarias de dicha convergencia; y se define los conceptos de rigidez en el
espacio C|0, 1], la proyeccién natural, funciones aleatorias, médulo de continuidad y consecuencias
de estas, teniendo en cuenta su importancia en el desarrollo del teorema a trabajar. Se toma como
base para este capitulo las siguientes referencias [2], [3], [4], [5].

En el tercer capitulo se introduce el concepto de medida de Wiener probando su unicidad en
el espacio medible (C,C). Se define la funcién aleatoria de una variable coordenada (funcién coor-
denada) para probar que un proceso estocédstico formado por dichas variables es precisamente un
movimiento browniano, luego se construye el mapeo X", para dar inicio a la demostracién del
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Teorema de Donsker y finalizando con una simulacién de este mediante el software libre Python.
La bibliografia utilizada para el desarrollo de este capitulo es [2], [3], [5].



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Procesos Estocasticos

En esta seccion daremos una ligera introducciéon del concepto de proceso estocastico en tiempo
discreto y continuo.

Definicién 1.1.1. Un Proceso Estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X; : t € T'},
definidas en un mismo espacio de probabilidad (£2,.#,P). El conjunto T es llamado conjunto
de indices(o tiempo) o espacio parametral y el conjunto de valores que toman las v.a (variables
aleatorias) X, es llamado espacio de estados y lo denotamos por S.

Definicién 1.1.2. Para cada w € €, la funcién definida como
Xw): T — S
t — Xi(w)
es llamada trayectoria o realizacion del proceso estocastico, es decir, a cada w € €2 le corresponde

una trayectoria del proceso.

» Si consideramos 7' = {0, 1,2, ...} (interpretando los niimeros como tiempos), decimos que el
proceso es a tiempo discreto. Denotamos estos procesos por {X,, : n =0,1,2,...}.

» Cuando consideramos T = [0, c0), decimos que el proceso es a tiempo continuo. Denotamos
estos procesos como {X; :t > 0}
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1.2. Paseo Aleatorio

Pensemos en una particula que se mueve aleatoriamente en los nimeros enteros de la siguiente
manera: en el momento n = 0 la particula estd en el origen; en el momento n = 1 se mueve
la particula una unidad hacia adelante(derecha) (+1) con probabilidad p o una unidad hacia
atras(izquierda) (—1) con probabilidad ¢ = 1 — p, como se ve en figura.

=1- p
/\H/\/_\

-2 -1 0 1 2

Ahora definimos S,, := "Posicién de la particula en el tiempo n'
y asumamos que Sy = 0.

Definicién 1.2.1. (Paseo aleatorio simple) Sea X, X5, ... v.a (variables aleatorias); i.i.d (inde-
pendientes e idénticamente distribuidas) con distribucion P[X,, = 1] =py P[X,, = -1 =¢=1—p
para cadan > 1.Sea Sy =0,S5,=S5,1+X,,n>1.

El proceso estocéstico (Sy,)n=0 es llamado paseo aleatorio simple.
n

Y al proceso S} =S, +x = g X; + x, se le denomina paseo aleatorio simple que comienza en x.
i=1

Observacion 1.2.2. Definamos las probabilidades de transicion de (.S,,)n=0 de la siguiente manera:
P, sij=i+1,

P(Sui1=jlSn =il ={1—p, sij=i—1,

0, en otros casos.

como estas probabilidades no dependen de n, se dicen que son homogéneas en el tiempo, es
decir, son las mismas para cualquier valor de n.
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Proposicion 1.2.3. La distribucién de S? es:

n
) pr () sy g ly| < n,sin ey son ambos pares o impares
3(n+y)

0 en otros casos.

)

}P’[Sozy]:

Demostracion: Supongamos que vemos el paseo aleatorio después de n pasos. Sea R, el
numero de pasos realizados hacia la derecha y [,, el nimero de pasos realizados hacia la izquierda.
Entonces vemos que S, = R, — L, y ademas n = R, + L,. Si sumamos estas dos expresiones
obtenemos que S,, = 2R,, — n; de lo cual podemos decir que

n

1
Ry =3(Su+n) =) S(1+X))
i=1
de lo anterior podemos ver que R, es un numero entero solo cuando n y S,, son ambos pares o
ambos impares. Ahora como las v.a independientes X; toman el valor +1 con probabilidad p 6 el
valor —1 con probabilidad ¢ entonces las v.a independientes %(1 + X;) toman el valor de 1 con

probabilidad p 6 el valor 0 con probabilidad ¢. Esto nos lleva a que R,, ~ Bin(n,p); asi
P[Sp =y] =P[S. = y|So = 0]

=P[2R, —n =y
:Pan:%(ern)}

_ n Linty)  L(n—y)
— 2 2
(%(n - y>) pe

O]
Proposicién 1.2.4. La distribucién de S} es:
) " p%(”ﬂ_m)q%(”_y”), si [y — x| < n,sinyy—xson ambos pares o impares
PISy =yl =4 \s(n+y—2)
0, en otros casos.

Demostracion: Por hipdtesis sabemos que Sy = x. Consideremos el proceso 7, = S, — x;
entonces Zg = Sg —x =x —x =0, asi {Z,, : n > 0} es un paseo aleatorio que inicia en cero; por
lo cual tenemos

P[5y =yl =P[5 = y[ Sy = ]
=P[Z,=y—z|Zy=0]

y por proposiciéon anterior tenemos que

n
) p2r(ty=D) g (n—y+e) i |y — x| < n,sinyy— x son ambos pares o impares
s(n+y—x)

0, en otros casos.

]
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1.3. Transitoriedad y Recurrencia

En esta seccion daremos a conocer los conceptos de transitoriedad y recurrencia de un estado
cualquiera y e un proceso estocastico.
- . :
Sea (Sy),o un paseo aleatorio que comienza en el estado .
Sea T la primera vez que el proceso que empieza en x alcanza a y, es decir,

Ty :=min{n > 0: 57 =y}

Definicién 1.3.1. Supongamos que 0 < p < 1y sea ¢,d € Z tal que ¢ < d y definamos ®(z) =
P[T7 < T?], es decir, ®(x) es la probabilidad de que la particula que comienza en x alcance a d
antes de llegar a c. Una posible representacién esquematica del evento T3] < T es la siguiente:

Proposicién 1.3.2. Si 0 < p,q < 1 y dado ¢,d € Z entonces
( T—cC
p
q d—c’
(x) .

r—c
\ d— C’
Demostracion: Analicemos el primer paso del paseo aleatorio.

vemos que en el primer paso, la particula x se mueve a x + 1 con probabilidad p 6 para x — 1 con
probabilidad ¢; asi obtenemos que

para ¢ <z < d,p # g,

para ¢ < x < d,p = ¢

P(z) =pP(z+1) + qP(x — 1) (T.Probabilidad Total)
como p + q = 1, entonces
P+ q@)®(z) = pP(z + 1) + ¢P(x) (1.1)
CID(x—i—l)—@(x):%(q)(x)—cb(x—l)), ctl<e<d—1 (1.2)

ahora por como esta definido ®(x

~—

, tenemos
O(c) =P[Ty<T]=0
O(d) =P [T} <T!] =1

ahora para dar solucién a ®(x); escribimos ®(x) de la siguiente manera:
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()= 3 dly + 1) - B(y)

=P(c+1)—P(e)+P(c+2) —Plc—1)+ ... + D(x) — P(x — 1)

luego por la ecuacion (1.2) tenemos que

[e=]

O(c+1) — P(c)

I [
VR 7~ N N 7N 7N

SRES

[@(c+1) — ()]

—

O(c+2)—P(c+1) [@(c+ 1) — P(c)]

O(c+3) — P(c+2) [@(c+2) — P(c+ 1)]

[\

VIR TR VIR TIR

[@(c+1) — ()]

&
=
|
&
S
|
=
I

N—— N N N

por lo tanto

| P(c+1)(z — ), sip=gq
solo nos falta hallar el valor de ®(c+ 1)

» sip #£ ¢

d—c
1=o(d)=2(c+1) ﬁ = ®(c+ 1):—1_ E%)
P

01

1= d(d) = (c+1)(d—c) = D+ 1) =

= sip=gq
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por tanto obtenemos que

para ¢ < & < d,p # g,

para ¢ < x < d,p = ¢

]

Definicién 1.3.3. Supongamos que 0 < p < 1y sea ¢,d € Z tal que ¢ < d y definamos ¥(zx) =
P[T? < T3], es decir, ¥(z) es la probabilidad de que la particula que comienza en x alcance a ¢
antes de llegar a d. Una posible representacion esquematica del evento 17 < T es la siguiente:

Proposicion 1.3.4. Si 0 < p,q < 1 y dado ¢,d € Z entonces
( d—x
- (3)
q
D d—c’
= 1 - -
V() (J

d—=x
L d—c’

para ¢ <z < d,p # q,

para ¢ < * < d,p = ¢

Demostraciéon: Analogo a la proposicién anterior.

Observaciones 1.3.5.

1. De las proposiciones (1.3.3) y (1.3.4), vemos que ®(z) + ¥(z) = 1.
Esto prueba que el paseo aleatorio simple, comenzando en x € (¢, d) "eventualmente” toca
el nivel ¢ 6 el nivel d con probabilidad 1.
Por lo que podemos concluir que P [T = T = 400, es decir, que la probabilidad de que la
particula que empieza en x no toque a ¢ ni a d es cero.
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2. Seac<zx
P[SY = ¢, para algin n € N] = P [T < o]
= lim P[T < Tj]
d—o0
(g) ) sip>%
= p
1, sipé%
3. Sead >z
P[Sy = d,para algin n € N| = P [T} < o]
= lim P[Ty < T7]
1, sip}%

N[

_ D d—x
<—> , Sip<
q

4. Por la ley fuerte de los grandes niimeros:

p %Zx—i—Sn
n n

—p— q} =1
por tanto

= Sip > q entonces S¥ — +00, con probabilidad 1.

» Sip < q entonces ST — —o0, con probabilidad 1.

asi

Yy € Z ,P[Sy = y infinitas veces] = 0, si p # ¢ (1.3)

5. En el caso p = q¢ = %, tenemos que no importa donde estd inicialmente la particula; esta
eventualmente alcanza cualquier estado, con probabilidad 1 (por observacién 2.y 3.)
por tanto

1
Vy € Z ,P[Sy = y infinitas veces| = 1, sip=¢q = 5 (1.4)

Definiciéon 1.3.6.

» Decimos que el estado y es transitorio si satisface (1.3).
Si todos los estados son transitorios se dice que el proceso estocastico es un proceso transitorio.

» Decimos que el estado y es recurrente si satisface (1.4)
Si todos los estados son recurrentes se dice que el proceso estocastico es un proceso recurrente.
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1.4. Primeros Tiempos de Pasada

. e O . .
Consideremos la v.a T, := T, que representa la primera vez que el proceso que empieza en
cero alcanza a .
Definamos Fy, = {I, = N}; que representa la primera vez que el proceso alcanza a y en el
N-ésimo paso; por tanto

FN,y:{Sn%yparan:O,l,Q,...,N—l; SN:y}

Asi podemos encontrar el niimero de caminos que hay desde el punto (0,0) al punto (V,y).

N
Proposicién 1.4.1. El nimero de caminos de (0,0) a (N,y) es (N + y).
2

Demostracién: Sea N7 el niimero de pasos +1(arriba) y N~ el nimero de pasos —1(abajo).
N +vy N N —

Asi N=Nt+ N~ yy=N*—N~ por lo tanto N+:Ty = y;por lo que asumimos

que N +y es par. Ahora, hay tantos caminos que van desde (0,0) a (N, y) como maneras de elegir
N7 entre N, es decir, el nimero de caminos esta dado por

()-()

en general, si tenemos

N
el ntlemro de caminos de A a B es (N + x) . OJ
2

Queremos ahora calcular la distribucion de T),. Antes de esto enunciemos un lema que utiliza-
remos.

Lema 1.4.2. (Principio de reflexién) Sea A = (n,s) y B = (m,t) dos puntos, tales que
0<n<mys,t>0.El nimero de caminos desde A hasta B que tocan o cruzan el eje de las
abscisas es igual al niimero de caminos de A" = (n, —s) hasta B = (m, t).

Demostracién: Consideremos (S, = s, Spi1, ..., Sy = t) un camino de A hasta B que toque
el eje de las abscisas; sea T' el primer instante en tocar el eje. Entonces
(=Sp = =8, —Sns1,.s —=S7_1,S7 = 0,741, ..., Sy = t) es un camino que va desde A" hasta B.
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. !’ . . .
Como los caminos de A a T'y de A a T son reflexiones uno del otro, se sigue que existe una
. . / .
correspondencia uno a uno entre los los caminos que van desde A a B y los caminos que van de

A a B; esto implica que el nimero de caminos es el mismo.
m

Corolario 1.4.3. Sea y > 0. El nimero de caminos de (0,0) a (N — 1,y — 1) que tocan o cruzan
a y antes del tiempo N — 1 es igual al nimero de caminos de (0,0) a (N — 1,y + 1).

Demostracion: Se deduce del lema anterior.

Encontremos ahora la distribucién de 7.
Cada uno de los caminos de (0,0) a (N,y) tienen la misma probabilidad de ocurrencia; es decir
pWNF9)/24(N=9)/2. o1 1o tanto

P(T, = N) = P(Fy,) = Lp™+0)/2qN-v)/2

donde L es el nimero de caminos desde (0,0) hasta (N,y) que no tocan a y antes del tiempo N.
Para hallar el valor de L, consideremos L como el niimero de caminos que si tocan a y antes del

tiempo N; asi
) N
L =(N+y|—-L
2

a) Los caminos desde (0,0) a (N, y) que alcanzan a y antes del tiempo N; entonces Sy_; =
y+1

= Sea y > 0; tenemos dos casos:

N—-1N n

N -1
en este caso el nimero de caminos estd dado por (N + y) .
2

b) Los caminos desde (0,0) a (N — 1,y — 1) que tocan a y antes del tiempo N — 1y
Sy-1=y—1
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N—-1N n

utilizando el corolario anterior (principio de reflexion), obtenemos que el nimero de

caminos esta dado por (N + y>
Asi, por a) y b) tenemos que L' = 2 (N + y) por lo tanto obtenemos que
—1
N +y | —2 N Nty
2 2

N
_ % <N+y> p(Ner)/?q(N*y)/Q para N >y, N +y par,y > 0
2

P (Ty = N) —_= IP) (FN,y) —_= p(N+y)/2q(N7y)/2

= Si y < 0 procedemos de manera similar y obtenemos que

N

2
Por tanto, para todo entero y # 0, tenemos
N
Y _
B (T, = ) = P(Fy,) = (N , ) PR pata N = lyl, [y] +2,y] + 4, ..
2
en particular si p =q = %, obtenemos
o () N A
P(T,=N)=P(Fny) =T | Nty |ow para N = |y|, [y + 2, [y| + 4, ...

1.5. Movimiento Browniano

El movimiento browniano fue observado por primera vez por el botanico Robert Brown en
1828, mientras miraba a través de un microscopio el comportamiento de particulas de polen sus-
pendidas en un liquido, y observo que las particulas se movian de forma erratica. Brown hizo una
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serie de experimentos que demostraron, entre otras cosas, que dicho movimiento no sucedia porque
las particulas estuvieran vivas, como se habia pensado antes. Unos anos mas tarde, cuando se
conocieron las funciones no diferenciables de Weierstrass, se observé que el movimiento browniano
parecia comportarse de manera muy similar.

El fenémeno fue finalmente explicado por Einstein en 1905, quien demostré que fue causado por
el movimiento molecular|7]; las multiples colisiones aleatorias de las moléculas del liquido con las
particulas de polen ocasionaban dicho movimiento erratico; y Norbert Wiener en 1923 inici6é de

forma independiente el desarrollo de la teoria matematica del movimiento browniano.

Mostraremos que una forma de definir el procesos estocastico movimiento browniano, es verlo
como la forma limitante de un paseo aleatorio sin restricciones.

Recordemos que una trayectoria de un proceso estocastico, es una funciéon X (w) : T'— S tal que
para cada t € T, X(w)(t) := Xy(w); donde w € .

Veamos formalmente que es el movimiento browniano.

Definicién 1.5.1. Un movimiento browniano unidimensional de pardametro o2, es un proceso

estocastico W = {W, : t > 0}, que cumple las siguientes propiedades:
1. Wy =0.
2. Las trayectorias son continuas.

3. W tiene incrementos independientes; es decir, si 0 =ty < t; < ... < t,,, entonces W;, — W,
1 < i < m son independientes.

i—17
4. Para cualesquiera tiempos 0 < s < t, la variable incremento W; — W tiene distribucién
N(0,0%(t — s))
Nota 1.5.2. » Se dice que un movimiento browniano es estdndar cuando o2 = 1.
= Si Wy = z, se dice que el movimiento browniano comienza en x.

Sea t > 0 y sean z,y € R; se define la funcién de densidad de probabilidad del movimiento
browniano con media x y varianza ot como

P(t,2,y) = —me - 20%/2%

V2mo?t

Si el movimiento browniano tiene media cero, entonces W; ~ N(0,0%t); y si el movimiento brow-
niano es estandar W; ~ N(0,1).

Movimiento browniano como limite de paseos aleatorios.
Consideremos una secuencia de variables aleatorias i.i.d &, &s, &3, ... y supongamos que E(&,) =0

y Var(¢,) = 1.
Definamos el paseo aleatorio

So =0, S, =&+ ...+ &, (n=1,2,..).

asi obtenemos que E(S,) =0y Var(S,) = n.
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Ahora queremos ver a este paseo aleatorio con una cantidad creciente de sumandos en un interva-
lo fijo, y parametrizado como el movimiento como el movimiento browniano; supongamos t € [0, 1].

Para conseguir lo anterior, consideremos S, donde [nt] es la parte entera de nt; por ejemplo
si tomamos el caso particular t = 1 obtenemos que Var(Sp,1)) =Var(S,) = n. Definamos para cada
valor del parametro n > 1, el siguiente proceso estocastico

L S
~m Vi

Entonces el teorema de Donsker (lo veremos en el siguiente capitulo) establece que {X} : t € [0, 1]}
converge débilmente a un movimiento browniano.

Xy Sy + (nt — [nt]) == ntj11 tel0,1]



Capitulo 2

Convergencia Débil en Espacios
Meétricos

En este capitulo presentaremos el concepto de convergencia débil en un espacio métrico dado ,
también conocida como convergencia en distribucion, la cudl es clave en el estudio del teorema de
Donsker. Y se trabajaran algunas propiedades del espacio C10, 1].

2.1. Convergencia Débil

Definicién 2.1.1. Sea (5, p) un espacio métrico y P, {P,, }en, medidas de probabilidad en (S, S).
Decimos que {P,}nen converge débilmente a Py escribimos P,, = P (6 P,, = P); si para cada
funcion f : S — R acotada y continua tenemos

/SfdPn—>/SfdP.

Nota 2.1.2. Dado el espacio métrico (S, p), denotamos con S a la o-dlgebra de Borel en S y asi
denotamos por (5, S) el espacio medible formado por S y por la o-dlgebra S.

Definicién 2.1.3. Sea (5, p) un espacio métrico y P una medida de probabilidad en (S, ) Un
conjunto A € S es llamado conjunto P-continuo (o conjunto de continuidad P) si P(0(A)
(Donde 0(A) denota la frontera del conjunto A).

Teorema 2.1.4. Sea (5, p) un espacio métrico y {P, }nen, P medidas de probabilidad en (5,S).
Las siguientes condiciones son equivalentes.

i) P, =P.
) [¢f dP, — [ f dP para todo f:S — R acotada, uniformemente continua.

iii) limsup P, (F) < P(F) para cada conjunto cerrado F € S.

n—0o0

iv) liminf P,,G > PG para cada conjunto abierto G € S

n—oo

v) P,(A) — P(A) para cada conjunto P-continuo A € S

Demostracién: La demostracion se encuentra en [5].

13
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Definicién 2.1.5. (Convergencia en Distribucién) Sea (2, F,P), {(Q, Fn, Pn) bnen espacios
de probabilidad, (S, p) un espacio métricoy X : Q@ — S, {X,, : Q,, —> S},en variables aleatorias
con sus respectivas distribuciones px, {tx, nen-

Decimos que {X, }nen converge en distribucion a X, si px, = px y escribimos X, = X (6

X, % X).

Teorema 2.1.6. Supongamos que (X,,Y,) son variables aleatorias de S x S. Si X,, = X y
p(X,,Y,) = 0, entonces Y,, = X.

Demostracién: Para un conjunto cerrado arbitrario ' C S y € > 0, definamos F, = {x :
p(z, F) < €}. Ahora para cada n € N, si w €  tal que Y, (w) € F'y X,(w) ¢ F, entonces
p(Y,(w), X, (w)) > e. Por lo tanto,

{weQ: Y, (w)eF} —{weQ: X, (w) e F} C{we Q:p(X,(w),Y,(w)) > €}
entonces
PV, € F]<P[p(X,,Y,) >¢e)]+P[X, € F]
Ahora como p(X,,Y,) = 0, X,, = X, F, es cerrado y por el teorema 2.1.4, obtenemos

limsup P [Y,, € F] <0+ limsup P [X,, € F]

n—oo n—oo

< P[X € F]
ahora si e — 0

limsupP[Y, € F]<P[X € F|

n—o0

y como F' es cerrado, por teorema 2.1.4, Y, = X.
m

Corolario 2.1.7. Supongamos que (X,Y,) son variables aleatorias de S x S. Si p(X,Y,) = 0,
entonces Y,, = X

Demostracién: Tomemos X,, = X y por el teorema anterior obtenemos lo deseado
O

Teorema 2.1.8. Supongamos que (X, X,,) son variables aleatorias de Sx.S. Si Xy, = Zy =0 X
y

lim limsup P [p(Xyn, X)) = €] =0 (2.1)

U=0  noo
para cada €, entonces X,, =, X.
Nota 2.1.9. X, =, Z,, indica una convergencia débil cuando n — oo, con u fijo.

Demostracion: Nuevamente, para un conjunto cerrado arbitrario ' C S y € > 0, definamos
F.={xz: p(z, F) < €}, andlogamente al teorema anterior tenemos que

P[X, € F] <P[p(Xun, Xp) = €| + P[ Xy, € F/
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ahora como X, =, Z,, F. y por el teorema 2.1.4, obtenemos

limsup P [X,, € F] < limsup P [p(Xun, X)) = €] + limsup P [X,,,, € F]

n—00 n—00 n—00
<limsup P [p(Xyn, X,) > ¢ + P[Z, € F)
n—00

y como Z, =, X y por hipétesis tenemos (2.1) y aplicando el teorema 2.1.4, tenemos que

lim limsup P [X,, € F| < lim limsup P [p(Xun, X)) = €] + lim P [Z, € F]

limsupP [X,, € F] < P[X € F]
n—0o0

ahora si e — 0

limsupP [X,, € F] < P[X € F]

n—o0

y como F' es cerrado, por teorema 2.1.4 X,, = X

2.2. Rigidez en C

Definicién 2.2.1. Sea C' = (0, 1] el espacio de todas las funciones z : [0,1] — R continuas, y
definamos la siguiente métrica sobre C; p : C x C — R tal que, para cada z,y € C

pla,y) = llz =yl = sup [x(t) —y(t)]
t€0,1]

Asi (C, p) es un espacio métrico. Denotaremos con C a la o-algebra de Borel en C' y con R* a
la o-algebra de Borel en R* para cada n € N.

Definicién 2.2.2. Un espacio métrico (X, d) se denomina completo si todas las sucesiones de
Cauchy convergen.

Recodemos que una sucesion {x, },en es de Cauchy si dado € > 0 existe un entero K > 0 tal que
si m,n > K entonces |z, — z,| <.

Definicién 2.2.3. Diremos que un espacio (X, d) es separable, si incluye un subconjunto denso
numerable.

Proposicién 2.2.4. El espacio (C, p) es completo.

Demostracion: Sea {x, },en una sucesion arbitraria de funciones de Cauchy en C. Por tanto,
para cada € > 0 existe un entero K > 0, tal que si n,m > K, entonces ||z, — x,|| < e. En
particular, para t € [0, 1],

|[Zm(t) = 2n(t)] < sup |2m(t) — 20 (8)] = |l2m — 2all <€,
t€[0,1]

por lo que tenemos que {z,(t)}neny es una sucesion de Cauchy. Ahora como R con la métrica
euclidea es un espacio completo, entonces para cada t € [0, 1], la sucesiéon {x,(t)}nen tiene limite
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xy. Asi mostramos que x,, — x con x € C'y como {z,, }nen es de Cauchy, por lo visto anteriormente
|z (t) — x,(t)] < €, por tanto tenemos

|z(t) — z,(0)| = lim |z, () — z,(t)] < e

m— 00

para todo ¢ € [0, 1]; por tanto ||z, — z|| < ¢, lo que prueba que z,, — z en C.

Proposicién 2.2.5. El espacio (C, p) es separable.

Demostracién: Para cada &k € N, sea Qp C C' el conjunto de polinomios con coeficientes
racionales de grado k € N, y tenemos que |Qg| < |Q*| (donde | - |, denota la cardinalidad); asi
podemos afirmar que

Q:={J X%

keN

es un conjunto contable, ya que es unién contable de conjuntos contables.
Sea p(t) = ag + ait + ... + axt* un polinomio con coeficientes reales y de grado k. Ya que Q es

denso en R, para cada ¢ > 0y i < k existe b; € Q tal que |a; — b;| < m Si definimos

q(t) = by + byt + ... + bt*, entonces para cada t € [0, 1] tenemos:

Ip(t) —q(t)| =

Dado que lo anterior se cumple para cada t € [0,1] y k£ € N, tenemos que para cada polinomio con
coeficientes reales p € C' y € > 0, existe un polinomio ¢ € C' con coeficientes racionales tales que
p(p,q) = |lp—ql|l = sup |p(t) —q(t)| < €/2. Ahora por el teorema de aproximacién de Weierstrass,

te[0,1]
para cualquier € > 0, y para cualquier x € (' existe un polinomio p con coeficientes reales tales que
p(x,p) < €/2. Por lo tanto para cada x € C'y € > 0, existe un polinomio p € C' con coeficientes

reales y un polinomio ¢ € Q con coeficientes racionales tales que

p(r,q) < p(x,p) +p(p,q) <€/2+€/2=¢

por tanto Q) es denso en C. Y como Q C C es contable entonces C' es separable.
[

Definicién 2.2.6. Una medida de probabilidad P en (S,S8) es rigida si para cada € > 0 existe
un conjunto K € § compacto tal que P(K) > 1 — €. Similarmente, un conjunto K de medidas de
probabilidad en (S, S) es rigida si para cada € > 0, existe un conjunto K € S tal que P(K) > 1—¢
para cada P € K.
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Teorema 2.2.7. Si (5, p) es separable y completo entonces cada medida de probabilidad en (S, S)
es rigida.

Demostraciéon: Como S es separable, hay para cada k € N una secuencia de Ay, Ags, ... de
bolas abiertas de radio 1/k que cubre a S. Elijamos n; € N lo suficientemente grande tal que

P <U Aki> >1—¢€/ 2% Ahora como S es completo el conjunto totalmente acotado m U A

k>1i<ny,
tiene una clausura compacta K. Por lo tanto tenemos que P(K) > 1 — ¢; por lo que cada medida
de probabilidad en (S,S) es rigida.

<Ny

]

Nota 2.2.8. Como (C,p) es separable y completo; por el teorema anterior tenemos que cada
medida de probabilidad en (C,C) es rigida.

2.3. Funciones Aleatorias

Definicién 2.3.1. Para cada entero k > 1 y para 0 < t; < ... < t; < 1, definamos la proyeccién
natural 7., : C — R* por 7y, (2) := (2(t1), ..., z(tx)), para cada z € C.

Proposicién 2.3.2. Sean los espacios (C,p) y (R*,d) (donde d es la métrica euclidiana). La
proyeccién natural 7, .., es continua.
€

Vk

Demostraciéon: Veamos que .4, es continua en y € C. Dado € > 0, existe § = , tal que

para cada x € C con p(z,y) = sup |z(t) — y(t)| < 0, se cumple
tel0,1]

ATty () Tyt (Y)) = \ Z |(t:) — y(t:)|?

]

Definicién 2.3.3. Un conjunto A C C es llamado finito-dimensional si existe H € RF, tal que
u },tk(H ) = A. Y sea Cf la clase de todos los conjuntos finito-dimensional, es decir
Cp={m', (H):0<t; <..<tp <1,H e R}

Nota 2.3.4. Podemos ver que C; C C. Sea A € Cy; entonces existe H € R* tal que ﬂ,;_l,_tk (H)=A
y como mostramos que 7., es continua, entonces A € C.

Definicién 2.3.5. Sea x € C. El mddulo de continuidad de x se define como

w,(0) = w(z,d) = sup |z(t) — z(s)], 0<d< L

[t—s|<o
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Nota 2.3.6. Una condicién necesaria y suficiente para que x sea uniformemente continua sobre
[0,1] es

(151_I>I[1) w, () = 0.

Proposicién 2.3.7. Para un 6 > 0 fijo, w(-,d) : C' — R, es continua.

Demostracién: Sea © € C arbitrario y ¢,s € [0,1] tal que [t — s| < 0. Para cada y € C,
tenemos

j2(t) — ()] = [x(t) = x(s) + y(t) — y(t) +y(s) —y(s)|
2(t) =y ()] + ly(s) — x(s)| + [y(t) — y(s)|

<
<2l =yl + [y(t) —y(s)|

si tomamos supremo a ambos lados de la desigualdad con respecto a t, s € [0, 1] tal que |t —s| < 0,
obtenemos

sup |z(t) — x(s)] < 2|z —yl[ + sup [y(t) —y(s)] (2.2)
[t—s|<6 |t—s|<d
w(z,0) < 2l —yl| +w(y,0) (2.3)

usando el argumento anterior, si intercambiamos = por y obtenemos
w(y,d) < 2ljz —y + w(z,9) (2.4)

ahora, independientemente de que si w(z,d) < w(y,d) 6 w(y,0) < w(z,d); de las ecuaciones (2.3)
y (2.4) obtenemos que para cualquier x € C

jw(z,8) —w(y,d)| < 2[lz—yl|

Por tanto, para cada x € C'y € > 0, existe n = €¢/2 tal que para cada y € C rho(z,y) < n, se
cumple

lw(w,d) —w(y,0)] < 2p(z,y) <2n=c¢

por tanto w(+,d) es continua en x para todo x € C.
O

Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad y sea X : Q@ — C, donde X(w) es un elemento de
C' con valor en t X;(w) = X(t,w). Para t fijo, sea X; : 2 — R tal que X;(w) € R. Ahora X; es la
composicion de ;0 X, donde 7, es la proyeccién natural definida anteriormente. Y sea (X, ..., X, )
el mapeo de © en R* tal que (Xy, (w), ..., Xy, (w)) = 744, (X (w)) en RF.

Ahora Dado lo anterior, decimos que X es una funcion aleatoria siy solosi (Xy,, ..., Xy, ) = Tty.t,0X
es un vector aleatorio, y esto se cumple si y solo si cada X; es una variable aleatoria.

Recordemos que si Y es una variable aleatoria, la distribucién de Y es la medida de probabi-

lidad P =PY ! en (5,8) (en este caso en (C,C)) definida por

P(A)=P(Y '(A) =Plw:Y(w) € A] = P[Y € 4]
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entonces tenemos
P[(X,,...X,) € H =Plw: (X, (w),.... X, (w)) € H| =P [w: (my.q, 0 X)(w) € H]
=P [(my,0, 0 X) 7N (H)] = P [(X (L, (H))]
=P [Wiltk (H)]

es la distribucién de los vectores aleatorios (X4, ..., Xz, ).
Supongamos de acd en adelante que X, X!, X2, ... son funciones aleatorias.

Proposiciéon 2.3.8. Sea P y P’ medidas de probabilidad en (C,C). Si P(A) = P/(A) para cada
A € Cf entonces P = P'.

Demostracion: La demostracion se encuentra en [2].

Teorema 2.3.9. Sea X, { X"},cn funciones aleatorias en C' definidas en un espacio de probabilidad
(Q,F,P). Si

(X X0) = (X ooy X)) (2.5)
y para cada € > 0,
lim (lim sup P [w (X", 9) > 6]) =0 (2.6)
=0\ nooo

entonces X" =, X.

Demostracién: La demostracion se encuentra en [2]. .



Capitulo 3

Teorema de Donsker

En el siguiente capitulo mostraremos el concepto de medida de Wiener y se construira el mapeo
adecuado para la demostracion del teorema de Donsker.

3.1. Medida de Wiener

Definicién 3.1.1. Una medida de probabilidad en (C, C), es llamada medida de Wiener si satisface
las siguientes condiciones:

1. Para cada t € [0, 1], la variable aleatoria x; (z; = Z;); se distribuye normal con media cero
y varianza t, es decir

1 (e}
Wi <o) = —— / /2 gy, (3.1)

Sit =0, tenemos W(xy=0)=1
2. El proceso estocastico {x; : t € [0,1]} tiene incrementos independientes, es decir, si
O<to<thi<--- <t <1 (3.2)
entonces las variables aleatorias
Tpy = Tty Tey — Tyy "0 5 Ty — Tpyy (3.3)
son independientes.

La proyeccion definida por m; definida por my(x) = x(t) = x; con x € C' es una variable aleatoria
sobre (C,C). Asi {x; : 0 <t < 1} es un proceso estocastico y llamaremos a x; funciéon coordenada
o variable coordenada.

Definimos la funcién aleatoria de la variable coordenada en (C,C, W), como

Z: C — C
r — Zx)==zx
tal que
z: 0,1 — R
t — Zy(x)=2z(t) =124

20
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Proposicién 3.1.2. El proceso {Z; : t € [0,1]} (proceso de la variable coordenada) en (C,C, W)
es un movimiento browniano.

Demostraciéon: Veamos que satisface las condiciones del movimiento browniano.
1. Por (3.1) tenemos que si t = 0 entonces W(Zy =0) =1

2. Como {Z; : t € [0,1]} son elementos de C, entonces V¢ € [0,1] Z; tienen trayectorias
continuas.

3. Por (3.3) tenemos que {Z; : t € [0,1]} tiene incrementos independientes.

4. Veamos que para cualesquiera 0 < s < t < 1, Z; — Z, tiene distribucién normal con media
cero y varianza t — s.

La funcién caracterfstica px de una variable aleatoria X, se define como ¢x(t) = E [e*].

Veamos que si X ~ N(u,0?) entonces ¢x (t) = et/

—(w—,u)2/202€itxdx _ eiut—02t2/2

ex(t) =E [e"¥] = Mx(it) = /_00 \/%e

Sea 0 < s <t < 1; dado la definicién de medida de Wiener y lo anterior tenemos que

pz,(u) = e

ademas

ei“(zt_ZS)} E [¢"#] (independencia)

por tanto

2
Pz (U) _ e /2 _
$z,—Z, (U’) - 0z, <U) - e_tu2/2 =€

—u2(t—s)/2

por tanto ¢z, _z, ~ N(0,t —s)

Proposicién 3.1.3. Dada la existencia de la medida de Wiener en (C,C), esta es tnica.

Demostracién: Sea W y W’ medidas de Wiener en (C,C), (2, F, P) un espacio de probabilidad
y {N, : Q@ — R}, ey variables aleatorias i.i.d, distribuidas Normal con media cero y varianza 1.
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Sea A € C} arbitrario, esto es que existe H € R* tal que w1, (H) = A.
Asi tenemos que

W(A) =W(m, ., (H))

. 1
o <N1\/E, Nivty + Novts — ty, .., ZNi\/ti_ti—l)
i—1

Similarmente
W/(A) =W'o(Zy, ..., Z,) " (H)

=Po (Nl\/_l, NVt + Nov/ts — 1 ..., ZN\/ ) (H)

Asi W(A) = W'(A) para cada A € Cy; y por la proposicién 2.3.8 tenemos que W = W', por lo

que la medida de Wiener es tnica.
m

Definicién 3.1.4. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y para cada n € N definamos el
siguiente mapeo

X" Q — (C

w — X"(w) (3.4)
tal que
X"w): [0,1] — R
Eo XP(w) (35)
Sea &1, &y, ..., variables aleatorias i.i.d con media cero y varianza 0 < 02 < oo en un espacio de

probabilidad (2, F,P). Sea Sy =0y S, =& + & + ... + &, un paseo aleatorio.
Para * € [0,1] definamos

X' (w) = —=8i(w) coni=1,2..,n
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Ahora para t # T%, se define X}'(w) por interpolacién lineal de la siguiente manera:

Site [=L1)

X% = X1 (w) (i—1)
Xi(w) = XLi(w) = — 57— (t— - )
B (t _ (H))> (4 =17
X}(w) = X (w) X w) |
. (4 (=D
X7 (w) = X1y (w)n (E - t) + X% (w) T -

n(——t) Xii(w)=(@G—nt—1+1)X"%L(w)

n n

() R

por lo tanto

X)) = - (t_ @;1)) s;\l/%)) . S;;(%u) iy (t_ (:1)) S;\l/(%w iy (t_ (17—11)) fiji/(%)

=Tt (v ()

ahora bien, dado que t € [%, ) entonces i — 1 = |nt| y por tanto tenemos

X (w) = ﬁsw () + (nt — nt]) %mmm (3.6)

z
n
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Asi para cada w € Q y cada n € N, en cada subintervalo [%, %), X} es una funcién lineal.

Como las &; y las S; son variables aleatorias, entonces (3.6) define una variable aleatoria para cada
t, por tanto X" es una funcién aleatoria.

X (w) = %SM () + (nt — [nt]) ﬁqnﬂmw)

q
e

q
<

Q
<

Q
<

Q
i

3=
3N
Sl
S e
3 |
3o
3
3 Joo
3Slo
=ls

=

o

o“o
-

3.2. Teorema de Donsker

Lema 3.2.1. Sea {,}nen variables aleatorias i.i.d con media cero y varianza 0 < 0 < oo en un
espacio de probabilidad (2, F, P), {S,}nen un paseo aleatorio y {X"},en definida como en (3.6).
Si

lim (h’m sup \* P (m<éx S| = )\0\/5)) =0 (3.7)

A—00 n—00

entonces el conjunto de distribuciones {pxn fnen es rigida.
Demostracién: La demostracion se encuentra en [2]

Teorema 3.2.2. (Teorema de Donsker) Sea {,}.cn variables aleatorias i.i.d con media cero y
varianza 0 < 02 < oo definidas en un espacio de probabilidad (2, F,P) y {X"},.en definida como
en (3.6). Si la medida de Wiener W existe, entonces {X"},,en converge en distribucién a la funcién
coordenada Z en (C,C,W) (X" =, W).

Demostraciéon: Probaremos el teorema usando el teorema 2.3.8.
Primero mostremos que X" y Z satisfacen (2.5), es decir, (X7, ..., X} ) =, (Z,, ... Zy,); esto es
d
Ty -ty © X" — Tiy-ty, © Z.

Dado n € Nyt €[0,1], definamos

nt — |nt]

o Upt(w) == ﬁfwﬁl((ﬂ)
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Sea 0 < s <t <1yn €N arbitrario.
Ahora como

1

X0 =
tooyn

1
Sine) + (nt — [nt]) — \/ﬁ&mm

entonces
n n 1 1 1 1
Xi - Xy = mstnﬂ +(nt = [nt]) &1 — msmsJ +(ns = [ns])—&jnsin1

= ¢n,t + wn,t - (bn,s - 2pn,s
= (¢n,t - qbn,s) - (wn,t - ¢n,s)

como los &; tienen medida cero, tenemos que

E[¢n,t_¢ns = wnt ¢ns

/wnth /¢nsdP

nt|) —
L /gLnt +1 dP — /5Lns]+l dP

= % [€1nt)+1] — %EKLHSJH]
=0

Var [wn,t - wn,s] E [(wnt qﬂn,s)ﬂ - E [wn,t - wn,s]2
E[ antwns+w2 ]_
E

por hipodtesis tenemos que

o = Var €] = E [ 1] — E [€n]” = E [ 14]
asi

nt — LntJ)2€2

o2n, [nt|+1
t — |ntl])?

_ ME [

(o= L)y
_ (nt — |nt])?

1
<~ (pues Ve e Rx — [z] < 1)

Similarmente E [¢2 s] < %

25
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Ahora

—2E [wn,t wn,s] =-2E [(mfo__—\/%ﬂ)gtntj—&-l %gms}kl]

—2(nt — | nt -

—2(nt — |nt]) (ns — LnsJ)E [

o2n

Eint)+1 Elns)+1]

» Si [nt] +1=|ns|+1 entonces E [éfntj+1] =02>0

y asi

» Si [nt]+1%# [ns|+ 1 entonces

E [€pnts1 Epnsi1] = E [Ene41] E [Epnsj1] (pues los §; son i.i.d)
=0x0=0

1
por lo que obtenemos que E [antJH ansHl] >0y ast —2E [¢; ¥ns] <0< —, n>0.
n
3
por tanto Var[t,; — ¢ < —
n

Veamos que v, 250
Sea € >0

P (|¢n,t - @Z}n,s - 0| < 6) =1-P (an,t - wn,s - 0| 2 6)

>1-— (desigualdad de Chebychev)
€
3
1— >
~ e2n

— 1 cuando n — oo

esto es que ¥y, — Yy s 25010 que implica que ¥y, + — ¥y, s LN 0.



3.2. TEOREMA DE DONSKER 27

Ahora

[nt| |ns]

> oG- ij

Ot — bns = SWJ - SLnsJ _ SLntJ —Smsj i=1
n,t n,s 0_\/— O'\/_ O'\/ﬁ 0'\/_

[nt] |nt

—|ns]
Z & Z 3

Slnsitl (las &; son estacionarias)
0\/ﬁ a\/_

_ SLntJ—LHSJ _ |nt] — |ns| SLntJ—Lnsj
o\/n Vn o4/ |nt] — |ns|

S\nt||ns)
|nt] — |ns|

=/t — s (convergencia casi-segura), entonces

vemos que por el teorema del limite central converge en distribucién a una

val t
N(0,1) := N y como lim ~————— nt] - |ns)

n—oo

— Vi —s.

Por teorema de Slutsky tenemos que ¢y, 1 — ¢y, s N Vvt — s y de nuevo aplicando Slutsky se tiene
que X» — X" -4 NF—5+0.

Si tomamos s = 0, obtenemos que Xi — X5 = X} — 0 =4 N/t

nt [ns

Sea 0 =ty <t <--- <t <1 Ahora
1
ovn

Donde Ny, Ny son independientes y normales con media cero y varianza t, y to —t; respectivamente.
Haciendo esto inductivamente hasta ¢, obtenemos que

(X5 X5, = X3,) =

d
(S\_ntlju S'_’I’LtQJ - Sl_ntlj) + (djn,h 9 wn,tg - wn,h) — (N17 NQ)

(X X5, ) = (X0 X3, = X0 X5, = X X5, = X )+ (0,X0, X5, X5 )
d
— (Ztl,Zt2 — Ly Lty — Ly eoey Ly — Ztk—l) + (O,Ztl,th, "'7Ztk—1)
= (ZtUZt27Zt37 ceey Ztk>
y esto es

d
Tty © X" — Ty -ty © A
Veamos ahora que se cumple (2.6); es decir que para cada € > 0

lim limsup P [w (X",0) > ¢ =0 (3.9)

00 psoo

Para esto veamos primero que se cumple (3.7).

Para cada n € N, sea pu,, la distribucién de la variable aleatoria S,,/o/n. Ahora

E[S) ] =E[G] +E[&] + ..+ E[&] =0 (las E[§] = 0)
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Sn — E[S,]

g\/ﬁ i>NdondeN:

Ahora claramente por el teorema del limite central vemos que

N(0,1); asi tenemos que j1, — in.

Para cada A > 0, sea Ry = {x € R : |z| > A}. Podemos ver que d(R)) = {z € R : |z] = \}

por tanto

e 2y

v (O(Ry) = %27 / o

1 / 2 1 2
o —u®/2 —u?/2
= —— e du + —— e du
V2T Ji-ay

1 2 2
= —— _“/2du—|——/ e 2 du
V21 iy V2 Sy

=0

Esto implica que para cada A > 0, Ry es un conjunto py-continuo y por teorema 2.1.4 (para
distribuciones) tenemos que

e (Ry) — pn () (3.10)

Ahora dado A > 0 y N una normal estdndar, veamos que P(|N| > \) < 3A™%.

Sea A >0
P(IN| < A) =P(IN[=X) + P(IN| > A)
o —u?/2
- e~/ 2du + P(IN] > A
- /{} (IN] > 3)
=0+ P(|N| > A)

Ahora, para cada n € N

E [NnJrl] _ +1 67“2/2du

1 n
— [ u
\/27T/R

1
- _ - n —u /2> d
u u
V2 /R (
]_ -1 _ 2/2 .
=—— [ u" e/ 2du (integrando por partes)
V2m /R

=nE [N"]

por tanto E[|N[*] = E[N*] = 3E[N? =3 (1 E[N?]) = 3.
Asi usando la desigualdad de Markov obtenemos que

3 -
P(IN[ > A) =P(N* 2%) < 33 =3)37"

y tenemos

pn(Ry) =P(IN| = X) <337
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y por (3.10) tenemos que para cada A > 0, existe ky € N tal que Vk > k), entonces

Tomando n > ky y 1 < k < n tenemos dos casos

s Sil <k <k, Asitenemos.
Var(Sy) = ko? (pues las & son i.i.d), y por desigualdad de Chebychev tenemos que

o? k k
P (ISk = E[Sk]| = Aav/n) =P (IS = Aov/n) < )\20 =3, < )\;n

» Si k) < k < n. Se tiene por la monotonicidad de las medidas y de (3.11)
P (|Si| > Aov/n) < P (|5k| > )\a\/E) <3\t
Asi

kEx 3
maXP (19i] = Aov/n) < méx {n_)/\\Q’ F}
y multiplicando por A\? tenemos

k
A2 mz%XP(\S\ )\0\/_)<max{n)‘ ;}

ky 3 3
lim sup ()\2 m<axP (|S | > )\U\/_)) < lim sup (méx{z’\, —}) = —

y finalmente si tendemos A — oo, obtenemos que
hm {hm sup ()\2 max P (|S;| > )\0\/5))} =
A—00 n—00 i<n
Asi obtenemos la rigidez de {ux»} y por la demostracién del lema 3.1.5 obtenemos que

lim (limsupP [w(X™,0) > 6]) =0 (3.12)

6—0 n—oo

Asf tenemos que X" -2 Z (X" =, W).

3.3. Teorema de Donsker (Modelado)

En la seccién anterior mostramos de que manera un paseo aleatorio converge débilmente a un
movimiento browniano (teorema de Donsker).
En esta seccion, se expondra un programa hecho en el lenguaje Python el cual verificara la con-
vergencia débil de los paseos aleatorios.

Recordemos que para cumplir las hipdtesis del teorema de Donsker, necesitamos que las {&, }nen
sean variables aleatorias i.i.d con media cero y varianza 0 < 02 < oo. Para la simulacién del
teorema usaremos las siguientes distribuciones:
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Distribucién de las &,
Normal con media 0 y varianza a > 0
Uniforme en [—a,al, (a > 0)

T de student con pardmetro a > 2
Bernoulli con p = 3

B~ w o ~ g

El codigo de la convergencia débil de paseos aleatorios es el siguiente:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def Grafica(D,n,a):

if D==1:
L=np.random.normal (0,a,n) # Normal
m=0
v=a

if D==2:
L=np.random.uniform(—a,a,n) # Uniforme
v=((2%a)**x2/12)

if D==3:
L=np.random.standard t(a,n) # T de student
v=a/(a—2)

if D==4:

L=np.random. binomial (1,0.5,n) # Bernoulli

for i in range(len(L)):
if L[i]==0:
L[i]=-1
v=1

L=L/(np.sqrt(v*n))
Xn=np.zeros (len(L)+1)
Xn[l:]=np.cumsum (L)

x=np.arange (0,n+1,1)
x=x/n

plt.plot (x,Xn)
plt.plot(x,Xn,"o")

print (Grafica(D,n,a))
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Vemos que D representa el tipo de distribucién que queremos utilizar. Luego L es el valor que toma

L
la distribucién (L = np.random.normal(0,a,n)), es decir (&1, &, ..., &) v definimos L = — =
o’n

, donde o?=v (varianza) y n es el tamafio de la muestra, obteniendo asf

L
o\/n

L:< 51 52 gn )
o/n’ oyn’ " oy/n

Creamos un vector lleno de ceros de longitud L para luego aplicar la funcién cumsum de tal forma
que

(S S, S,
Xn_ <O7O_ n?g\/ﬁ?"" J\/ﬁ)

La primera coordenada es 0, para iniciar en el origen. Finalmente definimos x como la particion

1 2 n—1
(0, — =y e , 1). La funcién plot(x,X,,”0”) nos imprime el conjunto de puntos

n'n n
n oyn) .,
y la funcién plot(x,X,) nos imprime una interpolacién de dichos puntos.

Mostremos ahora graficamente el funcionamiento del algoritmo:

1.0 1

Nt A

0.0

IR TVA N i
WO VL, N

= Vi Y
-1.5 \/

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.1: D=4, n=70, Bernoulli
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0.0

—0.2

—0.4

0.6 4

—0.8 4

—1.0 A

—1.2 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.2: D=1, n=1000, a=4, Normal

Na )

= En la figura 3.1, caso donde tomamos la distribuciéon Bernoulli "a” puede tomar cualquier
valor, pues en esta parte no se trabaja con ella.

= En la figura 3.2, caso donde tomamos la distribucién Normal, vemos que si tomamos n mucho
mas grande, se plasma con mayor claridad el movimiento browniano.



Capitulo 4

Conclusiones

= Los resultados de transitoriedad y recurrencia nos ofrecen una clasificacién de los estados de
un paseo aleatorio. Si

Vy € Z ,P[SE = y infinitas veces| = 0, si p # q,

el estado y es transitorio.

1
Yy € Z ,P[SY = y infinitas veces] =1, sip=¢q = 3 (4.1)

el estado y es recurrente

= En vista que el teorema 2.3.9 es indispensable en la demostracién del teorema de Donsker,
es necesario definir el modulo de continuidad x, ya que dicho teorema depende de este.

1
» Al definir X (w) = Si(w), se construye por interpolacién lineal la funcion

-

X7 () = —==Ston () + (1t = [0]) =€)

la cual hace converger débilmente el paseo aleatorio hacia un movimiento browniano.

= La simulacién nos muestra que tomando datos reales que puedan estimarse bajo una distri-
bucién conocida, el teorema de Donsker funciona sin ningtin problema.

33
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