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Resumen

El estudio de procesos estocásticos y los teoremas límite han sido en los últimos años temas de
interés en las ciencias matemáticas. A continuación se trabajará sobre dos procesos estocásticos: los
paseos aleatorios y el movimiento browniano, desarrollando algunas de sus propiedades y también
proporcionando una prueba detallada sobre como un paseo aleatorio converge débilmente hacia
un movimiento browniano, esta convergencia es más conocida como el Teorema de Donsker; se
mostraran los resultados necesarios para concluir dicha convergencia y se verificará el teorema
mediante una simulación hecha en el software libre Python.
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Introducción

Los teoremas límite son cruciales en el estudio del análisis estocástico, contribuyendo en áreas
como estadísticas, biología, física, economía, entre otras; a continuación presentaremos una reco-
pilación de resultados fundamentales para la convergencia débil de procesos estocásticos, centrán-
donos únicamente en la convergencia débil de paseos aleatorios.

Uno de los grandes precursores sobre la convergencias de procesos estocásticos fue el matemá-
tico Monroe David Donsker (1924-1991), quien en 1953 desarrolló el principio de invarianza de
Donsker, también conocido como el Teorema de Donsker o Teorema del limite central funcio-
nal, que viene siendo una extensión del teorema del límite central clásico; siendo más precisos
el Teorema de Donsker establece condiciones para que dada una colección de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con media cero y varianza finita, converja débilmente
hacia un proceso estocástico con trayectorias en C[0, 1] (espacio de funciones continuas en [0,1])
conocido como movimiento browniano.

Para alcanzar dicha convergencia se define el mapeo Xn : Ω −→ C[0, 1], interpolando los puntos ge-
nerados por un paseo aleatorio y así tendiendo n→ ∞, obtenemos un movimiento browniano. Esta
construcción viene acompañada de resultados y definiciones necesarias para poder concluir con el
teorema de Donsker; entre ellas están los conceptos de paseo aleatorio y movimiento browniano,
convergencia débil (convergencia en distribución) y propiedades, rigidez, funciones aleatorias, de-
sigualdad de Chebychev, entre otros conceptos y consecuencias.

La tesis está dividida en tres capítulos. En el primer capítulo se desarrolla el concepto de pro-
ceso estocástico haciendo énfasis en el proceso denominado paseo aleatorio mostrando resultados
sobre transitoriedad y recurrencia y sobre el principio de reflexión, y se define un segundo proceso
estocástico llamado movimiento browniano. El estudio de este capítulo fue basado principalmente
de los libros [1], [4], [6], [7].

En el segundo capítulo se presenta la noción de convergencia débil en espacios métricos, desa-
rrollando propiedades necesarias de dicha convergencia; y se define los conceptos de rigidez en el
espacio C[0, 1], la proyección natural, funciones aleatorias, módulo de continuidad y consecuencias
de estas, teniendo en cuenta su importancia en el desarrollo del teorema a trabajar. Se toma como
base para este capítulo las siguientes referencias [2], [3], [4], [5].

En el tercer capítulo se introduce el concepto de medida de Wiener probando su unicidad en
el espacio medible (C, C). Se define la función aleatoria de una variable coordenada (función coor-
denada) para probar que un proceso estocástico formado por dichas variables es precisamente un
movimiento browniano, luego se construye el mapeo Xn, para dar inicio a la demostración del

v
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Teorema de Donsker y finalizando con una simulación de este mediante el software libre Python.
La bibliografía utilizada para el desarrollo de este capítulo es [2], [3], [5].



Capítulo 1

Preliminares

1.1. Procesos Estocásticos
En esta sección daremos una ligera introducción del concepto de proceso estocástico en tiempo

discreto y continuo.

Definición 1.1.1. Un Proceso Estocástico es una colección de variables aleatorias {Xt : t ∈ T},
definidas en un mismo espacio de probabilidad (Ω,F ,P). El conjunto T es llamado conjunto
de índices(o tiempo) o espacio parametral y el conjunto de valores que toman las v.a (variables
aleatorias) Xt es llamado espacio de estados y lo denotamos por S.

Definición 1.1.2. Para cada ω ∈ Ω, la función definida como

X(ω) : T −→ S
t 7−→ Xt(ω)

es llamada trayectoria o realización del proceso estocástico, es decir, a cada ω ∈ Ω le corresponde
una trayectoria del proceso.

Si consideramos T = {0, 1, 2, ...} (interpretando los números como tiempos), decimos que el
proceso es a tiempo discreto. Denotamos estos procesos por {Xn : n = 0, 1, 2, ...}.

X0

X1

X2

X3

X4

X5

0 1 2 3 4 5

Xn(ω)

n

Cuando consideramos T = [0,∞), decimos que el proceso es a tiempo continuo. Denotamos
estos procesos como {Xt : t ⩾ 0}

1
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Xt1

Xt2

Xt3

0 t1 t2 t3

Xt(ω)

t

1.2. Paseo Aleatorio
Pensemos en una partícula que se mueve aleatoriamente en los números enteros de la siguiente

manera: en el momento n = 0 la partícula está en el origen; en el momento n = 1 se mueve
la partícula una unidad hacia adelante(derecha) (+1) con probabilidad p o una unidad hacia
atrás(izquierda) (−1) con probabilidad q = 1− p, como se ve en figura.

0−1−2 1 2

pq = 1− p

Ahora definimos Sn := "Posición de la partícula en el tiempo n"
y asumamos que S0 = 0.

Definición 1.2.1. (Paseo aleatorio simple) Sea X1, X2, ... v.a (variables aleatorias); i.i.d (inde-
pendientes e idénticamente distribuidas) con distribución P[Xn = 1] = p y P[Xn = −1] = q = 1−p
para cada n ⩾ 1. Sea S0 = 0 , Sn = Sn−1 +Xn , n ⩾ 1.

El proceso estocástico (Sn)n⩾0 es llamado paseo aleatorio simple.

Y al proceso Sx
n = Sn + x =

n∑
i=1

Xi + x, se le denomina paseo aleatorio simple que comienza en x.

Observación 1.2.2. Definamos las probabilidades de transición de (Sn)n⩾0 de la siguiente manera:

P [Sn+1 = j|Sn = i] =


p, si j = i+ 1,

1− p, si j = i− 1,

0, en otros casos.

como estas probabilidades no dependen de n, se dicen que son homogéneas en el tiempo, es
decir, son las mismas para cualquier valor de n.
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Proposición 1.2.3. La distribución de S0
n es:

P
[
S0
n = y

]
=


(

n
1
2
(n+ y)

)
p

1
2
(n+y)q

1
2
(n−y), si |y| ⩽ n, si n e y son ambos pares o impares

0, en otros casos.

Demostración: Supongamos que vemos el paseo aleatorio después de n pasos. Sea Rn el
número de pasos realizados hacia la derecha y ln el número de pasos realizados hacia la izquierda.
Entonces vemos que Sn = Rn − Ln y además n = Rn + Ln. Si sumamos estas dos expresiones
obtenemos que Sn = 2Rn − n; de lo cual podemos decir que

Rn = 1
2
(Sn + n) =

n∑
i=1

1

2
(1 +Xi)

de lo anterior podemos ver que Rn es un numero entero solo cuando n y Sn son ambos pares o
ambos impares. Ahora como las v.a independientes Xi toman el valor +1 con probabilidad p ó el
valor −1 con probabilidad q entonces las v.a independientes 1

2
(1 + Xi) toman el valor de 1 con

probabilidad p ó el valor 0 con probabilidad q. Esto nos lleva a que Rn ∼ Bin(n,p); así

P
[
S0
n = y

]
= P [Sn = y|S0 = 0]

= P [2Rn − n = y]

= P
[
Rn =

1

2
(y + n)

]
=

(
n

1
2
(n+ y)

)
p

1
2
(n+y)q

1
2
(n−y)

Proposición 1.2.4. La distribución de Sx
n es:

P [Sx
n = y] =


(

n
1
2
(n+ y − x)

)
p

1
2
(n+y−x)q

1
2
(n−y+x), si |y − x| ⩽ n, si n y y − x son ambos pares o impares

0, en otros casos.

Demostración: Por hipótesis sabemos que S0 = x. Consideremos el proceso Zn = Sn − x;
entonces Z0 = S0 − x = x − x = 0, así {Zn : n ⩾ 0} es un paseo aleatorio que inicia en cero; por
lo cual tenemos

P [Sx
n = y] = P [Sn = y|S0 = x]

= P [Zn + x = y|Z0 = 0]

= P [Zn = y − x|Z0 = 0]

y por proposición anterior tenemos que

P [Sx
n = y] =


(

n
1
2
(n+ y − x)

)
p

1
2
(n+y−x)q

1
2
(n−y+x), si |y − x| ⩽ n, si n y y − x son ambos pares o impares

0, en otros casos.
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1.3. Transitoriedad y Recurrencia
En esta sección daremos a conocer los conceptos de transitoriedad y recurrencia de un estado

cualquiera y e un proceso estocástico.
Sea (Sx

n)n⩾0 un paseo aleatorio que comienza en el estado x.
Sea T x

y la primera vez que el proceso que empieza en x alcanza a y, es decir,

T x
y :=min{n ⩾ 0 : Sx

n = y}

Definición 1.3.1. Supongamos que 0 < p < 1 y sea c, d ∈ Z tal que c < d y definamos Φ(x) =
P [T x

d < T x
c ], es decir, Φ(x) es la probabilidad de que la partícula que comienza en x alcance a d

antes de llegar a c. Una posible representación esquemática del evento T x
d < T x

c es la siguiente:

c

x

d

Proposición 1.3.2. Si 0 < p, q < 1 y dado c, d ∈ Z entonces

Φ(x) =



1−
(
q

p

)x−c

1−
(
q

p

)d−c
, para c ⩽ x ⩽ d, p ̸= q,

x− c

d− c
, para c ⩽ x ⩽ d, p = q

Demostración: Analicemos el primer paso del paseo aleatorio.
vemos que en el primer paso, la partícula x se mueve a x+ 1 con probabilidad p ó para x− 1 con
probabilidad q; así obtenemos que

Φ(x) = pΦ(x+ 1) + qΦ(x− 1) (T.Probabilidad Total)

como p+ q = 1, entonces

(p+ q)Φ(x) = pΦ(x+ 1) + qΦ(x) (1.1)

Φ(x+ 1)− Φ(x) =
q

p
(Φ(x)− Φ(x− 1)) , c+ 1 ⩽ x ⩽ d− 1 (1.2)

ahora por como esta definido Φ(x), tenemos

Φ(c) = P [T c
d < T c

c ] = 0

Φ(d) = P
[
T d
d < T d

c

]
= 1

ahora para dar solución a Φ(x); escribimos Φ(x) de la siguiente manera:
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Φ(x) =
x−1∑
y=c

Φ(y + 1)− Φ(y)

= Φ(c+ 1)− Φ(c) + Φ(c+ 2)− Φ(c− 1) + ...+ Φ(x)− Φ(x− 1)

luego por la ecuación (1.2) tenemos que

Φ(c+ 1)− Φ(c) =

(
q

p

)0

[Φ(c+ 1)− Φ(c)]

Φ(c+ 2)− Φ(c+ 1) =

(
q

p

)1

[Φ(c+ 1)− Φ(c)]

Φ(c+ 3)− Φ(c+ 2) =

(
q

p

)1

[Φ(c+ 2)− Φ(c+ 1)]

=

(
q

p

)2

[Φ(c+ 1)− Φ(c)]

...

Φ(x)− Φ(x− 1) =

(
q

p

)x−c−1

[Φ(c+ 1)− Φ(c)]

por lo tanto

Φ(x) =
x−1∑
y=c

(
q

p

)y−c

Φ(c+ 1)− Φ(c)

= Φ(c+ 1)
x−1∑
y=c

(
q

p

)y−c

=


Φ(c+ 1)


1−

(
q

p

)x−c

1−
(
q

p

)
 , si p ̸= q,

Φ(c+ 1)(x− c), si p = q

solo nos falta hallar el valor de Φ(c+ 1)

sip ̸= q

1 = Φ(d) = Φ(c+ 1)


1−

(
q

p

)d−c

1−
(
q

p

)
 ⇒ Φ(c+ 1) =

1−
(
q

p

)
1−

(
q

p

)d−c

si p = q

1 = Φ(d) = Φ(c+ 1)(d− c) ⇒ Φ(c+ 1) =
1

d− c
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por tanto obtenemos que

Φ(x) =



1−
(
q

p

)x−c

1−
(
q

p

)d−c
, para c ⩽ x ⩽ d, p ̸= q,

x− c

d− c
, para c ⩽ x ⩽ d, p = q

Definición 1.3.3. Supongamos que 0 < p < 1 y sea c, d ∈ Z tal que c < d y definamos Ψ(x) =
P [T x

c < T x
d ], es decir, Ψ(x) es la probabilidad de que la partícula que comienza en x alcance a c

antes de llegar a d. Una posible representación esquemática del evento T x
c < T x

d es la siguiente:

c

x

d

Proposición 1.3.4. Si 0 < p, q < 1 y dado c, d ∈ Z entonces

Ψ(x) =



1−
(
p

q

)d−x

1−
(
p

q

)d−c
, para c ⩽ x ⩽ d, p ̸= q,

d− x

d− c
, para c ⩽ x ⩽ d, p = q

Demostración: Análogo a la proposición anterior.

Observaciones 1.3.5.

1. De las proposiciones (1.3.3) y (1.3.4), vemos que Φ(x) + Ψ(x) = 1.
Esto prueba que el paseo aleatorio simple, comenzando en x ∈ (c, d) ”eventualmente” toca
el nivel c ó el nivel d con probabilidad 1.
Por lo que podemos concluir que P [T x

c = T x
d = +∞], es decir, que la probabilidad de que la

partícula que empieza en x no toque a c ni a d es cero.
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2. Sea c < x

P [Sx
n = c, para algún n ∈ N] = P [T x

c <∞]

= ĺım
d→∞

P [T x
c < T x

d ]

=


(
q

p

)x−c

, si p > 1
2

1, si p ⩽ 1
2

3. Sea d > x

P [Sx
n = d, para algún n ∈ N] = P [T x

d <∞]

= ĺım
c→−∞

P [T x
d < T x

c ]

=


1, si p ⩾ 1

2(
p

q

)d−x

, si p < 1
2

4. Por la ley fuerte de los grandes números:

P
[
Sx
n

n
=
x+ Sn

n
→ p− q

]
= 1

por tanto

Si p > q entonces Sx
n → +∞, con probabilidad 1.

Si p < q entonces Sx
n → −∞, con probabilidad 1.

así

∀y ∈ Z ,P [Sx
n = y infinitas veces] = 0, si p ̸= q (1.3)

5. En el caso p = q = 1
2
, tenemos que no importa donde está inicialmente la partícula; esta

eventualmente alcanza cualquier estado, con probabilidad 1 (por observación 2. y 3.)
por tanto

∀y ∈ Z ,P [Sx
n = y infinitas veces] = 1, si p = q =

1

2
(1.4)

Definición 1.3.6.

Decimos que el estado y es transitorio si satisface (1.3).
Si todos los estados son transitorios se dice que el proceso estocástico es un proceso transitorio.

Decimos que el estado y es recurrente si satisface (1.4)
Si todos los estados son recurrentes se dice que el proceso estocástico es un proceso recurrente.
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1.4. Primeros Tiempos de Pasada
Consideremos la v.a Ty := T 0

y , que representa la primera vez que el proceso que empieza en
cero alcanza a y.
Definamos FN,y = {Ty = N}; que representa la primera vez que el proceso alcanza a y en el
N-ésimo paso; por tanto

FN,y = {Sn ̸= y para n = 0, 1, 2, ..., N − 1; SN = y}

Así podemos encontrar el número de caminos que hay desde el punto (0, 0) al punto (N, y).

Proposición 1.4.1. El número de caminos de (0, 0) a (N, y) es

(
N

N + y

2

)
.

Demostración: Sea N+ el número de pasos +1(arriba) y N− el número de pasos −1(abajo).
Así N = N++N− y y = N+−N− por lo tanto N+ =

N + y

2
y N− =

N − y

2
; por lo que asumimos

que N + y es par. Ahora, hay tantos caminos que van desde (0, 0) a (N, y) como maneras de elegir
N+ entre N , es decir, el número de caminos esta dado por(

N
N+

)
=

(
N

N + y

2

)

en general, si tenemos

A

B

N

x

el núemro de caminos de A a B es

(
N

N + x

2

)
.

Queremos ahora calcular la distribución de Ty. Antes de esto enunciemos un lema que utiliza-
remos.

Lema 1.4.2. (Principio de reflexión) Sea A = (n, s) y B = (m, t) dos puntos, tales que
0 ⩽ n < m y s, t > 0. El número de caminos desde A hasta B que tocan o cruzan el eje de las
abscisas es igual al número de caminos de A′

= (n,−s) hasta B = (m, t).

Demostración: Consideremos (Sn = s, Sn+1, ..., Sm = t) un camino de A hasta B que toque
el eje de las abscisas; sea T el primer instante en tocar el eje. Entonces
(−Sn = −s,−Sn+1, ...,−ST−1, ST = 0, ST+1, ..., Sm = t) es un camino que va desde A′ hasta B.
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Como los caminos de A a T y de A′ a T son reflexiones uno del otro, se sigue que existe una
correspondencia uno a uno entre los los caminos que van desde A′ a B y los caminos que van de
A a B; esto implica que el número de caminos es el mismo.

Corolario 1.4.3. Sea y > 0. El número de caminos de (0, 0) a (N − 1, y − 1) que tocan o cruzan
a y antes del tiempo N − 1 es igual al número de caminos de (0, 0) a (N − 1, y + 1).

Demostración: Se deduce del lema anterior.

Encontremos ahora la distribución de Ty.
Cada uno de los caminos de (0, 0) a (N, y) tienen la misma probabilidad de ocurrencia; es decir
p(N+y)/2q(N−y)/2; por lo tanto

P (Ty = N) = P (FN,y) = Lp(N+y)/2q(N−y)/2

donde L es el número de caminos desde (0, 0) hasta (N, y) que no tocan a y antes del tiempo N .
Para hallar el valor de L, consideremos L′ como el número de caminos que si tocan a y antes del
tiempo N ; así

L
′
=

(
N

N + y

2

)
− L

Sea y > 0; tenemos dos casos:

a) Los caminos desde (0, 0) a (N, y) que alcanzan a y antes del tiempo N ; entonces SN−1 =
y + 1

n

Sn

N − 1 N

y

en este caso el número de caminos está dado por

(
N − 1
N + y

2

)
.

b) Los caminos desde (0, 0) a (N − 1, y − 1) que tocan a y antes del tiempo N − 1 y
SN−1 = y − 1
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n

Sn

N − 1 N

y

utilizando el corolario anterior (principio de reflexión), obtenemos que el número de

caminos está dado por

(
N − 1
N + y

2

)
.

Así, por a) y b) tenemos que L′
= 2

(
N − 1
N + y

2

)
; por lo tanto obtenemos que

P (Ty = N) = P (FN,y) =

[(
N

N + y

2

)
− 2

(
N − 1
N + y

2

)]
p(N+y)/2q(N−y)/2

=
y

N

(
N

N + y

2

)
p(N+y)/2q(N−y)/2 para N ⩾ y,N + y par, y > 0

Si y < 0 procedemos de manera similar y obtenemos que

P (Ty = N) = P (FN,y) = − y

N

(
N

N + y

2

)
q(N−y)/2p(N+y)/2

Por tanto, para todo entero y ̸= 0, tenemos

P (Ty = N) = P (FN,y) =
|y|
N

(
N

N + y

2

)
p(N+y)/2q(N−y)/2 para N = |y|, |y|+ 2, |y|+ 4, ...

en particular si p = q = 1
2
, obtenemos

P (Ty = N) = P (FN,y) =
|y|
N

(
N

N + y

2

)
1

2N
para N = |y|, |y|+ 2, |y|+ 4, ...

1.5. Movimiento Browniano
El movimiento browniano fue observado por primera vez por el botánico Robert Brown en

1828, mientras miraba a través de un microscopio el comportamiento de partículas de polen sus-
pendidas en un liquido, y observo que las partículas se movían de forma errática. Brown hizo una
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serie de experimentos que demostraron, entre otras cosas, que dicho movimiento no sucedía porque
las partículas estuvieran vivas, como se había pensado antes. Unos años más tarde, cuando se
conocieron las funciones no diferenciables de Weierstrass, se observó que el movimiento browniano
parecía comportarse de manera muy similar.
El fenómeno fue finalmente explicado por Einstein en 1905, quien demostró que fue causado por
el movimiento molecular[7]; las múltiples colisiones aleatorias de las moléculas del líquido con las
partículas de polen ocasionaban dicho movimiento errático; y Norbert Wiener en 1923 inició de
forma independiente el desarrollo de la teoría matemática del movimiento browniano.

Mostraremos que una forma de definir el procesos estocástico movimiento browniano, es verlo
como la forma limitante de un paseo aleatorio sin restricciones.
Recordemos que una trayectoria de un proceso estocástico, es una función X(ω) : T −→ S tal que
para cada t ∈ T , X(ω)(t) := Xt(ω); donde ω ∈ Ω.
Veamos formalmente que es el movimiento browniano.

Definición 1.5.1. Un movimiento browniano unidimensional de parámetro σ2, es un proceso
estocástico W = {Wt : t ⩾ 0}, que cumple las siguientes propiedades:

1. W0 = 0.

2. Las trayectorias son continuas.

3. W tiene incrementos independientes; es decir, si 0 = t0 < t1 < ... < tm entonces Wti −Wti−1
,

1 ⩽ i ⩽ m son independientes.

4. Para cualesquiera tiempos 0 ⩽ s < t, la variable incremento Wt − Ws tiene distribución
N(0, σ2(t− s))

Nota 1.5.2. Se dice que un movimiento browniano es estándar cuando σ2 = 1.

Si W0 = x, se dice que el movimiento browniano comienza en x.

Sea t > 0 y sean x, y ∈ R; se define la función de densidad de probabilidad del movimiento
browniano con media x y varianza σ2t como

P(t, x, y) =
1√

2πσ2t
e−(y−x)2/2σ2t

Si el movimiento browniano tiene media cero, entonces Wt ∼ N(0, σ2t); y si el movimiento brow-
niano es estándar Wt ∼ N(0, t).

Movimiento browniano como límite de paseos aleatorios.
Consideremos una secuencia de variables aleatorias i.i.d ξ1, ξ2, ξ3, ... y supongamos que E(ξn) = 0
y Var(ξn) = 1.
Definamos el paseo aleatorio

S0 = 0, Sn = ξ1 + ...+ ξn, (n = 1, 2, ...).

así obtenemos que E(Sn) = 0 y Var(Sn) = n.
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Ahora queremos ver a este paseo aleatorio con una cantidad creciente de sumandos en un interva-
lo fijo, y parametrizado como el movimiento como el movimiento browniano; supongamos t ∈ [0, 1].

Para conseguir lo anterior, consideremos S[nt], donde [nt] es la parte entera de nt; por ejemplo
si tomamos el caso particular t = 1 obtenemos que Var(S[n1]) =Var(Sn) = n. Definamos para cada
valor del parámetro n ⩾ 1, el siguiente proceso estocástico

Xn
t =

1√
n
S⌊nt⌋ + (nt− ⌊nt⌋) 1√

n
ξ⌊nt⌋+1 t ∈ [0, 1]

Entonces el teorema de Donsker (lo veremos en el siguiente capítulo) establece que {Xn
t : t ∈ [0, 1]}

converge débilmente a un movimiento browniano.



Capítulo 2

Convergencia Débil en Espacios
Métricos

En este capítulo presentaremos el concepto de convergencia débil en un espacio métrico dado ,
también conocida como convergencia en distribución, la cuál es clave en el estudio del teorema de
Donsker. Y se trabajarán algunas propiedades del espacio C[0, 1].

2.1. Convergencia Débil
Definición 2.1.1. Sea (S, ρ) un espacio métrico y P, {Pn}n∈N, medidas de probabilidad en (S,S).
Decimos que {Pn}n∈N converge débilmente a P y escribimos Pn ⇒ P (ó Pn

w−→ P); si para cada
función f : S −→ R acotada y continua tenemos∫

S

f dPn −→
∫
S

f dP.

Nota 2.1.2. Dado el espacio métrico (S, ρ), denotamos con S a la σ-álgebra de Borel en S y así
denotamos por (S,S) el espacio medible formado por S y por la σ-álgebra S.

Definición 2.1.3. Sea (S, ρ) un espacio métrico y P una medida de probabilidad en (S,S). Un
conjunto A ∈ S es llamado conjunto P-continuo (o conjunto de continuidad P) si P(∂(A)) = 0.
(Donde ∂(A) denota la frontera del conjunto A).

Teorema 2.1.4. Sea (S, ρ) un espacio métrico y {Pn}n∈N, P medidas de probabilidad en (S,S).
Las siguientes condiciones son equivalentes.

i) Pn ⇒ P.

ii)
∫
S
f dPn −→

∫
S
f dP para todo f : S −→ R acotada, uniformemente continua.

iii) ĺım sup
n→∞

Pn(F ) ⩽ P(F ) para cada conjunto cerrado F ∈ S.

iv) ĺım inf
n→∞

PnG ⩾ PG para cada conjunto abierto G ∈ S

v) Pn(A) −→ P(A) para cada conjunto P-continuo A ∈ S

Demostración: La demostración se encuentra en [5].

13
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Definición 2.1.5. (Convergencia en Distribución) Sea (Ω,F ,P), {(Ωn,Fn,Pn)}n∈N espacios
de probabilidad, (S, ρ) un espacio métrico y X : Ω −→ S, {Xn : Ωn −→ S}n∈N variables aleatorias
con sus respectivas distribuciones µX , {µXn}n∈N.
Decimos que {Xn}n∈N converge en distribución a X, si µXn ⇒ µX y escribimos Xn ⇒ X (ó
Xn

d−→ X).

Teorema 2.1.6. Supongamos que (Xn, Yn) son variables aleatorias de S × S. Si Xn ⇒ X y
ρ(Xn, Yn) ⇒ 0, entonces Yn ⇒ X.

Demostración: Para un conjunto cerrado arbitrario F ⊆ S y ϵ > 0, definamos Fϵ = {x :
ρ(x, F ) ⩽ ϵ}. Ahora para cada n ∈ N, si ω ∈ Ω tal que Yn(ω) ∈ F y Xn(ω) /∈ Fϵ, entonces
ρ(Yn(ω), Xn(ω)) > ϵ. Por lo tanto,

{ω ∈ Ω : Yn(ω) ∈ F} − {ω ∈ Ω : Xn(ω) ∈ F} ⊆ {ω ∈ Ω : ρ(Xn(ω), Yn(ω)) > ϵ}

entonces

P [Yn ∈ F ] ⩽ P [ρ(Xn, Yn) > ϵ)] + P [Xn ∈ Fϵ]

Ahora como ρ(Xn, Yn) ⇒ 0, Xn ⇒ X, Fϵ es cerrado y por el teorema 2.1.4, obtenemos

ĺım sup
n→∞

P [Yn ∈ F ] ⩽ 0 + ĺım sup
n→∞

P [Xn ∈ Fϵ]

⩽ P [X ∈ Fϵ]

ahora si ϵ→ 0

ĺım sup
n→∞

P [Yn ∈ F ] ⩽ P [X ∈ F ]

y como F es cerrado, por teorema 2.1.4, Yn ⇒ X.

Corolario 2.1.7. Supongamos que (X,Yn) son variables aleatorias de S × S. Si ρ(X,Yn) ⇒ 0,
entonces Yn ⇒ X

Demostración: Tomemos Xn ≡ X y por el teorema anterior obtenemos lo deseado

Teorema 2.1.8. Supongamos que (Xun, Xn) son variables aleatorias de S×S. SiXun ⇒n Zu ⇒u X
y

ĺım
u→∞

ĺım sup
n→∞

P [ρ(Xun, Xn) ⩾ ϵ] = 0 (2.1)

para cada ϵ, entonces Xn ⇒n X.

Nota 2.1.9. Xun ⇒n Zu, indica una convergencia débil cuando n→ ∞, con u fijo.

Demostración: Nuevamente, para un conjunto cerrado arbitrario F ⊆ S y ϵ > 0, definamos
Fϵ = {x : ρ(x, F ) ⩽ ϵ}, análogamente al teorema anterior tenemos que

P [Xn ∈ F ] ⩽ P [ρ(Xun, Xn) ⩾ ϵ] + P [Xun ∈ Fϵ]
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ahora como Xun ⇒n Zu, Fϵ y por el teorema 2.1.4, obtenemos

ĺım sup
n→∞

P [Xn ∈ F ] ⩽ ĺım sup
n→∞

P [ρ(Xun, Xn) ⩾ ϵ] + ĺım sup
n→∞

P [Xun ∈ Fϵ]

⩽ ĺım sup
n→∞

P [ρ(Xun, Xn) ⩾ ϵ] + P [Zu ∈ Fϵ]

y como Zu ⇒u X y por hipótesis tenemos (2.1) y aplicando el teorema 2.1.4, tenemos que

ĺım
u→∞

ĺım sup
n→∞

P [Xn ∈ F ] ⩽ ĺım
u→∞

ĺım sup
n→∞

P [ρ(Xun, Xn) ⩾ ϵ] + ĺım
u→∞

P [Zu ∈ Fϵ]

ĺım sup
n→∞

P [Xn ∈ F ] ⩽ P [X ∈ Fϵ]

ahora si ϵ→ 0

ĺım sup
n→∞

P [Xn ∈ F ] ⩽ P [X ∈ F ]

y como F es cerrado, por teorema 2.1.4 Xn ⇒ X

2.2. Rigidez en C
Definición 2.2.1. Sea C = C[0, 1] el espacio de todas las funciones x : [0, 1] −→ R continuas, y
definamos la siguiente métrica sobre C; ρ : C × C −→ R tal que, para cada x, y ∈ C

ρ(x, y) = ∥x− y∥ = sup
t∈[0,1]

|x(t)− y(t)|.

Así (C, ρ) es un espacio métrico. Denotaremos con C a la σ-álgebra de Borel en C y con Rk a
la σ-álgebra de Borel en Rk para cada n ∈ N.

Definición 2.2.2. Un espacio métrico (X, d) se denomina completo si todas las sucesiones de
Cauchy convergen.
Recodemos que una sucesión {xn}n∈N es de Cauchy si dado ϵ > 0 existe un entero K > 0 tal que
si m,n ⩾ K entonces ∥xm − xn∥ < ϵ.

Definición 2.2.3. Diremos que un espacio (X, d) es separable, si incluye un subconjunto denso
numerable.

Proposición 2.2.4. El espacio (C, ρ) es completo.

Demostración: Sea {xn}n∈N una sucesión arbitraria de funciones de Cauchy en C. Por tanto,
para cada ϵ > 0 existe un entero K > 0, tal que si n,m > K, entonces ∥xm − xn∥ < ϵ. En
particular, para t ∈ [0, 1],

|xm(t)− xn(t)| ⩽ sup
t∈[0,1]

|xm(t)− xn(t)| = ∥xm − xn∥ < ϵ,

por lo que tenemos que {xn(t)}n∈N es una sucesión de Cauchy. Ahora como R con la métrica
euclídea es un espacio completo, entonces para cada t ∈ [0, 1], la sucesión {xn(t)}n∈N tiene limite
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xt. Así mostramos que xn → x con x ∈ C y como {xn}n∈N es de Cauchy, por lo visto anteriormente
|xm(t)− xn(t)| < ϵ, por tanto tenemos

|x(t)− xn(t)| = ĺım
m→∞

|xm(t)− xn(t)| ⩽ ϵ

para todo t ∈ [0, 1]; por tanto ∥xn − x∥ ⩽ ϵ, lo que prueba que xn → x en C.

Proposición 2.2.5. El espacio (C, ρ) es separable.

Demostración: Para cada k ∈ N, sea Qk ⊆ C el conjunto de polinomios con coeficientes
racionales de grado k ∈ N, y tenemos que |Qk| ⩽ |Qk| (donde | · |, denota la cardinalidad); asi
podemos afirmar que

Q :=
∪
k∈N

Qk

es un conjunto contable, ya que es unión contable de conjuntos contables.
Sea p(t) = a0 + a1t + ... + akt

k un polinomio con coeficientes reales y de grado k. Ya que Q es
denso en R, para cada ϵ > 0 y i < k existe bi ∈ Q tal que |ai − bi| <

ϵ

2(k + 1)
. Si definimos

q(t) = b0 + b1t+ ...+ bkt
k, entonces para cada t ∈ [0, 1] tenemos:

|p(t)− q(t)| =

∣∣∣∣∣
k∑

i=0

(ai − bi)t
i

∣∣∣∣∣
⩽

k∑
i=0

|(ai − bi)|

<
k∑

i=0

ϵ

2(k + 1)

=
ϵ

2

Dado que lo anterior se cumple para cada t ∈ [0, 1] y k ∈ N, tenemos que para cada polinomio con
coeficientes reales p ∈ C y ϵ > 0, existe un polinomio q ∈ C con coeficientes racionales tales que
ρ(p, q) = ∥p− q∥ = sup

t∈[0,1]
|p(t)− q(t)| < ϵ/2. Ahora por el teorema de aproximación de Weierstrass,

para cualquier ϵ > 0, y para cualquier x ∈ C existe un polinomio p con coeficientes reales tales que
ρ(x, p) < ϵ/2. Por lo tanto para cada x ∈ C y ϵ > 0, existe un polinomio p ∈ C con coeficientes
reales y un polinomio q ∈ Q con coeficientes racionales tales que

ρ(x, q) ⩽ ρ(x, p) + ρ(p, q) < ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ

por tanto Q es denso en C. Y como Q ⊆ C es contable entonces C es separable.

Definición 2.2.6. Una medida de probabilidad P en (S,S) es rígida si para cada ϵ > 0 existe
un conjunto K ∈ S compacto tal que P(K) > 1− ϵ. Similarmente, un conjunto K de medidas de
probabilidad en (S,S) es rígida si para cada ϵ > 0, existe un conjunto K ∈ S tal que P(K) > 1− ϵ
para cada P ∈ K.
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Teorema 2.2.7. Si (S, ρ) es separable y completo entonces cada medida de probabilidad en (S,S)
es rígida.

Demostración: Como S es separable, hay para cada k ∈ N una secuencia de Ak1, Ak2, ... de
bolas abiertas de radio 1/k que cubre a S. Elijamos nk ∈ N lo suficientemente grande tal que

P

(∪
i⩽nk

Aki

)
> 1 − ϵ/2k. Ahora como S es completo el conjunto totalmente acotado

∩
k⩾1

∪
i⩽nk

Aki

tiene una clausura compacta K. Por lo tanto tenemos que P(K) > 1− ϵ; por lo que cada medida
de probabilidad en (S,S) es rígida.

Nota 2.2.8. Como (C, ρ) es separable y completo; por el teorema anterior tenemos que cada
medida de probabilidad en (C, C) es rígida.

2.3. Funciones Aleatorias
Definición 2.3.1. Para cada entero k ⩾ 1 y para 0 ⩽ t1 < ... < tk ⩽ 1, definamos la proyección
natural πt1···tk : C −→ Rk por πt1···tk(x) := (x(t1), ..., x(tk)), para cada x ∈ C.

Proposición 2.3.2. Sean los espacios (C, ρ) y (Rk, d) (donde d es la métrica euclidiana). La
proyección natural πt1···tk es continua.

Demostración: Veamos que πt1···tk es continua en y ∈ C. Dado ϵ > 0, existe δ = ϵ√
k

, tal que

para cada x ∈ C con ρ(x, y) = sup
t∈[0,1]

|x(t)− y(t)| < δ, se cumple

d(πt1···tk(x), πt1···tk(y)) =

√√√√ k∑
i=1

|x(ti)− y(ti)|2

⩽

√√√√ k∑
i=1

sup
t∈[0,1]

|x(t)− y(t)|2

=
√
k ρ(x, y)

<
√
k δ

= ϵ

Definición 2.3.3. Un conjunto A ⊆ C es llamado finito-dimensional si existe H ∈ Rk, tal que
π−1
t1···tk(H) = A. Y sea Cf la clase de todos los conjuntos finito-dimensional, es decir
Cf := {π−1

t1,···tk(H) : 0 ⩽ t1 ⩽ ... ⩽ tk ⩽ 1, H ∈ Rk}.

Nota 2.3.4. Podemos ver que Cf ⊆ C. Sea A ∈ Cf ; entonces existe H ∈ Rk tal que π−1
t1···tk(H) = A

y como mostramos que πt1···tk es continua, entonces A ∈ C.

Definición 2.3.5. Sea x ∈ C. El módulo de continuidad de x se define como

wx(δ) = w(x, δ) = sup
|t−s|⩽δ

|x(t)− x(s)|, 0 < δ ⩽ 1.
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Nota 2.3.6. Una condición necesaria y suficiente para que x sea uniformemente continua sobre
[0,1] es

ĺım
δ→0

wx(δ) = 0.

Proposición 2.3.7. Para un δ > 0 fijo, w(·, δ) : C −→ R, es continua.

Demostración: Sea x ∈ C arbitrario y t, s ∈ [0, 1] tal que |t − s| < δ. Para cada y ∈ C,
tenemos

|x(t)− x(s)| = |x(t)− x(s) + y(t)− y(t) + y(s)− y(s)|
⩽ |x(t)− y(t)|+ |y(s)− x(s)|+ |y(t)− y(s)|
⩽ 2∥x− y∥+ |y(t)− y(s)|

si tomamos supremo a ambos lados de la desigualdad con respecto a t, s ∈ [0, 1] tal que |t− s| ⩽ δ,
obtenemos

sup
|t−s|⩽δ

|x(t)− x(s)| ⩽ 2∥x− y∥+ sup
|t−s|⩽δ

|y(t)− y(s)| (2.2)

w(x, δ) ⩽ 2∥x− y∥+ w(y, δ) (2.3)

usando el argumento anterior, si intercambiamos x por y obtenemos

w(y, δ) ⩽ 2∥x− y∥+ w(x, δ) (2.4)

ahora, independientemente de que si w(x, δ) < w(y, δ) ó w(y, δ) < w(x, δ); de las ecuaciones (2.3)
y (2.4) obtenemos que para cualquier x ∈ C

|w(x, δ)− w(y, δ)| ⩽ 2∥x− y∥.

Por tanto, para cada x ∈ C y ϵ > 0, existe η = ϵ/2 tal que para cada y ∈ C rho(x, y) < η, se
cumple

|w(x, δ)− w(y, δ)| ⩽ 2ρ(x, y) < 2η = ϵ

por tanto w(·, δ) es continua en x para todo x ∈ C.

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y sea X : Ω −→ C, donde X(ω) es un elemento de
C con valor en t Xt(ω) = X(t, ω). Para t fijo, sea Xt : Ω −→ R tal que Xt(ω) ∈ R. Ahora Xt es la
composición de πt◦X, donde πt es la proyección natural definida anteriormente. Y sea (Xt1 , ..., Xtk)
el mapeo de Ω en Rk tal que (Xt1(ω), ..., Xtk(ω)) = πt1···tk(X(ω)) en Rk.

Ahora Dado lo anterior, decimos queX es una función aleatoria si y solo si (Xt1 , ..., Xtk) = πt1···tk◦X
es un vector aleatorio, y esto se cumple si y solo si cada Xt es una variable aleatoria.

Recordemos que si Y es una variable aleatoria, la distribución de Y es la medida de probabi-
lidad P = PY −1 en (S,S) (en este caso en (C, C)) definida por

P (A) = P(Y −1(A)) = P[ω : Y (ω) ∈ A] = P[Y ∈ A]
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entonces tenemos

P [(Xt1 , ..., Xtk) ∈ H] = P [ω : (Xt1(ω), ..., Xtk(ω)) ∈ H] = P [ω : (πt1···tk ◦X)(ω) ∈ H]

= P
[
(πt1,···tk ◦X)−1(H)

]
= P

[
(X−1(π−1

t1···tk(H))
]

= P
[
π−1
t1···tk(H)

]
es la distribución de los vectores aleatorios (Xt1 , ..., Xtk).
Supongamos de acá en adelante que X,X1, X2, ... son funciones aleatorias.

Proposición 2.3.8. Sea P y P′ medidas de probabilidad en (C, C). Si P(A) = P′(A) para cada
A ∈ Cf entonces P = P′.

Demostración: La demostración se encuentra en [2].

Teorema 2.3.9. Sea X, {Xn}n∈N funciones aleatorias en C definidas en un espacio de probabilidad
(Ω,F ,P). Si (

Xn
t1
, ..., Xn

tk

)
⇒n (Xt1 , ..., Xtk) (2.5)

y para cada ϵ > 0,

ĺım
δ→0

(
ĺım sup
n→∞

P [w (Xn, δ) ⩾ ϵ]

)
= 0 (2.6)

entonces Xn ⇒n X.

Demostración: La demostración se encuentra en [2]. .



Capítulo 3

Teorema de Donsker

En el siguiente capítulo mostraremos el concepto de medida de Wiener y se construirá el mapeo
adecuado para la demostración del teorema de Donsker.

3.1. Medida de Wiener
Definición 3.1.1. Una medida de probabilidad en (C, C), es llamada medida de Wiener si satisface
las siguientes condiciones:

1. Para cada t ∈ [0, 1], la variable aleatoria xt (xt = Zt); se distribuye normal con media cero
y varianza t, es decir

W (xt ⩽ α) =
1√
2πt

∫ α

−∞
e−u2/2t du (3.1)

Si t = 0, tenemos W (x0 = 0) = 1

2. El proceso estocástico {xt : t ∈ [0, 1]} tiene incrementos independientes, es decir, si

0 ⩽ t0 ⩽ t1 ⩽ · · · ⩽ tk ⩽ 1 (3.2)

entonces las variables aleatorias

xt1 − xt0 , xt2 − xt1 , · · · , xtk − xtk−1
(3.3)

son independientes.

La proyección definida por πt definida por πt(x) = x(t) = xt con x ∈ C es una variable aleatoria
sobre (C, C). Así {xt : 0 ⩽ t ⩽ 1} es un proceso estocástico y llamaremos a xt función coordenada
o variable coordenada.
Definimos la función aleatoria de la variable coordenada en (C, C,W ), como

Z : C −→ C
x 7−→ Z(x) = x

tal que
x : [0, 1] −→ R

t 7−→ Zt(x) = x(t) = xt

20
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Proposición 3.1.2. El proceso {Zt : t ∈ [0, 1]} (proceso de la variable coordenada) en (C, C,W )
es un movimiento browniano.

Demostración: Veamos que satisface las condiciones del movimiento browniano.

1. Por (3.1) tenemos que si t = 0 entonces W (Z0 = 0) = 1

2. Como {Zt : t ∈ [0, 1]} son elementos de C, entonces ∀t ∈ [0, 1] Zt tienen trayectorias
continuas.

3. Por (3.3) tenemos que {Zt : t ∈ [0, 1]} tiene incrementos independientes.

4. Veamos que para cualesquiera 0 ⩽ s < t ⩽ 1, Zt − Zs tiene distribución normal con media
cero y varianza t− s.

La función característica φX de una variable aleatoria X, se define como φX(t) = E
[
eitX

]
.

Veamos que si X ∼ N(µ, σ2) entonces φX(t) = eiµt−σ2t2/2

φX(t) = E
[
eitX

]
=MX(it) =

∫ ∞

−∞

1√
2πσ2

e−(x−µ)2/2σ2

eitxdx = eiµt−σ2t2/2

Sea 0 ⩽ s < t ⩽ 1; dado la definición de medida de Wiener y lo anterior tenemos que

φZs(u) = e−su2/2 φZt(u) = e−tu2/2

además

φZt(u) = E
[
eiuZt

]
= E

[
eiu(Zt−Zs+Zs)

]
= E

[
eiu(Zt−Zs)eiuZs

]
= E

[
eiu(Zt−Zs)

]
E
[
eiuZs

]
(independencia)

= φZt−Zs(u) φZs(u)

por tanto

φZt−Zs(u) =
φZt(u)

φZs(u)
=
e−tu2/2

e−tu2/2
= e−u2(t−s)/2

por tanto φZt−Zs ∼ N(0, t− s)

Proposición 3.1.3. Dada la existencia de la medida de Wiener en (C, C), esta es única.

Demostración: SeaW yW ′ medidas de Wiener en (C, C), (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad
y {Nn : Ω −→ R}n∈N variables aleatorias i.i.d, distribuidas Normal con media cero y varianza 1.
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Sea A ∈ Cf arbitrario, esto es que existe H ∈ Rk tal que π−1
t1···tk(H) = A.

Así tenemos que

W (A) = W (π−1
t1···tk(H))

= W (πt1···tk ◦ Z)−1(H)

= W [ω : (πt1···tk ◦ Z))(ω) ∈ H]

= W [(Zt1 , ..., Ztk) ∈ H]

= W ◦ (Zt1 , ..., Ztk)
−1(H)

= P ◦

(
N1

√
t1, N1

√
t1 +N2

√
t2 − t1, ...,

k∑
i=1

Ni

√
ti − ti−1

)1

(H)

Similarmente

W ′(A) = W ′ ◦ (Zt1 , ..., Ztk)
−1(H)

= P ◦

(
N1

√
t1, N1

√
t1 +N2

√
t2 − t1 , ...,

k∑
i=1

Ni

√
ti − ti−1

)−1

(H)

Así W (A) = W ′(A) para cada A ∈ Cf ; y por la proposición 2.3.8 tenemos que W = W ′, por lo
que la medida de Wiener es única.

Definición 3.1.4. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y para cada n ∈ N definamos el
siguiente mapeo

Xn : Ω −→ C
ω 7−→ Xn(ω)

(3.4)

tal que

Xn(ω) : [0, 1] −→ R
t 7−→ Xn

t (ω)
(3.5)

Sea ξ1, ξ2, ..., variables aleatorias i.i.d con media cero y varianza 0 < σ2 <∞ en un espacio de
probabilidad (Ω,F ,P). Sea S0 = 0 y Sn = ξ1 + ξ2 + ...+ ξn un paseo aleatorio.
Para i

n
∈ [0, 1] definamos

Xn
i
n
(ω) =

1

σ
√
n
Si(ω) con i = 1, 2, ..., n
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1
σ
√
n

2
σ
√
n

3
σ
√
n

4
σ
√
n

5
σ
√
n

1
n

2
n

3
n

4
n

5
n

6
n

7
n

8
n

9
n

10
n

11
n

12
n

13
n · · · t

Xn
i
n

(ω) = 1
σ
√
n
Si(ω)

Ahora para t ̸= i
n
, se define Xn

t (ω) por interpolación lineal de la siguiente manera:

Si t ∈
[
i−1
n
, i
n

)
Xn

t (ω)−Xn
i−1
n
(ω) =

Xn
i
n

−Xn
i−1
n

(ω)

i
n
− i−1

n

(
t− (i− 1)

n

)

Xn
t (ω) = Xn

i−1
n
(ω)

−
(
t− (i−1))

n

)
1
n

+ 1

+Xn
i
n
(ω)

[
t− (i−1)

n
1
n

]

Xn
t (ω) = Xn

i−1
n
(ω)n

(
i

n
− t

)
+Xn

i
n
(ω)

[
t− (i−1)

n
1
n

]
veamos lo siguiente

n

(
i

n
− t

)
Xn

i−1
n
(ω) = (i− nt− 1 + 1)Xn

i−1
n
(ω)

= −n
(
t− (i− 1)

n

)
Si−1(ω)

σ
√
n

+
Si−1(ω)

σ
√
n

por lo tanto

Xn
t (ω) = −n

(
t− (i− 1)

n

)
Si−1(ω)

σ
√
n

+
Si−1(ω)

σ
√
n

+ n

(
t− (i− 1)

n

)
Si−1(ω)

σ
√
n

+ n

(
t− (i− 1)

n

)
ξi−1(ω)

σ
√
n

=
Si−1(ω)

σ
√
n

+ n

(
t− (i− 1)

n

)
ξi−1(ω)

σ
√
n

ahora bien, dado que t ∈
[
i−1
n
, i
n

)
entonces i− 1 = ⌊nt⌋ y por tanto tenemos

Xn
t (ω) =

1

σ
√
n
S⌊nt⌋(ω) + (nt− ⌊nt⌋) 1

σ
√
n
ξ⌊nt⌋+1(ω) (3.6)
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Así para cada ω ∈ Ω y cada n ∈ N, en cada subintervalo
[
i−1
n
, i
n

)
, Xn

t es una función lineal.
Como las ξi y las Si son variables aleatorias, entonces (3.6) define una variable aleatoria para cada
t, por tanto Xn es una función aleatoria.

1
σ
√
n

2
σ
√
n

3
σ
√
n

4
σ
√
n

5
σ
√
n

1
n

2
n

3
n

4
n

5
n

6
n

7
n

8
n

9
n

10
n

11
n

12
n

13
n · · · t

Xn
t (ω) =

1

σ
√
n
S⌊nt⌋(ω) + (nt− ⌊nt⌋) 1

σ
√
n
ξ⌊nt⌋+1(ω)

3.2. Teorema de Donsker
Lema 3.2.1. Sea {ξn}n∈N variables aleatorias i.i.d con media cero y varianza 0 < σ2 < ∞ en un
espacio de probabilidad (Ω,F ,P), {Sn}n∈N un paseo aleatorio y {Xn}n∈N definida como en (3.6).
Si

ĺım
λ→∞

(
ĺım sup
n→∞

λ2 P

(
máx
i⩽n

|Si| ⩾ λσ
√
n

))
= 0 (3.7)

entonces el conjunto de distribuciones {µXn}n∈N es rígida.

Demostración: La demostración se encuentra en [2]

Teorema 3.2.2. (Teorema de Donsker) Sea {ξn}n∈N variables aleatorias i.i.d con media cero y
varianza 0 < σ2 < ∞ definidas en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y {Xn}n∈N definida como
en (3.6). Si la medida de Wiener W existe, entonces {Xn}n∈N converge en distribución a la función
coordenada Z en (C, C,W ) (Xn ⇒n W ).

Demostración: Probaremos el teorema usando el teorema 2.3.8.
Primero mostremos que Xn y Z satisfacen (2.5), es decir,

(
Xn

t1
, ...,Xn

tk

)
⇒n (Zt1 , ..., Ztk); esto es

πt1···tk ◦Xn d−→ πt1···tk ◦ Z.
Dado n ∈ N y t ∈ [0, 1], definamos

ϕn,t :=
S⌊nt⌋(ω)

σ
√
n

ψn,t(ω) :=
nt− ⌊nt⌋
σ
√
n

ξ⌊nt⌋+1(ω)



3.2. TEOREMA DE DONSKER 25

Sea 0 ⩽ s < t ⩽ 1 y n ∈ N arbitrario.
Ahora como

Xn
t =

1

σ
√
n
S⌊nt⌋ + (nt− ⌊nt⌋) 1

σ
√
n
ξ⌊nt⌋+1 (3.8)

entonces

Xn
t −Xn

s =
1

σ
√
n
S⌊nt⌋ + (nt− ⌊nt⌋) 1

σ
ξ⌊nt⌋+1 −

1

σ
√
n
S⌊ns⌋ + (ns− ⌊ns⌋) 1

σ
ξ⌊ns⌋+1

= ϕn,t + ψn,t − ϕn,s − ψn,s

= (ϕn,t − ϕn,s)− (ψn,t − ψn,s)

como los ξi tienen medida cero, tenemos que

E [ψn,t − ψn,s] = E [ψn,t]− E [ψn,s]

=

∫
Ω

ψn,t dP−
∫
Ω

ψn,s dP

=
(nt− ⌊nt⌋)

σ
√
n

∫
Ω

ξ⌊nt⌋+1 dP− (ns− ⌊ns⌋)
σ
√
n

∫
Ω

ξ⌊ns⌋+1 dP

=
(nt− ⌊nt⌋)

σ
√
n

E[ξ⌊nt⌋+1]−
(ns− ⌊ns⌋)

σ
√
n

E[ξ⌊ns⌋+1]

= 0

Var [ψn,t − ψn,s] = E
[
(ψn,t − ψn,s)

2]− E [ψn,t − ψn,s]
2

= E
[
ψ2
n,t − 2ψn,tψn,s + ψ2

n,s

]
− 0

= E
[
ψ2
n,t

]
− 2 E [ψn,t ψn,s] + E

[
ψ2
n,s

]
por hipótesis tenemos que

σ2 = Var
[
ξ⌊nt⌋+1

]
= E

[
ξ2⌊nt⌋+1

]
− E

[
ξ⌊nt⌋+1

]2
= E

[
ξ2⌊nt⌋+1

]
así

E
[
ψ2
n,t

]
= E

[
(nt− ⌊nt⌋)2

σ2n
ξ2⌊nt⌋+1

]
=

(nt− ⌊nt⌋)2

σ2n
E
[
ξ2⌊nt⌋+1

]
=

(nt− ⌊nt⌋)2

σ2n
σ2

=
(nt− ⌊nt⌋)2

n

<
1

n
(pues ∀x ∈ R x− ⌊x⌋ < 1)

Similarmente E
[
ψ2
n,s

]
<

1

n
.
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Ahora

−2E [ψn,t ψn,s] = −2E
[
(nt− ⌊nt⌋)

σ
√
n

ξ⌊nt⌋+1
(ns− ⌊ns⌋)

σ
√
n

ξ⌊ns⌋+1

]
=

−2(nt− ⌊nt⌋) (ns− ⌊ns⌋)
σ2n

∫
Ω

ξ⌊nt⌋+1 ξ⌊ns⌋+1 dP

=
−2(nt− ⌊nt⌋) (ns− ⌊ns⌋)

σ2n
E
[
ξ⌊nt⌋+1 ξ⌊ns⌋+1

]
Si ⌊nt⌋+ 1 = ⌊ns⌋+ 1 entonces E

[
ξ2⌊nt⌋+1

]
= σ2 > 0

y así

−2E [ψn,t ψn,s] =
−2(nt− ⌊nt⌋) (ns− ⌊ns⌋)

σ2n
σ2

=
−2(nt− ⌊nt⌋) (ns− ⌊ns⌋)

n

<
1

n

Si ⌊nt⌋+ 1 ̸= ⌊ns⌋+ 1 entonces

E
[
ξ⌊nt⌋+1 ξ⌊ns⌋+1

]
= E

[
ξ⌊nt⌋+1

]
E
[
ξ⌊ns⌋+1

]
(pues los ξi son i.i.d)

= 0 ∗ 0 = 0

por lo que obtenemos que E
[
ξ⌊nt⌋+1 ξ⌊ns⌋+1

]
⩾ 0 y así −2E [ψn,t ψn,s] ⩽ 0 <

1

n
, n > 0.

por tanto Var[ψn,t − ψn,s] <
3

n

Veamos que ψn,t
p−→ 0

Sea ϵ > 0

P (|ψn,t − ψn,s − 0| < ϵ) = 1− P (|ψn,t − ψn,s − 0| ⩾ ϵ)

> 1− σ2

ϵ2
(desigualdad de Chebychev)

> 1− 3

ϵ2n
→ 1 cuando n→ ∞

esto es que ψn,t − ψn,s
p−→ 0 lo que implica que ψn,t − ψn,s

d−→ 0.
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Ahora

ϕn,t − ϕn,s =
S⌊nt⌋

σ
√
n
−
S⌊ns⌋

σ
√
n
=
S⌊nt⌋ − S⌊ns⌋

σ
√
n

=

⌊nt⌋∑
i=1

ξi −
⌊ns⌋∑
j=i

ξj

σ
√
n

=

⌊nt⌋∑
j=⌊ns⌋+1

ξj

σ
√
n

=

⌊nt⌋−⌊ns⌋∑
j=1

ξj

σ
√
n

(las ξi son estacionarias)

=
S⌊nt⌋−⌊ns⌋

σ
√
n

=

√
⌊nt⌋ − ⌊ns⌋√

n

S⌊nt⌋−⌊ns⌋

σ
√
⌊nt⌋ − ⌊ns⌋

vemos que por el teorema del límite central
S⌊nt⌋−⌊ns⌋

σ
√
⌊nt⌋ − ⌊ns⌋

converge en distribución a una

N(0, 1) := N y como ĺım
n→∞

√
⌊nt⌋ − ⌊ns⌋√

n
=

√
t− s (convergencia casi-segura), entonces√

⌊nt⌋ − ⌊ns⌋√
n

p−→
√
t− s.

Por teorema de Slutsky tenemos que ϕn,t−ϕn,s
d−→ N

√
t− s y de nuevo aplicando Slutsky se tiene

que Xn
t −Xn

s
d−→ N

√
t− s+ 0.

Si tomamos s = 0, obtenemos que Xn
t −Xn

0 = Xn
t − 0 =

d−→ N
√
t.

Sea 0 = t0 ⩽ t1 ⩽ · · · ⩽ tk ⩽ 1 Ahora(
Xn

t1
,Xn

t2
−Xn

t1

)
=

1

σ
√
n

(
S⌊nt1⌋, S⌊nt2⌋ − S⌊nt1⌋

)
+ (ψn,t1 , ψn,t2 − ψn,t1)

d−→ (N1, N2)

Donde N1, N2 son independientes y normales con media cero y varianza t1 y t2−t1 respectivamente.
Haciendo esto inductivamente hasta tk obtenemos que(

Xn
t1
, ...,Xn

tk

)
=
(
Xn

t1
,Xn

t2
−Xn

t1
,Xn

t3
−Xn

t2
, ...,Xn

tk
−Xn

tk−1

)
+
(
0,Xn

t1
,Xn

t2
, ...,Xn

tk−1

)
d−→
(
Zt1 , Zt2 − Zt1 , Zt3 − Zt2 , ..., Ztk − Ztk−1

)
+
(
0, Zt1 , Zt2 , ..., Ztk−1

)
= (Zt1 , Zt2 , Zt3 , ..., Ztk)

y esto es

πt1···tk ◦Xn d−→ πt1···tk ◦ Z

Veamos ahora que se cumple (2.6); es decir que para cada ϵ > 0

ĺım
δ→0

ĺım sup
n→∞

P [w (Xn, δ) ⩾ ϵ] = 0 (3.9)

Para esto veamos primero que se cumple (3.7).

Para cada n ∈ N, sea µn la distribución de la variable aleatoria Sn/σ
√
n. Ahora

E [Sn] = E [ξ1] + E [ξ2] + ...+ E [ξn] = 0 (las E [ξi] = 0)
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Ahora claramente por el teorema del limite central vemos que Sn − E[Sn]

σ
√
n

d−→ N donde N =

N(0, 1); así tenemos que µn
w−→ µN .

Para cada λ > 0, sea Rλ = {x ∈ R : |x| ⩾ λ}. Podemos ver que ∂(Rλ) = {x ∈ R : |x| = λ}
por tanto

µN (∂(Rλ)) =
1√
2π

∫
∂(Rλ)

e−u2/2du

=
1√
2π

∫
{−λ}

e−u2/2du+
1√
2π

∫
{λ}

e−u2/2du

= − 1√
2π

∫
{λ}

e−u2/2du+
1√
2π

∫
{λ}

e−u2/2du

= 0

Esto implica que para cada λ > 0, Rλ es un conjunto µN -continuo y por teorema 2.1.4 (para
distribuciones) tenemos que

µk(Rλ) −→ µN(Rλ) (3.10)

Ahora dado λ > 0 y N una normal estándar, veamos que P(|N | ⩾ λ) < 3λ−4.

Sea λ > 0

P(|N | ⩽ λ) = P(|N | = λ) + P(|N | > λ)

=
1√
2π

∫
{−λ,λ}

e−u2/2du+ P(|N | > λ)

= 0 + P(|N | > λ)

Ahora, para cada n ∈ N

E
[
Nn+1

]
=

1√
2π

∫
R
un+1 e−u2/2du

=
1√
2π

∫
R
un
(
u e−u2/2

)
du

=
1√
2π

∫
R
un−1 e−u2/2du (integrando por partes)

= nE
[
Nn−1

]
por tanto E [|N |4] = E [N4] = 3E [N2] = 3 (1 E [N0]) = 3.
Así usando la desigualdad de Markov obtenemos que

P(|N | ⩾ λ) = P(|N |4 ⩾4) <
3

λ4
= 3λ−4

y tenemos

µN(Rλ) = P(|N | ⩾ λ) < 3λ−4
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y por (3.10) tenemos que para cada λ > 0, existe kλ ∈ N tal que ∀k ⩾ kλ, entonces

µN(Rλ) = µk(Rλ) = P

(∣∣∣∣ Sk

σ
√
n

∣∣∣∣ ⩾ λ

)
= P

(
|Sk| ⩾ σ

√
nλ
)
< 3λ−4 (3.11)

Tomando n ⩾ kλ y 1 ⩽ k ⩽ n tenemos dos casos

Si 1 ⩽ k < kλ. Así tenemos.
Var(Sk) = kσ2 (pues las ξi son i.i.d), y por desigualdad de Chebychev tenemos que

P
(
|Sk − E[Sk]| ⩾ λσ

√
n
)
= P

(
|Sk| ⩾ λσ

√
n
)
⩽ kσ2

λ2σ2n
=

k

λ2n
<

kλ
λ2n

Si kλ ⩽ k ⩽ n. Se tiene por la monotonicidad de las medidas y de (3.11)

P
(
|Sk| ⩾ λσ

√
n
)
⩽ P

(
|Sk| ⩾ λσ

√
k
)
< 3λ−4

Así

máx
i⩽n

P
(
|Si| ⩾ λσ

√
n
)
< máx

{
kλ
nλ2

,
3

λ4

}
y multiplicando por λ2 tenemos

λ2máx
i⩽n

P
(
|Si| ⩾ λσ

√
n
)
< máx

{
kλ
n
,
3

λ2

}

ĺım sup
n→∞

(
λ2máx

i⩽n
P
(
|Si| ⩾ λσ

√
n
))

< ĺım sup
n→∞

(
máx

{
kλ
n
,
3

λ2

})
=

3

λ2

y finalmente si tendemos λ→ ∞, obtenemos que

ĺım
λ→∞

[
ĺım sup
n→∞

(
λ2máx

i⩽n
P
(
|Si| ⩾ λσ

√
n
))]

= 0

Así obtenemos la rigidez de {µXn} y por la demostración del lema 3.1.5 obtenemos que

ĺım
δ→0

(
ĺım sup
n→∞

P [w (Xn, δ) ⩾ ϵ]

)
= 0 (3.12)

Así tenemos que Xn d−→ Z (Xn ⇒n W ).

3.3. Teorema de Donsker (Modelado)
En la sección anterior mostramos de que manera un paseo aleatorio converge débilmente a un

movimiento browniano (teorema de Donsker).
En esta sección, se expondrá un programa hecho en el lenguaje Python el cual verificara la con-
vergencia débil de los paseos aleatorios.

Recordemos que para cumplir las hipótesis del teorema de Donsker, necesitamos que las {ξn}n∈N
sean variables aleatorias i.i.d con media cero y varianza 0 < σ2 < ∞. Para la simulación del
teorema usaremos las siguientes distribuciones:
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D Distribución de las ξn
1 Normal con media 0 y varianza a > 0
2 Uniforme en [−a, a], (a > 0)
3 T de student con parámetro a > 2
4 Bernoulli con p = 1

2

El código de la convergencia débil de paseos aleatorios es el siguiente:

import numpy as np
import matp lo t l i b . pyplot as p l t

def Graf i ca (D, n , a ) :
i f D==1:

L=np . random . normal (0 , a , n ) # Normal
m=0
v=a

i f D==2:
L=np . random . uniform(−a , a , n ) # Uniforme
v=((2∗a )∗∗2/12)

i f D==3:
L=np . random . standard_t (a , n) # T de s tuden t
v=a /(a−2)

i f D==4:
L=np . random . binomial ( 1 , 0 . 5 , n ) # Bernou l l i

for i in range ( len (L ) ) :
i f L [ i ]==0:

L [ i ]=−1
v=1

L=L/(np . s q r t ( v∗n ) )
Xn=np . z e r o s ( len (L)+1)
Xn[ 1 : ] = np . cumsum(L)

x=np . arange (0 , n+1 ,1)
x=x/n

p l t . p l o t (x ,Xn)
p l t . p l o t (x ,Xn, " o " )

print ( Gra f i ca (D, n , a ) )
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Vemos que D representa el tipo de distribución que queremos utilizar. Luego L es el valor que toma
la distribución (L = np.random.normal(0, a, n)), es decir (ξ1, ξ2, ..., ξn) y definimos L =

L√
σ2n

=

L

σ
√
n

, donde σ2=v (varianza) y n es el tamaño de la muestra, obteniendo así

L =

(
ξ1
σ
√
n
,
ξ2
σ
√
n
, ...,

ξn
σ
√
n

)
Creamos un vector lleno de ceros de longitud L para luego aplicar la función cumsum de tal forma
que

Xn =

(
0,

S1

σ
√
n
,
S2

σ
√
n
, ...,

Sn

σ
√
n

)
La primera coordenada es 0, para iniciar en el origen. Finalmente definimos x como la partición(
0,

1

n
,
2

n
, ...,

n− 1

n
, 1

)
. La función plot(x,Xn,”o”) nos imprime el conjunto de puntos

{(
i

n
,
Si(ω)

σ
√
n

)}n

i=0

y la función plot(x,Xn) nos imprime una interpolación de dichos puntos.

Mostremos ahora gráficamente el funcionamiento del algoritmo:

Figura 3.1: D=4, n=70, Bernoulli
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Figura 3.2: D=1, n=1000, a=4, Normal

En la figura 3.1, caso donde tomamos la distribución Bernoulli ”a” puede tomar cualquier
valor, pues en esta parte no se trabaja con ella.

En la figura 3.2, caso donde tomamos la distribución Normal, vemos que si tomamos n mucho
mas grande, se plasma con mayor claridad el movimiento browniano.



Capítulo 4

Conclusiones

Los resultados de transitoriedad y recurrencia nos ofrecen una clasificación de los estados de
un paseo aleatorio. Si

∀y ∈ Z ,P [Sx
n = y infinitas veces] = 0, si p ̸= q,

el estado y es transitorio.

∀y ∈ Z ,P [Sx
n = y infinitas veces] = 1, si p = q =

1

2
, (4.1)

el estado y es recurrente

En vista que el teorema 2.3.9 es indispensable en la demostración del teorema de Donsker,
es necesario definir el módulo de continuidad x, ya que dicho teorema depende de este.

Al definir Xn
1
n

(ω) =
1

σ
√
n
St(ω), se construye por interpolación lineal la función

Xn
t (ω) =

1

σ
√
n
S⌊nt⌋(ω) + (nt− ⌊nt⌋) 1

σ
√
n
ξ⌊nt⌋+1(ω)

la cual hace converger débilmente el paseo aleatorio hacia un movimiento browniano.

La simulación nos muestra que tomando datos reales que puedan estimarse bajo una distri-
bución conocida, el teorema de Donsker funciona sin ningún problema.
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