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Como usar este texto

Como estudiantedd programadeeducacionno presencia delaUniversidad deAntioquia,
Ude@, usted esel centro del modelo educativoy puede controlar € proceso de aprendi-
zaje mediante la organizacion del tiempo arededor de sus intereses. La autonomia, la
disciplina, lacreatividad y €l trabajo en equipo son caracteristicas quele ayudaranen su
formacién para solucionar problemas reales de lasociedad, recurriendo a método dela
ingenieria

Los cursos Ude@ permiten fortalecer estas caracteristicas mediante € desarrollo de

diferentes actividades'.

. Estudioindividual, apoyado en diferentes medios (impresos, audiovisuaes,
multimedia).

. Estudio en grupo y acompafiamiento del profesor atravésdel aulavirtual.

. Tutoriaspresenciaes, cuyafinalidad es apoyar €l aprendizajey afianzar los
temas estudiados.

El texto Ude@

En el modelo Ude@ los contenidos educativos son aportados por cada medio, te-
niendo en cuentalasfortal ezas propias de cadauno de ellos. Desde el punto devista
pedagbgico, €l texto impreso es por tradicion un medio idéneo paralos procesos de
educativos, ya que facilita el aprendizaje de hechos, la comprensién de principios
generaizados o abstractosy €l desarrollo del razonamiento |6gico. En estos aspec-
tos, el texto Ude@ es un medio eficaz paradesarrollar y adquirir tales destrezas.

Estructura del texto

El texto Algebralineal elemental y aplicaciones hasido desarrollado como parte del
material educativo delos estudiantes del programa; sin embargo, su contenido pue-
de ser de gran utilidad para cualquier persona que desee estudiar este tema.

La estructura del texto es lineal, con una progresion gradual de cada tema, lo cual
hace masfécil latransmision del contenido de unamaneraldgica.

Ladivision del texto estadada por capitulos que, asu vez, agrupan modul os o temas.
Al empezar cada capitul o se encuentraun «Contenido breve» que muestrael nimero
y € titulo de los médulos que componen el capitulo. Por su parte, cada médulo
contiene, en su primera pégina, unaintroduccién, los objetivos de aprendizaje, unas
preguntas basicas (relacionadas con los conocimientos previos requeridos) y el
indice temédtico del contenido, que le guiardn en el proceso de aprendizaje sobre €l
tema en particular de cada sesion de clase.

1 Los cursos tienen un cronograma semanal de actividades que lo orientard en su proceso de aprendizaje.



Los iconos y la interrelacion de medios

El material Ude@ ha sido producido de manera integral, teniendo como objetivo
primordial el autoestudio; por o tanto, la produccion de los contenidos se desarrolla
en losdiferentesformatos (audiovisual es, web, multimedia, videoconferencias), con
enlaces entre estos. La esencia de estos enlaces esta dada por los iconos Ude@.

Losiconos, como representaciones graficas delarealidad, seran los elementos gréfi-
cos que le ayudaran a guiarse en su navegacion por los diferentes medios.

i
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Curso en linea Libro impreso  Material audiovisual Multimedia

Sugerencias para los estudiantes

En la lectura del libro:

" Antesdeiniciar el estudio de un capitulo, leael contenido brevey la presen-
tacion.
. Trate de resolver las preguntas bésicas de cadamédul o; estas preguntas estan

disefiadas para ayudarle a comprender los conceptos o temas presentados.

" Lealos g emplosintercalados en los bloques detexto y trate de resolver los
gercicioscon e fin demejorar sus habilidades en la solucién de problemas
reales.

" Complementelalecturadel libro con las herramientas de comunicacion que

posee en el aulavirtual y en su correo electronico.

" Recuerde que sobre el tema que esté estudiando en el médul o impreso tam-
bién existe material disponible en otrosmedios, y que ese material representa
valor agregado, puesto que e contenido delosdiferentes formatos no sere-
pite, sino que se complementa.

En € aula virtual:
" Aprenda cémo funcionan las herramientas indispensabl es para participar en

un curso por red: sistema de correo electronico, sistema de chat, grupos de
discusion, blsguedas en Internet, consulta en bases de datos especializadas,

entre otras.
. Revise el correo electronico todos los dias.
" Visiteconrelativafrecuenciad sitio Ude@y laplataformadonde se publicael

curso en Internet para enterarse de cual quier nuevainformacion. Apdyese en
lared como un sistemade consultay establezca criterios para seleccionar la
informacién requerida.



Introduzca sus datos personales en el aula virtual para que sus tutoresy
compafieros tengan acceso a ellos.

Desarrolle, enlaprimera semana, las actividades preparativas parael curso
indicadasen el aulavirtual.

Dedique por lo menos tres horas semanales por cada crédito asignado a un
curso paraleer losmadulos, realizar trabaj os, participar enlosforos de discu-
sion y presentar evaluaciones, de acuerdo con o establecido en €l cronograma.

Planee su agenda personal para participar activamente en cadacursoy entre-
gar oportunamente sustareas. En caso de algiin imprevisto, debe comunicarse
inmediatamente con €l tutor.

Participe de | as actividades propuestas pararealizar en formaindividual y en
grupos de trabajo. Haga parte de grupos de trabajo conformados con sus
comparieros de curso y en ningun caso pretendarealizar todas | as actividades
sin ayuda de los demas.

Manifieste oportunamente asus comparierosy al profesor lasdificultadesque
se le presentan con las actividades propuestas.

Elabore su propio horario detrabajo independiente parael cursoy cumplacon
el cronogramadel curso.

Realice con honradez las actividades de eval uacién, autoevaluacion y co-
evaluacion que encuentre programadas en €l curso.

Durante su proceso de aprendizaje trate de adquirir autonomiacon €l conoci-
miento, es decir, intente construir nuevos conocimientos recurriendo afuen-
tesdeinformacion bibliograficay asus habilidades de comparacion, andlisis,
sintesisy experimentacion.

M antenga una actitud de colaboracion con compafieros, tutoresy monitores,
y esté siempre dispuesto arealizar | as actividades de aprendizaje.

Relacidnese de manerarespetuosay cordial con los demas estudiantes, con €l
tutor y con los monitores.
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Prologo

El objetivo al redactar estetexto hasido desarrollar lasideas
basicas del algebra lineal y mostrar algunas aplicaciones
interesantes, haciendo un balance para no recargar dema-
siado el desarrollo tedrico y mantener un equilibrio entrela
abstracciony laaplicacion. Asi, algunas demostraciones de
teoremas que resultan facilmente accesibles alos estudian-
tes se dejan propuestas como gercicios, y otras, demasiado
dificiles para el nivel de un curso introductorio, no se pre-
sentan.

El hilo conductor en lapresentacion de lostemashasido la
solucion de los problemas bésicos del dlgebralineal, enun-
ciados por € profesor William Perry, asi:

1. El problemadelasolucion de un sistema de ecuaciones
lineales.

2. El problemadelaconstruccion de unabase paraun espa-
ciovectorial.

3. El problemade laconstruccién de unamatriz querepre-
sente unatransformacion lineal.

4. El problemadelosvaloresy los vectores caracteristicos.

5. El problemadeladiagonalizacion.

De estos, el problema de la «solucion de un sistema de
ecuacioneslineales» yafuetratado en el texto de Geometria
vectorial, en el cual se hace una introduccién a agebra
lineal. Esimportante entonces hacer notar que en este texto
no hay un desarrollo completo del agebralineal basica, sino
gue contindialaexposicion delostemasyacomenzadaen el
CuUrso anterior y, por este motivo, no se tratan los temas de
sistemas de ecuaciones lineales y determinantes.

El problema de la «construccion de una base para un espa-
cio vectorial» se trata en el capitulo 1 sobre espacios
vectoriaes, y en el capitulo 2, ortogonalidad, donde se in-
troduce un algoritmo para la construccién de una base
ortonormal en un espacio vectorial.

El tercer problema, la «construccién de unamatriz querepre-
sente una transformacion lineal », se resuelve en € capitulo
3 sobre transformaciones lineales, y los problemas de «wa-
lores y vectores caracteristicos» y «diagonalizacién» son
tratados en los capitulos 4 y 5.

En laactualidad existen muchos programas de computador
que permiten desarrollar una amplia variedad de tépicosy
resolver gran cantidad de problemas que de otraformacon-
sumirian mucho tiempoy probablementeinducirian acome-
ter errores, dada la magnitud de los célculos que se tienen
que redizar. El lenguagje de computacion MATLAB es un
excelente programa, facil de usar, y calificado paratrabajar
problemas de dlgebralineal. Estelibro no ensefiael mangjo
de ese programa; sin embargo, en lamultimedia disponible
parael curso se plantean algunos gjercicios utilizando esta
herramienta

Agradezco cualquier sugerencia que pueda contribuir a
mejorar posteriores ediciones de este texto. Todas ellas pue-
den enviarse &

clame@matematicas.udea.edu.co

Laautora
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Lanzar al espacio un transhordador es el fruto de afos de trabajo y un triunfo de la ingenieria de sistemas de control. Matematicamente,
las sefiales de entrada y de salida de un sistema de control son funciones y es importante que estas sefiales puedan sumarse y
multiplicarse por escalares. Estas dos operaciones con funciones tienen propiedades algebraicas andlogas a las operaciones de sumar
vectoresen R" y multiplicar un vector por un escalar; por esta razon, el conjunto de todas las posibles entradas (funciones) se llama
espacio vectorial.

Presentacion

En € desarrollo de la geometria vectorial hemos identificado los vectores con los
elementos de R* y R® escribiéndolos como parejas o ternas ordenadas de niime-

ros real es, respectivamente; una vez hecho esto, surge el problemade generalizar
este concepto y tener vectores como n-tuplas, conjuntos ordenados de n compo-
nentes en un espacio de n dimensiones. Ahora, ¢por qué querriamos hacer esto?
Larespuesta puede ser tan simple como decir quelamayoriadelos problemasdela
vidareal involucran mas variables que solo dos o tres.

Es claro que cuando generalizamos €l concepto de vector a n dimensiones, ya no
tenemos|aintuicion geométricaque desarrollamos parael plano (R?) y el espacio

(R®), pero podemos conservar |as propiedades algebraicas.

Nos proponemos definir una estructura algebrai callamada espacio vectorial, don-

de se pueden reunir los conjuntos R?, R® y, en generd, R", ademés de otros con-

juntos tales como las matrices y los polinomios. Con esta abstraccién podemos
identificar losvectores como |os elementos de un espacio vectorial y, en estaforma,
tratar las matrices o los polinomios como vectores.

Capitulo 1

Espacios
vectoriales

Contenido breve

Mddulo1
Definicion y propiedades del
espacio vectorial

Ejercicios
Médulo 1

Maodulo2
Subespacios

Ejercicios
Médulo 2

Mddulo3
Combinacion lineal y subespa-
Cio generado

Ejercicios

Modulo 3

Modulo4
Independencialineal
Ejercicios

Modulo 4

Mddulo5

Basesy dimension

Ejercicios

Maodulo 5

Mddulo6

Subespacios asociados con una
metriz

Ejercicios

Maodulo 6

Mddulo7

Coordenadasy cambio de base
Ejercicios

Maodulo 7



Dentro de los espacios vectoriales podemos reconocer conjuntos que guardan en
su interior la estructura de espacio vectorial, llamados subespacios. Una vez
establecidala estructura desarrollamos | os conceptos de combinacién lineal, inde-
pendencia lineal, base y dimension, los cuales congtituyen los «ladrillos» para la
construccion de espacios vectoriales. Ubicamos como problema central en este
capitulo la determinacion de una base para un espacio vectorial. Otros elementos
gue aportan ala solucion de este problema bési co se presentan en el estudio delos
subespacios asociados con una matriz y en el establecimiento de coordenadas y
cambio de base.



Modulo 1

Definicion y propiedades del
espacio vectorial

., El matematico y lingiiista alemdn Hermann Grassmann
Introduccion (1809-1877) fue el primero en definir un espacio vectorial n
dimensional y la independencia lineal.

Nos proponemaos construir eidentificar la estructura de espacio vectorial con dife-
rentes obj etos mateméti cos. n-tuplas, funciones, polinomios, matrices, etc., alcan-
zando unaasimilacion algebraica del concepto de vector, con €l fin de unificar los
procedimientos de trabajo para problemas, en apariencia, diversos. Esto permite,
ademas, tener una vision de las posibles aplicaciones del concepto.

Objetivos

1. Construir laestructura de espacio vectorial.

2. ldentificar como vectores todos aquell os el ementos de conjuntos que con las
operaciones dadas verifiquen los axiomas de |a estructura.

3. Aprender el manegjo algebraico dentro de un espacio vectorial.

Preguntas basicas

1. ¢(Qué es un espacio vectorial ?

2. ¢Qué propiedades deben cumplir las operaciones definidas de sumay producto
por un escalar?

3. ¢Cuales son los espacios vectoriales mas usuales?

4. ;Qué propiedades tienen el mddulo del espacio y el inverso aditivo de cada
vector?

5. ¢Qué otras propiedades algebraicas se desprenden de la definicidn de espacio
vectorial?

Contenidos

1.1 Ejemplosintroductorios
1.1.1 Lasfuerzas que pueden actuar sobre un punto Vea el médulo 1 del programa de television

1.1.2 Laspargjasde nimerosreales (R?) Algebra lineal.
1.2 Definicion
1.3Ejemplos
1.4 Propiedades

Algebra lineal elemental y aplicaciones 21



Espacio vectorial
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Médulo 1: Definiciény propiedades del espacio vectorial
1.1 Ejemplos introductorios

1.1.1 Las fuerzas que pueden actuar sobre un punto

Consideremos un punto material Py las fuerzas que pueden actuar sobre él. Si
F, yF, son dos fuerzas que actlian sobre P, se puede encontrar una fuerza F

resultante de F, y F, con la propiedad de gjercer sobre P la misma accién que
F, y F, actuando simultaneamente. Asi tenemos unafuerzaF, que resultade sumar
FyF (F=F+F).

VVeamos qué propiedades tiene esta operacion.

Representemos F, y F, por vectores cuya direccion y sentido corresponden alos

delasfuerzas dadas, y su longitud (en una escala determinada) mide la magnitud;
entonces, la resultante queda determinada por la diagonal del paralelogramo, dos

de cuyos lados son |os segmentos correspondientesa F, y F, (figural1.1).

Figura 1.1

SeaT el conjunto detodas|asfuerzas que actlian sobre P; entonces, podemos decir
que:

Vea en su multimedia de Algebra lineal el c6digo
i. S F, yF, pertenecenaT, F, +F, perteneceaT. fuente en MATLAB para ilustrar «Propiedades de
los espacios vectoriales».

Si sobre P tenemostresfuerzas distintas F,F, y F,, podemoscalcular su
resultante de dos formas distintas: (F, + F,) + F, obien F +(F,+F,). Es

decir, calculando primero F = F, + F, y luego laresultantede F con F;, o

bien calculando primero F' = F, + F, y luego laresultantede F, y F'.
2 3 1
Escuche la biografia de Hermann Grassmann en

Una representaci 6n geométricanos muestraque (figura 1.2): su multimedia de Algebra fineal

Algebra lineal elemental y aplicaciones 23



(apitulo 1: Espacios vectoriales

(FR+R)+FR=FR+(FR+F).

Y
e
-
S

/
JFEAF)+F =F +(F,+Fjx

-
-
-

»

Figura 1.2

Por otraparte, existe unafuerzade magnitud cero, fuerzanula, que podemos desig-
nar 0y tiene la propiedad de:

Vi.

ﬂ Ude@ - Para ser, saber y saber hacer

F+0=0+F=F.

Ahora, si Ilamamos la opuestade F aunafuerza F' quetienelamisma
magnitud y direccion que F pero sentido contrario, encontramos que la

resultantede F y F' escero, esdecir:

ParacadaF existe F', tal que F+F'=0. Esta F' sellamara —F.

Por ultimo, esclaro que el orden en €l que se consideran lasfuerzasno altera
laresultante; esto es:

F+F=FK+F.

Veamos ahoraotraoperacion: si F esunafuerzay o unnumerorea, [lama-

mos aF lafuerzaquetiene lamismadireccion de F, sumagnitud es |a|

vecesladeF y susentido esel mismodeF si o espositivo, y opuesto aF
S« esnegativo.

Hemos entonces definido una operacion cuyos «factores» son unafuerzay
un nuimero real y su resultado es otra fuerza. Esta operacién se dice que es

externa, yaque haceintervenir un elemento (el nimero «) que no pertene-
ceal conjunto T.

Veamos algunas propiedades de esta operacion:

Si a esunnumerorealy F T, entonces aF T.



Vii.

Razonando geométricamente, podemos verificar que (figura1.3):

a(F +F,)=aF +aF,.

ol

"N a(F, + F) = aF +aF,

>

ok,

Figura 1.3

Aplicando ladefinicion, se puede comprobar que:

viii.

iX.

(ax+p)F =aF + pF.

a(BF) = (ap)F.

1.F=F.

1.1.2 Las parejas de niimeros reales ([R?2)

Méddulo 1: Definicion y propiedades del espacio vectorial

Definimos en R? una operacion binariainterna (es decir, los elementos que inter-

vienen en laoperacion pertenecen a R?) quellamaremos suma, asi:

(% Y) + 06, Y,) = (4 + %, Vi +Ys),

S (%, Y1) Y (%, Y,) € R?, entonces (x,, ;) + (X%, ¥,) € R?.

Hay también unaley asociativa, es decir,

[0 ) + (%, ) [+ (% ¥5) = (X + %, Yo+ Y,) + (%, Ys)
= (% +% %, Yy + Yo + V).

0 seaque lasuma de dos parejas de R? es otraparejade R?; se cumple entonces
que:
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Vii.
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Por otra parte,

(xl,y1)+[(x2,y2)+(x3, ys)] = (leY1)+(X2 X, Yot Y3)

=(X+X+X, Y+ Y, +Ys)
luego:

[0 ¥) + (%o ¥2) ]+ (%5, ¥5) = (% Ya) +[ (%0 ¥2) + (%5, ¥5) |

Existe, ademés, un elemento de R? queesel (0, 0) tal que:

(x,y)+(0,0) = (x, y) paratodo (x, y) en R?.

Asi mismo, paracadapar (X, y) podemostomar € par (—x,—Y), demodo que:
(%) +(=x-y) = (0,0).

Finalmente, hay unaley conmutativa, puesto que:

(X ¥) + (%, Y5) = (4 + %, Vi +Y,) = 06+ X, Yo + Y1) = (%, Y5) + (X, Vi)

Entonces,

(le Y1) + (sz yz) = (sz Y2) + (Xv yl)'

Definimos ahora una segunda operacion, externa, entre un nimeroreal y un
par, asi:

2 (Xv y) = (O!X, O!Y),

cuyo resultado es un elemento de R?; con esta operacion se verifican las
siguientes propiedades:

S aeRy(xY)eR? entonces a(x,y) € R

Veamos ahoraque:

a[(%: Y1) + (%, o) | = a(x, i) + (%, Ys)-

Demostracion

a[(%, Y1)+ (%, Vo) | = a(X + %, Vi +Y,) = (a(X +X%,), a(¥, +Y,))

= (axl +ax, ay, +aYZ)-
Por otro lado,

a(X, ) +a(x,,Y,) = (ax, ay) +(aX, ay,) =(ax +axX, ay, +ay,).



viii.

(a+B)(xY) =a(xy)+B(XY).

Demostracion

(a+P)(xY) = ((a+ P, (a+p)y)=(ax+BX, ay+BY) y

a(x,y)+ B(xY) = (ax, ay)+(BX BY) = (ax+ BX, ay+BY).

a[f(xY)]=(B)(xY).

Demostracion

al B(x.Y)] = a(Bx, BY) = (afx, afy) y
(@P)(x,Y) = (afX, afy).

(%, y) = (X, Y)-

Demostracion

(%, y) = (Ix,1y) = (X, y).

1.2 Definicion

Méddulo 1: Definicion y propiedades del espacio vectorial

L os gemplos anteriores nos sirven para obtener un conjunto de propiedades co-
munes aellos. Todos|os resultados que podamos deducir a partir de dichas propie-
dades seran vaidos en los ggemplos realizados y en cualquier otro que goce de las
mismas propiedades.

A estas propiedades comunes|as |lamamos axiomas en la siguiente definicién.

Un espacio vectorial V es un conjunto de objetos Ilamados vectores con dos
operaciones, suma y producto por un escalar, que satisface los siguientes axio-

mas.

Vi.

Si ay b son elementosde V, entoncesa + b pertenece aV; o de otraforma,

la suma es una operacioén cerradaen V.

(a+b) + c=a+ (b+c) paratodoa,b,c e V.

ExisteunelementoOenVta que a+ 0=0+ a=a paratodaa V.

Paracadaa €V existeunelemento—a €V ta que a+ (-a) = 0.

a+b=Db+a paratodo a,b enV.

SiaeVyaesunescdar (¢cR 0 ae C), entonces ca €V; es decir,

V es cerrado bajo la operacion producto por un escalar.
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Vil.

viii.

X

a(a+b) = aa+abparatodo escalar o y paratodo ay b eV.

(e+B)a=aa+ papaatodo a, f escdaresy aeV.

a(pa) = (af)a paatodoa, f escdaesy aeV.

la=apaatodoaeV.

Nota: cuando los escalares son nlimeros real es, decimos que setrata de un espacio
vectoria real, y en caso de que sean numeros complejos hablamos de un espacio
vectoria complejo.

En el axioma viii debe notarse que €l signo + a lado izquierdo de la igualdad se
refierealasumaen el conjunto de escalares, y el signo + a lado derecho denotala
sumaen el conjunto de vectores V.

1.3 Ejemplos

1
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R", con las operaciones de sumay producto por un escalar definidas usual-
mente, tiene estructura de espacio vectorial.

Sea V=IP’n={P/ p(x)=a, x"+a,, X" +..+a X+a,, a € R} el conjunto
delos polinomios de grado menor o igual quen.

El elemento O (neutro) en P, s 0, =0x"+0x"" +...+ 0x+0.
S P(X)=a,x"+a, X" +..+ax+a, Y
Q(X) =b, X"+b, X" +...+bx+h,,

entonces

(P+Q) (X)) = P(X)+Q(X) =
(8, +b,) X"+ (@, .+, )X+ (a,+By) X+ (8 +1y).
Seve claramente que lasumade dos polinomios de grado menor o igual que

n esotro polinomio de grado menor o igual quen. Se pueden comprobar las
propiedades iiy v ax con:

(@p)(x) = a[ p(x)]

=aa X"+aa,  X"'+..+aa x+taa, apeP,

—p(¥) =-a,x" ~a, X" +..-ax-a

P(x) +[-p(x)] = 0(x).



Méddulo 1: Definicion y propiedades del espacio vectorial
S V=M, (conjuntodematricesmpor n) conlasumay lamultiplicacion
escalar usuales, esfécil verificar que M, esun espacio vectoria con0
como lamatrizcerode M, ,.Si A=(&;) ), entonces — A=(=a;) )

-Ae M.

Sea S, e conjunto de matrices invertibles de 3x3. Se definelasuma
A®B por A®B = AB. Si Ay B soninvertibles, entonces AB esinvertible
y secumplei.

El axiomaii eslaley asociativa paralamultiplicacion de matrices. Los
axiomasiiiyivsesstifacencon 0 =1, y — A=A". Snembargo, AB= BA 'y
el axiomav no se cumple; por lo tanto, S, no es un espacio vectorial.

Sea V = C[a,b] =conjunto de funciones continuas de valores reales
definidasen el intervalo [a,b] . Se define:

(f+9) () =1(+9(x) y (af)(x) = alf(X)].

Como lasumade funciones continuas es continua, el axiomai secumple; de
lamismaformael producto de un escalar por unafuncién continuatambién
esunafuncién continua (propiedad vi). Los otros axiomas se verifican

facilmente con 0, lafuncion 0y (—f)(x) = —f (x). Luego C[a,b], con las
operaciones definidas, tiene estructura de espacio vectorial.

SeaV el conjunto de los nimeros reales (R) con las operaciones

X@y=X-Yy (@ esla resta ordinaria) y la multiplicacion por un esca
lar como lamultiplicacién ordinaria. Veamossi V esun espacio vectorial.

X®y y ax sonnumerosreales, lo cual verificalas condicionesi y vi
deladefinicion.

Veamos qué pasa con la propiedad conmutativa.

Seax=2yy=3

Xy =2-3 =-1

y®x =3-2 =1,
luego:
X@y # yDX.
Ademés, las propiedadesii, iii y iv tampoco se cumplen. Las propiedades

vii, ix y x se cumplen, pero la propiedad viii no; veamas por qué:
Seaa=2 =3 x=4
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(a+p)x =(2+3)4 =5x4 = 20,

pero:
axX® Px =2x4-3x4=8-12=-4.

SeaV ={(x,y,2): ax+by +cz=0, a b, c e R}.

Esto es, V es € conjunto de puntos en R*que estan en el plano con vector
normal (a, b, ¢) y que pasapor €l origen.

Veamos si se cumplen las dos propiedades de cerradura, es decir, i y vi.

Sean (X, ¥,,2) Y (%,Y,,2,) elementosde V; veamossi

(G + %, Yi+Y,, Z+2) €V,
Como (X, Y,,2) €V, @
ax, +by, +cz = 0.
Deigual forma,
ax, +by,+cz,= 0. (]
Al sumar y factorizar (1) y (2) obtenemos:
a(x+ %) +b(y,+y,) + ¢(z+2) = 0.
Estaexpresionsignificaque (X, + X,, Y, +V,, Z+2) €V.

Ahora observemos qué sucede con « (X, Y;,2), a€R.

ax+by,+ cz=0,
a(ax+by + cz)=a0=0,
aax+bay,+caz=0.

Por lo tanto:

(ax,ay, az) eV,
esto es:
a(X, % z)eV.

Ademés, si o =0, setieneque(0,0,0) €V,y con g = -1 tenemos
que:



Méddulo 1: Definicion y propiedades del espacio vectorial
- (X11 yl ZJ.) € V,

con lo cual verificamos las propiedadesiii y iv. Lasdemés propiedadesse
comprueban fécilmente aplicando las propiedades de |os nimeros real es.

El siguiente g emplo nos muestra que no necesariamente la sumavectorial
ha de estar relacionada con la suma ordinaria, y que el vector cero, 0, no
tiene querelacionarse con el nimeroreal 0.

Sea V ={x/xeR, x > 0}.Lasumay lamultiplicacion escalar sedefinen asi:
X®Yy =Xy Yy a®Ox=X" aecR.

Veamos que V, junto con estas operaciones, es un espacio vectorial. Com-
probemosinicialmente las dos propiedades de cerradurai y vi.

Sean x, y € V; entonces, x®y = xy e V. El producto dedosreal es positi-
VoS es un real positivo.

Ahora,sean ¢ e R y x € V; entonces, a ® x = x*. Como x esun real

positivo, al elevarlo a cualquier potenciareal se obtiene un nimero real
positivo.

Ejemplifiquemos algunas sumasy multiplicacionesescalaresen V.

2 O 3=3F=9

304=3x4=12
\ \

4®8=232...
Escdar  Vector
1 1 1
= O 4=4"=_ ==
2 42 2
N N

Escdar Vector

. Comprobemoslapropiedad asociativa. Seanx,y, z, enV. Entonces,

x@y)®z=(XY)z = X(y2) = XD (YD 2).

A A
Definicion de Propiedad asociativa
laoperacion del producto entre resles

" | déntico aditivo:

Encuentre 0 eV ta que

X®0=x,
X 0=x.
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Luego 0=1; esdecir, el nimero real positivo 1 esel idéntico aditivo
0 «Cerox» para este espacio.

. Inverso aditivo.

Paratodo Xe€V, —X debe satisfacer que

X@® (—x) =0,
luego x(—x) =1.
Asi que —x = 1

X

Comox >0, 1 > 0 ; por lotanto,
X

X eV.

L as demés propiedades | as dejamos como gjercicio.

1.4 Propiedades

Teoremal
Sea V un espacio vectorial. Entonces:

i. El elemento neutro, 0, de V es Uinico.
ii. Paratodo X € V existeun Unicox’ e V ta quex+x’' =0.

iii. a0=0paratodo escalar a.

iv. Ox = Qpara todo X € V.

V. S ax =0, entoncesa=0 0 x =0 (0 amnbos).
vi. (-Dx =-xparatodo xeV.
Demostremos las partes i, iii y vi del teorema.

i. Supongamos que 0y 0" son elementos neutros de V; entonces,

0+0'=0'y0'+0=0, propiedad iii
luego 0'=0+0'=0'+0=0. propiedad v
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iii. 0+ 0=0, propiedad iii
a(0+0)=a0, multiplicando por «
a0 + a0 = 0, propiedad vii
(20 + a0) +(—a0) = o0 + (—0), (sumaaamboslados—«0)
a0+ (a0+ (—0)) =0, propiedadesii y iv
a0 +0=0, propiedad iv
a0 =0. propiedad iii

vi. 1+ (-)=0,
0=0x=[1+(-Dlx=Ix+ (-Yx =0,
X+ (-D)x + (=x) = =X,
X+ (=x))+ (-Dx = -x,
0+ (-Dx =-x,
(-Dx = -x.

¢Qué propiedades se aplican en los pasos de |la demostracion?
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Ejercicios del capitulo 1 (mddulo 1)

Verifique con detalle que R" esun espacio vectorial.

Verifique con detalle que P, esun espacio vectorial.

En e gemplo 7, verifiquelos axiomasii, v, vii, viii, ix y x de ladefinicion de espacio vectorial.
Verifique con detalleque M, esun espacio vectorial.

En el gemplo 8 verifiqueel cumplimiento delosaxiomasv, vii, viii, ix y x deladefinicion de espacio vectorial.

Enlosejercicios6 a 16 determinesi el conjunto dado, junto con las operaciones dadas, es un espacio vectorial. Si nolo es,
mencione a menos un axiomade ladefinicion que no se cumple.

14.

34

SeaV = {(X, y,2)eR®/z=0, x,ye R} con las operaciones usuales de R®.

SeaV =R, conlasoperaciones ordinarias de sumay multiplicacion en R.

SeaV el conjunto de matrices simétricas realesde nx n con las operaciones matricial es usual es.
SeaV  conjunto de matrices antisimétricasrealesde nx n con las operaciones matriciales usuales.
SeaV el conjunto de matricesinvertibles nx n con las operaciones matricia es ordinarias.

SeaV  conjunto de matrices no invertibles nx n con las operaciones matricialesordinarias.

SeaV ={A,,/ AC =0, C esunamatriz constante de nx n} con |as operaciones matriciales ordinarias.

Sea V €l conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales (x, y) con x <0, con las operaciones usuales

en R2.

SeaV = {C} (un conjunto con un solo elemento) con las operaciones de sumay producto por un escalar definidas

por C+C=Cy aC=C paratodo « € R.

SeaV d conjunto R* con laoperacion de sumausual y laoperacion producto por un escalar definida por:

a0 (XY,2)=(xL42), aeR.
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16.

17.

SeaV e conjunto R® con laoperacion de sumadadapor (x,V;,2)® (X,,Y,,2,) = (X, Y, +Y,,2,) Y laoperacion
producto por un escalar usual.

Demuestre las partesii, ivy v del teoremal.

Si X y y son vectores de un espacio vectoria V, demuestre que existe un vector tnico zeV tal que X+z =Y.
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Modulo 2

Subespacios

Introduccion

3 .
En R” las rectas y los planos que pasan por el origen son

En muchas aplicaciones es necesario emplear subconjuntosde espaciosvectoriales,  gpespacios.
gue son a su vez espacios vectoriales. En el médulo 1 vimos que € conjunto de
ternas ordenadas que forman un plano que pasa por el origen es un espacio vecto-

rial, asi que tanto R® como este subconjunto son espacios vectoriales.

Objetivos

1. Reconocer en V aquell os subconjuntos quetienen estructura de espacio vectorial.

2. Aplicar €l criterio de subespacio para determinar subespacios en un espacio
vectorial V.

3. Aplicar las propiedades de |os subespacios.

Preguntas basicas

1. ¢Qué es un subespacio?

2. Si H esun subespacio deV, ¢el elemento neutro de V perteneceaH?

3. ¢Eslainterseccion de subespacios de V un subespacio de V? ¢Lo eslaunién?
4. ¢Entodo espacio vectorial hay subespacios?

Contenidos
2.1 Definiciony criterio de subespacio

2.2 Ejemplos
2.3 Propiedades

Vea el modulo 2 del programa de televisién
Algebra lineal.
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2.1 Definicion y criterio de subespacio

Sea H un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V'y supdngase que H en si
MiSMOo es un espacio vectorial con las operaciones de sumay multiplicacién por un
escalar definidas en V. Entonces se dice que H es un subespacio de V.

El siguiente teorema nos mostrard un resultado que simplificara notablemente el
trabajo para determinar si un subconjunto de V es 0 no un subespacio de V.

Teorema l: Criteriodesubespacio

Un subconjunto no vacio H del espacio vectorial V es un subespacio de V si se
cumplen las dos reglas de cerradura. Esto es:

1 Si XxeH e yeH, entonces Xx+ye H.

2 S xe H, entonces axe H paratodoescaar a.

La demostracion del teorema consiste en verificar que a darse las dos reglas de
cerradurase verifican los demas axiomas de ladefinicién de espacio vectorial .

Como losvectoresde H también estanen V, lasleyes de asociatividad, conmutatividad,

de distribucion y de identidad multiplicativa (axiomasii, v, vii, viii, ix y X) se cum-
plen.

Ahora,si X € H, entonces Ox € H por (2) y 0x = 0 (teoremal, modulo 1). Deigua

manera, (-)x e H y (-1)x = —x (teoremal, médulol), verificandose e axiomaiv.
Con esto queda completala demostracién.

El teoremaanterior establece que paraprobar si un conjuntoH,H < Vesonoun
subespacio de V, basta con probar las dos reglas de cerradura.

Como consecuenciadel teorema podemos expresar [0 siguiente:
i. Todo subespacio de un espacio vectorial V contiene el 0.

ii. Todo espacio vectorial tiene dos subespaciostriviales: el mismo espacio
(V = V) y € conjunto quetiene como Unico el emento el médulo. ¢Por qué?

Los subespacios distintos a V'y {0} se [laman subespacios propios.

2.2 Ejemplos

1 Sea H={(x,y)/y = mx, mes un redl fijo y xeR}.
HcR?y HzQ.

Sean (x,Y,) Y (%, Y,) elementos de H; entonces,
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(X %) = (3, M) Y (%, Y,) = (X, mx,).
(X +X, Y1+ Y,) = (X + X%, MX +MX,)
= (% + %, M(X, +X,)).
Luego:
(% +%, i +Y,)eH.
Ahora, sea (X,y)eH yveamoss a(X,y)eH.
(xy) = (x,mx),
a(xy) = a(x,mx) = (ax, amx) = (ax, M(a X)),

(ax, m(ax))eH.

Por |o tanto:
a(x,y) eH.

En consecuencia, € conjunto de puntos del plano que estan sobre unarecta
que pasa por €l origen forma un subespacio de R>.

Sea H={(xy)eR*/y=mx+b}, HcR*, H @

Veamos si H es un subespacio de R?.

H esta formado por |os puntos sobre una recta de pendiente m e intercepto
con el gieyigual ab; esdecir, unarectaque no pasapor el origen.

Sean (x,V,)Y (%,Y,) elementosdeH. Veamossi (x,y;)+ (%.,Y,)eH.
(4, ¥) = (X, mx +b), (x,Y,) = (%, mx, +b).

(XY + (%0 Y2) = (X%, Y+ Y,) = (% X, MX +b+mx, +b)
= (% +%, M(x +X,)+2b).

Luego (x,V,) + (%, Y,)&H ; por lo tanto, H no es un subespacio de R?.

Sea H ={(x,y,z)eR3/x=at, y=Dbt, z=ct; a, b, c,teR}.

H es el conjunto de puntos de R* que estén sobre unarectadel espacio que
pasa por €l origen. Comprobemos para H las dos reglas de cerradura.

Sean (X, ¥1,2) Y (X, Y,,2,)€H; entonces,

(%4, ¥1,2) = (@bt ct), t, R,
(%Y 2,) = (at,, bt ct), t, e R,
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(%, ¥1,2) + (%, Y,,2,) = (at; +at,, b, +bt,, ct;, +ct,)
= (at, +t,), b(t, +t,), ct,+t,)), (t +t,)eR.

Luego (X, ¥1,2) + (%, ¥,,2))eH y

a(x, ¥1,2) = (a(at,), a(bt), a(ct))
= (a(at), blat)), c(at))eH, (at, €R).

Asi que H es un subespacio de R®.

En R? tenemos los siguientes subespacios: |os subespacios triviales R? y

{0} , Y un subespacio propio, las rectas que pasan por €l origen.

L os subespacios propios de R*son las rectasy |os planos que pasan por €l
origen.

Sabemos que todo polinomio es una funcidn continua, asi que el conjunto
de polinomios de grado menor o igual que n en el intervalo cerrado

[a,b], P [a,b] esun subconjunto del conjunto de funciones continuas
dentro del mismointervalo.

P[a,b] =C[a,b].

Como PP, esun espacio vectorial paratodo entero n, entonces esun

subespacio de C[a,b] .

Sea C'[a,b] el conjunto de funciones con primera derivada continua,
definidasen [a,b] .

Como todafuncion derivable es continua, entonces C'[a,b]=C[a,b]. Ade-

més, la suma de funciones diferenciables es unafuncion diferenciable, y un
multiplo constante de unafuncién diferenciable es diferenciable. Seve

entonces que C'[a,b] es un subespacio propio de C[a,b] , ya que no toda
funcidn continua es diferenciable.

2.3 Propiedades

Teorema?2

Sean H, y H, subespacios de un espacio vectorial V. Entonces H, n H, esun
subespacio de V.
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Demostracion

H,nH,z0yaque0eH, nH,.

Sean X, y X, elementos de H, N H,, luego x, e H, y X, € H,. Igualmente,

X,eH; y x,eH,.Como H, y H, son subespacios, se cumple que
(X, +X,)eH, ¥y (X, +X,) € H,.
Esdecir:
(X, +X,) € H,NH,.
Ahora, ax, €eH, y ax,eH,, ya que x, eH, y X, eH,.
Luego:
axX, eH NH,.
Por lo tanto, se cumplen las dos reglas de cerraduray H, m H,es un subespacio.

La interseccion de subespacios es un subespacio, pero la union (H, WH,) no
necesariamente es un subespacio.

Ejemplo

H,={(x y)eR*/ y=Xx}.
HZ:{(x,y)eRzly:ZX}.
@LDeH vy @2eH,.

Entonces.

@LYeH,VH,)Y (L 2) € H,UH,.

Pero (1L, 1)+, 2)=(2,3) ¢ (H,uH,)yaque (2,3)¢H, y (2,3) ¢ H,.Asi que

H, U H, no escerrado bajo la suma; por lo tanto, no es un subespacio.
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Ejercicios del capitulo 1 (mddulo 2)

Enloségercicios 1 al2 sedan un espacio Vy un subconjunto W. Determine si W es un subespacio.

1 V=R? W={(xy):x=y}.

2 V=M, W={AecM, : Aessimétrical.

3 V=R, W={(x,y,2) e R®:(x,,2) esperpendicular a(a,b,c)}.
4, V=P, W={peP,: p(0)=0}.

5. V=P, W={peP,:p0)=1.

6. V=P, W={peP,: gradodep=4}.

7. Latrazadeunamatriz A, , sedefinecomo:

trA=a,+a,+..+a,.
SeanV=M_,yW={AeM_ : trA=0}.

8 V=M, W={AeM,,: A a0
d = ] = S . = .
22 22 0 b

[a c

9 V=M,, W:{Ae M, : A= q f] dondea:20+1}.
la b ¢

10 V=M, W:{AeMzg:A: 4 0 O]dondeb:aJrc}.

=

V=C[0,1, W={f eC[0,1]: f(0) = f()) =0}
12 V=C[0,1, W={feC[01:f(0)=1.

_ 0 b c a b c
13 SeanV=M,, W=1AecM,,: A= d e f Yy W,=4AecM,: A= d e 0 conb=a+c;.

a Demuestre que W, y W, son subespacios.

b. Describa el subconjunto W =W, "W, y demuestre que es un subespacio.
14 SeaW={xeR":AX=0, conAeM,,,}.

Demuestre que W es un subespacio de R". W sellamaespacio nulo delamatriz A.
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16.

Sean x=(1, 2, 4) ey = (-3, 2, 0) dosvectoresen R® y sea
W={UER3:u=ax+ﬂy, con a,ﬂeR}.

Demuestre que W es un subespacio de R®.

Sean W, y W, subespacios de un espacio vectoria V.

Sea W+W, ={v:v=Vv,+V, conv, eW yv, eW,}.

Demuestre que W, +W, es un subespacio de V.
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Maodulo 3

o \1..\',”.; b
° o 7 ° K j' ] 1 !/?..
Combinacion lineal y subespacio AN

generado =

o |

Introduccion

I'niciamos el médul o definiendo qué es combinacion lineal, concepto necesario para
laconstruccion de subespaciosapartir de subconjuntosfinitos del espacio vectorial
V. Al subconjunto dado |o llamamos conjunto generador, y a subespacio construi-

‘F
i

do, subespacio generado. L~ 2N
=it "

.-'!ug "__,.

e (WG

Objetivos L= E)b) &2

La gréfica representa los subespacios generados por

1. Definir unacombinacion lineal .

2. Generar un subespacio de un espacio vectoria a partir de un conjunto. {( 1 )} , {Xz}
-1 .

3. Diferenciar un conjunto generador del subespacio generado por €.

Preguntas basicas

1. ;Qué esunacombinacion lineal ?
2. ¢Cuando un conjunto genera un espacio vectorial ?
3. ¢COmo se genera un subespacio de V a partir de un subconjunto de VV?

Contenidos

3.1 Definiciény g emplosde combinacion linea
3.2 Conjunto generador de un espacio vectorial
3.3 Espacio generado por un conjunto de vectores

Vea el mddulo 3 del programa de television
Algebra Lineal.
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(apitulo 1: Espacios vectoriales
3.1 Definicion y ejemplos de combinacion lineal

Definicion 1

) Sean V,,\,,...,V, vectores en un espacio vectorial V. Decimos que x es una combina-
Vea en su multimedia de Algebra lineal el

cédigo fuente en MATLAB para ilustrar cion lineal delos vectores v,,\,,..,v, S existen escalares a,,a,,..., 8, , tales que:
«Combinacién lineal».

X=aV, +a,V, +...+a,V,

:qui.

Observaciones

1 Toda combinacién lineal de vectores de un espacio dado es otro vector del
miSmMo espacio.

2 El modulo de un espacio vectorial es combinacion lineal de cualquier con-
junto de vectores del mismo espacio.

0= 0v,+0v, +...4+0v,.

3 Todo vector es combinacion lineal de si mismo.
X, =1x;.

4 Todo vector es combinacion lineal del conjunto que contiene dicho vector.
v, =1v,+0v, +...+0v,.

Ejemplos

1 Lafigura3.1 muestraun vector v en R? o R* como combinacionlineal de

los vectores v, y Vv,.

Vs i
p v =ov 4+ 6.V, T
o — f}“
W, fﬂ'”
&V
Figura 3.1
2 Si a y bsonvectoreslibres, Pr(a/b), laproyeccion de a sobre b, esuna

combinacion lineal de b, y Pr(B/ 21) esunacombinacion lineal de a,
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Méddulo 3: Combinacién lineal y subespacio generado

-5 4 1

En R, | -2 | esunacombinacionlineal delosvectores |1 | y | 0| yaque:
-7 2 -1

-5 4 1

-2|=-2|1|+3| 0].

-7 2 -1

En R?, sean v,= (2,1) y v,= (-4, —2). Veamossi v = (6, 3) esuna

combinaciénlineal de v, y v,.
Debemos entonces determinar si existen escalares a, y a, talesque

V=aV, +qV,.
(6! 3) = a1(2!1)+a2 (_4l - 2)

Luego

6=2a —4a,,
3=4a —2a,,

2 -4][a] [6
1-2|la,| |3
Lamatriz aumentada es:
2 _4| 6 operaciones elementales 1 _2| 3
1 _2| 3 sereduce a 0 0| O )

El sistematieneinfinitas solucionesdadas por & = 3+2a, y a,eR. Por

gemplo,si a,=1, a =5y (6 3) =52 1) + (-4, —2); perosi hacemos
a,=0 a=3y (63 =321+ 0(-4, -2, ec.

Demodo que Vv esunacombinacién lineal de v, y v,demuchas maneras.

Podemos entonces observar que si un vector v es una combinacion lineal
de v, V,,..,V,, entonces esa combinacion lineal puede no ser Unica.

En P, sea A= {-1+x, 1+X°, 2x+x*} . Veamossi Q(x) = 3+x* +x° €s
unacombinacion lineal deA.

Expresemosa Q(Xx) como unacombinacion linea delospolinomiosdeA.
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Capitulo 1: Espacios vectoriales

3+ X +x°= a(-1+X)+a,(L+X*) +a,(2x+ X°).

Al igualar los coeficientes de los términos del mismo grado en ambos lados
delaigualdad, tenemos:

Vea en su multimedia de Algebra lineal el (@) 3=-g + a,
c6digo fuente en MATLAB para ilustrar
«Mezcla de concreto». ) 0=a + 2a,
) 1=a,.
@ 1=a,.

Conelvaor a, =1en(l), 3= —a, +1entoncesa =-2
Cona =-2Yy a=1 laecuacion (2) seexpresacomo0= -2+ 2(1).
Por o tanto, hemos determinado escalares a,, a,, a, tales que:
3+ X+ X = =2(-1+X) + (L+ X)) + (2x + X°).
3.2 Conjunto generador de un espacio vectorial
Definicion 2

Sean \,,V,,..,V, Vectores en un espacio vectoria V, y suponga que todo vector

V €V sepuede expresar como unacombinacion lineal de estos vectores. Entonces

sediceque {V,,V,,...V,| esun conjunto generador deV, 0 que|0SVECtores v, v,,..., \,
generanaV.

Esdecir, paratodo v €V, existen a,,a,, ..., 8, redes, talesque:

vV=aVv,+aV, +..+a\V,.

Ejemplos
1 0 )
6. L os vectores 0 y 1 generan R°.
] 2 =2 ! +4 0
Por giemplo, 4] ~ 4o 1)
1) (0) (0O
y losvectores | 0|, |1 |,| O | generan R®.
0) (0) (1
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Méddulo 3: Combinacién lineal y subespacio generado

7. En P, todo polinomio se puede expresar como combinacion lineal delos

monomios 1, x,x’,..., X"; luego generanaP, .

loo)Hoo) o) [o3)

10 01 00 00
Entonces, , : , generan M,
00 00 10 01 ’

3.3 Espacio generado por un conjunto de vectores

Definicion 3

Sean v,,v,,..,V, n vectores en un espacio vectorial V. El espacio generado por
{V,V,-aV,| €5 €l coOnjunto de las combinaciones lineales de v,,V,,..,V,. ESto es:
{ViVyo Vo ={Viv=aV,+8,v,+..+a,V,}, donde &,a,..,, son escalares.
Del conjunto {Vi,V,,...V,| se dice que es generador.

Teoremal

Si V,,V,,..,V, SON N vectores en un espacio vectorial V, e gen{Vv,,V,,...V,} es un
subespacio de V.

Lademostracion del teoremase dejacomo gercicio.
Ejemplos
9 En R, seaA={1}.

genA={x/x=al, acR} =R.

{1} es generador para RR.

10. EnR%seaA={(-20), (31 -1}
gen(A) ={(x.v,.2)/(x,y,2) =a(1, -2, 0) + 3,(3, 1, -1); a, a,eR}.
Determinemosunarelaciénentrex, y, z

(xy,2) = (8, +38,, - 28, +8,, - &,),

X=a+3a,,
y=-28+8,
z=-a,.
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Capitulo 1: Espacios vectoriales

1 3 x 1 3 x 1 1 3 x

-2 :quz_>R2+2 0 7 y+2XR2_>7R2 0 1 y+2X
0 -1z R Jo 1 -z RoR-R 7

0 o -z Y

Luego, los elementos de gen (A) deben satisfacer

—Z—M :O'
O sea

2x+y+7z=0.
gen(A) = {(x,y,2)/ 2x+y+T7z= 0} (planoquepasapor & origen).

Nota: el espacio generado por dosvectoresno nulosen R* y que no sean paralelos
es un plano que pasa por € origen.

Teorema?2

Sean V,,V,,..,V,,, V,,,, N+1vectoresqueestan enunespaciovectorid V. Si v, V,,...,V,

n+l?
generaaV, entonces v,,V,,...,V,,V,,, tambiéngeneraaV. Esto es, laadicion deuno

0 Mas vectores a un conjunto generador de V da por resultado otro conjunto gene-
redor deV.

Demostracion

Sea v eV; como {V,,V,,...V,} generaaV, entoncesexisten escalares a,, a, ..., a,
talesque v=aVv, +a,v, +..+a,\Vv,.
Asi que Vv también puede expresarse como

v=aV,+a,V,+.+a,Vv, +0v,,,

lo cual muestraque {V,,V,,...,V,,V,;} tambiéngeneraV.

Ejemplo
. . ) ) 1
El espacio vectorial R* puede ser generado por €l conjunto A= ,

1) (0) (1
También puede ser generado por un conjunto mayor A’ = {( O]' [ j ( j}
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Ejercicios del capitulo 1 (mddulo 3)

Enlosejercicios 1 a3 determinesi el vector dado w escombinacidnlineal de v, yv,. Si loes, encuentre a, y a, talesque

w=aVv,+a,V,.
L v,=(2,-) yv,=(42).

a w = (-6, J).
b. w=(11).
o w = (0, 0).

2 v,=@1-3) yv,=(-26).

a w=(-3,9).
b. w = (3, 6).
C. w = (0, 3).

1 2 3 2
SR BPREY A B L

N
a “lo 1f

W (-3 2}
b. = .

-4 1
L _[13 -6
¢ L1 -3)
4, Sean p, =X+ X, P =Xx+x>y p;=x+x +x%

Determine cudl o cudles delos siguientes polinomios son combinacion lineal de p,, p, y ps.

a 2X+ X°

b. 2-3x+4x° + X
C. 0

d. X
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Enlosgercicios 5 a 10 describa el espacio generado por |os vectores dados.

[2] -1
6 v, =1}, v,=| 3|
10} 0
3] 6 7
7 v,=|0], v,=| 0|, v,=|0].
1] -1 2
3 0 -2 0
8 A= , B= .
HRTILS P

9. p, =2x+3, p,=-3x-5.

10.  p, =3x+4xX%, p,=2X-5X°, p,=X+X%°.

Enlosgercicios 11 a 14 determine s € conjunto dado de vectores generael espacio vectorial dado.
, (1) (-2
1 En R*; ) .
3 0
, (1) (2} (-3
12 EnR%; ; ; .
2) \4) (-6

1) (-2) (O
3. EnR% |2, 3|,|1]

0)|5)(3
1) (2) (5
14 EnR% |1, [4],|9].
1) (1) |3

15.  Muestre que un conjunto de dos vectores de R*® no puede generar a R®.

16.  Demuestrequesi uyv estdnen gen{V,,V,,..,V,}, entonces u+vy aqu estdn en gen{V,,v,,... v, }.
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Modulo 4

Independencia lineal

Introduccion

En el médulo anterior vimos que pueden tenerse infinitud de conjuntos generado-
res de un espacio vectorial. Esclaro, por razones de economia, quelo que se desea

. . ~ . . Siv, yv, son dos vectores no paralelos se dice que son LI, 0
es halar los conjuntos generadores mas pequenos posi bles para los ESPacIos g, que uno no es mdltiplo escalar del otro y generan un

vectoriales. Paralograr esto, se requiere el concepto de independencia lineal. plano.

Silos vectores son paralelos ya no pueden generar un plano,

Mostraremos el significado de independencialineal y su relacion con lateoriade > ™
sino solo una recta, en este caso son LD.

sistemas homogéneos de ecuaciones y determinantes.

Objetivos
1. Establecer los conceptos de dependencia e independencialineal.
2. Interpretar geométricamente el significado deladependencialineal en R2.

3. Vincular lateoriade espacios vectoriales con | os sistemas de ecuacioneslineales
y los determinantes.

Preguntas basicas

1. ¢Cuando un conjunto esLD?
2. ¢Cuéndo un conjuntoesL1?

3. ¢Qué significa que un subconjunto de tres vectores de R*sealLD?

4. ;Tiene sentido hablar de un vector L1?

5. ¢Por quélos conceptos deindependenciay dependencialineal sevinculanconla
solucion de sistemas homogéneos de ecuaciones lineal es?

Contenidos

4.1 Definiciény gjemplosde conjuntoslinealmenteindependientes (L 1) y linealmente
dependientes (LD)

4.2 Interpretacion geométricade ladependencialineal en R®
4.3 Propiedades

Vea el modulo 4 del programa de television
Algebra lineal.
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(Base para un espacio vectorial]

|

se define por

|

[Un subconjunto B de Vv J

cumple que
( B es linealmente independiente] [ B genera el espacio vectorial V J
. se interpreta como
se interpreta como
La unica combinacion lineal de B que produce Todo vector del espacio V se puede expresar como
el cero es aquella en la cual todos sus escalares combinacidn lineal de los elementos de B
son iguales a cero.

el nimero de elementos de la base B
conforma

[La dimension del espacio vectorial V J

Mapa 2: médulos 4y 5
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Mddulo 4: Independencia lineal
4.1 Definicion y ejemplos de conjuntos linealmente independientes

(LI) y linealmente dependientes (LD)

Definicion 1

Sean v,,Vv,,..,V,, N vectores diferentes de un espacio vectorial V. Se dice que los

vectores son linealmente dependientes, LD, si existen n escalares ¢,,c,,...,C,, N0
todos cero, tales que:

CV, +GV, +..+¢V, =0. @

Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente
independientes, LI, esdecir, laecuacion:

CV,+CV,+..+cVv, =0

esvdidasdlosi ¢ =c,=..=c,=0.

n

Si losvectores v,,V,,...,v, sondistintosy formamosel conjunto A={V,,V,,....V, },
entonces también decimos que el conjunto AesLD o LI segin €l caso.

Es claro que la ecuacion (1) siempre se satisface s elegimos todos |os escalares
C,C,,...,C, igualesacero. Lo importante esver si esposible satisfacer laecuacion
con a menos uno de los escal ares diferente de cero.

Ejemplos
1 En R’ sea A={(1, 7,-2), (11 0), (3 5 -2)}. Veamossi AesLD oLI.
Solucion
Comenzamaos planteando laecuacion
c(L7,-2)+¢,(-110) +¢,(3 5 -2 =(0,0,0),

lacual, a igualar los componentes en ambos lados de la ecuacion, noslleva
a siguiente sistema homogéneo de ecuaciones:

G- G+3¢=0 G
7c, + ¢, +5c,=0 Ax=0, Xx=|¢,
-2c, - 2¢,=0 C;
1 -1 3
Lamatriz de coeficientesdel sistema 7105 sereduce por medio de
-2 0 -2
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Capitulo 1: Espacios vectoriales

\56

101
operaciones elementalesa 1 -2 . El sistemaequivalente es:
0 O
G =-G.
C, =2c,.
G=G

Lafilanulade estamatriz nosindicaque el sistematiene infinitas solucio-
nes, es decir, hay solucionescon x = 0 (c, = 0); por lo tanto, AesLD.

En PP, sea B={—1+ X2, 2+ X, x2} . ¢EsB LDoLI?

Solucién

Dadalaecuacion
G (-1+X%) + ¢, (2+X) + ;x> =0 + OX + 0X?,

veamos como son ¢, C,,C;, .
(1) g +2c,=0.
@ ¢ =0.
(3 ¢+c,=0.
(2) en (1), ¢ =0, osea ¢, =0 (4).
(4) en (3), ¢,;=0.

Luego ¢ =c¢,=c,;=0; por lotanto, BesLlI.

Proposiciones

1

3

Dosvectores en un espacio vectorial Vson LD sy solo si uno deellosesun
multiplo escalar del otro.

Todo conjunto que tenga como elemento el médulo de un espacio vectorial
esLD.

Todo conjunto unitario cuyo elemento no seael médulo esLI.

4.2 Interpretacion geométrica de la dependencia lineal en R®

Suponga que U,V,w son tres vectores LD en R*; entonces existen escalares
C,,C,,C,;, No todos cero, tales que:

Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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Médulo 4: Independencia lineal

Suponga que ¢, = 0; entonces W:—&u - &v=au+,6v,
G G

Veamos entonces que u,v yw son coplanares:

W - (UxV)=(au+pV) - (UxV)
= a(u - (uUxv))+B(v - (uxv))
= a0 +£0=0.

Recuerde que tres vectores del espacio son coplanares si y sélo si su producto
tripleesigual acero.

Porquéu - (uxv) y v- (uxv) soniguaesacero?

En conclusién: si U,V,w son tres vectores LD en R®, ellos son coplanares.

¢Seraciertalareciproca de estaimplicacion? Es decir, s U, v,W son tres vectores
coplanares de R?, entonces u,v,w son LD.

4.3 Propiedades

Teoremal

Un conjunto de n vectoresde R™ siempreesLD s n>m

Demostracion
Sean v,,V,,..,V, nhvectoresen R™
Examinemoslaecuacion

qV,+GCV,+..+GVv, =0,

ay a, 8y
donde V, = a:21 ,V, = afz yooy V= %n
A 8y 8m

Entonces la ecuacion se convierte en: )
Vea en su multimedia de Algebra lineal el

+ o+ =0 c6digo fuente en MATLAB para ilustrar
R B «Conjunto de vectores coplanares».
a21C_L+a22(:2—i_"'—f_aZn n:0

a,c +a,c +..+a,c, =0.
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Capitulo 1: Espacios vectoriales
Como n > m (n°deincognitas > n° de ecuaciones), el sistematiene infinitas solu-

ciones. Por tanto, existen escalares c¢,,c,,...,C, , N0 todos cero, que satisfacen la

ecuaciony {V,V,,...V,} esLD.

Viea en sumultimedia de Algebralineal el codigo Corolario
fuente en MATLAB para ilustrar «Verificacion
deindependencia lineal».
Un conjunto de vectores LI en R" contiene alo mas n vectores.

Teorema?2
&, a, - a4,
% A: a:21 a:22 a':Zn .
Ay &y o Ay

Entonces las columnas de A consideradas como vectores son LD s y sélo s €l
sistema Ax = 0 tiene solucionesno triviaes (diferentesa x = 0).

Teorema3

Sean v,,v,,..,V,, nvectoresen R", y seaAunamatriz nxn cuyas columnas son
v, V,,...,V, . Entonces v,,v,,..,v, son LI sy sblo si la Unica solucion al sistema

homogéneo Ax = 0 eslatrivia x = 0.

Teorema4
SeaAunamatriz nxn. Entonces det A= 0 sy sdlosi lascolumnasde AsonlLlI.
Teoremab

Todo conjunto de n vectores LI en R" genera R".

Demostracion
a, a, an %
Suponga que Vi = aZl , V, = a22 yony V= a2n sonLlyseav= X2 un
8y &y 8, X,
vector de R".

Veamos que existen escalares ¢, C,,...,C, talesque v = ¢V, + C,V, +...4+ C,V,.

X = Ga;+ GCa,+t et Gy G
X =Gyt Gap+t ot o o >
Xn = Clanl + CZanZ + et Cnann Cn
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Médulo 4: Independencia lineal
Luego, € sistema AC = v tienematriz nf;\ ,tal que det A= 0, yaquelascolumnas

de A son LI; por lo tanto, el sistema tiene solucién Unica C y €l teorema queda
establecido.

Teorema6
Sea S={V,,V,,..,V,} V.

SesLD s y sdlo si existe d menos un vector de S que pueda expresarse como
combinacion lineal delos vectores restantes de S.

Demostracion

i. Supongamos que SesLD.

Existen a,a,,...,a, escalares, no todos nulos, tales que:
v, +a,v,+..+av, +..av, =0.

Sea a =0, entonces,

Vv, = —ivl—iv2 Ly
& & a

Luego v, esunacombinacion lineal delosrestantesn — 1 vectoresde S

n.

ii. Si v, esunacombinacion lineal de |os restantes vectores de S, entonces:
V, = AV + AV, et AV ALY g AV
Por lo tanto,
AV + AV, + o+ AV CDV + ALY, e+ AV, =0,

En estacombinacion lineal delosvectoresde Sigualadaacero, al menosel
coeficiente de v, (-1) esdiferente de cero; por lo tanto, SesLD.

Observacién
Si un conjunto S LD genera un espacio vectoria V, € conjunto que resulta de

eliminar en S un vector que sea combinacion lineal del resto de vectores de S
también generael espacio vectoria V.
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Capitulo 1: Espacios vectoriales
Ejemplo3

Sea el conjunto de vectores S={v;,v,,V;,v,} cR*

1 0 2
0 1 1
!V2:11V3:1 yV4:1
0 0 0

yseaW =gen S.Como v, =V, +V,, entonces W = gen S, donde S ={V,,v,,V,} .
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Ejercicios del capitulo 1 (mddulo 4)

Enlosgercicios 1 a4 muestre por inspeccion que los vectores son linealmente dependientes (LD).

1
2

u,=(2,3), u,=(-4 -6), enR%
u,=(523),u,=(0,3-1), u;=(-14,0), u, =(57,-2), enR*.

P=-1+4x, P, :%—Zx, enp,.

1 2 o1 (23] pom
Ai{o —1}’ AZ"L 2}’ %{4 1}’31 2

Enlosgjercicios5all determinesi el conjunto devectoresdadoesL| o LD.

© 00 N o U

14.

16.

17.

2,-173), 341, (2,3 4), en R,

(3,141, 110,0), (0,02 2), enR".

(3,0,2-2), (50,3 -1, @4 -211), (0 4, -1 1), enR*
P(X)=1+x+X*, P,(X)=2-x+3x*, P(X)=-1+5x-3x*, enP,.

PR(X)=1+x P(X)=xX+X’, B(X)=-2-2x+3x"+3x°, enP,.

[-13 2 [0 6 4 100 "
Ai{o 0 0}’ AZ"[4 6 2}’ A3"[2 3 1}’en =

5 3l oble 15
) ] 3 ) en MZZ'
3 1] |1 0] |0 6 -1 2
Si {uy,u,,u,} esun conjunto LI, demuestre que {u,,U,}, {u;,us}, {u,}, {u,} sonLlI.

Justifique las proposiciones 1, 2 y 3 de este modulo.

Construya argumentaciones parajustificar losteoremas 2, 3y 4.

Si {ul,...,un} es LI, pruebe que cualquier subconjunto no vacio de este conjunto esLI.
Si {u,,..,u,} esLD, pruebeque {U,,...,u,,U,,,...U,} tambiénesLD.

Sea A unamatriz cuadrada nx n, cuyas columnas son los vectores v,,v,,...,v,. Demuestre que v,,V,,...,v, sonLl| si
y sblo si laforma escal onada reducida por renglones de A no contiene un renglén de ceros.
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Enlosgercicios 18 y 19 escribalasolucion del sistemahomogéneo dado en términos de uno o mas vectoresLI.
18. X — X +7%—-%X =0
2% +3%X,—8%,+ X, =0

19. X +2% - % =0
2% +5%,+4%,=0

20.  Demuestre que cualesquieracuatro polinomiosen P, sonLD.

21.  Demuestre que cualesquiera N+ 2 polinomiosen P, sonLD.

2. Demuestre que cualesquierasiete matricesen M,, sonLD.

2. Sea{V,V,,..,V,} unconjuntoLl.
Demuestre que los vectores v,, v, +V,, V,+V,+V,, ..., V,+V,+..+V, sonLl.

2. Supongaque {V,,V,,..,V,} esunconjuntoLly que v,,, noestaen gen{v,,v,,..,V,}. Demuestre que
{V11 V5,00 Vis Vit ) €SUN CONjUNtO LI

2. ¢(Paracudesvaoresde ¢ sonLD losvectores (-1, 0,-1), (2,L,2) y (11 a)enR®?

26. Paracudlesvaloresde 4 sonLD losvectores 3+xy 2+ 4% +2xenP,?

27.  Encuentre un conjunto de tres vectores L1 en R*® que contenga los vectores (1, 2, 4), (-1, 0, 2).

28, Si u,vyw sontresvectores coplanaresen R®, demuestre que {u,v,w} esun conjunto LD.
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Modulo 5

Bases y dimension

Introduccion

En el proceso de construccion de espacios vectorial es es importante escoger con-
juntos generadores lo méas pequefios posible, esto es, que generen el subespacio
donde se vaatrabajar sin tomar mas vectores de |os necesarios; paraello se deben
eliminar del conjunto generador aquellos vectores que son combinacioneslineales
del resto y que, por lo tanto, no agregan nuevos vectores al subespacio.Con este
procedimiento se obtiene un conjunto generador linealmente independiente (LI).
Partiendo delo anterior, el presente temacubrelagjecucién del procedimiento que
permite identificar las bases de los espacios vectoriales, en donde el nimero de
elementos de la base es la dimensién del espacio.

Objetivos

1. Construir una base para un espacio vectorial.

2. Diferenciar un conjunto generador de una base.

3. Identificar ladimensi6n del espacio vectorial, con el nimero de vectoresen labase
del espacio.

4. Relacionar los conceptos deindependencialineal, generador y dimensién parala
construccion de bases en un espacio vectorial.

5. Reconocer laimportanciadetrabajar con bases en lageneracion de subespacios,
yaqueesto simplificael procedimiento algebraico.

Preguntas basicas

1. ¢/Qué es una base para un espacio vectoria ?

2. ¢Cémo se construye una base?

3. ¢Cémo se relacionan los conceptos de base y dimension?
4., ;Cuando se dice que un espacio tiene dimension infinita?

5. ¢Un conjunto generador de R" con n vectores es una base para R" ?
6. ¢Un conjunto LI de n vectoresde R" es unabase para R" ?

Contenidos

5.1 Definiciény gjemplosde bases

5.2 Propiedades de las bases

5.3 Dimension. Definicion, ggemplosy propiedades
5.4 El problemadelabase

Base estandar {ZL X, X%, X3} de P

Vea el modulo 5 del programa de televisién
Algebra lineal.
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(apitulo 1: Espacios vectoriales
5.1 Definicion y ejemplos de bases

Definicion 1

Vea en su multimedia de Algebra lineal el Un conjunto finito de vectores {vy,V,,...,V,} €sunabase paraun espacio vectorial
cddigo fuente en MATLAB para ilustrar

«Bases». Vs
. {V1,V,,..,V,} eslinealmenteindependiente.
i {V1,V,,.V, | gENEraav.
Ejemplos

1 Losvectores e = (1,0) y e, = (0,1) forman unabase de R?. Los vectores

e =(100), e, =(010), e, = (0,01 forman unabasede R® y, en gene-
ral, los vectores

1 0 0 0
0 1 0 0
P S O B S
! 3 A F R

: : : 0

0 0 0 1

forman unabase para R". Cada uno de estos conjuntos recibe el nombre de
base natural, estandar o canénicapara R?, R® yR", respectivamente.

Ya sabemos que todo conjunto de n vectoresL| en R" generaa R"; por

lo tanto, todo conjunto de n vectores LI en R" es una base de R".

2 EnP, la baseesténdar estaformadapor d conjunto {1,X,%°,...,X"} . ¢Por qué?

1 0)(0 1) (0 0)(0 O
3 En M,, el conjuntodematrices\| o o]'lo o) |1 0] lo 1) &suna

base para el espacio vectoriad M., . Esta esla base estandar o canénica.

X
4 Sea Il =<| y|:3x—2y+z=0} unsubespacio de R®. Vamos a determinar
z

una base para I1.
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Méddulo 5: Bases y dimensidn
X

y|ell < z=-3x+2y.
z

X
Asi que los vectores de TT tienen laforma y

-3X+2y

siendo x y y valores arbitrarios.

X 1 0
y =x| 0 |+y| 1}
-3xX+2y -3 2

lo que muestra que estos dos vectores generan IT; ademas, son LI, yaque
uno no es un multiplo escalar del otro.

1) (0
01,11

Esdecir, es unabase para I1.

5.2 Propiedades de las bases

Teoremal

Si {V;,V,,...V,} esunabasedeVysi v eV, entoncesexiste un tinico conjunto de

escalares ¢,C,,...,C, talesque v=qV, +GCV, +...+GV,.
Demostracion

Suponga que v pudiera expresarse de dos formas como combinacién linea de los
vectores de la base.

V=CV,+GCV,+..+CV, =dv,+d,v,+..+dVv,,

(¢,—d)v, + (c,-d,)v, +...+ (c,—d,)v, =0.
Como {V;,V,,...V,} esLl, entonces:

G-d=¢-d,=..=¢,-d, =0 = ¢ =d, ¥i.

¢Contienen todas | as bases de un espacio vectorial € mismo nimero de vectores?
El siguiente teorema nos da la respuesta a esta pregunta.
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Capitulo 1: Espacios vectoriales

Teorema?2

Si {u;, Uy, .Uy} Y { V4V, V, | SON bases en un espacio vectorial V, entonces
m=n.

Demostracion

Sean§ = {U;,U,,...u} ¥y S, ={Vv,,V,,..,V,} dosbasesparael espacio vectoria V.
Suponga que m=n, entonces m>n 0 N>m

Sim>n,vemosque S esLD.

Cadavector de S sepuede expresar como combinacion lineal delosvectoresdela

base S,.

u= a,v,+ a,v,+ et &,V
u,= ayVv;+ apv,+ -t &V,

U,= auV; ALV, et anV,-
Parademostrar que S, esLD veamos que en lacombinacion lineal
cu, +cu, +..+c.u, =0 @)

existe ¢ 0.

C(a,Vv, +a,Vv, +..+a,V,)+C(a,V, +a,V, +..+a,V,)+..

+c,(a,v,+a,v, +...+a,v,) =0.

Reagrupamos | os términos de la ecuacion asi:

(cay,; +Ca, +...+Ca,)V, +(Ca, +C,a, +...4+C a,,)V, +...
+ (ca, +ca,, +...+c.a,,)v, =0.

Como {V,,V,,...V,| esLl, entonces:

a6+ G+ et &G, =0
8,6+ 8,0, + et a,,C, =0

alncl+ aZnC2+ et a‘mncm :0’

el cua es un sistema homogéneo de n ecuaciones con m incognitas, con m > n;
luego, tiene infinitas soluciones ; por lo tanto, existen escaares ¢,c,,...,C,,, NO

todos cero, que verifican (1), y en consecuencia S esLD.

Deformaanaloga se razonapara €l caso enquen > m.

.~ Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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Méddulo 5: Bases y dimensidn

5.3 Dimension. Definicion, ejemplos y propiedades
Definicion 2

Ladimension de un espacio vectorial no nulo esel nimero de vectores en unabase

paraV. Como € conjunto {0} es linealmente dependiente, se dice que el espacio

vectorial {0} tienedimension cero.

Cuando la base del espacio vectorial V es un conjunto finito de vectores, se dice
que V es de dimension finita. Sin embargo, existen muchos espacios vectoriales
paralos cuales no hay una base con un nimero finito de vectores; estos espacios

son de dimensi6n infinita, por ejemplo el espacio vectorial P de todos los polino-
miosy el espacio C[a,b] defunciones continuasen [a,b].

Ladimension deV sedenotapor dimV.
Ejemplos
5. dimR" =n.

6. dmP, =n+1

7. dm M, =m.

Teorema3

SidmV = ny {u,U,,..,U,} esun conjunto LI de m vectores de V, entonces

m<n.

Ladimension de un espacio vectorial es el maximo nimero de vectoresL| que hay
en el espacio vectorial.

Teorema4d

Sea H un subespacio del espacio vectorial V de dimension finita; entonces,
dmH <dimV.

Demostracion

Sea {Vy,V,,...,V,} unabase paraV, es decir, dim V = n. Cualquier conjunto LI de
vectores de V tiene alo més n vectores. Como H <V, todo conjunto LI de H
tambiénesL| enV. LuegoH esdedimensiénfinitay dimH <n.
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Capitulo 1: Espacios vectoriales

68

Ejemplos

8

10.

Sea P[0,]] el conjunto de polinomiosdefinidosen el intervalo [0,1] . Como
todo polinomio es una funcién continua, entoncesP[0, 1] — C[0, 1] (fun-
cionescontinuasen el intervalo [0, 1] ). Si C[0, 1] fuesededimensionfinita,
entonces P[0, 1] tendriatambién dimensién finita, pero no existe un con-
junto finito de polinomios que genere P[0, 1], luego C[O, 1] esdedimen-
sioninfinita

Todo espacio vectorial que contenga un subespacio de dimensién infinita
es de dimension infinita.

SeaAunamatriz mxn ysea S={xeR": Ax=0}.

Supongaque X, € Sy X, €S, entonces A(X, +X,) = A, + AX, =0+0=0
y Alax,) = a(Ax;) =a0=0. Luego, Sesunsubespaciode R" y dimS<n.
A Sselellamaespacio solucion del sistemahomogéneo Ax =0 o nicleo
delamatriz A.

Determinemos una base para el espacio solucion del sistema homogéneo

X—y-2z=0,
2x-y+z=0.
1 -1 -1 1 -1 -1 102
- - :
2 -1 1 0 1 3 013
Luego:
X=-22Z,
y = -3z
z=1z.
-2
Todo vector del espacio solucién es multiplo escalar del vector | -3 |.
1
Por |o tanto:
-2
B=<|-3
1

Un conjunto de vectores en un espacio vectorial V es unabase paraV s genera
aVyesLl.Ahora, s sesabe queladimension del espacio esn, bastaverificar una
de las dos condiciones.

Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



Teoremab

SeaV un espacio vectorial dedimensionny sea S={v,,V,,...,V,} unconjunto de
nvectoresen V.

a Si SesLlI, entonces es unabase para V.

b. Si SgeneraaV, entonces es unabase paraV.
Demostracion

a Como SesLI, debemos demostrar que SgeneraaV.

Si SnogeneraaV, existeun v, € V ta que leegen{vl,vz,...,vn}, luego

{V1,Vy,e0 V| €Ssubconjunto de V, LI con n + 1 vectores; por lo
tanto, dim V> n, lo cual es absurdo.

Para determinar si un subconjunto Sde R" es unabase para R", primero conta-
mos el nimero deelementosde S. Si Stiene n elementos, cualquieradelas partesdel
teoremab nos permite determinar s Sesbhase. Si Sno tiene n elementos, no esbase

para R". Delamismaformase procede en cual quier espacio o subespacio vectorial
cuya dimension sea conocida.

Teorema6

Si Sesun conjunto LI de vectores en un espacio vectorial V de dimension finita,
entonces existe una base B para V, que contienea S.

El teorema nos dice que un conjunto LI de vectores en un espacio vectorial V se
puede extender aunabase para V.

5.4 El problema de la base

Este problema puede presentarse en una de estas dos formas:

1 Construir una base para V, tomando los vectores de V. Si puede escoger un
conjunto de vectores que genereaV, puede eliminar los vectores LD, si los
hay, y obtener una base para V.

2 Dado un conjunto Sde vectores de V, construir una base para V afiadiendo,
0 bien eliminando, algunos vectores de S, 0 ambas cosas.

Si SgeneraaVV, se procede como en el caso anterior. Si no, se aumentaS
hasta obtener un generador y luego se procede como en el caso anterior.

Ejemplo

11 Sea S={(1-11), (0,1, -1)}. Obtengaunabasede R* que contengaa$S.

Méddulo 5: Bases y dimensidn
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Solucion
Como RR? tiene dimension tres, labase para R*® debe contener tres vectores.

El conjunto SesLI, yaquelosvectoresde Sno son uno un miltiplo escalar del otro;
luego, lo que hace falta es afiadir otro vector v tal que V& gen S,

gen S={x/x=a(l, -1 1)+b(0, 1, -1)}
={x/x=(a, —a+b, a-b)}.

S v=(x, X,, X;) pertenecieraa genS, entonces:

x =a,
X, =—a+Db,
X, =a-b;
por lo tanto:
1 0 x 19 x 10 X,
-1 % | —EEEeo|0 1 x+x (>0 x+x,
1 -1 x 0 -1 %-x] [0 0 X-x+x+x
X +X
L 3 2 _

Asiques x,+X%, =0, VegenS, entoncestomamosv detal maneraque X, + X, #G;

por gemplo, v=(0, 1, 0).
Unabase para R® sera B={(1, -1 1), (0,1, -1), (0,1, 0)} .
Otraformadesolucién

S v=(%,%,%) esta que {1 -1 1, (0,1 -1), (X, X, %)} fueraLD, enton-
ces:

1 11
0 1 -3=0
X % X

1% +%)+x(1-)=0 = x+x =0.
L uego, paraque el conjunto sea L |, lo que serequiere esque X, + X, # 0.

Otra manera podria ser probar los vectores de la base candnica hasta que uno de
ellosfuncione.

—~ Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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Ejercicios del capitulo 1 (mddulo 5)

Enlos gjercicios 1 a4 explique mediante inspeccion por qué |os vectores dados no forman una base del espacio vectorial

dado.
1 u=32), u=(-12), u,=(2 4), para R
2 w,=(8,354), w,=(0,571, w,=(-13 2 0), para R*".

3 P =1+2x+3x*, P,=2x+X*, B,=5-3x, P, =3-5x+Xx*,paal,.

w30\, _[5 7] _[°7
4 170 2] 27|11 o T |2 5| M Ma

Enlosegjercicios 5 a1l determine cuando |os vectores dados forman una base del espacio vectoria dado.
5. u,=(35), u,=(4,8), en R%

6. u =001, u,=(-2-2),en R%

7. u=0211, u,=@1L0), u,=(0,0), en R

8  u,=(212), u,=(1-2-3), u;=(50,1), en R".

9 B=1+%x P,=3-X paal,.

10, @ =1+x+%*, Q,=x+2X°, @,=3%°, paab.

M_lO M_ll M_ll M_ll
11 1710 ol 270 ol 3711 ol 4—11'enM22.

Enlosegjercicios 12 a 17 encuentre unabase del espacio vectorial dado y determine su dimension.
12 Todos los vectores en R? cuyas componentes suman cero.

13. Todas las matrices simétricasde 3 x 3.
14. Todas |as matrices antisimétricas de 3 x 3.
15.  Todos los vectores de R ®que estén en el plano 2x—y—z=0.

16.  Todoslosvectoresde R®que estéan en larecta x=3t, y=-2t, z=t.
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17.  Todoslospolinomiosde P, delaforma a, +ax+a,x?, con a, =a, —a,.

18.  Determine unabase para R? queincluyalos vectores

a 112
b. 112, (301.

19.  Determine unabase para R* queincluyaalosvectores (1, 0,1, 0) y (0, 1, -1, 0).
20. Determine todos los valores de a para los cuales {(az, 0,1, (0, a, 2), (1, 0, 1)} es una base para R®.

21 Proporcione un gjemplo de un subespacio de dimension dos de R*.

En los gjercicios 22 a 25 encuentre una base para el espacio solucion del sistema homogéneo dado.

2. X+y-z=0
2x-y+2z=0

23. x—y=0
-3x+3y=0

24, X-3y+2z=0
-2X+y+3z=0
3x-4y+5z=0

25. -X+3y—-2z=0
-3x+9y-6z=0
2x—6y+4z=0

26.  Elaboreunaargumentacién quejustifique el teorema3.
27.  Elaboreunaargumentacion quejustifique el teorema5b.

28.  Elaboreunaargumentacién quejustifique el teorema®.
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Modulo 6

Subespacios asociados con una
matriz

Introduccion

En una matriz se pueden definir algunos subespacios, como nucleo, espacio ren-
glény espacio columna. En este tema presentaremos estos subespaciosy estable-  Subespacios asociados con la matriz
ceremos relaciones entre ellos; ademés introduciremos los conceptos de rango y

nulidad asociados con la solucién de sistemas de ecuaciones lineales. 30 1] NaiEeX%
A=|3 0 -1, R, :plano x X,
Partiendo delo anterior, avanzaremos en el procedimiento paraconstruir las bases. 405 C, : plano de ecuacion

Cuando enfrentamos este problema requerimos hacer una descripcién clara del
subespacio correspondiente, o cual podemos hacer de dos maneras: la primera
consiste en dar un conjunto de vectores que generen el espacio; es asi como
describimos los espacios filay columna. En la segunda se dan restricciones para
determinar el subespacio, esto es, nos dicen |as propiedades que deben satisfacer;
de estaforma se define el espacio nulo. En ninguno de |os dos casos es posible dar
unabase por simpleinspeccidn; esnecesario desarrollar un procedimiento sistemé&
tico.

X —x, =0

Objetivos

1. Determinar | os subespacios asoci ados con una matriz.

2. Establecer las diferentes relaciones que existen entre estos subespacios.

3. Utilizar estos subespacios para determinar bases de subespaci os generados por
un conjunto de vectores.

4. Utilizar el rango de unamatriz paradeterminar cuando un sistemade ecuaciones
lineal es no homogéneo tiene solucion.

Preguntas basicas

1. ¢Cudles son los subespacios asociados con A?

En las siguientes preguntas, la matriz B es la matriz escal onada equivalente por
renglones a A.

2. ¢COmo son los espacios nuloy renglon delas matrices Ay B?

3. ¢Quérelacion existe entrelos espacios renglény columnade A?

4. ;Coémo serelacionan los espacios nulo y rengldn de A?

S, é'QUé esel rang(? deunamatriz? Vea el modulo 6 del programa de televisién
6. ¢COmo serelacionan losrangosde Ay B? filgebra lineal.

Algebra lineal elemental y aplicaciones 73]



(apitulo 1: Espacios vectoriales
7. ¢Quécondiciéndebe cumplir el términob enlaecuacién matricial Ax =b para
que €l sistematenga solucion?
8. ¢Como serelacionan el rango y lanulidad de A con €l nimero de columnasde A?

Contenidos

6.1 Espaciosnulo, renglény columnade unamatriz A

6.2 Propiedades

6.3 Relaciones con el espacio nulo o nicleo de unamatriz A
6.4 Relacionescon el rango deunamatriz A
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(Subespacios asociados a una matriz Am.nJ

I

son

\

[Espacio nulo o nicleo de A(N,) ]

[Espacio columna de A(C,) ]

dado por

Conjunto solucién
del sistema homogéneo
Ax=0

tiene la propiedad

[Es un subespacio de R”J

su dimension es

[La nulidad de A(v,,) ]

si Vi =0

[Espacio reglén de A(R,) ]

dado por dado por

|

Espacio generado por
los renglones de A

Espacio generado por
las columnas de A

tiene la propiedad tiene la propiedad

[Es un subespacio de R"]

[Es un subespacio de R"’]

tienen

[La misma dimension llamada ]

rango de A(p,,)

Su suma da

aplica para
buscar

(A es invertible]

Consistencia del sistema
de ecuaciones AX = b

( )

[Nl]mero de columnas de Aj

se representa

[ Yt Py =0 ]

Mapa 3: médulo 6
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6.1 Espacios nulo, renglon y columna de una matriz A

Definicién 1
Vea en su multimedia de Algebra lineal el

cadigo fuente en MATLAB para ilustrar «Base SeaAunamatriz mxn . El conjunto
para el espacio nulo de A».

N, ={xeR"/Ax=0}
se llamaespacio nulo de A o niicleo de Ay se denotapor N,. En el gjemplo 9 del
modulo 5 mostramos que este conjunto es un subespacio de R".
Aladimensionde N, selellamanulidadde Ay sedenota v, .

Ejemplo1

SeaA_l—lZ
13 1 of

Determine el espacio nulo de A.
Solucion

Lamatriz A eslamatriz de coeficientes del sistemahomogéneo Ax = 0. Hacemos
operaciones elemental es de rengl6n para hallar |as soluciones de este sistema.

1 -1 2 |1 12 1_[1 -1 2
I L L PR

0 4 -6 1 -y
1
&2—5&
RﬁRﬁR{l y} 3
0 1 % %=5%
X=X
-%
N, =gen| % Oy = 1.
1
Definicion 2
a, a, - a,
A: a'21 a.22 cos a?n
Ay Ay an,
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Médulo 6: Subespacios asociados con una matriz
i. El espacio generado por los renglones de A,

M= (880 8n)s To = (B0 8hpremnsBop) 1o Ty = (B Brpreens By,
es un subespacio de R" llamado espacio renglén de Ay se denota R,.

ii. El espacio generado por |as columnas de A

a, ay, a,
6| %], 6| % | |
B Ay, CH

es un subespacio de R™ Ilamado espacio columna de Ay se denota C,, .

6.2 Propiedades
Teoremal

Si AyB son matrices mxn equivaentes por renglones, entonces |0s espacios
generados por los renglones de A'y de B son iguales.

Demostracion

Si Ay B son equivalentes por renglones, entonces B se obtiene de A por operacio-
nes elemental es de renglon. Es claro que la operacion de intercambio de renglones

no afectael espacio renglon. Lasotrasoperaciones CR 'y R, + CR son combina-

cioneslinealesentrelosrenglonesde A, las cuales pertenecen a espacio renglon A,
por lo tanto, el espacio generado por los renglones de B esta contenido en el

espacio generado por losrenglonesde A, R; ¢ R, .

Deformaandlogaseve que R, c R;; enconsecuencia, R, = R,.

Este resultado nos permite determinar unabase para un espacio vectorial generado
por un conjunto de vectores dado de R".

Ejemplo2
2 4 -10 -8
-3| | -6 15 12
SeaS=4| 41|,| 5| |-14|, |-10
1 3 3 4
2 -4 7 9

Vea en su multimedia de Algebra lineal el
cddigo fuente en MATLAB para ilustrar

Determine unabase para gen S «Espacio de renglones y columnas».

Algebra lineal elemental y aplicaciones 77



Capitulo 1: Espacios vectoriales

Solucién

Tomamos | os vectores de Scomo renglones de unamatriz Ay por medio de opera-
ciones el emental es obtenemos una matriz equivalente B en forma escalonada. Los
renglonesno nulosde B serén L1 y formaran unabase para R;, queesel mismo R,
Estos vectores tomados como columnas serén una base para gen S.

2 -3 4 1 2 1 % 2 % 1
A 4 6 5 3 4| ionedemeides B 0 0 1 % %
-10 15 -14 3 7 0 0 0 1 %)
-8 12 10 4 9| 0 0 00 O
1 0 0
-3 0 0
Baseparagen S=4| 2 |,| 1 |,| O
ol |-nA |1
1 %) Mo
Observacion

Si B esunamatriz escalonada, entonces dim R, esigual al nimero de pivotesde B.

Teorema?2

Sea B unamatriz mx n en laforma escal onada por renglones. Las columnas de B
que contienen los pivotes forman unabase para C;, ; por lo tanto, dimC, esigual
al nimero de pivotes de B.

Demostracion

Las columnas de B que contienen pivotes son LI porque sus entradas distintas de
cero estén en formaescalonada (en el gjemplo 2 lascolumnas1, 3y 4sonlLl).

Veamos que estas columnas generan C,. Sea o el niimero de pivotes de B. Los

primeros o renglonesde B son diferentesde ceroy los tltimosm— o son todos
cero.

Sea b € C; , bescombinacion lineal delascolumnasdeB, luego los ditimosm— p
componentes de b son todos cero.

Formemosunamatriz T, , ( © : #derenglonesdeB diferente de cero) tomando las
columnas de B que contienen los pivotes y las colocamos ordenadamente;

o) Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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Médulo 6: Subespacios asociados con una matriz

mx -
0 *
P
mep: 0 O *
0 0 0]

L as entradas sefial adas con * son los pivotesde B ; por |o tanto, diferentes de cero.
Por laformaespecia de Ty b, laecuacion T p)§1 = npl puede resolverse por sustitu-
cionregresiva. Luego, b escombinacion lineal delascolumnasde T ; por o tanto,
de las columnas de B que contienen pivotes.

Teorema3

Sea mf;] y m|§n lamatriz queresultaal reducir A asu formaescalonada. Losvectores

columna de B que contienen los pivotes forman una base para C;, entonces los

vectores columna correspondientes de A formarén una base para C, y, en conse-
cuencia,

dimC, =dimC;.
Ahora podemos reunir |os siguientes resultados:

R.=R;.

£ : nimero de pivotes de B.
dmR;=dimR, = p.
dmC,=p.

dimC,; =dimC,_.

Luego dmR, =dimC, = p.
Definicion 3

El rango de A, denotado por o ,,, esladimension delosespaciosfilay columna
deA.

Consulte el apéndice «Una aplicacion
interesante de los espacios vectoriales» al
final de este texto.

—
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6.3 Relaciones con el espacio nulo o nucleo de una matriz 4

Sea Ay B |amatriz queresultaal reducir Aasuformaescalonada.
Sabemos que:

N, =N,.
R, =R,.

Ladimensionde N, esigua a nlimero de parametros en |la solucion del sistema
equivalente reducido Bx = 0.

Ladimension del espacio renglén de B esigual al nimero de variables principales
del sistema Bx = 0.

El nimero de variables principales mas el nimero de parametros es n. De todos
estos hechos se deduce el siguiente teorema.

Teorema4

Si Aesunamatriz mx n, entonces:
dmR,+dimN, =n

(0] +v,, =N
dimC, +dimN,, = n> Pn™w

Teoremab

Sea m'f;] . Cada vector del espacio renglon de A, R, es ortogonal atodo vector del
espacio nulode A; osea N,.(R, L N,).

Demostracion

Consideremoslaecuacion Ax =0 .

n—>|la; & - 8, X% 0
r2_> 321 a22 a2n X2 0

= 8 8 o &n][X%] [0
Si xe N,,Ax=0; porlotanto,si r; eseli-ésimorenglondeA, r, -x =0, para

i=1..m.

Ahora, si y € R,, entonces

y=Cr+GCyr,+..+Cr. vy

“on) Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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Médulo 6: Subespacios asociados con una matriz
y-Xx=Cr - Xx+C,r, - Xx+..+C.r -X=0,

luego, todo vector del espacio renglon es ortogonal atodo vector del espacio nulo.

Ejemplo3 Escuche la biografia de Richard Hamming en su
multimedia de Algebra lineal.

o 2 3 1 2
SeaA=|0 -2 3 3 1
0O 4 6 6 7

Determinemos Ny, Cu, 040 Vi -

Solucion
0 2 -3 1 2 0 1 % % 1
0 2 3 3 1 cpemionsdametdes 00 0 0 1 % |
0 4 6 6 7 0O 0 0 0O O

Solucion del sistemahomogéneo:
Variablesprincipales x, y X, .

3
X4:_ZX5!

3 1
X% =2%=>

2T T%

Aplicando sustitucién regresiva:

_3 _E(m§ j_ _3,.5
X =X ol T X =Dk

Parédmetros. x;, X; Y X;.

Entonces:
X=X,
B 5
= Exs—gxw
Xy = X35
X, = _EXS'
4
X5 = X5
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X X 1 0 0
%, X, 0 % h
X €N, | X |=X]0[+X| 1 |+X%]| 0]
X, X, 0 0 %
X5 X5 0 0 1

H(0)( O

0% || %
Ny=genq|O0f,| 1f,| Ofr, v, =3

O|| O|| %%

0)\ 0 1

Observamos quelanulidad de Aesigua al nimero de parametrosen lasolucién del
sistema homogéneo Ax = 0.

o33 30} 00 3]

L os pivotes se encuentran en la2.2y 4.2 columnas de la matriz escal onada equiva-
lentea A, luego en Alas columnas 2.2y 4.2son L1 y constituyen unabase para C,, .

2 1
Ca=genq| -2, |3, puy=2
4) \6

El rango de A es el nimero de variables principales en la solucion del sistema
homogéneo Ax = 0.

Podemos comprobar que cadavector de R, esortogonal acualquier vector de N,.

6.4 Relaciones con el rango de una matriz 4
Teorema6

Sea A .Assinvertiblesi y solosi

nxn

o) Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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Teorema7
Sea A Elsistema Ax=b tienesolucionsiy solosi beC,.
Demostracion

Ax =b tienesolucionsi y solo s

X
7

[c,.Cy,..nC] =b tiene solucion.

X

Estoes: ¢, +C,X, +...+C, X, =b (¢ : columnai deA) tiene solucion.

De modo que b es combinacion lineal delas columnas de A; es decir, que b e C,.

Nota: el teorema anterior establece que paraque Ax=b tenga solucion
es necesario y suficiente que:

Py = Pian
Piay = Pan) < beCy
P # P < b g C, y el sistema serainconsistente.

Ejemplo4

Veamossi €l sistema
X+y—-z=7
6X+y+3z=20
4x-y+5z2=4

tiene solucion.

Solucién
11 - 7 1 1 -1 7 K R
6 1 3 20|>/0 -5 9 -2»| 0 5 9 -22
4 -1 5 4 0 5 9 -24 0 0 0o -2

11 -1 7
-1 0 1 ’%| ZE | Py =2 beC,
0 0 0 1 |, =3

El sistemano tiene solucion.

Médulo 6: Subespacios asociados con una matriz
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Ejercicios del capitulo 1 (mddulo 6)

Enlosgercicios 1 a3 se daunamatriz en formaescal onada. Encuentre una base para su espacio renglon, una base parasu

espacio columnay determine su rango.

1 15301 2 145
00173 001
00O0O0O1 000

000

3

O O O
O O rr N
O —» W O
= O O U,

Enlosgercicios4 a9 encuentre bases paralos espacios nulo, renglon y columnade lamatriz dada. Determine, ademés, €l

rango y lanulidad, y verifique en cada caso que £ +Viy =N

4, 325 5 1 2
4 3 2 2 4 5|
17 8 -3 6 0
061

7 0 2 -3 1 8 1 4
0 2 33 2 2
0 4 -6 6 1 6

2 8

N N
o O N
A w O
o o1 O

9 -1 -1 00
0 0 2 3
4 0 -2 1/
3 -1 0 4

En los gjercicios 10 a 12 encuentre una base para el espacio generado por |os conjuntos de vectores dados.

10. (2,35, (-1,0,-2), (56,12), (2,1 0).

1

BN RN
N WN W
N PN P
HH_I—‘I—‘
O.)U'I-OJU‘I

12 (-2,6,4,1, (1,0,-3,5), (0,4, -21.

Enlosegjercicios13al5 determinesi €l sistemadado tiene solucion.
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16.

17.

X+y—-z=2 14. X+y—-z=2 15, X—=2y+z+w=2

X+2y+2z=-3 X+2y+2z=-3 33X  +2z-2w=-8

2X+3y+z=1 2x+3y+z=-1 4y—z-w=1
5x +3z-w=-3

Sea A unamatriz diagonal. Demuestre que o (,, esel nimero de componentes diferentes de cero en ladiagonal.
Demuestreque paracualquier matrizA, pa) = Pay-
Sea A unamatriz triangular nx n con cerosen ladiagonal. Demuestreque p(,, < n.

SeaAunamatriz nxn. Demuestreque p,, < N siy solosi existeunvector X e R" tal que x = 0 y Ax=0.
¢Los siguientes enunciados son verdaderos o falsos? Justifique su respuesta.

Si Aesunamatriz de mxn, entoncesR=C

Si Aesunamatriz 5x 3, entonces|as columnas de A deben ser LI.
Si Aesunamatriz 3x 5, lascolumnasde A no pueden ser L.

Si Aesunamatrizde mxn y lascolumnasde Ason LI, entonces Ax= b puede o no tener solucion. Peros
tiene solucién, ésta es Unica.

o 0 T o

SeaAunamatriz mxn.

a Si lascolumnasde Ason LI, ¢cudl esel rango de Ay cudl eslarelaciéon entremy n?
b. Si lascolumnasde A generan R™, ¢cudl esel rango de Ay cudl eslarelacion entremy n?

C. Si las columnas de A forman unabasede R™, ¢cudl eslarelacion entremy n?
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Modulo 7

Coordenadas y cambio de base

Introduccion

En muchas aplicaciones, un problemadescrito en un sistema coordenado puede ser
mas fécilmenteresuelto si se cambiaaotro sistema, 1o cual serealizapor medio de
un cambio de variables. En dgebra lineal, una base proporciona un sistema
coordenado para el espacio vectorial, introduciendo el concepto de vector
coordenado. En cada problema debe sel eccionarse la base correcta, que serd aque-
Ilaquesimplifiquelaexpresion delosvectores. Asi, por gemplo, en cristalografia la
medicion delaslongitudesen losenlacesentrelos domos, los angulosentre ellos,
etc., sefacilitaras seintroducen unas coordenadas que se ajusten alasdirecciones
delosenlacesy se emplean las herramientas del algebralineal. Labase estandar y
losgesx, y, zasociados con ellano siempre son lamejor eleccidn.

En estetemase muestralaformade convertir laexpresion de un vector dado en una
base a otra, partiendo del estudio de los vectores coordenados hasta llegar a la
construccion del algoritmo que permite efectuar el cambio de base.

Objetivos

1. Introducir bases ordenadas para |os espacios vectoriales.

2. Expresar los vectores como vectores de coordenadas.

3. Establecer el manejo algebraico de los vectores de coordenadas.

4. Determinar lamatriz de transicién de una base aotra en un espacio vectorial.

5. Deducir un agoritmo que permitapasar laexpresién deun vector deunabaseaotra.

6. Utilizar laexpresion de un vector como vector coordenado paradeterminar cuan-
do un conjunto de vectoreses L.

Preguntas basicas

1. ¢Cémo se expresa un vector como vector coordenado en una base B?
2. ¢(Cémo serealizan las operaciones de sumay producto por un escalar entrelos
vectores de coordenadas de un espacio V?

3. ¢Como estan formadas |as columnas de lamatriz de transicion de unabase B, a
unabase B,?
4. ;Como serelacionan lasmatricesdetransicionde B, aB, ydeB, aB; ?

5. ¢Como seredizad cambio delaexpreson deun vector deunabase B, aunabase B ?
6. ¢COmo se emplean los vectores coordenados paradeterminar si un conjuntoesL1?

B, - fwv) [V, - [22]
B, =tviva), [v],, = H

Coordenadas respecto a diferentes bases.

Vea el mddulo 7 del programa de televisién
Algebra lineal.
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Contenidos

7.1 Vectores coordenados
7.2 Matrices de transicion y cambio de base
7.3 Vectores coordenados e independencialineal
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[ Espacio vectorial Vv J

se determinan

_— T

Una base ordenada B, Una base ordenada B,
B ={v, v, ..v} B.={w,w,..w}

entonces entonces
Todo vector v del espacio se puede exphasar ‘I‘adu vector v del espacio se puede expresar
como vector coordenado en esta base B como vector coordenado en esta base B,

<

se relacionan por medio de

oo —( o

[Matriz de transicion de la base B, a la base B, ]

58 construye asi

Sus columnas son los vectores de la base B,
expresados en la base B,

5 expresa

|

[ Paye g, = [V (V2),_(¥,),] J

Mapa 4: médulo 7
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Capitulo 1: Espacios vectoriales

7.1 Vectores coordenados
Definicion 1

Sean V un espacio vectorial de dimensionny B={v,,V,,..,V,} unabase para V.

Entonces, paracada v eV existen escalaresunicos a,,a,,...,a, talesque:

V=aV,+a,V, +..+a,V,.

El vector cuyos componentes son los escalares a,, a,,...,a, Se llama vector de
coordenadas o vector coordenado de v respecto a B, y se escribe:
&
M= 7|
a,

Esimportante observar que [v], depende del orden de los elementos de B. Luego,
al dar labase B ésta siempre debe asumirse como una base ordenada.

Un vector de coordenadas es una n-tupla ordenada.
Ejemplo1

1 0
En R?, la base canbnica esta compuesta por los vectores € = (O] ye,= (J ,

pero dos vectores de R? LI también forman una base para R?, asi: los vectores

1 3
V)= (2] yv,= (5) forman otra base de R?.

Seax:( J; entonces, x =-1e —le,.

. -1
Si B, ={e,e&,}; entonces, (X)g :(_J.

Cuando no se dice explicitamente en qué base esta expresado X, se asume que €l
vector esta en la base estéandar.

s, {32 =213

X=2v,-1lv,

2
luego (X, =(_J (figura7.1).
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(3

\ 4

Figura 7.1
Ejemplo2

En PP,, consideremosel polinomio P(x) = 3+ 2x+ x*, €l vector de coordenadas de

P(X):

. En labase estandar, B ={L X, xz} ves [P(x)], =

P N W

i.  Enlabase B, ={1+x1-X*, 1+ x+ X’} s(?)
Debemos calcular las constantes ¢, c,,c, tales que:

P(X) = ¢, (1+ X) + C,(1— x*) + ¢, (1+ X+ X%),

lo cual no es més que un problema de combinacion lineal. Entonces,

3+2X+ X = (¢ +C, + ;) + (¢, + )X+ (—C, + C;) X,
C+C,+C =3,

C+C =2

—C,+¢ =1

Médulo 7: Coordenadas y cambio de base

4

(s

Vea en su multimedia de Algebra lineal el
c6digo fuente en MATLAB para ilustrar
«Cambio de base por rotacién en R ».
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1 1 1 3 1 1 1 3
1 0 1 2|0 -1 0 -1
0 -11 1 0 0 1 2

=
o

o
o

—>|0 1 0 1

|O(DI—‘*
o+ O
= O =
N PN
o
o
=
N

luego ¢, =0, ¢,=1y ¢, =2
asi que:

3+ 2x+ X = 0L+ X) + (1— X*) + 2(1+ X+ X?),

0
[P(x)]Bz =1/
2

Teoremal

Sea B unabase de un espacio vectoria V, u y v dosvectoresdeVy « unescaar,
entonces:

[U]B +[V]B :[U+V]B’

afulg =[au]; .
Observacion

Con los vectores de coordenadas se opera de lamismaformaqueen R".

7.2 Matrices de transicion y cambio de base

Dado un espacio vectorial V conbase B, podemosexpresar cualquier veVenB,.

Si setieneunasegundabase B, paraV, ¢puedecalcularse (V)s, empleando (V)g ?

Veamos el problemaen R®. Sean B ={v,,v,,v;} y B, ={w,,w,,w;} dos bases
c

para R®. S veR®, entonces (V)g =| C, |, esdecir,
c,

V=GV, +GV, +CV,. @

Ahora, cada uno de los vectores v,,V,,V, podemos expresarlo en labase B,, asi:

) Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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V=W +a, W, + a5 Ws.
V, = apW; +3,W, +8,W;. @

Vg = 83Wy +8,W, + 853W5.

Al sustituir (2) en (1) tenemos:

V = ¢ (a,W, + 8, W, +a,W,) +C,(a,W, + a,,W, + a,W,)
+ Cy(81W, + 8W, + a,W,)
= (Clall +Ga, + C3313)W1 + (C]_a21 +Ca,, + %azs)wz
+ (Cay +Cyay, + Cag)W; .
Luego:

Gay; +Ga, +Gay, a, & 83|)(G
(V)B2 =] G, +Gay, +6ay; (= 8y 3 &3 || G
Gi8s + G, + Gyl 8y 8y G5 )\G

R N

(V)s, (V2)s, (Va)s,

[(v)s, (V2)s, (Vs)s, | (Vg
P

bes (V-

Definicién 2

Lamatriz By . 5 cuyas columnas son los vectores de labase B, expresadasen la

base B, recibe el nombre de matrizde transicion delabase B, alabase B,

Si B ={V,,V,,... Vo } Y B ={wW, W, W,

&, a, -
Ay Qy &y
N :
Ay @, Ay,
VN J
(V)g, (Vo)g, (Vi)
Teorema?

Sean B, y B, basesde un espacio vectoria V. Sea Fy . 5 lamatriz detransicion de

B, a B,; entonces, paratodo x eV,

(g, =R, 5 (g -

Médulo 7: Coordenadas y cambio de base

Vea en su multimedia de Algebra lineal el
c6digo fuente en MATLAB para ilustrar
«Cambio de base por rotacién en R®».
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Esimportanteresaltar quelamatriz detransicion R . g esinvertible. ¢Por qué?
Teorema3

S Peslamatrizdetransicionde B, a B,, entonces P~ eslamatriz detransicion de
B, a B.

Demostracion

Sabemos que (X)g, = P(X)g -
Como_ P es invertible, multipliquemos por P~ alaizquierda, en cadalado de la
ecuacion.
P™(X)g, = PP(X)g,
=1(X)g = (X)g
luego (x)g, = P (g,

Este teorema proporciona una forma simple de encontrar la matriz de transicion,

R,q , cuando B, eslabase estdndar de R". Si B, ={v,,V,,..,V,} esotrabase

cualquiera, lamatrizdetransicion Ry . s, eslamatriz cuyas columnas sonlosvecto-

res de B, expresados en B, ; como los vectores de B, estéan dados en la base
estandar, entonces:

Pocs, =[ViVov],

oseaque Ry s seformaescribiendolabase B, como unamatriz. Luego, aplican-
do el teorema:

-1
Pog =(Rg)™

Ejemplo3
1) (0) (0 1) (1) (1
En R% sean B, =4|0|,|1|,|0|;yB,=4/0},|1],|1
0) (0) (1 0) (o) (1
X

Expresemosel vector | y | e R® entérminosdelabase B, .
z
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Médulo 7: Coordenadas y cambio de base
Solucién

Lamatrizdetransicionde B, a B, Ry 5, estddadapor B, 5 =

o o R
o R R
B R e

Encontremos R . 5 aplicando el algoritmo paralaobtencion delainversa, asi:

1114100 [1 00 1 -10
011 010/->0 10 0 1 -1
001001 0 0 1 0o 0 1
) PBZ‘BL
X X
y:P%eBly
ZBz ZB1

Ejemplo4

Escribamosel polinomio a, +a,x+a,x* de P, entérminosdelabase:
B, = {1 x-1 x*-1}.

Empleando labase estandar, B, = {1 x,x*} , setiene:

1 -1 -1
(1)51 =|0|, (X_:I-)B1 =1, (X2 _1)51 =/ 0
0 0 1

Lamatrizdetransicion Fs . 5 es:

1 -1 -1
Ps=/0 1 O
00 1

Determinemos K, _ ; :
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1 -1 -1 1 0 0 100 111
0O 1 0 0 1 0|>/010010
0 0 1 0o 0 1 001 001

P8
&
a, +ax+a,x*> expresado como vector coordenado en labase B, es: | &
&
% 11 15 H+ra+a,
a| =01 0ja|= &
a, 0 0 1] a4, a,

Podemos verificar el resultado asi:
8y + X+ 8,X" = (8 +8 +8,) +a (x-1) +a,(x* -1).
Ejemplo5

2 1) (2
En R? supongamos que (X)g, = (_1} donde B = {[J (3]}; expresemos x en

m— Y

(X)B2 = PBzeBl (X)Bl'

Lascolumnasde R . 5 sonlosvectores de B, expresadosen B,.

(o)=L
R

A cada una de estas ecuaciones vectoriales la llevamos a un sistema de dos
ecuacioneslineales, asi:

5a, =1 5a,, =2
38, -1a, =1 y 38, -1a, =3

0 5 1 0 5 2
3 —:q 1 3 —J] 3
Estos dos sistemas poseen la misma matriz de coeficientes; por |o tanto, podemos

formar una sola estructura con la matriz de coeficientes al lado izquierdo y los
términos independientes al lado derecho.
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0 1 % %
Vol

oLl

|: O 5| 1 2 :| operaciones elementales \|: 1 0| % l%5:|

Luego:
(% Ys
PBz<—51 = i % %}
Entonces:
_[% % 2
We =1y V}L}
A
= o .

Podemos observar que para obtener lamatriz de transicion de B, aB, hacemoslo
siguiente:

|:Bz| Bl:| operaciones elementales |:| | PBZ(—Bl :| )

7.3 Vectores coordenados e independencia lineal
Teorema4

Sea B, ={V,,V,,...V,} unabase del espacio vectorial V. Supongamos que:

a, a, a,
s =| 2], (%) = a? e (%), = a2 .
3y a, A
a, &, - &,
Sea A=| 2 %2 T G
8y & 8y

Entonces {X;,X,,....X,} esLI sy solosi det A=0.

Este teorema se desprende facilmente del hecho de que los vectores en coordena
das son n-tuplas ordenadas, 0 seaelementosde R", y del teorema4 del médulo 4,

€l cual diceque det A= 0 sy sdlosi lascolumnasde AsonLlI.

Médulo 7: Coordenadas y cambio de base
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Capitulo 1: Espacios vectoriales

Ejemplo6

En PP, determinesi lospolinomios 1+ x*, —1-3x+4x" +5x°, 2+5x—6x%,

4+6x+3x%+7x sonLDoLl.

Usando la base estandar de P, Bl={],x,x2,x3} setiene:

1

0
1+x%), =| |
1+ X, =|

0

-1
1-3x+ 4345, =| >
(——x+x+x)Bl_4,

5

2

3 5
(2+5X-6X")g = 0 y

)

4
4+ 6x+3x° +7x° _|©
(+x+x+x)Bl—3.

7

Entonces:
1 -1 2 4
0 -3 5 6
det A= #0.
1 4 0 3
0 5 -6 7

Luego, lospolinomiosson LI.
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Ejercicios del capitulo 1 (mddulo 7)

En los gercicios siguientes, todas las bases son bases ordenadas.

Enlosgercicios1 a7 caculeel vector coordenado dev respecto alabase B dada parael espacio vectoria V.

v f30) )

1) (0) (O 4
5 VesR® B=4/0]|, 1}, v=|-1

0)0) \1 0

1 0) (1 2
3 VesR: B={|-1|,[1],|0|} v=| 3|

0 0)\2 -1

4, VesP, B={l+x, -1+2x}, v=3+4x
B

5  Vesh,

{], x—1, x2—1}, v =1+2x— %2

6. VesP,, B={1—x+x2,1+x,1+x2}, v=3—2x+4x%.

TN R R
A - (0-)

8. Hallelas matricesdetransicion:

a de B, yB,.
b. de B, y B..
C. de B yB,.

Multiplique las matrices de ay b en ambas formas. ¢Esta alguno de estos productos rel acionado con lamatriz de c?

1
9  Seax= (J Exprese (X)g - Usando lasmatricesdel giercicio 8, calcule (X)g, , (X)g, -

10.  Calculelasmatricesdetransicionde B, aB, y deB, a B,.
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Enlosejercicios 11 a13 calcule el vector v si el vector de coordenadas [v], estadado respecto alabase B deV.

14.

16.

17.

100

v, {32} ol

-1
VesP, B={l1-x 1 1+x+X}, (V)s=|1]|
2
2
2 3 2 3 2 3 1
V esP,, B={—l+x , 2+ 2X+ X7, 1+ 2x— X" +3X°, 2X° +3X } V), = 1l
3

Sean B, ={(1 3),(-1 2)}, B,={(0,1,(-2, 3)} bases para R?,y sean v =(3, 4), w=(-4,5).

a Determinelosvectoresde coordenadasdev y w respecto alabase B, .
Determinelamatriz detransicion R, 5 delabase B, enlabase B, .
C. Determine los vectores de coordenadasdev y wrespectoa B, utilizando Ry g -
Determine los vectores de coordenadas de v y w respecto a B, de manera directa.
e Determinelamatrizdetransicion B, delabaseB enlabase B,.
f. Determinelos vectores de coordenadas dev y w respecto a B, utilizando R, g- Compare las respuestas

conlasdel literal a.

Sean Bl={1+X2, —2+X%, 3+X} y BZ:{x+2x2, 3+ X, x} bases para B, Sean v=6-4x+8x"Yy

w = 9— x+7x%. Respondalosliteralesdel gjercicio 14.
Sean B ={v,,V,} y B, ={w,,w,} basespara I, donde w, = X, w, =1+X. Si lamatrizdetransicionde B, a B,es

2 3 determi
1 2l ermine B, .

Sean B ={v,, V,, V;} y B, ={w,,w,,w,} basespara R®,donde v, =(1 0,1), v,=(10), v,=(0,0,1). Sila

1 1 2
matrizdetransicionde B,en Bes| 2 1 1|,determine B.
-1 -1 1

Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



18 Sean B ={v,, V,} y B, ={w,,w,} basespara R?, donde v, = (1, 2), v, = (0, 1). Silamatrizdetransicionde B, en
21
B es|, | determine B,.
19.  Supongaquelosegesxyyenel plano serotan un dngulo @ en sentido antihorario generando nuevos gjes X,y

a Determine las coordenadas X, y de los vectoresi y j rotados.

_ _ ) cosfé send
b. Demuestre que lamatriz de cambio de coordenadas esta dadapor | send cosd |
Enlosegjercicios 20 a24 determinesi el conjunto devectoresdadoesLI oLD.

2.  EnP,:3+2x, 1-x+Xx*, 2x—X°.
2. EnP,:-2+2X, 2x+X+12x%, x+4x’.

{2 3} {o 7} {1 0} {1 1}
2 EnM,,: , : : :
4 -1/19 6| |4 -2||0 3
2. EnP,:{p,PnPhs i P (0)=0, i=1..,n+1}.

24, EnM . :{A,A,..., Ay, :laprimeracomponente de cadamatriz es cero} .
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El experimentador desea comprobar la relacion existente entre la fuerza aplicada al resorte y su deformacion. Para ello
elabora una tabla donde registra el peso aplicado y la deformacién sufrida por el resorte, y obtiene una nube de puntos que
ajusta a una recta mediante el método de minimos cuadrados.

Presentacion

Laortogonalidad tiene su importancia practicaen el método de aproximacion por
minimos cuadrados, con el cua sebuscalamejor solucion aun sistemade ecuaciones
linealesinconsistente, evaluando el error cometido. Sin embargo, laortogonalidad
tiene unaimportancia mas alla de esto y es que nos proporciona, cuando trabaja-
mos en el espacio tridimensional, unos g es coordenados ortogonal es (perpendicu-
lares).

Si laideade base es un paso clave paraconectar lageometriade un espacio vectorial
con el dgebra, ésta se hace de una manera mucho més intuitiva cuando la base es
ortogonal. Necesitamos una base para convertir cada construccion geométrica en
un calculo algebraico, y necesitamos una base ortogonal para que dicho célculo
sea sencillo. Una manera de optimizar este procedimiento es volver unitarios los
vectores delabase ortogonal ; esto convierte labase ortogonal en base ortonormal.

Lasideas introducidas en |os parrafos anteriores serén las que desarrollaremos en
este tema. Estas seran el punto de partida para la resolucion de los problemas

algebraicos que involucren bases ortonormales y proyeccionesen R".

Finalizado el capitulo, haremos una generalizacion de este tema a otros espacios
vectoriaes introduciendo el concepto de producto interno.

Capitulo 2

Ortogonalidad

Contenido breve

Modulo8
Bases ortonormaesy proyecciones

enR"

Ejercicios

Modulo 8

Modulo9

M étodo de aproximacion por
minimos cuadrados
Ejercicios

Modulo 9

Mo6dulo 10

Espacios con producto interno
Ejercicios

Maodulo 10






Modulo 8

Bases ortonormales y proyecciones en RN

Introduccion

En R"labase estandar Bz{el,ez,...en} tiene la propiedad de que € -e, =0 para

i# | yademss|g|=1 i=1..n.

Hemos podido apreciar |o comoda que resulta estabase en el manegjo algebraico de
losvectoresde R". En este médulo mostraremos laformade dotar |os subespacios

de bases con las caracteristicas de la base estdndar de R". A estas bases las [lama-
remos bases ortonor males. Ademas, veremos el concepto de proyeccion ortogonal

de un vector de R" sobre un subespacio de éste, concepto que nos seré de gran
utilidad cuando setratade aproximar lasolucion de un sistemainconsistente y = AX
demaneraque seminimiceel error cometido.

Objetivos

1. Construir bases ortonormales en los subespaciosde R", con el fin defacilitar el
célculo algebraico en un problemadeterminado.

2. Encontrar la proyeccion ortogonal de un vector sobre un subespacio de R".

3. Descomponer un vector de R" como sumade dos vectores, uno en un subespacio
de R"y otro en su complemento ortogonal .

4. Establecer propiedades relativas alas magnitudes de los vectoresen R".

Preguntas basicas

1. ¢Qué es un conjunto ortogonal ?
2. ¢Qué propiedades tienen los conjuntos ortogonal es?

3. ¢Como se construye una base ortonormal para un subespacio de R" ?
4. ;Como se calculala proyeccién ortogonal de un vector sobre un subespacio?

5. ¢Como se encuentrael complemento ortogonal de un subespacio H de R" ?

6. ¢Como serelacionan un subespacioH y su complemento ortogonal H* en R"?

7. Enladescomposicion de un vector aeRR", como a=p+q con peH y
qeH™*, aquésonigualespy q?

8. ¢Cuadl eslamgor aproximacion deunvector a e R" alosvectoresdeun subespacio
Hde R"?

El matematico danés Jorgen Pedersen Gram (1850-1916)
es conocido por el método de ortogonalizacion, aunque se
presume que no fue él quien primero lo utilizé.
Aparentemente fue ideado por Pierre Simon de Laplace y
utilizado también por Augustin Louis Cauchy en 1836. Gram
murid arrollado por una bicicleta a la edad de 61 afios.

El matematico aleman Erhard Schmidt (1876-1959) fundé
el primer instituto de matematicas aplicadas de Berlin.
Alumno de David Hilbert, Schmidt hizo sus mayores
contribuciones en ecuacionesintegrales y teoria de funciones
en el espacio de Hilbert.

Vea el médulo 8 del programa de television
Algebra lineal.
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(apitulo 2: Ortogonalidad
Contenidos

8.1 Conjuntos ortonormales

8.2 Otraformadel problemadelabase. Proceso de ortonormalizacién de Gram-
Schmidt

8.3 Proyecciones ortogonales

8.4 Complemento ortogonal

8.5 Desigualdad de Cauchy-Schwarzen R"
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(apitulo 2: Ortogonalidad

8.1 Conjuntos ortonormales
Definicion 1

Sea S={uy,u,,...,u,} un subconjunto de R".
Se dice que Ses un conjunto ortonormal si:

1 u;-u; =0 parai# .
2 |ul=1
Cuando se cumplelacondicion 1, se dice que € conjunto es ortogonal.

Como los vectores de Sson de magnitud unitaria, se dice que son vectores norma-
lizados. De ahi que un conjunto que cumplalas dos condiciones sellame ortonormal .

Recordemosquesi XeR", X= (%,%,.,...%,) Y lamagnitud dex, [, estadadapor:

X = VXX =X+ + . X
Si |u;| =1, entonces u; - u, =1.

Nota: los conceptos de ortogonalidad y magnitud de los vectores de R" estan
dados en términos del producto escalar. Es importante, antes de seguir adelante,
recordar |as propiedades del producto escalar.

Ejemplo1

Sean a=(1,3,0), b=(3,-1,1 y c=(3, -1 10) ; entonces {a,b,c} €s un con-

junto ortogonal en R® yaque a-b=a-c=b-c=0.

la| =410, |b| =11 y || = V110.

L os vectores:
a 1 b 1 c 1
=—=—(1 3, 0), =—=—=(3-11 =—=—(3,-1,10
u1 |a| /—10 (lv ) u2 |b| \/1—1( 1v ) y u3 |C| [—llo( 1: )

son vectores unitarios en las direcciones de a, b y c, luego {u,,u,,u,} esun
conjunto ortonormal.

Ademas, gen{a,b,c} =gen{u,,u,,u,}.

-~ Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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Médulo 8: Bases ortonormales y proyeccionesen R"

Teoremal

Sea S={u;,U,,..., U, } unconjunto ortogonal de vectores no nulos de R". Enton-
ces Seslineamente independiente.

Demostracion

Planteamoslaecuacion:
cu, +CU, +...+CU, +...+cu, =0.
A amboslados de laigual dad multiplicamos escalarmentepor u,, i =1,...,K
(cu,+cU, +...+CcuU, +..+CcuU,) -u, =0-u, =0.
Aplicando la propiedad de distribucién del producto escalar, tenemos:
¢ (u;-u)+c, (U, u)+...+c(u-u)+...+¢ (u.u)=0.
Ahora, u;-u; =0 parai # j, luego el lado izquierdo de la ecuacion se reduce a
G (u;-u;), dedonde ¢ |u,|*=0.
Como u, #0, entonces ¢ =0, i=1...k.
Corolariol
Un conjunto ortonormal de vectoresen R" eslinealmente independiente.

8.2 Otraforma del problema de la base. Proceso de ortonormalizacion
de Gram-Schmidt

Dada una base S={V,,V,,..,V,} para un subespacio de R", hallar una base

ortonormal B={u,,u,,...,u, }. La solucion a este problema nos la brinda el si-
guiente teorema, conocido como proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidit.

Teorema?

SeaH un subespacio de dimension k de R"; entonces H tiene una base ortonormal.

Demostracion

Supongamos que {Vy,V,,...,V,} €sunabase paraH.
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(apitulo 2: Ortogonalidad
Paso 1

Construccion deun vector unitarioenladireccionde v;, v, #0, yaque {V,V,,..., V|
eslinealmente independiente.

_
Lol

Paso 2

Construccion de un vector ortogonal a u,.

Sea
V, =V, —proy, v,.
v, - u
proy, Vv, = #ul;
Juy
como |u,|=1,

’

Vo =V, —(V, - Upuy.
Veamosque V), esortogonal au,:

’
Ve Uy =V,-Uy—(V,-U)u, -u, =0.
1

Loanterior serepresentaen lafigura8.1.

2 Vo= PIoyy V,= V'

u,

Ll Ll
Proyy, v, Vi

Figura 8.1

Paso 3

Construccion de un vector unitario en ladireccion de v,

|<
=

SeaU2=|V

Entonces, {u,,U, } esun conjunto ortonormal.

IS

110 Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



Médulo 8: Bases ortonormales y proyeccionesen R"

Supongamos que se ha construido {ul, u,,..,u p} ; P <K un conjunto ortonormal.

Veamos cOmo agregar un nuevo vector a conjunto, de modo que siga siendo
ortonormal.

Paso 4

Construccion de un vector ortogonal a {ul, u,,..,u p} .

Sea V’p+1 = Vp+1_(vp+1 ’ ul)ul_"'_(vp+l ’ ui)ui _"'_(Vp+1 ' up)up'

’

V.1 Seconstruye quitandole a vector Vv, sus proyecciones ortogonales sobre

los vectores del conjunto ortonormal construido. Este vector es ortogonal atodos
los vectores del conjunto. Veamosl o:

V,p+1 ‘U :M_(le'ul) (ul'ui)"'_(w) (ui 'ui)_---_(vp+1'up)(up 'ui)

0

=0.
Paso5

Construccion de un vector unitario en ladireccion de V',

Seaup+1:

|Vp+l

El proceso continlia hasta completar los k vectores de |a base ortonormal .

8.3 Proyecciones ortogonales
Definicion 2

Sea H un subespacio de dimension k de R" con base ortonormal {u,,U,,...,u,} y

v un vector de R". Entonces la proyeccién ortogonal dev sobre H, denotada
proy,, Vv, esun vector de H dado por:

proy, v=(V - u)u, +(V - u,)u, +..+(V - u)u,.

Ejemplo2
X
SeaW={|y|:x—y+2z=0} unsubespacio en R>.
z Vea en su multimedia de Algebra lineal el

c6digo fuente en MATLAB para ilustrar
«Proyeccion sobre el plano en R >».

i. Determine unabasey ladimension de W.
ii. Determine unabase ortonormal paraW.
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(apitulo 2: Ortogonalidad

2
i. S a=| 1 |eR® determine proy,, a
-1

Solucién

W=gen<| 1|, O |;. Como losvectores son LI, entonces:

1 -2
v,=[1|, v,=| 0 |; esunabaseparaW.dimW=2.
0 1

A partir de esta base, podemos construir una base ortonormal paraW.

i.  Designemos {u,,u,} labaseortonormal.

1 1
v
1 u =1 _-_— 1.
Sl V2 0
2. V=V, _(Vz 'ul)ul
=2) |(=2)(/a)| /) (1
=10 |=|| O | e ||| X2 |=
1 1 0 0
’ 1 _1
3 U=rm=—pl1
L ZIE
Yo\ | e
Baseortonormal de W =<| ¥ |,| ¥
0 )\ Vs
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Médulo 8: Bases ortonormales y proyeccionesen R"
iii. proy,, a=(a-u)u, +(a-u,)u,.

2\ (V| Ve 2V (Ve Ve [
=N LW el Jelt| L] Fall| Val=| % |
L)) Y\ e\ Js) (5

Vogd(-2,0,1)

v,
(_11 l's ])

4

u
1 A

(1,1,0)

Figura 8.2

Losvectores u, y u, forman unabase ortonormal para el plano generado por los

vectores v, y v, (figura8.2).

Calcular las coordenadas de un vector relativas a una base puede ser un problema
relativamentedificil; ahora, si 1abase esortonormal, esto es bastante sencillo, como
seveen el siguiente teorema.

Teorema3
Sea B={u,,U,,...,u,} unabaseortonormal de R" y sea veR". Entonces:

V= (V-u)u, +(V-u,)u, +...+(v-u,)u,.

Esdecir, el vector v eslasumade |as proyecciones ortogonal es sobre [os vectores
delabase ortonormal de R":

V =proy,,v.
Demostracion
Yaque B esunabasede R", v se puede expresar de manera (inica como:

V =qU, +CU, +...+CU; +...+CU,.
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(apitulo 2: Ortogonalidad

Multiplicando escalarmentepor U;, i =1,...,n, aambosladosdelaigualdad, tene-
mos:
v-u, =¢ (U -u)+c, (U, -u)+...+¢ (U -u) +...+¢, (u,-u,)
— R — —

0 0 1 0

G.

Como esto esvalido paratodo i, la demostracion queda compl eta.

Ejemplo3

1 2 -2 1
Sea B_{ul_(ﬁ'o'ﬁj' uz_[ﬁ'o'ﬁ} u3_(O,L0)} una base

ortonormal para R®. Expresemos el vector v= (2, —3,1) como una combinacion
lineal delos vectores de B.

V =qU, +C,U, +Cu, tal que: cl=v-u1=4/\/§,

c,=v-u, =-3/5,
C,=V-U,=-3.
4 (1 2 3(-2 1
@-31 ‘E(E’ 0 E]_E(E’ 0 EJ_S(O’ 10).

El siguiente teorema establece la unicidad de la proyeccién ortogonal dev sobreel
subespacio H.

Teorema4

Sean H un subespacio de R" y v enR". Suponga que se tienen en H dos bases

ortonormales B, ={u,,u,,...u,} y B, ={t,,t,,...,t }; entonces:

proy,v=(v-u)u, +(v-u,)u, +...+ (v-u u,
=(V-t)t + (V-t)t, + o+ (V- )t

8.4 Complemento ortogonal
Definicion 3

Sea H un subespacio de R". Unvector u en R" esortogona aH si esortogona a

todo vector de H. El conjunto de todos los vectores de R" que son ortogonales a
H se Ilama complemento ortogonal de H en R" y se denota H*.

H*={ueR":u-h=0,paratodohe H}.

=~ Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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Médulo 8: Bases ortonormales y proyeccionesen R"

Ejemplo4

SeaW ={(x,y,2)/(x¥,2) =t(1,2,3), te R}.

W estaformado por todos |os vectores ortogonales a (1, 2, 3); se puede mostrar

que W esel plano que pasapor el origen con vector normal (1, 2, 3).

Teorema5
Sea H un subespacio de R"; entonces:

a H* es un subespacio de R".
b HAH'=(0.

C. dmH* =n-dimH.

Demostracion

a H*#®d,(0,0,..,0 eH" yague Vhe H
(0,0,...,0)-h =0.

Sean x,,X, e H*, x,-h=0yXx,-h=0, Vhe H.
Luego:

(X, +%,)-h=x,-h+x,-h=0+0=0.
Ahora

ax,-h=a(x,-h)=a0=0,

lo que prueba que H+es un subespacio de R".
b. {(O, o,..., O)}chHL.

Probemosque H "H* = {(0, 0,...,0)}.

Supongamos que xe HNH*, xe H Axe H*; entonces x-x= 0.
L uego:

x=(0,0,..,0);
por lo tanto:

HAH*={(©,0,..,0)}.

c. Sea {uy,U,,...,U,} unabase ortonormal de H. Esta base puede ampliarse
hastaformar B, unabasepara R, B={U;,U,,....U;,V,,y,-..,V, }. Mediante

€l proceso de Gram-Schmidt, B sepuedetransformar enunabaseortonormal de R".
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B ={U;, Uy, Uy Uy gs Uy -
Debemos demostrar que {Uy.; ..., U, } €s unabase para H*.

Como los vectores son LI, debe mostrarse que generan H*,

Sea xe H"; entoncesx e R" y
X=(X-U)u; +...+ (X-u U, + (XU, U, +..+(xX-u)u,.

Comolosvectores u,,U,,...,u, estdn enH, x-u, =0, i =1,..., k, entonces:
X=X U )U;+..+(X-Uu)u,.

Luego {Uy,;,-.,U,} esunabasepara H* Y dimH* =n—k -

Cualquier vector de R" sepodraexpresar de manerainicacomo sumade un
vector de H con un vector de H*.

Teorema6: Teoremadelaproyeccion

Sean H un subespacio de R" y veR".

Entonces existe un par Unico devectoresp y q talesque:
peHygeH" yv=p+q,

donde p=proy, vy q=proy,. V.

Ejemplo5

En el plano del jemplo 2 determinamos|abase ortonormal :

VARNA

B=1| Yz || /&

0 )\ /s
2 %
yparaa=| 1 | encontramos proy,, a=| %
-1 A

Podemos expresar a como lasumade dos vectoresp y q tales que:

p=proyyayq=proy,. a,
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Médulo 8: Bases ortonormales y proyeccionesen R"

a=p+gq=0q=a—-p=a-—proy, a,

2 (%) (7%
a=| 1 |-| % |=| % |=proy,,. &
-1 () (%
X

W=<|ly|:X-y+22=0;.
z

dim W= 2; como dimW +dimW" =3, entonces dimW* =1. Luego €l vector

q
q puede ser una base para W y H una base ortonormal para W".

|q| = i,
J6
entonces:
q AN
H =V6| % |= VG |
,}é . Jé
VA3
Base ortonormal de W+ = }Qg
VA

No es necesario averiguar €l valor de g paradeterminar labase de W". Delaecua-
cion de W sabemos que (1, -1, 2) esun vector normal aW, por lo tanto, pertenece a

W
1 VG
Luego, unabasede W+ puedeser J| _1 || y unabaseortonormal de w = Vs
2 VG

Teorema7: Teoremadeaproximacion delanorma

SeaH un subespacio de R". Entonces paracualquier vector veR", € vector deH
méscercanoav es proy,, v . Esdecir, si h escualquier vector deH, |v —h| esminima

cuando h=proy, v.

Demostracion

Sea h un vector cualquierade H. Entonces:

v—h= (v-proy, v)+(proy,, v—h).
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(apitulo 2: Ortogonalidad

Ahora:
(v—proy,, vV)eH" vy (proy, v-h)eH,
y entonces:
(v—proy, v)-(proy, v—h) =0.
|v—h|2 =((v—proy, v) + (proy,, v—h))-((v—proy,, v)+(proy,, v—h))
=|v—proy, v|2 +|proy,, v—h|2.
Sih = proy,, v,
2 2 2
lproy, v—h[">0 y|v—h|">|v—proy, V[ ;
por lotanto:

|v—h|>|v-proy, v|.

Asi que proy,, v esel vector queminimiza [v—h|.

1% 2
Enel gemplo 5, p=proy,, a=| % | esel vectorenWmascercanoaa=| 1
% -1

8.5 Desigualdad de Cauchy-Schwarz en R"

Finalizamosel capitulo con un resultado importanterelativo alas magnitudes delos
vectores, ladesigualdad de Cauchy-Schwarz en R", apartir delacual puede dedu-
cirseladesigualdad triangular en R".

Teorema8: Desigualdad de Cauchy-Schwarzen R"

Sean ay b vectoresen R". Entonces:

L Jab|<[d]b]

i |a-b|=lal|b|siy stlosi a=0 o b = Za paraaginrea A

o Ude@ - Para ser, saber y saber hacer

118



y Mddulo 8: Bases ortonormales y proyeccionesen R"
Demostracion

i. Tomemos dos vectores ay b de R" tales que uno no es multiplo escalar
del otro, 0 sea que estan sobre rectas en distintas direcciones (figura 8.3).

La proyeccion ortogonal de b sobre a estadada por proy b/a= [ |al ]

b-proy b/a

proy b/a

Figura 8.3

Ladistancia(al cuadrado) del punto b alarectaquellevaladireccion deaes:

(3¢ H w2 e

e -y
B

Como esta distancia es mayor que cero, entonces €l numerador en la expresion
anterior debe ser positivo, luego:

Pl (a-b)* >0,
|b*[a* > (a-b)>.

Extrayendo raiz cuadrada a ambos lados, tenemos que:

[bllef>[a-b]-

Cuando a'y b tienenlamismadireccion, oseaque b = Aa paraalginescaar 4,la
distancia calculada seraigual a cero; por lo tanto, se tendra que:

[a-b|=[al]o]

Luego, en general, tenemos que [a-b| <[4 |b|.
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Ejercicios del capitulo 2 (mddulo 8)

1 Verifique que las siguientes son bases ortogonales para R®. Obtenga bases ortonormales a partir de ellas.

a  {(0.01),(-120) (110}
b. {(0,1,-1), (1, -Y2,-1/2), (1, 1, D}.

2 Utiliceel proceso de Gram-Schmidit paratransformar labasedeun subespaciode R, dadapor {(1, 1, -1), (0,1, 1)}, en
una base ortonormal.

3 Igua queend gercicio 2, conlabase {(1, -1 0), (2, 0,1)} .

4, Utiliceel proceso de Gram-Schmidt para determinar una base ortonormal para el subespaciode R* con base
{(lv _l Ol 1)| (01 01 l 0)1 (21 01 01 _1)}'

5. Sea S= (i i ij (—i i—i] [—i 0, i] unabase ortonormal de R®. Escriba el vector
V3 {33 6 V6 6 J2' 2

4, 2, -1 en estabase.

6. SeaW el subespacio de R* con base ortonormal {(O, 1 0), [ j} Escribael vector v = (1, 2, —1) como

ol

1
_101
NERNG

p+gconpeWy qeW".

7. Determineladistanciadel punto (2, 3, —1) a plano 3x—2y+ z=0. (Sugerencia: encuentrelaproyeccion ortogonal
de (2, 3, —1) sobre el plano).

8 Construya una base ortonormal para el espacio solucion del sistema homogéneo:

x+3y-5z=0
2x—-y+z=0
3X+2y-4z=0

1 2
9 Encuentre una base ortonormal en R* que incluyalos vectores U, = [E 0, Ej y u,=(0,10).

Enlosgercicios 10 a 12 se dan un subespacio H y un vector v.

a Calcule proy,, v.

b. Encuentre una base ortonormal para H*.
C. Escribav=p+q conpeH y geH" .

) Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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10.

13

14.

S N < X

Jemsaey-ofie-|g
eR°:2x—y=0p; v=| _|.
y 5

-3
eR®:3x-2y+6z=0}; v=| 1 |.
4
1
4 -1
eR":x=2y,w=-y;; V= 5 |
3

Si ayb sonvectoresde R"talesque a=00 b = a para 4 € R, demuestre que |a-b| =[alb).

Usando |a desigual dad de Cauchy-Schwarz, pruebe |a desigualdad triangular |a+b| < [a+|b].
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Modulo 9

Método de aproximacion por minimos
cuadrados

Introduccion

Unavién que toma fotografias infrarrojas utiliza un detector
Muchos experimentos relacionados con ciencias fisicas, biolgicas 0 sociales se  ueregistralaimagen electrnicamente; estaimagensufre

roponen encontrar larelacién existente entre las variables presentes en un deter- distorsiones que deben corregirse  asf obtener las
prop P coordenadas reales; para ello se utiliza el método de minimos

minado fendmeno, por medio de unaley matematica. cuadrados.

En estos procesos se trata de gjustar una curva a los diversos puntos obtenidos
experimental mente. En general, el resultado obtenido es un sistema de ecuaciones

AX =Y inconsistente. El problema, entonces, esencontrar un X en R" tal que AX
seatan cercano ay como sea posible.

Objetivos

1. Establecer lamejor aproximacion de un vector de R™ aun subespacio del mismo,
aplicando el método de aproximacion por minimos cuadrados.

2. Encontrar €l error cometido a hacer unaaproximacion con el método de minimos
cuadrados para poder valorar la confiabilidad de los resultados obtenidos.

3. Vaorar lautilidad de lateméticaabordada, transfiriéndolay aplicandolaen la
resolucion de situaciones problemaéticas que se presentan en lavida diaria.

Preguntas basicas

1. ¢En qué consiste e método de aproximaci6n por minimos cuadrados?
2. ¢Cuéndo se aplica este método?

3. ¢Por qué cuando seda y = AX, decimosque y e C, ?
4. ¢Por quéel vector x queminimizael error cometido estal que Ax esigud ala

proyeccion ortogonal dey sobre C, ?
5. ¢Cémo sedeterminael error cometido en el calculo?

Contenidos Vea el modulo 9 del programa de television

Algebra lineal.

9.1 Aproximacion por unarecta
9.2 Aproximacién cuadrética
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(apitulo 2: Ortogonalidad

9.1 Aproximacion por una recta

Supongamos que se busca la recta y =b+mx que mejor se gusta a los n datos

(% Y1)y (%5 Ya)sees (X%,5Y,) (figura9.1).

v=h+mx

L J

Figura 9.1

Lagréficailustrala ubicacion de algunos puntos obtenidos del experimento y sus
distancias (errores &) alos respectivos puntos sobre larecta y =b+mx . El pro-

blema puede plantearse asi: encontrar my b delarecta, tal queel error cometido sea
minimo.

Unaformade minimizar loserrores es hacer minimalasumade|os cuadradosdelos

errores (&7 + &2 +..+ &) .

& =Y,—(b+mx)
& =Y, —(b+mx,)
&, =Y,—(b+mx).

Un enunciado més preciso del problemaes: encuentre my b tales que:

(¥, = (b+mx))* + (Y, — (b+mx,))* +...+ (y, — (b+mx,))* seaminima

Desarrollaremos un método matricial paraencontrar estaaproximacion de minimos
cuadrados.

Si los puntos (X, ), (X, ¥,),-- (X,,Y,) estuvieran sobrelarecta y=b+mx se
cumpliriaque:

y1:(b+mxi)
Yy, =(b+mx,) o Y=AX
Y, =(b+mx,)

=~ Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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Médulo 9: Método de aproximacién por minimos cuadrados

Y1 1 x
1 b
con Y =| %2 . A=l X2 y X:[ ]
N . m
Yn 1 x

Si los puntos no estan todos sobrelarecta, €l sistema Y = AX esinconsistente, es
decir, Y — AX = 0, y €l problemaser&

encontrar unvector X tal que |Y — AX| seaminima

(Y — AX) esunvector de R" cuyas componentes son |os errores cometidos en la
obtencion de los n datos experimental es.

&
&

Y-AX=|"2|, [Y-AX|=\& +el+..tel
&,

n

Asi quehacer minima |Y — AX| equivdeaminimizar &? + 2 +...+ 2.

Si Y = AX, entoncesY esunacombinacion lineal delascolumnasdeA, o seaque
Y eC,;como Y = AX esinconsistente, Y ¢ C,. Por el teoremade aproximacion

delanormaen R", Y — AX esminimo cuando:
AX =proy. Y.
Sea X el vector, tal que AX = proy, Y.

Podemos hacer una representacion geométricaen R,

El espacio columnadeA, C,, puede ser un plano o unarectaque pasapor €l origen.

Representemos C, como un plano que pasapor €l origen (figura9.2).
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Figura 9.2

Y — AX esun vector ortogonal a C,, 0 seaque paratodo AX e C, setiene:

AX-(Y - AX) =0,

(AX)"(Y - AX) =0,
XTAT(Y — AX) =0,
XT(ATY-A"TAX)=0  VXeR2

Luego ATY — ATAX = 0,
ATAX=ATY.

Estaecuacion matricial representa dos ecuaciones con dosincognitas, que frecuen-
temente se denominan ecuaciones normales.

Si A"A esinvertible (se puede demostrar que esto sucede cuando los n datos no
son colineales), X tiene solucion Unica dada por:

X=(ATAATY.
Ejemplo1

Encuentrelarectaque dael mejor gjuste paralosdatos (2, 1), (3, 2), (4,3), (5, 2).

En este caso:
1 2 1
1 3 2 b
A= , Y= , X=
1 4 3 m
15 2
ATAX = ATY
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1111
12 3 45

|

{4 14 8

14 54 30

||

=
N

13)_(_1111
1 4" |2 3 45

=
(6}

:| operaciones elementales |:1 0| %:|
0 1%/

Ecuacion delarecta y:g+§x.

El error cometido estadado por (figura9.3):

Y - AX| =

N W NP

N

2 1\ (%
3% [ 2] |«
4{%}:3’%
5 2 13/

|

2
3

Figura 9.3

9.2 Aproximacion cuadratica

Si lo que se buscaes unacurvacuadrédtica y = a+bx+cx? que seael mejor gjuste

Médulo 9: Método de aproximacién por minimos cuadrados

Vea en su multimedia de Algebra lineal el
cddigo fuente en MATLAB paralustrar «Creci-
miento de poblacion».

en el sentido de minimos cuadrados an datos (X, ¥;), (X, ¥,),---, (X,,Y,), €l pro-
cedimiento que se debe seguir es exactamente analogo al método desarrollado
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(apitulo 2: Ortogonalidad

anteriormente parael gjustelineal (figura9.4).

(X, )

Figura 9.4

Si los n puntos estuvieran sobre lapardbola y = a+ bx + cx? , laecuacion se verifi-

cariaasi:
y, = a+bx +cx’
y, = a+bx, +cx;

y, =a+bx +ox?

con:
A 1
o R RN
A 1

o Y=AX
2
X1X12 a
XFX? y X=|b
) c
X, X

Como los puntos no satisfacen las ecuaciones, el sistema Y — AX esinconsistente;

por lo tanto, el problema serdencontrar un vector X enR? tal que ‘Y - Af‘ tenga

unvalor minimo; luego AX = proy,, Y. Sillamamos X el vector minimizador, en-

tonces:

ATY = ATAX.

Ejemplo2

El método de gjuste cuadrético se puede usar para hacer estimaciones de las cons-

tantesfisicas. Veamoslo:

>0 Ude@ - Para ser, saber y saber hacer
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Médulo 9: Método de aproximacién por minimos cuadrados

Un cubito sedeslizasin friccién sobre el planoinclinado delafigura9.5y partedel
punto 0.

Figura 9.5

Su ley de movimiento esta dadapor: X(t) = vt + %tz :

Se tienen |as siguientes mediciones:

t=1s x=12.4m
t=2s X=29.8m
t=3s x=52.0m
t=4s X=79.21m

A partir de estos datos podemos hacer estimaciones para los valoresde v, y g ;
ademas, calcular €l error cometido.

Sean:
B L[
_| 29. _ _ v
Y=150| A=|3 9 x—g/;’
79.21 4 16
124
v o1 2 3 298
1 4 9 16| 52.0 1866 96
- 7921
1 1
a1 23 412 4|_[30 10
14 9 16|13 9 100 354 |
116
Resolvemos ahora el sistema (AT A) X=AY.

{ 30 100

100 354 1866.96

54484j| operaciones elementales |:1 ?j

9.96}

0 246 |

En los gercicios 1 a 4 determine la recta de minimos cuadrados para los datos

dados.
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(apitulo 2: Ortogonalidad

130

X=(8%8)-(%)

g~ 9.84m/s’.

El error cometidoestadado por |Y — AX|.

11 124
aAx_|2 4|[996]_ %78
3 91/246]7|5202|
4 16 792

-0,

558 Z %578 _[o0h
¢=838 —8{8=| 383 |=(0.02)% + (0.04)* + (0.02) + (0.01)?
79.21-79.20 | 0.01

=0.05.
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Ejercicios del capitulo 2 (mddulo 9)

En los gercicios 1a4 determine larecta de minimos cuadrados paralos datos dados.

1
2
3
4,

0,0, @1, 32, (45).
@4, (<29, 3 -1, (4D.
(-2,-2), (-10), (0,-2), (1, 0).
0.2, 12, (20).

Enlosgercicios5y 6 determine el polinomio cuadrético de minimos cuadrados paralos puntos dados.

5.
6.

10.

(-7.3), (2,9), (1, 5).
(0,3.2), (0.5,1.6), (1, 2), (2, -0.4), (2.5, -0.8), (3, -1.6), (4,0.3), (5 2.2).

1 -2 3
-1 2 1
Sean A= ey= .
0 3 -4
2 5 2

a Encuentre una solucion por minimos cuadrados de AX =Y.
b. Cadlcule€ error de minimos cuadrados asociado con la solucién encontrada en a.

Encuentre el mejor ajuste cuadratico paralos datosdel emplo 2. ;Quétipo de gjuste ocasiona el menor error?

Setienen dosmagnitudesrel acionadas cuadréticamentexy y, esdecir, existen constantesa, by ctalesque y = a+ bx+ cx?.
En las mediciones experimental es de estas magnitudes se obtuvieron los siguientes datos:

X 01]05]1] 2 |25 31415
y [32] 162 |-04|-0.8|-16| 03] 2.2

Encuentre |a parabola que mejor gjuste estos datos.
UnacintaelésticaseestiraalongitudesdeL =5, 6y 7 piespor laaplicacion defuerzasF = 1, 2y 4 kg respectivamente.

Asumiendo laley deHooke, L = a + bF, encuentre lalongitud normal a de la cinta, por el método de minimos
cuadrados.
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Modulo 10

Espacios con producto interno

cuarto =
orden

Una aplicacion interesante de los espacios con producto

IntrOdUCCiO’n interno es la aproximacién mediante series de Fourier a
funciones continuas. La gréfica ilustra aproximaciones de

. . L . ; Fourier de drdenes 3y 4 a la funcién f (t) = t.
En e mundo cotidiano, euclidiano tridimensional, los conceptos de la geometria

euclidianarigen nuestramanerade ver el mundo. Paratodos es obvio queladistan-
cia mas corta entre dos puntos es €l segmento de recta que une esos dos puntos;
sin embargo, si nos encontraramos en un taxi, en un sitio de unaciudad, y quisiéra-
mosir aotro lugar delamisma, nuestro taxistano medirialadistancia‘avuelo de
pajaro’, como corresponde alaversion euclidiana de distancia. Si nos permitiéra-
mos pensar en distancia de una manera mas flexible, abririamos las puertas para
concebir una‘distancia entre polinomios, funciones, matricesy muchos otros ob-
jetos que existen en algebralineal. Es precisamente en estas situaciones donde se
requiere la operacién denominada producto interno.

Objetivos

1. Determinar magnitudes de vectores en espacios vectoriales donde hay definido
un producto interno.
2. Construir bases ortonormales en espacios vectoriales con producto interno.

Preguntas basicas

1. ¢Qué es un producto interno?

2. ¢Por qué esimportante definir un producto interno en un espacio vectorial?

3. ¢COmo se construye una base ortonormal en un subespacio vectorial con producto
interno?

Contenidos

10.1 Productointerno

10.2 Normay ortogonalidad en un espacio vectorial con producto interno
10.3 Ultimaformadel problemadelabase

10.4 Proyeccion ortogonal en espacios vectoriales con producto interno

Vea el médulo 10 del programa de television
Algebra lineal.
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[Espacio vectorialj

se puede definir

[ Producto interno J

para determinar

( Vectores ortogonales j [Norma de un vectorj

\ /

si la norma es 1
se conforma

(Conjunto ortonormal LI ]

l

permite construir

|

Bases ortonormales para
sus subespacios

Mapa 6: modulo 10
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10.1 Producto interno
Definicion 1
SeaV un espacio vectorial real o complejo.

Un producto interno sobre V esunafuncion tal que atodo par devectores XYY de

V asocia un Unico nimero real o complejo (X,y) que satisface las siguientes pro-
piedades:

Six,y,zestanenV y o esun escalar, entonces:
i. (x,x) = 0.

ii. x,x)=0<x=0.

i.  (xy+2)=(XYy)+(x2).
iv. (X+Y,2) = (X,2) + (Y, 2).
Voo (y) = (y,).

Vi, (axy)=alx,y).

Vi, (xay) = a(x,y).

Del espacio vectoria V se dice que es un espacio con producto interno.

Nota: enlascondicionesvy vii labarraindicaconjugacioén compleja
S (x,y) esunnimerorea, (x,y) = (X,y) -
Ejemplol
En R" e producto escalar entre n-tuplas es un producto interno. Veamos.
Sean: X = (X, %, X,) €Y = (Y1, Yoreenr Vo )-
XY =XY+XY, +ot XY,
El producto escalar satisface la siguientes condiciones:

i. X-X>0.
ii. x-x=0d8ysolos x=0.

iii. X-(Y+2Z)=X-y+X-Z

iv. (X+y)-z=x-z2+y-z
V. X.y:y.x_
Vi. ax-y=x-ay =a(X-y).

Las propiedades i aiv del producto escalar corresponden a las propiedades del
producto interno.

Médulo 10: Espacios con producto interno

Vea en su multimedia de Algebra lineal el
c6digo fuente en MATLAB para ilustrar
«Espacios con producto interno».

Escuche la biografia de Jean-Baptiste Joseph
Fourier en su multimedia de Algebra lineal.
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Lapropiedad v del producto escalar se convierte en propiedad conmutativa, yaque
(y-x) = (y -x) debido aque €l producto escalar esun nimero real.

Del mismo modo, la propiedad vii del producto interno queda integrada con la
propiedad vi, ya que los escalares son nimerosrealesy a(x-y) = a(x-y).

Ejemplo2

En C", espacio vectoria de n-tuplas ordenadas de nimeros complejos, puede
definirse un producto interno como (X,y) = Xy, + XY, +...+ X,¥,, con:

X= (%%, %) €Y = (Y1, Yauee Yn) -
i. (x,x) >0, yaque:

(X, X) = XX + X% + oot X X+t X X
U
(a; +bji) (3, —b;i)
ay —bfi? (i*=-1)

]
£+w:Mr
=|x[* +]% [ +...+|x].|2 +ot|x,[f 2 0.
. X, x)=0<x=0.

Lascondicionesiii y iv sededucen del hecho deque z(z,+z,) = zz,+ 27z, para

cualesquier nimeros complejos z,,z,,z, .

Veamoslacondicionv.

YiX + YoX ot Yo X,
V% + Yo%y ot VX,
VX +V,% +ont VX,
VX + Yo%+t Yo X,

= lel + X272 tot Xnyn = (va)'

(v,x)

Lacondicion vi se deduce inmediatamente.

Paravii, tenemos:
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(x.ay) = (ay,x) = (ay,X) = &(¥,X) = a(xy).

Vi)

Ejemplo3
En M., si:
all a12 bll b12
A=la, a,|y B=|b, b,]|,
a31 a32 b31 bs.z

entonces puede definirse un producto interno como:

(AB) = a11b11 + a12b12 + a21b21 + azzbzz + a31b31 + aszbsz'

Ejemplo4

En C[a,b]’ espacio defunciones continuasde variablereal en el intervalo [a,b], se
define:

(f.9) = [ 11 g .

El anterior es un producto interno, ya que:

i. (f, f) = jbfz(t) dt > 0. Del calculosabemosquesi h e G, y h=0

sobre [a,b], entonces th(t)dtz 0. Ahora, si Ibh(t) dt=0, entonces
h =0 sobre [a,b] . Con esto se prueban iy ii.
L as propiedades de las integral es definidas permiten deducir iii avii.

En este espacio trabajamos con escalaresreales, luego |l as propiedades sedan en la
mismaforma que cuando se trabaja con el producto escalar.

Ejemplo5

EnCc?2sean x= 3+ 2, 7—-4i) e y = (1-1i, 2+i); entonces.

(3+20)(1+i) + (7—4i)(2—i)
3+ 5 + 2 +14 - 15 + 4i°
17 — 10i + 6i2

17 - 10i - 6 (2 = -1
= 11-10i.

xy)
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Ejemplo6

En C,;, sean:

f(t) =t*+3
glt) = 2t* —t.
Entonces:

(f,9) = j:(t2 +3)(2% — t)ct

j:(zt“ — 4 62 — ) dt

|
N
|
|
o
|
|
w

£t ] 13
, 20

10.2 Norma y ortogonalidad en un espacio vectorial con producto
interno
Definicion 2

Sea V un espacio vectorial con producto interno 'y supongaque x y y estan en 'V,
entonces:

. Lanorma (longitud) de x se denotapor |x| y se define como:
I = V&R,

ii. Si x y y son diferentes de cero, se dice que son ortogonal es cuando:

x,y) = 0.

Ejemplo7

En C2,seax = (2+i, —1+3). Caculemos || .

I = &R,
(x,x) = (2+i)(2-i) + (-1+3)(-1-3i) = 15,
) = V35,

Ejemplo8

En C[0,27] lasfuncionessenty cost son ortogonales. Vedmoslo:

2z
(sent, cost) = jznsentcost dt = 1J'2'rs>en2tdt _ s
0 2Jo 4 |,
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Ejemplo9

En C[0,27] encontremos |cost|.

2z % 2r (14 cos2t) %
|cost| = /(cost,cost) = UO cosztdt} = DO Tdt}

] Ht senTZ)] i

0

Los teoremas dados en e modulo 8 para R" se extienden a cualquier espacio
vectorial con producto interno.

Definicion 3
Sea V un espacio vectorial con producto interno'y sea {u,,U,,...,U,} < V.

{U;,U,,...,U,} esun conjunto ortonormal si:
i (uj,u;) = 0 para i=j.
i fu] =1

Si sélo se cumplelacondicion i se dice que el conjunto es ortogonal.

10.3 Ultima forma del problema de la base

Dada unabase S = {Vvy,V,,...,V,} paraun subespacio de un espacio vectorial
con producto interno, hallar una base ortonormal B = {u,,u,,...,u,} para el

subespacio.

El problemaseresuelve aplicando el proceso de Gram-Schmidt, teniendo en cuenta
ladefinicién particular del producto interno en ese espacio vectorial.

Ejemplo10

Construyamos una base ortonormal en P, [-1, 1. Podemos partir de la base
estandar {l X, xz}; como todo polinomio es unafuncion continua, P, [-1, 1] es

un subespacio de C [-1, 1] ; por lo tanto, emplearemos el producto interno defini-
do en funciones continuas.

Médulo 10: Espacios con producto interno
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(apitulo 2: Ortogonalidad

1
%a.ul = m
Y
2 - V@D - (2] = )" = 2% = V2
1
Ul = E
' 131
vV, =V, — (V,, Uu)u, = x—(x, _2j_2
(x i) J.l xidx:ix—2 l =0
V2) 2 22,
vV, = X
X 1o,V Y
u, = M I¥| = J(xx) = (J'_lx dx) = =
-1

<
w
Il

vV, — (V5 up)u, — (Vg Uy)u,

|
X
N
7\
X
_N
S
N—
ol

B 3 8
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Por lo tanto, una base ortonormal en P, [-1, 1] ,es:

_ {% \Ex, \/§(3x2 —1)}.

10.4 Proyeccion ortogonal en espacios vectoriales con producto
interno

Definicion 4

Sea H un subespacio de un espacio V con producto interno y {uy,u,,...,u, } una
base ortonormal deH. Si v € V, entonces la proyeccion ortogonal dev sobre H,

denotada proy,, v, esta dada por:
proy, v = (v,u)u, + (v, u,)u, +.... + (v, u)u,.
Definicion 5
Sea H un subespacio de un espacio V con producto interno. EI complemento
ortogonal de H, denotado por H*, esta dado por:

H* ={xeV: (x,h) =0 paratodo h € H}.

Nota: losteoremas referentesa dim H-, teorema de la proyeccion y teoremade

aproximacion de la norma tienen restricciones cuando V es un espacio de dimen-
siéninfinita. Veamos qué sucede en cada caso, cuando V es de dimension infinita.

Si H es un subespacio de V de dimension finita k, entonces:
i. H* esun subespacio de V de dimension infinita.

ii. Todo vector vV eV se puede expresar de manera Ginica como sumade dos
vectorespy qtaesquep e Hy g € H*; p serd proy, v peroqnoes
proy,,. Vv, yaque éstano esta definidadebidoaque H* tienedimension
infinita.

iii. El teoremade aproximacion delanormadebe tener larestriccién de queH sea

de dimension finita para poder construir proy,, v como lamejor aproxima-
cion del vector v de'V a subespacio H.

Médulo 10: Espacios con producto interno
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Ejemplo11l
SeaH c P01 taque H = gen {1, X*}.

Encontremos una base para H*.

Sea p(X) = a,+ax+a,x*+a,x> unelementode H*.
Como p(x) debe ser ortogonal alos vectores de la base de H, entonces:

(p(x), D =0y (p(x), x*) = 0.

(P, D) = [ (8 +ax+a,x +a,x)dx

2 3 4

—axta~+as ta
=g 312 a23 3340
:ao+%+%+%:0. @

—atialiaXial

T I

% L a8 &

3Tyt 0 @

Debemosresolver simultdneamentelas ecuaciones (1) y (2) paradeterminar labase
de H™.

|: 1 % % }{1:| operaciones elementales |:1 0 7% %:|
Ko %% 01 % 1]

1 1
Luego, 8, = gaz + Zag’

16
al__1_5a2_1aB'
3 = la, + Oa,
a, = Oa, + 1a,.
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% Y
_1%5 _1 1
Por lo tanto, los vectores 1 y forman una base para H .
0 1

Escribiendo los vectores como polinomios de B,, tenemos:

Médulo 10: Espacios con producto interno
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En R? s X=(:lj, y:(;ﬁ). sea (X,Y) = 2X Y, +2%,Y,.

2

Ejercicios del capitulo 2 (mddulo 10)

2

Demuestre que (X,Y) es un producto interno.

1 2
Con el producto interno definido en el gjercicio 1, sean X = [J yy= (3) Calcule (x,y) Y [|X]-

Considere unaforma de «normar» €l ascenso a unamontafia. Los indices de dificultad son como se muestra:

Categoria Angulo deascenso indicededificultad
1 0°< 9 <10° 1
2 10°< 9 < 25° 2
3 25°< 0 < 45° 4

Unanormadedificultad paraunvigiede x, millasenlacategorial, x, millasenlacategoria2y x, millasenlacategoria

3es ||(X1 X, X3)|| =4 X +2%; +4%;, lacua se generamediante el producto interno:

(6%, %) (Y1 Y21 ¥a)) = X1 + 2%, Y, + 4% Ys.

Delos ascensos siguientes, ¢cudl es el masdificil?

Vige Categorial Categoria?2 Categoria3 (en millas)
T, 3 2 1
T, 0 6 0
T, 5 0 1

Sea D, €l conjunto de matrices diagonales de nxn con componentesreales, si Ay B e D, ; entonces se define

(A’ B) aSI,: (A’ B):a11b11+a22b22+"'+annbnn'

Pruebe que D, esun espacio con producto interno.

Encuentre una base ortonormal para D,, .

Encuentre una base ortonormal para P,[0, 1] .

En C? encuentre una base ortonormal comenzando con labase (4, i), (2—i, 3+ 2i).
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10.

S A= (a;) esunamatrizred de nxn, latrazadeA, queseescribe tr A, eslasumadeloscomponentesdeladiagonal

de A:trA=a, +a,, +..+a,. En M, sedefine (A B)=tr (AB').
Demuestre que con esta operacion M, es un espacio con producto interno.

Encuentre una base ortonormal para M, .

En [0, 1], seaW el subespacio de P, conbase B = {x, xz}. Determine unabase ortonormal para \W.
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Capitulo3

Transformaciones
lineales

Un caricaturista emplea computadores y dlgebra lineal para transformar la idea y dar la sensacién de movimiento a la imagen que
presenta. En el dibujo, la figura de la izquierda se transforma en la de la derecha; con esto, permite a su vez una transformacién que

consiste en multiplicar cada punto (vector) de la figura inicial por una matriz A: (T (X) = AX).

Presentacion

El concepto de funcién es uno de los mas importantes en matemaéticas. En particu-
lar, uno de los objetos principales del algebralineal es el andlisis de las funciones
lineales definidas entre espacios vectoriales de dimension finita. Estas funciones
reciben el nombre detransformacioneslinealesy son de gran aplicacion en multi-
ples problemas de las ciencias fisicas, naturales, socialesy econémicas.

Nuestros gjemplos principalesvan aser funcionesde R" en R™ que estan asocia-
das con matrices.

Como resultado fundamental del capitulo, vamos aasociar unamatriz de transfor-
macion acadatransformacion lineal definida entre espacios vectoriales de dimen-
sion finita; este hecho lo hemos destacado como €l tercer problema bésico del
algebralineal.

La asociacion de las transformaciones lineales con sus respectivas matrices de
transformacin, nos permite estudiar estas funciones por medio del algebramatricial.

Contenido breve

Médulo11
Definiciones, g emplosy agebra
delastransformacioneslineales

Ejercicios
Médulo 11

Modulo 12
Propiedades de | as transforma-
cioneslineales. NUcleo eimagen

Ejercicios
Madulo 12

M édulo 13

El problemadelarepresentacion
matricial de las transformacio-
nes lineales

Ejercicios

Médulo 13

Maodulo 14
Isomorfismos o transformacio-
neslinealesinvertibles
Ejercicios

Modulo 14

Médulo 15

|sometrias

Ejercicios

Madulo 15






Modulo 11

Definiciones, ejemplos y algebra de las
transformaciones lineales

Introduccion

Delos cursos anteriores de mateméti cas sabemos que unafuncion f constade dos

conjuntos Ay By unaregla f(x) que asigna a cada elemento de A un (nico

elemento deB. El conjunto A sellamadominiode f y B codominiode f. Escribimos
f : A— Bparaindicar quef esunafuncion del conjunto A en el conjunto B.

Por lo general, se hatrabajado con funciones donde el dominio es el conjunto de

nimerosreales R y el codominio esalgun subconjuntode R. Untipo especial de
estasfunciones son lasllamadas funcioneslineales, yaquelagréficadelafuncion
esunalinearecta.

Queremos destacar dos propiedades que poseen algunas funciones lineales, las
rectas que pasan por €l origen, esto es, f :R - R, f(X)=mx, donde mes la
pendiente de larecta. Veamos que:

1 FOC+) = mix +) = mx +mx, = £(x) + ().
2 f(aX) = m(aXx) = a(mx) = a f (X).

Esdecir, lafuncion f transforma «sumas en sumas» y «productos por escalares en
productos por escalares». Geométricamente esto se ve en lasiguiente figura:

FAEA IR E A | S - o (k==
===

iz - AT ] o

Nos proponemos hacer una generalizacion algebraica de este tipo de funciones,
donde tanto el dominio como el codominio son espacios vectoriales. A estas fun-
cioneslas |lamamos transformaciones lineales. Mostraremos, ademas, que €l con-
junto de las transformaciones lineales de un espacio vectorial V en un espacio
vectorial W escerrado alasumay a producto por un escalar; esdecir, el conjunto
detransformacioneslinealesde V en W tiene estructura de espacio vectorial.

Para una matrizfija A, ,, a cualquier vector x de R"

le corresponde un vector Axde R™. Esta correspondencia
definida por el producto matricial Ax es el principal ejemplo
deuna transformacién lineal, cuya definicién actual se debe
al matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932).

Vea el médulo 11 del programa de televisién
Algebra lineal.
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(apitulo 3: Transformaciones lineales

Objetivos

1. Establecer funciones entre espaci0s vectoriales que preservan las operaciones
de sumay producto por un escalar.
2. llustrar las transformaciones lineal es en | os espaci 0s vectoriales mas usuales:

Rn! ]P)n! any Qa,b]'
3. Aprender el manejo algebraico delastransformacioneslineales.

Preguntas basicas

1. ;Quéesunatransformacion linea ?

2. ¢Todafuncionlineal esunatransformacion lineal ?

3. ¢Cuaquier transformacion T : R" — R™ tal que T(x) = Ax eslineal?

4. ;Coémo se suman transformacioneslineales?

5. ¢Como serealizalaoperacion producto por escaar con transformaciones lineal es?

6. ¢Son las operaciones de sumay producto por un escalar cerradas en el conjunto
detransformacionesde V en W?

7. ¢COmo serealizalacomposicion detransformacioneslineal es?

Contenidos

11.1 Definiciony gjemplosdetransformacioneslineales
11.2 Algebradelastransformacioneslineales

11.2.1 Sumay producto por un escalar

11.2.2 Composicion detransformacioneslineales
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(apitulo 3: Transformaciones lineales
11.1 Definicion y ejemplos de transformaciones lineales

Definicién 1

Sean V y W espacios vectoriales y sea T una funcién cuyo dominio es V' y cuyo
codominio es W(T :V —>W). Sediceque T esunatransformacion lineal si:

a Paratodo X, y elementosde V.
TX+y) = TX)+T(y).
b. Paratodox € V y ¢ e R(0 « €C).

T(ax) = aT(X).
A lastransformacioneslinealestambién selesllamaoperadoreslineales.

Unatransformacion lineal es, entonces, unafuncion entre dos espacios vectoriales
«que preservalas operaciones de espacio vectorial». Esdecir, laimagen delasuma
dedosvectores del dominio eslasumadelasimégenes de cadauno delosvectores
y laimagen del producto de un vector del dominio por un escalar es el producto de
laimagen del vector por €l escalar. Gréficamente es como serepresentaen lafigura

111
I'preserva la suma
T
U preserva el producto
por un cscalar
Escuche la biografia de Giuseppe Peano en su
multimedia de Algebra lineal. Figura 11.1
Ejemplo1

Lafuncion f :R — R, tal quef (x) = mx analizadaen laintroduccion esunatrans-
formacionlined.

Vea en su multimedia de Algebra lineal el
cddigo fuente en MATLAB para ilustrar «Grafica
de una transformacion lineal».
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Méddulo 11: Definiciones, ejemplos y dlgebra de las transformaciones lineales
Ejemplo2

Sea T:R —» R tal que T(x) = mx+b, donde my b son nimerosrealesy b= 0.
Demostremos que T no es unatransformacion lineal.

Solucion

Veamossi secumpleel primer requisito:
T(x+y) = m(x+y)+b= mx+my+b. 1)
T(X) +T(y) = (mx+b)+(my+b) = mx+my +2b. ©

Podemos observar que (1) « (2); por lo tanto, no se verificala condicion a de la
definicion; en consecuencia, T no eslineal.

Lasfunciones correspondientesaloseemplos 1y 2 son lineasrectas. Sin embargo,
larectadadaen el g emplo 2 no esunatransformacién lineal; ladiferenciaentreellas

es €l término constante; en el gjemplo 1, donde b es cero, hay lineadlidad; si b= 0
como en el giemplo 2, no hay linealidad. En conclusion, las Unicasrectas querepre-
sentan transformaciones lineales son las rectas que pasan por el origen.

Ejemplo3

SeaAunamatrizmx ny T : R" — R™ unafunciontal queT (x) = Ax. Veamosque
T eslinedl.

a T(X+y) = AX+Y) = AX+ Ay = T(X)+T(y).
b. T (ax) = AlaxX)= a(Ax) = aT(X).

Deay b concluimos que T es unatransformacion lineal.

Alafuncion f, :R" — R™ tal que f,(x) = Ax con Aunamatriz mx n selellama
funcién inducida por A.

Més adelante veremos que no sdlo T (x) = Ax esunatransformacion lineal, sino

que toda transformacién lineal entre espacios vectoriaes de dimension finita se
puede representar mediante unamatriz.

Ejemplo4

3 2 -1

Sea A= , T:R® > R? tal que
-1 0 -2
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(apitulo 3: Transformaciones lineales

X - X
T|ly|= 3 2 _1} y| eslafuncién inducidapor A
-1 0 -2
LZ] z
- X C[3x+2y-z
yi= X —27 esunatransformacion lineal.
Ejemplo5
cosd -send
Sea A= .
send  cosd

Entonces f, girael plano R? alrededor del origen unangulo @ (figural1l.2). Veamos
por qué

Figura 11.2
X
Sea v:(y) un vector en el plano xy. Supongamos que v se gira un angulo 6 en

sentido antihorario. Sea v :(;) €l vector rotado, €l cual no cambiasu magnitud al

ser transformado, |v| =|v'|= r. Entonces:

X =T COS«, x'=r cos(a + 6).
y=rsena, y'=rsen(a +6).

f (V)= Av= cosfé -senéd || x
Calculando 'a\V) = “lseng  coso y|

_| xcosf -—ysen@| |rcosacosd — rsenasend
| xsen@ ycosé

_|reos(a+6)| |x _y
reen@+0) | |y |

rcosasend + rseno coséd
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Méddulo 11: Definiciones, ejemplos y dlgebra de las transformaciones lineales
Ejemplo6

Un fabricante produce tres articul os diferentes, paralo cual requiere dos materias
primas. Latabla11.1 nos muestrael nimero de unidades de cadamateriaprimaque
serequiere paralaelaboracion de cadaarticulo.

Tabla 11.1

wrlscula
it i i |
primzs

M 2 I 2

Si se necesita producir ciertacantidad de los articulos A, A,, A, debemos pregun-
tarnos: ¢cuantas unidades de las materias primas M, y M, se requieren?

a
Se define un vector de produccion p =| a, |,donde a,, a,, &, denotan las cantida-

&
des que se deben producir delos articulos A, A, A,, respectivamente.

Similarmente, definimos m =Lr:j donde m, y m, denotan las cantidades de las
materias primas M, y M, requeridas paralaproduccion. Luego:

m =2a +a,+2a,,

m, =&, +2a, +33;,

lo cual enformamatricia lo escribimos como:

s

o también:
Ap =m.

Lafuncioninducidapor A estal quedado un vector de produccion p, lo transforma
enun vector demateriaprimam. Asi quem =T (p).

Laecuacion matricial planteadatienelaformaAx =b, queeslaexpresién matricia de
un sistemadeecuacioneslineales, donde Aesunamatriz mxn, xeR" y beR™

Cuando setrataderesolver €l sistemade ecuacioneslineales, debe hallarse x cono-
cidosAyb. Enel gemplo, e enfoque esdiferente; acalaecuacion Ax = b «dice»: s

setieneun x de R" podemos encontar b € R™ tal que b =T(X).
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Ejemplo7

SeaD:P,— P  taquepara f € B, D(f) = f.Como (f + g) = f'+g'y

(af) = af’, yaquefy gsonfuncionespolindmicas, lascuales son diferenciables,
entonces D es unatransformacion lineal y se llama operador diferencial.

Ejemplo8

Sea L: C[a,b] >R definidapor L(f)= jb f(x)dx. Entonces, s f y gestanen

Cla,b]:

a [ (f+g) dx=[ (F)+g()dx= [ f(x)dx+][ g(x) dx
L(f+g) = L(f)+L(q).

b. [ (af)dx=[ a(f(x) dx=a| f(x)dx

L (af) = a L(f).

Por lotanto, L eslineal y sellama operador integral.
Ejemplo9

Sean Vy Wespaciosvectoridlesy T: V —W unatransformaciontal que T(v) = 0
paratodo v que perteneceaV.

Entonces:

T(V,+V,)=0=0+0=T(v,)) +T(v,) Yy T(av) =0 = 0= aT (V).
Luego, latransformacion eslineal y sellamatransformacion cero.
Ejemplo10

Sea V un espacio vectorial. Definamos | :V — V unatransformacion tal que

I (v)=v paratodo ven V. Es evidente que esta transformacion es linea y se
denomina transformacion identidad u operador identidad.
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Méddulo 11: Definiciones, ejemplos y dlgebra de las transformaciones lineales

Ejemplo11
Sea T: M, > M, tdquepara A, T(A) = A'. Como (A+B)" = A"+B" y

(A" = aA", T eslined y sellamaoperador de transposicion.
Ejemplo12

Sea T: M,, > M,, definidapor:

(B S b

Veamos que T es unatransformacion lineal .
. ab e f at+e b+ f
. T + =T
(ISP (SN
1 O)a+e b+f 1 O)(|la b e f
= = +
-1 2){c+g d+h -1 2){|c d g h

11.2 Algebra de las transformaciones lineales
11.2.1 Suma y producto por un escalar

Sean T, y T, transformaciones lineales del espacio vectorial V en €l espacio
vectorial W, entonces:
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(apitulo 3: Transformaciones lineales
i Lasumade T, y T, estddadapor (T, + T,)v=T,(v) + T,(v) paratodo

v eV; esclaroque T, (V) + T,(v) esunelementodeW. Luego lasumaes
unatransformacion deV enW.

i. Sea ¢ unescaar; el miltiploescalar T, de T, por o eslatransformacion

ol V > W definidapor (aT,)(v) = a(T,(v)).
Teoremal

Sean T, y T, transformaciones lineales entre |os espacios vectorialesV'y W; en-

tonces, T, + T, y aT, sontransformacioneslineales de Ven W.

Demostracion

Sean v,,v, €V ysean a; Y a, € R. Entonces:

(Tl +T2)(V1 + Vz) = Tl(vl + Vz) + Tz(V1 + Vz)
=T (vV,) +T(v,) + T,(v,) +T,(V,)
= (Ty(vy) + T,(vy)) + (Ti(v,) + T,(v,))
= (T +T,)(v,) + (T +T,)(v,).

Ahora,
(T +T)(av,) =T (av,) + T(av,)

= aTl(Vl) +aT, (Vl)

= a(Tl(Vl) + T2(V1))
= a((T,+T,)v,y).

Luego, T, + T, esunatransformacion lineal.

Lademostracion deque aT, esunatransformacion lineal, se dejacomo gercicio.

11.2.2 Composicion de transformaciones lineales

Sean U, Vy Wespacios vectoriadles, T,:U -V y T:V ->W transformaciones
lineales. Lacomposicion de T, con T, eslatransformacion T, o T,:U - W

definidapor T, o T, (v) =T,(T,(v)) paratodo veU (figurall.3).
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Méddulo 11: Definiciones, ejemplos y dlgebra de las transformaciones lineales

I,f’ U N ’,‘ﬂ\l N
N /I T"I(:-f.-l\ ) /fj._“' .:r'r.-_.ny

e —— SE—
Figura 11.3
Teorema?2

Sean U, V, Wespaciosvectoridles, T,:U -V y T, :V — W transformaciones

lineales; entonces, la transformacion T, o T, :U — W es una transformacion
linedl.

Demostracion

Sean v, y v, elementosde U y a € R. Entonces:

T OoT, (vi+V,) =T (T,(v, +V,))
=T, (T,(v,) +T,(v,))

=T, (T (v))+ T (To(v2))
=T, 0T, (Vl) +T,0T, (Vz)-

. T oT,(av) =TT, (av,))
=T, (aT,(v)))
=aT, (Ty(vy))
=a(T, 0 T, (V).

Dei yii concluimosque T, o T, esunatransformacion lineal.

Lacomposicion T o T sueleescribirse T2, En formasemejante, se escribe T en

vezde T? o T. También sedefine T* como T y T° como |, latransformacion
identidad.

Ejemplo13

Sean T,: P, - P, definidapor T, (a+bx+cx’) =b+cx, T,: P, P definida

por T, (a+bx+cx?) = c—ax Evale T, + T, y 5T,.
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(apitulo 3: Transformaciones lineales

(T, + T,)(@a+bx+0x?) =T,(a+bx+cx?) + T, (a+bx+cx?)

(b+cx) + (c—ax)
(b+c) + (c-a)x

(5T)(a+bx+cx’) = 5 (T,(a+bx+cx%))
=5 (b+cx) = 5b+5cx

Ejemplo14

Sean T,:R*> - R® y T,:R*®— R* transformaciones lineales definidas por:

X-y
X+Yy X
X X+Yy
Tz(]:X—y y T|y|= :
y X+Zz
2X z
2z
. 2 X
Determine T, 0 T, 4 T 0T, v
8
6
2 4
sorfZ)- (3 -o{3)-
4
8
Xty X+Yy—X+Yy
X X X+Y+X-Y
T:LOT2( ]zT:L[TZ( ]} =T1 X=y| =
y y X+ Y+ 2X
2X
4x
2y
3 2X
C3x+y|
4x
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Ejercicios del capitulo 3 (mdodulo 11)

Enlosgjercicios 1 a4 determine cudles de las siguientes transformaciones T : R? — R son lineales.

A w N P

T(xYy)=3x+Y.

T(Xy) =X —y.
T(xy) =Y.
T(x,y)=2

Enlosegjercicios 5 a8 determine cudles de las siguientes transformaciones T : R? — R? son lineales.

5
6.
7
8

T(x,y) =(x0).
Txy)=@y).
T(xy) = (¢, y").
T(Xy) = (xy, X+Y).

Enlosgjercicios 9 all determine cudles delas siguientestransformaciones T : P, — P, son lineales.

9.

10.
1

T(a, +ax+a,x°) = a, +ax’ +a,x.
T(a, +ax+a,x*) = (8 +a)x—(2a +a,)x".
T(a, +ax+a,x*) =aa, +3a,a,x* - x°.

Determine si lastransformaciones dadasen losejercicios 12 a20 son lineales.

12 T:M,, — R dadapor T{a cﬂzad—bc.
c

13.

14.
15
16.
17.
18
19.
20.

T:

4 A4 4 4 4 4 -

ab
M,, — R dada por TL OI}=a+b+c+d.

‘M, > Rdadapor T(A)=a,+a,+..+4a,.
‘M., > Rdadapor T(A)=a, a,,...a
M., > R dadapor T(A)=detA

‘R" > R dadapor T(X, X,,... X,) =aX +&,X% +..+8X,, con a, a,..., g, constantes dadas.
:C[0,] > R dadapor T(f(x))=f(x-1).

:C[0,] > R dadapor T(f(x))=f(x)+1.

:C[0,] > R dadapor T(f)=f().

nn*
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Enlosgjercicios 21y 22 se describe geométricamente unatransformacion T : R? — R?. Definaanal iticamente latransfor-
maciony muestre que eslineal.

21
T
— Ta
1
iy
/ | -
> - -
| .
Figura 1 Figura 2
2.
Y
i Vo
= - [
i \ i
v
Figura 3 Figura 4

23, SeaBunamatriz cuadradade orden n. Considerelatransformacion T: M,
(B esunamatriz fijade orden n). Demuestre que T es unatransformacion lineal.

— M, ,dadapor T(A)= AB-BA

24. S T:V - W esunatransformacion lineal. Demuestre que oT también esunatransformacion lineal deV en'W.

2. SeanT, y T, transformacioneslinealesde R" — R™ dadaspor T, (x)= Ax y T,(x) = Bx. Determine:

a (T, + T,)(X).
b. (T, e T,)(X).

26.  Sean T, y T, transformacioneslineales de R*en R? dadas por:
X X
X—Yy+2 —X+Y
Ly ={ x}rl } Y Tz Y ={2x—y—z]
z y z

Calcule T, +T,, 4T.
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X X+Y

. ) [ x-y+z . s x| |
21, SeanT :R°>RetadqueT|y|= 427 yT,:R* >R’ tal que T, v|” x—4y|.
X=y

Determine (T, o T,) y (T,°T,).
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Modulo 12

Propiedades de las transformaciones
lineales. Nucleo e imagen

. s
IntrOdUCﬂon El nicleo y la imagen de una transformacién lineal nos
muestran los ceros de la transformacién y el conjunto de

., . . , valores que ella toma.
Cuando establecemos una funcion entre dos conjuntos nos interesa saber qué

caracteristicas particulares tiene, cuales son los ceros de la funcion y cud es €l
conjunto de val ores que ellatoma. En esta seccion estudiaremos estas propiedades
paralastransformacioneslineales.

Objetivos

1. Estudiar las propiedades de | as transformaciones lineal es.
2. Determinar para cadatransformacion lineal dos subespacios: uno en €l dominio,
Ilamado ntcleo, y otro en el codominio, Ilamado imagen.

Preguntas basicas

Sea T:V — W unatransformacionlineal :

1. ;Como setransformael «cero» deV?
2. ¢Cémo se calculalatransformaci én de unacombinacion lineal de vectoresde V?

3. Si {V;, V..., V,} €sUNabase deV, ¢como secalcula T(v) paracuaquier v eV ?

4, ;Cémo sedeterminael nicleode T?
5. ¢Como sedeterminalaimagende T?
6. ¢Quésonlanulidady el rango en unatransformacion lineal ?

Contenidos

12.1 Propiedades delastransformacioneslineales
12.2 Nucleo eimagen deuna transformacion lineal

Vea el médulo 12 del programa de televisién
Algebra lineal.
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(apitulo 3: Transformaciones lineales

12.1 Propiedades de las transformaciones lineales
Teoremal

Sea T :V — W unatransformacion lineal; entonces:

a TO)=0.
b. T(X-y)=T(x)-T(y) paratodo x,yenV.
C. Ty Vv, +o, Vy+.o+a, V) = o T(V)+a, T(V,) +...+ ¢, T(v,), sendo

{a, @y @} Y {Vy, Voo V, ) CONjUNtos cualesquierade escalaresy ele-
mentos de V, respectivamente.

Demostracion

a T(O)=T(0x) =0T(x)=0.

b.  TX=y)=Tx+(-Dy)=TX)+T(-Dy)
=TX)+(DT(Y) = T)-T(y).

C. Razonemos por induccién sobre n:

Si n:2, T (al Vl +a2 V2) = T(al Vl) + T(aZ V2)
= alT(Vl)+a2T(v2)'

Supongamos que la proposicién se cumple paran = ky veamos que se
verificaparan=k+ 1.

T(a, Vi +a,Vy+ .+ V + 4 Vo) =
TV, +a, Vo +.t o V) + V) =

T(e, Vi +a,Vy+ .+ V) + T (V) =

aa T(V)+a, T(V) ot o T(V) + e T(Vya),

aplicando la suposicién estableciday €l hecho de que latransformacion es
linedl.

Obsarvacion

Esimportante notar que en laparte a del teoremaanterior, el cerodel ladoizquierdo
delaigualdad esel cerodeVy €l del lado derecho esel de W; ademas, laparte c del
teorema es unageneralizacion de laspartesay b.

En general, cuando se defineunafuncion deV en W, ésta se especificamediante una
reglaque asignaacadaelemento de V un Unico elemento de W, yaque seriaimposi-
ble decir paracadauno delos elementos deV cud es el asignado en Wdebido aque
setrata delaasignacion de unainfinidad de elementos. Sin embargo, cuando se
trata de unatransformacion lineal, es posible saber como esta definida T en todo el
espacio vectoria V, conociendo lo que hace Taunabasede V. Asi que en un espacio
dedimension finita, es posible describir T proporcionando solo lasimagenes de un
conjunto finito de vectores.
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Teorema?2

Médulo 12: Propiedades de las transformaciones lineales. Niicleo eimagen

Sea T :V — W unatransformacion lineal de un espacio vectoria V dedimensionn

en un espacio vectorial W. Sea B={v,, v,,...,

V,} unabaseparaV; entonces, para

veV, T(v) estacompletamente determinadapor { T(v,), T(V,),.... T(V,)}.
Demostracion
Sea veV, V=gV, +a,V,+..+a,V, con o, R, i=12..,n

TWV)=T(yVv,+a,V,+..+a,V,), y porel teorema lc,
TV)= g T(V)+a, T(V,) +...+a, T(v,).

Ejemplo1

Sea T :R? - R® unatransformacion lineal tal que:

-1 0
1 2
T|O|=|o|yT|T|=| 2.
2 1
2 -1

1 2
Los vectores [2) y (J forman una base de R?, luego la transformacion esta

completamente determinada en todo el espacio vectorial.

X
Veamos como estadada T [ y)'

X
y

() -elheli 1

:| operaciones elementaes

_ 2y—x(1j . 2x—y(2J
3 2 3 1
- (BB
y 3 2 3 1
-1 X -2y
_ (Zyng 0 +(2X—;yj 2 =% 4x—2y |.
2 -1 —4x+5y
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(apitulo 3: Transformaciones lineales

En particular,
0 1 2
T == 2|
-1) 3
-5
Teorema3

Sea V un espacio vectorial de dimension finitacon base B ={v,,v,,...v,} y

sean w;, W,,..., W, nvectoresen un espacio vectorial W. Entonces existe unaunica
transformacionlineal T:v - W talque T(v,) = w, parai=1,2,...,n.

Lademostracién de este teorema se dgjacomo gjercicio.

12.2 Nucleo e imagen de una transformacion lineal
Definicion 1
Sean Vy Wespaciosvectoridlesy T :V —» W unatransformacion lineal; entonces:
a El nticleo de T, denotado nu T, esta dado por nuT = {veV/T(v)=0}.
b. Laimagende T, denotadaimagen T, esté dada por:
imagenT= {w eW /w =T(v), paraalgin veV}.
Teorema4

S T:V —W es unatransformacion lineal, entonces:

a El nlcleo de T es un subespacio de V.
b. Laimagen de T es un subespacio de W.

Demostracion (figura12.1)
a nuT =@ yaqueT(0) = 0.

Seanx, y elementosdenu T; entonces, T(x) =0 y T(y) =0,
TX+y)=T(X)+T(y)=0+0=0, luego (Xx+y) enuT.

Ahora, T(ax)=aT(x)=a0 =0. Por tanto, X € nuT.

En consecuencia, nu T es un subespacio de V.

b. Seanw, y w, elementosdeimagen T, luego existen v, y v, elementosdeV
talesqueT(v)=w, y T(v,) =w,; entonces, T(v,+v,)=T(v,) + T(v,)=

W, + W,

1 2
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Médulo 12: Propiedades de las transformaciones lineales. Niicleo eimagen

Por lotanto, (w, +w,) € imagenT.

Ademés, aw, =aT(v,) =T(av,), esdecir, aw, € imagen T y, en conse-
cuencia, imagen T es un subespacio de W.

(1)

AT
T Q / \_ /1' Imagen T

™

Figura 12.1

Definicién 2

Sea T unatransfomacién linea deV en W: entonces:

a Ladimension del nicleo de T, denotada v(T) , se denominanulidad de T.
b. Ladimension delaimagen T, denotada p(T) , sedenominarangodeT.
Ejemplo2

Sea T :R® — R? dadapor:

X 2
X+2y+2
Ty =( y j
—X+3y+z
DeterminenuT,imagenT, v(T) y p(T).
Solucion

Para hallar el conjunto de vectores (x, y, z) de R® talesque T (x, Yy, 2) = (0, 0),
debemos resolver el sistema homogéneo

X+2y+z=0
-X+3y+z=0

x=-1/5z
|: 1 2 1:| operaciones elementaes |:1 0 1/5:| y=_2/52
-1 31 0 1 2/5 o

s z=5 x=-1 y=-2.
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-1 -1
Luego, unabase para nuT =4| -2 | ynuT =gen<| -2
5 5

LadimensiondenuTes1; v(T)=1.

ay _, a)y .
Sea b e R tal que b € imagen T, luego:

a) [ x+2y+z
b) —X+3y+2z

~3a-2 1
1 0 %!3-2b 5 5
1 2 1 i a operaciones eementales i 5 — aLb_EZ
-1 3 1!b 0 1 %, a+tb 5 5
| 5 z=12
1
x= = (3a-2b-2),
5
y= = (a+b-22),
Z=17
X

a
Asi que paracualquier e emento (b] de R se puede encontrar unaterna Y1 de
z

R* dando a zcualquier valor y determinando x y y como seindicaen lasolucion del
sistema. Luego, imagenT = R? y p(T)=2.

Unaformadever laaccion deunatransformacion lineal consisteen hallar lasimége-
nes determinadas por T sobre figuras geométricas, como poligonos o circulos.

Ejemplo3
1 -1((x . .
) O} [yj Hallelaimagen debidaaT, del cuadrado

deveértices(0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

Sea T definidapor T @] = [

Solucién

Se hallan las transformaciones de |os vértices. Como los lados del cuadrado son
segmentos de recta, la imagen del cuadrado resulta de unir las imagenes de los
vértices mediante segmentos de recta.
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Médulo 12: Propiedades de las transformaciones lineales. Niicleo eimagen

"ol 7la)-(a) Tla)-{e) TG

Graficamente podemosilustrar esto, asi (figural2.2):

ril,m

- = - [
{1k 1 i1, U LI L]

Figura 12.2
Ejemplo4

Muestre que T :R® — R?® definida por:

a, b, c>0,

—
<
I
o o9
o T O
O O O
N < X

transformalaesfera x* + y* + 2 = R* enun elipsoide.

Solucién
X ax X'
TIy|=|by|=|Y]| Y
z cz z'

(@' () ()

2 2 2 2
=X +y +z2=R.
a’ b?

Al dividir entre R? seobtiene;

X|2 y|2 Z|2

7t 7t 7= 1
(aR)* (bR) (cR)

que eslaecuacion del elipsoide que seilustraen lafigural2.3:
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Figura 12.3

Ejemplo5

SeaT:M,, —> M, tal que T(A) = A"+ A. Pruebe que T es unatransformacion
lineal y determine nlcleo eimagen.

Solucion
T eslineal, yaque:

T(A+B)=(A+B)" +(A+B)
=A"+B"+A+B=(A"+A)+(B" +B)=T(A)+T(B).
T(aA) = (@A) +aA = aA +aA =a(A"+ A =aT(A).

Determinemosel nlcleodeT.

uT={A: A +A=0,,|

nxn

AT+A=0 )& AT =—A

(nxn

Por lotanto, nuT = { A: A esunamatrizantisimétrica}.
nxn
Laimagen T estadada por:

imagen T= {C: C:AT+A}.

Veamos qué conjunto constituye laimagen T.
C'=(A"+A) = (A) +A'= A+A'=A"+A=C.

Estoes, imagenT= {C : C esunamatriz simétrica}.
nxn
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Ejercicios del capitulo 3 (mddulo 12)

Enlosgercicios 1 a7 encuentre nlicleo, imagen, rango y nulidad delatransforrmacion lineal dada:

10.

x] [x+

T:R? -5 R?, T = y}.
LYl LX=Y
[ ox+y
X

T:R* > R?, T| |=|5x+5y|.
LY. | x-y
[x] [x+y

T:R®* >R, Tly|=| x+z|.
| z| |y+z

T:P, > P, T(a,+ax+a,xX*+a,x’)=a,+a +a,x+ax’.
T:P, > B, T(p)=xp.

T:M,, >R, T(A=tA

T:C[0,1] >R, T(f)= f().

SeaD:P —» P (P esel espaciovectorial detodoslospolinomios) dadapor D(p) = p' (laderivadadel polinomio
p). Describael nicleo deD.

Sea T :R* — R?latransformacion lineal tal que T(1, 1) = (0, 0)y T(0, 1) = (1, 1). Demuestre que tanto el nticleo
como laimagen de T son rectas en el plano xy que pasan por el origen. Encuentre las ecuaciones de estas rectas.

Sea T :R® - R*unatransformacionlinea tal que T(1, 1, 0) =T(0, 2,1) = (0, 0) y T(-1, 2, 4) = v # 0. Demuestre

que € nticleo de T esun plano en R* que pasa por € origen. Encuentre su ecuacion.

Sea T:R" — R™ latransformacionlineal T(X) = AX, donde Aesunamatriz mxn. ¢Quérelacion guardan €l nlcleo
deT vy el espacio solucion del sistema homogéneo de ecuacioneslineales AX = 0?

01
SeaT:M,, > M,, latransformacionlinea T(A) = AB-BA donde B = {0 0} . Describael nicleodeT.

Encuentre unatransformacionlineal T de R® — R%tal que nuT ={(x,y,2): 2x—y+z=0}.
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14. Demuestre €l teorema3.

20

15,  Muestreque T :R? — R?, definidapor T{Xl} ={0 3}[)&} transformael circulo unitario x? +x,” =1 en una
% %

elipse.
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Modulo 13

El problema de la representacion
matricial de las transformaciones
lineales

Introduccion

En este temaabordaremos uno de los problemas centrales del dgebralineal, el cual
consiste en mostrar que toda transformacion lineal entre espacios vectoriales de
dimension finita se puede expresar como el producto de unamatriz por un vector y
ademés deducir un algoritmo paraobtener esta matriz. Teniendo este resultado, €l
problema de encontrar €l nlcleo y laimagen de una TL se reduce a determinar el
nicleo y el espacio columna de la matriz respectiva. En otras palabras, podemos
estudiar las transformaciones mediante el del dgebrade matrices.

Objetivos

1. Caracterizar unatransformacién lineal entre dos espacios vectoriadesVy Wde

dimensiones ny m, respectivamente, por medio deunamatriz A, .

2. Establecer larelacion existente entre | as distintas representaciones de unamis
maTL de modo que se pueda estudiar sus propiedades desde cual quiera de sus
representaci ones.

3. Trabajar las TL por medio de sus matrices de transformacion y hacer el andlisis
de dichas funciones tomando como referente el dlgebramatricial.

4. Reconocer laimportancia practicaque tiene poder trabajar en formamatricial
un problema de andlisis de funciones.

Preguntas basicas

1. ¢Como estaformadalamatriz de unatransformacion lineal referidaaun par de
bases?

2. Si A eslamatriz de unatransformacion referidaaun par debases B, y B, ,

¢como se obtiene (T(X))g, ?
3. ¢Qué procedimiento se sigue para hallar lamatriz de unatransformacion lineal
T:V >W referidaalasbases B, y B,deVy W, respectivamente?

4. Si Ay B sonrepresentaciones matriciales de latransformacion linea T, ¢qué
relacion hay entre Ay B?
5. ¢Qué propiedadestienen lasmatrices similares?

Podemos estudiar las transformaciones lineales por medio
de sus matrices de transformacion.

Vea el médulo 13 del programa de televisién
Algebra lineal.
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(apitulo 3: Transformaciones lineales
Contenidos

13.1 Tercer problemabasico del dgebralinea
13.2 Matricessimilaresy cambio de base
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Espacio vectarial semg?;:ﬁ:a ———F[Transfunna:idn lineal } con | Espacio vectorial W
tiene tiene

1
D

determinan

[I'-'Iatriz de la transformacion lineal referida a B, ¥ B, ]

tal que la transformacion
38 puede expresar comao

CORSECuencia

[nﬂ:lea T e A] [imagen de T = espacio columna de A ]

Mapa 8: médulo 13
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(apitulo 3: Transformaciones lineales

13.1 Tercer problema basico del algebra lineal

Dadaunatransformacion T:V — W, condimV=ny dimW=m, hallar unamatriz

A de mxn querepresenteaT.

Resolveremos primero el problemapara T : R" — R™ yluegolo extenderemosa

espacios Vy Wde dimensiones ny m, respectivamente.

Teoremal

SeaT :R" —» R™ unatransformacion linea ; entonces, existe unalnicamatriz A

demxn tal que T(x) = Ax,parax en R".

G

C
Sea x= '2 un vector de R" ; entonces:

C

n

X=ce +¢C,e, +...+C,&,,
de modo que:

T(X)=¢T(e) +c,T(e,)+...+¢c,T(e,).

Si Aeslamatriz cuyaj-ésimacolumnaes T(g;) conj =1

G
A[Te) T(e)- T | 7
C

n

=¢CT(g)+cC,T(e)+..+C,T(e,) = T(x).
De(1) y (2) tenemos que:

T(X) = AX.

@

..., N, entonces:

@

Ahora mostraremos que T es Unica. Suponga que B, también cumple que

T(X) =Bx parax e R".

- o o
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Médulo 13: El problema de la representacién matricial de las transformaciones lineales
T(e) = Ae = Coal,(A)
= Be = Col, (B)

luego las columnas de Ay B coinciden, por lo cual A= B.

Lamatriz A=[T(e)T(e,)... T(e,)] eslamatrizdelatransformacionreferidaala
base esténdar o canonica.

Ejemplo1

SeaT : R® —» R? unatransformacion lineal definidapor:
| x+y
|y-2z

Encontremoslamatriz A que representalatransformacion referidaal asbases estandar:

X
T

<

z

1 _
Te) =T/ o|=| F2 =1t = co(n
v “lo0-20| |o] T
0 L
0 _
Te) =T|1|=| "2 1Y - co )
2 S l1-20] 1] TV
0 L
0 [ 0+0 0
+
T(,)=T|0|= = = Col,(A).
=[] 22][ o] e
1 L
Por |o tanto:
11 0
A= .
01 -2
Asi que:
X
110 X+Yy
T = y =
01 -2 y—-2z
z
Teorema 2

SeaT:V — W unatransformacion lineal de un espacio vectoria V dedimension
n en un espacio vectorial W de dimensiéon my sean B ={v,,v,,..,V,} y
B, = {w,,W,,..,w,} basesdeVy W respectivamente; entonces, existe una tinica

matriz A .., tal que
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(T, = A (X -

Demostracion
G
Si xeV, X=qV,+CV,+...+C,V,, oseaque (X)g = C:Z
Cn
Sean: T(Vl) =Y T(Vz) = yz*---!T(Vn) =Y.y
A =1, V2)g, - (Yn)g, I-
Ahora
1 0
0
(Vl)Bl s e (Vn)B1 =
0 1
Entonces:
A (Vi)E>,1 :(yi)BZ!
G
C2
'A‘T(X)B1 = [()/1)32 ()/2)32 (yn)BQ] .
Cn
= C_L(yl)Bz + Cz(yz)a2 Tt Cn(yn)% . (@)
Por otro lado:
T(X) = T(cVv,+CV, +..+ C,V,
=¢T(v)+CT(v,)+..+CT(v,)
=Gy TGY, + ..+ GYy,s
demaneraque:
[T(X)]B2 = C_L(yl)BZ + Cz(yz)a2 Tt Cn(yn)Bz' %)
De(1) y (2) concluimosque:

[T, = A-(X)g, -
Launicidad delamatriz A, sedemuestraigual queen el teoremal.
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Mddulo 13: El problema de la representacién matricial de las transformaciones lineales

Definiciéon 1

Sean V y W espacios vectoriales con bases B ={v,,V,,...V,} Yy
B, = {W,,W,,..,W,,}, respectivamente,y T:V — W unatransformacion linea tal

que [T(X)]g, = A (X)g- Alamatriz A ladenominamos matriz dela transforma-

cionreferidaa B, y B, orepresentacion matricial de T respectoa B y B,.

Lasolucion al tercer problemabasico del dlgebralinea estadadaen el procedimien-
to desarrollado en la prueba del teorema 2.

" Procedimientoparahallar lamatrizdeunatransormacionlineal T:V — W

referidaalasbases B, deVy B, deW

Sean: B ={V,,V,,..V,} Y B, ={wW,W,,..,w}.
Paso 1. Encontrar T(v,), T(v,)..T(v,).

Paso 2. Expresar T(v,), T(v,)..T(v,) en B,.
Paraello, hacemoslo siguiente:

[Wy, Wy, | T(V) T(V,), T(V,)]
peraiones demenaies | |1 (T(V,))g, (T(V,))g, - (T(V,))s, |

Paso 3. Lamatriz A = [(T(v,))g, (T(V,))e, - (T(V,))s,]-

|1‘:.-': %H]\IL A%l

Figura 13.1

Lafigura13.1 proporcionaunainterpretacion graficade la ecuacion

(T(x))s, = A (X)g  donde se muestra que las transformaciones lineales
podemos trabajarlas con matrices.

Ejemplo2

SeaT : R® —» R? latransformacion lineal definidaen el gemplo 1y sean:

B, ={V;,V,,Vs} ¥ B, ={w,,w,} basesde R® y R?, respectivamente, con

1 0 1
1 2
v, =0, v,=[1|, v,=|1], w, = , W, = )
1 1 1
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Determinemoslamatrizde Trespectoa B, y B,.

Solucién

O R A R

Ahora expresemos estos vectores en B,

- B 17 B B (1] 2
(vy) = {_2_ = aw, +a,w, = 31_2_ + az[o:|
17 (1] 2
T(V2)= {_1 = b1W1+b2W2 = b1 2 + b2[0:|1
T(v)—{zz—qw+cw —01:1:+c[2}
3/ = _1 - 1 22 2 2 0 .

Esdecir, resolvemostres sistemas lineal es cuyamatriz de coeficientes eslamisma,
losvectoresdelabase B,. Entoncesformamoslamatriz:

12/ 1 1 2 1 0|-1 % %
operaciones elementales .
2 0/-2 -1 -1|—— 01| 1 % %

Luegolamatriz A, deTrespectoa B, y B, es:

-1 % %
1% %Y

R A
U@@—{l% %}mw
1
Ahora, s x = 2|,
3
1 1
_{1 1 0} _[3}
T2 = 2| = ,
01 -2 -4
3 3

empleando lamatriz de latransformacion referida alas bases estéandar, encontrada
enel gemplo 1.

Expresemos x enlabase B,:
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Mddulo 13: El problema de la representacién matricial de las transformaciones lineales

1011 100!1
01 152 operacionesdementales | O 1 052.
1113 0010
1 % Y% 1 2
(T(X))Bz =|: 32 52:| 2| = |:5 :|
1% % 0 %
Entonces:
T(x) = 21+72—_3
~ 2| lo| |4

lo cua coincide con € valor encontrado utilizando lamatriz de T referidaal asbases
estandar.

Ejemplo3
SeaT:P,>P,tdque TQ) =6 T(X)= xy T(x*) = x+1.Determine:

a Lamatriz de T respecto alasbasesestandaren P, y P,.
b. Lamatriz de T respecto alasbases B, = {l+x2, x+x2,l+x+x2} y
B, = {1+x, 2-x} de P, y B, respectivamente.
C. Si P(x) = 2+3x+x?, cacule T(P(x)) utilizando lasmatriceshalladas

enayb.
Solucion
a Expresemoslastransformacionesde 1, x y x* como vectores coordenados
de P,.
6 0 1
TO =| |, T = , TS =7,
@=|o} o= |3} Tear- ]
luego:
C - 6 01
lo 1 1|

T(a, +ax+ax’) = aT() +aT(x) + a,T(X)

SR ORCHEGH
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B
a+a
=63, +a +(a +a)x

b. Hallemos | as transformaciones de |os vectores de B,.

TA+x) =60 +1+O0+Dx = 7+ X,
T(x+ x*) =6(0) +1+ (1+1)x = 1+ 2x,
TA+Xx+xX)=6(1) +1+ 1+Dx = 7+ 2x.

Ahora expresemos estas transformacionesen B, .

1 2717 1 03 %
| operaciones elementales | .
1 -111 2 2|TETER g 112 ¥ oy

Entonceslameatrizde Trespectoa B, y B, es:
2 %%

C. S P(x) =2+ 3x+ X%,
2
P=|3],
1

T(P(x) = A(P(x))

2

_{601}3_[13}

o1 1 | a
1

= 13+ 4x.

Ahoraexpresemos (P(X)g :

10112 100!-2 -2

0 1 113 opewionesdemends [0 1 0111, (P(X)y =|-1],

11 141 0014 4
3 % 2y
(T(P(X)))BZ{2 73 3} —1=H,
%noA o, L8

T(p(X) = 71+ X) + (2 - X) =13 + 4x.
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Teorema3

Sean Vy W espaciosvectoridlesdedimension finitacondim V=ny T:V ->W 1 ;"I 3
S L. - b |
unatransformacion lineal con representacion matricial A, ; entonces: E
Escuche la biografia de Benoit Mandelbrot en su
i p(T) = p(Ar ). multimedia de Algebra fineal.
ii. v(T) =v(A).
ii. v(T) + p(T) =n.

Lademostracion del teoremase dejacomo gercicio.

El siguiente teoremamuestraotraformade calcular la matriz de unatransformacion
lineal. Al aplicar este método, lamatriz se obtiene como un producto de tres matrices.

Teorema4

Sean Vy W espacios vectoriales de dimensiones n y m, respectivamente, y
T :V — W unatransformacion lineal.

Si Ceslamatriz delatransformacion respecto alasbasescanénicas S, y S, deV
y W, respectivamente, B, lamatrizdetransicionde B, a S, enV, P, lamatrizde
transicion de B, a S, en W y A, lamatriz de la transformacion respecto a

B, y B,, entonces:

A = PCPR.

(x), ————— [[x]];

F 3 _
I.'.l I|'.
1, ¥
e = * [T(x)]p=A; (xh=F, T Pix)
Figura 13.2

Demostracion (figura13.2)
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Sea (X)g; entonces, R(X)g = (X)s, C(X)g = (T(X))s, -

Ahora, como P, hacelatransiciondeB,a S, B;* hacelatransicionde S, aB,.

Luego (T(X))g, = B, (T(X))s, . y reemplazando:

= B CR(X)s,-

Como lamatriz detransformacionde B, a B, esunica,

A = P'CR.

Ejemplo4

Enlatransformacion T : P, > P, taque T =6, T(X)= xy T(x*) = x+1
planteadaen el ggemplo 3, encontramos:

(6 0 1
C = 01 J lamatriz delatransformacion referidaalas bases esténdar,

Ar__S% %}I atrizdeT t B
2 % % amatrizdeTrespectoa B, y B,,

con B, = {1+x2, X+ X2, 1+x+x2} y B, = {1+x, 2-x}. Hallemos ahora A
empleando el producto matricial establecido en el teorema4 (figura13.3).

r
o
L
(
Vea la animacion «Fractales» en su
multimedia de Algebra lineal.
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Médulo 13: El problema de la representacién matricial de las transformaciones lineales

13.2 Matrices similares y cambio de base

Al construir una representacion matricial A para una transformacion T podemos
analizar T trabajando con A. Tendremos unaventajaen este hecho si A esunamatriz
«sencilla», esto es, que simplifique la manipulacién algebraica. Como bases dife-
rentes dan por resultado matrices diferentes; la eleccion «correcta» de una base
paraobtener unamatriz A sencillaesimportante.

Ejemplo5

Sea T = R? —» R? definidapor T{X} = [

—2X— Zy}
y

—-5X+Yy

Lamatriz de T referidaalabase estdndar se obtiene asi:

lol-ls) 7l =[]

entonces:

1 2
Sea B = {J {—5}} otrabase para R? y obtengamoslamatrizdeT referidaala

base B, .

v [
(IR HE

1 24 6 1 0140
| operaciones elementales | .
1 -5/-4 15— |0 1! 0 3

Lamatrizde T referidaa B, es:
A - -4 0
Lo 3

Por el algebramatricial sabemos que, en ciertas operaciones, los calculos son mas
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188

fécilessi lasmatrices son diagonales, por iemplo: hallar inversas, cal cular determi-
nantes, hacer potencias. Estas consideraciones son relevantes cuando se trabaja
con matrices de gran tamafio.

No es evidente cudl es la base que debemos escoger para que A, sea una matriz

diagonal. Este problema lo resolveremos cuando abordemos el problema de la
diagonalizacion en €l siguiente capitul o.

La pregunta que podemos resolver en este momento es la siguiente: ¢qué relacion
existe entrelas diferentes representaci ones matri cial es de unatransformacion linea
dada? Vedmoslo parael caso en quelatransformacionlineal estadefinidadeVen V.

Teoremab
SeaT :V =V unatransformacionlineal conmatriz A, respecto aunabase B, y

matriz B; respectoaunabase B,. Si P eslamatrizdetransicion delabase B, ala

base B,, entonces:

B, =P'AP.
Demostracion (figura 13.4)
I - 3
X —— Tx]

|,

A -
(x), ————= [Tx]],
F
F P

(Xl —— " [Tix)],= F 4, Flx),

Figura 13.4

(X)B1 = P(X)BZ,
(TODNs, = A (X)g = A P(X)g,
(TONe, = P (T(X)g, = P A P(X)g,.

Como B, eslamatriz delatransformacion respecto alabase B, , entonces:

B =P'AP.
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Mddulo 13: El problema de la representacién matricial de las transformaciones lineales

Definicién 2

DosmatricesAy B de nx n sonsimilareso semejantessi existeunamatrizinvertible
Ptal que B= P AP.

Del teorema 5 y la definicion 2 podemos establecer |a siguiente proposicion: sea
T :V —V unatransformacion lineal. Dos matrices cual esguieraque representen
aTsonsimilares.

Teorema6

Sean A, By C matricesde nxn. Entonces:

a Aessimilar aA.
b. Si Aessimilar aB, entonces B essimilar aA.
C. Si Aessimilar aBy B essimilar aC, entoncesAessimilar aC.
d. Si Aessimilar aB, entoncesdet A= det B.
e S AessmilaraB, entonces A™ essmilara B™ paracualquier enteropositivo m.
f. Si Aessimilar aB, entoncesAesinvertibles y sdlo s Besinvertible. Enese
caso A™ essimilara B™.
Demostracion
a Como A=1 Al =11Al, AessimilaraA.
b. Si AessimilaraB, B= P AP, luego:
PBP* = P(PAP)P = (PP)A(PP™) = A
y entonces:
A=(PH™* B(PY);
por lotanto, B essimilar aA.
d. SiAessimilaraB, B = P AP, entonces:

det B = det (P AP) = det P" det Adet P = det(P'P) det A
=detldet A = det A
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e Si Aessimilar aB, entonces B = P AP.

B? = (P AP)(PAP) = P A(PP)AP = P Al AP
= P1AP.

Luego, A% essimilara B?.

Aplicando induccién, supongase que A* essimilar a B¥, estoes, B = P A* P,

y veamos que la propiedad se cumple parak + 1, osea. B*** = p* A*** P,

B! =B*B= (P'A“P)B = (P A“P)(PAP)
= PYAYPP AP =P A | AP = P AP,

Luego A**! essimilar a B¥*! y laproposicion quedademostrada paratodo entero
positivo m.

Laspartescy f se dejan como gjercicio.
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Ejercicios del capitulo 3 (mddulo 13)

1 Sea T :R* — R? definidacomo T(x, y) = (X— 2y, X+ 2y) . Sean B, labaseestandar de R*y B, ={(1L-1), (0, 1)} .
Determine lamatriz querepresentaa T respecto a:

a B.

b. B yB,.

C. B, y B.

d. B.

e Calcule T(2,—-1) empleando ladefinicion de T y lasmatrices obtenidasen a, b, cy d.

2 Sea T:R® — R®definidacomo T(x,Y,2) = (X+2y+2, 2x-Y, 2y+2). Sea B, labase natural para R*® y
B, ={(1 0,1), (0,1, 1), (0, 0, 1)} otrabase para R*. Determinelamatrizde T respecto a

a B.
b. BYB,.
C. B, y B.
d. B.

e Calcule T(1, 1, — 2) empleando ladefinicion de Ty las matrices obtenidasen a, b, ¢, d.

X
X+
3. Sea T :R® — R*definidacomo T| y ={y ﬂ .Sean B, y B, lasbasesnaturalesde R® y R?, respectivamente;
z

1| |0] |-1

ademés, sean B/<| 1|, |1|,| 1 |; Y B} {[—1}{1} basespara R® y R?, respectivamente. Determine lamatriz
0| |0] |1 11z

de T respecto &

a ByB.

b.  BYB,
1

C. Calcule T| 2 |utilizando ladefinicion de Ty lasmatrices obtenidasenay b.
3
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4, Sea T :P, —» P, definidapor T (p(x)) = xp(x)+ p(0) .
Sean B ={1, x} y B, '={1+X, —1+ X} basespara PP, .

Sean B, ={l X, x2} y B} ={1+ X%, —1+X, 1+x} bases para P, .

Determinelamatrizde T respecto a

a BYB,.
b. B yB.
C. Determine T(3—3x) utilizando ladefinicion de Ty lasmatrices obtenidasenay b.

5. Sea T : P, - P,definidapor T(p(X)) = x*p(x). Sean B, = {1, x} y B/ ={x, 1+ x} basespara P,. Sean

B, ={L x x*,X’}y B, ={1+x, X, —1+X*, X’| bases para P, .
Determinelamatrizde T con respecto a

a BYyB,
b. BYyB,.

12
6. Sea C :{3 4}y$aT :M,, > M,, latransformacion lineal definidapor T(A) = AC—CA paraAen M,,. Sean

S P R S R T e

lamatrizdeT respecto &

a B.
b. B.
C. B yB.,.
d  ByB.
7. Sea T : R® — R®latransformacion lineal cuyamatriz respecto alas bases naturales para R es:
131
120
011
Determine;
1 0
a T| 2|. b. T|1|.
3 1

192 Uideim - Para ser, saber ¥ saber hacer



10.

121
Supongaque lamatriz de T : R® — R? respecto alasbases B, ={v,,V,,V,}y B, ={w,,W,}es A:{ 11 0}
-1 0 1
1 1
donde v, =| 1|, v,=[1], v;=(0], wlzz,wzz 1|
0 1 0

a Calcule (T(Vl))szi (T(Vz))szi (T(Vs))az-
Calcule T(v,), T(v,) y T(v,).

2

C. CdculeT| 1.
-1
d. CaculeT|y
z

Sea T :R? — R? unatransformacion lineal. Supongaque lamatriz de T respecto alabase B ={v,,v,} es

5 S

a  Cdcule[T(v,)lg ¥ [T(V,)]g-
b. Calcule T(v,) y T(v,).

-2
C. CalcuIeTz{ }
3

Sea T :P, - P, unatransformacion lineal. Supongaque lamatriz de T respecto alasbases B ={v,,V,}y

1 O
B,={w,, w,,w,}es A=| 2 1| ,donde v,=1+X V,=-1+X w, =1+X*, W, =X, W, =-1+X.
-1 -2
a  Cdeule[T(v)lg ¥ [T(V,)g -
b. Calcule T(v,) y T(v,).
C. Calcule T(1+ 2x).

d. Calcule T(b+ax).
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11.  Enlastransformacioneslinealesdefinidasenlosegercicios 1, 3, 5y 7 describasu niicleo y su imagen por medio de
alguna de sus matrices asociadas.

Demuestrelaspartescy f del teorema6.

Se dan parejas de matrices Ay B. En cada caso muéstrese que A y B no son similares.

1 0 B:_S 1
a A:_2 3 _3 2
9 3 7 1 2 3
b A=|0 5 6 B=14 56
00 0 |7 8 9
. A__Z 0 B:_Z 0:|
__1 2 10 2

Enlosejerciciosdel 14 a 18 considere T: R* — R? unatransformacion lineal con representacion matricial A

14.  Latransformacion realiza unaexpansion o contraccion alo largo del gje x multiplicando la coordenada x de cada
pargja(x, y) por unaconstante C > 0.

a Defina estatransformacion lineal. ¢En qué intervalo de valores debe estar la constante C para que €l efecto
sea respectivamente una expansion o una contraccion?

b. Determinelamatriz de estatransformacion lineal.

C. Represente en el plano x, y el rectangulo de vértices (0, 0), (5, 0), (5, 2), (0, 2). Realicegréficamenteuna
expansion (compresion) alolargo del gjex paraunvalorde C=2(C = %).

15.  Latransformacion realiza unaexpansion o contraccion alo largo del gje y multiplicando la coordenaday de cada
pargja(x, y) por unaconstante C > 0.

a Defina estatransformacion lineal. ¢En qué interval o de valores debe estar la constante C para que €l efecto
sea respectivamente una expansion o una contraccion?

b. Determinelamatriz de estatransformacion lineal.

C. Represente en el plano x, y el rectangulo de vértices (0, 0), (5, 0), (5, 2), (0, 2). Realice gréficamente
una expansion (compresion) alo largo del gjey paraunvaorde C=2(C= %).
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16.

17.

Latransformacion realiza unareflexion con respecto al gje x (al eje y) cuando la coordenaday (x) de cada
pargja (X, y) secambiapor -y (—X).

a Defina, en cadacaso, latransformacion lineal.
b. Determine, en cadacaso, lamatriz delatransformacion lineal.

C. Representeen el planox, y el recténgulo devértices (0, 0), (5, 0), (5, 2), (0, 2). Realice graficamente unareflexion
conrespecto a gex (a gey).

Latransformacion realizaunareflexion con respecto alarectay = x cuando cada pareja (X, y) se cambiapor la
pareja (y, x).

a Definaestatransformacion lineal.
b. Determinelamatriz de estatransformacion lineal.

C. Representeen el planox, y el rectéangulo devértices (0, 0), (5, 0), (5, 2), (0, 2). Realice graficamente unareflexion
respecto alarectay = x.

Latransformacionrealizaun cortealolargodel gjex[o del g ey] cuando cadapareja(x, y) setransformaen laparga
(x+Cy,y) [oenlaparga(x,y + Cx)], respectivamente, donde C es un constante que puede ser positiva o negativa.

a Definaestatransformacion lineal.

b. Representeen € plano x, y €l rectangulo deveértices (0, 0), (5, 0), (5, 2), (0, 2). Realice graficamente un cortea
lolargo del gex(y) paraunvalor deC =2.

Demuestre que todamatriz elemental Ede2 x 2esuno delos siguientes casos:

a Larepresentacion matricial de un expansion alolargo del gjexoy.

b. Larepresentacion matricial de unacompresion alolargo del giexoy.

C. Larepresentacion matricial de unareflexion respecto del giexoy.

d. Larepresentacion matricial de unareflexion respecto alarectay = x.

e Larepresentacion matricial deun cortealolargo del giexoy.

f. El producto delarepresentacion matricial de unareflexion respectoa gexoyy larepresentacion matricial de

una expansion o compresion.

Sea T :R?* - R? tal quesurepresentacion matricial esinvertible. Demuestre que T se puede obtener como una
sucesion de expansiones, compresiones, cortesy reflexiones.
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Modulo 14

Isomorfismos o transformaciones
lineales invertibles

Introduccion

En este médul o caracterizaremos un tipo especia detransformacion lineal [lamada

isomorfismo. Estatransformacion T:V —W «reproduce fielmente» laestructura A
deVenW, yaque establece unacorrespondenciabiyectiva entre los elementosde ~ isomerfoa R".
VyW, y, por otraparte, T trasladasumasy productos por escal ares—I as operacio-

nes de espacio vectorial— deloselementos de V asumasy productos por escalares

de los correspondientes elementos de W. Asi pues, desde el punto de vista del
algebralineal, cuando entre Vy W hay un isomorfismo, esto es, cuando son espa-

cios vectorialesisomorfos, V' y W son indistinguibles.

Una transformacion lineal y su inversa. El espacio IP, es

Demostraremos que | os espacios vectoriales de dimension finita n son isomorfos,

es decir, précticamente todos ellos son «en esencia» R".

Objetivos

1. Determinar cuando unatransformacion lineal esuno auno.

2. Determinar cuando unatransformacion lineal es sobreyectiva.

3. Determinar cuando unatransformacion lineal esunisomorfismo.

4. Estudiar atravésde R" |as propiedades de otros espacios vectorial es de dimen-
sionn.

5. Caracterizar losisomorfismos entre espaci os vectorial es de dimension finita por
medio de su matriz de transformacion.

6. Vaorar lautilidad de establecer isomorfismos paratrasladar unasituacion dada
deun espacio aotro, con el fin de facilitar los procedimientos algebraicosy
visualizar mejor las propiedades aplicadas.

Preguntas basicas

Sea T:V — W unatranformacion lineal:

1. ¢Cuando T esuno auno?
2. ¢Cuéndo T es sobreyectiva?
3. ¢Cuando T esun isomorfismo?

4.5 dmV =ny dmW =m, ¢cudndo T no puede ser uno auno? ;Cuando T no
puede ser sobre?

5.S dimV =dimW = n, ¢qué condicion serasuficiente paraque T seaunisomor-
fismo?

Vea el médulo 14 del programa de televisién
Algebra lineal.
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6. Si T esunisomorfismo, ¢qué propiedadesdeV setrasladan a W?
7. Si Tesunisomorfismo entre espaciosvectorialesde dimensionfinita, ¢comoesla
matriz de transformacion de T?

Contenidos

14.1 Transformaciones lineales uno auno y sobreyectivas
14.2 Isomorfismos
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Transformacidn lineal de g pxpress — | Tix) = Ax
[ V de dimension n en W de dimension m R

N\

/esl - 1 es sobre si
Para todo par de elementos diferentes de La imagen de T es todo
sus respectivas transformaciones en W el espacio W
también son diferentes
equivale a equivale a

[I:eru s el Unico vector del nicleo de T ]

sl se cumplen

[T es un Isomorflsmo J——— consecuencia ———@

equivale a

/5I \
[La inversa de A es igual a su tmspuasta] equliill-:!ntl!!'-

Las columnas de A forma una base Drtnnurmal)

A es ortogonal

entonces

La magnitud de los vectores _mns,Enra__Ee expresa | |x| = |ﬂg}|
en la transformacion

Mapa 9: médulos 14y 15
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(apitulo 3: Transformaciones lineales
14.1 Transformaciones lineales uno a uno y sobreyectivas

Definicion 1

Sea T :V — W unatransformacion lineal. Tesunoauno (1- 1) oinyectivasi
T(v,)=T(v,) >V, =V,,

o bien, en formaequivalente,
v, 2V, > T(v) =T(v,).

l:. Vie—"] i )

N {
s 11w, ] | 4

\
z/

(b}

Figura 14.1

Lafigural4.lamuestraunatransformacion lineal inyectivay la14.1b, unatransfor-
macion lineal noinyectiva.

Definicién 2

Sea T :V — W unatransformacion lineal. T sellamasobre W o sobre, si paratodo

weW existea menosun v eV ta que T(v) =w. Enotraspalabras, T essobresi
laimagen de T estodo el espacio W.

ImagenT=W.

El teorema siguiente dice que para demostrar si unatransformacion lineal esuno a
uno, solo se necesita examinar cuales vectores se transforman en 0.

Teoremal

Sea T:V —W unatransformacion lineal. Tesunoaunosiy solosi nuT = {0}.

Demostracion
a Supongaque Tes1l-1 ysea xenuT,; entonces T(x)=0. Como
J,r, b T(0)=0yTesl-1seconcluyeque x =0, luego nuT ={0}.
(&
Vea la animacién «Transformaciones uno a b. Suponga que nu T= {0} y sea T(Vl) — T(Vz); entonces T(Vl) —T(Vz) =0,

uno y sobre» en su multimedia de Algebra
lineal.
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Madulo 14: Isomorfismos o transformaciones lineales invertibles
estoes, T(v, —V,)=0; esdecir, (v, —v,)enu T ; porlotanto, v, —v, =0,

dedonde v, =v, y latransformaciones1- 1.
Ejemplo1

X X+y
Sea T:R? — R? definida por T[yJ:[x—yj‘ Para determinar si Tes 1 - 1,

encontramosnu T. Sea:

ek ()6

Xx+y=0

Resolvemosel sistemalineal | y=0

0
Launicasoluciénesx=0 e y=0, demodo que nuT = {0}} .y por el teorema 1,
Tesl-1
Ejemplo2
X 2
Sea T :R® — R? definidapor T|y |= [X_ y}
y+2z

La matriz delatransformacion referida alas bases estandar es:
A - 1 -2 0
o 1 1

Entonces, paradeterminar si Tes1- 1 hallamosN,;:

1 -20 operaciones elementales 102
0 11 01 1]

X=-2Z

Lasolucion a sistemahomogéneoes: | ¥Y=-2
z=z
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(apitulo 3: Transformaciones lineales

-2
Luego, nuT =N, =genq| -1
1

Por lotanto, Thoes1- 1.
Veamossi T es sobre:

Examinando las columnas de A, vemos que cual esquiera dos columnas son LI, de
modo que C, = R?; por lo tanto, imagen A = R?. En consecuencia, T es sobre.

Ejemplo3

SeaT:R® - R* definidapor:

X+
7 |y
Tly|= y
Z+X
z
y+2x

Lamatriz deT referidaalas bases estandar es:

11 0 100 X—0
01 -1 . 010 -
_ operaciones elementales — 0
A 10 1 0 0 1 Y
z=0
2 1 0 0O
0
nuT<|0|r;
0
luego, Tes1-1.

Enlaformaescalonadareducidade A, podemos observar tres pivotes, luego lastres
columnasde A, sonLlI.

Entonces.
1 1 0
imagenT =C, =gen 0 1 -1
Eg - A_g 1 £ 0 i) 1 il
2 1 0

el cua esun subespacio de dimensién 3 de R* y, por consiguiente, T no es sobre.

En los gjempl os podemos observar que unatransformacion lineal puedeser 1- 1y
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Méddulo 14: Isomorfismos o transformaciones lineales invertibles
no ser sobre, 0 ser sobrey no ser 1 - 1. El siguiente teorema muestra que cada una
de estas propiedadesimplicalaotra, si los espaciosVy W tienen lamisma dimen-
sion.

Teorema?2

Sea T:V —» W unatransformaciénlineal y sea dimV =dim W.

a SiTesl-1, entoncesT essobre.
b. Si T essobre, entonces Tes1 - 1.
Lademostracion del teoremase dejacomo gercicio.

Teorema3

SeaT:V — W unatransformacionlineal. Supongaque dmV =ny dim W =m
entonces:

a Sin>m Tnoesl-1.

b. Si m>n, T no essobre.

Demostracion

a Sea {V;,V,,...V,} unabaseparaV. Seaw; =T(v;) paai=1,2,.,n. Puesto
quen>m, entonces {W,, W,,...,W,} es LD, o sea queen lacombinacion

lineal Cw, +C,w, +... Cw, =0 existe por lo menosun C, =0. Porlo

tanto, el vector veV tal que v=Cv,+CVv, +..+C v, esdiferentede 0 y:

T(v)= T(Cv,+C,v,+..+CV,)
= CT(v)+C,T(v,)+..+CT(v,)
=Cw, +Cw, +..+Cw,.

Luego, T(v) =0, venuT;porlotanto, nuT = {0}, esdecir, Tnoes1- 1.

b. Supongaquem>n ysea veV, con:

V= aVv,+a,Vv,+..+a\V,
TV)=aT(v,)+a,T (v,)+..+aT(v,),

luego {T(V,), T(V,),.... T(v,)} es un generador de imagen T; entonces

p(M)<n,ycomom>n, p(T)<m.Luego, imagen T esun subespacio de
W diferente de W, esto es, T no es sobre.

Losegjemplos2y 3ilustran el teoremaanterior.
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(apitulo 3: Transformaciones lineales

Vea en su multimedia de Algebra lineal el
cédigo fuente en MATLAB para ilustrar
«lsomorfismos».

14.2 Isomorfismos
Definicion 3

Sea T :V —» W unatransformacion lineal. Entonces T esunisomorfismosi T es
1- 1y sobre. Sedice quelosespaciosvectorialesVy W son isomorfossi existe un
isomorfismo T de V sobre W. Esto se denotacomo v/ =W.

Observacion

Esimportante notar en ladefinicion anterior que lacondicién paraque dos espacios
vectoriales Vy W sean isomorfos es que exista entre ellos unatransformacion linea
gue sea isomorfismo. Asi, entre espacios vectoriaes isomorfos podemos definir
transformaciones lineal es que no sean isomorfismos.

El siguienteteoremanos muestralasimilitud existente entre dos espacios vectoriales
isomorfos. Lapalabra «isomorfismo» viene del griego «isomorphos», quesignifica

«deigual forma.

Teorema4

SeaT:V —» W unisomorfismo.
a Si{Vy, V,,..,V, | generaV, entonces {T (v)), T (V,),.... T(v,)} generaaW.

b. S {Vy, V,,.,V,} esLl enV, entonces {T(v),T(V,),...T(v,)} eslineal-

menteindependienteen\W.

n

C. Si {Vv,, V,,..,V,} esbasedeV, entonces {T (v,), T (V,),...,T(v,)} esbasede W.

d. S Vesdedimensonfinita, entoncesWesdedimensédnfinitay dimV =dim W.
Demostracion
a Supongamos que {V;, V,,..., V| generaV.

Sea w eW. Como T essobre, w=T(v) paraagin veV:

V=QV, +CV, +..+CV, Y T(V) =T (V) +C,T(V,)+...+C.T(v,),
luego:

w=cT (V,)+C,T(V,)+.. +C T(v,);
por lo tanto:

{T(vy), T(V,),... T(v,)} generaaW.
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Madulo 14: Isomorfismos o transformaciones lineales invertibles
b.  Supongamosque {V,, V,,...,V,} esLl.

Sea ¢T(v,)+C,T (V,)+...+¢,T(v,) =0. Entonces,

T(gVv,+CV, +..+¢V,) =0,
esdecir,

(qv,+c Vv, +..+GVv,)enuT.

ComoTesl-1, GV, +GV, +..4+GV, =0, ycomo {V,, V,,...V,} esLl, entonces
¢, =C,=.. = =0y, en consecuencia,
{T (V). T(v),... T(V,,)} esLI.
C. Sededucedeay b.
d. Se deduce dec.
Cuando setratacon espaciosvectorialesrea esde dimensién finita, el problemade
saber si son 0 no isomorfos es bastante simple: solo es necesario observar si tienen

lamismadimension, como severaen el siguienteteorema.

Teoremab

Sean Vy W dos espaciosvectoriadesredesdedimensionfinitacon dimV =dim W.
Entonces v = W.

Demostracion

Dos espacios vectoriales son isomorfos si entre ellos existe una transformacion
lineal que sea un isomorfismo. Luego, lademostracidn consiste en construir dicha
transformacion lineal.

Sean {Vy, Vy,oy V| Y {Wy, W, W, ) bases paraVy W, respectivamente.

Definimos T:V — W por T(v,) =w, para i =1,..., n. Entonces, por €l teorema3,
maodulo 12, existe unaunicatransformacion lineal que satisface la condicion dada.
Supongaque veV y T(v)=0; entonces:

V=CV,+ GV, +..4+ GV,

TV)=cT(v,)+CT (V,)+...+GT(Vv,),
W, +CW, +...+cw, =0.

Como {W,, W,,...,W, } eshaseparaW, ¢, = ¢,=...=¢, =0; por lotanto, v =0; en

consecuencia, nuT = {0}y latransformaciénes1- 1. Como dimV =dimW, en-
tonces T es sobre por el teorema 2. Luego T es un isomorfismo.
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Teorema6

Sean V y W espacios vectoriales reales de dimension ny T:V —»W, ta que
T(x) = AX es una transformacion lineal. Entonces A es invertible si y sdlo si

T(x) = AX esunisomorfismo.

Tesunisomorfismosi y solosi Tes1- 1, yaquecomo dimV =dimW, T también
sera sobre.

Tesl-1siysilos nuT ={0}, esdecir, v(T) =0,y esto es equivalente ala
proposicion Aesinvertible.

Este teorema caracteriza los isomorfismos como transformaciones lineales cuya
matriz de transformacion esinvertible, proporcionandonos unaformade determinar

cudles transformaciones lineal es son isomorfismos al examinar su matriz de trans-
formacion.

Ejemplo4
SeaT:P, > P, talqueT(p)= p+ p'. Veamosque T esunisomorfismo.

Encontremoslamatriz A delatransformacion lineal respecto alabase estandar.

T()=1+(1)=1+0=1
T(X)=x+(x)'=x+1
T(X%) =X +(x?)' = x* +2x

T(X)=x"+(X") =x"+nx"".

1 1 0. O]
012.- 0
0 10

=|. . . .|, detA=1=0.
(n+1)x(n+1) : . . :
Do : n
00 0 1

Aesinvertible, luego T esunisomorfismo.

Ejemplo5

L os espacios vectoriales lz\x/lz, P, y R* sonisomorfos, ya que todos tienen dimen-
sion 4. Establezcamos entre ell os transformaci oneslineal es que sean isomorfismos.

T.°M — B definidapor:
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Madulo 14: Isomorfismos o transformaciones lineales invertibles

[a b s s
T =a+bx+cx® +dx’.
lc d
[1 0] ) 3
T =1+0x+0x" +0x".
_0 0_
1000
[0 1] ) 0100
T =0+1x+0x* +0x’. A = =1,
10 0] 0010
0 00 1
[0 O] )
T 10 =0+0x+1x* + 0x’. det A =1
[0 O] 5 aa
T =0+ 0x+0x" +1x".
_0 l_
a
4 ini 2 b
T, : P, > R* definidapor T (a+bx+cx +dx®) = cl
d

Entonces A, = |, (matriz identidad de orden 4); por lo tanto, T, es unisomorfismo.
Lastransformaciones T, y T, definidas en el ejemplo nos muestran que estos espa-

ciosvectoriales son en «esencia» el mismo; en ambas, lamatriz de transformacién
eslaidentidad.
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Ejercicios del capitulo 3 (médulo 14)

1 DéunegemplodeunaTL T:V —W quesea

a Uno a uno pero no sobre.
b. Sobreyectiva pero no uno a uno.
C. Uno a uno y sobreyectiva.

2 Demuestreque T: M, —> M . definidapor T(A) = A" esunisomorfismo.

3 Encuentre un isomorfismo entre D, , matrices diagonalesde ordenn,y R".
X 1 0 1) «x
4 SeaT:R®-—R%definidacomoT|y|=|0 1 1||y|.Determinesi Tesunisomorfismo.
z 1 0 2|z
5. Para cada una de | as siguientes transformaciones determine si es un isomorfismo apartir de lainformacion dada.

a T:R* >R, gy =4
b, TIR'SRY vy =2
C. T:P,> P, vqy =1

d. T:P,>P;,, pn=4
6. SeaV =P, y W={peP,: p(0) =0}. Demuestre que V = W.
7. SeaT:P, — P, tal que Tp(x) = xp'(X). Determinesi T esunisomorfismo.

8 Demuestreques T :V — W esunisomorfismo, entoncesexisteunisomorfismo L:W — V tal que L(T(v))=v. A

L selellamatransformacioninversadeT y sedenota T™".
9 Demuestreques T:R" — R" estddefinido por T(x) = Axy T esun isomorfismo, entonces T* esta dado por
T(x)=A"%.

X 2x+4y—-6z
10. SeaT:R®—>R°®unaTL dadapor T|y|=| 5y-2z
z 9z

Demuestre que T esun isomorfismo y determine T1.

n. SeaT:M,,—>M,, latransformacionlinea dadapor T(A) = BA, dondeB esunamatrizfijadeordenn. Demues-

trequeT esunisomorfismo si y sdlosi Besunamatrizinvertible. Ental caso, describa T1.
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Modulo 15

Isometrias

Introduccion

La palabra isometria significa igual medida. De esto se trata en esta seccion: de
transformaciones lineales que conservan la magnitud de |os vectores.

Antesdeiniciar € estudio delasisometrias, definiremoslas matricesortogonalesy  Una rotacion igual a un angulo @ alrededor del origen es
veremos algunas propiedades de estas matrices. Ademas, deduciremos una pro-  unatransformacién lineal que conserva la magnitud de los
piedad del producto escalar cuando en uno de los factores hay unamatriz A. Estos ~ e<tores:

resultados nos serén de gran utilidad en el tratamiento de las isometrias.

Objetivos

1. Mostrar un tipo de transformacién lineal que conservalamagnitud de los vecto-
res.

2. Caracterizar lasisometrias por medio delas matrices ortogonal es.

3. Caracterizar lasisometriasen el plano.

4. Mostrar que conservar lamagnitud delos vectoresen unatransformacionen R"
es equivalente a conservar e producto escalar.

Preguntas basicas

1. ¢Cuéndo unamatriz esortogonal ?

2. ¢Coémo son las columnas en unamatriz ortogonal ?

3. ¢Quéesunaisometria?

4. ¢;Qué operacion se conserva en unaisometria?

5. ¢Cémo eslamatriz delatransformacion T, cuando T esisometria?

6. ¢Como son las transformaciones en R? que son isometrias?
7. (Quérelacion existe entrelosisomorfismosy lasisometrias?

Contenidos

15.1 Matricesortogonales
15.2 |sometrias

15.3 Isometriasen R?

Vea el médulo 15 del programa de televisién
Algebra lineal.
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(apitulo 3: Transformaciones lineales
15.1 Matrices ortogonales

Definicion 1
Unamatriz Q de nxn sellamaortogonal si Qesinvertibley Q" =Q".
S Q'=Q", entonces Q'Q=1,.

En el médulo 8 estudiamos la forma de constituir bases ortonormales en R". El
siguiente teorema nos da una relacion entre las matrices ortogonales y las bases

ortonormalesde R".

Teoremal

La matriz Qnxnes ortogonal s y sdlo s las columnas de Q forman una base

ortonormal de R".

Demostracion
Sea
[ay 8y Ay
a; a4y &, &, Apt Ay
B By By B | o |G P
Q= . . . . Q =
: : : : & A Ay
By By @y A N
_ain Qe ann_
SeaB=(h)=Q'Q
hj =g alj +ay a2j +..+a,; aﬂj =G 'Cj’ (1)

donde c, y C, son las columnasiy j de Q.
Si las columnas de Q son ortonormales, entonces, de (1):
bj=0 s i#j, b=1498 i=]j (]
Esdecir, B=1y entonces Q" =Q™; por lo tanto, Q es ortogonal.
Reciprocamente, si Q esortogonal Q" =Q™*, entonces B = |, de modo que:
byj=c c,=0sizjyc-c=1si=]

L uego, las columnas de Q son ortonormales.
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Mddulo 15: Isometrias
Ejemplo1

Los vectores
2/3 1/3 -2/3

/34, | 2/13 |, | 2/3
2/3| |-2/3 1/3

forman unabase ortonormal de R? (verifiquelo),

2/3 1/3 -2/3

asiquelamatriz Q=| 1/3 2/3 2/3| esortogonal.
2/3 -2/3 1/3

Podemos verificarlo haciendo Q" Q:

2/3 1/3 2/3|(2/3 13 -2/3 100
Q'Q=| 1/3 2/3 -2/3| |13 2/3 2/3|=|0 1 0.
-2/3 2/3 1/3||2/3 -2/3 13 001
15.2 Isometrias
Antes de abordar el tema, veamos una propiedad interesante del producto escalar.

Teorema?2

Sea A unamatrizde mxn con componentesreales. Entonces, paracualesquier dos

vectores xeR" e yeR™:
(AX) -y = x-Aly.
Demostracion
Ax-y =(AX)'y = (x"AT)y = x" (ATy) =x - Aly.
El teorema nos dice que cuando en uno de los factores de un producto escalar hay

una matriz, ésta puede pasar a otro factor transponiéndola. Este resultado puede
generalizarse para cuando se tiene un producto interno en un espacio vectorial

diferentea R"; en este caso €l teorema se expresa asi:
(AXy) = (x, ATY).
Definicion 2
Unatransformacionlineal T:R" — R" esunaisometriasi paratodox en R" L ;/’ 4

Vea en su multimedia de Algebra lineal el
|T (X)| = |X| , cddigo fuente en MATLAB para ilustrar
«lsometrias».
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esto es, unaisometriaen R" esunatransformacion lineal que conservalalongitud

en R".

Si hay unatransformacion lineal que sea unaisometria, entonces:

TO)-TY)|=[Tx=y)|=|x-y]|.

En lasisometrias se conservalamagnitud de | os vectores; recordemos que lamag-
nitud de un vector en R" estadefinida en términos del producto escalar, el cual es

el producto internoen R". Es, entonces, esperable que en lasisometrias se conser-
ve €l producto escalar.

Teorema3

Sea T unaisometriade R" — R" y sean x ey en R"; entonces:

TX) -T(y)=x"-y.
Demostracion

T =T =TX)-TY) - TX)-T(y)
=T -2T (%) - T(y) + [T )

x-y[ =(x-y) - (x-y)

2
:|X|2_2x.y+|y|2_ ()

En(1)y (2) sshemosque |T(x)|2 = |x|2 , |T(y)|2 = |y|2 y
TE) =T =[x-y|".
Entonces:

=2T(x) - T(y)=—2x"y,
TX) -T(y)=x"-y.

El siguiente teoremarelacionalasisometrias con las matrices ortogonal es.

Teorema4

Unatransformacionlineal T:R" — R" esunaisometriasi y sdlosi larepresenta-
cion matricial de T esortogonal.
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Demostracion

a Supongamos que T es unaisometriay que A es su representacion matricial;
entonces, para x ey en R":

x

Yy =T T)=Ax-Ay = x- A'Ay,
T.3 T.2
X-y=x-A Ay,
X-y—-x-A Ay =0,
x-(y — ATAy) =0, paatodo x € R"; entonces
(y—A"Ay) e R™ (ver definicion de complemento ortogonal),
y—ATAy =0, y=A"Ay;

por lotanto, A"A=1, demodo que A" = A y A esortogonal.

b. Supongamos que T(x) = AX es unatransformacion lineal tal que A es

ortogonal; entonces T(x) - T(y)=Ax-Ay=x-ATAy = Xx-ly=x-y

Enpatticular,s X =y T(x) - T(x)= x -, 0sa[T(X)|" =|x*, o [T(q)|=|x],
de donde T es unaisometria.

Observaciones

En el teoremaanterior hemos mostrado que lasisometrias se caracterizan porque su
representacion matricial esortogonal. Como todamatriz ortogonal esinvertible, se
desprende como consecuencia la siguiente proposicion:

Toda isometria es un isomorfismo.

Ahora, las columnas de A, son |as transformaciones de los vectores de la base, y
como éstas forman una base ortonormal de R", para constituir isometrias los

vectores asignados a una base de R" deben ser vectores que formen una base
ortonormal. El siguiente teorema nos muestra como hacer esto.

Teoremab

Sean {U;,U,,....U,} Y {W;,W,,..,w,} dos bases ortonormales de R" y sea
T:R" > R" una transformacion lineal tal que T(u) = w, parai =1,..,

entonces T es unaisometria.

Demostracion

Sea xeR", x=cu,+CuU,+..+CU_; entonces
1 272

n~'n?

X" =X - X = (QU, +CU, +.ct CU,) (U, +CU, +.+CU, )

Mddulo 15: Isometrias
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Como {u,,U,,...,u,} esunabaseortonormal,
U -u; =0 parai=j y
|ui|2:ui U =1,

entonces:

|x|2 = ¢’ +¢ +..+¢ (0]

T(X) =¢T(u)+c,T(u,)+...+¢c,T(u,)
=CW, +C,W, +...+C,W,,.

|T(x)|2 =T(X) - T(X) = (CW, +CW, +...+CW,) - (CW, +C,W, +...+CW,).
Como {W,,W,,...,W, } es una base ortonormal,

TX|* = ¢?+¢2+..t+c2 @

De (1) y (2) concluimos que |x|2 = |T(x)|2 0 |X|= [T(x)|; por lotanto, T esuna
isometria

El reciproco del teoremaanterior también se verifica, como veremosen el siguiente
teorema.

Teorema6

Sea T:R" - R" una isometria; entonces, si {u,, U,,..., U, } €s una base

ortonormal de R", {T (u,),T(u,),...T(u,)} esunabaseortonormal de R".

Demostracion

Sea {U,, U,,..., u,} unabase ortonormal de R";entonces, U, -u, =0 para

iy |ul=1
Como T esunaisometria:

T@u) TU)=u -u =0 paaizjy [Tu)= |ul=1
Luego {T (u,), T(U,),...T(u,)} esunabase ortonormal.

15.3 Isometrias en R?

1 0
SeaT unaisometriade R* — R?. Sean u, :T(O] y u, :T(J,
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1 0
Los vector%[oJ y (l) forman una base ortonormal en R?, luego u, y u,

también forman unabase ortonormal; |uy|= |u,|=1y u, -u, =0 (u, L u,) (figu-
rals.1).

Figura 15.1
_ [cos@ _( cos(6+7%)
U= (sen&} Hz _(sen(ei%))

Entonces.

- cos (0+7)) (-sen @ J _[cos(&—%))_(sena)
2 lsen(@+%)) | coso 0% " sen (0-7)) \-cos@)
Luego larepresentacion matricial de T es:

Ql:{cosa —Sena} o QZ:{cosa Senﬁ]

senéd coséd send -—coséd

S T(x) =Q, X, entonces la transformacién es una rotacion de un angulo g en
sentido antihorario.

S T(X)=Q,x,

et M e

senéd -cosd send cosd||0 1|

Entonces Q, eslarepresentacion matricial de unareflexion con respecto a gje x,
seguida de una transformacién de rotacion.

Estos resultados |os consignamos en el siguiente teorema.

Mddulo 15: Isometrias
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Teorema7

Sea T:R? — R? unaisometria. Entonces T es;

a Unatransformacin de rotacion.
b. Unareflexidn con respecto d €je x seguida de una transformacién de rota
cion.

El concepto de isometria puede extenderse a espacios vectoriales de dimension
finita, donde haya definido un producto interno; acalasisometrias seran las trans-
formaciones lineal es que conservan la norma de los vectores; por lo tanto, €l pro-
ducto interno.

Ejemplo2

Sea T :R® —» R® unatransformacion definidapor T (x) = Ax, donde:

send coséd O
A= |cosd -senfd 0.
0 0 1

Veamos que T es unaisometria. Para esto basta con demostrar que A es unamatriz
ortogonal y esto lo comprobamos realizando el producto AA™.

send cosf 0O||send coséd O 100
cosd -send Of|cosd -send 0|=/0 1 O
0 0 1 0 0 1 001

Ejemplo3

Sea T:R* - R? una isometria. Veamos que T preserva los angulos entre los
vectores.

Sean x e y en R?
angulo entre X € y = cos™ ﬁ @

angulo entre T(x) y T(y)=cos™ T0)-T) ©

T [T

Como Tesisometria, X -y = T(X) - T(y) y [x|=[T()|, |y|=[TO);

por lotanto, (1) = (2).
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Ejercicios del capitulo 3 (mddulo 15)

1 Sea T : R? — R?unatransformacion lineal tal que:
T[i i)_(i _i)
V2'N2) V2T 2)

& BE

Demuestreque T esunaisometria.

2 Considerelatransformacionlinea T: M, , > M, , paralacual:
PR N
R S R ks

Compruebeque T esunaisometria.

3 Determine el vector (a, b) € R? tal quelatransformacion T :R? — R*paralacual T(10) = |:]/\/§ —]/\/§:|

T(0,1) = (a,b) seaunaisometria.

4. SeaB={v,V,,v;} unabaseortonormal de R°. Determine unaisometria T : R* > R®, paralacual:
1 1
T(v,) = E(ZV1 +V,+2v,), T(v,)= E(Vl —V;).
5. Dé un ejemplo de unatransformacion lineal de R? en R? que preserve los angulosy no sea unaisometria.
6. Sea T:R" — R"unaisometriay sea T (x) = Ax. Demuestre que S(x) = A™'x esunaisometria.
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Uningeniero trata de que las frecuencias naturales de su puente, valores caracteristicos de la estructura, estén alejadas de las del viento
para evitar que el puente comience a oscilar y se desplome. Los valores caracteristicos son los rasgos mds importantes de cualquier
sistema dindmico.

Presentacion

El movimiento derotacion delaTierraarededor del gje que determinan sus poloses
unatransformacion lineal en el espacio tridimensional . En estarotacion, los puntos
situados sobre este je permanecen invariantes; asi, unaflechaque partadel centro
delaTierrahaciael Polo Sur conservasu magnitud y direccion; no ocurrelo mismo
con una flecha que parta del centro hacia un punto sobre el Ecuador. Un vector
propio o caracteristico de esta transformacion seria esa flechaalo largo del gje
polar y, como su longitud no se altera por la rotacion, entonces el valor propio o
caracteristico correspondiente es 1.

En dgebra lineal, los vectores caracteristicos o propios de una transformacion
lineal son los vectores no nulos que, cuando son transformados, dan lugar a un
multiplo escalar de si mismos, es decir, no cambian su direccion. A este multiplo
escalar selellamavalor propio. Unatransformacion lineal, en un espacio vectorial,
exhibe mas claramente sus propi edades cuando se expresa con respecto aunabase
compuesta por vectores caracteristicos, que son los que muestran los modos nor-
males de funcionamiento del sistema estudiado. Cuando esto es posible, lamatriz
delatransformacién esunamatriz diagonal, y los elementos deladiagonal son los
valores caracteristicos de la transformacion.

Capitulo 4

Valores
caracteristicos,
vectores
caracteristicos,
diagonalizacion
y formas
canonicas

Contenido breve

Modulo 16
Valores y vectores caracteristi-
cos

Ejercicios

Médulo 16

Modulo 17

El problemadeladiagonalizacion
Ejercicios

Modulo 17

Mdodulo18

Aplicaciones de lateoriade va
lores y vectores caracteristicos
Ejercicios

Médulo 18

Modulo19

Forma candnicade Jordan
Ejercicios

Madulo 19



En este capitul o resol veremos dos problemas bésicos del algebralineal. En primer
lugar abordaremos el problemade ladeterminacion delosvaloresy vectores carac-

teristicosde unamatriz n'fﬁ y en segundo término, €l problemadeladiagonalizacion

de unamatriz, esto es: encontrar una matriz diagonal que sea similar a unamatriz
dada A. Este problemaestéintimamente rel acionado con el primero.

Por Gltimo, como no toda matriz es diagonalizable, determinamos para cualquier

matriz n'f?] su formacanonicade Jordan, lacual esunamatriz mucho mas «simple»

quelamatriz A. Estos procedimientos tendientes adeterminar matricessimilaresaA
«mas simples» responden alanecesidad de ssmplificar el manejo algebrai co cuando
A esunamatriz de tamarfio grande.

En el desarrollo del capitul o se daragran importanciaaaplicaciones como los siste-
mas dinamicos descritos por un sistema de ecuaciones en diferenciasy procesos de
Markov.



Modulo 16

Valores y vectores caracteristicos

Introduccion

Iniciamos nuestro estudio definiendo los valores 'y vectores caracteristicos de una
transformacidnlineal T :V —V odelamatriz A correspondiente adichatransfor-

macion. llustramos conunamatriz A, , 10 que sucede cuando referimoslatransfor-

macion alabase formadacon dos vectores caracteristicos, y vemos quelamatriz de
latransformacion en este caso esdiagonal ; esto hace que el efecto delatransforma-
cién se evidencie sobre las direcciones de |os vectores caracteristicos.

Se desarrollaun algoritmo paralaobtencion de los valoresy vectores caracteristi-
cosy se establece una condicion necesariay suficiente para que una matriz tenga
n vectores caracteristicos lineal mente independientes, es decir, paratener unabase
del espacio compuesta por vectores caracteristicos.

Objetivos

1. Caracterizar en unatransformacionlinea T :V —V aquellosvectoresque se

transforman paralelamente asi mismosy encontrar lamagnitud delatransforma-
cion.

2. Desarrollar un algoritmo paraencontrar losvaloresy vectores caracteristicos de
unamatriz A,

3. Establecer unacondicion suficientey necesariaparaqueunameatriz A, tenga
n vectores caracteristicos linealmente independientes.
4. Relacionar los valores caracteristicos de A con los val ores caracteristicos de AT,

aA, A"y A7 (cuando Al existe).

Preguntas basicas
SeaT :V -V unatransformacionlinealy A unarepresentacion matricial deT.

¢Qué es un vector caracteristico de A?

. ¢Quéesun valor caracteristico de A?

¢Cbémo se encuentrael polinomio caracteristico de A?

. ¢COmo se determinan los valoresy vectores caracteristicos de A?

. ¢Quées el espacio caracteristico de un valor caracteristico?

. ¢Quésonlasmultiplicidades algebraicay geométricade unvalor caracteristi-
co?

OUTAWN R

Fue el matemético francés Augustin Louis Cauchy (1789-
1857) quien, en 1840, us6 por primera vez los términos
«valores caracteristicos» y «ecuacion caracteristica» para
indicar los valores propios y la ecuacion polinominal bdsica
que satisfacen.

Vea el médulo 16 del programa de televisién
Algebra lineal.

Algebra lineal elemental y aplicaciones 221
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7. ¢CoOmo serelacionan las multiplicidades algebraicay geométricade cadaval or
caracteristico?

8. ¢Queé condiciones deben cumplir los valores caracteristicos de A paraque A sea
invertible?

9. ¢(Cuéndolamatriz A, tienen vectorescaracteristicoslinealmenteindependien-
tes?
10. S 4,,4,,..., 4, sonlosvalores caracteristicos de A, ¢cuéles son los valores

caracteristicosde AT, ¢ A, A"y A (cuando A" existe)?

Contenidos

16.1 Valoresy vectores caracteristicos
16.2 El problemadelosvaloresy vectores caracteristicos

16.2.1 El polinomio caracteristicode A,
16.2.2 Proceso paraencontrar los valoresy vectores caracteristicosen una
matriz A,

16.2.3 Espacio caracteristicode A
16.3 Propiedades
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16.1 Valores y vectores caracteristicos

Definicion 1

SeaAunamétrizde nx n concomponentesredes. El vector x = 0, x en C" td que
AX=AX,

sellamavector caracteristicodeA, y d escalar 4 (real o complejo) selellama valor
caracteristico de A correspondiente al vector caracteristico x.

Nota: losvectorescaracteristicossetomanen C", n-tuplasordenadas de nimeros

complejos, ya que estos pueden tener componentes imaginarios, cuando 4 es un
ndmero complejo.

Enladefinicion sedicequeel valor caracteristico ;4 correspondeal vector caracte-
ristico x. También se puede expresar al contrario: €l vector caracteristicox corres-

ponde al valor caracteristico ..

A los valores y vectores caracteristicos también se les Ilama valores y vectores
propios 0 autovalores y autovectores.

16. 2 El problema de los valores y vectores caracteristicos

Dadaunamatriz A de nx n con componentesreales, hallar todoslosescalares ;4 y

todos los vectores x, x # 0, en C', talesque AX=AX.

Ejemplo1

3 2
Sea A= .
3 4

Entonces.

1 3 21 1
A = = _
-1 3 4(-1 -1
Asi, 4 =1 esun valor caracteristico de A correspondiente al vector caracteristico:

i)

Similarmente:
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{5)[s <flsl-ha) L3

Entonces A = 6 esunvalor caracteristico de A correspondiente al vector caracte-

|2
ristico | 4|

3 2
Lamatriz A= {3 4} es larepresentacion matricial de la transformacion linea
3 2 3x+2
T: R — Rdefinidapor T X = X122 e
y 3 4|y 3x+4y

1 2
{_J y {3} son vectores caracteristicos de A correspondientes a los valores

caracteristicos 4, =1y 4, =6.

Estosvectoresson L1, luego forman unabase B, de R*. Encontremoslamatriz dela
transformacion referida a esta base.

()L o) ()L (o
UHRFEC A HAU AN

0
Luego B, matrizdelatransformacionreferidaalabase B, es B, = [ } lacud

0 6
esunamatriz diagonal.

1 2
Geométricamente, podemos describir lasituacion asi: {_J y {3} determinan un

sistemacoordenado. Referida aeste sistema, latransformacion T tiene el efecto de

1
dejar invariantes los vectores alo largo de la direccion definida por {_J ,yaque

A, =1,y aumentar con un factor de 6 los vectores alo largo del e definido por
2
3|
a

Si x es un vector cualquierade R?, €l cual referido aestabase es [b) , entonces:

Médulo 16: Valores y vectores caracteristicos
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226

10
T(x) = [0 GMZ} = {61} (figura16.1).

T b

¥

Figura 16.1

Ejemplo2

Sea A = |; entonces, IV =V paratodo v e R", luego todo v # O es un vector

caracteristico de | con valor caracteristico 4 = 1.

Ejemplo3

4 -2
Sea A = .
1 1

Determinemos los valores caracteristicos de A y sus correspondientes vectores

. X
asociados. Debemos encontrar los escalares ;1 y los vectores no nulos X = [
y

tales que:

MW

luego:
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Médulo 16: Valores y vectores caracteristicos
4x—2y = AX o} (4-A)x-2y=0
X+ Yy =21y X +@-A)y=0

Resolvemos € sistema homogéneo de dos ecuaciones con dos incognitas. Este
sistematiene solucion notrivial X # 0, si y sdlo si el determinante de su matriz de
coeficientes es cero; esto es:

4-4 -2
1 1-4

‘:0.

Entonces.

(4-)(1-4)+2=0,
A2 -51+6=0=(1-3)(1-2).

Luego, losvalores caracteristicosdeAson 4, =3 y 4, =2.

Para encontrar |os vectores caracteristicos asociados con los valoresde 4, =3y

A, = 2 resolvemos:

Ax= 3X y AX= 2X
M M
=3 =2
1 1jy y 1 1jy y
4x—-2y = 3x 4x -2y = 2x
X+ 'y =3y X+y=2y
0 0
(4-3)x-2y=0 (4-2)x-2y=0
X +(@1-3y=0 X +(1-2y=0
0 0
x-2y=0 2x-2y =0
x-2y=0 Xx—-y=0

cuyas soluciones estén dadas
por:

las soluciones al sistema estan
dadas por:

x=y
xzzm,ye(m—{o}).

e

X, Y X, estan expresando, cada uno, un subespacio compuesto por todos|os vectores

Algebra lineal elemental y aplicaciones 227



(apitulo 4: Valores caracteristicos, vectores caracteristicos, diagonalizacién y formas can6nicas

2 1
multiplos de { J y H respectivamente. O, dicho de otra forma, los vectores

caracteristicos asociados con 4, = 3 son todos los multiplos escalares del vector

2
{ J ; similarmente, los vectores caracteristicos correspondientes a 4, =2 son

todos los mltiplos escalares del vector {ﬂ .
Teoremal
SeaAunamatriz nxn. 4 esunvalor caracteristicodeAs y sdlos det(A- A1) =0.
Demostracion
Si 1 esunvalor caracteristicode A existe x = 0 tal que:

AX=AX = AIX,

(A-Al)x = 0.

El sistemahomogéneo (A—A1)x = 0 tienesolucién para x = 0 cuando (A—Al)

esnoinvertible, o sea det (A—41)=0.

Reciprocamente, si det (A—41) =0, € sistema (A—A1)x = 0 tiene soluciones
no trivialesy 4 esun valor caracteristico de A. Si det (A—Al) = 0, entonces la

Unicasolucion del sistemaes x = 0; por lo tanto, 4 no esun valor caracteristico
deA.

16.2.1 El polinomio caracteristicode A

Definicion 2

Sea Aunamatriz nx n. El determinantedelameatriz (A— A1), denotado P(1), se
denomina polinomio caracteristico de A.

P(1) = det (A-Al).
Laecuacion P(4) = 0 eslaecuacion caracteristica de A.
P(1) = det(A- A1) =0.

P(1) esun polinomio degradonen 4,
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a; - Ay, a,—4 a, ey

a,
Ac| B B2 B ge(aogno| B FTA

a, a, ..a, ay T

P(A)=A"+b A" +..+bi+h = 0.

Estaecuacion tienen raices, varias de las cuales pueden repetirse. Si 4, 4,,...,4,,

son lasraices diferentes de la ecuacion con multiplicidades 711725+ Vm» €Ntonces

P(1) puedefactorizarsecomo:

P(A) = (A-4) (A-4)*..(A-2,)" = 0.

Los nimeros 7172s-7m Se llaman multiplicidades algebraicas de los valores

caracteristicos 4, 4,,...,4,,, respectivamente.

O sea que si contamos multiplicidades, cada matriz nxn tiene exactamente n
valores caracteristicos.

16.2.2 Proceso para encontrar los valores y vectores caracteristicos en una
matrizA

i. Hale P(1) = det(A-A4l).
ii. Hallelasraicesde P(1) =0 (4, 4,,....4,) -
iii. Resuelva el sistema homogéneo (A—A1)x = O correspondiente a cada

valor caracteristico 4.

Lasolucion del sistemahomogéneo (A— 4 1)x = 0 noesunica, yaque x=0. El

sistematiene infinitas soluciones; luego, a determinar |os vectores x que satisfa-
cen el sistema, se sacan los vectores que formen una base para el subespacio
generado; es claro que todas las combinaciones lineal es diferentes de cero, que se
realicen con estos vectores, también son vectores caracteristicos correspondien-
tesa mismovalor 4,

Teorema?2

SeaAunamatriz nxn y sea E;, = {x: Ax = Ax}; entonces E, esun subespacio

de C".

Médulo 16: Valores y vectores caracteristicos
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Demostracion

S Ax= Ax, entonces (A—Al)x = 0.
Luego E, esel nucleo de (A—Al); por lotanto, E, esun subespacio de C".

16.2.3 Espacio caracteristico de A

Definicién 3

Sea 4 unvalor caracteristico de A. El subespacio E, sellama espacio caracteris-

tico de A, correspondiente a valor caracteristico .

Ejemplo4
1 2 1

Sea A=|1 0 1 |.EncontremosparaA losvaoresy vectorescaracteristicos.
4 -4 5

VVamos a seguir |os pasos dados en el proceso:

1-12 2 -1
det(A-Al)={ 1 -1 1 |=0
4 -4 5-3

=—1%+6A2-114+6=0
= (A-D(A-2)(A-3)=0.

Entonces los valores caracteristicosde Ason 4 =1, 4,=2, 4,=3

Paradeterminar E, formamosel sistema (A—1)x = 0.

1-1 2 -17x] [o 0 2 -1x] [0
1 -1 1 |ly|=|o0 1 -1 1|y|=|0
4 -4 5-1||z| |0 4 -4 4| z| |o

0 2 -1] 10 %
1 -1 1 operaciones dementales 01 %l
4 -4 4 00 O
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Lasolucion al sistema esta dada por:

1
X=-=12
2
y= EZ
2
z= 1z
-1 -1
E =gen<| 1| | 1| esunvector caracteristico asociado con A=1.
2 2

Determinemos E.

(A-2I)x=0.
-1 2 -1 10 ¥%
1 _2 1 operaciones elementa es 0 1 7%
4 -4 3 00 O

Lasolucioén es:

1

X=-=2
2

y= EZ
4

z= 1z
-2 -2

E,=gen<| 1|;; | 1| esunvector caracteristico asociadocon A= 2.

4 4

Similarmente, encontremos E; .

(A-31)x=0
-2 2 -1 10 %

1 _3 1 operaciones elementales 0 1 7%

4 -4 2 00 O

Lasolucioén es:

1
X=-=2

4
y= EZ

4
z= 1z
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o3y V6@ -

-1 -1
E,=genq| 1|;; | 1| esunvector caracteristico asociado con A= 3.
4 4
Ejemplo5
1 -1 0
Sea A=|-1 2 -1|. Determinemoslosvaloresy vectores caracteristicosde A.
0 -1 1
1-2 -1 0
det(A-Al)=| -1 2-1 -1
0 -1 1-2

—A3+422-31=0
—A(A-1(A-3)=0.

Losvalores caracteristicosde Ason 4,=0, 4,=1 1,=3
Ahora encontremos |0s espaci os caracteristicos correspondientes acadavalor de 4.

E,, (A-0l)x=0.

1 -1 0 10 -1

1 2 1|— |0 1 -1f entonces  X=12
0 -1 1 00 0 y=1
z=1z

1

E, =gen<|1

1

E, (A-I)x=0.
0 -1 0 101 =1z
-1 1 -1}———>|0 1 0|, entonces y= 0z
0 -1 0 000 7= 1z
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E =gen¢| O

E, (A-3)x=0.

-2 -1 0 1 0 -1 - 1
, entonces X~
-1 1 -1|———>|0 1 2 _
y=-2z
0 -1 -2 00 O 7= 1z
1
E, =gen<| -2
1
Ejemplo6
0 1 O
Sea A=|0 O 1|, entonces:
1 -3 3
-1 1 0
det(A-A1)=|0 -4 1 |=0
1 -3 3-2

A3-342+31-1=0,
(A-1°=0.

Luego 4 =1 esel Unico valor caracteristico de A con multiplicidad algebraicade 3.
Ahoraveamoscual esé espacio caracteristicode 4 =1. Resolvemos (A-1)x = 0.

110 10 -1
E:|0 -1 1|——|0 1 -1|, entonces X=2
1 -32 00 O y=2
Z=1Z

1

E = genq|1

1

Médulo 16: Valores y vectores caracteristicos
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Ejemplo7
3 2 4
Sea A=|2 0 2|; entonces:
4 2 3
3-1 2 4
det(A-Al1)=| 2 -4 2 |=0
4 2 3-4

det(A-Al) = -1°+64*+154+8=—(1+1)°*(1-8) = 0.
Luego A4, =-1 conmultiplicidad algebraicade2y 4,=8.
Determinemos ahora | os espacios caracteristicos.

E,: (A+1)x=0.

4 2 4 1 % 1
21 2—|0 0 O ' entonces X=—-—=y-2
4 2 4 00 O
y=y
z=1z
,}/2 _1
=yl 1lj+z O
z 0 1
YN (-1
E,:genq/ 11,/ 0
0)l1
E : (A-8l)x= 0.
5 2 4 10 1 = 112
2 -8 2|——|0 1 ¥%|, entonces Yy-= EZ
4 2 -5 00 O - 1z
1
Es tgenq| %
1

Observacion: lafactorizacion del polinomio caracteristico de A, en general, no es
obvia. El dgebra nos brinda dos resultados que pueden ser Utiles a este respecto:

(@) El producto detodas las raices del polinomio
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P(A)=A"+b A" +..+bA+h, =0 es (1) b,

@ S b, b,b sonenteros, entonces P(1) no puede tener unaraiz racio-
nal que no sea un entero. Luego las posibles raices racionales de P(1)
seran factores enteros de b,. Por supuesto, P(4) podria tener raices

irracionales; ademas, P(1) también podratener raices complgjas; si esto
sucede, éstas ocurren en pares conjugados.

Ejemplo8
2 - _ i
Sea A= 5 ol Determinemos los valores y vectores caracteristicos de A.
2-2 -1
det (A- A1) = =0, entonces A* +1=0.
5 -2-1

Dedonde, A2 =-1y A=++-1 osea A==*i, A4 =iy A=-i
Veamos |os espacios caracteristicos.

E : (A-il)x= 0.

2= -1 }{X}:[O},Iuego (2-i)x-y=0
{5 -2-i|ly 0 2-i)x =y

Entonces, si x=1, y=2-i.

1

o)

Ahora, E; resulta deresolver (A+il)x=0.

2+i -1 |[x]| |0 '
[ 5 —2+i}{y}_[0}’ locud llevaa (2+i)x—y =0.

1
Ahora, s x=1, y=(2+1i), y entonces X2=[ J

Por lo tanto, X; = [ 5 J €s Un vector caracteristico correspondientea A=i y

2+i

Observacién: noteque 4,=—i esel conjugado complejode 4, =i,y ademéslos
componentes de x, son conjugados complejos de los componentes de x,. Este
hecho no es casual y se puede demostrar que los valores caracteristicos de una
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matriz real ocurren en pares conjugados complejos y |os vectores caracteristicos
correspondientes son conjugados compl gjos entre si.

16.3 Propiedades

Teorema3

Sea A unameétriz nxn ysean A,, 4,,..., 4, valorescaracteristicosdiferentesde A

con sus correspondientes vectores caracteristicos Xx,,X,,...,X,,. Entonces

X1y Xp e Xy SONLLL

Demostracion

Razonamos por induccién sobre m.

1
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m=2. Supongaque Cx,+C,x, = 0. @
Hagamos (1) x A: C Ax,+C, Ax, = 0.

Como X, y X, son vectores caracteristicos correspondientes a valores

caracteristicos A, y 4,,entonces Ax, = Ax,,i =1, 2.
Luego CAx,+C, 4,x, = 0. )

Multiplicamos (1) por 4, y serestade(2).

Cl(ﬂl—lz)xl+C2(Mo)x2 -0,

Cy(4 ~4)%, = O.

Enestaigualdad x, # O yaqueesun vector caracteristico; (4,—4,) # 0
porque A4, # 4,, entonces C, = 0. Sustituimos este valor en (1) y se

obtiene C,x, = 0; porlotanto, C, = 0 y concluimosque x, y X, sonLl.

Supongamos que param = k se cumple que X,,X,,...,X, sonLly veamos
param= k+1.

Sea Cx, +Cx,+...+Cx, +C, X, = O. ©)
Hagamos(3) x A:

C,AX, +C,AX, +...+C Ax, +C, ,AX,,, = O,



y aplicando el hechodeque Ax, = Ax,, i =1..., k+1, tenemos:
CAX; +Co X, + 0+ CGAX +C A Xy = 0. @

Multiplicamos (3) por 4., Y lorestamosde (4).

Cl(ﬂl - lk+1)xl + Cz (12 - ;"k+1)x2 +..F Ck (;”k - ;”k+1)xk
0
+Ca (m )Xk+1= 0.

Cilh =A% + Cod = Aa)X, ot (A = Aa)X = 0.

Como seguin la hipétesis de induccion x,, X,,...,X, son LI, entonces:

Clh ~4) = G4~ Aa) = = Gl —4y) = 0.
Como losvaloresde 4, i =1,...,, k+1 son diferentes, entonces:
C=C,=..=C=0

Llevamos estos valoresa (3) y obtenemos C,, X, = 0,dedondeC,, = 0.

Concluimos entonces que X,, X, ,...,X, X,,., S0Nn LI, completando la prueba
paratodo m.

El teorema anterior establece que vectores caracteristicos correspondientes a
valores caracteristicos diferentes son linealmente independientes.

El resultado del teorema puede verificarse en los gjemplos desarrollados. Ademés,
se observa que en algunos casos se encuentran tantos vectores caracteristicos
lineal mente independientes como lamultiplicidad algebraicadel valor ;4 (gjemplos
4,5y7). Ene gemplo 7€l valor 4 =-1 tieneunamultiplicidad algebraicay se

determinan dos vectores en la base del espacio caracteristico correspondiente,
esto es, dos vectores caracteristicos L1. Sin embargo, esto no siempre es asi; en el

ejemplo 6 e valor carateristico A4 =1 tiene unamultiplicidad algebraica3y un solo
vector caracteristico L1 asociado con él.

Definicién 4

Sea 4 unvalor caracteristico de A. Entonceslamultiplicidad geométricade 1 es
ladimension del espacio caracteristico correspondientea 4 (nulidad delamatriz
A-Al).

Paracadavalor caracteristico debe haber asociado a menos un vector caracteristi-
co. Si lamultiplicidad algebraicade 1 esmayor quel, por gemplosi Aesunamatriz
3 x 3condosvalorescaracteristicos 4, y 4, conmultiplicidadesalgebraicasly

2, respectivamente, entonces para A4, habra asociado un vector caracteristico y

Médulo 16: Valores y vectores caracteristicos
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Vea en su multimedia de Algebra lineal el
cédigo fuente en MATLAB para ilustrar
«Valores y vectores caracteristicos».

para A, podrahaber uno o dos vectores caracteristicosL1. Esclaro que no podrén

ser mas de dos, ya que en €l caso de que fueran tres vectores, se completarian
cuatro vectores LI en un espacio vectorial de dimensién 3, lo cual es absurdo.

Estas consideraciones quedan expresadas en el siguiente teorema.

Teorema4
Sea A unvalor caracteristico de A. Entonces:

multiplicidad geométricade 4 < multiplicidad algebraicade .
Teoremab
SeaAunamatrizn x n. AtienenvectorescaracteristicosL| sy solosi lamultipli-
cidad geométricadetodo valor caracteristico esigual alamultiplicidad algebraica.
En particular, Atienenvectores caracteristicosL| si todos sus valores caracteristi-

cos son diferentes.

La deduccion del teorema resulta evidente de os resultados establecidos en los
teoremas3y 4.

Teorema6

Losval ores caracteristicos de unamatriz triangular son las componentes diagonal es
delamatriz.

Lademostracion del teoremase dejacomo gercicio.

En el gemplo 5 la matriz A tenia un valor caracteristico igual a 0, 0 sea que
det (A-01) =0, luego det A=0, lo cua significa que A no esinvertible.

Teorema?
Aesinvertiblesi y sdlosi 1 = 0 no esun valor caracteristico de A.

Lademostracion del teoremase dejacomo gercicio.

Finalizamos esta seccion destacando algunas relaciones entre |os valores caracte-
risticos de Ay los valores caracteristicos de matrices relacionadas con A.

Teorema8

Sea A, unamatriz quetiene valores caracteristicos A,, 4,,...,4,; entonces:

a Losvalores caracteristicosde AT son 4, 4,,..., 4.
b. Losvalores caracteristicosde ¢ A son ad,, ad,,..., al,.
C. Losvalorescaracteristicosde A™son A4,", A,",..., 4, param=1,2,3...
. . - 1 1 1
d. S Al existe losvalores caracteristicosde A son —, —,..., —.
A A A
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Demostracion

a Si A esvdor caracteristicode A, det(A— A1) =0.

Ahora, det(A-A1)=det(A-A1)"
=det(A" -A17)
=det(A" - 41).

Luego 4,i=1..., k, esunvalor caracteristico de A".
C. Razonemos por induccion.

Param=2. Si A esunvalor caracteristico de A,

Av = Av. (@)
Multiplicando (1) por A,

AAv = ALv, ANV =1Av.
Aplicando (1) tenemos:

A’V = LAV = A°V.
Esta Ultima ecuacion significaque 4> esun valor caracteristico de A2.
Supongamos que param = k se cumple que A‘v = A*v. @
Veamosparam=k+ 1.

Multiplicando (2) por A:

AA‘v = ALY,

AV = 21 Av. ®
Aplicando (1) en(3):

Ak+1v — ﬂ,kﬂflv — ﬂ1k+1v.

Luego A" esunvalor caracteristico de A" y esto completala prueba.
Losliteralesby d se degjan como gjercicio.
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Ejercicios del capitulo 4 (médulo 16)

1

2
Sea A=
{2 2

serlo, determine el valor caracteristico asociado.

} . Determine cudles delos siguientes vectores de R® son vectores caracteristicos de A; en caso de

a  (2-1). d (4 4).
b. (2 2). e (-6 6).
¢ (3-93. . (-1 2.

Enlosgercicios 2 a12 encuentrelosvaloresy vectores caracteristicos de lamatriz dada.

14,

23 = Ll « 55

1o L1 4 01 0 0
10 0 0
0 -1 11. 6. 3 2 1. 7. .
L 4 00 1 1
0 02 00 2 4
-3 -7 -5 la 0 0O [a b 0O
2 4 3 9 0ao0o0 10, 0 a 0 0|. puo
1 2 o 00ao 00ao
000 a 000 a
ab 0o a b 0O
0 ac 0L o o |22 ¢ 0L b0
0 0 ao 0 0 ad
000 a 000 a

Sea A unamatriz diagonal de orden n cuyos elementos de la diagonal principal son 4, 4,,..., 4,. Determine e
polinomio caracteristico de Ay sus valores caracteristicos.

Sea A unamatriz triangular de orden n. Determine el polinomio caracteristico de A, asi como susvalores caracteristicos.
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16.

17.

Supongaque 4, esunvalor caracteristicodelamatrizA,y A, esunvaor caracteristicodelamatrizB. ¢Es 4, + 4, un

valor caracteristico de A + B?
Realice unademostracion del teorema?.

Demuestrelas partesb y d del teorema 8.

SeaAunamatrizreal den x n. Demuestrequesi 4, esunvalor caracteristico complejo de A con vector caracteristico

v,, entonces Z esun valor caracteristico de A con vector caracteristico V,.
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Modulo 17

El problema de la diagonalizacion

Introduccion

El problema de la diagonalizacion puede enunciarse de la siguiente forma: «Dada
unamatriz Aden x n encontrar, si esposible, unamatriz D diagonal, similar o
semejantealamatriz A».

Este problemaesta intimamenterel acionado con €l problemadeladeterminacion de
losvaloresy vectores caracteristicos de A, como veremos en el desarrollo siguien-
te.

Objetivos

1. Establecer una condicion necesariay suficiente para que una matriz sea
diagonalizable.

2. Utilizar las propiedades de las matri ces semejantes paratrabajar algebraicamente
con A através de su matriz diagonal equivalente.

Preguntas basicas

1. ¢Cudndounamatriz A, esdiagonalizable?

2. Si Ay B son matrices semeg antes, ¢cOmMo son sus polinomios caracteristicosy sus
valores caracteristicos?

Contenidos

17.1 Diagonalizacion
17.2 Condicion necesariay suficiente paraque unamatriz A, ,, seadiagonalizable

El problema de la diagonalizacién consiste en encontrar una
matriz D tal que D=P*AP.

Vea el médulo 17 del programa de televisién
Algebra lineal.
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17.1 Diagonalizacion
Definicién 1

Decimosquelamatriz A, esdiagonalizablesi essimilar aunamatriz diagonal D.
Esdecir, s existeunamatrizinvertible P tal que:

D=P'AP.
Ejemplo1

3 2
Lamatriz A= {3 4} dadaen el g emplo 1 del médulo 16 esdiagonaizable, yaque

1
Aessimilara B; :{

0 6} . Ambas matrices son representaciones de latransforma-

X 3x+2y
ian li -T2 2 ini T = . ; 4 ;
cionlineal T:R° — R"definidapor {y} [3x+4y} Lamatriz Aestareferida

alabase esténdar y lamatriz B, esta referida ala base formada por los vectores
L 1 2

caracteristicos LI 1 y 3| Estos vectores forman las dos columnas de la

meatriz P.

Podemos verificar que:
1 0] [1 2]'[3 2][1 2
0 6| |-1 3| |3 4|-1 3|

Teoremal

Si Ay B son matrices similares de nx n, entonces A y B tienen la misma ecuacion
caracteristicay, por consiguiente, los mismos valores caracteristicos.

Demostracion
Si Ay B sonsimilares, entoncesexiste unamatriz P tal que B = P AP; por lotanto,
det(B— A1) =det (P*AP— A1) = det (P*AP—PAIP) =det (P(A—AI)P)

=det P det (A—-A1)det P=det (P'P)det(A—Al) =det| det (A—Al)
=det (A-Al).
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17.2 Condicion necesaria y suficiente para que una matriz 4_
sea diagonalizable

Teorema?2

Unamatriz Adenx nesdiagonalizablesi y solo s tienen vectores caracteristicos

L1. En este caso, A essimilar aunamatriz diagonal D, con P™*AP = D, cuyos ele-
mentos en la diagonal son los valores caracteristicos de A. P es una matriz cuyas
columnas son respectivamente los n vectores caracteristicos LI de A.

Demostracion

4 0
0 4

Supongamos que A es similar a D, con D=| . . |; entonces:

o -

A

n

D =P AP, demodoque PD = AP. SeaPlamatriz cuyascolumnasson x,%,... X,

P:[xl,xz,..., X 1o Xn],

AP =[ Ax;, A%y ey AX ey AX, .

Ahora:
4 0 - 0
PDz[xl,xz,...,xj,...,xn]? A, e 0
o

=[ X0 Xy AX s Ay |.
Luego:

[ AXy, A%y ey AX s A, | = [ X4 AXs 44X A, |, de donde

J

] 177

Como P esinvertible, suscolumnassonLly x; #0 para j=1... 1t por lotanto, 4,

es un valor caracteristico de A y X; un vector caracteristico correspondiente.
Entonces A tiene n vectores caracteristicos L 1.

Reciprocamente, supongamos que A tiene n vectores caracteristicos LI x,X,,..., X,

con valores caracteristicos correspondientes 4, 4,,...4,. Sea P =[x, X,,..., X,] 1a
matriz cuyas columnas son losn vectores caracteristicos L I; entonces P esinvertible.

Médulo 17:El problema de la diagonalizacién
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Como Ax; = 4x; para j=1..,n,

[AXy, A s AX,] = [y, X A, ],
AP =PD.

Multiplicando a ambos lados por P tenemos:
P AP = D,

lo cual significaque A esdiagonalizable.

Corolario

Si nén tiene n valores caracteristicos distintos, entonces A es diagonalizable.

Obsarvacion

El teorema5 del modulo 16 establecelasiguiente equivalencia:

1 Atienen vectores caracteristicos L1 «> multiplicidad geométricade 4 es

igual alamultiplicidad algebraicade 4, i =1,..., m,y el teoremaanterior

diceque:
2 Aesdiagonaizable «< A tienen vectores caracteristicosLI.
Dely 2tenemosque:

A esdiagondizable < multiplicidad geométricade A esigua alamultiplicidad
algebraicade 4 , i =1,..., m, siendo mel nimero deraices diferentes del polinomio
P(4).

Ejemplo2

En e gemplo 7 del médulol6 determinamos para A= sus valoresy

AN W

2
0
2

w N b

vectores caracteristicos asi: det(A— A1) =—(1+1)*(1—8) =0 con vectores ca-

1
,}é _1 .
racteristicos | 1 | y| O | correspondientesa 4 =-1Yy Y correspondiente a
1
0 1

A=8.
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Luego Atienetresvectores caracteristicosL|; por lotanto, A esdiagonalizable, siendo:

-1 0 O
D=0 -1 0|
0O 0 8

Lamatriz P quediagonalizalamatriz A es:

Y -1 1
P=1 0 %|.
0O 1 1
Entonces.
P'AP = D.

P(PAP)P™* = PDP,
(PPHA(PP) = A= PDP ™,

En el teorema6 del modulo 13 demostramosquesi Aessimilar aB, A" essimilar a

B". Paranuestro gemplo, A" essimilara D", o sea

A" =PD"P
% -1y o o] [2 8 -2
=1 0 %|| 0 (D" 0 |x=|-4 -2 5|
0 1 1/ o o (@ 4 2 4

En particular, si sedeseaobtener A”, bastarfahacer el productoindicado con n = 20,
enlugar demultiplicar 20 veces por lamatriz A.

Ejemplo3

Lasmatricesdelosejemplos 1, 3,4, 5, 7y 8 del mddulo 16 son diagonalizables, ya
gue para cada una de €llas se determinaron n vectores caracteristicos L1. En €l
gjemplo 2, médulo 16, se planted la matriz identidad que ya es diagonal, y en €l
egjemplo 6 del mismo mddulo se obtuvo un valor caracteristico de multiplicidad
algebraica 3, al cua sdlo ibaasociado un vector caracteristico LI; luego, lamatriz
propuestaen el g emplo 6 no esdiagonalizable.

Cuando estudiamos| as propiedades de |as matrices similares (teorema6, médulo 13)
vimos que si Ay B son matrices similares entonces det A = det B. P

Ahora, si Aessimilar aunamatriz diagonal D, det A=det D. Vea en su multimedia de Algebra lineal el
c6digo fuente en MATLAB para ilustrar
«Diagonalizacién de matrices».
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Lamatriz diagonal similar aAtiene sobreladiagonal losvalorescaracteristicosdeA;
entonces:

det A=A A,,..., 4,

También establ ecimos que las di stintas representaci ones de unamismatransforma-
ciénlineal son matricessimilares (teoremas, médulo 13); luego, con cualquier repre-

sentacion matricial que trabajemos obtendremos los mismos valores y vectores
caracteristicos.
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Ejercicios del capitulo 4 (médulo 17)

Enlosgercicios 1 a6 determines lamatriz dadaA esdiagonalizable; en caso de serlo, determinelasmatricesP, Dy P tales
queA=PDP™".

1 100

010 2 2 4 2400

1 10 ol 2 2 3 2| 3 0 021
002 3 25 0012

11
7. Diagonalice A= [0 }/) y empleeladiagonalizacion halladaparacal cular A2,
2

8 Si Aesinvertibley diagonalizable, ¢es A™* diagonalizable?

9 Si Ay BsondiagonalizablesconA= P*DP y B= Q*D,Q, ¢esABunamatrizdiagonaizable, conD, D, sumatriz
diagonal equivalente? ¢Es A+ B diagonalizable, con D, + D,sumatriz diagonal equivaente?
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Modulo 18

Aplicaciones de la teoria de valores y
vectores caracteristicos

Introduccion

Los valoresy vectores caracteristicos son Utiles en gran parte de las mateméticas
purasy aplicadas, y aparecen en contextos mucho mas generales que los tratados
en este tema, en €l cual se estudia el comportamiento alargo plazo de un sistema
dindmico discreto, descrito por medio de una ecuacién en diferencias. También se
emplean en ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos continuos. Proporcio-
nan informacion criticaen el disefio de ingenieriay se presentan naturalmente en
camposcomo lafisicay laquimica.

Lasaplicaciones desarrolladas se centran en problemas de crecimiento poblacional
y procesos de Markov, porque son mas accesibles con |os conoci mientos matemé-
ticos que el estudiante posee en el primer afio de su carrera. Por tal razon, éste sera
el enfoque especifico quele daremosal tema.

Objetivos

1. Mostrar aplicacionesalaingenieriadelateoriadevaloresy vectores caracteris-
ticos.
2. Estudiar sistemas dinamicosen crecimientos poblacionalesy procesosde Markov.

Preguntas basicas

1. ¢Como se conformalamatriz detransicion de un proceso en un sistemadinamico?

2. Al andlizar losvaorescaracteristicosdelamatriz detransicion A en el estudio de
una poblacion, ¢como se sabe si 1a poblacion crece o decrece?

3. ¢Qué esun proceso de Markov?

4. ;Quéesunamatriz de probabilidad?

5. ¢Cuando un proceso de Markov alcanza su estado estacionario?

Contenidos

18.1 Ecuacionesen diferencias
18.1.1 Unmodelo de crecimiento poblacional
18.2 Procesos de Markov
18.2.1 Modelo de funcionamiento de unaméaguina

Una de las aplicaciones més interesantes de los valores
caracteristicos es poder determinar el comportamiento de
un sistema que pasa por varios estados, donde el estado
siguiente sélo depende de su estado anterior en una etapa
avanzada del proceso. El método para hacerlo se debe al
matematico y lingiista ruso Andrei Andreyevich Markov
(1856-1922) y se conoce como cadenas de Markov.

Vea el médulo 18 del programa de televisién
Algebra lineal.
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[ Sistemas dinamicos discretus]

son de la farma

1

[ X, = AX,, 6 x}"'ﬂ'kxo]

donde

\

[A: Matriz de transicidn dal prﬂ::EE:-] [J{* : Estado del proceso en el periodo k J [K.] : Estado inicial del procesn ]

— ==

[(:mcimienmcs poblacionales ] [Cﬂﬂenﬁs di Mﬂﬂm-r]

se estudian

expresados coma se caracterizan por

[ P,= AP, 6P, = AP, ]

[A = matriz de pmhabilidad]

dande en toda matriz de probabilidad

|

[ P, = poblacion en el periodo iy P, = poblacidn inicial] [1.- 1 s un valor caracteristico de A]

su vector de probabilidad
correspondiente describe

[nistribu.:i;:-.n 2 largo plazu} es [ Estado estacionario del pmnesa]

Mapa 11: médulo 18
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Mddulo 18: Aplicaciones de |a teoria de valores y vectores caracteristicos
18.1 Ecuaciones en diferencias

Un proceso que va pasando a través de diferentes estados cada cierto intervalo de
tiempo, esto es, un proceso discreto en el tiempo, se describe usual mente como un
sistema de ecuaciones en diferencias.

18.1.1 Un modelo de crecimiento poblacional

Estudiaremos un modelo de crecimiento poblacional para una especie de venados
donde se han determinado las siguientes condiciones:

1 El nimero de hembrasesigual a nimero de machos.
2 La poblacion se considera dividida en dos grupos de edad que son:

P »1 - poblacion juvenil (inmadura) de hembrasen el afion—1.

P, .1  poblacion adultade hembrasen el afion—1.

Lapoblacion juvenil esagquellaentre 0y 1 afio, y lapoblacién adultaesla
gue tiene mas de un afio de edad.

El crecimiento de esta poblacion se estudia por medio delashembras, y ha-
ciendo uso delaprimeracondicion podemos saber como valapoblacién en
cualquier periodo.

3 Hay una tasa de supervivencia « de los venados jovenes que serén adul
tos en e afio siguiente.

Para | os adultos también hay unatasa de supervivencia f el perio-

do siguiente.
4 Cadahembraadultaproduce, en promedio, k hembrasjovenesparael perio-
do siguiente.

Haciendo uso de lainformacion suministrada, podemos expresar |as poblaciones
de hembras jévenesy adultas en €l periodo n, asi:

Pj,n = kPa,n—l'
Ra\,n = an,n—l + :BPa,n-l-

a,n a,n-1

P, 0 k P..
oP =AP_,, donde P,=| " |, A= P =] T
P a p P

Entonces, si P, es la poblacion inicial de hembras jovenes y adultas, podemos
expresar las poblaciones en |os periodos siguientes asi:

P,= AP, P,=AP = A(AP,) = A’P,, P, = AP, = A(A?R,)) = A°P,.
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L uego, lapoblacion en € periodo n esta dada por:
P =AR,

Determinemos paraA sus valoresy vectores caracteristicos:

det (A—Al) =

-4k
=0.
a p-1

-AB+ A% —ak =0, entonces A1*-AfB —ak =0, de donde:

L BENP +4ak

,con B, a y k cantidades positivas.

2
/11:/;’+w//;’2+4ak y i _ BB +4ak
2 2=

Analizando estas expresiones, podemos afirmar que:
A>0, 2,<0 y [4,]>]4,].

A cadavalor de 2 vaasociado unvector caracteristico. Si v, y v, sonlosvectores

caracteristicos correspondientes a 1, y 4,, respectivamente, entonces v, y v,
sonlLl.

Lapoblacioninicia P, sepuedeexpresar como combinaciénlineal de v, y v, asi:
R =aV;+aV,.
Como P, = A"R,, entonces.

P, =A@V, +a,v,) =aA'v, +a,A',
=aA"v, +a,4,"v,, yaque A'v,=1"v, y A'v, =4,"v, (teorema 8,

parte c, modulo 16)
= A‘ln {aﬂ.vl +a, (%) sz-

Como 4| >4 (%] tiende a cero cuando n es grande, entonces:
P~ A aVv,. @

A largo plazo la distribucion de edades se estabilizay es proporciona a v,. Cada
grupo de edad cambiara por un factor 4, cadaafio.
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Es importante notar toda la informacién que podemos obtener del calculo de los
valoresy vectores caracteristicos.

Una pregunta importante por resolver es: ¢Ja poblacién crecera o decrecera? Au-
mentasi 4, >1,y esta condicion se verifica cuando:

ﬁiﬂ%ﬂ@£>l JB? +dak > 2- p.

Elevando al cuadrado:
B*+4ak > 4-4AB+ B2,

Aok > 4—4p,

k>ﬂ.
a

Supongamos ahora que en esta poblacion de venados se tienen:

k=1, 06, p=08 P 100
= a = 0.0, = 0. = .
Y Fo=) o00
Entonces:
0 1
A= ,
0.6 0.8
luego:
-1 5
det (A-Al) = =A°-0.81-0.6=0,
0.6 08-1
0.8+/(0.8)*> +4x0.6
A= ( ; T =127, A, =-04T.

Sabemos que a lalarga la poblacion se estabilizay se calcula de acuerdo con la
ecuacion (1). En consecuencia, lapoblacion crecerapor unfactor aproximado de 1.27.

Losgranjerosy otras personasdel &reano quieren quelapoblacion crezca. Pueden

controlar la poblacién «cosechandola» (permitiendo la caza de venados adultos);
si heslaproporcién de poblacidn cosechada en cada periodo, entonces |a propor-

ciondesupervivencia B delapoblacion adultasedisminuyeenhy lamatriz A para
€l modelo, ser&

0o 1
A= :
[06 OB—h}

Veamos qué pasasi h = 0.6. En este caso:
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r

.

(&

i

Vea en su multimedia de Algebra lineal el
cddigo fuente en MATLAB para ilustrar
«Aplicaciones valores y vectores propios».

0 1 -1 1
A:{ } det(A—M):‘ ‘:12—0.21—0.6=0

06 02 06 02-1
y A= 0.2+\/0.024+4><0.6 088,

Asi que 4, <1y lapoblacion decrecerd, luego h = 0.6 es una cosecha demasiado
grande que terminarapor extinguir laespecie.

Si queremos que lapoblacion permanezcaestable, esto es, que no crezcani desapa-
rezca, el valor caracteristico mayor (4,) debeserigua al.

Entonces:

L+~ +daK 1

A= 2

(08—m+J@3—hf+4x06_1
. -

h = 04.
Asi que una proporcion de cazaigual a 0.4 mantendra estable la poblacion.
Ejemplo1
Una especie animal esté clasificada en dos etapas de vida: juvenil (hastaun afio de
edad) y adulta. Suponga que las hembras adultas paren unavez al afio un promedio
de 1.6 hembrasjuveniles. Cadaarfio sobrevive el 30% delosjuveniles paratransfor-

marse en adultos y sobrevive el 80% de los adultos.

Veamos como estaria dadala poblacion de esta especie en un periodo cualquierak.

Py P« =03P,,+0.8P, ,
de donde:
P _ 0 16| P,,
P« 03 08| P, |
Pk =AR, k-1°

Veamos como se comportaeste sistema, al analizar susvaloresy vectores caracte-
risticos.

-4 16

det (A—Al) =
03 08-1

‘:12—0.81—0.4820,
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 08++/064+4x048 08+16

2 2
Luego 4, =12y 4,=-04

A

Lapoblacion crece porque € mayor valor caracteristico de A es 1.2, cuyamagnitud
esmayor que 1.

Determinemos |os vectores caracteristicos asociadoscon 4, =12 y A, =-0.4.
Para 4, =1.2, resolvemos (A —1.2) x =0.

12 16 0.3x—0.4y =0
0.3 -04) SNMONCES gy _ 4y

4
Si X=4e y=3 entonces X, = {3} .

Para 4, =-0.4, (A+0.41)x=0.

04 16 0.4x+16y=0
03 12| SMONCES 4y 16y 0 x=-dy

. 4
S x=4, y=-1y xzz{ J.

Si lapoblacioninicial P, laexpresamosentérminosde X,y x,, entonces:

Py =aX +8,X,,
Pn = AnPo =A (a1X1+ a2X2)1

=a A%, +a,AX, =a "X, +a,4,"X,.
|4,|=0.4 <1 Cuandonesgrande, 1," -0y P, ~ai"x,.
La poblacion crece con un factor constanteigual a 4.
Latasadecrecimientofina esde 1.2, que esun 20% anual. El vector caracteristico

4
X, = [3} muestra que habra cuatro juveniles por cada tres adultos.

En los model os estudi ados se describe un proceso que esta determinado por medio
delamatriz A. El vector B, sellamaestadoinicial del procesoy el vector P, para
n e N sellaman-ésimo estado del proceso.
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Escuche la biografia de Andrei Andreyevich
Markov en su multimedia de Algebra lineal.

A lamatriz A sele conoce como lamatrizdetransicién del proceso y alaecuacion

P, = AP, selellamaecuacion matricial en diferencias o sistema dinamico.
Teoremal

Sea A unamatriz diagonalizable nx ncon vectores caracteristicoslinealmenteinde-
pendientes v,,V,,..., v, Y sus correspondientes val ores caracteristicos 4,4 ,,..., 4,,.

Lasolucion del sistemadinamico X, = AX, , seexpresaasi:

X, =CA V, +C AV, +..+C A v,
donde los coeficientes ¢,c,,...,G, son tales que:

X, =qV,+CV, +...+CV,.
Demostracion

Losvectores v,,V,,...,v, forman unabase del espacio V (R" o C"), luego X, sepue-

de expresar en estabase como X, =cV,+CV,+...+CV,.
Como X, = AX, ,, entonces:

X, = AX,, X, = AX,, X, = AXy,o, X, = AX,.

Luego:
X, = A(CV,+CV, +...4+CV,)

k k k
=CA'V,+C,A'V, +...+C A"V,.

Aplicando el teorema8, médulo 16, donde se establecequesi 4, esunvalor carac-

teristicode A, A" esun valor caracteristico de A", tenemos:

X, =CA Y, +CAV, +...+C A Y,

18.2 Procesos de Markov

Sean §,S.,...., §, losestados posibles de un sistemaS. Supongamos que S se obser-
vaen los tiempos dados T,,T,,..., T,,. Una cadena de Markov es un proceso en €
cual laprobabilidad empiricade que Sse halle en un estado particular a tiempo T, ,
depende solamente del estado en que se halle Sen el tiempo T, ;.

Lamatriz de transicién en un proceso de Markov es unamatriz de probabilidad.
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Definicion 1

Sea Aunamatriz nx n. A esunamatriz de probabilidad si se cumple que:

i. a; 20 paratodaiyj.
ii. La suma de las componentes en cada columnaes 1.

Antes de plantear model os de procesos de Markov veremos una propiedad impor-
tante de | as matrices de probabilidad.

Teorema?2

Sea A, unameatriz de probabilidad, entonces 4 =1 esunvalor caracteristico de A.
bemostraci(’)n

A =1esunvaor caracteristicode A si det(A-11) =0,

ay-1 a, - a,
Al = a:21 322_1 a:2n

ay 8., 8y -1
Como A esunamatriz de probabilidad,

Zn:a”. =1, para j=],..., n(lasumasobre cadacolumnaes1).
i=1

n
Enlamatriz A— I, lasumasobre cadacolumnasera Q& —1=0.
i=1

a,-1 a, - a,
a.21 ay -1 - a.2n R+(Ry+.+R,)
ay &, A
dYa,-1 Ya,-1 - Ya-1| |0 0 - 0
i=1 i=1 i=1
-1 .
&, a,-1 a,, =a:21 %2 & =0.
a, a, a, -1 8y &y 8~

18.2.1 Modelo de funcionamiento de una maquina

Suponga que unamaquinaesta siempre en alguno de estostres estados: (1) parada
sinreparacion (P), (2) en necesidad de gjustes (N), (3) trabajando bien (T).
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Sea
P N T
1 % Xs|P
A=|0 % &N
0 7 )T

con @ : probabilidad de que una maguina que se encuentre en el estado j pase a
estado i en el periodo siguiente.

Asumimos que la probabilidad de estar en uno cualquierade los estados al final de
un periodo depende solo del estado en que se encontraba la méagquina a principio
del periodo, o sea, el final del periodo anterior.

Xy

Sea X, =| X,, |, donde X;, eslaprobabilidad de que la maquina esté en €l estado
X

at
i al principio del periodot.

Entonces AX,, = X,.

S X, esladistribucion de probabilidad inicial:

AX,=X,, AX, =X,, AAX, = A’X,...
X, =A"X,, nx1.

Por gjemplo, si laméaguinaestatrabajando bien al principio del periodo, entonces:
1 % Xs||O] |Hs

0
X0=0,X1=0}/2%80=%8_
1 0 7% Xs]l1] [Ms

Si consideramos una empresa donde cada méguina se comporta con una distribu-
cion de probabilidad como muestra X,, podemosesperar que 1/18 delas méguinas
estén paradas, 4/9 necesiten gjustesy 1/2 estén trabajando bien.

El comportamiento delamaquinaestadado por lamatriz A. Lasecuenciade vectores
X, X,y X, S22 llamacadenade Markov.

Veamos, si A esdiagonalizable, como calcular A" como €l producto PD"P™.

1-2 W% K
det(A-Al)=| 0 %-4 % |=0,
0 /% %42
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(1_4)[(1_@2_31}:0,
2 18 4

2 5)
(1—2)(& —ﬂ-i-%j—o,

1 5 1 5
(1_/1)(/1_€j(/1_8j:0’ A= 42281 ﬂszg-

1
Para A =1, resolvemos (A—-1)v =0, dedonde v, =|0|.
0
(1
Para A =1/6 sedetermina v, =| 4 |.
| 3
[-7
Para A = 5/6seencuentra V, =| 4 |(verifiquelo).
| 3
Luego:
1 1 -7 1 1 1 1 00
P=/0 -4 4|, P'=|0 % ¥%| D=0 % 0|
0 3 3 0 ¥ % 0 0 %

Si se quiere saber €l estado del proceso después de cinco periodos, luego de haber
comenzado con las maquinas trabajando bien, entonces:

0
X, = AX, = A°| 0],
1

1 1 711 o0 o1 1 1
A=PD°P'=|0 -4 4|0 (° 0 ||0 % ¥
0

(<)

0 3 3(0 0 (%° % %
1 0.648 0531
=|0 0201 0.268|,
0 0151 0.201
1 0648 0531|/0 0.531
y X;=/0 0201 0.268|0|=|0.268|.
0 0151 02011 0.201
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Después de cinco periodos la probabilidad de que las méguinas estén trabajando
bien es de, aproximadamente, 0.2, esto representa alrededor del 20%; poco menos
del 27% necesitagjuste y cercadel 53% estan paradas.

Se quiere saber si existe alguna distribucién que se mantenga de un periodo a otro,
estoes, si X,,, =X,, X, =AX, =X,.

VVemos que €l vector de probabilidad correspondiente a 4 = 1verifica esta condi-

cion.

Cuando €l proceso se comporta de acuerdo con esta distribucion, se dice que ha
1

adcanzado su estado estacionario. Este vector es 0 ; esto es, cuando todas las
0

maquinas estan en el estado (1), o sea, paradas sin reparacion, yano ocurre ningun
cambio de estado de un periodo a otro. A esta situacion se llega cuando han trans-
currido n periodos con n grande.

El objetivo del andlisis de Markov es calcular laprobabilidad de que un sistemase
encuentre en un estado en particular en un tiempo futuro y determinar el comporta-
miento del sistemaalargo plazo.

Teorema3

Seaun proceso de Markov dado por lamatriz A y lacadena X, X,,..., X, ,.... SiAes

diagonalizable y todo valor caracteristico de A distinto de 1 posee médulo menor
que 1, entonces:

a Lasuceson X, X,,..., X,... cuando ktiendeainfinito converge a IIKika =X, .

b. X, esunvector del espacio caracteristico de A asociado con 1 =1, €s
decir, AX_ =X, .

Demostracion

a Como Aesdiagonalizable, lasolucion X, delaecuacion en diferenciaso

sistemadinamico X, = AX,_, estaddadapor:
X, =C AV, +C, A0V, +..+C AV, +C, _,A* v, , +..+C AV, (teoremal).

r+177r+1 " r+l n“n "n

Supongamos que el valor caracteristico 4 =1tienemultiplicidad algebraica

I,y que |A.q|, |4, || 4| son menores que 1; entonces:

k k
X, =Cv,+CVv,+..+Cv, +C AV, +..+C A V,.
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Ahora, paracada i =r +1,...,n tenemos que:
lim4 =0 yaque |4]<1.
Luego:

limX, =Cv,+C,v,+..+Cv,..=X_.

k—x

b. Los vectores V,,V,,..., V, Son vectores caracteristicos asociados con 4 =1;

por lo tanto, X, esunvector ddl espacio caracteristicode Aasociadocon 4 =1.

X, se conoce como €l estado estacionario del sistema.
Ejemplo2
Cada afio 5% de la poblacion de la ciudad se muda a los suburbios 'y 3% de la
poblacién de los suburbios se mudaalaciudad. Suponga que inicialmente 60% de

lapoblacion viveenlaciudad y 40% en los suburbios (figura 18.1).

Veamos cud es la distribucion de la poblacion después un afio.

1,005

11,495 |: ciudsd » | suburhio :l'f".";'?

0,03

Figura 18.1

Sean P,y P, laspoblacionesdelaciudady los suburbiosen el afio n.

06] [P P P, =095P  +0.03P
P. = — c0 P = cl cl c,0 s,0
° o4 [P P P, =0.05P,, +0.97P,,

s,0 sl s,

P < 095 0.03( 06| |0.582

' 1005 097] 04| |0418]
Después de un afio, aproximadamente, 58% de lapoblacion viveenlaciudad y 42%
en los suburbios.

Se quiere conocer ladistribucién de poblacion que permanezcaatravésdel tiempo.

Pk+1:Pk :APk'

P, esun vector caracteristico correspondientea 1 =1.
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095-1 003 ] [-005 003 0.05x = 0.03y
005 097-1| | 005 -003| °eMonces g3y

3
S x=3, y=5, entonces V:L_J.

Se debe determinar dentro delosvectoresde E,; unvector de probabilidad (lasuma
de sus componentes debe ser 1).

3/8
v, = L__) / 8} es un vector de estado estacionario.

Se quiere conocer la poblacion después de k afios. Averigliemos los valores carac-
teristicos de A.

0.95-4 0.03
005 097-4

} = (0.95- 1)(0.97— 1) —0.0015 =0,

A2-1.924+0.92=0, (A-)(A-092)=0, 4 =1 4,=092

Determinemos un vector caracteristico correspondientea 2, = 0.92.

0.95-0.92 0.03 1003 0.03 0.03x = -0.03y
0.05 0.97-0.92

0.05 0.05] enonces  ,__y

Luego:

0.6 3 1
R=avi+aVv, 9473572 _1|
{3 1:0.6} [1 0} 1/8}
| - ! .
5 -1104| |0 119/40
R= aiﬂ1kvl+azﬂzkvzi
25{3}3(0.92){ ! }
8/5| 40 -1

3/8
Cuando k >, (092* -0 y R — 5/al
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A largo plazo lapoblacion alcanzael estado estacionario que esel vector de proba-
bilidad correspondientea A =1.

La poblacion se estabiliza cuando 3/8 de ellavive enla ciudad y 5/8 en los subur-
bios.
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Ejercicios del capitulo 4 (mddulo 18)

1 Lapaoblacién de unaciertavariedad de peces aumentade maneraque el crecimiento en cualquier afio esel dobledel
crecimiento en el afio anterior. Si inicialmente setenian 50 pecesy despuésdel primer afio se contabilizaron 70 peces:

a Encuentre el tamafio de la poblacién de peces en cualquier afio.
b. Encuentre el tamafio de la poblacion después del quinto afio.
C. Encuentre €l afio en que la poblacién de peces alcanza 2.800 individuos.
2 Suponga que hay tres centros principal es de camiones «mudese usted mismo». Cadames, lamitad delosque estén

en Bostony en Los Angeles van a Chicago; |la otra mitad permanece donde esta y |os camiones de Chicago se
dividen igualmente entre Bostony Los Angeles. Si inicialmente lacompafiiatenia Xy Yo Z, CAMiones en Boston,
Chicago y Los Angeles, respectivamente:

a Encuentre la distribucion de camiones de la compafiia en las tres ciudades, para cada mes.
b. Determine cudl seraalargo plazo ladistribucién de camiones delacompafiia.

3 Cadaario 1/10 delagente de Estados Unidos que vive fuerade Californiase mudadentro y 2/10 delagente quevive
dentro de Californiase mudafuera. Si inicialmentey, y z eran |os tamarios de las poblacionesfueray dentro de
Cdifornia
a Encuentre, parael k-ésimo afio, el tamafio de la poblacion que vive fuera(dentro) de California.

b. ¢Puede modelar este problema como un proceso de Markov?
C. Encuentre laprobabilidad de que un individuo de Estados Unidos, elegido al azar, vivafuera (dentro) de
Californiaen el k-ésimo afo.
d. Encuentreladistribucion delapaoblacién americanaalargo plazo.
4 Supongaque hay unaepidemiaen laque cadames se enfermalamitad delos que estan sanosy muerelacuartaparte

delos que estan enfermos. Suponga que inicialmente habias, y e,individuos sanosy enfermos, respectivamente, y
ningun individuo habia muerto.

a Encuentre ladistribucion de lapoblacion parael k-ésimo mesy digacual eslaprobabilidad en ese mes, para
cada uno de los siguientes eventos: estar sano, estar enfermo, estar muerto.
b. ¢Puede modelar este problema como un proceso de Markov?
C. Encuentre ladistribucion de lapoblacion alargo plazo.
5. Un curso de Quimicaseimparte en dos secciones. Si cada semanadejan el curso 1/4 delos que estan en laseccion A

y 1/3 delos que estan en la seccién B, y 1/6 de cada seccion se transfiere ala otra:

a A largo plazo, ¢cud seraladistribucion de alumnos?
b. ¢Puede modelar el problema como un proceso de Markov?

Pararesolver losliteralesay b suponga que inicialmente tenian x, y y, estudiantes en las secciones Ay B y ningln
estudiante fuera del curso.

6. El crecimiento de un cultivo de bacterias en un medio nutritivo se observa cada dos horasy cada vez se encuentra
que la poblacion hacrecido 30% respecto de lavez anterior.

a Denote por P_la poblacion de bacterias después de 2n horas y describa este proceso de crecimiento por

medio de una ecuacion.
b. Dado quelapoblaciéninicial esde 1.000 bacterias, determineP,y P,.
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10.

En un estudio de enfermedades i nfecci osas se mantiene un registro de brotes de sarampidn en un colegio particular.
Seestimaque lapoblacion P_ infectada en lan-ésima semana esta dada por la ecuacion P P,-1/5P. S

n2 T
P,=0yP,=1.000:

a Encuentre la poblacion de infectados en la n-ésima semana.
b. ¢Se puede modelar el problemacomo un proceso de Markov?
C. ¢Cuantos infectados se tendran después de transcurridas seis semanas?

Una poblacién de congjos criados en un laboratorio tiene las siguientes caracteristicas:

" Lamitad delosconejos sobrevive el primer afio. Deestos, lamitad sobrevive el segundo afio. Laduracién de
laméximavidaestresafios.

" Durante € primer afio losconejosno producen descendencia. El niimero medio de descendenciaes seis durante
el segundo afio y ocho durante el tercer afio.

Clasede primeraedad O<edad <1
Clase de segunda edad 1< edad <2
Clase de terceraedad 2 <edad <3

Si actualmente la poblacion consta de 24 conejos en laclase de laprimeraedad, 24 en laclase delasegundaedad y
20 en laterceraedad, ¢cudl seraladistribucion de conejos cuando hayan transcurrido diez afios?

Una compafiia de robética quiere fabricar un brazo que debera recoger partes de una banda transportadora para
colocarlas en otrabanda. Ocasional mente el brazo falla, pero el robot esta disefiado paraque en caso defalase
activen circuitos secundarios. En las observaciones se descubre que si €l brazo fallaen unaocasion, tendraéxito la
siguientevez 97% delasveces. Si €l brazo tiene éxito en cierto intento, |os circuitos secundarios se desactivaran
y el brazo fallardlasiguiente vez, apenas 2% de lasveces. (Cumplirael brazo con el requerimiento del cliente deque
trabaje exitosamente 98% de | as veces?

En un dia dado, un estudiante esta sano o esta enfermo. De |os estudiantes que estan sanos hoy, 95% estara
sano mafiana. De | os estudiantes que estén enfermos hoy, 55% estara enfermo mafiana.

a ¢Cudl seralamatriz paraestasituacion?

b. Supongaque el lunes, 20% de | os estudiantes esta enfermo. ¢Qué fraccion o porcentaje de los estudiantes
es probable que esté enfermo el miércoles?

C. Si un estudiante esta bien hoy, ¢cudl serala probabilidad de estar bien dentro de dos dias?

d. ¢Cudl eslaprobabilidad de que después de muchos dias una persona dada esté enferma?
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Modulo 19

Forma canodnica de Jordan

Introduccion

Hemos dicho que unatransformacion lineal, en un espacio vectoria de dimension
n, exhibe més claramente sus propiedades cuando se expresa con respecto a una
base compuesta por vectores caracteristicos. Cuando esto es posible, la represen-
tacion matricial de la transformacién es una matriz diagonal que tiene sobre la
diagonal los valores caracteristicos. El poder hacer esto tiene muchas ventajas en
cuanto al manejo algebraico; sin embargo, hay casos en los cuales no se puede
obtener una base del espacio compuesta por vectores propios, esto es, hay menos
de n vectores caracteristicos linealmente independientes y la matriz no es
diagonalizable. Dadas las dificultadas algebraicas para operar con una matriz no
diagonal, se plantea entonces el problema de encontrar unamatriz ‘lo mas simple
posible’ semejante alamatriz delatransformacion. Lasolucion del problemaesla
forma candnica de Jordan, lacual englobalateoriagenera deladiagonalizacion,
dando para cualquier matriz cuadrada, diagonalizable o no, su matriz de Jordan
equivalente. Este seré precisamente el enfoque con el cual abordaremos €l tema.

Objetivos

1. Determinar paracualquier matriz A,
J que es su forma candnica de Jordan.

diagonalizable 0 no, unamatriz semejante

Preguntas basicas

¢Qué es unamatriz bloque de Jordan?

. ¢Quéesunamatriz de Jordan?

. ¢Como estaformadaladiagonal en unamatriz de Jordan?
. ¢Qué esun vector caracteristico generalizado?

O MwWN PR

. ¢Cémo se conformalamatriz P que permitellevar A, , asuformacandnicade

Jordan?
6. S Aesunamatriz3x 3, (como se obtienelamatriz P quellevaaAasuforma
canonicade Jordan?

Los procedimientos expuestos en este médulo aparecieron
por primera vez en el trabajo del matemético francés Camille
Jordan (1838-1922) titulado Tratado sobre sustitucion y
ecuaciones algebraicas, publicado en 1870.

Vea el médulo 19 del programa de televisién
Algebra lineal.
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Contenidos

19.1 Matriz de Jordan
19.2 Formacandnicade Jordan

19.3 Procedimiento paraobtener laformacanénicade Jordande A, ,
19.4 Generalizacion del procedimiento para obtener laforma canénicade Jordan

de A,
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[Sea A una matriz n xn]

puede suceder que

.

[,ﬂ. no tiene n vectores caracteristicos LI]

[A tiene n vectores caracteristicos LI]

se forma

entonces

P: matriz cuyas columnas son los
vectores caracteristicos LI

por lo tanto

[ Aes diagunizable] {A no es diagunlzable]

luego

52 expresa

Hay k vectores caracteristicos LI; ]

PR se completan n-k vectores caracteristicos generalizados LI

se determina

[J : forma candnica de Jordan J—tﬁf gue A=PpIp

Mapa 12: médulo 19

Algebralineal elemental y aplicaciones 571
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19.1 Matriz de Jordan

Comenzamosel proceso definiendo unamatriz cuadrada N, , asi:

Escuche la biografia de Camille Jordan en su

multimedia de Algebra lineal. 010.--0
001 0
N, =|i :
00O 1
00O 0

N, es una matriz con unos arriba de la diagonal principal y ceros en las deméas
posiciones.

Ahoraformamosunanuevamatriz B(4) = Al + N, ; aestamatriz lallamamosmatriz
de blogues de Jordan.

Y
o
o
o

00 .- 11
000 -0

B(1) esunamatriz quetieneun valor ; fijo sobre la diagonal, unos encimade la
diagonal y ceros en las demés posiciones.

Podemos considerar que una matriz bloque de Jordan de 1x 1 (orden 1) sera
B(4) = ().

Con las matrices de bloques de Jordan seformalamatriz de Jordan J, lacual tienela
siguienteforma:

B4 0 - 0
o OB
0 0 - B (4)

J esunamatriz quetiene en ladiagonal matricesde bloguesde Jordany cerosen las
demas posiciones.
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Ejemplos

L as anteriores son matrices de Jordan; los bloques de Jordan se han
marcado con lineas punteadas.

2 VVeamos | as posibles matrices de Jordan de 3x 3.
A 10
0 421
0 0 2

formada por un bloque de Jordan de orden 3.

1

|
___fl_i__ formadapor un blogue de Jordan deorden 2y uno de orden 1.

|

[

formadapor un bloque de Jordan de orden 1y uno deorden 2.

0
& formada por tres bloques de Jordan de orden 1.
0

A, A,, A, N0 necesariamente son distintos.

19.2 Forma canodnica de Jordan

Para cualquier matriz A, real o compleja, se puede demostrar la existenciade una
matriz de Jordan J semejantea A, tal que:

J=PAP.

Este hecho es uno de | os resultados mas importantes del dlgebralineal, aunque su
demostracion vamésaladel alcancedeun cursoinicial.

Lamatriz J tiene sobre la diagonal |os valores caracteristicos de A. Esta matriz es
Unica, excepto por €l orden en que aparecen los blogues de Jordan.

Mddulo 19: Forma candnica de Jordan

Escuche el audio £/ puente de Tacoma en su
multimedia de Algebra lineal.
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Ejemplo3
1 10!0 0 0
011000
1
: . 00 1,000 o
SiAessmilaraJ, == - - = i = tambiénessimilar a
000,300
0000!41
0 0 0 0'0 4]
3'0_0 0'0 0] 4 1'0 0 0 O]
S -= -1 i
0111000 040000
1 1 - — == - ==
5|00 1100 001100
P 1 ) = ,
* 10000100 *Tlogo 110
1
0000!41 0000 10
000 0'0 4 0000 013
(4 1,0 0 0 O]
Q. 4'0.0 00
'L
0 0,320 0.0
J, = i Bl
000,110
000,011
0 00'0 0 1]

y otras dos matrices de Jordan.

Lamatriz J sellamaforma canénicade Jordan deA. Si A esdiagonalizable, laforma
candnica de Jordan de A seralamatriz diagonal D equivalente a A, donde los blo-

ques de Jordan serén los valores caracteristicosde A, 4, 4,,..., 4, N0 necesariamen-
te distintos.

A continuacion veremos como obtener laforma canoénicade Jordan paraunamatriz

A, ,. S Aesdiagonalizable yasabemos como obtener sumatriz diagonal equivalen-
te. SOlo resta analizar el caso en el cua A tiene un solo valor caracteristico /1 de
multiplicidad algebraica2 y multiplicidad geométrical. Bajo estas condiciones, si v,
es un vector caracteristico correspondiente al valor caracteristico A, entoncesexis-
te un vector v, que satisface la ecuacion:

(A-Al)v,=v,.
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19.3 Procedimiento para obtener la forma canénica de Jordan de 4, ,
Definicion 1

SeaA unamatriz de2x2 con un solo valor propio 4 con multiplicidad algebraica2
y multiplicidad geométrical. Si v,esun vector caracteristico correspondientea 4,

entonces a vector v, tal que (A—Al)v, =v, selellamavector caracteristico ge-
neralizado de A correspondiente al valor caracteristico 4,

El siguiente teorema nos muestra la necesidad de encontrar €l vector v, como un
vector caracteristico generalizado.

Teoremal

Sea A,_,con un Unico valor caracteristico 4y un Unico vector caracteristico v,
lineal mente independiente.

Sea v, un vector caracteristico generalizado de A correspondiente al valor caracte-

ristico 4, y P la matriz cuyas columnas son los vectores v,y v,. Entonces

A1 .
PAP = J,donde J = {0 /J eslaforma canénicade Jordan de A.

Demostracion

Como v, no es un vector caracteristico de A, v, #av,, es decir, v,y v,son LI,
entonces P esinvertible.

AP = Alv,,v,] =[Av,, Av,] =[1v,, Av,].

Como (A-Al)v, =v,, Av,—-Av,=Vv,, Av, =V, +1v,, entonces:
AP =[Av,,v, + AV,].

Ahora

A1
PJ=[v,,v,] 0 1 =[Av,,V, +4AV,].

Luego:
AP =PJ,

de donde ptaApP=J.

Mddulo 19: Forma candnica de Jordan
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Ejemplo4

-10
Transformelamatriz A:{ . 4 }awformacan()nicade\]ordan.

Solucién

det (A— A1) =

-10-4 -7 ) )
=0, A°+64+9=0—>(1+3)"=0.

4-1
Luego 4 =-3 esel Unicovalor caracteristico de A, con multiplicidad algebraica 2.

Determinemos | os vectores caracteristicos correspondientesa 4 = —3.

(A+31)x=0,
—7x-7y=0
7T e T
Por lo tanto:

o [2]

1
S v, :{ J, el vector Vv, debe encontrarse como un vector caracteristico generali-

zado.

Para esto resolvemos (A+3l)v, =V,.

-7x-7y=1

-7 -7|x| 1 IX+7y=-1
7 7yl -1 entonces 1

X+y=-=
y 7

S x=0, y=-1/7,
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19.4 Generalizacion del procedimiento para obtener la forma
candnicade Jordande A

El método descrito puede generalizarse paracobtener laformacanénicade Jordan de

cualquier matriz. Esposible determinar el nimero de unosarribadeladiagona enla
forma canonicade Jordan de unamatriz Ade nxn.

Sea A unvalor caracteristico de A con multiplicidad algebraica r, y multiplicidad

geométrica t, . Si 4, 4,,..., 4, son los valores caracteristicos de A, entonces el nu-
mero de unos arriba de ladiagonal de laformacandnicade Jordan de A es:

(rl_t1)+(r2 _t2)+“'+(rk _tk)

Si se conoce la ecuacion caracteristica de A, entonces se pueden determinar las
posibles formas candnicas de Jordan de A.

Ejemplo5

Si el polinomio caracteristico de A es (1-3)*(1 +4), entonces | as posibles formas
canonicas de Jordan de A, son:

1 A, = 3conmultiplicidad geométrica3y 4, = 4.

300 O
0300
J=D= .
003 O
0 00 -4

2 A, = 3conmultiplicidad geométrica2y 4, =—4.

300 0]
J:O 310
003 O
000 4

3 A, =3conmultiplicidad geométricaly 4, =—4.

3100
031 0
=003 of
000 -4

Mddulo 19: Forma candnica de Jordan

Algebra lineal elemental y aplicaciones 277



(apitulo 4: Valores caracteristicos, vectores caracteristicos, diagonalizacién y formas can6nicas

Veaen sumultimedia de Algebralineal el codigo
fuente en MATLAB para ilustrar «La forma
canonica de Jordan».

Generalizando €l procedimiento parahallar el vector caracteristico generalizado v,
delamatriz A,_, no diagonalizable, podemosdescribir el proceso paraencontrar 0s

vectores caracteristicos generalizados en unamatriz A, , no diagonalizable.

Sea A unamatriz 3x 3 . Supongaque 2 esunvalor caracteristicode A con multipli-
cidad algebraica3y multiplicidad geométricaly sea v, €l vector propio correspon-
diente. Se puede demostrar que existe un vector v,ta que (A-Al)v,=v, con
Vv, ¥ V, linealmente independientes. Una vez obtenido v, puede determinarse v,
resolviendo (A—-Al)v, =v, tal que v,,V, Y v, sonlinealmenteindependientes. Las

columnasdelamatriz P serénlosvectores v,,V, Y Vv, y laformacanénicade Jordan

serd J =

O O >~

1
A
0

NN

Ejemplo6

Enel g emplo 6 del médulo 16, paralamatriz:

0 1 0
A=|0 0 1
1 -3 3

con ecuacion caracteristica (4 —1)* = 0, determinamos un solo vector caracteristi-

1
co correspondientea A =1, v, =|1].
1

Encontremoslos vectores caracteristicosgeneralizados v, y v,, paradeterminar la

matriz P =[v,,v,,Vv,], ta que PAP = J.

Resolvamos (A—1)v, =v,.

-1 10!1 [10 -1!-2 X=-2+2
0 -1 1{1|>{0 1 -1i-1 y=-1+z
1 -3 21| |00 o] o] z= =z
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Mddulo 19: Forma candnica de Jordan
-2
S z=0,x=-2e y=-1,entonces V, =| -1|.
0

Ahora encontremos v, resolviendo (A-Al)v, =V,

-1 1 o][x]| [-2
0 -1 1||y|=|-1],
1 -3 2||z| |o

-1 10l-2] [10 -118] x=3+z
|

0 -1 11-1|-»|0 1 -1i1 y=1+z
1 32,0/ |00 0j0 z=  z

3
Si z=0,entonces V;=|1|.

Luego:
1 -2 3] 0 0 1
P=|1 -1 1, P'=|1 -3 2|
1 0 0] 1 21

0 0 1[0 1 of[1 -2 3 1
J=1 -3 2|0 0 1}1 -1 1|=|0
1 -2 1|1 3 3|1 0 O 0

(= BTSN
=)
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Ejercicios del capitulo 4 (mddulo 19)

Enlosejercicios 1 a9 determinesi lamatriz dadaes de Jordan.

S R e I

10000
100 100 03100
5. {3_1}. 6. 031 7 031 8 00 31 0|
01 00 4 00 3 00030
00003
a0000
0Ob100
o 00b 10|
000coO
0000cC

Enlosejercicios 10 a12 encuentre unamatriz invertible P quetransformelamatriz de 2x 2 asuformacandnicade Jordan.

2 4 7 2 —
07 1) 17 0 2 | )
210
13 ReduzcalamatrizasuformacanénicadeJordan; | 2 + 1|
-11 -2
0 6 8
14. Hagalomismoqueenel gercicioanteriorcon A=|% 0 0].
0 % O

15,  Escribatodaslas matrices de Jordan de 4x 4 posibles.
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Enlosegercicios 16 a19 sedael polinomio caracteristico de unamatriz A. Escribatodas |as posibles formas canénicas de
Jordan de A.

16, 2(A-17 17. (A+3>2(1-4)°.
18 (1-2)(1+3> 19 (-7

20.  Usando laformacanédnica de Jordan, demuestre que para cualquier matrizAdenx n, da A= 4 4,,.., 4,, donde

Ay Ay A, SON lOS valOres caracteristicos de A.
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Capitulo 5

Diagonalizacion
ortogonal.
Formas
cuadraticasy
aproximacion de
valoresy
vectores
caracteristicos

Segtin Morris Kline', los valores caracteristicos se originaron en el contexto de formas cuadraticas y en la mécanica celeste
(el movimiento de los planetas), conociéndose como raices caracteristicas de la ecuacion escalar.

Contenido breve
Presentacion
M 6dulo 20

Las matrices simétricas surgen en las aplicaciones, con mayor frecuencia que cual- Diagonalizacién ortogonal

quier otra clase de matrices, y esto se da por las propiedades especiales que tienen,

entre ellas la més relevante es que siempre son diagonalizables y se puede formar Ejercicios
una base ortonormal con sus vectores caracteristicos. Estas propiedades enlazan la Médulo 20
teoria de la diagonalizacion con la ortogonalidad, lo que da como resultado la .
diagonalizacion ortogonal de las matrices simétricas. Madulo 21
Formas cuadraticas y secciones
Una aplicacion importante de la diagonalizacion ortogonal esta en la reduccion de conicas
las formas cuadraticas a sus ejes principales. Estas formas cuadraticas las asocia- o
mos a la ecuacion general de segundo grado y cada ecuacion de segundo grado, a Ejercicios
la seccion conica correspondiente llevando la expresion de la conica a su forma Médulo 21
canonica.
Mdédulo22

Finalizamos el capitulo presentando el teorema de las circunferencias de Gershgorin,
el cual proporciona un intervalo donde se pueden acotar los valores caracteristicos
cuando no se precisa conocerlos con exactitud. Ademas, se desarrolla un método
iterativo para calcular el valor caracteristico y el vector caracteristico dominante de
una matriz. Estos procedimientos se hacen necesarios debido a que cuando A es
una matriz de orden grande, el calculo de los valores caracteristicos por medio de la
ecuacion caracteristica se transforma en un problema algebraico dificil.

' En Mathematical thought from ancient to modern times (Fair Lawn, NJ.: Oxford University Press, 1972).

Aproximacion de valores y
vectores caracteristicos
Ejercicios

Moédulo 22






Modulo 20

Diagonalizacion ortogonal JrovmmnOmommn ]

no oy fravedad

pared

Introduccion

Estudiaremos varias propiedades importantes de las matrices simétricas, como que El movimiento horizontal del sistema de masas y resortes
prop p ’ q enel cual todas las masas son iguales y todos los resortes son

siempre tienen N vectores caracteristicos LI y todos sus valores caracteristicos son  jguales,se puede analizar diagonalizandola matriz simétrica

numeros reales. Ahora, no solo se garantiza su diagonalizacion, sino que ademas se 5 1
puede comprobar que se puede formar una base ortonormal con sus vectores ca- A{ | 2]
racteristicos.

Objetivos

1. Caracterizar las matrices simétricas como aquellas que son diagonalizables
ortogonalmente.
2. Desarrollar un algoritmo para determinar la matriz ortogonal que diagonaliza una
matriz simétrica A.

Preguntas basicas

1. ;Cdémo son los valores caracteristicos de una matriz simétrica real A?

2. (Como son los vectores caracteristicos que corresponden a valores caracteristi-
cos diferentes?

3. ;Qué significa que una matriz es diagonalizable ortogonalmente?

4. (Qué se puede decir de una matriz que es diagonalizable ortogonalmente?

Contenidos

20.1 Diagonalizacion ortogonal
20.2 Procedimiento para encontrar N vectores caracteristicos ortonormales de una

matriz simétrica A,

Vea el médulo 20 del programa de televisién
Algebra lineal.
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[Mntrlz simetrica real A_ ]

propiedades

. Posee valores caracteristicos reales
. Tiene m vectores caracteristicos orbenormales

&n eongecuencia

[ A &5 dissonalizable ortogonalments J_-se expresa

[ D= FTAF',P:urtugunaI]

s aplica en

[Furmas cuadracticas y secciones conicas ]

|

para reducr a
su forma candnica

[ La ecuacidn general de 2.' grado ]——H eXpresd

poses

' Términas de 2.° grade

determinan

[ A+ By + C¥ + D+ Ep + F=1D ]

determinan

Traslaciones de
Forma cuadratica [ la conica cormespondiente ]

S8 BEpresa en
términos de

La cénica corraspondients
e PArE Sxpresar
Matriz simétrica ; aplica [La diagonalizacidn ortogonal ] PR exp 4[ J

an su forma candnica

Mapa 13: médulos 20 y 21
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Médulo 20: Diagonalizacion ortogonal
20.1 Diagonalizacion ortogonal

Teoremal
A Escuche la biografia de Leonhard Euler en su
Si [}, esuna matriz simétrica con elementos reales, entonces: multimedia de Algebra fineal.
a. Sus valores caracteristicos son reales.
b. Los vectores caracteristicos correspondientes a distintos valores caracte-

risticos son ortogonales.
Demostracion
a. Sea 24 un valor caracteristico de A con vector caracteristico U; entonces:
Au=Au,ue C" y u=z0.
El producto interno entre el vector Au y u esta dado por:

(Au, u) = (Au, u) = A(u, u) (Prop. VI,definicion de producto in-
terno),

0 (Au, u) = (u, Au) = (U, Au) yaque A= A (teorema2,mddulo 15)

= (U, AU) = A(u, u) (Prop. VI, definicion de producto

interno),
luego A(u,u) = A(u,u), (u, u)= |u|’ #0,entonces A=21.
Si A=a+hi, 2 =a-bi,
a+bi=a-bi < b=0.

Luego 4 = a; porlotanto, 4 esun numero real.

b. Sean A, y A, valores caracteristicos distintos correspondientes a vectores

caracteristicos U, y U,. Entonces:

t
0 Au, -u, = U - Au, = U, - Au, = U AU, = 4,(U 0 Uy),

luego (U, - U,) = AU, - u,).

Como A, # A,,entonces U, -U, = 0, lo cual significa que U, y u, son
ortogonales.
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Observacion: note que en la parte b del teorema se plantea el producto escalar entre

Au, y u,;esto se puede hacer asi, ya que en la parte a del teorema se ha demos-
trado que los valores caracteristicos son niimeros reales, y como A es una matriz

real, los vectores caracteristicos seran elementos de R".
Teorema?2

Sea Auna matriz simétrica real de n x n; entonces Atiene N vectores caracteristicos
ortonormales.

La demostracion del teorema excede el alcance de este curso; sin embargo, pode-
mos verificarlo siempre que trabajamos con matrices simétricas.

Del teorema se desprende, como consecuencia, que toda matriz simétrica real es
diagonalizable y sus vectores caracteristicos no so6lo son LI, sino que son
ortogonales. Si estos vectores se normalizan, se tienen N vectores caracteristicos
ortonormales de modo que la matriz P que diagonaliza la matriz simétrica A es
ortogonal.

Definicién 1

Una matriz A, , es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal
P tal que:

PTAP= D,

donde D es la matriz diagonal que tiene sobre la diagonal los valores caracteristicos
de A.

Teorema3

Sea Auna matriz real de n x n; entonces, A es diagonalizable ortogonalmente si y
solo si Aes simétrica.

Demostracion

Si Aes simétrica, el teorema 2 y la definicion anterior nos permiten concluir que Aes
diagonalizable ortogonalmente.

Reciprocamente, si A es diagonalizable ortogonalmente, existe P ortogonal, tal que:
PT AP = D, luego A=PDP"; entonces:

A" =(PDP") = (P")' D" P" =PDP".

De donde A=A, es decir, A es simétrica.
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Si A, esuna matriz simétrica con n valores caracteristicos diferentes, sus vectores

caracteristicos seran ortogonales. Ahora, si hay valores caracteristicos con multi-
plicidades mayores que 1, los vectores caracteristicos que se obtienen al resolver el
espacio caracteristico correspondiente no necesariamente son ortogonales; si apli-
camos el proceso de Gram-Schmidt, obtendremos vectores ortonormales, pero
seran todavia vectores caracteristicos? La respuesta es si, ya que al aplicar el
proceso de Gram-Schmidt solo se toman combinaciones lineales particulares de los
vectores de la base del espacio caracteristico y, por lo tanto, los vectores
ortonormales obtenidos seran también vectores caracteristicos correspondientes
al mismo valor caracteristico 1 .

20.2 Procedimiento para encontrar n vectores caracteristicos
ortonormales de una matriz simétricaA__

a. Encontrar los valores caracteristicos de A.
b. Encontrar una base para cada espacio caracteristico.
C. Aplicar el proceso de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal de

cada espacio caracteristico. De esta forma todos los vectores obtenidos
forman un conjunto de N vectores caracteristicos ortonormales.

Ejemplo1

1 -1 0
Enelejemplo 5 del modulo 16,dada A=|-1 2 —1|, determinamos sus valores

0 -1 1

caracteristicos 0, 1 y 3 con sus correspondientes vectores caracteristicos:

1 -1 1
L, 0 |, =2
1 1 1

N (-1 1 (1 -1 (1
1[.|0|=0, [1].]|=2/=0, |0]|.[2[=0
1 1) (1 1

Para tener una base ortonormal de R solo se necesita normalizar cada uno de
estos vectores.

La base ortonormal esta dada por:

Médulo 20: Diagonalizacion ortogonal
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N A
—l1], == 0|, —=| =2
\Blﬁl*/gl'

Luego, la matriz P cuyas columnas son estos vectores es una matriz ortogonal, de

modo que PTAP = D.

/s Vs Ja|| b L 0N Ve Je| |0 00
0 0 3

Je e el U Vs Ve Ve
Ejemplo2

01 1
Sea A=|1 0 1. Diagonalicemos la matriz A ortogonalmente.
1 10

Resolvemos el polinomio caracteristico de A, asi:

-4 1 1
dettA-Al)=|1 -4 1 = 243142 =0
Lo =4 = »231-2=0

(A+1(A-2)= 0

Los valores caracteristicos de Ason 4, = —1 con multiplicidad algebraica de 2 y

A =2,

Para determinar E _ ,resolvemos (A+1)x = O.

111 I 11
1 1 1|——|0 0 0 luego X=-Yy-2
1 11 0 00 y=yY
zZ= z
-1 -1
Entonces E, = gen<v,=| 1|, v,=|0
r 0 1

vy
(*

Vea en su multimedia de Algebra fineal el Ahora, Vv, y V, no son mutuamente ortogonales, aunque si son linealmente inde-

cddigo fuente en MATLAB para ilustrar pendientes. Aplicamos a esta base el proceso de Gram-Schmidt.
«Diagonalizacién ortogonal».
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-1 N (Ve V] |7 7%
=1 0|-||0 sl Vel =7 v =5
1 1 0| o 1
' 7 VAG

u, = =—=|%l=1|Vel
2 V’ \/612 f/\{//fg
6

E, lo encontramos resolviendo (A-21)x = 0.

-2 1 1 1 0 -1
1 -2 1 |——|0 1 -1]|; entonces:
I 1 -2 00 O
1
X=2z | v,=|1
y=12 1
zZ=12
Luego:
1
E, = genq |1
1

Para completar la base ortonormal, dividimos Vv, por sumagnitud y obtenemos:

V5
u, = ){/5 .
Vi

VAR AV
Lamatriz P = | /5 /= )| eslamatriz ortogonal que diagonaliza la matriz
0 V& Vs

simétrica A.

Asi que:
-1 0
PPAP=D=|0 -1
0

Médulo 20: Diagonalizacion ortogonal
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Ejercicios del capitulo 5 (mddulo 20)

En los ejercicios 1 a 7 diagonalice ortogonalmente las matrices simétricas dadas, determinando la matriz diagonal D y la
matriz diagonalizante ortogonal P.

10.

11

29

> ) "1 1 -1 2 2 00 1
5 2} 2 -1 1} 3. 2 -1 2 4 000
- ) 12 2 1 00
0 0 0 -1 2 2 [0 -1 -1

2 2 6. 2 -1 2 7 -1 0 -1
022 2 2 -1 -1 -1 0

Suponga que A, es una matriz simétrica real para la que todos sus valores caracteristicos son cero. Demuestre que
Aes lamatriznulanx n.

Demuestre que si una matriz real Ade 2 x 2 tiene vectores propios ortogonales, entonces A es simétrica.
Muestre que si A es invertible y ortogonalmente diagonalizable, entonces A™' es ortogonalmente diagonalizable.

Sea A una matriz real antisimétrica. Demuestre que todo valor propio de Aes de la forma bi,donde be R ciesla
unidad imaginaria.
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Modulo 21

Formas cuadraticas y secciones conicas

Introduccion

En este modulo presentamos una aplicacion de la diagonalizacion ortogonal. Las
propiedades de las matrices simétricas, estudiadas en la seccion anterior, nos pro-
porcionan una herramienta importante en la reduccion de las ecuaciones de segun-
do grado cuando en ellas hay un término cruzado, es decir, un término en Xy.

Objetivos

1. Mostrar una aplicacion de la diagonalizacion ortogonal.
2. Completar el estudio de la ecuacion general de segundo grado cuando la ecuacion
corresponde a una conica rotada y/o trasladada respecto de su posicion canonica.

3. Extender el estudio de las formas cuadraticas a las superficies cuadraticas en R’.

Preguntas basicas

1. (Qué es una forma cuadraticaen R? y como se relaciona con la ecuacion general
de segundo grado?

2. (Coémo se expresa matricialmente una forma cuadratica?

3. ;Como se emplea la diagonalizacion ortogonal de la matriz A de la forma cuadratica,
para llevar ésta a sus ejes principales?

4. (Coémo se determina el angulo @ que deben rotar los ejes Xy y para llevar la
conica a nuevos ejes X'y y expresarla en su forma canonica?

5. (Coémo debe ser la matriz ortogonal P que diagonaliza la matriz A para que corres-
ponda a una matriz de rotacién?

6. En la ecuacion de segundo grado, eliminado el término en Xy, ;cémo se puede
saber qué tipo de conica representa?

Contenidos

21.1 Secciones conicas
21.2 Formas cuadraticas en R?

21.3 Teorema 1: Teorema de los ejes principales en R?
21.4 Formas cuadraticas en mas de dos variables

La expresion de una forma cuadrética en términos de una
matriz simétrica, permite utilizar las propiedades de las
matrices simétricas para reducir las ecuaciones de las
secciones conicas representadas a sus ejes principales.

Vea el médulo 21 del programa de televisién
Algebra lineal.
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21.1 Secciones conicas

En el estudio de las secciones conicas en el plano realizado en el texto de Geometria
vectorial y analitica se han asociado estas secciones con la ecuacion general de
segundo grado:

AXC +Bxy+Cy’ +Dx+Ey+F =0,

donde A, B, C, D, Ey F son constantes reales. (D)

La grafica de esta ecuacion es una seccion conica o un caso degenerado de éstas,
como un punto, una recta, un par de rectas o el conjunto vacio.

Cuando la constante B es cero, o sea cuando la ecuacion no tiene término en Xy, los
ejes de simetria de la conica son paralelos a los ejes coordenados.

Las cénicas no degeneradas estan en posiciOn candnicasi sus graficas y ecuaciones
son como se indica en la figura 21.1. La ecuacion esta en forma canonica.

v 'Y LA
. . . ), a)
[0, ah
E l:l:l (& I‘
(i, &)
f=a, 0} fa. 0) =, ||]/1_’_"Ff_1ﬁ-‘_._¢_'ﬁ']“‘-\[¢. “E_ b, 0 ik, 0
k/ (0.=5) 1 =it}
(0 —i)
{0, —a}
circulo clipse clipse
. S A S S
A K P i3
a=h=0 a=h==i
F 3 3 & F 3
-
* SO )
i, ) rr
L F(, o) .t - e 0
parabola parabola parabola parabola
X Ay x Ay _1': Ay _|"' Ay
o [{] s 1] el Ll B [{]
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Mddulo 21: Formas cuadréticas y secciones conicas

&

sl e}

=, [ [—aa, LY e, (D)

hipérbola
e ]
i b
4 - [ : T II‘-.
Figura 21.1

Se puede observar que las ecuaciones de las secciones conicas cuyas graficas
estan en posicion canodnica no tienen el término Xy o término mixto; cuando éste
aparece en la ecuacion, la grafica es una seccion conica que ha sido rotada desde su
posicion candnica. Ademas, en las ecuaciones canonicas correspondientes a circu-
los, elipses e hipérbolas, las variables X y Y aparecen siempre al cuadrado; cuando
la ecuacion contiene términos cuadraticos y lineales en las variables X y V, y la
ecuacion no tiene término mixto, la grafica es una seccion conica trasladada desde
su posicion candnica; finalmente, si aparece término en Xy y términos lineales en X
o enY, la grafica es una seccion conica rotada y trasladada (figura 21.2).

N
AT

parabola rotada clipse trasladada hipérbola rotada
¥ traslsdida

Figura 21.2

21.2 Formas cuadraticas en K’

En la ecuacion general de segundo grado (1) consideremos unicamente los térmi-

nos cuadraticos, o sea, AX +Bxy+Cy’. A esta expresion la llamamos forma

cuadrética asociada con la ecuacion (1) y la denotamos por F(X,Y). Tenemos

entonces que:

F(x y)=AX +Bxy+Cy". @
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Esta forma cuadratica la podemos representar matricialmente asi:
F(xy)=X"RX, ©)

X
donde X = { } y Res la matriz simétrica que tiene sobre la diagonal principal los

coeficientes de los términos cuadrados puros y sobre la otra diagonal se reparte
simétricamente el coeficiente del término cruzado.

A B2 2 2
F(x,y):(xy){‘y é}[)ﬂ:Ax + Bxy+Cy-.

Por ejemplo, si F(X,Yy)=3x>+2Xxy+ y’, entonces:

3 11X
S

=[3X+y X+ y]{x}
y
=3+ XY+ XY+ Y =3 2%y + Y.

Inversamente, si Res una matriz simétrica, entonces la ecuacion (3) define una forma
cuadratica.

Se puede representar F(X,Y) por muchas matrices, pero so6lo por una matriz simé-
. . . : 3 a .
trica. En el ejemplo dado, cualquier matriz R= b o1l donde a+b =2, verifica que

3 3
X"R X = F(x,y); entonces, si R:{ : J, se cumple que:

[Xy]{ : 3}[1
-1 1]y

3 3 X
=[3x-y 3X+ y]{y}

=3X —xy+3xy+ Yy =3x" +2xy+ Y.

Ahora, si alamatriz R se le exige ademas que a= b, entonces solo habra una matriz

R que satisfaga simultaneamente las dos condiciones a+b=2ya=h.
Consideremos entonces la forma cuadratica F(x,y)=X"R X con R una matriz

simétrica. Por el teorema 3 del modulo 20, Res diagonalizable ortogonalmente, esto

es, existe una matriz ortogonal P tal que R= PDP', donde D es la matriz diagonal
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que tiene sobre la diagonal los valores caracteristicos de R.

Entonces XTRX se puede escribir como X'(PDPT)X, y asociando, como:
(X"P) D (P"X).

X
Sea X' =[ ’J tal que X' = PTX; entonces:
(X" =(PTX)" =XTP.
Luego, la forma cuadratica expresada en las nuevas variables X', Yy’ sera:

A 0| X
F ’ ’ :X!TD X!: 1y — 2 ﬂ, !2.
X,y [x y][o ally AXT+ Ay

Es decir, F(X',y") es una forma cuadratica en la que no figura el término XY
Ejemplo1

Sea la forma cuadratica 3x> +2xy + y* y expresémosla en nuevas variables X' y Yy’

donde no figure un término en XYy

3 1) x
oy 1]

Diagonalicemos ortogonalmente la matriz R.

3-4 1 ,
det(R-Al)= =0, A’-41+2=0
1 1-2

A =2+V2, 2,=2-42
(R-(2+~2)1)X =0,

-2 1 x] [0

{1 —1—&”3/}{0}
Entonces:

(I-2x=-ysi x=1 y=~2-1,
luego:

vlz( ! J |vl|=\/1+(\/§—1)2=\/4—2x/§.

J2-1
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1 1
RN RN (\/5—1]'

Después resolvemos (R— (2—\/§)I )X =0.

M e

entonces, si X=—1, y:1+\/§.

Asi que:

v, =£1+_\1/§] |v2|=\/l+(l+\/§)2 —4+242.

T Va+242 {1“‘\5}

1 -1
4-242 4+22
Sea P = \/ \/ la matriz ortogonal tal que P'TR P = D,
V2 -1 142

Na-242 ar2v2

2442 0
con D—{ 0 Z—ﬁ:l

En las nuevas variables X'y V', la forma cuadratica se puede expresar como:
2+V2)X + 22y = F(X,y),
en la cual no hay un término en X'y'.

La matriz P que diagonaliza la matriz simétrica Res real y ortogonal, o sea, PT = P,
entonces 1 = det PP™" = det PP" =det Pdet P" = (det P)’.

Por lo tanto, det P =+1. Si det P =—1se pueden intercambiar las columnas de P
para hacer el determinante de esta nueva matriz igual a 1; esto equivale a intercam-

biar 4 y 4,.

Veamos ahora que cuando P es real y ortogonal con determinante 1,
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{cos& —sené
P=

send } para algin numero g, con 0< @ <2z, lo cual significa que

cosé

P es una matriz de rotacion.
a C
Sea P = [b d} real y ortogonal con |P| =1.

a c
Por el teorema 1 del moédulo 15, los vectores [b} y [ d} forman una base ortonormal

a
de R, es decir, son vectores unitarios y ortogonales. Luego {b} se puede expre-

cos@

sar como Len 9}, siendo @ el angulo que forma el vector con el eje X positivo.

c a
El vector [ d} esta formando un angulo de m/2 con el vector [b} entonces:

c cos(0+ %)
dl= sen (6+7) (figura21.3).

= [on o m2l] - o8]

w

[1=[ionto-22)]

Figura 21.3
.lc cos(8 +7) —send
Si = = , entonces:
d sen (0 +%) cosd
cos@d -—send
P= y |Pl=1
send cosd

| c| |cos(@-7)| | send
Ahora,si | 4 | = sen(0—-%)| |-cos@|

Mddulo 21: Formas cuadréticas y secciones conicas
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‘ P cosd send
entonces P = - _
senf —cos6 y|P| L.

Luego, la matriz ortogonal P que tiene determinante 1 es una matriz de rotacion;
por lo tanto, se ha demostrado el siguiente teorema.

21.3 Teorema 1: Teorema de los ejes principales en R?

Vea en su multimedia de Algebra lineal el Sea F(X,Y)= AX* +Bxy+Cy* una forma cuadratica en las variables X y y; entonces,
cédigo fuente en MATLAB para ilustrar
«Formas cuadraticas y secciones c6nicas». existe un inico nimero @ en [0,27] tal que F(X,Y) se puede escribir en la forma

AX* 4y = F(XY).

donde X'y Yy’ son los ejes obtenidos al rotar los ejes X y Y un angulo @ en sentido
contrario a las manecillas del reloj.

A, y 4, son los valores caracteristicos de la matriz R= { A}

85 C

Sila forma cuadratica F(X,Y) esta igualada a un término independiente F, tenemos

una ecuacion cuadratica, y de la ecuacion F(X,y")=F =4 X7 + 4,y se dice que
ha sido expresada en sus gjes principales.

Ejemplo2
Tomemos la ecuacion cuadratica 3X* +2xy + y* = 4.

En el ejemplo 1 se encontr6 que la forma cuadratica en sus ejes principales es
Q+32)X? +(2-~2)y?, luego la ecuacion es (2++/2)X” +(2-+2)y* =4, la
cual en su forma canonica es:

2 2

X y
5 T2

2442 2-42

=1

4
., . 2 . ,
Esta ecuacion representa una elipse con & = —2 \/5, esto es, su eje mayor esta

sobre el eje Y.
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1 -1

Ja—o2 Ja+242

Como P= tiene det P =1, entonces:
V2-1 142
Ja-22 a2
2-1
cos 0 = , ysend = 2

1 [
J4-22 NN

Como ambos son positivos, @ esta en el primer cuadrante.

Usando la calculadora, determinamos que @ = 22,5°; por lo tanto, se trata de una
elipse centrada en el origen y rotada un angulo de 22,5° (figura 21.4).

-

Figura 21.4

Ejemplo3
Identifique la seccion conica cuya ecuacion es —3x* —2xy—y’ = 4.
Solucion

En el ejemplo 2 vimos que la forma cuadratica 3x*> +2Xy + y* en sus ejes principa-

les se puede expresar como (2++/2)X? +(2—~/2)y”?, luego la ecuacion dada se

puede escribir como:
—2+\2)x? - (2-2)y"? = 4.

Como para cualesquier nameros reales X' yy', —(2++2)X? —(2—+/2)y? <0, no

existen numeros reales X y Yy que satisfagan la ecuacion dada, luego la seccion
conica definida se llama seccion conica degenerada.
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Ejemplo4

Identifique y trace la grafica de la ecuacion 9x* + y* + 6xy — 107/10x+ 10\/ﬁy+ 90=0.
Escriba la ecuacion en forma candnica.

Solucién

La forma matricial de la ecuacion dada es:

o, 005 ]

. . 9 3
Determinemos los valores caracteristicos de R :{ J.

9-4 3 5
det(R-Al)= . A:A -104=0
A(A-10)=0
A4 =0y, =10

El vector caracteristico asociado con 4, =0 se obtiene resolviendo:

9 3| X 0
= , entonces
3 14|y 0
3X=-Vy,V, = !
- y) 1 = _3 .

Para 4, =10 tenemos
-1 3 x| [0}
3 —9|ly] [o]
entonces:

3
x=3y, Vv, :(1].

Normalizamos estos vectores para obtener la matriz ortogonal

1 3
P= \/? \/1_0 , det P =1. Luego P es una matriz de rotacion.

Vio 1o

. 0 0
PRP=D= :
0 10
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La forma cuadratica en los ejes Xy es 10y>.

T ., -
Ahora, como X'=P" X, entonces X = PX', luego la ecuacion cuadratica en las

variables Xy’ es:

1

3
10y +[-1010 10/10] ‘/? Jio {X}=—90.

1

Jio

gl

Realizando los productos se obtiene:

10y —40x —20y' = -90,
y72 _4Xr_2yr — _9’
(Y? =2y +1) =-9+4x"+1,
(Y =1 =4(X' -2).
Esta ecuacion corresponde a una parabola rotada y trasladada.
Sea y"'=Yy —1yx"=x—2; entonces la ecuacion es y"* =4x".
El angulo de rotacion lo conocemos con la primera columna de P, asi:
1 3
cosd = —, senf = —.
J10 V10

Luego @ esun angulo del cuarto cuadrante: 9 =360° — 71.56° = 288.44° (figu-
ra2l.5).

Ty

Vea en su multimedia de Algebra lineal el
c6digo fuente en MATLAB para ilustrar
«Formas cuadraticas».

Figura 21.5
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Identificamos la grafica de una ecuacion cuadratica dada en Xy y mediante la ecua-
cion obtenida después de rotar los ejes. En términos generales, esta ecuacion es:

AX?+24,y? +DX+EY +F' =0.
Teorema?2

Dada la ecuacion de segundo grado 4X”+ A4,y +D'X +EY +F'=0, entonces:

a. Si A, y A4, son ambos positivos, 0 ambos negativos, la grafica es una elipse,

una circunferencia (si 4, = 4,) o una seccion conica degenerada.

b. Si A4, y 4, son de signo opuesto, la grafica es una hipérbola o dos rectas
que se cortan.

c. Si 4, =004, =0, lagrafica es una parabola, dos rectas paralelas o una

seccion conica degenerada.

La demostracion se deja como ejercicio.

21.4 Formas cuadraticas en mas de dos variables

Los métodos descritos se pueden usar para analizar las ecuaciones cuadraticas en
mas de dos variables. Veamos un ejemplo:

Ejemplo5

Seala ecuacion cuadratica en tres variables dada por X* —2xy+2Yy* —2yz+ 7> = 27.

1 -1 0 X
Si R=|-1 2 -1|y X=]|Yy]|, entonces la ecuacion se puede escribir en la
0 -1 1 Z

forma X'R X =27.

(=

0
Del ejemplo 1 del médulo 20, PPRP=D=|0
0

VRV
donde P=| /s 0 |
S5 Ve %

En consecuencia, X'R X = XTPDP'X =(X")" D X', siendo X' = P"X; por lo

tanto, la ecuacion cuadratica en sus ejes principales se puede escribir como:
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y? +37% =217,

2 2
y_+z_=1
27 9

La seccion transversal del grafico en el plano X' obtenida al hacer Z' =0 es

y' = +27 =433 , es decir, dos rectas paralelas.

La seccion transversal en el plano x'z, haciendo y'=0, es zZ' = +3 (dos rectas
paralelas).
2 ZrZ

La seccion transversal en el plano y'Z', haciendo X =0, es la elipse BTl + . 1.

El grafico de la superficie cuadratica en R* es un cilindro eliptico (figura 21.6).

T

Figura 21.6
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Finalmente, extendemos el concepto de forma cuadratica a cualquier nimero de
variables.

Definicién 1

Sea X =| ? | yRunamatriz simétrica de nxn.

X,

Una forma cuadréatica en X,X,,..,X, es una expresion de la forma

F(X,%,.r %) =X RX.

Ejemplo6
1 3 5 2 4 X,
32 0 -1 3 X,
Sean A=|5 0 4 0 y X=| X |; entonces
2 -1 0 =5 X,
4 3 6 -5 2 X,
XTRX =[x %x%x][1 3 5 2 47 x]
3.2 0 -1 3%
5.0 4 0 6] x
2 -1 0 -5 %,
43 6 5 2] x|
Luego:
F (X5 %, X5 X5 X ) = X7 +6XX, + 10X X, +4X X, +8X X +2%X —2X,X,
FOX, X +4X; +12X, X + X, — 10X, X +2X .
Ejemplo7
Sea la forma cuadratica:

5% 43X X, — 5X X, +6X X, + 4% + 9%, X, +TX; +8X,X, +3X;.
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La matriz Rque corresponde a esta forma cuadratica es:

W X »
ISENE N
I NN
w A o W
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Ejercicios del capitulo 5 (mddulo 21)

En los ejercicios 1 a 5 escriba cada forma cuadratica como X' RX, donde R es una matriz simétrica.

L. 2% +5xy -9y,

2. 3> =3xy+6X2-9y* +7yz—Z".
3. —4x* +6xy -3y’ +7xz

4, Xy=a a>0.

5. 6X> +5xy—6Y.

En los ejercicios 6 a 12 escriba la ecuacion cuadratica en la forma X™ RX = dy elimine el término Xy rotando los ejes un angulo
0. Escriba la ecuacion en términos de las nuevas variables, identifique la seccion conica obtenida y realice una representa-
cion grafica cuando esto sea posible.

6. A +4xy+y* =9.
7. 4> +4xy—y’ = 9.
8. xy=a, a>0.

9. X +2xy—-Yy* = 0.

10. X -3xy+4y’ =1.
1. 6X +5xy—6y> =—7.
12 9% +y +6xy=4.

En los ejercicios 13 a 15 identifique la grafica de la ecuacion y escriba ésta en forma candnica.

13 5% +12xy—124/13x = 36.
14 5% +5y* —6xy—30:/2x+18/2y+82 = 0.
15, X =y +23xy+6x=0.

En los ejercicios 16 y 17 escriba la forma cuadratica en términos de las nuevas variables X, ¥',Z de manera que se eliminen
los términos de productos cruzados (Xy, Xz, yz).

16. X2 -2xy+2y* -2yz+ 7.
17. X2 -2xy+Yy —2xXz-2yz+7.
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Modulo 22

Aproximacion de valores y vectores
caracteristicos

Introduccion

En el capitulo anterior desarrollamos un algoritmo para calcular el polinomio carac-
teristico de A, y a partir de ¢l, extrayendo sus raices, obtener los valores caracteris-
ticos de A. Esta forma de solucion presenta algunos problemas. Uno de ellos tiene
que ver con el condicionamiento del polinomio caracteristico, y es que cuando éste
esta mal condicionado, errores pequefios de redondeo en los coeficientes del
polinomio pueden conducir a errores grandes en las raices. Otro problema es que
incluso si los coeficientes del polinomio fueran exactos, es dificil encontrar todas
las raices del polinomio. Estas dificultades han motivado el disefio de métodos
numéricos para el calculo directo de los valores y vectores caracteristicos.

Objetivos

1. Determinar un intervalo de valores donde se puedan acotar los valores caracte-
risticos de una matriz sin necesidad de hacer muchos calculos.
2. Proporcionar un método numérico para el calculo del vector caracteristico domi-

nante de A, sinresolver el polinomio caracteristico.

xn 2>

Preguntas basicas

. (Como se construye un circulo de Gershgorin?
. ({Qué dice el teorema del circulo de Gershgorin?

. (Cuando una matriz A, tiene un valor caracteristico dominante?

AW —

. ¢Como se define la secuencia de iteraciones para calcular el valor y el vector
caracteristico dominante de A?

. (En qué consiste el método de la potencia con normalizacion?

6. (Como se calcula el error relativo que se comete al calcular el valor caracteristico

dominante?

(9]

Contenidos

22.1 Elteorema del circulo de Gershgorin

22.2 Calculo numérico de valores y vectores caracteristicos
22.2.1 Elmétodo de la potencia
22.2.2 Elmétodo de la potencia con normalizacion

Al matematico ruso Semyon Gershgorin (1901-1933) se
debe el teorema del circulo, publicado en 1931, el cual
proporciona una aproximacién de los valores caracteristicos
cuando no se requiere su calculo exacto o cuando la ecuacion
caracteristica es un polinomio dificil de factorizar.

Vea el médulo 22 del programa de televisién
Algebra lineal.
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22.1 Elteorema del circulo de Gershgorin

El siguiente teorema nos proporciona una aproximacion de los valores caracteristi-

Escuche la biografia de Semyon Gershgorin en su cos de A con un minimo de operaciones algebraicas.
multimedia de Algebra linedl.

Antes de presentar el teorema, definiremos algunos términos que figuran en su
enunciado.

Sea Auna matriz Nx N de componentes reales o complejas.

a, &, - a4,
A _ a'21 a?2 cee a?n .
a, &, - &,
Se define el nimero:

7= | +asl+ - +a] = Yl
j=2

¥y = | +ay|+-+an,| = Ylal.
=1

j#2

y en general:

n

2.

i=1

j#

+ot A

= |a“|+|a,.2|+...+|a,.)i,l|+|a,~,i+1 a,.j|.

Esto es, y; es la suma de los valores absolutos de las componentes del i-¢simo
renglon de A, excepto la componente que esta sobre la diagonal principal.

Sea D, = {Z e C: |Z— & | <7 } . D, es un circulo en el plano complejo con centro

ena, yradio y,,coni=1,..,n.

El circulo D, esta compuesto por todos los puntos del plano complejo, sobre y

dentro de las circunferencias C, = {Z e C: |Z— a; | =7 } A estas circunferen-

cias se les 1lama circunferencias de Gershgorin.

Teoremal: Teoremadel circulodeGershgorin

Sea A un matriz de Nx Ny D, el conjunto definido anteriormente; entonces, cada
valor caracteristico de A esta contenido en al menos uno de los D,. Esto es, si los

valores caracteristicos de Ason 4,,4,,...,4,, entonces:
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Mddulo 22: Aproximacion de valores y vectores caracteristicos

n

{4 2r 2 = UD,.

i=1

Demostracion
Xl

Sea A un valor propio de Acon X = XZ un vector caracteristico correspon-
X

diente. Sea X la componente de X de mayor valor absoluto,

|>g|2|xj|, j=L..n |x|>0, yaque x=0.

Ahora, AX = AX.
(% | [ A%,
a:“ a:IZ cee a:n XZ lxz
5?1 312 am x = X
a, &, - a, X | _ﬂXn_

La componente i de esta ecuacion, es:

a X +a,X ... tax .+ x = AX.
Restando @, X a ambos lados de la ecuacion, tenemos:

Zaijxj = AX —g;x = (1-g)X.

j=1

Tomando valor absoluto a ambos lados, y aplicando la desigualdad de Cauchy

Schwarz (|a1.j X; | < |a1.j ||XJ- |) se obtiene:

(A-a)x| = gajxj < 2[a %)

n
=1
j# j#

y dividiendo a ambos lados por |)§ | obtenemos:

n | x.| n
j
(A-a)[ < |f%-|—5 |a| = ¥, yaque |X-|S %] )
| I | JZ; : |)ﬂ | 1221: : v : | | Vea en su multimedia de Algebra lineal el
” i cédigo fuente en MATLAB para ilustrar

«Circunferencia de Gershgorin».

De la ultima expresion concluimos que 4 € D,, y esto concluye la prueba.
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Ejemplol
1 3 -1 4
25 0 -7
Sea A = 321 6 ; entonces, a,=1, a,=5, a,=6, a,=4.
0o 2 3 4
7o=[3+[-1+]4] =8,
vo= |2+7 =0,
7y =3+ +[1] = 5,
Ve = |2|+|3| =5

Los valores caracteristicos de A se encuentran dentro de los circulos descritos por:

D, ={zeC:|z-1|<8}, D, ={zeC:|z-5/<9},

D, ={zeC:|z-6/< 5}, D, ={zeC:|z-4/< 5}

Graficamente podemos ilustrar esta situacion dentro del plano complejo, asi (figura
22.1):

Ci=ix=1) #y = nd Cy=(x=6) +y =25

Figura 22.1
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Mddulo 22: Aproximacion de valores y vectores caracteristicos

Todos los valores caracteristicos de A se encuentran dentro de estas cuatro circun-
ferencias.

Examinando la grafica anterior, resulta evidente que si 4 esun valor caracteristico

de A, entonces |/1| <14 y-7<Rel <14 (ReAd: partereal de ).

Ejemplo2

w X

Sea A =

RV NN
DN =X

WX XX N
— X

Aplicando el teorema del circulo de Gershgorin podemos demostrar que los valores
caracteristicos de A son nlimeros reales positivos.

Demostracion

Como A es una matriz simétrica, los valores caracteristicos de Asonreales (teorema
1, médulo 20).

Acotemos los valores caracteristicos de A por medio de los circulos de Gershgorin
(figura22.2).

L 4

Figura 22.2
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El extremo izquierdo de D, sobre el eje Xes 4—13/4 = 3/4.

Luego A > 3/4; porlo tanto, los valores caracteristicos de A son reales y positivos.

22.2 (alculo numérico de valores y vectores caracteristicos
22.2.1 El método de la potencia
Definicion 1

Sean 4,,4,,..., 4, los valores caracteristicos de una matriz Ade nx n y suponga que

|4]>|A| parai=2,..,n

Entonces se dice que 4, es el valor caracteristico dominante de A. Si v,es un

vector caracteristico de A correspondiente a 4, , entonces Vv, se denomina vector
caracteristico dominante.

Sea Auna matriz diagonalizable de nxn, tal que A, es el valor caracteristico domi-

nante y sean Uy, U,,..., U N vectores caracteristicos linealmente independientes de

A,correspondientes a 4,,4,,...4,. Si X,es un vector de R",entonces

X, =CU, +CU, +...+CU con G eR.
Se puede, sin pérdida de generalidad, hacer ¢, # 0.

Definimos una secuencia de iteraciones, tales que:

Xpyy = AX, .
Entonces:

X, = AX,

X, = AX, = A’X

0
k
X, = AX,, = A'X,
k
X, =A'(qu, +c,u, +..+cU,)

k k k
=AU, +c,A'u, +...+Cc AU,

k k k
=cA4'U +C4, U, +...+C A, U,

=4k qu1+c2(%] u2+...+cn(%] u, |
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Mddulo 22: Aproximacion de valores y vectores caracteristicos

k

A

Como |/I1 | > |/II | parai=2,..n, se acerca a cero a medida que k aumenta; por lo

tanto, X, = A'x, ~ A qu,.

X, es entonces un multiplo escalar de U, y sera un vector caracteristico correspon-

diente a 4, .
3 A'ca
k
Si u, = az , entonces A qu, = A (::‘az
a, Afca,

Escogemos dentro de las componentes de X,, &; # 0 y formamos el cociente:

1-6c1 k+1
w1 _ j-ésima componente de A“'x, A ga;

j _/11‘

j-ésima componente de A'x, 4,

De este modo calculamos 4, ; es decir, calculamos el cociente de la j -ésima compo-
nente de X,,, y X, y dejamos que Kcrezca. Una vez determinado 4,, setiene X,

como el vector caracteristico correspondiente a 4, .
Ejemplo3

Use el método de la potencia para encontrar el valor caracteristico y el vector
caracteristico dominante de:

s 3]

Solucién

1
Sea X, =[0}.

Calculemos:
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1 31|10 34 34
Xy =AX, = = D ==—=34
SR P
=345
8

Si continuamos de esta manera, obtenemos la tabla 22.1, donde los resultados estan
redondeados a cuatro cifras decimales.

Tabla 22.1

Iteracion X, (comovector renglon) o) ol
0 (1, 0] . _
1 (1, 3] 1 -
2 [10, 8] 10 2.6667
3 [34, 36] 34 4.5
4 [142, 140] 4.17 3.8889
5 [562, 564] 3.9578 4.0286
6 [2.254, 2.252] 4.0107 3.993
7 [9.010, 9.012] 3.9973 4.0018
8 [36.046, 36.044] 4.0007 3.9996

Los valores de a® y ! convergen a 4, que es el valor caracteristico de A que
puede obtenerse por desarrollo del polinomio caracteristico. Ahora el vector

{36 .046
Vl

36.04 4} es aproximadamente igual a un vector caracteristico correspondiente

a 1 =4. Para simplificar este vector, lo dividimos por la componente de mayor

1 1
magnitud y obtenemos Y1 = {O 9999} , el cual es muy aproximado a L} que es el

vector caracteristico correspondientea 4 =4.

En este caso el método ha funcionado bien, pero vale la pena decir algo acerca de
los casos en los cuales el método falla. Puede suceder que:

L. Se aplica el método a una matriz no diagonalizable.

2. Ano tiene un valor caracteristico dominante o el valor caracteristico domi-

nante A, es apenas un poco mayor que A, en términos absolutos, esto es,

|ﬂ1 / /12| es apenas menor que 1y las potencias de |/?1 / /12| no tienden a cero

rapidamente.
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3. A veces, cuando los elementos de A han tenido que calcularse, hay errores de

redondeo que cuando se calcula A" se convierten en errores considerables.

22.2.2 El método de la potencia con normalizacion

En el ejemplo anterior podemos observar que el tamano de las componentes del
vector X, crece rapidamente; esto lo podemos evitar normalizando o graduando

el vector, o sea, dividiéndolo por la componente de mayor magnitud cada vez que se
hace una iteracion. Esta modificacion sobre el método anterior se llama método de
potencias con normalizacion.

Al aplicar este procedimiento se obtiene un vector caracteristico U cuya mayor
componente es 1 y entonces es posible obtener el valor caracteristico dominante

resolviendo la ecuacion Au = AU para A.
Ejemplo4

Determinemos el vector y el valor caracteristico dominante para la matriz del ejem-
plo anterior, aplicando el método de la potencia con normalizacion.

Solucién

0

=1
oy P -2
2 2|1 |4 100 %] |#] |04

La tabla 22.2 muestra mas iteraciones.

1
Si X, ={ } , entonces:

El vector caracteristico se puede tomar como X, =[1, 0.9998], el cual es una buena

aproximacion del vector [1 1], y el valor caracteristico 4, se obtiene de:

0.9991| |3.9991 0.9991
Au=A = =1
1 3.9982 I
de donde o =4.0027 y a) =3.9982 son las aproximaciones para 4, =4.

Al resolver problemas mediante métodos iterativos, siempre nos hacemos la pre-
gunta: ;cuando hay que parar? Una buena forma de resolver esta duda es parar
cuando el error relativo es suficientemente pequefo.
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Tabla 22.2
Iteracion X, X, (normalizado)

0 (1, 0] (1, 0]

1 (L, 3] [0.3333, 1]
2 [3.3333,1.3333] (1, 0.4]

3 [2.2,2.8] [0.7857,1]
4 [3.7857, 3.5714] [1, 0.9434]
5 [3.8302, 3.8868] [0.9854, 1]
6 [3.9854, 3.9709] [1,0.9964]
7 [3.9892, 3.9928] [0.9991, 1]
8 [3.9991, 3.9982] [1,0.9998]

Sixes lasolucion exactay x' la aproximacion, el error relativo, E, , esta dado por:

X'— X
X

E =

T

Ahora bien, no conocemos la solucion exacta, pero si el método converge a ella, el
valor calculado en la n-ésima iteracion esta mas cerca al valor exacto que el calcula-

do en la iteracion n—1. Podemos hacer una estimacion del error relativo, asi:

XM _ x(™-D

E =

XM

En el ejemplo dado, el valor de 4 calculado al hacer la séptima iteracion era 3.9892 y
al hacer la octava, seria:

3.9991

=4.0027,
0.9991

4.0027-3.9892

=0.0033.
4.0027

.

Estoes, E, =0.33%.
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Ejercicios del capitulo 5 (médulo 22)

En los ejercicios 1 a 3 dibuje las circunferencias de Gershgorin para la matriz dada Ay encuentre una cota para |/I| si ] es

un valor caracteristico de A.

2 4 K0 2 3 -1 0
> 1 f ﬁ 1 1 5 0 -2
1 A=) 4 2 2. A= o 3 A = .
f 0 s 0 % 40 3 -1 6 1
oA 3 1 2 0 4
(2 B K u
sno4 yl . .
4. Sea A=|"~ oy o3 o1 Demuestre que los valores propios de A son niimeros reales positivos.
3 2
s 1 1 5
(-3 % % 1
¥ =5 1 ) ) )
5. Sea A = v 4 . Demuestre que los valores propios de A son nimeros reales negativos.
A _
|12 1 -6
6. Se dice que la matriz A de nx ntiene diagonal estrictamente dominante si |aﬂ| >y parai=1,2,...,n,donde

n

7/i:Z

i1

j#i

8 | . Demuestre quesi A, , esuna matriz con diagonal estrictamente dominante, entonces A es invertible.

En los problemas 7 a 9 calcule el valor caracteristico dominante y el vector caracteristico correspondiente mediante el
método de potencias con normalizacion.

-1 4 2 4

7 [_2_2} 8 3 2 - 9 zoz
-5 1 B

1 -1 423

1 7
10.  Use el método de la potencia para estimar el valor caracteristico dominante de A = [ } .

6 3
a. Redondee a cinco cifras significativas y continte las iteraciones hasta que el error relativo estimado
Er® <0.001.
b. Calcule el valor caracteristico dominante en forma exacta. ;Cual es el valor exacto de Er?

5
11.  Demuestre que las iteraciones del método de potencias no convergen para la matriz A = [ 3} . Explique por qué.
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Apéndice

Una aplicacion interesante de los espacios vectoriales

1. Teoria de la codificacion

En lasociedad moderna, lacomunicacion digital, mediante las computadoras o via
satélite, hapenetrado |os més variados ambitos de la actividad humana. Lacomuni-
cacion digital serefiereatransmisién delainformacion por medio de cerosy unos.
Estas cadenas se [laman mensgjes binarios y estos mensgjes estan codificados de
modo que se puedarecibir lainformacion tal como fue enviada. Estos mensajesque
se reciben de un satélite estan sujetos a errores que pueden ser producidos por la
estéticao cualquier otro tipo de interferencia; por consiguiente, es importante po-
der codificar un mensaje de maneraque, después de haberse sometido ainterferen-
cia, pueda decodificarse correctamente.

Se han desarrollado muchasformas de codificar los mensgjes. Unadeellas consiste
en aumentar un digito extra, 0 6 1, dependiendo de que el nimero de unos del
mensaj e seapar o impar; estatécnicasellamacontrol de paridad. Con este procedi-
miento se puede detectar cuando hay un error en € mensgje, pero no se puede
saber donde; tampoco puede saberse si han ocurrido uno, tres o cinco errores;
ademés, cuando el nimero de errores es par, estos no se detectan.

Loscodigosde correccion de erroresgeneralizan €l control de paridad de modo que
se puedan ubicar los erroresy asi poder corregirlos. Richard Hamming introdujo
estas teorias a principios de 1950 cuando trabajaba en |aboratorios Bell.

Describiremos un cédigo de Hamming que corrige errores Unicos en mensajesfor-
mados por cuatro cerosy unos. Pero antes de desarrollar este gjemplo, introducire-
mos algunos conceptos.

Unapalabra esunan-tuplade cerosy unos, alaque también selellamacadena de
longitud n.

Definimos un espacio vectorial denotado por Z;, compuesto por todas las pala-
brasdelongitud n. Lasumay lamultiplicacion por un escalar se definen enlamisma
formaquesehaceen R", solo queacalosescalaressedefinenen Z, ={0, 1}, que
son |os enteros madulo 2.

Las operaciones de sumay multiplicacion en Z, estan dadas por las siguientes
tablas:

+10 1 x[0 1
0|0 1 0(0 O
111 0 110 1

Aplicando conceptos elementales de los espacios
vectoriales, Richard Hamming cred un ingenioso
método para codificar y decodificar mensajes
detectando la ocurrencia de un posible error en su
transmision.
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Antes de unirse de tiempo completo a la compaiiia en
1989, Moler se dedicd a ensefiar matematicas y ciencias
de la computacion en universidades de Michigan,
Stanford y Nuevo México durante casi veinte afios y
permanecid cinco afios en dos compaiias de hardware
(Ia organizacion Intel Hypercube y Ardent Computer).

Ademds de ser el autor de la primera version de
MATLAB, Moler es uno de los autores de las bibliotecas
cientificas de los programas LINPACK y EISPACK y es
coautor de tres libros de texto de métodos numéricos.

Su dltimo libro, £/ cémputo numérico con MATLAB, es

un texto de introduccion a métodos numéricos,
MATLAB y técnicas de computacion.

3

Con estas dos operaciones, y tomando los escalaresen Z,, € conjunto Z; satis-
face todos los axiomas de un espacio vectorial. En conclusion, Z ;' es un espacio

vectorial sobre Z,.

Labase canénicade
R": =(100..0), e,=(010..0),.., & =(00,.,0,1)

también esunabasepara Z; ; por lotanto, Z; tienedimensionn.

Todos los conceptos, como subespacios, base, dependencia lineal, conjunto gene-
rado v, espacio renglon, espacio columna, nicleo, rango y nulidad se aplican a

espacios vectoriales sobre Z,y a matrices cuyos elementos son de Z, .
Unabasede Z; tiene n vectores, B={v,,v,..v,}.

Unvector v de Z] esunacombinacionlinea ¢v, +¢,v, +...+C,v, con G =001, de

modo que se pueden producir 2" combinaciones distintas, esto es, €l espacio
vectoria Z ] tiene 2" elementos.

¢Cdémo codificar un mensagje de modo que si ocurre un solo error en latransmision,
éste pueda ser detectado y corregido en la recepcion final ? Veamos una forma de
hacerlo:

Se toman todas las palabras de longitud 4 y se afiaden tres controles de
paridad. De esta forma se producen palabras de longitud 7, es decir, nos

situamosen Z;.

Definimos sobre Z; un c6digo de correccién de un solo error de Hamming,

denotado ¢, ,, asi:

SeaH lamatriz sobre Z, dadapor:

0001111
H=0 1100 11
1010101

Lascolumnas de H son larepresentacion binariade los nimeros del 1 al
8, los cuales son los vectores de Z? distintos de cero.

Lascolumnas1, 2y 4 de H son linea menteindependientes, luego p(H) =3,
ycomo p(H) + v(h) = 7, v(h) = 4.
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El espacio nulo de H sellamacodigo (7,4) de Hamming. Unabase B parael espacio nulo deH es:
{u]_:(]'l 01 01 01 Olll)l uzz(ollol Oll 011)1 u3:(01 Oll Oll]'lo)l u4:(0| 01 Olll]'ll)}‘
nu H es un subespacio dedimensiéon 4de zZ] quetiene2* = 16 vectores.

ComoH(e) = h (columnai deH, i=1,2,...,7), entonceslosvectoresdelabaseesténdar Z; no pertenecena niicleo de H.
Sea v € nu H; entonces (v+e) ¢ nuH parai=1..,7. Si Hv=h  entonces (v+g)enuH, ademas

(v+e)enuH, parai# j. Esdecir, si secambiaagunacoordenadaaun vector de nuH, el vector resultante no

pertenecea NUH. Ahora, s Hv esla j-ésimacolumnadeH, d cambiar la j-ésmacomponentedev, €l vector resultante
estaraen nuH.

2. Codificacion y decodificacion

Veamos como codificar un mensajey decodificar su recepcion distorsionada. Supongaque lapalabra por codificar corres-
ponde alacadena binaria 0101 y que hubo unaalteracion de un digito.

Paracodificar 0101 seexpresalacombinacién lineal v enlabasedel codigo deHamming (7, 4), asi:
v=0u, +1u, +0u, +1u, =u, +u,

=(0,1,0,0,10,1)+(0,0,0,1,1,1, 1)
=(0,10,1 0,1, 0).

Lapalabracodificadav estaen nuH.

Supongaque el mensgjerecibidoes1101010. Sea v' = (1,1, 0, 1, 0, 1, 0). Paradecodificar, calculamos Hv':

OFR OFR OFR B
Il
P o o

Como Hv' eslaprimeracolumnadeH, entonces (V' +¢) € nuH yningln v'+€, i #1, etdennuH; porlotanto, (v'+¢) =V
es el mensgje corregido que coincide con el originalmente codificado, y asi se recuperael mensaje correcto 0101.

Ejemplo

Suponga que v =0111011es un mensaje codificado con C,,. Si alo sumo hay un error en la transmision, ¢cud fue el
mensajeoriginal ?
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Solucién

CdculemosHyv:

I

<

Il
~ O O
O - O
= = O
O O
= O
O K B
L

P P O PFrR PP P O

Il

o o k-

Hv eslacuartacolumnade H, entonces v + g, serdel mensgjecorregidoy v+¢€, seobtiene cambiando lacuartacomponente
dev. El vector corregido esentonces 0110011y el mensaje correcto es 0110.

Ejercicios
1 Hagaunalistadelos 16 vectoresde C, .
2 Seav=(1,1,0,0,1,1, 1) unmensgecodificadoenC, ,, donde alo sumo se hacometido un error. Determinesi v

estaen C, ,. Si lo estd, decodifiquelo; si no, corrijalo y decodifique el mensaje correcto.

1 0 1
3 Sean u = |1, v=|1|, w = |1|. Efectlelasoperacionesindicadas Z;.
0 0 1
a u+v.
b u-w
C. u+v —w.
1 01
d. Sea A=[u,v,w] =|1 1 1|. CaculeA?yA®sobre Z,.
0 01
e ¢Es {u,v} LI sobre Z,?¢Y comoson {u,w} y {u,v,w}?
f. Determine una base y |os vectores del espacio nulo de A sobre Z,. (A =[u,v,w]).
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Respuestas

Respuestas de los ejercicios impares

Capitulo 1

Maodulol

7. S.

9 S.

1. No,nosecumplee axiomai.
13 No,nosecumpleel axiomavi.
15 No,nosecumpleel axiomavii.
Maodulo2

1 S.

3 S.

5. No.

7 S.

0. No.

un s

0 b c
132 WnW, =5AeM,;: A= conb=c;.
d e 0
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Maodulo3

1 a si, -3, 0. b. No. c. Si, 0, 0.

3 a. No. b. Si, 3, -2 c. Si, 2, -5.

1 2.
5. gem :{(X' y)}GR P X= y}. Bisectriz del 1.2y 3.% cuadrantes.

X
7. El planoxzen R® ={| y |eR® y =0;.
z
9 [P, : conjunto de polinomios de grado menor o igual que 1.
S.
13 S
Mddulo4
5 LI
7. LI

9 LD, P,=—2p, +3p,.

11 LI.
13
19, X =|-6
1
25 a=1

27, {(124),(-10,2),(100]j.

Modulo5
5 S.
7 S.
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un s
100 010 |0O00O
13 0 0 0, |1 0 0[,|0 1 O},etc.;,6
000 0 0 0O |0O0O0O
0) (1
15 1,0
-1) \2

17. {—1+ X, 1+ x2} )

19. {1 0,1,0), (0,1, -10), 1,0,0,0), (0,0,0,1}.

21.  El conjunto detodoslosvectoresdelaforma (a, a—b, 2a+b, —a+3b), conaybeR.

3) (-2
5 1,10
0 1
Maodulo6
1) (3) (1
1 {@€530,,(00173),(0,0002}; :/0[,|1||3}; p=3
0) (0] (1
3 Todos los renglones, todas las columnas, p = 4.
-2 1 -3
5 1(H{120, (001,42 |5 p=2v=L
0 -3 0
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1 0 0
Ol |%| | %
7. 0o,|11],]0 ,{(0,2,—3,], 2), (0,0,0,4,3)};
0 0 3,
0 0 1
-1 -1
9 ! (1L,0,0,2, (0,1,0, -2, (0,0,2 3); 0
| a0 @10 @029} i
1 3
1) (O
0| |1
1 1|0
0) (1
No.
S.
21 an m>n. b. m, m<n. Cc. m=n.
Modulo7
3 % 2
1 1| 3 9. 5, 2, 7.
,% _1
u 0
) 3/
13. “1+ 9% + 7X°.
3 2
15 a (v)BZ:Z, (W)Bzz 31
-7 -3

328
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2
-2
4

1

1
3
6

0
2
5 p=3 v=1
0
2
1
Ao
3

%
7

i

0
V2

i

7
%

|



21 0

b. 1% %|
0 % %
8 7
C. g =2, W)y =|-1|.
-2 0
d. Lomismoqueenc.
B oK K
e % o1
HoH K
f. Lomismo queena.
3 3
17. 20,11}, (1.
0) (0) \3

1 - cos @ — [-send
: " lsng) b= cosd )

21.  Linealmentedependiente(LD).

23, Linealmentedependiente (LD).

Capitulo 2
Mddulo8
1 a {001, (-4 3,0, (% %0} b. {04, -4). (&, -%
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o {(£.02),(010, (-2,0)

L[ 7188 [ 3 ~186 3
1 a‘@ [ b-7—2- C. v:i 75 +1—3—2.
118 5 7 A

Modulo9

5. y ~ 2.61+2.08x + 0.31x°.
7 i . i. 2.5.
[%

9. y = 3.4627 — 3.1314x + 0.5718x°.

Maédulo 10

o O
o o
o o
o O
o o
o
o o
o O
o O
o o
= O
o O
o O
o O
o o
o O

o
o
o
o
o
o
o
o .-
o
o
o
o
o
o
o
-

r
o oo [o o} [2 o} [5 3t

=%

ol
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Capitulo 3

Modulo11
1 S.
3 S.
5 S.
7. No.
9 S.
1 No.
IS
15 No.
7. S
19, No.

2L T(xy)=(-xY).

% (TL+T,)X) =(A+B)X, (T,0T,)(x)= ABXx.
27. (T,oT,)(XYy) = (x+4y, 3x-y).

(T,oT)(XY,2) = (2x—y+3z, -3x—-y-72z, —y-12).

Moédulo12

1 nuT = {0}, imagen T = R?; Py =2 v =0.
3 nuT = {0}, imagen T = R?; Py =3 Y% =0.
5. nuT = {0}, imagen T = gen{x,xz,XS}; Py=3 Y% =0.

7. nuT = {feC[0,1]: f(1) =0}, imagen T = R; Py =1 e nideoesunespaciodedimensioninfinita, luego v, = co.

9 nuT = imagen T = {(X,y) : X=Y}.
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1.  ElndcleodeT esel espacio solucion del sistema homogéneo de ecuacioneslineales Ax = 0.

2 -11
13. T(x) = AX) conA=|2 -1 1].
2 -11
Maodulo13
a 1 -2 b 1 -2 c (3 -2 d 3 -2
L 1 2] 2 0o/ -1 2 12 ol e (4, 0).
(1 1 0 (-1 - 0] 3
3 a b % c
0 1 -1 1 % 0] -1
[0 O [0 1
0 O 0 -1
5. a b.
1 0 0 1
0 1 11
10 (4]
7 a|b b.|2].
5 2

0
1.  Enl nuT :{(O]}; imagen T = R

-1
En3. nuT =gens| 1 |}; imagen T = R
1

En5. nuT ={0}; imagen T = gen{x’, x*}.
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2 1 3
En7. nuT =gen<| -1|;; imagenT =genq| 1|, | 2
1 0 1
X X Expansion: ¢ > 1.
]5 a T = y c> 0 pm .,
y cy Contraccion: 0<c<1.
. ., |10
b. Matriz de latransformacion: 0cl
(0,4) (5.4) !
(0,2) (5.2) 1 !
C. L (0,1) ‘—1(5,1]
(0,0) (5,0) (0,0) (5,0) (0,0) (5,0)

Rectangulo inicial

o o)

01
b. Matriz delatransformacion: [1 }

Expansion a lo largo del eje y con ¢=2

(0,5)

(0,2) (5,2)

5
»

(0,0) (5,0) (0,0) (2,0)

Rectangulo inicial
Reflexion con respecto a la recta y=x

v

Contraccion a lo largo del eje y con ¢=1/2
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Moédulo 14

1 Soluciénposible: T:R*—>R®, T(X,y) = (X-VY, 2X+VY, V).
T:R*SR?, T(XY,2) = (X+y-2 y+2).
T:R?5R?, T(Xy) = (2X+Y, X-VY).

a, 0 - 0 a,
0 .. 0
a3 TipoRr,T[. U™
0 ©ay, a,
5. a Si. b. No. c. No. d. Si.

7. No.

11 Til(A) =B?A
Médulo15
3 [i, ij.
2 2
X X
5. T:R*>R? td que T(y]z a[y], a#l

Capitulo 4

Maodulo 16

1 a. No. b. Si, L=4. c.Si,A=0.

A=1 v—0
3 = =11/
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A =lconv,={0|, A,=-1lconv,=|-2]|, A,=2cC0ONV,

d Si,r=4.

e S, =0.

f.

No.



B O O

1 1 0
1 -1 0
7. A =1conv, = ol A,=-lconv, = ol Ay =3conv, = nt A,=2cCONV, =
0 0 2
1 0 0 0
0 1 0 0
9 X:amult.alg4,v1:O,vzzo,vaz1,v4:0.
0 0 0 1
1 0
0 0
. A=amultdg4 v, = 0 VV, = ol
0 1
13 PA) = —-A)(A—X,)...(A—X,), valores caracteristicos. Ay, Ay,..., A, -
15, No. Paraque A, +A, seaun valor caracteristico de A+ B, es necesario que el vector caracteristico de A correspon-
diente a A, seael mismo que el de B correspondientea X, |o que, en general, no se cumple.
Maodulo17
i 0 O -i i 0 %0
1 D={0 -i O}, P=1 1 0], P'=| % % O
0 0 2 0 01 0 0 1
3000 101 0 -1 1 0 O
0300 2010 0 O
3 D= , P= , pt Vo % .
0020 010 1 2 -1 0 0
0001 010 -1 0 0 % %
i O 11 11
5 D: P P: s [:]7:1':1 .
0 -i 1 -1 21 1

o 7)

A

VY

1 01 2
0%)(0 1)'

{0 )
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9. D,D, no es necesariamente unadiagonalizaciondeAB, AB = P'D,PQ'D,Q. Edosedariaend casoenqueP=Q y

asi AB=P*D,PPD,P; entonces, AB=PD,D,P.

11 00
Si Ay B son matrices diagonalizables, A+ B no necesariamente esdiagonalizable; por iemplo: (_1 Oj y (1 1]

11
son diagonalizables, pero su suma [O 1] no es diagonalizable.

Mdodulo18

L a P, =20(2")+30 cualquierasea ne N .
El nimero de peces después de cinco afios es P, = 20(2°) +30 = 640+ 30 = 670.
C. n=~7.11afos.

k
2 &  Deiro: (ﬂo_—yj(ij +(M)_
3 10 3

k
Fuera (yo_zzoj(l) +2(yo+zoj.
3 10 3

b. Si. Matrizdetransicion: i 1 .
102 9

oo

k
. Probabilidad devivir dentro: M(lj 1
Ay, +2)10) 73

k
Probabilidad devivir fuera: M(l) L2
Ay, +2)\10) "3

d. Dentro:%(yoJrzo); fuera.%(yo+zo).

0

5 a A largo plazo ladistribucion de alumnos es 0 |, e cua esunvector propio correspondiente a A =1. El
X+ Yo

0

vector de probabilidad correpondiente sera | O |.
1

7 2 0
b. Sl'.Matrizdetransicic')n:i 2 6 0].
3 4 12
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7 a azl.ow\fs{[aﬁy—[‘r’_ﬁ’]n]; neN.

10 10
b. No.
5+v5) (5-5)
+ —
C. P, =1.000v5 - .
° [[ 10 J [ 10 ”
9. El brazo trabaja exitosamente 97.97% de las veces, muy cerca al 98% exigido por el cliente, asi que esmuy
probable que se acepte.
Médulo 19
1 No.
3 S.
5 No.
7. S.
9 No
1 P—{l O}
-1 %
-1 1 -1 1 0
13 P= 0f,J=|{0 -1 1
1 2 0 0 -1
A, 0 0 O A, 1.0 0 n 10 0 A 100
0 A, 0 O 0 » 0 O 0 » 1 O 0 x» 0 O
15 0 0 & O 0 0 a, OFf 0 0 & OF 0 0 x 1}
10 0 0 A&, 0 0 0 A, 0 0 0 &, 0 0 0 &,
v, 1 0 O
0 » 1 O
0 0 & 1
10 0 0 A

Los A; no necesariamente son distintos; ademas, |os bloques de Jordan pueden permutarse sobre ladiagonal.
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00O0O
-3 000
0 4 1 0},
0 0040
0 00O 4
1000
-3 000
0 0 4 1 0],
0 0041
0O 00 O0 4

-3
0
0

-3
0

1000
-3 000
0 4 0 0},
0 0040
0 00O 4
1000
-3 000
0 0 4 1 0},
0 0040
0O 00O 4

-3
0
0

-3
0

-3 00O0O0
0 3000
0 4 0 0},
-3 000
0 0 4 1 0
0 0041
0O 00O 4

0
0 0040

0O 00O 4
-3 00O0O

0

o
— N~ O
~ O O

o O N~
— N~ O
~N O O

o O N~
o ~ O

_700_

%
% .
Jr Ve

b
b4

Ve
Ve
0

0
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Capitulo5
Médulo20

Maédulo 21



-4 3 7l x
3, [xyz]| 3 -3 0]|y]|
% 0 0|z
(6 %[ x
. w2 A

ol
7 Mo afly]™

(-1 17][x
o x| _J{y}(’i

(6 % ][x
=-7,
[x ] 5 _JM

11

12 12
13 Hipérbola *—-Y__1.

perbola ===

"2 "2
15 Hipabola ‘oY

8 8
17.

-1 -1 1§z

Moédulo22
1

|\[<7
14<Rer<7

12 12
X Y __1 hipébola 6~19.3%.

( 18 j ( 18 j
JVa1+3) \Ja1-3
y'?=0; rectaque pasapor el origen; 6 =m/4 = 45°.

y12 Xl2
=————=1, hipérbola; 6~11.31°.
Vi i

1 -1 -1jx
(xy2)|-1 1 -1||y|, —xX?+2y?+22"°

|A<7
1Y < Rer <7
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(x—2 ' +v =16

<11
-2<Reki<1l

5 Como A es unamatriz simétrica, sus val ores caracteristicos son nimerosreales. Al trazar las circunferenciasde
Gershgorin éstas quedan completamente contenidas alaizquierdadel gjey, con lo cual se establece quelosvalores
caracteristicos son negativos.

ol

1
8, |05/
1

n o N . 1) (2) (-1) (-2) (1) (2
11.  Comenzando con X, = y sin normalizacion, seobtiene | |, , , Ao, ,-..; por lo tanto, €l
1 11 (-1){-1) 1) (1

método no converge. Larazon de esto es que A no posee un valor caracteristico dominante.
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