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El Carmen de Viboral, Colombia

2020



I

Agradecimientos

Primero debo agradecer a mi madre y abuela, por ser la luz que ha guiado el camino

de mi vida.

Quiero agradecer a todos los docentes que han contribuido a mi desarrollo profesio-

nal y me han mostrado el apasionante mundo de las matemática.
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Resumen

Las álgebras de evolución son un nuevo tipo de álgebras no asociativas que surgen

como respuesta matemática al origen de la genética no mendeliana. Ellas fueron

introducidas en el 2006 por J.P. Tian y P. Vojtechovsky y estudiadas más amplia-

mente por J.P. Tian en 2008. Estas álgebras presentan muchas conexiones con otros

campos de las matemáticas entre ellos la teoŕıa de grafos.

El objetivo de este trabajo es presentar la relación entre estas álgebras, los caminos

aleatorios y los grafos. Más precisamente estudiar la relación entre el álgebra de

evolución inducida por el camino aleatorio sobre el grafo y el álgebra de evolución

inducida por el mismo grafo.
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Introduccion

Las álgebras de evolución son un nuevo tipo de álgebras no asociativas que surgen

como respuesta matemática al origen de la genética no mendeliana, por lo tanto

para entender la historia de estas, debemos primero hablar un poco de la relación

entre la genética mendeliana y las matemáticas.

El estudio matemático de la herencia genética inicia en la segunda mitad del siglo

XIX con las investigaciones de Gregor Mendel y la formulación de sus leyes de

la herencia. Mas tarde en las décadas de 1930 y 1940 se introdujeron las álgebras

genéticas de una forma mas general. Serebrowsky[1] dió una formulación matemáti-

ca a las leyes de Mendel, incluyendo una interpretación algebraica al signo “x”que

indica la reprodución sexual y finalmente, el estudio sistemático de la genética desde

el álgebra se le puede atribuir a Etherington, el cual en una serie de art́ıculos [2] da

una formulación precisa de las leyes de Mendel en términos de álgebras no asociati-

vas, esto ayudó a que muchos otros matemáticos hicieran aportes en esta rama.

Sin embargo, a comienzos del siglo XX, en estudios biológicos se descubrieron varias

situaciones hereditarias que no se comportan de acuerdo con las leyes de Mendel, lo

cual da nacimiento a la genética no mendeliana, la cual en la actualidad es de gran

importancia en genética molecular. Con la genética no mendeliana surge una nueva

pregunta ¿Pueden las matemáticas describir la genética no mendeliana?

En el 2006 J.P. Tian y P. Vojtechovsky escriben una monograf́ıa [3] donde se res-

ponde afirmativamente a esta pregunta, presentando las álgebras de evolución. Pos-

teriormente en 2008 J.P. Tian [4] presenta esta información de manera un poco mas

amplia , mostrando que estas álgebras presentan muchas conexiones con otros cam-

pos de las matemáticas incluyendo teoŕıa de grafos, teoŕıa de grupos, cadenas de

Markov, sistemas dinámicos, teoŕıa de nudos, 3-variedades y el estudio de la función

Zeta de Riemann.

A pesar de que las álgebras de evolución han sido introducidas recientemente, ya se

han estudiado muchos aspectos de las mismas como lo son: Su relación con espa-

cios funcionales determinados por medidas de Gibbs [5], con procesos dinámicos [6];

también se han estudiado las derivaciones de algunas álgebras de evolución [7] y se
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han usado para describir la herencia genética en poblaciones bisexuales [8].

Uno de los campos que se conecta con las álgebras de evolución, es el de la teoŕıa de

grafos. En particular un grafo tiene dos álgebras de evolución asociadas, la primera

está asociada directamente al grafo y la segunda a el camino aleatorio regular sobre

el grafo. El propósito de esta monograf́ıa es estudiar la relación entre estas álgebras

de evolución, en algunas familias particulares de grafos.

A lo largo de esta monograf́ıa se puede encontrar un primer caṕıtulo que abarca

nociones como álgebras no asociativas, subálgebras e ideales de álgebras no asocia-

tivas, álgebra cociente y homomorfismo entre álgebras; estas son nociones básicas

en el estudio de álgebras no asociativas.

El caṕıtulo dos abarca las nociones fundamentales de las álgebras de evolución;

mientras en el caṕıtulo tres se desarrollan algunos conceptos de teoŕıa de grafos.

En el último caṕıtulo se presentan algunas familias particulares de grafos, las dos

álgebras de evolución asociadas a ellos y la relación entre ellas en términos de iso-

morfismos entre álgebras.



CAPÍTULO 1

Nociones Básicas de Álgebras no

Asociativas

El propósito de este caṕıtulo es abordar los conceptos básicos de las álgebras no

asociativas; para esto vamos a seguir [9, 10].

SECCION 1.1

Álgebras

Definición 1.1 Un álgebra es un espacio vectorial A sobre un cuerpo F provisto de

una aplicación bilineal A×A −→ A dada por (a, b) 7→ a� b, esto es, una aplicación

que cumple las siguientes propiedades:

Si a, b, c ∈ A, entonces (a+ b)� c = a� c+ b� c

Si a, b, c ∈ A, entonces a� (b+ c) c = a� b+ a� c

Si α ∈ F y a, b ∈ A, entonces α (a� b) = (αa)� b = a� (αb)

esta aplicación se llama multiplicación o producto en A.

Entre los conceptos mas básicos de un álgebra se encuentran los siguientes:

B es una base del álgebra A, si B es base de A como espacio vectorial.

La dimensión de un álgebra A es su dimensión como espacio vectorial.

Un álgebra A tiene dimensión finita, si como espacio vectorial, A tiene

dimensión finita.
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Un álgebra A tiene unidad a derecha (análogamente a izquierda) si existe un

elemento en el álgebra 1d (1i), tal que para todo x ∈ A se cumple que x�1d = x

(1i � x = x).

Las constantes de estructura de un álgebra A, de dimensión finita n con

base B = {v1, v2, . . . , vn}, son las n3 constantes λijk que aparecen en los pro-

ductos

vi � vj =
n∑
k=1

λijkvk (1.1)

y a las n2 ecuaciones en (1.1) se les llama tabla de multiplicación y se

pueden organizar de la siguiente manera

v1 . . . vj . . . vn

v1

n∑
k=1

λ11kvk . . .
n∑
k=1

λ1jkvk . . .
n∑
k=1

λ1nkvk

...
...

...
...

...
...

vi

n∑
k=1

λi1kvk . . .
n∑
k=1

λijkvk . . .
n∑
k=1

λinkvk

...
...

...
...

...
...

vn

n∑
k=1

λn1kvk . . .
n∑
k=1

λnjkvk . . .
n∑
k=1

λnnkvk

Por otro lado, si tenemos un espacio vectorial A y un conjunto de constantes

de estructura, entonces podemos definir el producto de la siguiente manera:

Dados x =
∑n

i=1 αivi, y =
∑n

j=1 βivi

x� y =
n∑
i=1

n∑
j=1

αiβj (vi � vj)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

αiβjλijkvk

Se puede verificar que con este producto obtenemos una estructura de álgebra.

Es muy importante observar que el producto en el álgebra A con base B está

totalmente determinado por las constantes de estructura.

Entre las caracteŕısticas mas importantes de un álgebra A se encuentran las siguien-

tes:

Si a� b = b� a para cada a, b ∈ A, entonces A es conmutativa.
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Si (a� b)� c = a� (b� c) para cada a, b, c ∈ A, entonces A es asociativa.

Es fácil saber si un álgebra es conmutativa al ver su tabla de multiplicación, por

otro lado esta tabla no nos dice nada sobre la asociatividad del producto, por lo

cual verificar esta propiedad puede volverse bastante complejo incluso teniendo que

recurrir a herramientas computacionales.

SECCION 1.2

Subálgebras e Ideales

Definición 1.2 Sea A un álgebra sobre un campo F. Si B, C ⊆ A, entonces

BC := {bc | b ∈ B, c ∈ C} .

Definición 1.3 Sea A un álgebra sobre un campo F. Decimos que B ⊆ A es un

F-subálgebra de A, si

B es un subespacio vectorial de A.

BB ⊆ B.

Fácilmente podemos verificar que la intersección de subálgebras de A es un subálge-

bra de A.

Otro concepto importante es el de subálgebra generada por un subconjunto.

Definición 1.4 Sea A un álgebra sobre un campo F y S ⊆ A no vaćıo. Definimos la

subálgebra de A generada por S, como la menor subálgebra de A que contiene

a S. Esta subálgebra es denotada por 〈S〉.

Observaciones:

Si 〈S〉 es la subálgebra de A generada por S, entonces

〈S〉 =
⋂
{H | S ⊆ H, H subálgebra deA} .

Es decir, la subálgebra generada por S es la intersección de todas las subálgebra

de A que contienen a S.

Cuando S es un conjunto finito, S = {v1, v2, . . . , vn}, escribimos 〈v1, v2, . . . , vn〉
para la subálgebra generada por v1, v2, . . . , vn en lugar de 〈{v1, v2, . . . , vn}〉.

Si B es un subálgebra de A tal que 〈S〉 = B, decimos que B es la subálgebra

de A generada por S.

Si B es la subálgebra de A generada por S, con S un conjunto finito, decimos

que B es finitamente generada.
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Definición 1.5 Sea A un álgebra sobre un campo F. Decimos que B ⊆ A es un

F-ideal a izquierda (derecha) de A, si:

B es un subespacio vectorial de A.

AB ⊆ B (BA ⊆ B).

Decimos que B es un F-ideal de A, si es un F-ideal a izquierda y a derecha.

En álgebras no asociativas también se puede hablar de potencias de un elemento.

Definición 1.6 Sea A un álgebra. Para x ∈ A se define:

1.

1x := x
n+1x := x (nx)

como las potencias principales de x a izquierda.

2.

x1 := x

xn+1 := (xn)x

como las potencias principales de x a derecha.

Definición 1.7 Dada un álgebra A, se definen las siguientes potencias para el álge-

bra A:

1.

A(0) = A
A(n+1) = A(n)A(n), para n > 0,

llamadas las potencias derivadas del álgebra A.

2.

A1 = A

An+1 =
n∑
i=1

An+1−iAi

= AnA+An−1A2 + · · ·+AAn, para n > 1,

llamadas las potencias del álgebra A.

Utilizando las dos potencias, definidas anteriormente, podemos definir los conceptos

de solubilidad y nilpotencia de la siguiente manera:
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Definición 1.8 Dada una F-álgebra A, decimos que:

1. A es soluble, si existe n ∈ N tal que

A(n) = {0A}

Si A es un F-álgebra soluble, entonces definimos el ı́ndice de solubilidad de

A como el menor natural s tal que

A(s) = {0A} .

2. A es nilpotente, si existe n ∈ N tal que

An = {0A}

Si A es un F-álgebra nilpotente, entonces definimos el ı́ndice de nilpotencia

de A como el menor natural s tal que

As = {0A} .

Es natural preguntarse si existe una relación entre álgebras solubles y nilpotentes,

esta relación se puede observar en los siguientes resultados:

Teorema 1.1 Sea A una álgebra y n ∈ N ∪ {0}. Entonces

A(n) ⊆ A2n .

La demostración de este teorema se puede encontrar en [10, p. 82]. En otras palabras

este teorema nos dice que, si A es un álgebra nilpotente con ı́ndice n, entonces A es

soluble con ı́ndice no mayor a 2n.

Corolario 1.1 Toda álgebra nilpotente es soluble.

Aunque toda álgebra nilpotente es soluble, no toda álgebra soluble es nilpotente,

veamos un ejemplo de esto.

Ejemplo 1.1 Sea A el álgebra generada por {e1, e2}, cuyos productos son dados

por:

e1e1 = e2e2 = 0 y e1e2 = −e2e1 = e1.

Veamos que A es soluble:

A(1) = AA
= {x� y | x, y ∈ A}
= {(α1e1 + β1e2)� (α2e1 + β2e2) | α1, α2, β1, β2 ∈ R}
= {α1α2 (e1 � e1) + α1β2 (e1 � e2) + β1α2 (e2 � e1) + β1β2 (e2 � e2)}
= {(α1β2 − β1α2) e1 | α1, α2, β1, β2 ∈ R}
= {λe1 | λ ∈ R} = 〈e1〉 .
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Luego

A(2) = A(1)A(1)

= 〈e1〉 〈e1〉
= {(αe1)� (βe1) | α, β ∈ R}
= {αβ (e1 � e1) | α, β ∈ R}
= {0} .

Por lo tanto A es soluble y su ı́ndice de solubilidad es 2.

Ahora veamos por inducción, que para todo n ∈ N con n > 1

An = 〈e1〉 .

Paso Base: Veamos que se cumple para n = 2:

A2 = AA+AA = 〈e1〉+ 〈e1〉 = 〈e1〉 .

Paso inductivo: Supongamos que para todo 1 < s < k,

As = 〈e1〉

y veamos que:

Ak = 〈e1〉 .

Ak =
k−1∑
i=1

Ak−iAi

= 〈e1〉A+ 〈e1〉 〈e1〉+ · · ·+ 〈e1〉 〈e1〉+A〈e1〉
= 〈e1〉+ {0}+ · · ·+ {0}+ 〈e1〉
= 〈e1〉 .

Por lo tanto A no es nilpotente.

SECCION 1.3

Álgebra Cociente

Definición 1.9 Sea A una F-álgebra y B una subálgebra de A. Definimos la si-

guiente relación de equivalencia entre los elementos de A. Dados a, b ∈ A diremos

que ellos están relacionados módulo B, si a−b ∈ B. Si a, b están relacionados módulo

B, lo denotaremos por a ∼ b.

Observaciones

La clase de equivalencia de un elemento a ∈ A está dada por

a = a+ B = {a+ b | b ∈ B} .
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El conjunto de clases de equivalencia se denota por A/B.

El conjunto A/B es un F-espacio vectorial con las operaciones

+1 : A/B ×A/B −→ A/B y

•1 : F×A/B −→ A

definidas para α ∈ F y x+ B, y + B ∈ A/B, por:

(x+ B) +1 (y + B) = (x+ y) + B y

α •1 (x+ B) = α • x+ B

donde +, • son la suma y el producto por escalar en el F-espacio vectorial A,

respectivamente. Este espacio vectorial se llama espacio cociente entre A y B.

Definición 1.10 Sea A una F-álgebra y B una subálgebra de A. Definimos el pro-

ducto entre clases de equivalencia de la siguiente manera:

a�1 b = (a+ B)�1 (b+ B) = a� b+ B = a� b,

donde a� b es el producto interno en A.

Observación: Si A es una F-álgebra y B una subálgebra de A, el producto interno

en A/B está bien definido, si y solo si, B es un ideal de A.

Cuando este producto está bien definido, es decir, cuando B es un ideal de A, A/B
obtiene una estructura de F-álgebra con las operaciones +1, •1,�1. Al álgebra A/B
la llamamos F-álgebra cociente entre A y B.

SECCION 1.4

Homomorfismos entre álgebras

Definición 1.11 Sean A, B, F-Álgebras. Una transformación F-lineal

φ : A −→ B

se denomina F-homomorfismo, si

φ (x�1 y) = φ (x)�2 φ (y) , ∀x, y ∈ A.

Donde �1 es el producto en A y �2 es el producto en B.

Una transformación lineal se dice que es algebraica cuando cumple que:

φ (x�1 y) = φ (x)�2 φ (y) , ∀x, y ∈ A.
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El núcleo o kernel de φ es el conjunto

Ker (φ) := {a ∈ A | φ (a) = 0B} .

La Imagen de φ es el conjunto

Im (φ) := φ (A) = {φ (a) | a ∈ A}

.

Cuando φ es una biyección decimos que es un F-isomorfismo, y que A es iso-

morfa a B, lo cual denotamos por

A ∼= B.

Conocemos las relaciones entre kernel e imagen de un F- homomorfismo y el espacio

vectorial del dominio, estas relaciones se pueden extender en términos de F-Álgebras.

Observaciones:

El kernel y la imagen de un F-homomorfismo no dependen del producto in-

terno del álgebra, en lugar de esto son iguales al kernel y la imagen de la

transformación F- lineal.

El kernel de un F- homomorfismo es un subespacio vectorial de A, mas aun es

un ideal de la F-Álgebra A.

La imagen de un F- homomorfismo es un subespacio vectorial de B, mas aun

es una subálgebra de la F-Álgebra B.

Si φ es un F- homomorfismo, entoncesKer (φ) = {0}, si y solo si, φ es inyectiva.

Si φ es un F- homomorfismo, entonces φ (A) = B, si y solo si, φ es sobreyectiva.

Todo ideal de un álgebra A es el kernel de un homomorfismo del álgebra A.

En las álgebras, al igual que en los espacios vectoriales, se cumple el teorema de

isomorfismo.

Teorema 1.2 Teorema de Isomorfismo

Sea φ un F-homomorfismo del álgebra A en B.Entonces la función

π : A/Ker (φ) −→ φ (A)

definida por

a+Ker (φ) 7→ φ (a)

es un F-isomorfismo, esto es

A/Ker (φ) ∼= φ (A) .



CAPÍTULO 2

Álgebras de Evolución

En este caṕıtulo vamos a estudiar los conceptos fundamentales de las álgebras de

evolución, las cuales fueron introducidas por J.P. Tian [3, 4] como una respuesta

matemática a la genética no mendeliana. Algebraicamente las álgebras de evolución

son un tipo particular de álgebras no asociativas que posee numerosas conexiones con

otras ramas de las matemáticas como lo son: Teoŕıa de grafos, procesos estocásticos,

teoŕıa de grupos, sistemas dinámicos y f́ısica matemática entre otros.

En este caṕıtulo vamos a tomar las definiciones de [11, Seccion 1.2].

SECCION 2.1

Álgebras de Evolución

Definición 2.1 Un álgebra de evolución en un campo F, es una F-álgebra A con

una base B = {ei | i ∈ Λ} tal que eiej = 0 cuando i 6= j. La base B se conoce como

base natural de A.

Si B es una base natural de A, decimos que los escalares wik ∈ F son las constantes

de estructura de A con respecto a B, si para todo i ∈ Λ

eiei =
∑
k∈Λ

wikek

Decimos que la matriz MB = (wik) es la matriz de estructura de A con respecto a

B, si wki ∈ F son las constantes de estructura de A con respecto a B.

Aunque un álgebra de evolución puede ser de dimensión infinita, a lo largo de este

trabajo solo vamos a considerar los casos en que su dimensión es finita.

9



2.1 Álgebras de Evolución 10

Observaciones:

Un álgebra A de dimensión n es una álgebra de evolución, si y solo si, tiene

una base B = {e1, . . . , en} cuya tabla de multiplicación es de la forma

e1 . . . ei . . . en

e1

n∑
k=1

w1kek . . . 0 . . . 0

...
...

...
...

...
...

ei 0 . . .
n∑
k=1

wikek . . . 0

...
...

...
...

...
...

en 0 . . . 0 . . .
n∑
k=1

wnkek

En este caso la matriz de estructura de A con respecto a B es la siguiente

MB =

w11 . . . w1n
...

. . .
...

wn1 . . . wnn


Toda álgebra de evolución está completamente determinada por su matriz de

estructura.

Ejemplo 2.1 Si A es un álgebra de evolución con base natural B = {e1, e2} y

productos no nulos dados por:

e1e1 = e2e2 = e1.

Entonces la matriz de estructura de A con respecto a B es:

MB =

(
1 0

1 0

)
.

Además podemos observar que esta álgebra no es asociativa pues

e2
2e

2
2 = e1e1 = e1,(

e2
2e2

)
e2 = (e1e2) e2 = 0.
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SECCION 2.2

Subálgebras de Evolución

Aunque es natural pensar que toda subálgebra, de un álgebra de evolución, es un

álgebra de evolución, en [11, Ejemplo 1.4.1, p. 17] se muestra el siguiente contra-

ejemplo:

Ejemplo 2.2 Sea A una F-álgebra de evolución con base natural B = {e1, e2, e3} y

productos dados por:

e2
1 = e1 + e2 = −e2

2, e2
3 = −e2 + e3.

Si consideramos u1 := e1 +e2 y u2 := e1 +e3, es claro que u1 y u2 son L.I. y además

obtenemos los siguientes productos:

u2
1 = e2

1 + e2
2 = 0

u2
2 = e2

1 + e2
3 = e1 + e3

u1u2 = e2
1 = e1 + e2 6= 0

u2u1 = e2
1 = e1 + e2 6= 0.

Veamos que la subálgebra S generada por u1, u2 no es un álgebra de evolución. Si S
fuese álgebra de evolución, entonces existiŕıa una base natural {v1, v2} de S y por lo

tanto existiŕıan α1, α2, β1, β2 ∈ F tales que

v1 = α1u1 + β1u2,

v2 = α2u1 + β2u2.

Además

v1v2 = (α1u1 + β1u2) (α2u1 + β2u2)

= (α1β2 + α2β1) (e1 + e2) + β1β2 (e1 + e3)

= (α1β2 + α2β1)u1 + β1β2u2.

Por lo tanto si v1v2 = 0, entonces u1 y u2 seŕıan L.D. lo cual es absurdo.

Definición 2.2 Una subálgebra de evolución de un álgebra de evolución A, es

una subálgebra A1 ⊆ A tal que A1 es un álgebra de evolución, es decir, A1 tiene

una base natural.

Definición 2.3 Una subálgebra de evolución A1 tiene la propiedad de exten-

sión, si la base natural de A1 puede extenderse a una base natural de A.

Observación:

Originalmente en [4, Definicion 4, p. 23] se define el concepto de subálgebra de

evolución, como una subálgebra con una base natural que tiene la propiedad de

extensión, pero por comodidad vamos a utilizar la definición que se encuentra

en [11, Definicion 1.4.3, p. 18].
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Aunque se puede pensar que toda subálgebra de evolución es un ideal, esto es falso,

como se muestra en [11, Ejemplo 1.4.5, p. 19].

Ejemplo 2.3 Sea A un álgebra de evolución con base natural B = {e1, e2, e3} y

productos dados por

e2
1 = e2, e2

2 = e1, e2
3 = e3.

Entonces en la subálgebra A1 generada por u1 = e1 + e2 y u2 = e3, se cumple que:

u2
1 = e2

1 + e2
2 = e1 + e2

u2
2 = e2

3 = e3

u1u2 = e1e3 + e2e3 = 0

u2u1 = e3e1 + e3e2 = 0

y por lo tanto A1 es una subálgebra de evolución con base natural {e1 + e2, e3}, pero

e1 (e1 + e2) = e2 6∈ A1, aśı A1 no es un ideal de A.

SECCION 2.3

Ideales de Evolución

Hemos visto que una subálgebra de evolución no necesariamente es un ideal del

álgebra, tampoco es cierto que todo ideal de un álgebra de evolución sea un álgebra

de evolución como se muestra en [11, Ejemplo 1.4.6, p. 19]

Ejemplo 2.4 Sea A una F-álgebra de evolución con base natural B = {e1, e2, e3} y

productos dados por:

e2
1 = e2 + e3, e2

2 = e1 + e2, e2
3 = −e1 − e2.

Si consideramos u1 := e2
1 y u2 := e2

2 y suponemos que existen α, β ∈ F tal que

αu1 + βu2 = 0, obtenemos que :

0 = αu1 + βu2

= αe2
1 + βe2

2

= α (e2 + e3) + β (e1 + e2)

= βe1 + (α + β) e2 + αe3

esto muestra que u1 y u2 son L.I. pues e1, e2 y e3 son L.I.

Aśı si consideramos el subespacio I generado por u1 y u2, tenemos que:

e1u1 = 0, e2u1 = u2, e3u1 = −u2,

e1u2 = u1, e2u2 = u2, e3u2 = 0.

Por lo cual I es un ideal de A, pero I no tiene una base natural.
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De hecho, si {v1, v2} es una base natural de I, entonces existen α1, α2, β1, β2 ∈ F
tales que:

v1 = α1u1 + β1u2,

v2 = α2u1 + β2u2.

Por lo tanto:

v1 = α1 (e2 + e3) + β1 (e1 + e2) = β1e1 + (α1 + β1) e2 + α1e3 (2.1)

v2 = α2 (e2 + e3) + β2 (e1 + e2) = β2e1 + (α2 + β2) e2 + α2e3

y además

0 = v1v2

= (α1u1 + β1u2) (α2u1 + β2u2)

= α1α2u
2
1 + α1β2u1u2 + β1α2u2u1 + β1β2u

2
2

= β1β2u1 + (α1β2 + β1α2 + β1β2)u2

por lo tanto β1β2 = 0 y α1β2 + β1α2 + β1β2 = 0, de donde

β1 = β2 = 0 ó β1 = α1 = 0 ó β2 = α2 = 0.

Remplazando cada uno de estos casos en (2.1) obtenemos que:

α2v1 = α1v2 ó v1 = 0 ó v2 = 0,

de donde v1, v2 no son L.I y por lo tanto no pueden formar una base.

Este ejemplo motiva la siguiente definición [11, Definicion 1.4.7, p. 20].

Definición 2.4 Un Ideal de evolución de un álgebra de evolución A, es un ideal I
de A que tiene una base natural.

SECCION 2.4

Cociente y homomorfismos

Veamos ahora que las álgebras de evolución son cerradas bajo cocientes [11, Lemma

1.4.11]

Teorema 2.1 Sea A un álgebra de evolución e I un ideal propio de A. Entonces

A/I con el producto natural es un álgebra de evolución.

Demostración:

Sea B = {e1, . . . , en} una base natural de A. Entonces el conjunto de clases

B1 = {ei = ei + I | 1 6 i 6 n} genera A/I y ei ej = 0 para i 6= j y por lo tanto B1

contiene una base natural para A/I. �
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Notemos que el conjunto B1 no necesariamente es una base para A/I, porque puede

ocurrir que el conjunto B1 no sea L.I.

Ejemplo 2.5 [11, Remark 1.4.12] Tomemos A e I del ejemplo 2.4. Podemos ob-

servar que e1, e2, e3 6∈ I, porque si ei ∈ I para i = 1, 2, 3 se obtiene que existen

α, β ∈ F tales que:

ei = αe1 + (α + β) e2 + βe3

de donde

α = β = 0.

Además

dim (A/I) = dim (A)− dim (I) = 3− 2 = 1,

por lo tanto B1 = {ei = ei + I | 1 6 i 6 3} no es una base natural de A/I, pero por

el teorema anterior, contiene una base natural de A/I .

Teorema 2.2 [11, Corollary 1.4.14] Sea f : A1 −→ A2 un homomorfismo entre las

álgebras de evolución A1 y A2. Entonces Im (f) es una subálgebra de evolución de

A2.

Demostración:

Por el teorema anterior A1/Ker (f) es un álgebra de evolución y por el teorema de

isomorfismo 1.2

A1/Ker (f) ∼= Im (f) ,

de donde, Im (f) es un álgebra de evolución. �

En [4, Section 3.1] se da la definición de homomorfismo de álgebras de evolución.

Definición 2.5 Sean dos F-Álgebras de evolución A y B. Un homomorfismo

φ : A −→ B

es un homomorfismo de evolución, si es algebraico y para una base natural

{ei | i ∈ Λ} de A, {φ (ei) | i ∈ Λ} puede ser completado a una base natural de B.

Además si un homomorfismo de evolución es inyectivo y sobreyectivo entonces es

un isomorfismo de evolución.

SECCION 2.5

Álgebras de evolución no degeneradas

Definición 2.6 Un álgebra de evolución A es no degenerada si tiene una base

natural B = {ei | i ∈ Λ} tal que e2
i 6= 0 para todo i ∈ Λ.

Definición 2.7 Sea A un álgebra. Se define el anulador de A de la siguiente ma-

nera:

ann (A) := {x ∈ A | xA = {0}}
donde,

xA := {xa | a ∈ A} .
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Queremos saber cuándo un álgebra es no degenerada en términos de su anulador,

para esto vamos a utilizar el siguiente lemma [12, Lemma 2.7].

Teorema 2.3 Sea B = {e1, . . . , en} una base natural de un álgebra de evolución A.

Entonces:

ann (A) =
〈
ei | e2

i = 0
〉
.

Demostración:

ann (A) ⊆ 〈ei | e2
i = 0〉.

Si x = α1e1 + · · · + αnen 6= 0 y x ∈ ann (A), entonces xA = {0}, además si

αi 6= 0 para algún i, entonces 0 = xei = αie
2
i de donde e2

i = 0; por lo cual

x ∈ 〈ei | e2
i = 0〉.

〈ei | e2
i = 0〉 ⊆ ann (A).

Si e2
i = 0, entonces eiej = 0 para todo j, y por lo tanto eiA = {0}. De donde si

x ∈ 〈ei | e2
i = 0〉, entonces, xA = {0}. �

En [11, Proposicion 1.5.3, p.24] encontramos el siguiente teorema:

Teorema 2.4 Sea A un álgebra de evolución y B = {ei | i ∈ Λ} una base natural

para A. Definimos

Λ0 (B) :=
{
i ∈ Λ | e2

i = 0
}
.

Entonces:

(I) ann (A) = 〈ei ∈ B | i ∈ Λ0 (B)〉.

(II) ann (A) = {0}, si y solo si, Λ0 (B) = ∅.

(III) ann (A) es un ideal de evolución de A.

(IV) |Λ0 (B)| = |Λ0 (B∗)| para toda base natural B∗ de A.

Demostración:

I y III son consecuencia inmediata de que ann (A) = 〈ei | e2
i = 0〉. II es inmediato

a partir de I y IV se sigue de que |Λ0 (B)| = dim(ann (A)). �

A partir de este último teorema se puede deducir el siguiente corolario [11, Corolario

1.5.4, p.24]:

Corolario 2.1 Un Álgebra de evolución A es no degenerada, si y solo si,

ann (A) = {0} .

Demostración:

A es no degenerada, si y solo si, Λ0 = ∅, y esto es inmediato por el teorema anterior.

�
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Podemos observar que la definición de álgebra de evolución no degenerada no de-

pende de la elección de la base natural.

Observación:[11, Remark 1.5.5]

Sea A un álgebra de evolución con base natural B = {ei | i ∈ Λ}. Definimos

Λ1 :=
{
i ∈ Λ | e2

i 6= 0
}
.

Entonces:

(i) A1 := 〈ei ∈ B | i ∈ Λ1〉 no es necesariamente una subálgebra de A.

(ii) A/Ann (A) no necesariamente es un álgebra de evolución no degenerada.

Ejemplo 2.6 Sea A un álgebra de evolución con base natural B = {e1, e2} y pro-

ductos dados por:

e2
1 = 0, e2

2 = e1 + e2.

Claramente ann (A) = 〈e1〉 y Λ1 = {2}, luego A1 = 〈e2〉 no es subálgebra de A
porque e2

2 = e1 + e2 6∈ A1.

Ejemplo 2.7 Sea A una F-álgebra de evolución con base natural B = {e1, e2, e3, e4, e5, e6}
y productos dados por:

e2
1 = e2

2 = e2
3 = 0, e2

4 = e1 + e2,

e2
5 = e2, e2

6 = e2 + e5.

Claramente

ann (A) = 〈e1, e2, e3〉 ,

y

A/ann (A) = {x+ ann (A) | x ∈ A}

=

{
6∑
i=1

αiei + ann (A) | αi ∈ F, para i = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

}
= {(α4e4 + α5e5 + α6e6) + ann (A) | αi ∈ F, para i = 4, 5, 6.}
= 〈e4, e5, e6〉 .

Además,

e4 · e4 = e4 · e4 = e1 + e2 = 0

e5 · e5 = e5 · e5 = e2 = 0

e6 · e6 = e6 · e6 = e2 + e5 = e5 6= 0.

Por lo tanto ann (A/ann (A)) = 〈e4, e5〉 y A/ann (A) no es no degenerada.



CAPÍTULO 3

Grafos

SECCION 3.1

Conceptos Básicos

Definición 3.1 Un grafo G es un par ordenado (V,E), donde

V = {v1, v2, . . . , vn, . . . } es un conjunto no vaćıo de elementos llamados vérti-

ces.

E = {e1, e2, . . . , em} es un conjunto de pares no ordenados de elementos de V ;

los elementos de E se conocen como las aristas del grafo G.

Observaciones:

Se denotan por V (G) y E (G) al conjunto de los vértices y al conjunto de las

aristas de un grafo G, respectivamente.

El número de vértices de un grafo se conoce como el orden del grafo y el

número de aristas se conoce como el tamaño del grafo.

El orden y tamaño de un grafo G se denota por n (G) y m (G), respectivamente.

Un lazo en un grafo G = (V,E), es un arista e ∈ E tal que e = {v, v}, para

algún v ∈ V .

Cada grafo puede ser representado por un diagrama en el plano. En este dia-

grama cada vértice es representado por un punto y vértices diferentes son

representados por puntos diferentes; además cada arista es representada por

un segmento de recta o arco que une al par de puntos correspondientes a la

arista.

17
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En este trabajo nos vamos a limitar a grafos de orden finito y sin lazos.

Ejemplo 3.1 Consideremos los conjuntos

V = {v1, v2, v3, v4}
E = {{v1, v2} , {v1, v3} , {v1, v4} , {v2, v3} , {v2, v4}}

El grafo G (V,E) se puede representar por medio del siguiente diagrama:

v1 v2

v3 v4

El orden del grafo G es 4 y su tamaño es 5.

Observación: Un arista {u, v} comúnmente se denota por uv, aśı el conjunto de

aristas del grafo en el ejemplo anterior se puede escribir

E = {v1v2, v1v3, v1v4, v2v3, v2v4}

Definición 3.2 Un grafo H es subgrafo de un grafo G, si V (H) ⊆ V (G) y

E (H) ⊆ E (G).

Definición 3.3 Un subgrafo H de G es un subgrafo inducido en G, si toda arista

e = uv de G con u, v ∈ V (H) es un arista de H.

Definición 3.4 Sea G un grafo y U ⊆ V (G). Un subgrafo H de G es inducido

por U , si H es un subgrafo inducido y V (H) = U .

Ejemplo 3.2 Consideremos el grafo G representado por el siguiente diagrama

v1
v2

v3

v4
v5

v6 v7

El grafo H1 representado por el diagrama
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v1
v2

v3

v4
v5

es un subgrafo de G, porque

{v1, v2, v3, v4, v5} ⊆ V (G) y {v1v2, v2v3, v2v4, v4v5, v5v1} ⊆ E (G) ,

pero no es un subgrafo inducido, ya que v2, v5 ∈ V (H1) y v2v5 ∈ E (G), pero

v2v5 6∈ E (H1). Análogamente el grafo H2 representado por el diagrama

v1
v2

v3

v4
v5

es un subgrafo inducido en G, además H2 es el subgrafo inducido por el conjunto de

vértices {v1, v2, v3, v4, v5}.

Definición 3.5 Sea G = (V,E) un grafo. Decimos que:

Los vértices u, v ∈ V son adyacentes o vecinos, si uv es un arista de G, es

decir, uv ∈ E.

El arista e ∈ E es incidente al vértice u ∈ V , si existe v ∈ V tal que e = uv.

Las aristas e, f ∈ E son adyacentes, si existe un vértice u ∈ V tal que e y f

son incidentes a u; en este caso decimos que e y f tienen un vértice en común.

Ejemplo 3.3 En el grafo G del ejemplo 3.2 los vértices v1 y v2 son adyacentes, las

aristas v1v2, v2v3, v2v4 y v2v5 son incidentes al vértices v2 y por lo tanto son aristas

adyacentes.

Definición 3.6 Sea G = (V,E) un grafo:

La vecindad de un vértice v ∈ V , es el conjunto de vecinos de v en el grafo

G y se denota por NG (v).

El grado de un vértice v ∈ V , es el número de vecinos de v en el grafo G

y se denota por dG (v).
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Un vértice es aislado, si su grado es 0.

Un vértice es colgante, si su grado es 1.

Un arista es un arista colgante, si es incidente a un vértice colgante.

Ejemplo 3.4 Consideremos el grafo G representado por el siguiente diagrama

v1
v2

v3

v4
v5

v6

v7

en este grafo

NG (v1) = {v2, v4, v5} , NG (v5) = {v1, v2, v4, v6} ,
NG (v2) = {v1, v3, v4, v5} , NG (v6) = {v5} ,
NG (v3) = {v2} , NG (v7) = ∅.
NG (v4) = {v1, v2, v5} ,

Podemos observar que, el vértice v7 es un vértice aislado, los vértices v3 y v6 son

vértices colgantes y por lo tanto las aristas v5v6 y v2v3 son aristas colgantes, los

vértices v1 y v4 tienen grado 3 y los vértices v2 y v5 tienen grado 4.

El siguiente teorema nos muestra la relación entre el grado de los vértices y el tamaño

del grafo.

Teorema 3.1 La suma de los grados de los vértices de un grafo, es igual a dos veces

el tamaño del grafo.

Demostración:

Si u es un vértice de G, claramente dG (u) es el número de aristas incidentes al

vértice u, y dado que cada arista incide en dos vértices diferentes, entonces, la suma

de los grados de todos los vértices de G es igual a 2m(G).

Por lo tanto, si V (G) = {v1, . . . , vn}, entonces

n∑
i=1

dG (vi) = 2m(G)

Corolario 3.1 En un grafo G, el número de vértices de grado impar es par.
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Demostración: Sea V el conjunto de vértices de el grafo G, definamos

V1 = {v ∈ V | d (v) es par} , V2 = {v ∈ V | d (v) es impar} .

Para cada v ∈ V1 existe αv ∈ N tal que d (v) = 2αv y para cada v ∈ V2 existe λv ∈ N
tal que d (v) = 2λv + 1. Además por el teorema anterior

2m(G) =
∑
v∈V

d (v)

=
∑
v∈V1

d (v) +
∑
v∈V2

d (v)

=
∑
v∈V1

2αv +
∑
v∈V2

(2λv + 1)

= 2

(∑
v∈V1

αv +
∑
v∈V2

λv

)
+ |V2|

de donde se sigue el resultado.

Notemos que el número máximo de aristas en un grafo de n vértices es n(n−1)
2

.

En los ejemplos anteriores hemos visto que un grafo se puede representar por medio

de un dibujo o gráfico, otra forma de representar un grafo es por medio de una

matriz [13, p. 29].

Definición 3.7 La matriz de adyacencia de un grafo G con conjunto de vértices

V = {v1, v2, . . . vn}, es la matriz cuadrada M (G) = (aij)i,j=1,...,n tal que

aij =

{
1, si vivj ∈ E (G)

0, en otro caso

Esta matriz es simétrica.

SECCION 3.2

Algunas familias de grafos.

En esta sección vamos a presentar algunas familias de grafos.

Definición 3.8 Decimos que un grafo G es completo de orden n y lo denotamos

por Kn, si este tiene n vértices y n(n−1)
2

aristas, es decir, todas sus aristas están

conectadas.

Ejemplo 3.5 Consideremos el grafo completo K6, entonces

V (K6) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6}
E (K6) = {vivj | 1 ≤ i � j ≤ 6} .

K6 se puede representar por medio del siguiente diagrama:
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v1 v2

v3

v4v5

v6

Este grafo tiene 15 aristas y cada vértice tiene grado 5; además su matriz de adya-

cencia es:

M (K6) =



0 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 0


Definición 3.9 Decimos que un grafo G es k-regular, si todos sus vértices tienen

grado k.

Notemos que Kn+1 es n-regular.

Ejemplo 3.6 Consideremos el grafo completo G con vértices {v1, v2, v3, v4, v5, v6} y

matriz de adyacencia

M (G) =



0 1 0 0 1 1

1 0 1 1 0 0

0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 1 0

1 0 0 1 0 1

1 0 1 0 1 0

 .

Este grafo se puede representar por medio del siguiente diagrama:

v1 v2

v3

v4v5

v6

Cada vértice de este grafo tiene grado 3; además su tamaño viene dado por

m (G) =
1

2

6∑
i=1

dG (vi) =
1

2

6∑
i=1

3 =
1

2
(3) (6) = 9.
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Podemos encontrar la siguiente caracterización de los grafos regulares en [14, p.12].

Teorema 3.2 Para enteros r y n existe un grafo r-regular de grado n, si y solo si,

0 ≤ r ≤ n− 1 y r, n no son ambos impares.

Definición 3.10 Decimos que un grafo G es bipartito, si existen X, Y ⊂ V (G)

tal que:

X, Y son no vaćıos, X ∪ Y = V (G) y X ∩ Y = ∅.

Si e = uv ∈ E (G), entonces u ∈ X, si y solamente si, v ∈ Y .

En este caso decimos que (X, Y ) es una partición de G.

Ejemplo 3.7 Consideremos el grafo G, con conjunto de vértices V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5}
y matriz de adyacencia

M (G) =


0 0 0 1 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

 .

Este grafo se puede representar por medio del siguiente diagrama:

v1 v2 v3

v4 v5

Dado que podemos particionar V (G) en los siguientes conjuntos:

X = {v1, v2, v3} , Y = {v4, v5}

y se puede observar que:

X, Y son no vaćıos y X ∪ Y = V (G).

Si e = uv ∈ E (G), entonces u ∈ X, si y solamente si, v ∈ Y .

Entonces G es un grafo bipartito, con partición (X, Y ).

Definición 3.11 Decimos que un grafo G es bipartito completo, si existen

X, Y ⊂ V (G) tal que

(X, Y ) es una partición de G.

Si u ∈ X y v ∈ Y , entonces e = uv ∈ E (G).
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Si |X| = s y |Y | = t, entonces denotamos por Ks,t al grafo bipartito completo G.

Observaciones:

El grafo bipartito completo Ks,t tiene orden s+ t y tamaño st.

Aunque el grafo del ejemplo 3.7 es bipartito, no es bipartito completo. Para

esto basta observar que v1 ∈ X y v5 ∈ Y pero v1v5 6∈ E (G).

Un grafo bipartito completo de la formaK1,n, es conocido como grafo estrella.

Ejemplo 3.8 Consideremos el grafo G, con conjunto de vértices V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5}
y matriz de adyacencia:

M (G) =


0 0 0 1 1

0 0 0 1 1

0 0 0 1 1

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

 .

Este grafo se puede representar por medio del siguiente diagrama:

v1 v2 v3

v4 v5

V (G) puede ser particionado en los siguientes conjuntos:

X = {v1, v2, v3} , Y = {v4, v5}

y se puede observar que:

X, Y son no vaćıos y X ∪ Y = V (G).

Si e = uv ∈ E (G), entonces u ∈ X, si y solamente si, v ∈ Y .

Si u ∈ X y v ∈ Y , entonces e = uv ∈ E (G).

Por lo tanto G = K3,2.

Los grafos bipartitos hacen parte de una familia mas grande de grafos, los grafos

multipartitos que son estudiado en [14, p.16].

Definición 3.12 Decimos que un grafo G es k-partito, si existen

V1, V2, . . . , Vk ⊂ V (G) tal que:

Vi 6= ∅ para todo 1 ≤ i ≤ k.
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Vi ∩ Vj = ∅ para todo 1 ≤ i � j ≤ k y
⋃k
i=1 Vi = V (G).

Si e = uv ∈ E (G), entonces existen i, j tal que u ∈ Vi y v ∈ Vj.

En este caso decimos que (V1, . . . , Vk) es una partición de G.

Definición 3.13 Decimos que un grafo G es k-partito completo, si existen

V1, . . . , Vk ⊂ V (G) tal que:

(V1, . . . , Vk) es una partición de G.

Si u ∈ Vi y v ∈ Vj, entonces e = uv ∈ E (G).

Si |Vi| = αi, entonces denotamos por Kα1,...,αk
al grafo k-partito completo G.

Ejemplo 3.9 Consideremos el grafo G, con conjunto de vértices V (G) = {v1, v2, v3, v4}
y matriz de adyacencia:

M (G) =


0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0

 .

Este grafo se puede representar por medio del siguiente diagrama

v1 v2

v3 v4

Podemos particionar V (G) en los siguientes conjuntos

X = {v3, v4} , Y = {v1} , Z = {v2}

y se puede observar que:

X, Y, Z son no vaćıos, disjuntos dos a dos y X ∪ Y ∪ Z = V (G).

Si e = uv ∈ E (G), entonces u ∈ X, si y solamente si, u, v no pertenecen al

mismo conjunto.

Por lo tanto G = K1,1,2.
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SECCION 3.3

Conexidad y Caminos.

Definición 3.14 Sea G = (V,E) un grafo. Decimos que:

Un recorrido en G es una sucesión de vértices v1v2 . . . vn tal que, vivi+1 ∈ E
para todo i con 1 ≤ i ≤ n−1. En este caso v1 es el vértice inicial del recorrido

y vn es el vértice final del recorrido.

Un recorrido v1v2 . . . vn en G es cerrado, si v1 = vn, en otro caso el recorrido

es abierto.

Una trayectoria en G es un recorrido en G donde para cada par i, j con

i 6= j, vivi+1 6= vjvj+1.

Un camino en G es un recorrido en G donde todos los vértices son diferentes.

Un ciclo en G es un recorrido v1v2 . . . vn en G tal que, v1v2 . . . vn−1 es un

camino y vn = v1.

La longitud de un camino es el número de vértices en él.

Ejemplo 3.10 Consideremos el grafo G representado por el siguiente diagrama:

v1 v2

v3

v4v5

v6

La sucesión v6v1v2v4v5v1v2v3 es un recorrido en G con vértice inicial v6 y vértice

final v3, dado que estos dos vértices son diferentes el recorrido es abierto; mientras

que la sucesión v6v1v2v4v5v1v6 es un recorrido en G con vértice inicial v6 y vértice

final v6, dado que estos dos vértices son iguales el recorrido es cerrado; en ambos

casos se pasa dos veces por una misma arista, por lo tanto estos recorridos no son

trayectorias.

También podemos considerar la sucesión v1v2v4v5v1v6, la cual es un recorrido con

vértice inicial v1 y vértice final v6, que además no repite arista y por lo tanto es una

trayectoria; pero no es camino porque v1v2v4v5v1 repite el vértice v1.

La sucesión v1v2v4v5 es un recorrido que no repite vértices, por lo tanto es un camino.

Finalmente la sucesión v1v2v4v5v6v1 cumple que v1v2v4v5v6 es un camino y el vértice

inicial v1 es igual al vértice final v1, por lo tanto es un ciclo.
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Definición 3.15 Sea G = (V,E) un grafo, decimos que:

G es un grafo camino de k vértices y lo denotamos Pk, Si n (G) = k y G es

un camino en G.

G es un grafo ciclo de k vértices y lo denotamos Ck, Si n (G) = k y G es un

ciclo en G.

Ejemplo 3.11 Consideremos el siguiente grafo G:

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7

Claramente n (G) = 7 y G es un camino en si mismo, por lo tanto G = P7.

Ejemplo 3.12 Consideremos el siguiente grafo G

v1

v2

v3

v4

v5

v6

Claramente n (G) = 6 y G es un ciclo en si mismo, por lo tanto G = C6.

El concepto de ciclo se puede utilizar para caracterizar los grafos bipartitos, dicha

caracterización se encuentra en [15, p.15] y es dada por el siguiente teorema.

Teorema 3.3 Un grafo es bipartito, si y solo si, no contiene ciclos impares.

Ejemplo 3.13 El grafo representado por el diagrama

v1 v2 v3

v4 v5

contiene el ciclo v1v2v4v1 que tiene longitud impar, por lo tanto no es un grafo

bipartito.

Definición 3.16 Sea G = (V,E) un grafo y u, v ∈ V . Decimos que u y v están

conectadas, si existe un camino u1u2 . . . un en G, tal que u1 = u y u2 = v.
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Observaciones:

En el conjunto de vértices de un grafo G = (V,E) podemos definir la relación

u ∼ v ⇐⇒ u y v están conectados.

Es fácil ver que esta relación es reflexiva, simétrica y transitiva; por lo tanto

es una relación de equivalencia.

Si V1, . . . , Vw son las clases de equivalencia determinadas por la relación ante-

rior, entonces los subgrafos G (V1) , . . . G (Vw), inducidos por V1, . . . Vw en G,

son llamados componentes conexas de G.

Ejemplo 3.14 Consideremos el siguiente grafo G:

v1 v2

v3v4 v5 v6

v7

en él las clases de equivalencia son V1 = {v1, v2, v3, v4} y V2 = {v5, v6, v7}, las cuales

determinan dos componentes conexas. La componente G (V1) es:

v1 v2

v3v4

y la componente G (V2) es:

v5 v6

v7

Definición 3.17 Un grafo G es conexo, cuando solo tiene una componente conexa.

Podemos relacionar, como se ve en el teorema [15, p.14], la conexidad con el grado

mı́nimo del grafo, este se define de la siguiente manera:

Definición 3.18 Sea G un grafo con conjunto de vértices V . Definimos el grado

mı́nimo del grafo, denotado por δ, por:

δ := min
v∈V
{dG (v)}

Teorema 3.4 Si G es un grafo y δ ≥ n−1
2

, entonces G es conexo.
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Es natural pensar que a partir de dos o mas grafos se puede construir uno nuevo, una

forma de hacer esto se puede encontrar en [15, p.25] y se presenta a continuación:

Definición 3.19 Sean dos grafos G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2). Definimos G1∨G2,

el join de G1 y G2, como el grafo con el conjunto de vértices

V (G1 ∨G2) = V1 ∪ V2

y el conjunto de aristas

E (G1 ∨G2) = E1 ∪ E2 ∪ {uv | u ∈ V1, v ∈ V2} .

Ejemplo 3.15 Consideremos el grafo ciclo C5 y el grafo de un solo punto K1, donde

V (C5) = {v1, v2, v3, v4, v5} , V (K1) = {u} ,
E (C5) = {v1v2, v2v3, v3v4, v4v5, v5v1} , E (K1) = ∅.

Entonces

V (C5 ∨K1) = {v1, v2, v3, v4, v5, u}
E (C5 ∨K1) = {v1v2, v2v3, v3v4, v4v5, v5v1, v1u, v2u, v3u, v4u, v5u}

y C5 ∨K1 se puede graficar de la siguiente manera:

v1

v2v3

v4
v5

u

Por su particular forma este grafo es llamado grafo rueda y se denota por W6. En

general Cn ∨K1 es un grafo rueda con n+ 1 vértices y se denota por Wn+1.

Otro concepto importante en el estudio de los grafos es el de arista de corte y

k-conexidad.

Definición 3.20 Sea G un grafo conexo con conjunto de vértices V y V1 ⊂ V .

Denotamos por G− V1 el grafo generado por el conjunto de vértices V − V1.

Si V1 = {v}, entonces denotamos por G− v al grafo G− {v}.

Definición 3.21 Sea G un grafo conexo con conjunto de vértices V . El subconjunto

V1 ⊂ V se llama corte por vértices, si G− V1 es un grafo no conexo.

Observaciones:

Si G un grafo con conjunto de vértices V y V1 ⊂ V , entonces el grafo G− V1

es el subgrafo generado por el conjunto de vértices V − V1.

V1 es un k-corte por vértices, si V1 es un corte por vértices y |V1| = k.
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v ∈ V es un vértice de corte, si V1 = {v} es un corte por vértices.

Ejemplo 3.16 Consideremos el grafo G, con conjuntos de vértices

V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9}

y matriz de adyacencia

M (G) =



0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 1 0


.

Este grafo se puede representar por medio del siguiente diagrama

v1

v2 v3

v4

v5

v6v7

v8

v9

Es fácil observar que si retiramos el vértice v1, obtenemos el grafo

v2 v3

v4

v5

v6v7

v8

v9

el cual no es conexo, por lo tanto v1 es un vértice de corte.

Podemos observar que el grafo anterior se obtiene de unir 4 ciclos de orden 3 por

un punto, en general denotamos por Fn al grafo resultante de unir n ciclos de orden

3.

Observaciones:

El grafo Fn es conocido como grafo de la amistad, su orden es 2n + 1 y su

tamaño es 3n.



3.3 Conexidad y Caminos. 31

Si n es un número impar, denotamos por Fn al grafo de la amistad con n

aristas.

Fn = F2n+1

El grafo en el ejemplo 3.16, es un grafo de la amistad con 9 aristas, por lo tanto

G = F4 = F9.

Definición 3.22 Un grafo G es k-conexo, si existe un k-corte por vértices en G

y si para todo 0 � t � k, no existe un t-corte por vértices en G.

Ejemplo 3.17 Consideremos el grafo G representado por el siguiente diagrama:

v1

v2 v3

v4

v5v6

v7 v8

v9v10

El grafo G− v4 se puede representar de la siguiente manera:

v1

v2 v3

v5v6

v7 v8

v9v10

Claramente G− v4 es un grafo no conexo, por lo tanto v4 es un corte por vértices y

G es 1-conexo.

Ejemplo 3.18 Consideremos el grafo G representado por el siguiente diagrama:

v1

v2

v3 v4

v9

v10

v5

v6

v7

v8
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El grafo G− {v3, v9} se puede representar de la siguiente manera:

v1

v2

v4

v10

v5

v6

v7

v8

el cual no es conexo, por lo tanto {v3, v9} es un corte por vértices de cardinalidad 2.

Se puede observar que G no tiene vértices de corte, por lo tanto G no es 1-conexo,

pero si es 2-conexo.

Definición 3.23 Sea G un grafo.

Dos caminos P1 = v1v2 . . . vn y P2 = u1u2 . . . um son internamente disjun-

tos, si vi 6= uj para todo 1 � i � n y 1 � j � m.

Una familia de dos o mas caminos en G es internamente disjunta, si

cualquier par de caminos diferentes son internamente disjuntos.

La k-conexidad de un grafo se puede caracterizar por medio del concepto de caminos

internamente disjuntos [15, p.68], como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 3.5 (Teorema de Whitney) Un grafo G con n (G) ≥ k+ 1 vértices es

k-conexo, si y solo si, para cualquier par de vértices existen al menos k+ 1 caminos

internamente disjuntos entre ellos.

Ejemplo 3.19 En el grafo

v1

v2

v3 v4

v9

v10

v5

v6

v7

v8

podemos encontrar dos caminos internamente disjuntos entre el vértice v1 y el vértice

v6, estos son v1v2v3v4v5v6 y v1v10v9v8v7v6, en el ejemplo 3.18 vimos que el grafo G

es 2-conexo, entonces por el Teorema de Whitney, entre cualquier par de vértices de

G existen dos caminos internamente disjuntos.



CAPÍTULO 4

Álgebras de evolución asociadas a

un grafo

SECCION 4.1

Álgebras de evolución

Definición 4.1 Si G = (V,E) es un grafo con matriz de adyacencia A = (aij), el

álgebra de evolución A (G) con base natural S = {ei | i ∈ V }, y relaciones dadas por

ei · ei =
∑
k∈V

aikek, para todo i ∈ V

ei · ej = 0, para i 6= j,

es el álgebra de evolución asociada al grafo G.

Definición 4.2 Si G = (V,E) es un grafo con matriz de adyacencia A = (aij), el

álgebra de evolución ARW (G) con base natural S = {ei | i ∈ V }, y relaciones dadas

por

ei · ei =
∑
k∈V

(
aik
di

)
ek, para todo i ∈ V

ei · ej = 0, para i 6= j,

donde di es el número de vecinos del vértice vi; es el álgebra de evolución aso-

ciada al camino aleatorio sobre el grafo G.

33
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Ejemplo 4.1 Consideremos el grafo K1,1,2

v1 v2

v3 v4

con matriz de adyacencia

M (K1,1,2) =


0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0

 .

Entonces las dos álgebras de evolución vienen dadas por el conjunto de generadores

S = {e1, e2, e3, e4} y las siguientes relaciones:

A (K1,1,2) :


e1 · e1 = e2 + e3 + e4

e2 · e2 = e1 + e3 + e4

e3 · e3 = e1 + e2

e4 · e4 = e1 + e2

ei · ej = 0, para i 6= j

y

ARW (K1,1,2) :



e1 � e1 =
1

3
(e2 + e3 + e4)

e2 � e2 =
1

3
(e1 + e3 + e4)

e3 � e3 =
1

2
(e1 + e2)

e4 � e4 =
1

2
(e1 + e2)

ei � ej = 0, para i 6= j .

El objetivo de este caṕıtulo es encontrar las familias de grafos donde las dos álgebras

de evolución sean isomorfas.
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SECCION 4.2

Grafos regulares.

Ejemplo 4.2 Consideremos el grafo regular G4

v1

v2

v3 v4

Entonces las dos álgebras de evolución vienen dadas por el conjunto de generadores

S = {e1, e2, e3, e4} y las siguientes relaciones:

A (G4) :


e1 · e1 = e2 + e3 + e4

e2 · e2 = e1 + e3 + e4

e3 · e3 = e1 + e2 + e4

e4 · e4 = e1 + e2 + e3

ei · ej = 0, para i 6= j

y

ARW (G4) :



e1 � e1 =
1

3
(e2 + e3 + e4)

e2 � e2 =
1

3
(e1 + e3 + e4)

e3 � e3 =
1

3
(e1 + e2 + e4)

e4 � e4 =
1

3
(e1 + e2 + e3)

ei � ej = 0, para i 6= j.

Claramente podemos definir la función g : S −→ ARW (G4) por g (ei) = 3ei.

Esta función se puede extender a una transformación lineal g : A (G4) −→ ARW (G4),

de la siguiente manera:

Si x =
4∑
i=1

αiei ∈ A (G4), entonces:

g (x) = g

(
4∑
i=1

αiei

)
=

4∑
i=1

g (αiei)

=
4∑
i=1

αig (ei) = 3
4∑
i=1

αiei = 3x.
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Veamos ahora que g es algebraica

g (e1 · e1) = g (e2 + e3 + e4)

= g(e2) + g(e3) + g(e4)

= 3 (e2 + e3 + e4)

= 9 (e1 � e1)

= g (e1)� g (e1) ,

análogamente se puede probar que

g (ei · ei) = g (ei)� g (ei) , para i = 1, 2, 3, 4.

Por lo tanto, si x =
4∑
i=1

αiei, y =
4∑
i=1

βiei ∈ A (G4), entonces:

g (x · y) = g

((
4∑
i=1

αiei

)
·

(
4∑
j=1

βjej

))

= g

(
4∑
i=1

4∑
j=1

αiβj (ei · ej)

)

= g

(
4∑
i=1

αiβi (ei · ei)

)

=
4∑
i=1

αiβi (g (ei · ei))

=
4∑
i=1

αiβi (ei � ei) ,

por otro lado

x� y =

(
4∑
i=1

αiei

)
�

(
4∑
j=1

βjej

)

=
4∑
i=1

4∑
j=1

αiβj (ei � ej)

=
4∑
i=1

αiβi (ei � ei) ,

por lo cual g es algebraica.

Para ver que g es sobreyectiva, basta observar que

{g (e1) , g (e2) , g (e3) , g (e4)} = {3e1, 3e2, 3e3, 3e4} ,



4.2 Grafos regulares. 37

es una base de ARW (G), por lo cual dim (Im (g)) = dim (ARW (G4)) = 4.

Para la inyectividad basta recordar que

dim (A (G4)) = dim (Ker (g)) + dim (Im (g)) ,

por lo cual

dim (Ker (g)) = 0

de donde Ker (g) es nulo y por lo tanto g es inyectiva.

Además

{g (e1) , g (e2) , g (e3) , g (e4)} = {3e1, 3e2, 3e3, 3e4}

es una base natural de ARW (G4), por lo tanto g es un isomorfismo de evolución

entre A (G4) y ARW (G4).

Observación:

Para facilitar nuestros cálculos vamos a utilizar los siguientes resultados:

Sean V y U dos espacios vectoriales, en donde V es de dimensión finita. Sea

B = {v1, v2, . . . , vn} una base de V y sean u1, . . . , un vectores cualesquiera de

U . Existe una única transformación lineal

T : V −→ U

tal que T (vi) = ui, i = 1, . . . , n [16, Teorema 1.1 Capitulo 4].

Sean V y U espacios vectoriales de dimensión finita tales que dim (U) =

dim (V ) y T : V −→ U una transformación lineal. T es isomorfismo, si y

solo si, existe una base {v1, v2, . . . , vn} tal que {T (v1) , T (v2) , . . . , T (vn)} es

una base de U . [16, Teorema 6.4 Capitulo 4].

Sean V y U álgebras de evolución de dimensión finita con productos �, · res-

pectivamente. Sea B = {v1, v2, . . . , vn} una base de V y

T : V −→ U

una transformación lineal tal que {T (v1) , T (v2) , . . . , T (vn)} es una base na-

tural de U y T (vi � vi) = T (vi) · T (vi) para i = 1 . . . , n. Entonces, T es un

isomorfismo de evolución.

Teorema 4.1 Si Gd es un grafo d-regular, entonces A (Gd) y ARW (Gd) son iso-

morfas como álgebras de evolución. [17]

Demostración:

Si Gd es un grafo d-regular con n vértices, entonces las dos álgebras de evolución
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vienen dadas por el conjunto de generadores S = {e1, e2, . . . , en} y las siguientes

relaciones:

A (Gd) :


ei · ei =

n∑
j=1

aijej, i = 1, . . . , n

ei · ej = 0, para i 6= j

y

ARW (Gd) :


ei � ei =

n∑
j=1

(aij
d

)
ej, i = 1, . . . , n

ei � ej = 0, para i 6= j .

Sea g : A (Gd) −→ ARW (Gd) la única transformación lineal tal que g(ei) = dei.

Claramente g es una transformación lineal biyectiva y además

g (ei · ei) = g

(
n∑
j=1

aijej

)

=
n∑
j=1

aijg (ej)

= d
n∑
j=1

aijej

= d2 (ei � ei)
= g (ei)� g (ei)

y

{g (e1) , . . . , g (en)} = {de1, . . . , den}

es una base natural de ARW (Gd), por lo tanto g es un isomorfismo de evolución entre

A (Gd) y ARW (Gd). �

Observación: Aunque el teorema anterior se demuestra para grafos regulares con n

vértices, el razonamiento se puede utilizar para grafos regulares de infinitos vértices

donde cada vértice tiene d vecinos, con d finito.

Ejemplo 4.3 El árbol homogéneo d-dimensional Td es un grafo infinito en que cada

vértice tiene grado d+1, y todo par de vértices están conectado por un único camino.
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v0

v01 v02 v03

v011 v012 v021 v022 v031 v032
...

...
...

Árbol homogéneo 2-dimensional T2

Sea T2 = (V,E). Entonces las dos álgebras de evolución vienen dadas por el conjunto

de generadores S = {ei | i ∈ V } y las siguientes relaciones:

A (T2) :


ei · ei =

∑
j∈V

aijej, i ∈ V

ei · ej = 0, para j 6= i

y

ARW (T2) :


ei � ei =

∑
j∈V

(aij
3

)
ej, i = 1, . . . , n

ei � ej = 0, para j 6= i .

Siguiendo la demostración anterior podemos definir la transformación

g : A (T2) −→ ARW (T2)

por g(ei) = 3ei. Claramente g es una transformación lineal biyectiva y además

g (ei · ei) = g

(∑
j∈V

aijej

)

=
∑
j∈V

aijg (ej)

= 3
∑
j∈V

aijej

= 9 (ei � ei)
= g (ei)� g (ei)

y

{g (ei) | i ∈ V } = {3ei | i ∈ V }
es una base natural de ARW (T2), por lo tanto g es un isomorfismo de evolución

entre A (T2) y ARW (T2).
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SECCION 4.3

Grafos bipartitos completos

Ejemplo 4.4 Consideremos el siguiente grafo bipartito completo K4,3

v1 v2 v3 v4

v5 v6 v7

Entonces las dos álgebras de evolución vienen dadas por el conjunto de generadores

S = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7} y las siguientes relaciones:

A (K4,3) :


ei · ei = e5 + e6 + e7, para i = 1, 2, 3, 4

ei · ei = e1 + e2 + e3 + e4, para i = 5, 6, 7

ei · ej = 0, para i 6= j

y

ARW (K4,3) :


ei � ei =

1

3
(e5 + e6 + e7) para i = 1, 2, 3, 4

ei � ei =
1

4
(e1 + e2 + e3 + e4) para i = 5, 6, 7

ei � ej = 0, para i 6= j.

Supongamos que existe una transformación g : A (K4,3) −→ ARW (K4,3) dada por

g(ei) = αiei con αi 6= 0 y además

g(ei · ei) = g(ei)� g(ei).

Por lo tanto para i = 1, 2, 3, 4

g (ei · ei) = g (e5 + e6 + e7) = g(e5) + g(e6) + g(e7) = α5e5 + α6e6 + α7e7 (4.1)

y para i = 5, 6, 7

g (ei · ei) = g (e1 + e2 + e3 + e4)

= g(e1) + g(e2) + g(e3) + g(e4)

= α1e1 + α2e2 + α3e3 + α4e4, (4.2)

además

g (ei)� g (ei) = α2
i (ei � ei) . (4.3)
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Aśı de (4.1), (4.2) y (4.3) podemos concluir que:

α2
1 = α2

2 = α2
3 = α2

4 y

α2
5 = α2

6 = α2
7.

Si tomamos

α = α1 = α2 = α3 = α4 y

β = α5 = α6 = α7

tenemos de (4.1), (4.2) y (4.3) que:

β (e5 + e6 + e7) =
α2

3
(e5 + e6 + e7) y

α (e1 + e2 + e3 + e4) =
β2

4
(e1 + e2 + e3 + e4)

de donde,

β =
α2

3
y α =

β2

4

concluyendo que:

α = 3
√

4 3
√

9 y β = 3
√

16 3
√

3.

Entonces

g (ei) =

{
3
√

4 3
√

9ei, para i = 1, 2, 3, 4
3
√

16 3
√

3ei, para i = 5, 6, 7.

Es fácil verificar que g es una aplicación lineal y que para i = 1, 2, 3, 4, se tiene que:

g (ei · ei) = g (e5 + e6 + e7)

= g(e5) + g(e6) + g(e7)

=
3
√

16
3
√

3 (e5 + e6 + e7)

= 3
3
√

16
3
√

3 (ei � ei)

= 3
3
√

16 3
√

3(
3
√

4 3
√

9
)2 (g (ei)� g (ei))

= g (ei)� g (ei)

y para i = 5, 6, 7 se tiene que:

g (ei · ei) = g (e1 + e2 + e3 + e4)

= g(e1) + g(e2) + g(e3) + g(e4)

=
3
√

4
3
√

9 (e1 + e2 + e3 + e4)

= 4
3
√

4
3
√

9 (ei � ei)



4.3 Grafos bipartitos completos 42

= 4
3
√

4 3
√

9(
3
√

16 3
√

3
)2 (g (ei)� g (ei))

= g (ei)� g (ei)

por lo tanto g es algebraica y

{g (ei) | i = 1, . . . , 7} =
{

3
√

4
3
√

9ei | i = 1, 2, 3, 4
}⋃{

3
√

16
3
√

3ei | i = 5, 6, 7
}

es una base natural de ARW (K4,3), por lo tanto g es un isomorfismo de evolución

entre A (K4,3) y ARW (K4,3).

Observación: Si Km,n es un grafo completo, entonces siguiendo el mismo razona-

miento que en el ejemplo anterior, un candidato a isomorfismo de evolución es

g : A (Km,n) −→ ARW (Km,n)

dado por

g (ei) =

 m
1
3n

2
3 ei, para 1 6 i 6 m

m
2
3n

1
3 ei, para m+ 1 6 i 6 m+ n.

Teorema 4.2 Si Km,n es un grafo bipartito completo, entonces A (Km,n) y ARW (Km,n)

son isomorfas como álgebras de evolución. [17]

Demostración:

Si Km,n es un grafo bipartito completo, entonces las dos álgebras de evolución vie-

nen dadas por el conjunto de generadores S = {e1, e2, . . . , em, em+1, . . . em+n} y las

siguientes relaciones:

A (Km,n) :



ei · ei =
n∑
j=1

em+j, para i = 1, . . . ,m

ei · ei =
m∑
j=1

ej, para i = m+ 1, . . . ,m+ n

ei · ej = 0, para i 6= j

y

ARW (Km,n) :



ei � ei =
n∑
j=1

1

n
em+j, para i = 1, . . . ,m

ei � ei =
m∑
j=1

1

m
ej, para i = m+ 1, . . . ,m+ n

ei � ej = 0, para i 6= j.
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Definimos la transformación g : A (Km,n) −→ ARW (Km,n) por

g (ei) =

{
m

1
3n

2
3 ei, para 1 6 i 6 m

m
2
3n

1
3 ei, para m+ 1 6 i 6 m+ n.

Claramente g es una transformación lineal biyectiva y para i = 1, . . . ,m

g (ei · ei) = g

(
n∑
j=1

em+j

)

=
n∑
j=1

g (em+j)

=
(
m

2
3n

1
3

)( n∑
j=1

em+j

)

=
(
m

2
3n

4
3

)( n∑
j=1

1

n
em+j

)
=

(
m

2
3n

4
3

)
(ei � ei)

=

 m
2
3n

4
3(

m
1
3n

2
3

)2

 (g (ei)� g (ei))

= g (ei)� g (ei)

análogamente para i = m+ 1, . . . ,m+ n

g (ei · ei) = g (ei)� g (ei) ,

por lo tanto g es algebraica y

{g (ei) | i = 1, . . . ,m+ n} =
{
m

1
3n

2
3 e1, . . . ,m

1
3n

2
3 em,m

2
3n

1
3 em+1, . . . ,m

2
3n

1
3 em+n

}
es una base natural de ARW (Km,n), por lo tanto g es un isomorfismo de evolución

entre A (Km,n) y ARW (Km,n).
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SECCION 4.4

Grafos camino.

Claramente un grafo camino con menos de cuatro vértices se puede ver como un

grafo regular o un grafo bipartito completo, por lo tanto nos van a interesar los grafos

caminos Pn con n mayor o igual a 4. A continuación analizaremos los homomorfismos

para P4 que muestran el comportamiento para n par y los homomorfismos para P5

que muestran el comportamiento para n impar.

Ejemplo 4.5 Consideremos el grafo camino P4

v1 v2 v3 v4

Entonces las dos álgebras de evolución vienen dadas por el conjunto de generadores

S = {e1, e2, e3, e4} y las siguientes relaciones:

A (P4) :


e1 · e1 = e2

e2 · e2 = e1 + e3

e3 · e3 = e2 + e4

e4 · e4 = e3

ei · ej = 0, para i 6= j

y

ARW (P4) :



e1 � e1 = e2

e2 � e2 =
1

2
(e1 + e3)

e3 � e3 =
1

2
(e2 + e4)

e4 � e4 = e3

ei � ej = 0, para i 6= j.

Supongamos que existe una transformación g : A (P4) −→ ARW (P4) tal que para

i, j ∈ {1, 2, 3, 4}

g(ei) =
4∑

k=1

tikek y g(ei · ej) = g(ei)� g(ej).

Por lo tanto

g (ei · ej) =

(
4∑

k=1

tikek

)
�

(
4∑

k=1

tjkek

)

=
4∑

k=1

(tiktjk) (ek � ek)
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=
1

2
ti2tj2e1 +

(
ti1tj1 +

1

2
ti3tj3

)
e2 +

(
ti4tj4 +

1

2
ti2tj2

)
e3 +

1

2
ti3tj3e4

y si j 6= i, entonces

ti2tj2 = 0, ti1tj1 +
1

2
ti3tj3 = 0,

ti3tj3 = 0, ti4tj4 +
1

2
ti2tj2 = 0.

De esto se sigue que

tiltjl = 0, para i, j, l ∈ {1, 2, 3, 4} con i 6= j,

lo que implica que para cualquier k, tik 6= 0 a lo sumo para un valor de i, luego

g (ei) =
4∑

k=1

tikek = αieσ(i), αi ∈ R, σ ∈ S4

por tanto

g (ei · ei) = g (ei)� g (ei) = α2
i

(
eσ(i) � eσ(i)

)
. (4.4)

En particular para i = 1

g (e1 · e1) = α2
1

(
eσ(1) � eσ(1)

)
y

g (e1 · e1) = g (e2) = α2eσ(2)

de donde,
(
eσ(1) � eσ(1)

)
= eσ(2) y recordando que los únicos vértices con un solo

vecino son v1 y v4 entonces

σ (1) ∈ {1, 4} , y α2 = α2
1. (4.5)

Análogamente tomando i = 4 en (4.4)

g (e4 · e4) = α2
4

(
eσ(4) � eσ(4)

)
y

g (e4 · e4) = g (e3) = α3eσ(3)

de donde,
(
eσ(4) � eσ(4)

)
= eσ(3) y por lo tanto

σ (4) ∈ {1, 4} y α3 = α2
4.

Luego para i = 2, 3, σ (i) ∈ {2, 3} y remplazando en (4.4)

g (ei · ei) = α2
i

(
eσ(i) � eσ(i)

)
=
α2
i

2

(
eσ(i−1) + eσ(i+1)

)
y

g (ei · ei) = g (ei−1 + ei+1) = g (ei−1) + g (ei+1)

= αi−1eσ(i−1) + αi+1eσ(i+1)

de donde,

α2
i

2
eσ(i−1) +

α2
i

2
eσ(i+1) = αi−1eσ(i−1) + αi+1eσ(i+1)
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aśı para i = 2, 3

α2
i

2
= αi−1 = αi+1

es decir

α2
2

2
= α1 = α3,

α2
3

2
= α2 = α4 (4.6)

de donde

α2 =
α2

3

2
=

(
α2
2

2

)2

2
=
α4

2

8
.

Aśı

α4
2 − 8α2 = α2

(
α3

2 − 8
)

= 0.

Si (α3
2 − 8) = 0, entonces α2 = 2 y por (4.5)

α1 =
√
α2 =

√
2

y por (4.6)

α1 =
α2

2

2
= 2,

esto es absurdo, y por lo tanto α2 = 0, y aśı

α1 = α2 = α3 = α4 = 0,

de donde g es el homomorfismo nulo.

Ejemplo 4.6 Consideremos el grafo camino P5

v1 v2 v3 v4 v5

Entonces las dos álgebras de evolución vienen dadas por el conjunto de generadores

S = {e1, e2, e3, e4, e5} y las siguientes relaciones:

A (P5) :



e1 · e1 = e2

e2 · e2 = e1 + e3

e3 · e3 = e2 + e4

e4 · e4 = e3 + e5

e5 · e5 = e4

ei · ej = 0, para i 6= j

y
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ARW (P5) :



e1 � e1 = e2

e2 � e2 =
1

2
(e1 + e3)

e3 � e3 =
1

2
(e2 + e4)

e4 � e4 =
1

2
(e3 + e5)

e5 � e5 = e4

ei � ej = 0, para i 6= j.

Supongamos que existe una transformación g : A (P5) −→ ARW (P5) tal que para

cada i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}

g(ei) =
5∑

k=1

tikek y g(ei · ej) = g(ei)� g(ej), (4.7)

veamos que g es el homomorfismo nulo.

Para esto vamos a dividir la prueba en varios pasos:

Paso 1:

Primero veamos que para i 6= j y l par:

tiltjl = 0.

De (4.7) obtenemos

g (ei · ej) =

(
5∑

k=1

tikek

)
�

(
5∑

k=1

tjkek

)

=
5∑

k=1

(tiktjk) (ek � ek) (4.8)

=
1

2
ti2tj2e1 +

(
ti1tj1 +

1

2
ti3tj3

)
e2 +

(
ti2tj2 + ti4tj4

2

)
e3 +(

ti5tj5 +
1

2
ti3tj3

)
e4 +

1

2
ti4tj4e5

y entonces para i 6= j:

ti2tj2 = 0

ti1tj1 +
1

2
ti3tj3 = 0 (4.9)

ti2tj2 + ti4tj4 = 0 (4.10)
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ti5tj5 +
1

2
ti3tj3 = 0 (4.11)

ti4tj4 = 0

y se sigue que

ti2tj2 = ti4tj4 = 0. (4.12)

Paso 2:

Veamos ahora que para i 6= j se tiene:

ti1tj1 = 0.

De (4.12) se tiene que ti2 6= 0 a lo sumo para un valor de i. Supongamos que ti02 6= 0,

entonces

tk2 = 0, para k 6= i0. (4.13)

Además,

g (e1 · e1) = g (e2) =
n∑
k=1

t2kek, (4.14)

g (ei · ei) = g (ei−1) + g (ei+1)

=
n∑
k=1

(
t(i−1)k + t(i+1)k

)
ek, para i = 2, 3, 4 (4.15)

g (e5 · e5) = g (e4) =
n∑
k=1

t4kek. (4.16)

Al hacer i = j en (4.8) y comparar los términos que acompañan a e2 con los términos

que acompañan al mismo en (4.14), (4.15) y (4.16) se obtiene que

t2j1 +
1

2
t2j3 =


t22 j = 1

t(j−1)2 + t(j+1)2 j = 2, 3, 4

t42 j = 5

(4.17)

en particular para j = i0

t2i01 +
1

2
t2i03 =


t22 i0 = 1

t(i0−1)2 + t(i0+1)2 i0 = 2, 3, 4

t42 i0 = 5.

(4.18)

Se puede observar que el lado derecho de (4.18) siempre es de la forma tk12 + αtk22,

donde α ∈ {0, 1}, k1 6= i0 y k2 6= i0. Entonces por (4.13) el lado derecho de (4.18)

siempre es nulo, además el lado izquierdo de (4.18) es suma de términos positivos,

de donde cada término debe ser nulo, por lo tanto

ti01 = 0. (4.19)

Al analizar (4.17) para los vj que no son vecinos de vi0 se puede observar que el

lado derecho siempre es de la forma tk12 + αtk22, donde α ∈ {0, 1}, k1 6= i0 y
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k2 6= i0. Entonces por (4.13) el lado derecho de (4.17) siempre es nulo, además el

lado izquierdo de (4.17) es suma de términos positivos, de donde cada término debe

ser nulo, por lo tanto

tj1 = 0, para vj no vecino de vi0 . (4.20)

Ahora vamos a analizar los posibles valores de i0 para ver que ti1tj1 = 0, si j 6= i.

Caso 1: Si i0 = 1, entonces v3, v4 y v5 no son vecinos de vi0, y por (4.19) y

(4.20)

t11 = t31 = t41 = t51 = 0,

y por lo tanto

ti1tj1 = 0, para i 6= j.

Caso 2: Si i0 = 2, entonces v4 y v5 no son vecinos de vi0, y por (4.19) y

(4.20)

t21 = t41 = t51 = 0,

además por (4.8) y (4.15) el primer coeficiente de g (e4 · e4) debe satisfacer que

t242

2
= t31 + t51

pero t42 = 0 por (4.13) y t31 = 0 por (4.20), lo que implica que t51 = 0, de

donde

t11 = t31 = t41 = t51 = 0

y por lo tanto

ti1tj1 = 0, para i 6= j.

Caso 3: Si i0 = 3, entonces v1 y v5 no son vecinos de vi0, y por (4.19) y

(4.20)

t11 = t31 = t51 = 0.

Además por (4.8) y (4.15) el primer coeficiente de g (e1 · e1) debe satisfacer

que
t212

2
= t21

pero t12 = 0 por (4.13), lo que implica que t21 = 0, de donde

t11 = t21 = t31 = t51 = 0

y por lo tanto

ti1tj1 = 0, para i 6= j.

Caso 4: Si i0 = 4, entonces v1 y v2 no son vecinos de vi0, y por (4.19) y

(4.20)

t11 = t21 = t41 = 0.
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Además por (4.8) y (4.15) el primer coeficiente de g (e2 · e2) debe satisfacer

que
t222

2
= t11 + t31,

pero t22 = 0 por (4.12) y t11 = 0 por (4.20), lo que implica que t31 = 0, de

donde

t11 = t21 = t31 = t41 = 0

y por lo tanto

ti1tj1 = 0, para i 6= j.

Caso 5: Si i0 = 5, entonces v1, v2 y v3 no son vecinos de vi0, y por (4.19) y

(4.20)

t11 = t21 = t31 = t51 = 0

y por lo tanto

ti1tj1 = 0, para i 6= j

De los cinco caso anteriores, concluimos que:

ti1tj1 = 0, para i 6= j. (4.21)

Paso 3:

Veamos ahora que para i 6= j y l = 1, 2, . . . , 5 se tiene

tiltjl = 0.

De (4.21), (4.9), (4.10) y (4.11)

ti1tj1 = 0

ti1tj1 +
ti3tj3

2
= 0

ti3tj3
2

+ ti5tj5 = 0

por lo tanto,

tiltjl = 0, para i 6= j y l impar.

De lo anterior y (4.12) se sigue que:

tiltjl = 0, para i 6= j y l ∈ {1, 2, . . . , 5}. (4.22)
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Paso 4:

Ahora veamos que para todo i, j :

tij = 0.

La igualdad (4.22) implica que para cualquier k, tik 6= 0 a lo sumo para un valor de

i, aśı:

g (ei) =
5∑

k=1

tikek = αieσ(i), αi ∈ R, σ ∈ S5,

que junto con (4.7) nos lleva a:

g (ei · ei) = g (ei)� g (ei) = α2
i

(
eσ(i) � eσ(i)

)
. (4.23)

En particular para i = 1,

g (e1 · e1) = α2
1

(
eσ(1) � eσ(1)

)
g (e1 · e1) = g (e2)

= α2eσ(2)

de donde
(
eσ(1) � eσ(1)

)
= eσ(2) y recordando que los únicos vértices con un solo

vecino son v1 y v5, entonces

σ (1) ∈ {1, 5} y α2 = α2
1. (4.24)

Análogamente remplazando i = 5 en (4.23),

g (e5 · e5) = α2
5

(
eσ(5) � eσ(5)

)
y

g (e5 · e5) = g (e4)

= α4eσ(4)

de donde
(
eσ(5) � eσ(5)

)
= eσ(4) y por lo tanto

σ (5) ∈ {1, 5} y α4 = α2
5.

Luego para i = 2, 3, 4, σ (i) ∈ {2, 3, 4} y remplazando en (4.23)

g (ei · ei) = α2
i

(
eσ(i) � eσ(i)

)
=
α2
i

2

(
eσ(i−1) + eσ(i+1)

)
y

g (ei · ei) = g (ei−1 + ei+1) = g (ei−1) + g (ei+1)

= αi−1eσ(i−1) + αi+1eσ(i+1)

de donde,

α2
i

2
eσ(i−1) +

α2
i

2
eσ(i+1) = αi−1eσ(i−1) + αi+1eσ(i+1)
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aśı, para i = 2, 3, 4

α2
i

2
= αi−1 = αi+1

es decir,

α2
2

2
= α1 = α3,

α2
3

2
= α2 = α4,

α2
4

2
= α3 = α5 (4.25)

de donde,

α2 =
α2

3

2
=

(
α2
2

2

)2

2
=
α4

2

8

Aśı

α4
2 − 8α2 = α2

(
α3

2 − 8
)

= 0.

Si (α3
2 − 8) = 0, entonces α2 = 2 y por (4.24)

α1 =
√
α2 =

√
2,

y por (4.25)

α1 =
α2

2

2
= 2,

esto es absurdo, por lo tanto α2 = 0, y aśı:

α1 = α2 = α3 = α4 = α5 = 0,

de donde g es el homomorfismo nulo.

Este resultado se generaliza en la Proposición 3 de [17] de la siguiente manera:

Teorema 4.3 Sea Pn un grafo camino con n 
 3. Entonces, el único homomorfismo

de evolución entre A (Pn) y ARW (Pn) es el nulo. En particular A (Pn) 6∼= ARW (Pn)

como álgebras de evolución.

Observación: El teorema anterior tambien se cumple para un camino infinito con

vertices {v1, v2, . . . } [17, Remark 3.1].

v1 v2 vn vn+1· · · · · ·

Otra familia que se estudia con frecuencia es la de los grafos bipartitos en general,

no solo los bipartitos completos; a diferencia de las familias anteriores los miembros

de esta familia no preservan el comportamiento con respecto a las álgebras de evo-

lución; es decir existen miembros de la misma donde el isomorfismo existe y otros

donde no existe.[17, Remark 3.2]
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Ejemplo 4.7 Consideremos el siguiente grafo

v1 v2 v3 v4

v5 v6 v7 v8

Claramente es un grafo bipartito no completo con partición

X = {v1, v2, v3, v4} , Y = {v5, v6, v7, v8} .

Pero también es un grafo 2-regular con 8 vértices, entonces por el teorema 4.1 las

respectivas álgebras de evolución son isomorfas.

Ejemplo 4.8 Consideremos el siguiente grafo

v1 v2 v3 v4

v5 v6 v7 v8

Claramente es un grafo bipartito no completo con partición

X = {v1, v2, v3, v4} , Y = {v5, v6, v7, v8} .

Pero también es un grafo camino con 8 vértices, entonces por el teorema 4.3 las

respectivas álgebras de evolución no son isomorfas.

SECCION 4.5

Grafos de la amistad.

Un grafo de la amistad con 3 vértices es un grafo regular, por lo tanto las respectivas

álgebras de evolución son isomorfas; por lo visto en el ejemplo 3.16 no existe un grafo

de la amistad con 4 vértices, ahora veamos que pasa con un grafo de la amistad de

5 vértices:

Ejemplo 4.9 Consideremos el grafo de la amistad F5

v1

v2 v3

v4

v5
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Entonces las dos álgebras de evolución vienen dadas por el conjunto de generadores

S = {e1, e2, e3, e4, e5} y las siguientes relaciones:

A
(
F5

)
:



e1 · e1 = e2 + e5

e2 · e2 = e1 + e5

e3 · e3 = e4 + e5

e4 · e4 = e3 + e5

e5 · e5 = e1 + e2 + e3 + e4

ei · ej = 0, para i 6= j

y

ARW
(
F5

)
:



e1 � e1 =
1

2
(e2 + e5)

e2 � e2 =
1

2
(e1 + e5)

e3 � e3 =
1

2
(e4 + e5)

e4 � e4 =
1

2
(e3 + e5)

e5 � e5 =
1

4
(e1 + e2 + e3 + e4)

ei � ej = 0, para i 6= j.

Supongamos que existe una transformación g : A
(
F5

)
−→ ARW

(
F5

)
tal que para

cada i, j

g(ei) =
5∑

k=1

tikek y g(ei · ej) = g(ej)� g(ei).

Por lo tanto

g (ei · ej) =

(
5∑

k=1

tikek

)
�

(
5∑

k=1

tjkek

)

=
5∑

k=1

(tiktjk) (ek � ek)

=
ti1tj1

2
(e2 + e5) +

ti2tj2
2

(e1 + e5) +
ti3tj3

2
(e4 + e5) +

ti4tj4
2

(e3 + e5) +

ti5tj5
4

(e1 + e2 + e3 + e4)

=

(
ti2tj2

2
+
ti5tj5

4

)
e1 +

(
ti1tj1

2
+
ti5tj5

4

)
e2 +

(
ti4tj4

2
+
ti5tj5

4

)
e3 +(

ti3tj3
2

+
ti5tj5

4

)
e4 +

1

2
(ti1tj1 + ti2tj2 + ti3tj3 + ti4tj4) e5

y aśı para i 6= j, obtenemos

ti2tj2
2

+
ti5tj5

4
= 0 (4.26)
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ti1tj1
2

+
ti5tj5

4
= 0 (4.27)

ti4tj4
2

+
ti5tj5

4
= 0 (4.28)

ti3tj3
2

+
ti5tj5

4
= 0 (4.29)

4∑
k=1

tiktjk = 0 (4.30)

al sumar (4.26), (4.27),(4.28) y (4.29) obtenemos:

1

2
(ti1tj1 + ti2tj2 + ti3tj3 + ti4tj4) = −ti5tj5

y al igualar con (4.30) obtenemos:

ti5tj5 = 0, para i 6= j

que al remplazarlo en (4.26), (4.27), (4.28) y (4.29) nos lleva a:

tiltjl = 0, para i, j, l ∈ {1, . . . , 5} con i 6= j

esto implica que para cualquier k, tik 6= 0 a lo sumo para un valor de i, luego

g (ei) =
5∑

k=1

tikek = αieσ(i), con αi ∈ R y σ ∈ S5.

Además,

g (ei · ei) = g (ei)� g (ei) = α2
i

(
eσ(i) � eσ(i)

)
(4.31)

y para i 6= 5

g (ei · ei) = g
(
ei+t(i) + e5

)
= αi+t(i)eσ(i+t(i)) + α5e5 (4.32)

donde

t (i) =

{
1, para i impar

−1, para i par

e igualando (4.31) y (4.32) obtenemos:

α2
i

(
eσ(i) � eσ(i)

)
= αi+t(i)eσ(i+t(i)) + α5e5, para i 6= 5.

Veamos que pasa si σ (5) = 5. En este caso σ (i) 6= 5 para i 6= 5,y por (4.31) y (4.32)

α2
i

(
eσ(i) � eσ(i)

)
= αi+t(i)eσ(i+t(i)) + α5e5.

Además,

α2
i

(
eσ(i) � eσ(i)

)
=
α2
i

2

(
eσ(i)+t(σ(i)) + e5

)
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donde σ (i) , σ (i) + t (σ (i)) ∈ {1, 2, 3, 4}, entonces

α2
i

2

(
eσ(i)+t(σ(i)) + e5

)
= αi+t(i)eσ(i+t(i)) + α5e5

y por lo tanto

α5 =
α2
i

2
= αi+t(i)

es decir,

α1 = α2 = α3 = α4 = α5

y aśı αi =
α2
i

2
de donde αi (αi − 2) = 0.

Si αi = 2 para todo i, entonces

g (e5 · e5) = α2
5 (e5 � e5) = e1 + e2 + e3 + e4

y

g (e5 · e5) = g (e1 + e2 + e3 + e4) = 2
(
eσ(1) + eσ(2) + eσ(3) + eσ(4)

)
= 2 (e1 + e2 + e3 + e4)

lo cual es absurdo.

Si αi = 0 para todo i, entonces g es el homomorfismo nulo.

Veamos ahora que pasa si σ (5) 6= 5. En este caso existe i 6= 5 tal que σ (i+ t (i)) = 5

y σ (i) 6= 5, además

g
((
eσ(i+t(i))

)
·
(
eσ(i+t(i))

))
= g (e5 · e5)

= g (e1 + e2 + e3 + e4)

= α1eσ(1) + α2eσ(2) + α3eσ(3) + α4eσ(4) (4.33)

y

g
((
eσ(i+t(i))

)
·
(
eσ(i+t(i))

))
= g (e5 · e5)

= g (e5)� g (e5)

= α2
5

(
eσ(5) � eσ(5)

)
(4.34)

=
α2

5

2

(
eσ(5)+t(σ(5)) + e5

)
igualando (4.33) y (4.34) obtenemos:

α2
5

2

(
eσ(5)+t(σ(5)) + e5

)
= α1eσ(1) + α2eσ(2) + α3eσ(3) + α4eσ(4) (4.35)

de donde existen k1, k2 ∈ {1, 2, 3, 4} tal que αk1 = αk2 = 0, σ (k1) 6= 5 y σ (k2) 6= 5;

por lo tanto existe k ∈ {1, 2, 3, 4} tal que:

αk = 0 (4.36)

σ (k) 6= 5

σ (k + t (k)) 6= 5, (4.37)



4.6 Grafos rueda. 57

entonces por (4.36)

g (ek · ek) = g (ek)� (ek) = α2
k

(
eσ(k) � eσ(k)

)
= 0 (4.38)

además por (4.32)

g (ek · ek) = g
(
ek+t(k) + e5

)
= αk+t(k)eσ(k+t(k)) + α5e5 (4.39)

ahora igualando (4.38) con (4.39) y utilizando (4.37), podemos concluir que

α5 = 0

y finalmente por (4.35)

α1 = α2 = α3 = α4 = α5 = 0,

por lo tanto g es el homomorfismo nulo.

Este resultado se puede generalizar en el siguiente teorema [17, Proposition 3.4].

Teorema 4.4 Sea Fn un grafo de la amistad con n vértices, n > 4. Entonces el

único homomorfismo de evolución entre A
(
Fn
)

y ARW
(
Fn
)

es el nulo; por lo tanto

A
(
Fn
)
6∼= ARW

(
Fn
)

como álgebras de evolución.

SECCION 4.6

Grafos rueda.

Ahora vamos a analizar los grafos rueda, claramente el grafo rueda de 4 vértices es

un grafo regular, por lo tanto vamos a iniciar analizando el grafo rueda de 5 vértices:

Ejemplo 4.10 Consideremos el grafo de la amistad W5

v1

v2

v3

v4

v5

Entonces las dos álgebras de evolución vienen dadas por el conjunto de generadores

S = {e1, e2, e3, e4, e5} y las siguientes relaciones:

A (W5) :



e1 · e1 = e2 + e4 + e5

e2 · e2 = e1 + e3 + e5

e3 · e3 = e2 + e4 + e5

e4 · e4 = e1 + e3 + e5

e5 · e5 = e1 + e2 + e3 + e4

ei · ej = 0, para i 6= j
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y

ARW (W5) :



e1 � e1 =
1

3
(e2 + e4 + e5)

e2 � e2 =
1

3
(e1 + e3 + e5)

e3 � e3 =
1

3
(e2 + e4 + e5)

e4 � e4 =
1

3
(e1 + e3 + e5)

e5 � e5 =
1

4
(e1 + e2 + e3 + e4)

ei � ej = 0, para i 6= j.

Supongamos que existe una transformación g : A (W5) −→ ARW (W5) tal que para

cada i, j

g(ei) =
5∑

k=1

tikek, y g(ei · ej) = g(ei)� g(ej).

Entonces

g (ei · ej) =

(
5∑

k=1

tikek

)
�

(
5∑

k=1

tjkek

)

=
5∑

k=1

(tiktjk) (ek � ek)

=
ti1tj1

3
(e2 + e4 + e5) +

ti2tj2
3

(e1 + e3 + e5) +
ti3tj3

3
(e2 + e4 + e5) +

ti4tj4
3

(e1 + e3 + e5) +
ti5tj5

4
(e1 + e2 + e3 + e4)

=

(
ti2tj2

3
+
ti4tj4

3
+
ti5tj5

4

)
e1 +

(
ti1tj1

3
+
ti3tj3

3
+
ti5tj5

4

)
e2 +(

ti2tj2
3

+
ti4tj4

3
+
ti5tj5

4

)
e3 +

(
ti1tj1

3
+
ti3tj3

3
+
ti5tj5

4

)
e4 +

1

3
(ti1tj1 + ti2tj2 + ti3tj3 + ti4tj4) e5 (4.40)

de lo anterior para i 6= j, obtenemos:

ti2tj2
3

+
ti4tj4

3
+
ti5tj5

4
= 0 (4.41)

ti1tj1
3

+
ti3tj3

3
+
ti5tj5

4
= 0 (4.42)

ti2tj2
3

+
ti4tj4

3
+
ti5tj5

4
= 0 (4.43)
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ti1tj1
3

+
ti3tj3

3
+
ti5tj5

4
= 0 (4.44)

4∑
k=1

tiktjk = 0 (4.45)

al sumar (4.41), (4.42), (4.43) y (4.44), obtenemos:

2

3
(ti1tj1 + ti2tj2 + ti3tj3 + ti4tj4) = −ti5tj5

y al igualar con (4.45), obtenemos:

ti5tj5 = 0, para i 6= j. (4.46)

Además

g(ei·ei) =


g(el1(i) + el2(i) + e5) =

5∑
k=1

(
tl1(i)k + tl2(i)k + t5k

)
ek, i = 1, 2, 3, 4

g

(
4∑
j=1

ej

)
=

5∑
k=1

(t1k + t2k + t3k + t4k) ek, i = 5,

(4.47)

donde vl1(i) y vl2(i) son los vecinos de vi diferentes a v5.

Note que:

l1 (i) =

{
i− 1, i ∈ {2, 3, 4}

4, i = 1

l2 (i) =

{
i+ 1, i ∈ {1, 2, 3}

1, i = 4

luego de (4.40) sabemos que la última coordenada de g (ei � ei) es:

t2i1
3

+
t2i2
3

+
t2i3
3

+
t2i4
3
, para i ∈ {1, 2, 3, 4}

que igualando con la última coordenada en (4.47), nos lleva a:

t2i1
3

+
t2i2
3

+
t2i3
3

+
t2i4
3

= tl1(i)5 + tl2(i)5 + t55, i ∈ {1, 2, 3, 4} (4.48)

t251

3
+
t252

3
+
t253

3
+
t254

3
= t15 + t25 + t35 + t45, i = 5. (4.49)

Supongamos que t55 6= 0. Entonces por (4.46)

ti5 = 0, para i = 1, 2, 3, 4, (4.50)

y por (4.49)

t51 = t52 = t53 = t54 = 0. (4.51)

Al remplazar i = 1, 2, 3, 4 en (4.48), sumar los resultados y usar (4.50), llegamos a:
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1

3

4∑
j=1

4∑
k=1

t2jk = 4t55. (4.52)

Sustituyendo (4.50) en (4.40), obtenemos:

g (ei · ei) =

(
t2i2
3

+
t2i4
3

)
e1 +

(
t2i1
3

+
t2i3
3

)
e2 +

(
t2i2
3

+
t2i4
3

)
e3 +(

t2i1
3

+
t2i3
3

)
e4 +

1

3

(
t2i1 + t2i2 + t2i3 + t2i4

)
e5. (4.53)

Tomando i 6= 5 e igualando las primeras cuatro componentes en (4.47) y (4.53), y

luego sumándolas, obtenemos:

2

3

(
t211 + t212 + t213 + t214

)
= t21 + t22 + t23 + t24 + t41 + t42 + t43 + t44,

2

3

(
t221 + t222 + t223 + t224

)
= t11 + t12 + t13 + t14 + t31 + t32 + t33 + t34,

2

3

(
t231 + t232 + t233 + t234

)
= t21 + t22 + t23 + t24 + t41 + t42 + t43 + t44,

2

3

(
t241 + t242 + t243 + t244

)
= t11 + t12 + t13 + t14 + t31 + t32 + t33 + t34.

Sumando todas las ecuaciones anteriores:

4∑
l=1

4∑
k=1

t2lk = 3
4∑
l=1

4∑
k=1

tlk (4.54)

y remplazando i = 5 en (4.40) y (4.47), y usando (4.51), obtenemos:

g (e5 � e5) =
t255

4
(e1 + e2 + e3 + e4)

g (e5 � e5) =
5∑

k=1

(
4∑
l=1

tlk

)
ek. (4.55)

Igualando las primeras 4 componentes y sumándolas, obtenemos:

t255 =
4∑

k=1

4∑
l=1

tlk,

y utilizando, (4.52) y (4.54) obtenemos:

t255 =
4∑

k=1

4∑
l=1

tlk =
1

3

4∑
k=1

4∑
l=1

t2lk =
1

3
(12t55)

y dado que t55 6= 0, entonces:

t55 = 4
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y por (4.40):

1

3

4∑
i=1

4∑
j=1

t2ij = 4t55 = 16,

luego por (4.55)

g (e5 � e5) = 4 (e1 + e2 + e3 + e4)

g (e5 � e5) =
5∑

k=1

(t1k + t2k + t3k + t4k) ek.

Por lo tanto, para k = 1, 2, 3, 4:

t1k + t2k + t3k + t4k = 4

y

(t1k + t2k + t3k + t4k)
2 = 16,

y por (4.42), (4.43) y (4.46)

64 =
4∑

k=1

(t1k + t2k + t3k + t4k)
2

=
4∑

k=1

4∑
l=1

t2lk + 2

(
4∑

k=1

∑
l 6=k

(tl2tk2 + tl4tk4)

)
+ 2

(
4∑

k=1

∑
l 6=k

(tl1tk1 + tl3tk3)

)

=
4∑

k=1

4∑
l=1

t2lk = 48

la última igualdad por (4.52), lo cual es absurdo; y por lo tanto t55 = 0.

Ahora, si para todo i, ti5 = 0, entonces por (4.48) y (4.49)

tjk = 0, para j, k ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ,

y por lo tanto, g es el homomorfismo nulo.

Por el contrario, si existe i0 ∈ {1, 2, 3, 4} tal que ti05 6= 0; entonces por (4.46), si

j 6= i0,

tj5 = 0, (4.56)

y remplazando esto en (4.48):

ti01 = ti02 = ti03 = ti04 = 0,

y por lo tanto:

g (ei0) =
5∑

k=1

ti0kek = ti05e5. (4.57)

Además existe j ∈ {1, 2, 3, 4} tal que:
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j 6= i0 y vj no vecino de vi0; entonces los vecinos de vj son diferentes a vi0; es

decir:

l1 (j) 6= i0 y l2 (j) 6= i0,

por lo tanto,

tl1(j)5 = tl2(j)5 = 0. (4.58)

vj y vi0 tienen los mismos vecinos, es decir

l1 (i0) = l2 (j) y l2 (i0) = l1 (j) ,

por lo tanto,

g (ei0 · ei0) = g
(
el1(i0) + el2(i0) + e5

)
= g

(
el1(j) + el2(j) + e5

)
(4.59)

= g (ej · ej) .

Luego por (4.48), (4.56) y (4.58)

tj1 = tj2 = tj3 = tj4 = tj5 = 0

y por lo tanto

g (ej) =
5∑

k=1

tjkek = 0.

Aśı, por (4.57) y (4.59)

0 = g (ej)� g (ej)

= g (ei0)� g (ei0)

= t2i05 (e5 � e5)

=
t2i05

4
(e1 + e2 + e3 + e4) ,

de donde ti05 = 0, lo cual es absurdo.

Por lo tanto la única opción es que g sea el homomorfismo nulo.

Este resultado se puede generalizar en el siguiente teorema [17, Proposition 3.5].

Teorema 4.5 Sea Wn un grafo rueda con n vértices, n > 4. Entonces el único

homomorfismo de evolución entre A (Wn) y ARW (Wn) es el nulo; por lo tanto

A (Wn) 6∼= ARW (Wn) como álgebras de evolución.
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SECCION 4.7

Grafos n-partitos completos.

Si tenemos el grafo n-partito completo Ka1,a2....,an y s =
∑n

k=1 ak, entonces el álgebra

de evolución A (Ka1,a2....,an) viene dada por el conjunto de generadores

S = {e1, . . . , ea1 , ea1+1, . . . , ea1+a2 , . . . , ea1+a2+···+an}

y las relaciones:

para i ∈ {1, . . . , a1}:

ei · ei =

a2+···+an∑
j=1

ea1+j

para t ∈ {2, . . . , n− 1} e i ∈ {1, . . . , at}:

(
ea1+···+at−1+i

)
·
(
ea1+···+at−1+i

)
=

a1+···+at−1∑
j=1

ej +

at+1+...an∑
j=1

ea1+···+at+j

para i ∈ {1, . . . , an}:(
ea1+···+an−1+i

)
·
(
ea1+···+an−1+i

)
=

a1+···+an−1∑
j=1

ej

para i 6= j:

ei · ej = 0.

Análogamente el álgebra de evolución ARW (Ka1,a2....,an) viene dada por el conjunto

de generadores

S = {e1, . . . , ea1 , ea1+1, . . . , ea1+a2 , . . . , ea1+a2+···+an}

y las relaciones:

para i ∈ {1, . . . , a1}:

ei � ei =
1

s− a1

(
a2+···+an∑

j=1

ea1+j

)

para t ∈ {2, . . . , n− 1} e i ∈ {1, . . . , at}:

(
ea1+···+at−1+i

)
�
(
ea1+···+at−1+i

)
=

1

s− at

(
a1+···+at−1∑

j=1

ej +

at+1+...an∑
j=1

ea1+···+at+j

)

para i ∈ {1, . . . , an}:

(
ea1+···+an−1+i

)
�
(
ea1+···+an−1+i

)
=

1

s− an

(
a1+···+an−1∑

j=1

ej

)
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para i 6= j:

ei � ej = 0.

Ejemplo 4.11 Consideremos el grafo tripartito completo K2,2,2

v1v2

v3

v4

v6v5

con particiones

X = {v1, v5} , Y = {v2, v6} , Z = {v3, v4}

cada una de tamaño 2.

Las dos álgebras de evolución de K2,2,2 vienen dadas por el conjunto de generadores

S = {e1, e2, e3, e4, e5, e6} y las siguientes relaciones:

A (K2,2,2) :



e1 · e1 = e2 + e3 + e4 + e6

e2 · e2 = e1 + e3 + e4 + e5

e3 · e3 = e1 + e2 + e5 + e6

e4 · e4 = e1 + e2 + e5 + e6

e5 · e5 = e2 + e3 + e4 + e6

e6 · e6 = e1 + e3 + e4 + e5

ei · ej = 0, para i 6= j

y

ARW (K2,2,2) :



e1 � e1 = 1
4

(e2 + e3 + e4 + e6)

e2 � e2 = 1
4

(e1 + e3 + e4 + e5)

e3 � e3 = 1
4

(e1 + e2 + e5 + e6)

e4 � e4 = 1
4

(e1 + e2 + e5 + e6)

e5 � e5 = 1
4

(e2 + e3 + e4 + e6)

e6 � e6 = 1
4

(e1 + e3 + e4 + e5)

ei � ej = 0, para i 6= j.

Podemos observar que K2,2,2 es un grafo regular de orden 4, luego por teorema 4.1,

A (K2,2,2) ∼= ARW (K2,2,2) .
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Observaciones:

Si para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, ai = d para algún d > 2, entonces por teore-

ma 4.1:

A (Ka1,a2....,an) ∼= ARW (Ka1,a2....,an) ,

esto porque cada vértice tiene grado d (n− 1), es decir el grafo es regular.

Si n = 2, entonces por teorema 4.2

A (Ka1,a2)
∼= ARW (Ka1,a2)

En el siguiente ejemplo vamos a mostrar que no siempre es cierto que

A (Ka1,a2....,an) ∼= ARW (Ka1,a2....,an) [17].

Ejemplo 4.12 Consideremos el grafo tripartito completo K1,1,2

v1 v2

v3 v4

con particiones

X = {v1, v2} , Y = {v3} , Z = {v4}
de tamaños 2, 1 y 1 respectivamente.

Las dos álgebras de evolución vienen dadas por el conjunto de generadores S =

{e1, e2, e3, e4} y las siguientes relaciones:

A (K1,1,2) :


e1 · e1 = e2 + e3 + e4

e2 · e2 = e1 + e3 + e4

e3 · e3 = e1 + e2

e4 · e4 = e1 + e2

ei · ej = 0, para i 6= j

y

ARW (K1,1,2) :



e1 � e1 =
1

3
(e2 + e3 + e4)

e2 � e2 =
1

3
(e1 + e3 + e4)

e3 � e3 =
1

2
(e1 + e2)

e4 � e4 =
1

2
(e1 + e2)

ei � ej = 0, para i 6= j.
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Supongamos que existe una transformación g : A (K1,1,2) −→ ARW (K1,1,2) tal que

para cada i, j

g(ei) =
4∑

k=1

tikek, y g(ei · ej) = g(ei)� g(ej),

por lo tanto:

g (ei · ej) =

(
4∑

k=1

tikek

)
�

(
4∑

k=1

tjkek

)

=
4∑

k=1

(tiktjk) (ek � ek)

=
ti1tj1

3
(e2 + e3 + e4) +

ti2tj2
3

(e1 + e3 + e4) +
ti3tj3

2
(e1 + e2) +

ti4tj4
2

(e1 + e2)

=

(
ti2tj2

3
+
ti3tj3

2
+
ti4tj4

2

)
e1 +

(
ti1tj1

3
+
ti3tj3

2
+
ti4tj4

2

)
e2 +(

ti1tj1
3

+
ti2tj2

3

)
e3 +

(
ti1tj1

3
+
ti2tj2

3

)
e4

de lo anterior, para i 6= j, tenemos que:

ti2tj2
3

+
ti3tj3

2
+
ti4tj4

2
= 0 (4.60)

ti1tj1
3

+
ti3tj3

2
+
ti4tj4

2
= 0 (4.61)

ti1tj1 + ti2tj2 = 0. (4.62)

Al sumar (4.60) y (4.61), llegamos a:

1

3
(ti1tj1 + ti2tj2) + ti3tj3 + ti4tj4 = 0,

y al igualar con (4.62), obtenemos:

ti3tj3 + ti4tj4 = 0, para i 6= j, (4.63)

que sustituido en (4.60) y (4.62) implica que:

ti1tj1 = ti2tj2 = 0, para i 6= j. (4.64)

Además

g (e1)� g (e1) =

(
t212

3
+
t213

2
+
t214

2

)
e1 +

(
t211

3
+
t213

2
+
t214

2

)
e2 +(

t211

3
+
t212

3

)
e3 +

(
t211

3
+
t212

3

)
e4

y g (e1 · e1) = g (e2 + e3 + e4) =
∑4

k=1 (t2k + t3k + t4k) ek.
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Igualando las respectivas coordenadas, obtenemos:

t212

3
+
t213

2
+
t214

2
= t21 + t31 + t41 (4.65)

t211

3
+
t213

2
+
t214

2
= t22 + t32 + t42 (4.66)

t211

3
+
t212

3
= t23 + t33 + t43 = t24 + t34 + t44. (4.67)

Aplicando el mismo procedimiento para i ∈ {2, 3, 4} y dado que:

g (ei)� g (ei) =

(
t2i2
3

+
t2i3
2

+
t2i4
2

)
e1 +

(
t2i1
3

+
t2i3
2

+
t2i4
2

)
e2 +(

t2i1
3

+
t2i2
3

)
e3 +

(
t2i1
3

+
t2i2
3

)
e4,

g (e2 · e2) = g (e1 + e3 + e4) =
4∑

k=1

(t1k + t3k + t4k) ek, (4.68)

g (e3 · e3) = g (e4 · e4) = g (e1 + e2) =
4∑

k=1

(t1k + t2k) ek,

podemos obtener:

t11 + t31 + t41 =
t222

3
+
t223

2
+
t224

2
(4.69)

t12 + t32 + t42 =
t221

3
+
t223

2
+
t224

2
(4.70)

t11 + t21 =
t232

3
+
t233

2
+
t234

2
=
t242

3
+
t243

2
+
t244

2
(4.71)

t12 + t22 =
t231

3
+
t233

2
+
t234

2
=
t241

3
+
t243

2
+
t244

2
(4.72)

t14 + t24 = t13 + t23 =
t231

3
+
t232

3
=
t241

3
+
t242

3
. (4.73)

Note que (4.69) y (4.70) se obtienen de (4.68) igualando las primeras dos compo-

nentes de g (e2) � g (e2) y g (e2 · e2); (4.71), (4.72) y (4.73) se obtienen de (4.68)

igualando todas las componentes de g (e3)� g (e3) y g (e3 · e3) y las de g (e4)� g (e4)

y g (e4 · e4).

Por (4.64), ti1 6= 0 a lo sumo para un valor de i, por lo tanto podemos analizar 4

casos:

Caso 1: t11 = t21 = t31 = t41 = 0. En este caso, por (4.65)

t12 = t13 = t14 = 0,
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y por (4.69)

t22 = t23 = t24 = 0,

y finalmente por (4.71)

t32 = t33 = t34 = t42 = t43 = t44 = 0.

De donde se concluye que g es el homomorfismo nulo.

Caso 2: t31 6= 0 ó t41 6= 0. Entonces por (4.64)

t11 = t21 = 0,

luego por (4.71)

t32 = t33 = t34 = t42 = t43 = t44 = 0,

lo cual implica, por (4.72), que t231 = t241, además por (4.64) t31t41 = 0, por lo tanto

t31 = t41 = 0, lo cual es una contradicción.

Caso 3: t11 6= 0. Entonces por (4.64)

t21 = t31 = t41 = 0, (4.74)

(4.65) y (4.74) implican que:

t12 = t13 = t14 = 0,

además (4.73) y (4.74),implican que t232 = t242, es decir ambos son nulos ó ambos

son no nulos, pero por (4.64),

t32 = t42 = 0. (4.75)

Ahora por (4.70)

t23 = t24 = 0,

que sustituida en (4.66), nos lleva a

t211

3
= t22,

y dado que t11 6= 0, entonces t22 6= 0, esto en (4.69) implica que:

t11 =
t222

3
,

por lo tanto ,

t22 =
t211

3
=

(
t222
3

)2

3
=
t422

27
,

aśı:

t11 = t22 = 3.
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Sustituyendo en (4.71) y recordando, por (4.74) y (4.75), que t21 = t32 = t42 = 0,

obtenemos:

t233 + t234 = t243 + t244 = 6

por lo tanto,

t233 + t234 + t243 + t244 = 12. (4.76)

Además por (4.67)

t33 + t43 = t34 + t44 = 3,

por lo tanto(
t233 + t234

)
+
(
t243 + t244

)
+ 2 (t33t43 + t34t44) = (t33 + t43)2 + (t34 + t44)2

= 18 (4.77)

pero por (4.63)

t33t43 + t34t44 = 0,

que al remplazar en (4.77) da:

t233 + t234 + t243 + t244 = 18,

lo cual es absurdo por (4.76).

Caso 4: t21 6= 0. Entonces por (4.64)

t11 = t31 = t41 = 0. (4.78)

Lo cual implica, por (4.73) que t232 = t242, de donde ambos son nulos ó no nulos, pero

(4.64) implica que:

t32 = t42 = 0.

Luego por (4.69) y (4.78)

t22 = t23 = t24 = 0.

Ahora por (4.66)

t13 = t14 = 0,

que sustituyendo en (4.65) nos lleva a:

t212

3
= t21,

y dado que t21 6= 0, entonces t12 6= 0, esto en (4.70) implica que

t12 =
t221

3
,

por lo tanto,

t12 =
t221

3
=

(
t212
3

)2

3
=
t412

27
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y aśı:

t12 = t21 = 3.

Sustituyendo esto en (4.71):

t233 + t234 = t243 + t244 = 6

y por lo tanto

t233 + t234 + t243 + t244 = 12. (4.79)

Además por (4.67)

t33 + t43 = t34 + t44 = 3,

por lo tanto,

(
t233 + t234

)
+
(
t243 + t244

)
+ 2 (t33t43 + t34t44) = (t33 + t43)2 + (t34 + t44)2

= 18 (4.80)

pero por (4.63)

t33t43 + t34t44 = 0

que al remplazarlo en (4.80) da

t233 + t234 + t243 + t244 = 18,

lo cual es absurdo por (4.79).

Con esto hemos visto que el único caso posible es el caso 1, por lo tanto g es el

homomorfismo nulo.

En esta sección vimos que una condición suficiente para que

A (Ka1,a2....,an) ∼= ARW (Ka1,a2....,an) ,

es que n = 2 ó que todos los ai sean iguales, el art́ıculo [17] cierra con la siguiente

conjetura:

Conjetura

Sea Ka1,a2....,an un grafo n-partito completo, entonces

A (Ka1,a2....,an) ∼= ARW (Ka1,a2....,an) ,

si y solo si, se cumple una de las siguientes condiciones:

n = 2,

a1 = a2 = · · · = an.

La cual es aun un problema abierto a futuras investigaciones.
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