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Resumen

Las algebras de evolucion son un nuevo tipo de algebras no asociativas que surgen
como respuesta matemadtica al origen de la genética no mendeliana. Ellas fueron
introducidas en el 2006 por J.P. Tian y P. Vojtechovsky y estudiadas més amplia-
mente por J.P. Tian en 2008. Estas algebras presentan muchas conexiones con otros
campos de las matematicas entre ellos la teoria de grafos.

El objetivo de este trabajo es presentar la relacion entre estas algebras, los caminos
aleatorios y los grafos. Mas precisamente estudiar la relaciéon entre el algebra de
evolucion inducida por el camino aleatorio sobre el grafo y el dlgebra de evolucién
inducida por el mismo grafo.

v



Introduccion

Las algebras de evolucion son un nuevo tipo de algebras no asociativas que surgen
como respuesta matematica al origen de la genética no mendeliana, por lo tanto
para entender la historia de estas, debemos primero hablar un poco de la relacion
entre la genética mendeliana y las matematicas.

El estudio matematico de la herencia genética inicia en la segunda mitad del siglo
XIX con las investigaciones de Gregor Mendel y la formulacién de sus leyes de
la herencia. Mas tarde en las décadas de 1930 y 1940 se introdujeron las algebras
genéticas de una forma mas general. Serebrowsky[1] dié una formulacién mateméti-
ca a las leyes de Mendel, incluyendo una interpretacion algebraica al signo “x”que
indica la reproducion sexual y finalmente, el estudio sistematico de la genética desde
el dlgebra se le puede atribuir a Etherington, el cual en una serie de articulos [2] da
una formulacién precisa de las leyes de Mendel en términos de dlgebras no asociati-

vas, esto ayudo a que muchos otros matematicos hicieran aportes en esta rama.

Sin embargo, a comienzos del siglo XX, en estudios biolégicos se descubrieron varias
situaciones hereditarias que no se comportan de acuerdo con las leyes de Mendel, lo
cual da nacimiento a la genética no mendeliana, la cual en la actualidad es de gran
importancia en genética molecular. Con la genética no mendeliana surge una nueva
pregunta ;Pueden las matematicas describir la genética no mendeliana?

En el 2006 J.P. Tian y P. Vojtechovsky escriben una monografia [3] donde se res-
ponde afirmativamente a esta pregunta, presentando las algebras de evolucion. Pos-
teriormente en 2008 J.P. Tian [4] presenta esta informacién de manera un poco mas
amplia , mostrando que estas algebras presentan muchas conexiones con otros cam-
pos de las matematicas incluyendo teoria de grafos, teoria de grupos, cadenas de
Markov, sistemas dindmicos, teoria de nudos, 3-variedades y el estudio de la funcion
Zeta de Riemann.

A pesar de que las dlgebras de evolucion han sido introducidas recientemente, ya se
han estudiado muchos aspectos de las mismas como lo son: Su relacién con espa-
cios funcionales determinados por medidas de Gibbs [5], con procesos dindmicos [6];
también se han estudiado las derivaciones de algunas algebras de evolucién [7] y se
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han usado para describir la herencia genética en poblaciones bisexuales [8].

Uno de los campos que se conecta con las dlgebras de evolucion, es el de la teoria de
grafos. En particular un grafo tiene dos algebras de evoluciéon asociadas, la primera
estd asociada directamente al grafo y la segunda a el camino aleatorio regular sobre
el grafo. El propésito de esta monografia es estudiar la relacién entre estas algebras
de evolucién, en algunas familias particulares de grafos.

A lo largo de esta monografia se puede encontrar un primer capitulo que abarca
nociones como algebras no asociativas, subdlgebras e ideales de algebras no asocia-
tivas, algebra cociente y homomorfismo entre algebras; estas son nociones basicas
en el estudio de dlgebras no asociativas.

El capitulo dos abarca las nociones fundamentales de las dlgebras de evolucion;
mientras en el capitulo tres se desarrollan algunos conceptos de teoria de grafos.

En el ultimo capitulo se presentan algunas familias particulares de grafos, las dos
algebras de evolucion asociadas a ellos y la relacion entre ellas en términos de iso-
morfismos entre algebras.



CAPITULO 1

Nociones Basicas de Algebras no
Asociativas

El propésito de este capitulo es abordar los conceptos bésicos de las algebras no
asociativas; para esto vamos a seguir [9, 10].

SECCION 1.1
( Algebras

Definicién 1.1 Un dlgebra es un espacio vectorial A sobre un cuerpo F provisto de
una aplicacion bilineal A x A — A dada por (a,b) — a®b, esto es, una aplicacion
que cumple las siguientes propiedades:

» Sia,b,ce A, entonces (a+b)Oc=aGc+bOc

» Sia,bce A, entoncesa® (b+c)c=a®b+ad®c

» SiaeF ya,be A, entonces a(a ®b) = (aa) ©b=a©® (ab)
esta aplicacion se llama multiplicacion o producto en A.

Entre los conceptos mas basicos de un algebra se encuentran los siguientes:

= B es una base del dlgebra A, si B es base de A como espacio vectorial.
» La dimensién de un algebra A es su dimensién como espacio vectorial.

= Un algebra A tiene dimension finita, si como espacio vectorial, A tiene
dimensién finita.
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» Un édlgebra A tiene unidad a derecha (andlogamente a izquierda) si existe un
elemento en el dlgebra 14 (1;), tal que para todo z € A se cumple que z®1, = z
(I, ©x =x).

= Las constantes de estructura de un algebra A, de dimension finita n con
base B = {v1,v2,...,0,}, son las n® constantes \;j; que aparecen en los pro-
ductos

v; © V; = Z Aijkvk (11)
k=1

y a las n? ecuaciones en (1.1) se les llama tabla de multiplicacién y se

pueden organizar de la siguiente manera

U1 Uj Un

n n n
(%1 E /\11k'Uk . E )\Ukvk . E /\mkvk
k=1 k=1 k=1

n n n
U; E /\ilkvk e E )\ijkvk . E /\mkvk
k=1 k=1 k=1

n n n
Un E Anlkvkz . E /\njkvk c. E /\nnkvk
k=1 k=1 k=1

Por otro lado, si tenemos un espacio vectorial A y un conjunto de constantes
de estructura, entonces podemos definir el producto de la siguiente manera:

Dados = = Z?Zl Ui, Y= Z;-Zzl Bivi

rOy = ZZ%@(%QW)

i=1 j=1

= Z Z Z Oéi@j)\ijkvk

i=1 j=1 k=1

Se puede verificar que con este producto obtenemos una estructura de dlgebra.

Es muy importante observar que el producto en el algebra A con base B estd
totalmente determinado por las constantes de estructura.

Entre las caracteristicas mas importantes de un élgebra 4 se encuentran las siguien-
tes:

» Sia®b=00®a para cada a,b € A, entonces A es conmutativa.
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» Si (a®b)©®c=a® (b c) para cada a,b,c € A, entonces A es asociativa.

Es facil saber si un algebra es conmutativa al ver su tabla de multiplicacién, por
otro lado esta tabla no nos dice nada sobre la asociatividad del producto, por lo
cual verificar esta propiedad puede volverse bastante complejo incluso teniendo que
recurrir a herramientas computacionales.

Subalgebras e Ideales

( SECCION 1.2

Definicién 1.2 Sea A un dlgebra sobre un campo F. Si B,C C A, entonces
BC:={bc|beB, ceC}.

Definicién 1.3 Sea A un dlgebra sobre un campo F. Decimos que B C A es un
F-subdlgebra de A, si

s B es un subespacio vectorial de A.

» BBCB.

Facilmente podemos verificar que la interseccién de subdlgebras de A es un subdlge-
bra de A.

Otro concepto importante es el de subalgebra generada por un subconjunto.

Definicién 1.4 Sea A un dlgebra sobre un campoF y S C A no vacio. Definimos la
subdlgebra de A generada por S, como la menor subdlgebra de A que contiene
a S. Esta subdlgebra es denotada por (S).

Observaciones:

» Si (S) es la subdlgebra de A generada por S, entonces
(S) = ){H | S C H, Hsubdlgebra de A} .

Es decir, la subédlgebra generada por S es la interseccion de todas las subélgebra
de A que contienen a S.

» Cuando § es un conjunto finito, S = {vy, va, ..., v,}, escribimos (vy, va, ..., vy,)
para la subélgebra generada por vy, vs, ..., v, en lugar de ({v1,vs,...,v,}).

= Si B es un subdlgebra de A tal que (S) = B, decimos que B es la subdlgebra
de A generada por S.

s Si B es la subdlgebra de A generada por S, con § un conjunto finito, decimos
que B es finitamente generada.
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Definicién 1.5 Sea A un dlgebra sobre un campo F. Decimos que B C A es un
F-ideal a izquierda (derecha) de A, si:

s B es un subespacio vectorial de A.
» ABC B(BACB).
Decimos que B es un F-ideal de A, si es un F-ideal a izquierda y a derecha.

En éalgebras no asociativas también se puede hablar de potencias de un elemento.

Definicién 1.6 Sea A un dlgebra. Para v € A se define:

1.
L, .—
"y o= 2 (")
como las potencias principales de xr a i1zquierda.
2.
=z
"= (2") 2

como las potencias principales de r a derecha.

Definicién 1.7 Dada un dlgebra A, se definen las siguientes potencias para el dlge-
bra A:

1.
AO = A
AP = g g para n > 0,
llamadas las potencias derivadas del dlgebra A.
2.

Al = A
AnJrl _ Z An+17i./4i
i=1
= A"A+ A"TA 4+ AAY, paran > 1,
llamadas las potencias del dlgebra A.

Utilizando las dos potencias, definidas anteriormente, podemos definir los conceptos
de solubilidad y nilpotencia de la siguiente manera:
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Definicién 1.8 Dada una F-dlgebra A, decimos que:

1. A es soluble, si existe n € N tal que
A = {04}

Si A es un F-dlgebra soluble, entonces definimos el indice de solubilidad de
A como el menor natural s tal que

A =104}

2. A es nilpotente, si existe n € N tal que
A" = {04}

St A es un F-dlgebra nilpotente, entonces definimos el indice de nilpotencia
de A como el menor natural s tal que

A* = {04}

Es natural preguntarse si existe una relaciéon entre dlgebras solubles y nilpotentes,
esta relacién se puede observar en los siguientes resultados:

Teorema 1.1 Sea A una dlgebra y n € NU{0}. Entonces
A C A%,

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [10, p. 82]. En otras palabras
este teorema nos dice que, si A es un algebra nilpotente con indice n, entonces A es
soluble con indice no mayor a 2".

Corolario 1.1 Toda dlgebra nilpotente es soluble.

Aunque toda &lgebra nilpotente es soluble, no toda algebra soluble es nilpotente,
veamos un ejemplo de esto.

Ejemplo 1.1 Sea A el dlgebra generada por {ei,es}, cuyos productos son dados
por:
e1e1 =e9e9 =0 y e1e9 = —ege7 = €7.

Veamos que A es soluble:

AV = AA
{zoylzyeA}
{(arer + Brea) © (azer + Baea) | o, an, B, B2 € R}
{araz (e1 @ er) + 1Bz (e1 © €2) + Srag (62 © e1) + Bi1f2 (62 © ea) }
{(1By = Praz) er | a1, a2, B1, B2 € R}
= {de1 | ANeR} = (ey).
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Luego

A2 =AM gD

(e1) (e1)

= {(ae1) © (Ber) | a, B € R}
{af(e10e) ] a, B eR}

= {0}.

Por lo tanto A es soluble y su indice de solubilidad es 2.

Ahora veamos por induccion, que para todon € N conn > 1
A" = (eq) .
Paso Base: Veamos que se cumple para n = 2:
A2 = AA+ AA = (e)) + (e1) = (e1) .
Paso inductivo: Supongamos que para todo 1 < s < k,
A = (e1)

Yy veamos que:

Ak = <61> .

(e) A+ (e {er) + -+ (o) (ex) + Aler)
{e1) + {0} + -+ {0} + {e1)
(

61> .

Por lo tanto A no es nilpotente.

SECCION 1.3
( Algebra Cociente

Definicién 1.9 Sea A una F-dlgebra y B una subdlgebra de A. Definimos la si-
guiente relacion de equivalencia entre los elementos de A. Dados a,b € A diremos
que ellos estdn relacionados modulo B, sia—b € B. Sia,b estdn relacionados modulo
B, lo denotaremos por a ~ b.

Observaciones

= La clase de equivalencia de un elemento a € A esta dada por

a=a+B={a+b|be B}.
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» El conjunto de clases de equivalencia se denota por A/B.
» El conjunto A/B es un F-espacio vectorial con las operaciones
+1: A/ BxA/B— A/B 'y
o FxA/B— A
definidas paraa € Fy © + B,y + B € A/B, por:

(z+B)+1(y+B)=(x+y) +B vy
ae (v+B)=aer+B

donde +, @ son la suma y el producto por escalar en el F-espacio vectorial A,
respectivamente. Este espacio vectorial se llama espacio cociente entre A y B.

Definicién 1.10 Sea A una F-dlgebra y B una subdlgebra de A. Definimos el pro-
ducto entre clases de equivalencia de la siguiente manera:

a1 b=(a+B)o,(b+B) =a@b+B=a®Dd,
donde a ® b es el producto interno en A.

Observacion: Si A es una F-dlgebra y B una subalgebra de A, el producto interno
en A/B estd bien definido, si y solo si, B es un ideal de A.

Cuando este producto estd bien definido, es decir, cuando B es un ideal de A, A/B
obtiene una estructura de F-dlgebra con las operaciones +1, 1, ®1. Al dlgebra A/B
la llamamos F-algebra cociente entre Ay B.

SECCION 1.4
( Homomorfismos entre algebras

Definicién 1.11 Sean A, B, F-Algebms. Una transformacion F-lineal
¢p: A— B
se denomina F-homomorfismo, si

POy =0¢(x) 0 (y), VryeA

Donde @ es el producto en A y ®4 es el producto en B.

Una transformacion lineal se dice que es algebraica cuando cumple que:

POy =0¢(x) ey, VryeA
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El nicleo o kernel de ¢ es el conjunto

Ker (¢):={a€e A|¢(a) =0g}.

La I'magen de ¢ es el conjunto

Im () := ¢ (A) ={¢(a) | a € A}

Cuando ¢ es una biyeccion decimos que es un F-isomorfismo, y que A es iso-
morfa a B, lo cual denotamos por

A=EB.

Conocemos las relaciones entre kernel e imagen de un F- homomorfismo y el espacio
vectorial del dominio, estas relaciones se pueden extender en términos de F-Algebras.

Observaciones:

= El kernel y la imagen de un F-homomorfismo no dependen del producto in-
terno del algebra, en lugar de esto son iguales al kernel y la imagen de la
transformacién F- lineal.

= El kernel de un F- homomorfismo es un subespacio vectorial de A, mas aun es

un ideal de la F-Algebra A.

= La imagen de un F- homomorfismo es un subespacio vectorial de B, mas aun
es una subalgebra de la F-Algebra B.

= Si ¢ es un [F- homomorfismo, entonces Ker (¢) = {0}, si y solo si, ¢ es inyectiva.
= Si ¢ es un F- homomorfismo, entonces ¢ (A) = B, si y solo si, ¢ es sobreyectiva.
» Todo ideal de un algebra A es el kernel de un homomorfismo del dlgebra A.

En las algebras, al igual que en los espacios vectoriales, se cumple el teorema de
isomorfismo.

Teorema 1.2 Teorema de Isomorfismo
Sea ¢ un F-homomorfismo del dlgebra A en B.Entonces la funcion

m:A/Ker (¢) — ¢ (A)

definida por
a+ Ker(¢) — ¢ (a)

es un F-isomorfismo, esto es

A/Ker (¢) = ¢ (A).



CAPITULO 2

Algebras de Evolucién

En este capitulo vamos a estudiar los conceptos fundamentales de las algebras de
evolucién, las cuales fueron introducidas por J.P. Tian [3, 4] como una respuesta
matematica a la genética no mendeliana. Algebraicamente las dlgebras de evolucién
son un tipo particular de algebras no asociativas que posee numerosas conexiones con
otras ramas de las matematicas como lo son: Teoria de grafos, procesos estocésticos,
teoria de grupos, sistemas dinamicos y fisica matemaética entre otros.

En este capitulo vamos a tomar las definiciones de [11, Seccion 1.2].

SECCION 2.1

Algebras de Evolucién

Definicién 2.1 Un dlgebra de evolucion en un campo F, es una F-dlgebra A con
una base B ={e; | i € A} tal que e;e; =0 cuando i # j. La base B se conoce como
base natural de A.

Si B es una base natural de A, decimos que los escalares wy, € F son las constantes
de estructura de A con respecto a B, si para todo 1 € A

€i€; = E Wik €k

keA

Decimos que la matriz Mp = (w;,) es la matriz de estructura de A con respecto a
B, si wy; € F son las constantes de estructura de A con respecto a B.

Aunque un élgebra de evolucién puede ser de dimensién infinita, a lo largo de este
trabajo solo vamos a considerar los casos en que su dimension es finita.
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Observaciones:

» Un dlgebra A de dimensién n es una algebra de evolucién, si y solo si, tiene

una base B = {ey,...,e,} cuya tabla de multiplicacién es de la forma
€1 €; €n
n
€1 Z W1kek 0 0
k=1
n
€; 0 Z Wik €k 0
k=1
n
€n 0 0 Z Wn k€
k=1

En este caso la matriz de estructura de A con respecto a B es la siguiente

Mp =

w11

Wn1

Win

w’I’LTL

= Toda algebra de evolucién estd completamente determinada por su matriz de

estructura.

Ejemplo 2.1 Si A es un dlgebra de evolucién con base natural B = {ej,ea} y

productos no nulos dados por:

€1€1 = €2€9 = €.

Entonces la matriz de estructura de A con respecto a B es:

(1 0):

Ademads podemos observar que esta dlgebra no es asociativa pues

Mp =

€1€;

(6162) €9

= €1,
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SECCION 2.2

Subalgebras de Evolucion

Aunque es natural pensar que toda subalgebra, de un algebra de evolucién, es un
dlgebra de evolucién, en [11, Ejemplo 1.4.1, p. 17] se muestra el siguiente contra-
ejemplo:

Ejemplo 2.2 Sea A una F-dlgebra de evolucion con base natural B = {e1,eq,€e3} y
productos dados por:

2 2 2
e] = €1 + ey = —e3, ez = —eg + e3.

Si consideramos uy = e1+ ey Yy ug ‘= ey +e3, es claro que uy y us son L.1. y ademds
obtenemos los siguientes productos:

ul= el+e2= 0

uy = e +e2= e +es
Uuy = €2 = e +e #0
Uguy = €2 = e +e #0.

Veamos que la subdlgebra S generada por uy, us no es un dlgebra de evolucion. Si S
fuese dlgebra de evolucidon, entonces existiria una base natural {vy,v2} de S y por lo
tanto existirian oy, s, B1, B2 € F tales que

v = aug + Prug,
vy = ou; + Baus.
Ademas
vty = (oquy + Brug) (auy + Baus)

= (a1fa+ afh) (e1 + e2) + B1Ba (e1 + e3)
= (B2 + agfh) ur + B1Baus.

Por lo tanto st vivy = 0, entonces uy y us serian L.D. lo cual es absurdo.

Definicién 2.2 Una subdlgebra de evolucion de un dlgebra de evolucion A, es
una subdlgebra Ay C A tal que Ay es un dlgebra de evolucion, es decir, Ay tiene
una base natural.

Definicion 2.3 Una subdlgebra de evolucion A tiene la propiedad de exten-
ston, si la base natural de Ay puede extenderse a una base natural de A.

Observacion:

» Originalmente en [4, Definicion 4, p. 23] se define el concepto de subédlgebra de
evolucion, como una subdalgebra con una base natural que tiene la propiedad de
extensién, pero por comodidad vamos a utilizar la definiciéon que se encuentra
en [11, Definicion 1.4.3, p. 18].
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Aunque se puede pensar que toda subalgebra de evolucion es un ideal, esto es falso,
como se muestra en [11, Ejemplo 1.4.5, p. 19].

Ejemplo 2.3 Sea A un dlgebra de evolucion con base natural B = {e1,eq,e3} y
productos dados por

2 2 2
61 = €9, 62 = €1, 63 = €3.

Entonces en la subdlgebra A, generada por uy = e1 + ey y us = ez, se cumple que:

uf: et + €3 = e +e
uy = e = e3
UlUy = €1€3 + €93 =
UgU1 = €361 + €36y —

y por lo tanto Ay es una subdlgebra de evolucion con base natural {e; + es, e3}, pero
e1(e1 +e2) =ex & Ay, asi Ay no es un ideal de A.

SECCION 2.3
Ideales de Evolucion

Hemos visto que una subalgebra de evolucion no necesariamente es un ideal del
algebra, tampoco es cierto que todo ideal de un algebra de evolucion sea un algebra
de evolucién como se muestra en [11, Ejemplo 1.4.6, p. 19|

Ejemplo 2.4 Sea A una F-dlgebra de evolucion con base natural B = {e1,es,e3} y
productos dados por:

2 2 2
e] = ez + €3, e; = e1 + €, €3 = —e] — €.

Si consideramos u; = €3 y uy = es y suponemos que existen o, € F tal que
auy + Pug = 0, obtenemos que :

0 = aup + Pus
= aej + fe;
= af(ea+e3)+ B (e +eg)
= fe;+ (a+ ) ex+ aeg

esto muestra que uy y ug son L.I. pues ey, es y ez son L.1.
Asi si consideramos el subespacio I generado por uy y us, tenemos que:

equ; = 0, €2U1 = U2, €3U; = —Ug,

ey = U, eolly = g, esus = 0.

Por lo cual T es un ideal de A, pero T no tiene una base natural.
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De hecho, si {vi,va} es una base natural de I, entonces existen aq,aq, 1, P2 € F
tales que:

v = aug + Prug,
Vo = oup + Paus.
Por lo tanto:
v = aj(es+e3)+ B(er+e)= pPrer+ (a1 + P1) es + azes (2.1)

Uy = az(ex+e3)+ fBaler +e2) = [aer + (a2 + Ba) €2 + ases
y ademds

0 = vive
= (aquy + Brug) (aguy + Pauz)
= Ui + aifaurus + Brogusuy + B Boul
= [ifour + (P2 + Prag + B1f2) uz

por lo tanto P15 =0 y a1 Bs + Bras + 8162 = 0, de donde
Br=P32=0 0 Bi=a1=0 0 By = ay = 0.
Remplazando cada uno de estos casos en (2.1) obtenemos que:
Qo] = 11U9 0 vy =0 0 v9 = 0,
de donde vy,vy no son L.I y por lo tanto no pueden formar una base.

Este ejemplo motiva la siguiente definicién [11, Definicion 1.4.7, p. 20].

Definicién 2.4 Un Ideal de evolucion de un dlgebra de evolucion A, es un ideal T
de A que tiene una base natural.

SECCION 2.4
( Cociente y homomorfismos

Veamos ahora que las dlgebras de evolucién son cerradas bajo cocientes [11, Lemma
1.4.11]

Teorema 2.1 Sea A un dlgebra de evolucion e I un ideal propio de A. Entonces
A/T con el producto natural es un dlgebra de evolucion.

Demostracion:

Sea B = {ey,...,e,} una base natural de A. Entonces el conjunto de clases

By ={egg=e;+Z|1<i<n} genera A/T ye;e; =0 para i # j y por lo tanto B,
contiene una base natural para AJZ. 0
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Notemos que el conjunto By no necesariamente es una base para A/Z, porque puede
ocurrir que el conjunto B; no sea L.I.
Ejemplo 2.5 [11, Remark 1.4.12] Tomemos A e I del ejemplo 2.4. Podemos ob-
servar que ey, es,e3 € L, porque si e; € I para i = 1,2,3 se obtiene que existen
a, B €T tales que:

e; = ae; + (a+ ) es + Pes
de donde

a=p=0.
Ademds
dim (AJI) =dim (A) —dim (Z) =3 -2=1,

por lo tanto By = {e; = e¢; + T | 1 < i < 3} no es una base natural de A/Z, pero por
el teorema anterior, contiene una base natural de A/T .

Teorema 2.2 [11, Corollary 1.4.14] Sea [ : Ay — Az un homomorfismo entre las
dlgebras de evolucion Ay y As. Entonces Im (f) es una subdlgebra de evolucion de

As.

Demostracion:
Por el teorema anterior Ay/Ker (f) es un dlgebra de evolucion y por el teorema de
isomorfismo 1.2

Av/Ker (f) = Im(f),

de donde, Im (f) es un dlgebra de evolucion. O
En [4, Section 3.1] se da la definicién de homomorfismo de algebras de evolucidn.
Definicién 2.5 Sean dos F—Algebms de evolucion A y B. Un homomorfismo

op: A— B

es un homomorfismo de evolucion, si es algebraico y para una base natural
{e; i€ A} de A, {¢(e;) | i€ A} puede ser completado a una base natural de B.
Ademds si un homomorfismo de evolucion es inyectivo y sobreyectivo entonces es
un tsomorfismo de evolucion.

SECCION 2.5
( Algebras de evolucion no degeneradas

Definicién 2.6 Un dlgebra de evolucion A es no degenerada si tiene una base
natural B = {e; | i € A} tal que e? # 0 para todo i € A.

Definicién 2.7 Sea A un dlgebra. Se define el anulador de A de la siguiente ma-
nera:

ann (A) ={z e A|zA={0}}

donde,
rA:={zala€ A}.
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Queremos saber cuando un algebra es no degenerada en términos de su anulador,
para esto vamos a utilizar el siguiente lemma [12, Lemma 2.7].

Teorema 2.3 Sea B = {ey,...,e,} una base natural de un dlgebra de evolucion A.
Entonces:

ann (A) = (e; | el =0).
Demostracion:
» ann (A) C (e; | e2 = 0).
Six=oare;+ -+ ane, #0 yax € ann(A), entonces A = {0}, ademds si
a; # 0 para algin i, entonces 0 = xe; = azei de donde €2 = 0; por lo cual
r € (e | e?=0).

» {e; ] e =0) Cann(A).
Sie? =0, entonces e;e; = 0 para todo j, y por lo tanto ;A = {0}. De donde si
x € {(e; | e2 = 0), entonces, v A = {0}. O

En [11, Proposicion 1.5.3, p.24] encontramos el siguiente teorema:

Teorema 2.4 Sea A un dlgebra de evolucion y B = {e; | i € A} una base natural
para A. Definimos
Ao (B):={ieA|e=0}.

Entonces:
(I) ann (A) = (e; € B |i € Ay (B)).

(II) ann (A) = {0}, si y solo si, Ao (B) = 0.
(III) ann (A) es un ideal de evolucion de A.

(IV) |Ao (B)| = |Ao (B*)| para toda base natural B* de A.

Demostracion:
I y III son consecuencia inmediata de que ann (A) = (e; | e2 = 0). II es inmediato
a partir de I y IV se sigue de que |Ag (B)| = dim(ann (A)). O

A partir de este tltimo teorema se puede deducir el siguiente corolario [11, Corolario
1.5.4, p.24]:

Corolario 2.1 Un /flgebm de evolucion A es no degenerada, si y solo si,
ann (A) = {0}.

Demostracion:

A es no degenerada, siy solo si, Ao = 0, y esto es inmediato por el teorema anterior.
O
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Podemos observar que la definicién de dlgebra de evolucion no degenerada no de-
pende de la eleccién de la base natural.

Observacién:[11, Remark 1.5.5]
Sea A un élgebra de evolucién con base natural B = {e; | i € A}. Definimos

A:={ieA|e #0}.
Entonces:

(i) Ay := (e; € B |i € Ay) no es necesariamente una subélgebra de A.

(ii) A/Ann (A) no necesariamente es un algebra de evolucién no degenerada.

Ejemplo 2.6 Sea A un dlgebra de evolucion con base natural B = {eq,es} y pro-
ductos dados por:

2 2
el =0, e; = e + ea.

Claramente ann (A) = (e1) y Ay = {2}, luego Ay = (e2) no es subdlgebra de A
porque €3 = e; + ey € Aj.

Ejemplo 2.7 Sea A una F-dlgebra de evolucion con base natural B = {ey, es, €3, €4, €5, €6}
y productos dados por:

2 2 2 2
e] =e;=¢e3 =0, €y = €1+ e,
2 2
er = €9, €g = €9 + é€5.
Claramente
ann (A) = (e1, eq, €3) ,
Y

Ajann (A) = {x+ann(A) |z e A}

6
= {Zaiei +ann (A) | a; € F,parai = 1,2,3,4,5,6.}
i=1

{(ageq + ases + ageg) +ann (A) | a; € F,parai = 4,5,6.}

- <aae_5ae_6>
Ademas,
€€ = eg-eg=e +e=0
€565 = €5 €5=¢ =0
€ = €6 =¢€te;5 =6 #0.

Por lo tanto ann (A/ann (A)) = (es,e5) y A/ann (A) no es no degenerada.



CAPITULO 3

Grafos

SECCION 3.1

Conceptos Basicos

Definicién 3.1 Un grafo G es un par ordenado (V, E), donde

» V=A{v1,09,...,0p,...} es un conjunto no vacio de elementos llamados vérti-
ces.
» E={ej,eq,...,en} esun conjunto de pares no ordenados de elementos de V' ;

los elementos de E se conocen como las aristas del grafo G.

Observaciones:

» Se denotan por V (G) y E (G) al conjunto de los vértices y al conjunto de las
aristas de un grafo GG, respectivamente.

= El niimero de vértices de un grafo se conoce como el orden del grafo y el
nimero de aristas se conoce como el tamano del grafo.

» Elorden y tamano de un grafo G se denota por n (G) y m (G), respectivamente.

» Un lazo en un grafo G = (V, E), es un arista e € E tal que e = {v, v}, para
algin v € V' .

= Cada grafo puede ser representado por un diagrama en el plano. En este dia-
grama cada vértice es representado por un punto y vértices diferentes son
representados por puntos diferentes; ademéds cada arista es representada por
un segmento de recta o arco que une al par de puntos correspondientes a la
arista.

17
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En este trabajo nos vamos a limitar a grafos de orden finito y sin lazos.

Ejemplo 3.1 Consideremos los conjuntos

V — {Ulav27v37v4}

E = {{vi,v},{vi,vs},{v1,va},{v2,v3},{v2,v4}}

El grafo G (V, E) se puede representar por medio del siguiente diagrama:

U1 V2

V3 ()

El orden del grafo G es 4 y su tamano es 5.

Observacién: Un arista {u,v} comunmente se denota por uv, asi el conjunto de
aristas del grafo en el ejemplo anterior se puede escribir

E = {v1v, 0103, 0104, U2U3, U204 }

Definicién 3.2 Un grafo H es subgrafo de un grafo G, si V(H) C V(G) y
E(H)C E(G).

Definiciéon 3.3 Un subgrafo H de G es un subgrafo inducido en G, si toda arista
e=uv de G conu,v € V(H) es un arista de H.

Definicién 3.4 Sea G un grafo y U C V (G). Un subgrafo H de G es inducido
por U, si H es un subgrafo inducido y V (H) = U.

Ejemplo 3.2 Consideremos el grafo G representado por el siguiente diagrama

U3
U1
V2
Vs v
Vg U7

El grafo Hy representado por el diagrama
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U3

U1

V2

Us
(o

es un subgrafo de G, porque
{U17U27U37U47U5} g V<G) Yy {Ul’UQ,U2U3,U2U47U4U5,U5U1} g E(G) )

pero no es un subgrafo inducido, ya que vy, vs € V (Hy) y vous € E (G), pero
vous € E (Hy). Andlogamente el grafo Hy representado por el diagrama

U3

(%1

V2

Us

V4

es un subgrafo inducido en G, ademas Hy es el subgrafo inducido por el conjunto de
vértices {vy, va, V3, Vg, Vs }.

Definicién 3.5 Sea G = (V, E) un grafo. Decimos que:
» Los vértices u,v € V son adyacentes o vecinos, si uv es un arista de G, es
decir, wv € E.

= Fl arista e € E es tncidente al vértice u € V', si existe v € V tal que e = uv.

s Las aristas e, f € E son adyacentes, si existe un vértice u € V tal que e y f
son incidentes a u; en este caso decimos que e y f tienen un vértice en comain.

Ejemplo 3.3 En el grafo G del ejemplo 3.2 los vértices vy y vy son adyacentes, las
aristas vivy, Vo3, VU Y UVaU5 son incidentes al vértices vy y por lo tanto son aristas
adyacentes.

Definicién 3.6 Sea G = (V, E) un grafo:

» La vecindad de un vértice v € V, es el conjunto de vecinos de v en el grafo
G y se denota por Ng (v).

» Fl grado de un vértice v € V, es el numero de vecinos de v en el grafo G
y se denota por dg (v).
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s Un vértice es atslado, si su grado es 0.
= Un vértice es colgante, si su grado es 1.

» Un arista es un arista colgante, si es incidente a un vértice colgante.

Ejemplo 3.4 Consideremos el grafo G representado por el siguiente diagrama

U3
U1 U7
Vo d
Vs Vs
Ve
en este grafo
Ne (v1) = {v2, 4,05}, Ne (vs) = {v1,v2, 04, V6}
Ng (Uz) = {U17U37U47U5}7 Ng (UG) = {v5},
N¢ (U3) = {Uz}, Ng (U7) =0.
N¢ (114) = {U1>U27U5} )

Podemos observar que, el vértice vy es un vértice aislado, los vértices v y vg son
vértices colgantes y por lo tanto las aristas vsve y vov3 son aristas colgantes, los
vértices vy Yy vy tienen grado 3 y los vértices vy y vs tienen grado 4.

El siguiente teorema nos muestra la relacion entre el grado de los vértices y el tamano
del grafo.

Teorema 3.1 La suma de los grados de los vértices de un grafo, es igual a dos veces
el tamano del grafo.

Demostracion:

Siu es un vértice de G, claramente dg (u) es el nimero de aristas incidentes al
vértice u, y dado que cada arista incide en dos vértices diferentes, entonces, la suma
de los grados de todos los vértices de G es igual a 2m(G).

Por lo tanto, si V (G) = {v1,...,v,}, entonces

Z de (v;) = 2m(Q)

Corolario 3.1 En un grafo G, el nimero de vértices de grado impar es par.
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Demostracion: Sea V' el conjunto de vértices de el grafo G, definamos
Vi={veV|d)es par}, Vo={veV|d(v)es impar}.

Para cada v € V) existe o, € N tal que d (v) = 2w, y para cada v € Vy existe A, € N
tal que d (v) = 2\, + 1. Ademds por el teorema anterior

2m(G) = > d(v)

veV

= > d@)+ ) d)

veEV] vEVS

= > 20,+ Y 2\ +1)

veVy veEVs

= 2(Zav+2>\v)+%y

veV] veVy

de donde se sigue el resultado.

n(n—1) .

Notemos que el niimero maximo de aristas en un grafo de n vértices es ==

En los ejemplos anteriores hemos visto que un grafo se puede representar por medio
de un dibujo o gréfico, otra forma de representar un grafo es por medio de una
matriz [13, p. 29].

Definicién 3.7 La matriz de adyacencia de un grafo G con conjunto de vértices

V = {v1,v2,... 0}, es la matriz cuadrada M (G) = (ai;), ;_, ., tal que
W 1, sivvj € E(Q)
E 0, en otro caso

Esta matriz es simétrica.

SECCION 3.2
Algunas familias de grafos.

En esta seccion vamos a presentar algunas familias de grafos.

Definicién 3.8 Decimos que un grafo G es completo de orden n y lo denotamos

. . , . —1 . . . ’
por K,, si este tiene n vértices y % aristas, es decir, todas sus aristas estan

conectadas.
Ejemplo 3.5 Consideremos el grafo completo K¢, entonces

V(KG) = {Ul,UQ,Ug,U4,U5,U6}
E(Ks) = {vw; [1<i<j<6}.

Kg se puede representar por medio del siguiente diagrama:
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U1 (%

Ve U3

Vs (W)

Este grafo tiene 15 aristas y cada vértice tiene grado 5; ademds su matriz de adya-
cencla es:

= === O
— = = = O
—_ == O =
_ = O = =
— O = ==
O = = =

Definicién 3.9 Decimos que un grafo G es k-regular, si todos sus vértices tienen
grado k.

Notemos que K, .1 es n-regular.

Ejemplo 3.6 Consideremos el grafo completo G con vértices {vy, va, v, V4, V5, U6} Y
matriz de adyacencia

010011

101100

010101

M(G) = 011010

100101

101010

Este grafo se puede representar por medio del siguiente diagrama:
U1 (%)
Vg U3

Us Uy

Cada vértice de este grafo tiene grado 3; ademds su tamano viene dado por

m(G) = 3D da () = 3373 =5(3)(6) =9
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Podemos encontrar la siguiente caracterizacion de los grafos regulares en [14, p.12].

Teorema 3.2 Para enteros r y n existe un grafo r-reqular de grado n, si y solo si,
0<r<n-—1yrn no son ambos impares.

Definicién 3.10 Decimos que un grafo G es bipartito, si existen XY C V (G)
tal que:

» XY son no vacios, XUY =V (G) y X NY = 0.
» Sie=uwv € E(G), entonces u € X, si y solamente si, v €Y.

En este caso decimos que (X,Y) es una particion de G.

Ejemplo 3.7 Consideremos el grafo G, con conjunto de vértices V (G) = {vy,vq, v3, 04,5}
y matriz de adyacencia

00010
000711
M(@@G)=]00001
11000
01100

Este grafo se puede representar por medio del siguiente diagrama:

U1 V2 U3

(W) (%

Dado que podemos particionar V (G) en los siguientes conjuntos:
X =A{vy,v,v3}, Y ={vg,vs}
y se puede observar que:
» XY son no vacios y X UY =V (G).
» Sie=uwv € E(G), entonces u € X, si y solamente si, v €Y.
Entonces G es un grafo bipartito, con particion (X,Y).

Definicién 3.11 Decimos que un grafo G es bipartito completo, si existen
X, Y Cc V(G) tal que

» (X,Y) es una particion de G.

» Siue X yveY, entonces e =uv € E(Q).
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Si | X| =sy|Y|=1t, entonces denotamos por Ks; al grafo bipartito completo G.

Observaciones:
» El grafo bipartito completo K, tiene orden s + ¢ y tamano st.

= Aunque el grafo del ejemplo 3.7 es bipartito, no es bipartito completo. Para
esto basta observar que v; € X y vs € Y pero vius € E (G).

» Un grafo bipartito completo de la forma K7 ,,, es conocido como grafo estrella.

Ejemplo 3.8 Consideremos el grafo G, con conjunto de vértices V (G) = {vy,ve, v3,v4,v5}
y matriz de adyacencia:

M (G) =

O = O O O
-0 O O
_ o O O O
O O R~
O O ==

Este grafo se puede representar por medio del siguiente diagrama:

(%1 (% U3

(2 (%

V (G) puede ser particionado en los siquientes conjuntos:

X ={v1,v,v3}, Y ={vg,vs}
y se puede observar que:
» XY son no vacios y X UY =V (G).
» Sie=wuv € E(G), entonces u € X, si y solamente si, v €Y.
» Siue X yveY, entonces e =uv € E(G).

Por lo tanto G = K3 .

Los grafos bipartitos hacen parte de una familia mas grande de grafos, los grafos
multipartitos que son estudiado en [14, p.16].

Definicién 3.12 Decimos que un grafo G es k-partito, si existen
Vi,Vo, ..., Vi, C V(G) tal que:

s V;#0 para todo 1 <i < k.
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= VinV;=0paratodo 1 <i<j<ky U_, Vi=V(Q).
» Sie=uv € E(G), entonces existen i,j tal que u € V; yv € V}.

En este caso decimos que (Vi,..., Vi) es una particion de G.

Definicién 3.13 Decimos que un grafo G es k-partito completo, si existen
Vi,.... Vi CV(G) tal que:

w (Vi,..., Vi) es una particion de G.
» SiueV,yv eV, entonces e =uv € E(G).

Si |Vi| = au, entonces denotamos por K, . o, ol grafo k-partito completo G.

k

Ejemplo 3.9 Consideremos el grafo G, con conjunto de vértices V (G) = {vy, v, v3, 04}
y matriz de adyacencia:

M (G) =

— == O
O =
O =

1
0
1
1

o
(=)

Este grafo se puede representar por medio del siguiente diagrama

U1 (%

U3 Uy

Podemos particionar V (G) en los siguientes conjuntos

X = {vs,v4}, Y ={wn}, 7Z = {vg}
y se puede observar que:
» X,Y,Z son no vacios, disjuntos dos a dos y X UY UZ =V (G).

» Sie=uwv € E(G), entonces u € X, si y solamente si, u,v no pertenecen al
mismo conjunto.

Por lo tanto G = K1 2.
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SECCION 3.3
Conexidad y Caminos.

Definicién 3.14 Sea G = (V, E) un grafo. Decimos que:

= Un recorrido en G es una sucesion de vértices v1vs ... v, tal que, v;v;y1 € E
para todo i con 1 <1 < n—1. En este caso vy es el vértice inicial del recorrido
y v, es el vértice final del recorrido.

= Un recorrido vivs ... v, en G es cerrado, si vy = v,, en otro caso el recorrido
es abierto.

= Una trayectoria en G es un recorrido en G donde para cada par i,j con
0 F J, ViVig1 F VjUj41.

» Un camino en G es un recorrido en G donde todos los vértices son diferentes.

= Un ciclo en G es un recorrido vivsy...v, en G tal que, vivy...v,_1 €S un
camino Y v, = v1.

= La longitud de un camino es el numero de vértices en él.
Ejemplo 3.10 Consideremos el grafo G representado por el siguiente diagrama:

U3

U1 %

Ve

Us Uy

La sucesion vgu1v904v5010903 €S un recorrido en G con wvértice inicial vg y vértice
final v3, dado que estos dos vértices son diferentes el recorrido es abierto; mientras
que la sucesion vgu1va04V501Vg €S un recorrido en G con vértice inicial vg y vértice
final vg, dado que estos dos vértices son iguales el recorrido es cerrado; en ambos
casos se pasa dos veces por una misma arista, por lo tanto estos recorridos no son
trayectorias.

También podemos considerar la sucesion v1v2v4U5010g, la cual es un recorrido con
vértice inicial v y vértice final vg, que ademds no repite arista y por lo tanto es una
trayectoria; pero no es camino porque vivU4UsV1 Tepite el vértice vy.

La sucesion v1vav4v5 €s un recorrido que no repite vértices, por lo tanto es un camino.

Finalmente la sucesion v1v040506v1 cumple que v1V2v4V5Vg €S un camino y el vértice
inicial v1 es igual al vértice final vy, por lo tanto es un ciclo.
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Definicién 3.15 Sea G = (V, E) un grafo, decimos que:

» G es un grafo camino de k vértices y lo denotamos Py, Sin(G) =k y G es
un camino en G.

» (G es un grafo ciclo de k vértices y lo denotamos Cy,, Sin(G) =k y G es un
ciclo en G.

Ejemplo 3.11 Consideremos el siguiente grafo G:

Claramente n (G) = 7y G es un camino en si mismo, por lo tanto G = P;.
Ejemplo 3.12 Consideremos el siguiente grafo G
U1
Us V2
Us Vs
V4
Claramente n (G) = 6 y G es un ciclo en si mismo, por lo tanto G = C.

El concepto de ciclo se puede utilizar para caracterizar los grafos bipartitos, dicha
caracterizacion se encuentra en [15, p.15] y es dada por el siguiente teorema.

Teorema 3.3 Un grafo es bipartito, si y solo si, no contiene ciclos impares.

Ejemplo 3.13 El grafo representado por el diagrama

U1 V2 U3

(W) (%

contiene el ciclo vivausvy que tiene longitud impar, por lo tanto mo es un grafo
bipartito.

Definicién 3.16 Sea G = (V, E) un grafo y u,v € V. Decimos que u y v estdn
conectadas, si existe un camino uius ... u, en G, tal que uy = u y us = v.
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Observaciones:

» En el conjunto de vértices de un grafo G = (V, E) podemos definir la relacién
u~v <= uy v estan conectados.

Es facil ver que esta relacién es reflexiva, simétrica y transitiva; por lo tanto
es una relaciéon de equivalencia.

= SiVi,...,V, son las clases de equivalencia determinadas por la relacién ante-
rior, entonces los subgrafos G (V1) ,...G (V,), inducidos por Vi,...V,, en G,
son llamados componentes conexas de G.

Ejemplo 3.14 Consideremos el siguiente grafo G:

U1 V2 U7

V4 U3 Us Ve

en €l las clases de equivalencia son Vi = {vy,va,v3,v4} y Vo = {vs, v6, v7}, las cuales
determinan dos componentes conexas. La componente G (V1) es:

U1 U2
U4 U3
y la componente G (Va) es:
U7
Us Us

Definicién 3.17 Un grafo G es conexo, cuando solo tiene una componente conexa.

Podemos relacionar, como se ve en el teorema [15, p.14], la conexidad con el grado
minimo del grafo, este se define de la siguiente manera:

Definicién 3.18 Sea G un grafo con conjunto de vértices V. Definimos el grado
minimo del grafo, denotado por J, por:

d :=min{dg (v)}

veV

Teorema 3.4 Si G es un grafo y 0 > "T_l, entonces G es conexo.



3.3 Conexidad y Caminos. 29

Es natural pensar que a partir de dos o mas grafos se puede construir uno nuevo, una
forma de hacer esto se puede encontrar en [15, p.25] y se presenta a continuacion:

Definicién 3.19 Sean dos grafos G1 = (Vi, Ey) y Gy = (Va, Es). Definimos G1V G,
el join de G y Gs, como el grafo con el conjunto de vértices

V(G1VGy) =ViUV,
y el conjunto de aristas
E(G1VGy) =FE UEyU{uv |ueVi,v eV},
Ejemplo 3.15 Consideremos el grafo ciclo Cs y el grafo de un solo punto Ky, donde

V<C5) = {Ul,UQ,’U37U4,U5}, V(Kl) = {U},
E (05) = {UWQ,’UQU?,, V304, V45, U5U1}7 E (Kl) = 0.

Entonces

V(CsV Ky) = {vi,v9,v3,04,05,u}

E(Cs5V K1) = {102,003, V304, V405, UsU1, V1, Vall, U3l Vgl UsU }
y C5 V K se puede graficar de la siguiente manera:

U2

(%1
(2

Us

Por su particular forma este grafo es llamado grafo rueda y se denota por Wg. En
general C, V Ky es un grafo rueda con n + 1 vértices y se denota por W, 1.

Otro concepto importante en el estudio de los grafos es el de arista de corte y
k-conexidad.

Definicién 3.20 Sea G un grafo conexo con conjunto de vértices V. .y Vi C V.
Denotamos por G — V el grafo generado por el conjunto de vértices V — V.
Si Vi = {v}, entonces denotamos por G — v al grafo G — {v}.

Definicién 3.21 Sea G un grafo conexo con conjunto de vértices V. El subconjunto
Vi C V se llama corte por vértices, si G — V; es un grafo no conezo.

Observaciones:

= Si G un grafo con conjunto de vértices V' y V; C V, entonces el grafo G — V;
es el subgrafo generado por el conjunto de vértices V' — V7.

= V] es un k-corte por vértices, si V; es un corte por vértices y |V;| = k.
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» v € V es un vértice de corte, si V; = {v} es un corte por vértices.
Ejemplo 3.16 Consideremos el grafo G, con conjuntos de vértices
vV (G) = {Uh V2, U3, V4, Vs, Ug, U7, Us, UQ}

y matriz de adyacencia

=
8
|

— = = = e e = = O
(il elleloNell el
[l ellelolNoeNeoll
OO OO R OO O
O OO OO O = OO
OO = OO OO o =
O OO OO OO
—_ 0 O O O OO O
O R OO OO oo

Este grafo se puede representar por medio del siguiente diagrama
(%) V3

Ug Uy

Vg Us
U7 Us
Es fdcil observar que si retiramos el vértice vy, obtenemos el grafo

V2 V3

el cual no es conexo, por lo tanto vy es un vértice de corte.

Podemos observar que el grafo anterior se obtiene de unir 4 ciclos de orden 3 por
un punto, en general denotamos por F,, al grafo resultante de unir n ciclos de orden
3.

Observaciones:

= El grafo F, es conocido como grafo de la amistad, su orden es 2n + 1 y su
tamano es 3n.
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= Si n es un numero impar, denotamos por F,, al grafo de la amistad con n
aristas.

. Fn:F2n+1

El grafo en el ejemplo 3.16, es un grafo de la amistad con 9 aristas, por lo tanto

G:F4:F9.

Definicién 3.22 Un grafo G es k-conexo, si existe un k-corte por vértices en G
y st para todo 0 <t < k, no existe un t-corte por vértices en G.

Ejemplo 3.17 Consideremos el grafo G representado por el siguiente diagrama:

(% U3 U7 Ug

Ve Us V10 %)

El grafo G — vy se puede representar de la siguiente manera:

V2 V3 U7 vg

(%]

Ve Us V10 %]

Claramente G — Vg4 €S UN gTajoO MO CONETO or lo tanto Vg4 €S UN corte por vértices
’
G es 1-conexo.

Ejemplo 3.18 Consideremos el grafo G representado por el siguiente diagrama:

V2 Us

U3 V4

(o Ug

%] Ug

V10 U7
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El grafo G — {vs, v} se puede representar de la siguiente manera:

V2 Us

(%

Ug

V10 U7

el cual no es conezo, por lo tanto {vs,ve} es un corte por vértices de cardinalidad 2.
Se puede observar que G no tiene vértices de corte, por lo tanto G no es 1-conezo,
pero Si es 2-conexo.

Definicién 3.23 Sea G un grafo.

= Dos caminos P, = vivy ... v, y Py = uyus . .. u,,, son internamente disjun-
tos, siv; #uj para todo 1 <i<nyl<j<m.

» Una familia de dos o mas caminos en G es internamente disjunta, si
cualquier par de caminos diferentes son internamente disjuntos.

La k-conexidad de un grafo se puede caracterizar por medio del concepto de caminos
internamente disjuntos [15, p.68], como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 3.5 (Teorema de Whitney) Un grafo G con n(G) > k+ 1 vértices es
k-conexo, si y solo si, para cualquier par de vértices existen al menos k+1 caminos
internamente disjuntos entre ellos.

Ejemplo 3.19 En el grafo

V2 Us

U3 V4

(%] Ue

%] Ug

V10 U7

podemos encontrar dos caminos internamente disjuntos entre el vértice vy y el vértice
Vg, €st0S SON V1VaU3V4 VsV Y V1U10VeUsV7Vg, €N el ejemplo 3.18 vimos que el grafo G
es 2-conexo, entonces por el Teorema de Whitney, entre cualquier par de vértices de
G ezisten dos caminos internamente disjuntos.



CAPITULO 4

Algebras de evolucion asociadas a
un grafo

SECCION 4.1
( Algebras de evolucién

Definicién 4.1 Si G = (V. E) es un grafo con matriz de adyacencia A = (a;j), el
dlgebra de evolucion A (G) con base natural S = {e; | i € V'}, y relaciones dadas por

e e = E a;xer, para todot €V
keV

ei-e; = 0, para i # 7,
es el algebra de evoluciéon asociada al grafo G.

Definicién 4.2 Si G = (V. E) es un grafo con matriz de adyacencia A = (a;;), el
dlgebra de evolucion Arw (G) con base natural S = {e; | i € V'}, y relaciones dadas
por

ik .

e e = E — ) ek, ara todo i1 € V

(di) ks D
keV

€€ = 0, parai#ja

donde d; es el niumero de vecinos del vértice v;; es el dlgebra de evoluciéon aso-
ctada al camino aleatorio sobre el grafo G.

33
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Ejemplo 4.1 Consideremos el grafo K2

vy Uy
U3 Uy
con matriz de adyacencia
0111
- [101]
1100

Entonces las dos dlgebras de evolucion vienen dadas por el conjunto de generadores
S = {e1, ea,e3,e4} y las siguientes relaciones:

e1-€1 = eyt e3+ey
€y €y = e1+e3+ey
A(Kiq2): es ez = €1+ e
€4-€4 = €1 +e€s
ei-e; = 0, para i # j
Y
(
1
epoe = §(62+€3+64)
1
€y ey = §(€1+€3+64>
1
Arw (Ki12) 1| ez 065 = 3 (e1 +e2)
1
e Oey = §(€1+€2)
e;0e; = 0, para i # j .

\

El objetivo de este capitulo es encontrar las familias de grafos donde las dos algebras
de evolucién sean isomorfas.
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SECCION 4.2
( Grafos regulares.

Ejemplo 4.2 Consideremos el grafo regular G,

U1

U3 V4

Entonces las dos dlgebras de evolucion vienen dadas por el conjunto de generadores
S = {e1, ea,e3,e4} y las siguientes relaciones:

€1-€1 = e+ e3+ ey
€€y = €1 tezt+ey
A(G4) . €33 = €] teytey
€1-€4 = €1+ ex+teg
ei-ej = 0, para i # j
Yy
(
1
ep®e = §(€2+€3+€4)
1
e ey = §(€1+63+64)
) 1
ARW (G4) . es3 ey = g (61 + e9 + 64)
1
es Oeys = §(€1+62+€3)
ei®e; = 0, para i % j.

\
Claramente podemos definir la funcion g : S — Agw (G4) por g (e;) = 3e;.

FEsta funcion se puede extender a una transformacion lineal g : A (Gy) — Agw (G4),
de la siguiente manera:

4
Six = Z ae; € A(Gy), entonces:

i=1

glx) = g (Z Oéﬁi) = Zg(aiei)
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Veamos ahora que g es algebraica

gler-er) = g(eates+es)

= g(e2) +gles) + gleq)
3(ea+e3+ey)
9(e; ®eq)
gler) ©®gler),

andalogamente se puede probar que

glei-e)=gle;) ®gle), parai=1,2,3, 4.

4 4
Por lo tanto, si x = Z e, Y = Zﬁiei € A(Gy), entonces:

i=1 i=1

o = o (S (£50))

por otro lado

ror = (o) o (550)

por lo cual g es algebraica.

Para ver que g es sobreyectiva, basta observar que

{g(e1),g(e2),g(e3),g(es)} = {3e1,3ea, 33, 34} ,
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es una base de Arw (G), por lo cual dim (Im (g)) = dim (Agpw (G4)) = 4.

Para la inyectividad basta recordar que
dim (A(Gy)) = dim (Ker (g)) + dim (Im(g)),

por lo cual

dim (Ker (g)) =0

de donde Ker (g) es nulo y por lo tanto g es inyectiva.

Ademds
{g(e1),g(e2),g(es),g(ea)} = {3e1,3e2,3e3,3e4}

es una base natural de Arw (G4), por lo tanto g es un isomorfismo de evolucion

entre A(Ga) y Arw (Ga).

Observacién:
Para facilitar nuestros cédlculos vamos a utilizar los siguientes resultados:

= Sean V y U dos espacios vectoriales, en donde V' es de dimensién finita. Sea
B = {v1,vy,...,v,} una base de V' y sean uy, ..., u, vectores cualesquiera de
U. Existe una tnica transformacion lineal

T:V —U
tal que T (v;) = u;, i =1,...,n [16, Teorema 1.1 Capitulo 4].

» Sean V' y U espacios vectoriales de dimensién finita tales que dim (U) =
dim(V) y T : V — U una transformacion lineal. T es isomorfismo, si y
solo si, existe una base {vy,vq,...,v,} tal que {T (v1),T (ve),..., T (v,)} es
una base de U. [16, Teorema 6.4 Capitulo 4].

s Sean V' y U dlgebras de evolucién de dimensién finita con productos @, - res-

pectivamente. Sea B = {vy,vs,...,v,} una base de V' y
T7:V—U
una transformacién lineal tal que {T" (v1),T (v2),...,T (v,)} es una base na-

tural de U y T (v; ® v;) = T (v;) - T (v;) para i = 1...,n. Entonces, T es un
isomorfismo de evolucién.

Teorema 4.1 Si Gy es un grafo d-regular, entonces A(Gq) y Arw (Gq) son iso-
morfas como dlgebras de evolucion. [17]

Demostracion:
St G4 es un grafo d-regular con n vértices, entonces las dos dlgebras de evolucion
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vienen dadas por el conjunto de generadores S = {ey,ea, ..., e} y las siguientes
relaciones:

.A(Gd) J=1
ei-ej = 0, para i # j
Y
e;e = (%)6]', izl,...,n
ARW (Gd) : j=1
e;0e; = 0, para i # j .

Sea g : A(Gy) — Arw (G4) la dnica transformacidn lineal tal que g(e;) = de;.
Claramente g es una transformacion lineal biyectiva y ademds

glei-e) = 9(2%’%’)
j=1

= D ayg(e)

=1

n
= dE ;€5
j=1

= d2 (Gi ® €Z'>
= g(&) ©g(ei)

{g(e1),...,g(en)} ={des,... de,}

es una base natural de Apw (Ggq), por lo tanto g es un isomorfismo de evolucion entre

.A (Gd) Yy ARW (Gd) ]

Observacion: Aunque el teorema anterior se demuestra para grafos regulares con n
vértices, el razonamiento se puede utilizar para grafos regulares de infinitos vértices
donde cada vértice tiene d vecinos, con d finito.

Ejemplo 4.3 El drbol homogéneo d-dimensional Ty es un grafo infinito en que cada
vértice tiene grado d+1, y todo par de vértices estan conectado por un unico camino.
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Vo

Vo1 Vo2 Vo3

Vo11 Vo12 Vo21 Vo22 Vo31 Vo32

Arbol homogéneo 2-dimensional Ty

Sea Ty = (V, E). Entonces las dos dlgebras de evolucion vienen dadas por el conjunto
de generadores S = {e; | i € V'} y las siguientes relaciones:

e e = Z Q;;€y4, 1eV
A(Ty) : jev
ei-e; = 0, para j # 1

e;Oe = Z(%)ej, izl,...,n

Apw (T2) : jev
e;0e; = 0, para j # 1 .
Siguiendo la demostracion anterior podemos definir la transformacion
g: A(Ty) — Agw (T2)
por g(e;) = 3e;. Claramente g es una transformacion lineal biyectiva y ademds

glei-e) = 9(2%’%‘)

jev

= D ayg(e)

JjeEV
= 3 Z aijej
JjeVv
= 9 (62‘ ® 61')
= g(&) ©g(ei)

{9(e) [ieV}={3e]icV}

es una base natural de Agw (T2), por lo tanto g es un isomorfismo de evolucion
entre A(Ts) y Arw (T2).
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SECCION 4.3
( Grafos bipartitos completos

Ejemplo 4.4 Consideremos el siguiente grafo bipartito completo K, 3

U1 % U3 V4

Us Ve U7

Entonces las dos dlgebras de evolucion vienen dadas por el conjunto de generadores
S = {e1, ea,e3, 64,65, €6, €7} y las siguientes relaciones:

e e = e5+eg+er, parat=1,2,3,4
A(Ky3) : ei-ei = e;+ey+est ey, parai=5,6,7
ei-e;j = 0, parai # j
)
( 1
e, Oe = 5(65+€6+67) parai=1,2,3,4
1
Arw (Ky3) : e, 0e = 1 (e1 +es + €3+ €4) parai=>5,6,7
(06 = 0, parai # j.

Supongamos que existe una transformacion g @ A(Ky3) — Arw (Ku3) dada por
g(e;) = aze; con a; # 0 y ademds

glei - ei) = g(e:) © gles).
Por lo tanto parai=1,2,3,4
g(ei-e)=g(es+es+er)=gles) +gles) + gler) = ases + ages +azer  (4.1)
y para i = 5,6,7

glei-e)) = gleg+ex+es+ey)
= gler) +glez) + gles) + glea)
= 161 + Qgees + azes + g€y, (42)

ademads
gle) @gle) =ai(e;Oe). (4.3)
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Asi de (4.1), (4.2) y (4.3) podemos concluir que:

_ _ 2 9
Qp = Q) = Q3 =y Y
2 2
a; = o = .

Si tomamos
= Q0] =09 = (3 = Oy Yy

B=o05=0a5=0y

tenemos de (4.1), (4.2) y (4.3) que:

2
(6%
ﬁ(65+66+€7) = ?(654‘66—'—67) Yy
62
alep+et+e3+ey) = Z(€1+€2+63+64)

de donde,

concluyendo que:
a=v4J9 y p=V16V3.
Entonces
V4 /9e;, parat =1,2,3,4
g(e) = { V16 /3e;, para i = 5,6,7.
Es facil verificar que g es una aplicacion lineal y que para i = 1,2,3,4, se tiene que:
g(ei-e;) = gles+es+er)
= gl(es) +g(es) + gler)
= %\3/5(65—1-66—1-67)
= 3V16 V3 (e; @ e))
4 V16 V3
(VA V9)°

= g(e:) ©g(e)

(9(ei) ©g(ei))

y para v = 5,6,7 se tiene que:
glei-e)) = gleg+ex+es+ey)
= g(e1) + g(e2) + g(es) + g(ea)
= \3/1\3/5(614—62+63+e4)
= AV4AV9 (e; @ ¢y)
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o VAV e
_4(%%)2@(1)@9(1))
= g(e&) ©g(ei)

por lo tanto g es algebraica y
{ge)]i=1,...,7} = {6’/?1 9e; | i = 1,2,3,4}U{\3/16 ¥3e; \z’:5,6,7}

es una base natural de Arw (K43), por lo tanto g es un isomorfismo de evolucion
entre A (Ky3) y Apw (K43).

Observacioén: Si K,,, es un grafo completo, entonces siguiendo el mismo razona-
miento que en el ejemplo anterior, un candidato a isomorfismo de evoluciéon es

qg: A (Km,n) — -ARW (Km,n)

dado por
12 )
m3n3e;, paral <1< m
g(e) = 5 1 »
m3nse;, param—+1<i<m+n.

Teorema 4.2 Si K,,,, es un grafo bipartito completo, entonces A (Kyn) v Apw (Kmn)
son isomorfas como dlgebras de evolucion. [17]

Demostracion:

Si Ky es un grafo bipartito completo, entonces las dos dlgebras de evolucion vie-
nen dadas por el conjunto de generadores S = {e1,€a,...,€m,Emi1,-- Cmin} Y las
siguientes relaciones:

( n

€ e = Zem+j, parat=1,...,m
j=1
A(Konn) € € = €5, parai =m+1,....,m+mn
7j=1
| eirej = 0, parai # j
Yy
( n 1
e;Oe = Zﬁeerj’ parat=1,...,m
7=1
1
Apw (Kmp) e;0e = Z—ej, parat=m-+1,.... m+n
— m
7j=1
ei®e; = 0, parai # j.
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Definimos la transformacion g : A (K, ) — Apw (Kmn) por

m%ngei, para 1 <i1<m
) (€z> = 2 1 .
m3nse;, para m+1<i<m+n.
Claramente g es una transformacion lineal biyectiva y parat=1,...,m
glei-e) = g (Z €m+j>
j=1
= Zg (em+s)
j=1
- () (e
j=1
2 4 1
— (i) (2L e
7=1
= (mgn%) (e; ®€;)
mins
= N2 (g (ei) ©g(ei))
i)
= g(&) ©g(ei)
andlogamente para i =m+1,...,m+n

glei-e)=g(e;) ©gle),

por lo tanto g es algebraica y

. 12 12 2 1 2 1
{g(e;)|i=1,...,m+n}=msndey,...,mdnse,, mdnde, 1,...,m3n3€pn

es una base natural de Apw (K, ), por lo tanto g es un isomorfismo de evolucion
entre A (Kpn) ¥ Arw (Kiman)-
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SECCION 4.4
Grafos camino.

Claramente un grafo camino con menos de cuatro vértices se puede ver como un
grafo regular o un grafo bipartito completo, por lo tanto nos van a interesar los grafos
caminos P, con n mayor o igual a 4. A continuacién analizaremos los homomorfismos
para P, que muestran el comportamiento para n par y los homomorfismos para P
que muestran el comportamiento para n impar.

Ejemplo 4.5 Consideremos el grafo camino Py

U1 V2 U3 V4

Entonces las dos dlgebras de evolucion vienen dadas por el conjunto de generadores
S = {e1, ea,e3,e4} y las siguientes relaciones:

€11 = €9
€2 €2 = e1+e3
A(P4)Z €3-€3 = €9+ 6y
€4°€4 — €3
ei-e; = 0, para i # j
Y
egOer = e
1
€9 ® €y = 5 (61 -+ 63)
1
Arw (By) : esOey = S(eateq)
€4 ® €4 = €3
e;®e; = 0, para i % j.
\

Supongamos que existe una transformacion g : A(Py) — Agrw (Py) tal que para
i,j€{1,2,3,4}

gle;) = Ztikzekz y glei-e;) =g(e:) ©glej).

Por lo tanto

glei-e;) = (Z tik€k> © (Z tjk€k>

k=1

= Z (tintjr) (er © ex)

4
k=1
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1 1 1 1
= 5751‘2153‘261 + (tiltjl + §ti3tj3> €2 + (ti4tj4 + 5&'2%’2) es + 5751‘3153‘364

y st j # 1, entonces

tiotjo = 0, Lty + %ti3tj3 =0,
tistjzs = 0, tiatjs + %tigtjg = 0.
De esto se sigue que
tuty =0, para i,7,1 € {1,2,3,4} con i # j,

lo que implica que para cualquier k, ty, # 0 a lo sumo para un valor de i, luego

4
g(e) = Ztikzek = Qi€ (i) a, €R 0S8,y
k=1

por tanto
glei-e) =gle) ©gle) = af (eotiy © eoi)) - (4.4)
En particular para 1 =1
gler-er) = af (e @ eom) y
gler-er) = g(ea) = azeoa)

de donde, (60(1) ® 60(1)) = €,(2) Y recordando que los tnicos vértices con un solo
vecino son vy Yy vy entonces

o) e{ld), y ay=al (45)
Andlogamente tomando i = 4 en (4.4)

glea-ea) = i (eo() © €o(a)) y
gles-es) = gles) = aseq(s)
de donde, (60(4) ® 60(4)) = €4(3) Y por lo tanto
o(4) € {1,4} y g = ai.
Luego para i = 2,3, o (i) € {2,3} y remplazando en (4.4)

glei-e) = 0412 (ea(i) © €o(z‘)) = (60(2;1) + ecr(iJrl)) Y

|8,

glei-e) = gleim1+eir1) =g(eim1) +9g(eit)

= Q-1€(i—1) T Qi+1€5(i+1)

de donde,

5 Co(i+1) = Qi—1€o(i—1) T Qit1€s(i+1)
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asi para 1 = 2,3

N

a’L
5 = Q-1 = Qi1
es decir
2 2
% = oy = Qg, % =0 = Q4 (4-6)
de donde
2\ 2
02 (%) o
A N T
Ast

0/21—8(12:&2(@3—8) = 0.
Si (a3 —8) =0, entonces as = 2 y por (4.5)
] = /09 = \/5

y por (4.6) ,
«
a1 = 72 = 27

esto es absurdo, y por lo tanto ay =0, y ast

ar =y =ag =ay =0,
de donde g es el homomorfismo nulo.
Ejemplo 4.6 Consideremos el grafo camino Ps

U1 Vo V3 V4 Vs

Entonces las dos dlgebras de evolucion vienen dadas por el conjunto de generadores
S ={e1, ea,e3,€4,e5} y las siguientes relaciones:

(

€1-€1 = €2
€y €y = €1 + €3
A(P5): €3 €3 = €2+64
€4 €4 = ez+es
€5 €5 = €4
( ei-e; = 0, para i # j
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€1 ® €1 = €9
1
ea Oey = B (e1 +e3)
1
€3 @ €3 = 5 (62 + 64)
ARW (P5) . 1
€4 ® €4 = 5 (63 + 65)
es Oes = ey4
ei0e; = 0, para i # j.

\
Supongamos que existe una transformacion g : A(Ps) — Agw (Ps) tal que para
cada 1,5 € {1,2,3,4,5}

5
glei) = th’kek y g(ei-ej) =gle;) © gle), (4.7)
k=1
veamos que g es el homomorfismo nulo.

Para esto vamos a dividir la prueba en varios pasos:

Paso 1:
Primero veamos que para i # j y 1 par:

tiltjl = O

De (4.7) obtenemos

g(ei . ej) = (Z tik€k> © (Z tjk@g)

1

ES
Il

WE

(tintjr) (ex © ex) (4.8)
k=1
1 1 tiatio + tial;
= totper + (taty + Statjs ) es + | L ) g +
2 2 2
1 1
tistjs + =tislsz | ea + —tiatjses
2 2
y entonces para i # j:
tistjs. = 0
1
Lty + §ti3tj3 = 0 (4.9)

tiotjo + tiatjy = 0 (4.10)
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1
tistjs + §ti3tj3 =0 (4.11)
tiatja = 0
Y se sigue que
tigtjg = tz‘4tj4 = 0. (412)

Paso 2:
Veamos ahora que para i # j se tiene:

tiltjl =0.

De (4.12) se tiene que tio # 0 a lo sumo para un valor de i. Supongamos que t;,o # 0,
entonces

tre =0, para  k # . (4.13)
Ademas,
glei-er) = glex) = Zt%eka (4.14)
k=1
glei-e) = gleim1)+g(ei)
= (t(i—l)k + t(iﬂ)k) ex, parai=2,3,4 (4.15)
k=1
gles-es) = gleq) = Zt4kek. (4.16)
k=1

Al haceri = j en (4.8) y comparar los términos que acompanan a es con los términos
que acompanan al mismo en (4.14), (4.15) y (4.16) se obtiene que

too J=

1 .
ti+ 5t = ti—v2 tigr2e =234 (4.17)
D) J=
en particular para j = ig
1 to2 g =
tzzol + 575@203 = Liio—1)2 + L(ig+1)2 10 =2,3,4 (4.18)
t42 io - 5

Se puede observar que el lado derecho de (4.18) siempre es de la forma ty,s + aty,e,
donde o € {0,1}, ky # io y ko # io. Entonces por (4.13) el lado derecho de (4.18)
siempre es nulo, ademds el lado izquierdo de (4.18) es suma de términos positivos,
de donde cada término debe ser nulo, por lo tanto

tiol - O (419)

Al analizar (4.17) para los vj que no son vecinos de v;, se puede observar que el
lado derecho siempre es de la forma tg,o + iy, donde o € {0,1}, k1 # iy y
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ko # iy. Entonces por (4.13) el lado derecho de (4.17) siempre es nulo, ademds el
lado izquierdo de (4.17) es suma de términos positivos, de donde cada término debe
ser nulo, por lo tanto

tji1 =0, para v; no vecino de vj,. (4.20)
Ahora vamos a analizar los posibles valores de iy para ver que titjy =0, si j # .

» Caso 1: Siig =1, entonces vs,vy y v5 no son vecinos de vy, y por (4.19) y

(4.20)
t11 =t31 =ty = t51 = 0,
y por lo tanto

tiltjl = 07 para 1 7é j

» Caso 2: Siiy = 2, entonces vy y vy no son vecinos de v;,, y por (4.19) y

(4.20)
to1 = ta1 = t51 = 0,

ademds por (4.8) y (4.15) el primer coeficiente de g (ey - e4) debe satisfacer que
tio

A2 g 4t
9 31 T 51

pero tge = 0 por (4.13) y t3; = 0 por (4.20), lo que implica que ts; = 0, de
donde

t1p =t31 =t41 =151 =0
y por lo tanto

titin =0, para i # j.

» Caso 3: Siiy = 3, entonces vy y vs no son vecinos de v, y por (4.19) y
(4.20)

ti1 = t31 = t51 = 0.

Ademds por (4.8) y (4.15) el primer coeficiente de g (ey - e1) debe satisfacer
que

pero t1o = 0 por (4.13), lo que implica que ty; = 0, de donde
t1y =t =131 =151 =0

y por lo tanto
tﬂtjl == 0, para 1 7é ]

» Caso 4: Siiy = 4, entonces vy y v no son vecinos de v, y por (4.19) y
(4.20)
t11 = tor =ty = 0.
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Ademds por (4.8) y (4.15) el primer coeficiente de g (e3 - ) debe satisfacer

que
2

22
= =t t
5 11+ a1,

pero tog = 0 por (4.12) y t11 = 0 por (4.20), lo que implica que tz; = 0, de

donde
tin =to = t31 =1y =0

y por lo tanto
tiltjl = 0, para 1 7é ]

» Caso 5: Siig =5, entonces vy,vy y v3 no son vecinos de v, y por (4.19) y

(4.20)
tin =to1 =131 =151 =0

y por lo tanto
tiltjl = O, para 1 7£ j

De los cinco caso anteriores, concluimos que:

tﬂtjl = 0, para 1 7£ j

(4.21)

Paso 3:
Veamos ahora que para i # j yl=1,2,...,5 se tiene

tuty = 0.

De (4.21), (4.9), (4.10) y (4.11)

tiltjl - O

tist;
tintj1 + 32]3 =0

tist;3

+ti5tj5 =0

por lo tanto,
tutj =0, para i # j y l impar.

De lo anterior y (4.12) se sigue que:

tutjy =0, parai#j y le{l,2,...,5}.

(4.22)
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Paso j:

Ahora veamos que para todo i,j :

tij =0.

La igualdad (4.22) implica que para cualquier k, t;x # 0 a lo sumo para un valor de
1, asi:

5
g(e;) = Ztikek = Q;€4(i), o €R, 0 €8s,
k=1
que junto con (4.7) nos lleva a:

glei-e) =g(e) ©gle) = (o) © eos)) - (4.23)
En particular para 1 =1,

gler-er) = af (es1)® eoqr))

gler-er) = glea)

= (2€4(2)

de donde (60(1) ® 60(1)) = eq(2) Y recordando que los unicos vértices con un solo
vecino son vy Y vs, entonces

o(1) € {1,5} y oy =aj. (4.24)
Andlogamente remplazando i =5 en (4.23),

gles-es) = Oég (60(5) © 60(5)) Yy
gles-es) = gleq)

= ueq(y)
de donde (60(5) ® 60(5)) = €y(4) Y por lo tanto
o(5) € {1,5} Yy ag=ai.

Luego para i = 2,3,4, 0 (i) € {2,3,4} y remplazando en (4.23)

(eoti-1) + €otitn) ¥

2 o
glei-e) = o (eo(i) © ea(i)) - ?Z

glei-e) = gleisi+e) =glei1)+g(ei)
= Q-1€5(i—1) T Qi+1€5(i+1)

de donde,

5 Co(i+1) = Qi—1€o(i—1) T Qit1€x(i+1)
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ast, para i = 2,3,4

oy
5 = Qi—1 = Ajit1
es decir,
2 2 2
« Qa o
2 3 4
— = (1] = (O3 — = (g [67] — = (3 = U5 4.25
2 ’ 2 ’ 2 ( )
de donde,
2 2
2 2 4
042 = _— = = —
2 2 8
Asi

a§—8a2:a2(a§’—8):0.

Si (a3 —8) =0, entonces ag = 2 y por (4.24)
A1 = {/ Qg = \/5,

y por (4.25)

2
Q
2
041:—:27
2

esto es absurdo, por lo tanto as = 0, y asi:
041:(1/220[32044:&5:0,
de donde g es el homomorfismo nulo.

Este resultado se generaliza en la Proposicion 3 de [17] de la siguiente manera:

Teorema 4.3 Sea P, un grafo camino conn > 3. Entonces, el inico homomorfismo
de evolucion entre A(P,) y Arw (P,) es el nulo. En particular A (P,) % Agw (Py)
como dlgebras de evolucion.

Observacion: El teorema anterior tambien se cumple para un camino infinito con
vertices {vy, v, ...} [17, Remark 3.1].

U1 V2 Un, Un+1

Otra familia que se estudia con frecuencia es la de los grafos bipartitos en general,
no solo los bipartitos completos; a diferencia de las familias anteriores los miembros
de esta familia no preservan el comportamiento con respecto a las algebras de evo-
lucién; es decir existen miembros de la misma donde el isomorfismo existe y otros
donde no existe.[17, Remark 3.2]
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Ejemplo 4.7 Consideremos el siguiente grafo
U1 U2 U3 Vg

Us (%3 U7 Ug

Claramente es un grafo bipartito no completo con particion
X: {U17U27U37U4}7 Y: {'U5,U6,U7,U8}.

Pero también es un grafo 2-regular con 8 vértices, entonces por el teorema 4.1 las
respectivas dlgebras de evolucion son isomorfas.

Ejemplo 4.8 Consideremos el siguiente grafo
U1 () U3 V4

Us Ve U7 Ug

Claramente es un grafo bipartito no completo con particion
X = {U17027U37U4}7 Y = {v57U67U77U8}-

Pero también es un grafo camino con 8 vértices, entonces por el teorema 4.3 las
respectivas dlgebras de evolucion no son isomorfas.

SECCION 4.5
Grafos de la amistad.

Un grafo de la amistad con 3 vértices es un grafo regular, por lo tanto las respectivas
algebras de evolucion son isomorfas; por lo visto en el ejemplo 3.16 no existe un grafo
de la amistad con 4 vértices, ahora veamos que pasa con un grafo de la amistad de
5 vértices:

Ejemplo 4.9 Consideremos el grafo de la amistad F

U1 V4

Us

(%) U3
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Entonces las dos dlgebras de evolucion vienen dadas por el conjunto de generadores
S = {e1, ea,e3,€4,e5} y las siguientes relaciones:

( €1:-€1 = €9 + €5
€€y = €1+€5
A (75) . €3+ €3 i €4+ €5
1€y = €3+ e;5
es-e5 = e1textestey
( ei-ej = 0, para i # j
Y
( 1
e e = 5 (€2 + e5)
1
ex Oey = 5 (e1 + e5)
® ~ (ex +€3)
_ €3€3 = (€4 T1T6€5
ARW (F5) . %
€4 ® €4 = 5 (63 + 65)
1
65@65 = Z(€1+62+€3+€4)
e;Oe; = 0, para i # j.

Supongamos que eziste una transformacion g : A (E) — Arw (E) tal que para
cada 1, ]

gled) =Y tuer  y  glei- ;) = gle;) © gler).
k=1

Por lo tanto

glei-e;) = (Z tik€k> © (Z tjkek>

1

ES
Il

(tirtsn) (ex © eg)

WE

=1

~+

it Lot Lt
= Ll (eytes) + 2L 1

2

tists
54J5 (e1 +ea + €3+ €4)

[ liatjp tistys titjn | tistjs tialja  tistjs
—(2+4>61+(2+462+2+463+

tist; tist; 1
(% + %) €4 + 5 (tiltjl + tigtjg + tigtjg + ti4tj4) €5

t
(e1 +es) + (€4 +e5) + (e3 +es) +

y ast para i # j, obtenemos

liotjo | lislys
— = 0 4.26
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tiitj1  tistjs

= 0 4.27
5 1 (4.27)
tiatja  lisljs
— =0 4.28
5 T4 (4.28)
tigtjs | lisljs
— = 0 4.29
5 T (4.29)
4
> taty = 0 (4.30)
k=1

al sumar (4.26), (4.27),(4.28) y (4.29) obtenemos:

1
3 (tirtj1 + tiotjo + tistjs + tiatja) = —tistjs

y al igualar con (4.30) obtenemos:
tistjs = 0, para i # j
que al remplazarlo en (4.26), (4.27), (4.28) y (4.29) nos lleva a:
tuty =0, para i,5,1 € {1,...,5} coni#j

esto implica que para cualquier k, tiy, # 0 a lo sumo para un valor de i, luego

5
g(e;) = Ztikek = i€y (i), con o; ERy o€ Ss.
k=1
Ademas,
g(ei-e) =gle:) ©gle) = af (eotiy @ €o(i)) (4.31)

y para i # 5

glei-e)=g (ei—l—t(i) + 65) = Qitt(i) Co(i+t(i)) T Q565 (4.32)
donde

L) = 1, para 1 1mpar
-1, para i par

e igualando (4.31) y (4.32) obtenemos:
oF (€at) ® €o(i)) = Qire(i)€o(itt(i)) + O5€5, para i # 5.

Veamos que pasa si o (5) = 5. En este caso o (i) # 5 para i # 5,y por (4.31) y (4.32)

o (eg(i) © eo(i)) = Qitt(i) Co(i+t(i)) T O5€5.

Ademas,

(eotiytiotiy) + €5)

2
Q;
a7 (o) © €a) = 5
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donde o (1) ,0 (i) +t (o (i) € {1,2,3,4}, entonces
oy
7 (ea(i)+t(a(i)) + 65) = Qitt(i)Co(i+t(i)) T X5€5

y por lo tanto

AN

Q
Q5 = 7 = Qit(d)

2
es decir,
Q] = Qg = Q3 = Qg = Q5
2
s’ (6%
y asi a; = 5 de donde o; (o — 2) = 0.

Si o; = 2 para todo i, entonces

g(es-es) =a§(€5®65) =e+ete3tey
Y
g (65 . 65) =g (61 +extes+ 64) =2 (€g(1) + €5(2) + €s(3) + 60(4)) =2 (61 +ext+e3+ 64)
lo cual es absurdo.

Si a; = 0 para todo i, entonces g es el homomorfismo nulo.

Veamos ahora que pasa si o (5) # 5. En este caso existe i # 5 tal que o (i +1¢(i)) =5
y o (i) #5, ademds

9 ((eotiriy) - (eotirean)) = gles-es)
= g(eg+es+es+ey)
= es() + Q2€r2) + A3eo(3) + ey (4.33)

€y - 65)
es5) © g (es)
(eo(5) @ €a(3)) (4.34)

9 ((estirean) - (eotirean)) = 9
g

anNn —~

=

(18 )

«

= 3 (eo(s)+t(o3)) T €5)

igualando (4.33) y (4.34) obtenemos:

062

75 (€os)11(o(5)) + €5) = Q1€5(1) + Q2€0(2) + A3Eo(3) + QsCo(a) (4.35)
de donde existen ki, ko € {1,2,3,4} tal que ag, = ag, =0, 0 (k1) #5 y o (ko) # 5;

por lo tanto existe k € {1,2,3,4} tal que:

(4.36)

Q
S
I

v
o(k+t(k) #£ 5, (4.37)
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entonces por (4.36)
glex-er) =g(er) ® (ex) = af (eg(k) ® eg(k)) =0 (4.38)

ademds por (4.32)

g (e er) =g (erre) +€5) = Qura() Eolhre(h)) + A5€5 (4.39)
ahora igualando (4.38) con (4.39) y utilizando (4.37), podemos concluir que

as =10
y finalmente por (4.35)
a1 =ag =a3 =aqq = a; =0,

por lo tanto g es el homomorfismo nulo.
Este resultado se puede generalizar en el siguiente teorema [17, Proposition 3.4].

Teorema 4.4 Sea F, un grafo de la amistad con n vértices, n > 4. Entonces el
unico homomorfismo de evolucion entre A (Fn) y Arw (Fn) es el nulo; por lo tanto
A (F,) % Apw (F,) como dlgebras de evolucion.

SECCION 4.6
( Grafos rueda.

Ahora vamos a analizar los grafos rueda, claramente el grafo rueda de 4 vértices es
un grafo regular, por lo tanto vamos a iniciar analizando el grafo rueda de 5 vértices:

Ejemplo 4.10 Consideremos el grafo de la amistad Wi

V2

U3 (%1

V4

Entonces las dos dlgebras de evolucion vienen dadas por el conjunto de generadores
S = {e1, ea,e3,€4,65} y las siguientes relaciones:

(61'61 = ex3te4te5
€a-€y = €] +esz+es
A(Ws) - ez €3 = €3t egtes
€4-€4 = e1+es+tes
€55 = €] teygt+esz+ey
L ei-e; = 0, para i # j
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ARW (W5) .

( 1
61@61 = §(€2+€4+65)
1
62@62 = §(€1+€3+65)
1
63@63 = §(€2+64+65)
1
64@64 = §(€1+63+€5)
1
es Oe; = Z(€1+62+63+64)
ei0e; = 0, para i % j.
\

Supongamos que existe una transformacion g : A(W5) — Agw (Ws) tal que para

cada i, j

Entonces

g(ei-ej)

gled) = tuer, v glei-e;) = gle) © gley).

() (£

(tirtsn) (ex © ex)

£
Il

WE

de lo anterior para i # j, obtenemos:

k=1
tit; tiots tist;
13’1 (e + €4+ e5) + 23”2 (e1 + €3+ e5) + 33”3 (e +es+e5) +
tials tists
43j4 (e1 4 €3+ €5) + 222 (e + €3 4 €3 + €4)
Liotjo  tutja  Tisljs titjn | tistjz  listys
( 3 + 3 + 1 er + 3 + 3 + 1 €2 +
Liotjo  tiatja  tistjs tintj1  tistjzs  tistys
(3+3+4€3+3+3+464+
1
3 (tirtj1 + tiotjo + tistss + tiatja) €5 (4.40)
tiotis  tulia Lt
St =0 (4.41)
titi  latis  tists
13]1 33]3 54]5 - 0 (442)
titio  tuti  tist;

3 3 4
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tintj1r  tistjzs | tistys
3 3 4

= 0 (4.44)

4
> tuty = 0 (4.45)
k=1
al sumar (4.41), (4.42), (4.43) y (4.44), obtenemos:

2
3 (tirtj1 + tiotjo + tistjs + tiatja) = —tistjs

y al igualar con (4.45), obtenemos:

tistjs = 0, para i # j. (4.46)
Ademds
5
glen@ +enm +tes) = O (tuon + oo+ tsk) e, i=1,2,3,4
gleie;) = 4 i
g (Z €j> = (t1k + tog + tar + tax) ex, 1=15,
j=1 k=1

donde vy, ;) Y Viy5) son los vecinos de v; diferentes a vs.

Note que:

zmwz{i‘L i €{2,3,4}

4, =1
L [i+1, ief1,2,3}
h@%‘{ 1, i=4
luego de (4.40) sabemos que la ultima coordenada de g (e; ® €;) es:

12 2 12 12
%4_?—}_?4_?7 para i € {1,2,3,4}

que igualando con la dltima coordenada en (4.47), nos lleva a:

tzzl tl22 t223 t’L24 ; A

? + E _3 + E = l@i)5 T lsi)s T Usss (S {17 2,3, } (4'48)
tgl th tgi’) t§4 ;
e T S e T o 2R B P E 7 =0. (4.49)

3 3 3 3
Supongamos que tss # 0. Entonces por (4.46)
tis =0, para i =1,2,3,4, (4.50)

y por (4.49)
t51 = t52 - t53 == t54 == O (451)

Al remplazar i = 1,2,3,4 en (4.48), sumar los resultados y usar (4.50), llegamos a:
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4 4
% DN 5 = dtss. (4.52)

=1 k=1

Sustituyendo (4.50) en (4.40), obtenemos:

th | th th | th th | th
g(ei-ei) = (?-ﬁ-? el + E—l—? eo + g—i—? es +

th ot Lo
33 )ats (& +th+ 1ty +t)es (4.53)

Tomando i # 5 e igualando las primeras cuatro componentes en (4.47) y (4.53), y
luego sumdndolas, obtenemos:

3 (ti + 11, ) = o1 + log + oz + tog + ta1 + tao + ta3 + tua,
; (651 + 13, + 135+ 13,) = ti1+tia + iz + tia + ta1 + Lo + s + taa,
% (t31 + 13, 3+ t§4) = to1 + tog + log + fog + tar + Luo + T3 + tuy,
; (th s tiyF15) = b+ tio + b+ b+ tar + s + taz + taa

Sumando todas las ecuaciones anteriores:

4 4 4 4
SN it w31
=1 k=1 I=1 k=1
y remplazando i =5 en (4.40) y (4.47), y usando (4.51), obtenemos
s
gles@es) = Z(€1+62+63+€4)
5 4
gles©es) = Z (Z tlk) Ck- (4.55)
k=1 \I=1

y utilizando, (4.52) y (4.54) obtenemos:
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y por (4.40):

4 4
Z thz] == 4t55 == 16,

=1 j=1

Wl

.

luego por (4.55)

g(e5®e5) = 4(61+€2+€3+64)

5
g(esOes) = Z (t1k + tok + Lar, + tar) ek
k=1
Por lo tanto, para k =1,2,3,4:

L1 + tog + tar + tap = 4
(tig + tog + tag + tag)” = 16,
y por (4.42), (4.43) y (4.46)

4
Z bk + to + L3 + t4k)
k=1

4 4 4 4
= > > 42 <Z D (tintre + tutra ) +2 (Z > (tuti + tlgtkg,))

k=1 Ik

la dltima igualdad por (4.52), lo cual es absurdo; y por lo tanto ts5; = 0.

Ahora, si para todo i, t;5 = 0, entonces por (4.48) y (4.49)
tir =0, para j, k € {1,2,3,4,5},

y por lo tanto, g es el homomorfismo nulo.

Por el contrario, si existe iy € {1,2,3,4} tal que t;5 # 0; entonces por (4.46), si
j 7é 2.0;
tjg, — O, (456)
y remplazando esto en (4.48):
tigt = tiga = tig3 = tiga = 0,
y por lo tanto:

g (eiy) Ztlokek = ti,5€5- (4.57)

Ademas existe j € {1,2,3,4} tal que:
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" j # iy Yy v; no vecino de v;,; entonces los vecinos de v; son diferentes a v;,; es
decir:

L) #io y 12(d) # o,
por lo tanto,

tll(j)5 — tlz(j)5 — 0 (458)

= V; Y vy, tienen los mismos vecinos, es decir

L (io) =y (]) Yy ly (io) =1 (]) )

por lo tanto,

g (61‘0 . 61‘0) = g (ell(io) + €1, (0) + €5>
= g(eny) +eny +es) (4.59)
= g(ej-¢).

Luego por (4.48), (4.56) y (4.58)
tjl = tjg = tjg = '[Zj4 = tj5 =0
y por lo tanto
5
g(ej) = thkek = 0.
k=1
Ast, por (4.57) y (4.59)

0 = g(e)Og(e)
g (eio) ©g (eio)

= 175 (es ©es)

2
= 25(614‘62—'—634‘64),

de donde t;;5 = 0, lo cual es absurdo.

Por lo tanto la inica opcion es que g sea el homomorfismo nulo.

Este resultado se puede generalizar en el siguiente teorema [17, Proposition 3.5].

Teorema 4.5 Sea W, un grafo rueda con n vértices, n > 4. Entonces el unico
homomorfismo de evolucion entre A(W,) y Apw (W) es el nulo; por lo tanto

A(W,) 22 Agpw (W) como dlgebras de evolucion.
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SECCION 4.7
Grafos n-partitos completos.

Si tenemos el grafo n-partito completo Ko, 490, ¥V S = 2221 ay, entonces el dlgebra
de evoluciéon A (K, ay....q,) viene dada por el conjunto de generadores

S = {61, o ey€a15€a141y - - -5 Cagtagy - - - 7€a1+a2+~~+an}
y las relaciones:

» parai € {1,...,a1}:
ag+-+an

€€ = E €ar+j

J=1

m parat € {2,...,n—1}eiec{l,....a}:

ai+-+ag—1 at41+...an
(€a1+"'+at71+’i) ) (€a1+--~+at71+z‘) = E ej + E Cart-tar+j
j=1 7j=1
» parai € {1,...,a,}:
ar+-tan—1
(€a1+---+an71+i) ‘ (€a1+---+an71+z’) = E €
j=1
= para ¢ # j:
€€ = 0.

Andlogamente el algebra de evolucion Agw (Ka, as....a,) Viene dada por el conjunto
de generadores

S = {617 ~++1€a1,Car+1y - -5 Cagtags - - 7€a1+a2+"'+an}
y las relaciones:
» parai € {1,...,a1}:

1 ag+--+an

€ ©e = €ay+j
s —ag -
Jj=1

m parat € {2,....,n—1}ei e {l,... a;}:

aj+-+tar—q at41+...an
1
(€a1+~~~+at71+z‘) © (€a1+--~+at71+z‘) T e_a E e+ E Car+-tar+j
t j=1 j=1
» parai € {1,...,a,}:
a1t tan—1

(Carttani+i) @ (Cartotan_sti) = 5 —a, Z €
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= para i # j:
e; ®e; = 0.

Ejemplo 4.11 Consideremos el grafo tripartito completo K9

V2 U1

V4

/\

U3

con particiones
X ={v,v5}, Y ={vg,v6}, Z={vs, 4}

cada una de tamano 2.
Las dos dlgebras de evolucion de Ky 99 vienen dadas por el conjunto de generadores
S ={e1,ea,e3,€4,65,¢5} y las siguientes relaciones:

(

€161 = e€extest+eq+eq
€a-€y = €] t+e3+eq+e;
€3-€3 = €1+ e+ e+ e
A(KQ7272): €1-€4 = €1 +ex+es+eq
€565 = €xte3+eq+ €q
€g-g = €1 testes+es
| eire; = 0, para i # j
Y
(€1®€1 = }1(624‘634‘644‘66)
ey ey = 111(614—634‘644‘65)
e3Oey = jlen+estes+eg)
Apw (Ka22) : egOey = i(€1+€2+€5+66)
es Oes = }1(624—634‘644‘66)
eg O eg = }1(614‘634‘644‘65)
e;0e; = 0, para i # j.

\

Podemos observar que Ky99 es un grafo reqular de orden 4, luego por teorema 4.1,

A (Kap2) = Arw (K2p22) -
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Observaciones:

» Si para todo i € {1,2,...,n}, a; = d para algin d > 2, entonces por teore-
ma 4.1:

A (Kahag...,,an) = ARW (Kal,az....,an) ’

esto porque cada vértice tiene grado d(n — 1), es decir el grafo es regular.
= Sin = 2, entonces por teorema 4.2

A (Ka1,a2) = ARW (Ktll,tm)

En el siguiente ejemplo vamos a mostrar que no siempre es cierto que

A (Kal,ag....,an) = ARW (Kal,ag....,an) [17]

Ejemplo 4.12 Consideremos el grafo tripartito completo K ;o

U1 (%

U3 Uy

con particiones
X ={v,vn}, Y =A{v}, Z={v}

de tamanos 2,1 y 1 respectivamente.

Las dos dlgebras de evolucion vienen dadas por el conjunto de generadores S =
{e1,e9,€3,e4} y las siguientes relaciones:

e1-e1 = ext+e3tey
€y €y = e1+e3+ey
A(Kiq2): es ez = €1+ e
€4-€4 = €1+es
ei-e; = 0, para i % j
Y
( 1
e e = 5(62—1-634‘64)
1
e ®Oey = 5(61+€3+64)
1
Arw (K112) 1§ es®ey = 3 (e1 + e2)
1
€4 @ €4 = 5 (61 + 62)
e;0e; = 0, para i # j.
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Supongamos que existe una transformacion g : A(Ky12) — Apw (K112) tal que

para cada i, j
4
g(e;) = Ztikeka y o glei-ej) =gle) ©g(e)),
k=1

por lo tanto:

4 4
glei-e) = Ztik€k> O] (Z tjk€k>
k=1 k=1

4

= > (tutj) (ex @ ex)

k=1
titj

tiots tists
- 3 (e2 +e3+eq) + 23]2 (e1 4+ e3+eq) + 3233 (e1 4+ e2) +

)
[ latje  tistiz | liatj tiatjr  tistjz  tutjs
- ( 3 Ty T )ty Ty T et

titjn | tiotjo titjn | tiotjo
+ es + + e
( 3 3 > ’ ( 3 3 )

de lo anterior, para i # j, tenemos que:

Liotjo  tistjz  tiatjs

=0
3 2 2
tiatjt  tistjs  titj — 0
3 2 2

tity +tiotyp = 0.
Al sumar (4.60) y (4.61), llegamos a:
1
3 (tiatj1 + tiotjo) + tistjs + tiatju = 0,
y al igualar con (4.62), obtenemos:
tistjs + tiatja = 0, para i # j,

que sustituido en (4.60) y (4.62) implica que:

tirtj1 = liatjo = 0, para i # j.
Ademds
t%Q t%?) t%4 t%1 t%g t%4
9(61)®g(61) = (?"’74—7 er + ?—F?—F? es +

y gler-e1) =g(ea+es+eq) =3y (tox + tar + tar) x.

Lialja

9 (61 -+ 62)

(4.63)

(4.64)
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Igualando las respectivas coordenadas, obtenemos:

thy 1 U

3 + 5 + %4 = lo1+151 +1tn (4.65)
th iy 1
% ? % = log + 152+ ta2 (4.66)
13 |
3 + 5 = tog + tg + tag = loa + T34 + Tua. (4.67)

Aplicando el mismo procedimiento para i € {2,3,4} y dado que:

th | th th
ge) ®gle) = E—i_? er + + = €s +

tzzl t12 t
(zw) (s )
4

g (62 . 62) = g (61 + e3 + 64 Z tlk + tgk + t4k) €L, (468)
k=1

Co|§3m C.'~.'>|H

4
gles-e3) = gles-eq) =g(er+e2) Zt1k+t2k €ks
k=1

podemos obtener:

t%Q t%i’) t%4
t11 + t31 + t41 = ? + 7 + 7 (469)
t%l t%B t%4
t12 + t32 + t42 — ? + 7 + 7 (470)
t2 t2 t2 t2 t2 t2
tll t21 32 33 34 42 43 44 (471)

3 2 2 3 2 2
Bt _th |t 1

frotty = 3L 88 T84 ta M3, Ta 4.72

12 + o2 3+2+2 3+2+2 (4.72)
5t th | th

t t =t tog = — + == = — + —=, 4.73

14 + tog 13 1+ to3 3+3 3+3 ( )

Note que (4.69) y (4.70) se obtienen de (4.68) igualando las primeras dos compo-
nentes de g(e2) ® g(e2) y g(ez-e2); (4.71), (4.72) y (4.73) se obtienen de (4.68)
igualando todas las componentes de g (e3) © g (e3) y g (es-e3) ylas de g(ey) © g (e4)

yg(es-eq).

Por (4.64), t;1 # 0 a lo sumo para un valor de i, por lo tanto podemos analizar 4
casos:

Caso 1:ty; =ty =t33 =ty = 0. En este caso, por (4.65)

tig = t13 = t14 = 0,
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y por (4.69)
tag = tog = loa =0,

y finalmente por (4.71)
tao = t33 = lgq = lag = tug = taa = 0.

De donde se concluye que g es el homomorfismo nulo.

Caso 2:t3 #0 6ty # 0. Entonces por (4.64)
ti1 =t =0,

luego por (4.71)
30 = t33 = t34 = lyp = ty3 = tyq = 0,

lo cual implica, por (4.72), que t3; = t3,, ademds por (4.64) t31ty = 0, por lo tanto
t31 =tq1 =0, lo cual es una contradiccion.

Caso 3: ty; # 0. Entonces por (4.64)

tog = t31 = t41 =0, (4.74)
(4.65) y (4.74) implican que:

tig =t13 =114 =0,

ademds (4.73) y (4.74),implican que t3, = t3,, es decir ambos son nulos 6 ambos
son no nulos, pero por (4.64),
t30 = tyo = 0. (475)

Ahora por (4.70)
tag = lag = 0,

que sustituida en (4.66), nos lleva a

y dado que t1; # 0, entonces tos # 0, esto en (4.69) implica que:
3

t1n = 3

por lo tanto ,
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Sustituyendo en (4.71) y recordando, por (4.74) y (4.75), que toy = t30 = t4e = 0,
obtenemos:

t3s + 15, =133 + 13, =6
por lo tanto,

the + 15, + 13, + 17, = 12. (4.76)

Ademdas por (4.67)
t3g +taz = l3q + tas = 3,

por lo tanto

(tgzs + t§4) + (@213 + ti4) + 2 (t3gtas + taatas) = (t33+ t43)2 + (t34 + t44)2
T (4.77)

pero por (4.63)
tastaz + taatss = 0,
que al remplazar en (4.77) da:

L33 + 5y + iy + iy = 18,
lo cual es absurdo por (4.76).

Caso 4: ty # 0. Entonces por (4.64)
tll = t31 = t41 - O (478)

Lo cual implica, por (4.73) que t3, = t2,, de donde ambos son nulos ¢ no nulos, pero
(4.64) implica que:
g = tyo = 0.

Luego por (4.69) y (4.78)
tog = to3 = 1og = 0.

Ahora por (4.66)
ti3 =11y =0,

que sustituyendo en (4.65) nos lleva a:

th
22— o,
3 21

y dado que ty; # 0, entonces t1o # 0, esto en (4.70) implica que

por lo tanto,
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Y asi:
t12 - t21 — 3

Sustituyendo esto en (4.71):
t33 + 15y =ty + 13, =6

y por lo tanto

t5s + tay + th; + 3, = 12. (4.79)
Ademds por (4.67)

3z + tag = t34 + tyg = 3,

por lo tanto,

(t55 + t54) + (ths +t1y) + 2 (tsstas + taatasa) = (f33+ tas)” + (tsg + tas)”
— 18 (4.80)

pero por (4.63)
t33ta3 + t3atsg =0

que al remplazarlo en (4.80) da

by + oy + 3 + 13, = 18,
lo cual es absurdo por (4.79).
Con esto hemos visto que el unico caso posible es el caso 1, por lo tanto g es el
homomorfismo nulo.

En esta seccion vimos que una condicion suficiente para que

A (Kal,ag.‘..,an) = ARW (Kal,ag....,an) 3

es que n = 2 6 que todos los a; sean iguales, el articulo [17] cierra con la siguiente
conjetura:

Conjetura

Sea Ky, 9.0, Un grafo n-partito completo, entonces

n
A (Kahazm,an) = ARW (Kal,azm,an) )
si y solo si, se cumple una de las siguientes condiciones:
n =2,

R A=Ay = = Ay,

La cual es aun un problema abierto a futuras investigaciones.
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