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Resumen

El principal objetivo de este trabajo es analizar y comprender la teoria del método de los
elementos finitos (FEM) y aplicarla a la Ecuacién del calor tanto en una como en dos dimen-
siones. Para lograr esto estudiaremos primero la teoria de FEM para la Ecuacién de Poisson
y después aplicaremos la aprendido en el estudio de la Ecuacién del calor. Definiremos y
analizaremos diversos problemas variacionales asociados a nuestras ecuaciones de interés,
cuyas soluciones resultan utiles para aproximar las soluciones clasicas de las mismas usando
métodos discretos. Para el caso de la Ecuacion del calor discretizaremos la variable temporal
y utilizaremos los métodos de Forward Euler, Backward Euler y Crank-Nicolson para hallar
la aproximacion deseada.

Derivaremos, también, cotas para el error obtenido tras la aplicacion de FEM asi como ordenes
de convergencia para los mismos, ademds, daremos los pseudo-cédigos de los algoritmos que
permiten la implementacién de FEM en Matlab/Octave y bajo los cuales podremos verificar
las resultados teoricos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo enunciamos algunas definiciones y teoremas sin demostracién que nos seran
de utilidad a lo largo del texto.

1.1. Espacios de funciones

Comenzamos definiendo los espacios de funciones que utilizaremos habitualmente.

Definicién 1.1 (Frontera de Lipschitz). Sea Q un subconjunto de R? para d un entero
positivo. Decimos que §) tiene frontera de Lipschitz si existe un cubrimiento abierto finito
{0;}, 1 = 1,...,m, de O tal que, para todo i, O N O; es la grdifica de una funcidn de
Lipschitz y QN O; estd en un lado de esa grdfica.

De aqui en adelante tomaremos 2 C R? como un dominio con frontera de Lipschitz, esto es,
Q) es un subconjunto de R¢ abierto, conexo y acotado con frontera de Lipschitz.

Recordemos que un espacio vectorial H con producto interior (-, )y se dice que es un espacio
de Hilbert si es completo respecto a la norma inducida ||-||; =/ (-, *)n-

Para 1 < p < oo, definimos los espacios de Lebesgue como

L,(Q) = {u:Q—>R

u es medible y / lu(z)|P do < —i—oo}
Q :
L,(€) es un espacio de Banach con norma dada por

1/p
lully oy = ( [ utayr do:)

Si p = 2, obtenemos el espacio de funciones cuadrado integrables Ly(€2), el cual es un espacio
de Hilbert con producto interior dado por

(u,v) = /Q u(z)o(z) da.
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Introducimos ahora la notaciéon multi-indice para derivadas parciales (ver [1]). Sea

a = (aj,...,aq) con o; € N un multi-indice. Se define la longitud de « por
d
la| == Z Q;.
i=1
Para ¢ € C(2) con variables z1, ..., z4 definimos la derivada parcial D“¢ como
D=2 Ty,

-: al —
0z} oz,
siempre que las derivadas parciales involucradas existan.

Denotamos por C§°(€2) el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables con soporte
compacto en 2.

Definimos el conjunto de las funciones localmente integrables por
L (Q):={f]|f€Li(K), YK CQcon K compacto}.

Decimos que f € L}, (Q) tiene derivada parcial débil, D2 f, si existe g € L}, (Q) tal que

loc

[ s@ta) de = (1) [ f@po@) de Vo€ G
Q Q

Si tal g existe, es unica y, en este caso, definimos D¢ f := g.

En particular, si a = (0,...,0), entonces D% f = f para cada f € L, .() .

Sea f € L, .(Q) y supongamos que la derivada débil D f existe para todo |a| < 2, definimos

loc
el vector gradiente y el laplaciano de f, respectivamente, como

Vf — (D&I,O,...7O)f7 DSJOJ,O,...,O)JC’ — D(EJO,...,O,LO)f’ D(E)O,...,O,l)f)

Af — D(E)Q,O,...,O)f + D‘SJO’Q’O""’O)f 4.+ D(S}O,...,O,Z,O)f + D(,(u07"'70’2)f'

La siguiente proposicién nos permite calcular facilmente la derivada débil de una funcion
cuando sus derivadas parciales existen.

Proposicién 1.2. Sea f € C1*(Q). Entonces la derivada débil D®f existe y estd dada por
Def.

Definiremos ahora los espacios de Sobolev. Sea m un entero no negativo, 1 < p < ooy
f e L .(9). Supongamos que la derivada débil D f existe para todo |a| < m. Definimos la

loc
norma de Sobolev como

1/p

Hf”WI;”(Q) = Z ||DSfHZ£,,(Q)

|a|l<m
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y definimos los espacios de Sobolev por
W () := {f € Lioe() = Ifllyyay < 00}
Los espacios de Sobolev cumplen las siguientes propiedades:
= W) C Ly(Q).
= W;"(€2) es un espacio de Banach.

» Si k < m, entonces H'”WZ?(Q) < H'HW;”(Q) y W (Q) € Wy(9Q).

El conjunto C>°(£2) N W*(€2) es denso en W (€2).

1/p
|f\W;n(Q) = < > ||ijf|]’£p(m) define una seminorma en W) (€2).

la|=m

Para cada m denotamos H™(Q) := Wj*(Q), [-|I,, :== ”'||W2m(Q) Y |l = |-|W2m(Q) (para maés
detalles ver [2]).

Los espacios H™(£2) son espacios de Hilbert con el producto interior (u, v),, := > (D%, D%v)
|a|<m

y se cumple que |1, = v/ T

En particular, se tiene que H(Q) = Ly(Q2), (u,v)o = (u,v) v |||, = 1l o) -

Definimos H["(£2) como la clausura de C§°(£2) en H™(£2).

Se puede mostrar que H*(€2) es un subespacio cerrado de Hilbert del espacio H™(£2) con el
producto interior (u,v),,. En particular, se tiene que

Hy(Q)={f e H(Q) : f=0en 0N}

Sea 1 < g < ooy T > 0. Cuando consideramos una funcién u(t,z) de variable temporal y
espacial, respectivamente, con (t,x) € (0,7) x €2, resulta util definir los espacios

T
L,0,T; W;(Q)) = {v :(0,T) — W;(Q) v es medible y / Hv(t)||%vk(m dt < —i—oo}
0 P

T 1/‘]
||U||Lq(o,T;W;(Q)) = (/0 ||U(t)||?"’z’f(ﬂ) dt) :

De manera similar definimos el espacio de funciones continuas en la variable temporal C([0, T]; W} (€2))
(ver [3] para mds detalles).

CcOon norma
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1.2. Algunos resultados importantes

A continuacién enunciamos algunos resultados que nos seran de utilidad a la hora de probar
la existencia y unicidad de ciertos problemas variacionales.

En [4] encontramos los siguientes dos resultados.

Lema 1.3 (Desigualdad de Poincaré). Sea S un conjunto abierto acotado. Entonces existe
una constante a > 0, que depende de €2, tal que

lully < [ Vully — Vu € Hy(Q).

En particular, ||V+]|, define una norma en H () que es equivalente a la norma |||, .

Definicién 1.4. Sea H un espacio de Hilbert, V- C H un subespacio de H yd: Hx H — R
una forma bilineal, decimos que:

1. d es continua si existe una constante Cy > 0 tal que

la(u, 0)] < Cillullg llvlly Vw0 e H.

2. d es V-coerciva si existe una constante Cy > 0 tal que

a(v,v) = Cy|vl|5 YveV.

Lema 1.5 (Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert, d : H x H — R una forma
bilineal continua y coerciva y F': H — R un funcional lineal continuo. Entonces, existe un

unico u € H tal que
a(u,v) = F(v) Vv e H.



Capitulo 2

Problema estacionario: Ecuacion de
Poisson

En este capitulo desarrollaremos la teoria del método de los elementos finitos (FEM) para la
Ecuacion de Poisson no homogénea con condiciones de frontera tipo Dirichlet no homogéneas,
la cual generaliza la ecuacién de Laplace y tiene aplicaciones en mecanica cudntica, mecanica
de fluidos y astronomia, por ejemplo. También analizaremos las cotas de error obtenidas de
la aplicacion de FEM a la ecuacién de Poisson y daremos ejemplos en los que verificamos
numéricamente los resultados tedricos.

2.1. Problema clasico

Sea d € {1,2} y sea Q C R? un dominio de R? con frontera de Lipschitz. Consideremos el
siguiente problema:

Problema EP: Se desea encontrar una funcion u : Q — R tal que u € C?(Q) N C(Q) y
que satisfaga

(2.1)

—Au(x) = f(x) para x €
u(z) = g(x) para x € O

donde f € C(Q2) y g € C(0R) estin dadas.

Sea v € H}(€). Multiplicamos la expresién (2.1) por v e integramos sobre ) para obtener

/Q—vAu de = /va da. (2.2)

Para el caso d = 1: Asumamos que € = (by, by). Integrando por partes el lado izquierdo de

(2.2) nos deja
b2 b2 b2
/ uv dr —ou| = / fudx.
b1 b1 b1
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Como v € H} (), entonces v = 0 en 92, por tanto,
b b
/ u'v dr = fudx.
b1 bl

Para el caso d = 2: Aplicando la Identidad de Green al lado izquierdo de (2.2) obtenemos

/Vu V?}d:v—/ v—dS /fvdm,
90 571

ou

donde n es un vector normal unitario exterior a 9 y 7 Vu - n es la derivada direccional
n

de u en direccién al vector 7n.

Como v € H}(Q), entonces v(z) = 0 en 99, luego

/Vu-Vvdx:/fvd$.
Q Q

Asi, para d = 1,2, tenemos que si u es la solucion cldsica del Problema E P, entonces u
satisface

/ Vu- Vv dr = / fvdr  Yve Hi(Q). (2.3)
Q Q

Observe que hemos eliminado las segundas derivadas parciales de u y que solo es necesario
el hecho de que u es de clase C*! para que la ecuacién (2.3) tenga sentido. Recordemos que el
espacio C1(Q) N HY() es denso en H'(Q) por lo que nos preguntamos ahora por todas las
funciones en el espacio H'(Q) puedan satisfacer la ecuacién (2.3) y que cumplan las condi-
ciones de frontera del Problema EP.

2.2. Problema variacional

Sea gy € C*(Q) N C(Q) N HYN) tal que go = g en I9. Consideremos el siguiente problema
variacional asociado al Problema E P:

Problema PV.: Dada f € Ly(Q) queremos hallar uw € H*(Q) que satisfaga
alwv) = (f0) Vo e HYQ)

uU—¢go € H&(Q)

stendo

a(u,v) := (Vu, Vv) = / Vu- Vv dx
0

(.0 :/va .
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¢

Decimos que el Problema PV, es “variacional” porque a la funcion v se le permite variar ar-
bitrariamente en el espacio H{(£2). Observe que af(-,-) define una forma bilineal en el espacio
HY(Q) x H'(Q) y que (f,-) es un funcional lineal en H'(), adem4s, la eleccién de la funcién
go no afecta la formulacion del problema ya que su tinico papel es el de anular la funcion u
en la frontera.

Si u es una funciéon que es solucién del Problema PV, asociado Problema E P, entonces se
dice que u es una solucion débil del Problema EP.

La utilidad del Problema PV, radica en que sus soluciones sirven como aproximaciones de la
solucion clasica del Problema E P, mas aun, si tiene la suficientemente suavidad, una solucion
del Problema PV, también es solucion del Problema FE P; en efecto, sea u una solucién débil
del Problema EP tal que u € C?(9). Como u — gy € HE(S2), entonces u — go = u— g = 0 en
0f) y u satisface las condiciones de frontera, ademaés,

/Vu-Vv dx:/fv dr Vv € Hy(9Q).
Q Q

Utilizando el hecho de que v = 0 en 0f2 y aplicando la identidad de Green en el caso d = 2
(o integrando por partes en el caso d = 1) obtenemos

—/vAu dx:/fv dx Vv € HL (),
Q Q
de esto,
/(f—i—Au)v dr =0 Yve HyQ),
Q

lo cual implica que f 4+ Au = 0y, por tanto, u satisface el Problema EP.

Proposicién 2.1.
1. La forma bilineal a(-,-) es continua y H(Q)-coerciva.
2. Para cada f € Ly(Q) el funcional lineal (f,-) es continuo en H(Q).
Demostracion.
1. Sea v € H}(). Notemos que
Vel = [ 190l de = [ DI / izl do = 37 1220k,
al= al= al=1

luego,

lal<1 la|=1
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para todo v € Hg ().
Sean vy, vy € H}(Q). Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y lo anterior, se sigue que

a(vy, va)| =

/ Vi - Vg dx
0

= [(Vui, Vo)
[Villg [[Vozll,

<
< ol vzl

y, por tanto, d es continua.

Veamos ahora que a(-, -) es coerciva sobre H} (). Por la desigualdad de Poincaré (Lema
1.3), existe una constante o > 0 tal que ||v||, < a||Vv||, para todo v € Hj(2). De esto,

lollg + IVollg < o [Vollg + 1V0lg,
oIl < (a+ 1) [IVollg,

y por tanto,
a(v,v) = (Vu, Vv)
— Vel
> (a+ 1) oy
Asi, a(-,-) es H}(Q)-coerciva.

2. Sea v € Hj(Q2). Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y como |||, < |||, tenemos
que

[{F ol < fllo [[ollg
|

[Fllo 1olly

de esto, ||(f, )| < fll, v por tanto (f,-) es continua.

<
<

[]

Con el anterior resultado y usando el Lema de Lax-Milgram podemos probar que el Problema
PV, tiene solucién unica.

Proposicién 2.2. El Problema PV, tiene solucion unica.
Demostracion. Consideremos el siguiente problema variacional auxiliar:
Problema PV A.: Queremos hallar w € H}(Q) que satisfaga

a(w,v) = (f + Ago,v) Vv € H ().
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De la Proposicién 2.1 y del Lema de Lax Milgram (Lema 1.5) se sigue que el Problema PV A,
tiene solucioén unica.

Sea w la solucién del Problema PV A, definimos u := w — go. Notemos que v € H'(Q) y,
para cada v € H}(Q), se cumple lo siguiente

a(u,v) = a(go,v) = a(u = go,v) = a(w,v) = (f + Ago,v) = (f,v) + (Ago,v) . (2.5)

Notemos que:

Para el caso d = 1: Asumiendo que Q = (by, by) e integrando por partes obtenemos

ba bo ba
—/ gov' dx = —/ gV’ dr = —a(go,v).

bl bl bl

b
(gg,v) = / gov dx = gv

b1

Para el caso d = 2: Por la identidad de Green tenemos que

(Ago,v) = / vAgy dxr = va—qg dx — / Vgo-Vovdr =— / Vo - Vv dr = —a(go,v).
Q oo On Q Q

Entonces, de (2.5), se sigue que u satisface
a(u,v) = (f,v) Vv € Hy ()
y, por tanto, el Problema PV, tiene solucién.

Para probar la unicidad de la solucién del Problema PV,, supongamos que ui,us € H'(Q)
satisfacen el Problema PV,. Entonces

a(ur = go,v) = a(ur, v) = a(go,v) = (f, ) + (Ago,v) = (f + Ago,v)

para todo v € H}(Q), de lo cual se sigue que u; — gy es solucién del Problema PV A, vy,
procediendo analogamente, tenemos que us — gy también es soluciéon del Problema PV A..
Por la unicidad de la solucién del Problema PV A,, se sigue que u; — ug = us — ug, de lo cual
se tiene el resultado.

]

Definicién 2.3. Sea s > 2. Decimos que el Problema PV, es H®-regular si existe una cons-
tante ¢ que depende de Q, a(-,-), s tal que para cada f € H*%(Q) emiste una solucién
u € H(Q) que satisface

lully < el flls—s -

De [2, pagina 89] tenemos el siguiente resultado, el cual nos dice que si €2 es convexo, entonces
la solucion del problema PV, tiene segundas derivadas parciales débiles.
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Teorema 2.4.

1. Si Q es convezo, entonces el Problema PV, es H?*(Q)-regular.

2. Si la frontera de € es de clase C*® con s > 2, entonces el Problema PV, es H*-reqular.

Buscamos ahora aproximar la solucion u del Problema PV, asociado al Problema £ P usando
el método de los elementos finitos (FEM), para esto, primero, llevaremos acabo una discreti-
zacién de la variable espacial.

2.3. Meétodo de elementos finitos

En la seccién anterior tomamos €2 como un dominio de R? para d = 1,2 con frontera de
Lipschitz. El hecho de que la frontera de ) sea de Lipschitz significa que OS2 se puede ver co-
mo la gréfica de una funcién continua de Lipschitz, por tanto, podemos encontrar una curva
poligonal que se “ajuste” a 0} tan bien como queramos. De aqui en adelante asumiremos
que © es un dominio de R? con frontera poligonal.

Sean € Nconn > 1yseaT,:={e : ke {l,...,n}} una coleccién de subconjuntos no
vacios de €2 definida como sigue

» Para d = 1: Sea {by = y1,%2, ..., Yns1 = b2} C Q = (b1, by) una secuencia de puntos de
Q con y < yr41 para cada k € {1,...,n}, definimos ex := (Y, Yr+1),

s Para d = 2: Tomamos 7, como una coleccién de tridangulos abiertos en 2 tales que los
vértices de tridngulos adyacentes coincidan y que ademés cumplan lo siguiente

e =,

iC-

7

e ¢, Ne, = 0 siempre que k # m

de tamano h := méx h;, donde h; := sup |z — y| es el didmetro de cada elemento.
I<i<n T, y€ey,

De este modo, si d = 2, T;, es una triangulacién de €2 en subdominios que no se solapan y

que al unir sus clausuras obtenemos la clausura de ). De aqui en adelante, tanto para d = 1

como para d = 2, nos referiremos a 7T, como una triangulacion de ). Los lados o tridngulos ey,

los denominamos elementos de la discretizacion de €2, mientras que sus extremos o vértices,

respectivamente, los denominamos nodos.

Denotemos por m al nimero total de nodos de la discretizacién y por m; al ntimero de
nodos que son puntos interiores de . Sea {pi,...,pm} la lista de todos los nodos, donde
Py -, Pmy SO0 los nodos interiores de Q y ppm,41,--.,Pm son los nodos en la frontera Of).
Para cada i € {1,...,m} definimos ¢; como una funcién continua en © que es lineal en cada
elemento e y que para cada j € {1,...,m} cumple que

1, sit=y
¢(p]) J {O, si i % j
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-
y :

P11

S

P12

Figura 2.1: Triangulacién de un dominio en dos dimensiones.

donde § es la funcion delta de Kronecker.

b:
Figura 2.2: Funcién base unidimensional.

Sean Sy, == (@1, Pinys Pma 15 - -+ Pm) ¥ S0 7= (@1, -, Oy ). Tenemos que Sy, es el espacio
de todas las funciones continuas en {2 que son lineales en cada elemento ey, y, Sy, es el espacio
de todas las funciones de S} que se anulan en 0f).

Sea p(z) =Y 1", cipi(x) € Sy con ¢; € R. Notemos que

n n

90(pj) = Z Ci¢i(pj) = Zci5i,j = Cjéjhj =Cj

i=1 =1

para cada j € {1,...,m}, luego, si ¢ = 0 en €, entonces ¢; = 0 para todo j, de lo cual
se sigue que las funciones {¢1, ..., ¢, } son linealmente independientes; ademds, como ¢ es
lineal a trozos, entonces sus derivadas parciales existen y son constantes a trozos, lo cual
implica que p € H(2). Esto prueba que Sy C S;, € HY () y Sy = S, N H ().
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;

Figura 2.3: Funcién base bidimensional.

Llamamos a S, espacio solucion discreto y a las funciones ¢; las denominamos funciones
sombrero o funciones base.

Terminamos esta seccién caracterizando las funciones base ¢; en los casos d = 1, 2.

Para el caso d = 1: Para i € {1,...,m}, la funcién base ¢; tiene su soporte en el conjunto
vecindad w; := {ey : p; € €} (ver figura 2.2). Observe que un lado e esta caracterizado por
sus extremos, digamos py, ,, P, ., €ON Ag1, Ak2 € {1,...,m}, de modo que ey = (px, ,, P, );
y, ademas, solo hay dos funciones base que no se anulan en ey, estas son ¢,, ,, ¢, , cada una

asociada, respectivamente, a py, ,P»,, (ver figura 2.4). Denotemos p; := py,, v & := Pz,
para cada ¢ = 1,2. Llamamos a las funciones ¢; funciones base locales del elemento e;,.

Puesto que q/bi es lineal en ey, tiene la forma
¢i(r) = i + B

con «;, B; € R constantes.

Consideremos la funcién ¢;. Por construccion, ¢1(p1) = 1y ¢1(p2) = 0, de lo cual obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones lineales con incégnitas a; y 51

l=aipi + 53
0= aips + fi.
Resolviendo el sistema obtenemos
~ Dy —
1(z) = =2
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~ ~

D1 D2
Figura 2.4: Elemento e y funciones base locales en una dimensién.
Procediendo de manera similar para ¢s, nos deja

> 95—161
¢2($): = =
P2 — D1,

Para el caso d = 2: Para i € {1,...,m}, la funcién base ¢; tiene su soporte en el conjunto
vecindad w; := {ey, : p; € €x} (ver figura 2.3). Observe que un tridngulo e, estd caracterizado
por sus vértices, digamos py, ,, Pa, 2> Papgs CON Ak, Ak2, Ak3 € {1,...,m}, nombrados en sen-
tido antihorario; y, ademads, solo hay tres funciones base que no se anulan en e (ver figura
2.5), estas son @y, |, P, ., Pr,, cada una asociada, respectivamente, a py, |, Pa, o5 P, - Deno-

temos p; 1= pu,, Y @i := ¢y, para cada i = 1,2,3. Llamamos a las funciones ¢; funciones
base locales del elemento ey,.

Dado que cada ¢; es un semiplano en e;, entonces tiene la forma
¢i(21, v2) = iz + Bira + Vi

con «;, B, v € R constantes.

Calcularemos los valores de «;, 3;,7; para i = 1,2, 3. Denotemos p; = (p;1,pi2)’ para
i = 1,2,3 y consideremos la funcién base local ¢;. Por definicién tenemos que ¢;(p1) = 1,

51(172) =0y 51(173) =0, luego,

l=opi1+ Fipiz+m
0= aiDa1 + BiD22 + M
0= aiDs1 + Bibs2 + M

lo cual define un sistema de ecuaciones lineales de 3 x 3 que escribiéndolo en forma matricial
queda como

1 i1 P2 1 ai

0 | = P21 D22 1 B

0 Pa1 a2 1 gs!
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o~
o~

P1 P2
Figura 2.5: Elemento e, y funciones base locales en dos dimensiones.

Repitiendo el proceso anterior con las funciones ¢o, ¢3, obtenemos los sistemas

0 pii D2 1 Qo

L ) =1 P21 D22 1 Bo

0 P31 D32 1 V2
y

0 ﬁl,l T/)\l,2 1 a3

0 | =1 P21 P22 1 B3

1 P31 D32 1 V3

Los tres sistemas pueden ser resueltos simultdaneamente como

100 ]/51,1 ﬁ1,2 1 ap Qg O3
010 | =1 D21 D22 1 Bi B2 fs
001 P31 D32 1 MoV V3

Notemos que la primera matriz del lado derecho debe tener determinante distinto de cero,
pues de lo contrario, sus columnas serian linealmente dependientes y, en dicho caso, los
vértices de e serfan colineales, lo cual no puede ser. En virtud de esto, la solucién del
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sistema esta dada por

-1

Q1 Qg Qg ﬁm 171,2 1
Bi B B3 | =\ P21 D22 1
Y2 3 P31 D32 1

lo cual nos permite determinar los coeficientes de las funciones base locales @1, @2 v ¢3 en e.

2.4. Problema variacional discreto

Retomamos la discusién que veniamos desarrollando en la Seccién 2.2 y procedemos a desa-
rrollar el método de FEM para aproximar la solucion del problema PV.,.

Sean T}, una triangulacién de tamano h de 2, So = (@1, ..., Om,) Y Sh = (D1, -, Oinys Oy t1s - - -

tal y como se construyeron en la Seccién 2.3 y sea u;, € Sp,. Reemplazando wj; por u en el
problema PV, y cambiando los espacios H'(Q) y H}(Q) por S, y Sy, respectivamente, obte-
nemos el siguiente problema variacional discreto:

Problema PV D.: Dado f € Ly(Q2) queremos encontrar uy, € Sy, que satisfaga
a(up,v) = (f,v) Yv € S, (2.6)

con up(p;) = g(p;) para cada i € {1,...,m}.

Sea v € Sy. Tomando uy(z) := > ¢;¢;(x), con ¢y, ..., ¢, € R constantes, y sustituyendo en
i=1

<Zcz¢z ) :<f,U>,

luego, por la bilinealidad de a(-, -),

ZCZG = (f,v)

=1

(2.6) obtenemos

y de esto,
mi m
> ca(dix),v) = D ca(di(x),v) = (f,v).
i=1 i=my+1
Como {¢1,. .., Pm, } es una base de Sy, podemos tomar v = ¢; para j = 1,...,my; ademads,

usando las condiciones de frontera, tenemos que

Uh(pi) =C = g(pi)

para todo nodo p; en 9 con i € {m; +1,...,m}.

s )
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Esto nos deja el siguiente sistema de ecuaciones lineales de mq x my:

m1 m
> ca(di b)) = (f.05) — Y g(pi)aley, ;) (2.7)
i=1 i=my+1

con 7 =1,...,my, donde las constantes cy, ..., ¢y, son las incognitas del sistema.

Ahora, sean

» R la matriz de rigidez cuyas componentes estan dadas por R;; := a(¢;, ¢;) para
i,j €{1,...,m},

» F el vector de carga con componentes dadas por F; := (f, ¢;) parai € {1,...,m},
» (' el vector columna cuyas componentes son C; := ¢; parai € {1,...,m},

y considere la siguiente notacién: Sean wp,ve dos vectores cuyas componentes estan en
{1,...,m} y tales que sus componentes no se repiten; es decir, si vy, denota la k-ésima
componente de vy, entonces vy 5, # Vig, ¥ Vak 7 U2k, Siempre que ky # ko. Si A es una
matriz de m x m, denotamos por A(vy,vs) a la submatriz de A obtenida de considerar solo
las filas y las columnas cuyas numeraciones coinciden con las componentes de vy y vy, respec-
tivamente; ademads, si B es un vector con m componentes, denotamos por B(v;) al subvector
de B obtenido de considerar solo las componentes de B cuyas numeraciones coinciden con
las componentes de v;.

Usando la anterior notacién podemos escribir el sistema (2.7) en forma matricial como sigue

R([L,....,mq],[1,...,m1]) C([1,...,m1])

2.8

=F([1,....,m1]) = R([1,...,mu],[m1+1,...,m]) C([ms + 1,...,m]). (28)
Proposicién 2.5. El sistema de ecuaciones lineales (2.8) tiene solucion unica.
Demostracion. Veamos que la matriz R([1,...,mq],[1,...,my]) es simétrica y definida posi-
tiva.
Como

Q Q

para todo i, j, entonces R; ; = R;; para todo 4, j y, por tanto, R([1,...,m4],[1,...,m4]) es
simétrica.

Para ver que es definida positiva, sean o € R™ \ {(0,...,0)} y p = > "', 0:¢;. Entonces

m1 mi mi1 mi

o' Ro = ZZUinRi,j = ZZ%%M%@D =a ( 0i9j, Zai¢i> = a(p, ¢),
i=1 i=1

i=1 j=1 i=1 j=1
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luego, por la coercividad de a(-,-), existe > 0 constante tal que

a(e,p) = alle||f > 0.

Puesto que o # 0 y las funciones base son linealmente independientes, entonces ¢ # 0y, por
tanto,
T 2
o' Ro > allell; >0,

de esto, R es definida positiva.

Como R es simétrica y definida positiva, es invertible y, por tanto, el sistema (2.8) tiene
solucion tunica.

O

2.5. Analisis del error

En esta seccién vamos a obtener una cota para el error ||u — wy||,, donde u es la solucién
del Problema PV, y uy es la aproximacion de u obtenida usando el método de los elementos
finitos.

Buscamos que la cota para el error sea de la forma
«
||u - uhHO < Ch )

donde C' es una constante y @ € N. Usando la notacion asintética la expresion anterior se
escribe como

lu = unlly = O(h%),

y « es llamado el orden de convergencia del error.

Con una cota de esta forma, se garantiza que si {h;};jen € (0,1) es una sucesién tal que
h; — 0, entonces Hu — Up, ‘0 — 0. El niimero « sirve como un indicativo de que tan
rapido se da la convergencia, de modo que mientras mayor sea el valor de o més répido
disminuira el valor del error.

Por simplicidad derivaremos la cota para el error, y el orden de convergencia del mismo,
para el Problema E'P con condiciones de Dirichlet homogéneas. Puesto que un problema con
condiciones no homogéneas puede ser transformado a uno con condiciones homogéneas, en-
tonces la cota de error para el caso homogéneo se verifica también para el caso no homogéneo.

El siguiente resultado sugiere que la aproximaciéon uy, de u es la mejor que podemos conseguir
en el espacio solucién Sj,.

Lema 2.6 (Céa). Supongamos que g = 0. Sea u la solucion del Problema PV, y sea uy, la
solucion del Problema PV D,. Entonces existe C' > 0 constante tal que

[l — unll; < Cvirelgh lu — vl -
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Demostracion. De la definicién de u y u, tenemos que estas satisfacen
a(u,v) = (f,v) Vv € Hy ()

y
a(up,v) = (f,v) Yv € S.

De esto, se sigue que a(u — up,v) = 0 para toda v € S.
Sea vy, € Sp. Por la coercividad de a(-, ), existe ¢; > 0 constante tal que
2
cr |ju —upll] < alu —up,u—up).

Como uy, — vy, € Sy, entonces a(u — up, up, — vy) = 0y, por tanto,

e flu =l < alu—un,u—up) < alu—up,w—vp) + alu — up, vy —up) = alu —up, u—vy),
)

luego, por la continuidad de a(-,-), existe c; > 0 constante tal que
e Ju = unl[§ < alw —un,uw—vy) < e llu—unlly lu—val], -

De esto tltimo obtenemos c
2
Ju —unl; < o [w —vnll,

y tomando infimo, tenemos el resultado.

El siguiente resultado lo encontramos en [2, pdgina 79].

Teorema 2.7. Sea Tj, una triangulacion reqular de ). Entonces existe una constante ¢ que

depende de €2 y h tal que
lu— Tyull,, < ch* ™ |ul, Yu € H*(Q), 0<m<2,

donde I(+) denota interpolacion mediante las funciones sombrero ¢;.

Teorema 2.8. Sea T}, una triangulacion reqular de Q. Si u y up son las soluciones de los

Problemas PV, y PV D., respectivamente, entonces existe ¢ constante tal que
lu = unlly < chluly.
Demostracion. Del Lema de Céa, existe C' constante tal que

lu — unll; < Cvgggh lu — vl -

Por el Teorema 2.7 existe una constante ¢; y wy, € Si que satisfacen
[u—wnll, < crhlul,.
De (2.9) y (2.10) se sigue que

lu —unlly < C Wf flu—ovpl; < Cllu—wpll, < Chluly
UhESh

y se tiene el resultado.
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Corolario 2.9. Bajo las hipotesis del Teorema 2.8 se cumple que existe una constante c tal
que
|u—unlly < chllu —usl, -

Demostracion. Ver [2, pagina 92].
[l

Finalmente, el siguiente resultado nos da un estimador apriori para el error ||u — uy]|, obte-
nido mediante FEM.

Proposicion 2.10. Asuma que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.8. Entonces se
cumple que

lu = unlly = O(h).

Demostracion. Combinando el Corolario 2.9 y el Teorema 2.8 se tiene el resultado.

2.6. Implementacién numérica de FEM

Procedemos ahora a desarrollar estrategias que nos permitiran calcular numéricamente la
matriz R y el vector F' asi como implementar numéricamente el método de elementos finitos.

2.6.1. Calculo de la matriz de rigidez R

Queremos calcular la matriz de rigidez R cuyas componentes estan dadas por
Q
donde i,j € {1,...,m}.

Por definicion tenemos que

Ri; :/vqﬁj.wi dx:Z/ Vo, Vo da.
L k=1 " €k

Observe que si supp(¢;) N supp(¢;) = 0, entonces
/V(bj-VQbidx—O Vk e {l,...,n}
€k

y por tanto R; ; = 0, es decir, si los soportes de dos funciones base no se intersectan se sigue
que la respectiva componente en la matriz R es nula.

Nuestro objetivo es calcular numéricamente las componentes de la matriz R, por lo que un
calculo directo de las mismas solo nos llevara a desperdiciar tiempo en integrales que al final
resultan ser nulas. Un enfoque mas adecuado es utilizar la estrategia elemento-por-elemento
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la cual consiste en calcular localmente, sobre cada elemento ey, todas las posibles integrales
a(¢;, ¢i) que involucran a las funciones base que no se anulan en ey y luego usar esa infor-
macién de manera adecuada para ensamblar la matriz R. La ventaja de la estrategia radica
en que nos permitird evitar las integrales que se anulan, de modo que al final, habremos
computado una menor cantidad de integrales que si lo hubiéramos hecho por calculo directo.

Para cada k denotamos las integrales locales sobre el elemento e, como
k@p@%Z/YMWV@dn
€k

Para el caso d = 1: De la Seccién 2.3 tenemos que las tnicas funciones base que no se
anulan en el elemento e, = (p1, p2) son sus funciones base locales, las cuales son

~ pr— ~ T — D1
P1(z) = =——= y o ()= ——=
P2 —P1 P2 — P1.

Esto significa que el elemento e, solo aporta a las componentes de R que involucran alguna de
las integrales locales ak(gbj, gbz) para i, j € {1,2}; es decir, si A\j1, A2 € {1,...,m} son tales

que py, , = D1, Px,, = D2, entonces la integral local ak(qu, ¢2) = ak(¢,\kd,¢,\kﬂ) solo aporta a
la componente Ry, ; x, .-

En e, debemos calcular las siguientes cuatro integrales:

~ 1 1
/

s a’,’: — — = —

¢1 ¢1 / 1 D2—D1 g
~ —1 1
ar(f2, 1) = | (= dt = —— = ——
e 1 P2 — D1 I
—1 1
¢1 ¢2 / dr = = -7
P2 — D1 I

1 1

P2 — D1 I

lo cual define la matriz de rigidez local del elemento ey,
_ ap(é1,01) a (¢2>¢1) 1 I -1
RL := USEBS —
ax(d1,¢2) a (¢27 ¢2) hk -1 1 ,

Para el caso d = 2: Considere el elemento e; con nodos D1, P2, p3 vy funciones base lo-
cales (bl, 9252, <b3 como en la Seccién 2.3. Puesto que solo hay tres funciones base que no se
anulan en el elemento e, entonces dicho elemento solo aporta a las componentes de R
que involucran alguna de las integrales locales ax(¢;, ¢;) con i,j € {1,2,3}; por tanto, si
Ak,1s Ak2, Ak € {1,...,m} son tales que py, , = P1, D, = D2, Px,, = P3, entonces la integral
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local ak(qgj, g/gl) = ag(Pn, > Pr,,) solo aporta a la componente Ry, , x, ;-

Calcularemos ahora el valor de las integrales locales. Sea i, € {1, 2,3}, entonces

ak($j7$i> = / Vc@- Vo, da
ek
_ / 00; 00;\ (06 09 o
en 81717 a$2 ax1’ 8372
[ [99;00: | 09; 09
n /ek <8x1 8131 + 81’2 81’2 du

= / (CEjCYZ‘ + 5361) dx

€k

= (OéjOéi + ﬁ]ﬁl)/ 1 dx

€k

= (04 + B]ﬂi)(Area er).

Figura 2.6: Elemento e.

Calcularemos el drea de ey. Consideremos los vectores py — p1, 3 — p1 y sea 0 el dngulo que
va de py — p1 a p3 — p1. Tomando p; — Py como la base del tridngulo, h como la altura (ver
figura 2.6) y denotando P, := (Ds1,Ds2)", entonces el drea del elemento ey, estd dada por el
siguiente producto cruz
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, 5~ R
Area ek_M
_ P2 — 1| |ps — D1 sin 6
2
_ B2 —D1) x (B — 1)
2

_ l P21 — D11 « P31 — Dia
2 P22 — P12 P32 — P12

1 - - —~ o~ ~ o~ ~ ~ o~ —~ -~
=5 0i 4+ 07 + [(P21 — P1.1) (P32 — P1.2) — (P22 — D12) (P31 — P1a)lk
1 - R N A Y ~ ~
= 5 ‘(pZ,l - Pl,l)(p3,2 - pl,z) - (p2,2 - p172)(p3,1 - p171)|
1, . . . PR . .
= 5 |p2,1p3,2 — P2,1P1,2 — P1,1P3,2 — P2,2P3,1 + P2,2P1.1 +p1,2p3,1|.
Por otro lado, como
Digi Dz 1 -~ PN PN
det ]/9\271 ]/9\272 1 = det < ]/9\271 ]/9\2’2 > — det ( ]/)\1’1 ]/9\172 ) + det ( ]/9\1’1 13\172 >
~ ~ P31 P32 P31 P32 P21 P22
P31 P32 1

= P2,1P3,2 — D2,2P31 — P1,1P3,2 + P12P31 + D2,2P1,1 — P2,1P1,2,

) 1 Pi1 P2 1
Area €L — <—) det ]/7\271 ]/7\2,2 1

entonces

2 P Py
P31 ps2 1
Asi, para cada i,j € {1,2,3} tenemos que,
o~ 1 P P2 1
ar(9;, ¢i) = (oo + B;3:) (5) det | p21 p22 1
P31 Ps2 1

lo cual define la matriz de rigidez local del elemento ey,

ak@l, %1) ak((:b:% %1) ak(%& %1)
RLy, := ak(@?\h ?2) ak(ﬁﬁz, 9?\2) ak(@?\& ?2)
ar(P1, ¢3) ar(d2, ¢3) ar(Ps, ¢3)
) of + 37 agar + Bofi sy + B3
= (Area e;) | oo + B2 o3+ 53 azo + 535,
ajas + 183 asas + Baf33 a3 + 33

= (Area ¢) Zl gl (a1 a2 a3>
a ‘ az 52 b B2 B3

T
= (Area ¢;) ( B Bo Bs ) ( Br B2 Bs )
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Procedemos ahora a ensamblar la matriz R usando la informacion obtenida de la matriz de
rigidez local de cada elemento, para ello, nos valdremos de las siguientes notaciones:

= Sea {p1,...,pm} la lista de los nodos de la triangulacién de 2, donde py, ..., pm,, son
los nodos interiores y pp,, 11, .., Pm son los nodos fronterizos.

Para el caso d = 1: Definimos el arreglo de coordenadas de m x 1 por
Coor := [p1,...,pm)".

Para el caso d = 2: Asuma que p;, = (ps1,ps2)’ para cada s. Definimos el arreglo de
coordenadas de m x 2 por

Coor := [pl,...,pL]".
= Sea {ey,...,e,} lalista de los elementos de la triangulacién de €.
Para el caso d = 1: Para cada k, sean A\p 1, \p2 € {1,...,m} tales que

ek = (Par1 Pay)- Definimos el arreglo de elementos de n x 2 por

Ele := [[)\1’1, )\172], ey [An,la )\7172]]T'

Para el caso d = 2: Para cada k, sean A1, Ap2, Aes € {1,...,m} tales que pa, |, Pa,y» Pry s
son los vértices de e, nombrados en sentido antihorario. Definimos el arreglo de ele-
mentos de n x 3 por

Ele := [[A11, A12, Ais)s ooy [An, Ana, )\n,SHT'

De este modo, para d = 1, 2, la k-ésima fila del arreglo Ele determina al elemento ey.

Algoritmo 1: Algoritmo para obtener la matriz de rigidez R en una y dos dimen-
siones.
Entrada: Coor, Ele.
Salida: Matriz de rigidez R.
inicio
Sea m el nimero de filas de Coor;
Sea n el nimero de filas de Ele;
Inicialice la matriz nula R de m x m;
// Ensamble de R.
para k =1 :n hacer

er = Ele([k],:) ; // se extrae la k-ésima fila de Ele

Calcule RLy;

R(eg,er) = R(eg, ex) + RLy; // se suman los aportes locales
fin

devolver R
fin
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2.6.2. Calculo del vector de carga F'

Vamos a calcular el vector columna F' cuyas componentes estan dadas dadas por

Fi = <f7¢z>7

parai=1,...,m.

Puesto que f es una funcién de la cual solo sabemos que es continua en €, en general, no
podremos hallar el valor exacto de (f, ¢;), por tanto, aplicaremos métodos de cuadratura para
aproximar el valor de la integral, como puede ser, por ejemplo, la cuadratura de Gauss (ver
[5] v [6]) Para aplicar la cuadratura de Gauss la integral a aproximar debe de estar en el
dominio (—1,1), en el caso d = 1, o en el dominio (—1,1) x (—1,1), en el caso d = 2; por
lo tanto, aplicaremos algunas transformaciones lineales a fin de llevar nuestras integrales a

dichos dominios.

Por definicién, tenemos que

o= [ o= [ oo
k=1 ek

Notemos que si supp(¢;) N e, = ), entonces

/ekfgbj dz = 0.

A fin de evitar las integrales que se anulan aplicamos nuevamente la estrategia elemento-por-
elemento. Fijemos el elemento ¢, y denotemos las integrales locales por

(f, ¢z’>k 3:/ [ d.

Para el caso d = 1: Considere el elemento e, = (py, p2) con las funciones base locales ggl, 52
como en la Seccién 2.3. Si Ag1, Ax2 € {1,...,m} son tales que py, , = p1,Px,, = D2, entonces

la integral local (f, gg,> = (f, ¢a,.) solo aporta a la componente F}, ..
Debemos calcular las siguientes dos integrales locales
(o= [ fovda.
ek
(Fhn)e = [ 162 do.
e
Consideremos la transformacién lineal r : [—1,1] — [p1, p2] definida por

(P2 — D)+ D2+ 1
(i) i= d .
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P1 P2 ¢1 ¢2

-1 1 D1 er D2

Figura 2.7: Transformacion r.

)= BB ) = G = 15 v o) = B = I

/
Observe que (1 5 5 5 5

Por el Teorema del cambio de variable,
=1/,

= [ foade= [ o) Galr0) ') dn= 5 [ (7o) (e 1) d

(B0 = / fon dv = / ) ) 1) (For)(w) (1— ) dp,

Utilizamos cuadratura de Gauss para aproximar las dos integrales de la derecha; estos valores
inducen un vector de carga local sobre el elemento e definido como

Para el caso d = 2: Considere el elemento e;, con nodos D1, P2, p3 vy funciones base loca-
les ¢1, @2, 3 como en la Seccién 2.3. Si A\p1, Ak2, Aes € {1,...,m} son tales que py, , = P,

Debemos calcular las siguientes tres integrales
<f7$l>k:/f$ldx con 2217273
€k

Transformaremos el cuadrado [—1, 1] x [—1, 1] en el elemento e, en tres pasos: En el primero,
transformaremos el cuadrado [—1,1] x [—1,1] en el cuadrado [0,1] x [0,1]; en el segundo,
transformaremos el cuadrado [0, 1] x [0, 1] en el tridngulo rectangulo de vértices (0,0), (1,0)
y (1,1); y en el tercero, transformaremos el tridngulo rectangulo en el elemento ey.

Paso 1: Considere la transformacién lineal r : [—1,1] x [—1,1] — [0, 1] x [0, 1] definida por

t 1t 1
Tl(tl,tQ) = <51+§,§2+§>
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tz V2

U1

Figura 2.8: Transformacion ry.

El determinante del Jacobiano de r; es

1

1/2 0
\J’rl(tl,t2)|:’ / ‘_4.

0 1/2

Paso 2: Considere el tridngulo rectangulo E de vértices (0,0), (1,0) y (1,1). Llamamos a E

elemento de referencia. Sea r : [0,1] x [0, 1] — E la transformacién Duffy (ver [7]) definida
por (v, vg) = (v1, V102).

V2

T2

V1 €

Figura 2.9: Transformacion rs.

El determinante del Jacobiano de ry es

1 0

Va2 U1

’JTZ(U]_,UQ)‘ =

= V1.

Paso 3: Sea r3 : E — ¢, la transformacién lineal definida por

(o1 o 19 o [ o +om+o
sen=( 0 ) (5)+(5) = (e
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con o; € R para todo 4, tal que r3(0,0) = py, r3(1,0) = p2 y r3(1,1) = Ds.

n

T3

Figura 2.10: Transformacién rs.

Desarrollando las condiciones tenemos que

_ = _ [ 93
no.0=pi= ()
o~ o1+ 03 - o1 o3
w0 -m=(700)=(2) (%)
_~ [ o1+ 02+03 (01 09 O3
Tg(l’l)_m_(04+05+06>_(04)+(05>+<06)

y, por tanto,

As, r3(&m) = (P2—D1 Ps—D2 ) ( f} > + p1 v el determinante del Jacobiano de r3 es
Pa1— D11 D31 — D21
1/9\2,2 - 51,2 P32 — D22

Las funciones base locales del elemento de referencia E son ¢1(&,n) = —=£+1, po(&,m) = —n
y ©3(&,m) = 1, asociadas, respectivamente, a los puntos (0,0), (1,0) y (1,1). Notemos que

(65 073)(0,0) = Bi(Pr) = 611 = ¢:(0,0),
(6 073)(1,0) = pi(P2) = 6:0 = (1, 0),
(ﬁgz © 7"3)<1= 1) = @(ﬁ:’)) =053 — %01‘(17 1)

[Jrs(€m)l=| D2—D1 Ps—D2 | =

)



CAPITULO 2. PROBLEMA ESTACIONARIO: ECUACION DE POISSON 28

luego, como ¢; o r3 y ; son semiplanos y la transformacién rs transforma el interior del
elemento de referencia E en el interior del elemento ey, entonces ¢; ors = p; parat = 1,2, 3.

Reemplazando las tres transformaciones anteriores en las integrales locales nos queda
(i = / 13, da

= [ fraem) Gtra(€m) st ded

= /0 /01f<r3<rz<v1,vz>>> Bi(rs(ravn, v2))) 75| |Travr, v2)] dindvs

:/_11 /_11 Frs(ra(ri(ti, t2))) Gi(rs(ra(ri(ty, t2)))) |Trs| | Tra(ri(tr, )| |71t t)] dtidts

Jr vt .
= | 83| / / (forgorgor))(ty,ta) (p;0orzorgory)(ty,te) (t1 + 1) dtidis,
-1J-1

para i = 1,2, 3.

Simplificando las composiciones obtenemos

~ ‘Jrg‘

<} ) ¢1>k /1/ o I (tlatQ) (1 tl) (tl ]—) dtldt27
~ ‘J?"g‘

<.}7¢2>k‘ /1/ o I (tlatQ) (1 t2) (tl ]—) dtldt27

F, da) = “”"3‘ / / oY)t ta) (ta + 1) (b + 1) diyd,
—1

N 2(t +1 ~
donde T(ty,t5) := (r3ory o ry)(ty, t2) = (Z) (Po—D1 P3s—Dp2) ( (t _F(ll)%ll) ) + D1

Ahora podemos usar cuadratura de Gauss para aproximar las tultimas integrales, lo cual
define el vector de carga del elemento e como

<f7 §1>k
FLi= | (f.0)
<f7 ¢3>k

A continuacién daremos el algoritmo para ensamblar el vector F.
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Algoritmo 2: Algoritmo para calcular el vector F' en una y dos dimensiones.
Entrada: Coor, Ele, f.
Salida: Vector columna F'.
inicio

Sea m el nimero de filas de Coor;

Sea n el nimero de filas de Ele;

Inicialice el vector de ceros F' de m x 1;

// Ensamble de F'.

para k =1 :n hacer

er = Ele([k],:) ; // se extrae la k-ésima fila de Ele

Calcule F'Ly;

F(ex) = Fley) + FLy; // se suman los aportes locales
fin

devolver F
fin

Finalmente podemos dar el algoritmo para obtener la aproximacion u; de la solucion del
Problema PV.,.

Algoritmo 3: Algoritmo FEM para la ecuacion de Poisson en una y dos dimensiones.

Entrada: Coor, Ele, f, g, m;.
Salida: Vector C.
inicio

Sea m el nimero de filas de Coor;
Inicialice el vector de ceros C' de m x 1;
Calcule R;
Calcule F
para i =my + 1 : m hacer
\ Ci = g9(pi);
fin
Resuelva el sistema de ecuaciones lineales (2.8) para C([1,...,m4]);
devolver C

fin

2.7. Resultados numéricos
En la Seccién 2.5 obtuvimos una cota para el error de la forma
Ey = |lu — |, < Ch®,

con C' es una constante que depende de u, Q y a(-,-) y siendo a € N el orden de conver-
gencia del error. Con una cota de esta forma tenemos que si {h;};en C (0,1) una sucesién
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decreciente que converge a cero, entonces Ej, — 0, mas ain, si i en un paso disminuye
con cierta razon, entonces se espera que el error Fy; disminuya a la a-ésima potencia de esa
razén; asi, por ejemplo, si &« = 2 y h en un paso disminuye a la mitad, se espera que el error
disminuya a una cuarta parte de lo que era en el paso anterior.

Sea {h;}jen C (0, 1) una sucesién decreciente que converge a cero. Para cada j tenemos que
Ehj < Oh?v
sacando logaritmo natural a ambos lados,
InEp,, < In(Ch§) =InC + alnh;.

Haciendo una grafica In-In de h; vs. Ej; lo anterior debe ser casi una linea recta, cuya pen-
diente es aproximadamente o y que corta el eje vertical en In C. Nuestro objetivo es medir
numéricamente el valor de «, para esto, mediremos la pendiente de la secante formada entre
el paso h; y el paso hji1, esto, definird una sucesién de pendientes {©p,} cuyo limite debe
ser precisamente a.

Notemos que en el paso j tenemos

InEy, —alnhj~InEy,, , —alnhj,

J+1

cuya pendiente es
- In Ehj+1 —In Ehj o ln(Eth/Ehj)

~ 0O, = =
M T hjy —Inhy;  In(hya/hy)

Ejemplo 1. Aprozimar mediante FEM la solucién u : [0,1] — R de

r) =122% para z € (0,1)

La solucién clésica del problema es u(x) = z* + 2z + 1. Denotando el error como Ej :=
|u — upl|, ¥ n el nimero de elementos en el dominio tenemos la siguiente tabla:

n ‘ Eh ‘ @h ‘
1/2 | 2 | 0.112577134050886 | 1.907935951754907
1/4 | 4 | 0.029998824485071 | 1.977819413015160
1/8 | 8 | 0.007615900610221 | 1.994504629181907
1/16 | 16 | 0.001911241415990 | 1.998629232029896
1/32 | 32 | 0.000478264558362 —

Cuadro 2.1: FEM para la ecuacion de Poisson 1D.
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35 7

15} 7

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-
o

Figura 2.11: Funcién uy con h = 1/32, ejemplo 1.

Notemos que a medida que h disminuye a razéon de dos, el error £j disminuye a razén de
cuatro, ademads, la sucesion {©} converge al valor a = 2 lo cual verifica numéricamente el
orden de convergencia del estimador apriori de la Proposicion 2.10.

La figura 2.11 es la grafica de la aproximacién u;, de u para h = 1/32. Los circulos en rojo
corresponden al valor de uy en cada nodo p;.

En la figura 2.12 podemos ver las secantes que unen los puntos (Inh;,In E;), (Inh;iq,In E;.4)
para cada j. Note la ligera curvatura de la linea, a medida que el valor de h disminuye el
valor de la pendiente 6) se acerca al valor de av = 2.
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_8 1 1 1 1 1
-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5

Figura 2.12: Grafica de h vs. Fj, en escala In-In, ejemplo 1.

Ejemplo 2. Aproximar la solucién u : [0,1] x [0,1] — R de

u”’(x,y) = 6z — w2sin(wy), para (z,y) € (0,1) x (0,1)
u(z,y) = 2°, si (z,y) € (0,1) x {0,1}
u(z,y) = x + sin(my), si (z,y) € {0,1} x (0,1).

La solucién clésica del problema es u(z,y) = x3 + sin(my).

| h | n ] En | On |
1/2 8 | 0.107537755412505 | 1.846030912815032
1/4 | 32 |0.029912333189450 | 1.965428169483916
1/8 | 128 | 0.007659447723024 | 1.991562309381925
1/16 | 512 | 0.001926093931958 | 1.997902894897799
1/32 | 2048 | 0.000482223935689

Cuadro 2.2: FEM para la ecuacién de Poisson 2D.

Nuevamente, notemos que a medida que h disminuye a razén de dos, el error Fj, disminuye a
razon de cuatro, ademds, la sucesién de las pendientes {©,} converge al valor o = 2 lo cual
verifica numéricamente el orden de convergencia del estimador apriori de la Proposicién 2.10.
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0 o

Figura 2.13: Funcién uy con h = 1/32, ejemplo 2.

'2 T T T T T

-3.5 -3 -2.5 -2 -15 -1 -0.5

Figura 2.14: Gréfica de h vs. Ej, en escala In-In, ejemplo 2.



Capitulo 3

Ecuaciéon del calor dependiente del
tiempo

En este capitulo vamos a desarrollar la teoria de FEM para la ecuacion del calor no homogénea
dependiente del tiempo con condiciones de frontera mixtas, donde las condiciones mixtas seran
de tipo Dirichlet y Neumann, la cual se usa, principalmente, para estudiar el flujo de calor a
través de una determinada estructura.

3.1. Problema clasico

Sean d € {1,2}, Q C R? un dominio de R? con frontera de Lipschitz, T > 0 y sean I, A C 9§
dos subconjuntos abiertos de 99 tales que TUA = 9Q, T'NA =0 y A # (). Considere el
siguiente problema:

Problema EC: Se desea encontrar una funcién u : [0,T] x Q — R que satisfaga

( Ou
5 Au=f, para(t,z) € (0,T) x
u =g, para (t,x) € [0,T] x A
. (3.1)
Bu = g¢», para (t,z) € [0,T] x T’
| u(0,2) = uo(x), paraz €

donde f, g1, go y ug estan dadas y son continuas y, ademas, B es un operador definido por

= Parad=1, Bu:= %
ox
ou N _ . . . -
» Parad=2, Bu:= P Vu-n es la derivada direccional de u en direccion al vector
n

n, siendo nm un vector normal unitario exterior a OS).

34
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Fijemos t € [0,T] y definamos
Hy(Q):={we H(Q) :w=0en A}.

Sea v € Hj(Q). Multiplicando la primera expresién en (3.1) por v e integrando sobre Q
obtenemos

/Q w(t)v do — /Q vAu(t) do = /Q F(tyw de, (3.2)

donde u,(t) := aqg_it)

Para el caso d = 1: Asumiendo que 2 := (b;,b2) C R e integrando por partes en el lado
izquierdo de (3.2) nos deja

/b2 u(t)v dw + /b2 Oult) dv dz — U@u(t)

by by 8LU 3_30 31‘

b2 bg
= f(t)v de.
bl bl

Sean iy, ir € {1,2} tales que b;, € Ay b;. €. Como v € H;(), entonces v(b;,) = 0, luego

/b2 w(t) do + /b2 Q) 00 1 " piayo i+ vty ) 20 Pie).

b1 b1 ax 61‘ b1 61‘

Asi, si u es la solucién clasica del Problema E'C', entonces u satisface

ba ba ba
/ u(t)v do + / 8;(75) il de = f(t)v dz + v(bip)ga(t, bir.) Vo € Hy(Q).
b1 b1 a aﬂ: b1

Para el caso d = 2: Aplicando la identidad de Green al lado izquierdo de (3.2), obtenemos

/Qut(t)v dx+/QVu(t)~Vv dx—/agvagg) dS:/Qf(t)v dx

y, de esto,

/Qut(t)v dx+/QVu(t)-Vv dx — Avag—g) s — Fvag—g) dS:/Qf(t)v dx.

Como v € Hj(Q), entonces v(x) = 0 para x € A, luego

Vv dr = v dx U@u(t)
/Qut(t)v dx+/QVu(t) Vo d /ﬂf(t) dx + U on ds.

Asi, si u es la solucién clasica del Problema E'C', entonces u satisface

/Qut(t)v dw—l—/QVu(t)-Vv d:p:/gf(t)v dm—{—/Fvgg(t) dS  Yve Hy(Q).
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3.2. Problema variacional

Sea go € Lo(0,T; H'(Q)) N C([0,T7]; L2(2)) tal que go = g1 en [0,T] x A. El problema varia-
cional asociado al Problema EC es el siguiente:

Problema PV;: Dado f € Ly((0,T) x
u—go € L2(0,T; Hy(92)) N C([0, TT; Lo(€2)

(us(t), v) + alu(t),v) = (f

u(0) = uy,

Q) yuy € Lo(2) queremos encontrar u tal que
) y que satisfaga
(

t),v) +{gt), v)r Vv e Hy(Q),
(3.3)

para cada t € [0,T], donde

a(u(t),v) == (Vu(t), Vo) = /QVu(t) - Vo dz

= Parad=1, (g2(1),v)p 1= v(bir)ga(t, biy),

» Parad =2, (g(t),v)p = /Fvgg(t) ds.

Decimos que una funciéon v es una solucion débil del Problema EC, si es solucién del Pro-
blema PV,.

El siguiente resultado nos dice que el Problema PV, tiene solucién unica.
Teorema 3.1. Suponga que I' =0 y g, = 0. Entonces el Problema PV tiene solucidn inica

u
u; mds ain, e € Ly(0,T; H(Q)') y existe a > 0 constante tal que

T 1 T
o)+ [l dr < ol + [ 15N ar

para todo t € [0, 7.

Demostracion. Ver [3, pagina 366].
]

El siguiente corolario dice bajo que condiciones se puede garantizar que la solucién débil del
problema EC tiene segundas derivadas parciales débiles en las variables espaciales y primera
derivada parcial débil en su variable temporal.

Corolario 3.2. Asuma que ug € Hx (). Suponga que u es la funcion del Teorema 3.1 y que

esta satisface
2 2 2
lu(®)ll; < C (IAu®)llg + lu®)]y)

en casi todas partes en [0, T] para alguna constante C' > 0. Entonces u € Ly(0,T; H*(Q)) N
HY0,T; Ly(Q)) N C([0,T); HA () y se cumple que

mix () + [ ('ag—f>0+|ru<t>|r§> i< C, (ol + [ ;i)
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Demostracion. Ver [3, pagina 372].

Buscamos ahora aproximar la solucion del Problema PV, utilizando FEM.

3.3. Problema variacional semi-discreto

Asumamos que 2 C R? es un dominio con frontera poligonal de R? para d = 1, 2. Sea 7T}, una
triangulacién de € en lados o tridngulos de tamano h, {pi,...,pn} la lista de los nodos y

Sp = D1,y Oy Pmga1s - - -, Om) tal y como se definieron en la Seccién 2.3. Considere-
mos la lista de los nodos. Recordemos que py, ..., p,, denotan los nodos interiores de €2 y
DPmy+1, - - -, Pm denotan los nodos que estan en 9€). Sea my € N tal que m — ms es el nimero
de nodos que estan en A. Puesto que sobre los nodos fronterizos pesan condiciones de tipo
Dirichlet y Neumann, vamos a reorganizarlos de manera tal que py,, 41, ..., Pm, denoten los
nodos Neumann y pm,+1, - - -, Pm denoten los nodos Dirichlet. Con esto, definimos el espacio

SO = <¢17 <. 'a¢m17¢m1+17 <. 'a¢m2> = Sh N Hll\(Q>

formado por todas las funciones continuas en {2 que son lineales en cada elemento e; y que
se anulan en los nodos Dirichlet.

Definimos el problema variacional semi-discreto asociado al Problema EC como sigue.

Problema PV SD;: Dadas f € Ly((0,T) x Q) y ug € Lo(QY), para cada t € [0,T] queremos
encontrar uy(t) € S, que satisfaga

<8u§;t)7v> +a(un(t),v) = (f(t),v) + (92(t), V) Yv e Sy, t € (0,7),
(3.4)

uh(O) = Uh(O),

donde up(0) € Sy es una aproximacion dada de ug y, para todo t € (0,T), cumpla que
un(t,pi) = g1(t,p;) para cada i =mqo+1,...,m

Sean ¢ € (0,T) fijo y up(0) :== >, ¢;(0)¢; una aproximacién de uy. Suponiendo que uy,(t) =
o ci(t)gs, con ¢(t) € R, y reemplazando en (3.4) tenemos que

<Z ( ¢17 > (ZCZ ¢17 >_<f( )7U>+<g2(t)?v>Fa

i=1

Z ) (¢1, v +Zcz a(gi,0) = (f(1),0) + (g2(t), 0)y (3.5)

=1
De las condiciones de frontera tenemos

un(t,pj) = c;(t) = q1(t, pj) Vje{ma+1,...,m}
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y, de esto,
Oup(t) ... 0gq(t,p)) .
T =ci(t) = o Vie{ma+1,...,m}.
Reordenando los términos de (3.5) nos queda
S ) (o +Z (t) alésv) = (£, 0)Hga(t)vh— S ) (Biv)— S elt) aldi)
=1 i=mo+1 i=mao+1
Tomando v = ¢; parai = 1,...,my obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales de orden uno con condiciones iniciales
(
M([l,...,MQ],[l, ]) <t>([17 m2]>
+R([1,~~>mz],[ ma]) C()([1, ..., me])
=F@)(1,. .., ]) G(t)([1, mz])
—M([1,...,ma],[ma+1,. ])C’( )([ma+1,...,m]) (3.6)
_R<[17 s 7m2]7 [mQ +1,..., ]) C(t)<[m2 +1,... 7m]>
C(O) = [01(0)7 7cm(0)]T7

donde

» M y R son matrices cuyas entradas estan dadas por M, ; = (¢;, ¢:), Ri; = a(d;, ¢i)
para i,j € {1,...,m}

w y F(t), G(t), C(t), C'(t) son vectores columna cuyas componentes estan dadas por

F(t)z = <f(t)> ¢z>7 G(t)l = <92<t>7 (bz)? C<t>l = Ci(t)7 Cl(t)l = C;(t) para (S {17 s am}'
Proposicién 3.3. El sistema 3.6 tiene solucion unica.

Demostracion. Ver [3, pagina 374].
[

El siguiente resultado nos sera de utilidad para establecer un orden de convergencia para el
erTor.

Proposicion 3.4. Sea 7T;, una familia de particiones requlares de 2 y suponga que ug €
H(Q). Bajo las condiciones del Corolario 3.2 tenemos que, si u y uy son las soluciones de
los Problemas EC y PV SDy, respectivamente, entonces estas satisfacen

t
lu() — un®)]? + a / lu(r) — un()[12 dr
t
< Jlutp — o2 + Con? (nuo,hnf T ol + / IIf(T)IlﬁdT)

para cada t € [0,T], donde a y v son las constantes de coercividad y continuidad de a(-,-),
respectivamente, y Co > 0 es una constante independiente de h.
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Demostracion. Ver [3, pagina 374].

Usando el anterior resultado obtenemos el siguiente orden de convergencia para el error.

Proposicién 3.5. Sea uy(0) = > 7", ¢i(0)¢;, con ¢;(0) := uo(p;) y sea uy, la solucidn del Pro-
blema PV SD;. Bajo las condiciones de la Proposicion 3.4, para cada instante t, obtenemos
el siguiente orden de convergencia

[u(t) — un(t)lly = O(h).
Demostracion. Ver [3, pagina 375].

3.4. Problema variacional totalmente discreto

Buscamos ahora discretizar la variable temporal a fin de poder establecer un sistema de ecua-
ciones lineales que nos permita aproximar la solucién del Problema PV SD;.

Sea {[ty,tq1] - ¢ = 0,1,...,J — 1} una particién regular de [0,7] en J subintervalos de
longitud At :=T/J con t; = T. Observe que t, = ¢At para cada g. Sea u la solucién del
Problema PV;, queremos aproximar u(t) en el instante t = ¢,,.

Utilizaremos el método de diferencias finitas a fin de definir un problema wvariacional to-
talmente discreto asociado al Problema EC'. Para ilustrar el método, considere el siguiente
problema:

Problema ED: Se desea encontrar una funcion y que satisfaga

{ y(t) =x(t,y(t), 0<t<T
3/(0) =1%o

donde x es una funcién continua en [0,T] x R y yo estd dada.

En el método de diferencias finitas se reemplaza el Problema E D por el siguiente problema
asociado:

Problema EDF: Sea 6 € [0,1] fijo. Para cada q=0,...,J — 1 se desea encontrar yi* que
satisfaga
yq+1 _ yq 1
Y bty ™) + (1 Ot )
con y° = yo, donde y! es la aprozimacidon de y(t,).

Para cada ¢ = 1,...,J tomamos uj = > ", cl¢; € Sy, con ¢! € R constante, y definimos
uy = ug. Aplicando el método de diferencias finitas al Problema PV SD;, obtenemos el si-

guiente problema totalmente discreto asociado al Problema EC"
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Problema PVTD;: Sea f € Ly((0,T) x ). Para cada ¢ =0, ...,J —1 queremos encontrar
ult™ € Sy, que satisfaga

At
= (857 + (1 0)%0) + (865" + (1~ O v),

20T )
<u, U> + a(@u‘};r + (1 —0)u?,v) (3.7)

para toda v € Sy, siendo uj = ug y denotando fi(-) := f(ty,-), ga(:) := ga(ty, ) para cada q.

A continuacién trataremos los casos 6§ = 0,1,1/2, los cuales son llamados, respectivamente,
Método de Forward Euler, Backward Euler y Crank-Nicolson.

De aqui en adelante tomaremos u := > 7" Y¢; con ¢ := ug(p;), de este modo, uj es una
interpolacion de ug sobre Sy, lo cual nos facilitaréd los cdlculos siguientes.

3.4.1. Método de Forward Euler

Tomando # = 0 en (3.7), tenemos que

Tran—r
<hTth’U> +a(ul,v) = (7,0) + {gh vy
Por la bilinealidad de (-, -),

<uq+1, > (ui,v) + Ata(uf,v) = At (f%,v) + At (g3, v)p,

<uq+1, > = At (f%,v) + At (g3, v)p + (uf,v) — Ata(ui,v).

Tomando uj := Z clo;, con ¢l € Ry paraq=0,...,J — 1, nos deja
i=1

<§: cg+1¢i7v> = At (f%,v) + At (g3, v)p + <§: cg¢i,v> Ata (Z ?qﬁi,v)

i=1 i=1 =1
y por la bilinealidad,

m

zm:cH (i, v) = At (f%,v) + At (g3, v)p Zcf qﬁl,v)—Aticga(gbi,v). (3.8)
=1 =1

m q+1

i c T o(py) = chrl Usando las condicio-

+ = 91(tq+1,pj) para cada

Para todo nodo p; se tiene que ul*'(p;) =
nes de frontera tipo Dirichlet del Problema EC' tenemos que cJ
j:mg—l—l,...,m
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Reorganizando los términos en (3.8) obtenemos

S (i) = AL, )+ At (g8 o)+ D (i) Athad)w > o).
i=1 i=1 i

i=mo+1
Tomando v = ¢; para j = 1,...,m9 obtenemos un sistema de ecuaciones lineales de mgy X ma,
1 . ., . .
donde C?Jr , para 7 = 1,...,mgy, son las incégnitas y c?, para 3 = 1,...,m, son las soluciones

halladas en un paso de tiempo anterior.

Ahora, sean

» R la matriz de rigidez con componentes dadas por R;; = a(¢;, ¢;) para todo i,j €

{1,...,m},

» M la matriz de masa con componentes M, ; = (¢;, ¢;) para todo i,5 € {1,...,m},
» F'7 un vector columna con componentes F; = (f?, ¢;) parai € {1,...,m},
» y G un vector columna con componentes G = (g3, ¢;)p para ¢ € {1,...,m}.

Usando estas notaciones podemos escribir el anterior sistema de ecuaciones en forma matricial
como sigue

M([1,...,mo],[1,...,mo]) CT([1,... ,my])
= AtFIU[1,...,mg]) + AtGI([1,...,ma]) + M([1,...,ms],[1,...,m]) CY
— At R([1,...,ms],[1,...,m])CY
— M([1,...,mo],[ma+1,....,m])) CT™([my +1,...,m]),

y que podemos factorizar como

M([ ]7[17 ]) Cq+1<[ '7m2])
= AHFU(L . oma]) + GO, ma)) 59
SO omal, [L ) — ALR((L o), [L..m])) €
M([1,...,ma],[ma+1,....,m]) CT™([mq +1,...,m]).
Teorema 3.6. El sistema de ecuaciones lineales (3.9) tiene solucion unica.
Demostracion. Veamos que la matriz M([1,...,ma],[1,...,mz]) es simétrica y definida po-

sitiva.

La simetria se sigue del hecho que (¢;, ¢;) = (¢;, ¢;) para todo 7,5 € {1,...,m}.



CAPITULO 3. ECUACION DEL CALOR DEPENDIENTE DEL TIEMPO 42

T

Veamos que es definida positiva. Sean o' = (01,...,0m,) € R™ \ {(0,...,0)} v ¢ =

> 0i¢;. Tenemos que

m2 Mm2

oTM([L,. . omal, 1, mal)o = 3 aio My,

i=1 j=1

m2 m2

=3 0i0;(¢;, 1)

i=1 j=1

= <Z 00, 20i¢i>
=1 =1

= {(p, ¥)

= llellz-

Como o; # 0 para todo i y las funciones base son linealmente independientes, entonces ¢ # 0

y, por tanto,
ol M([1,...,ma),[1,...,ma))o = HSDHS >0,

de lo cual se sigue que M ([1,...,ms],[1,...,ms]) es definida positiva.

Ahora, como M([1,...,ms],[1,...,ms]) es simétrica y definida positiva, es invertible y, por

tanto, el sistema (3.9) tiene solucién tnica.
[

3.4.2. Meétodo de Backward Euler

Tomando # = 1 en (3.7), tenemos que

Wit — e
< A h’”> +a (up™v) = (7 0) + (8 o)y

De la bilinealidad de (-, ) tenemos que

<u;1l+1,v> — (uf,v) + At a(u',frl,v) = At <qu, v> + At <g‘21+1, U>F,

<u;11+1, v> + At a(uzﬂ, v) = At <fq+1, v> + At <gg+1,v>r + (uf,v).

Tomando uj := > cl¢;, con ¢! € R, para ¢ =0,...,J — 1, nos deja
i=1

<Z cg+1¢i7v> + Ata (Z Cgﬂqﬁi,?)) = At(fr0) + At (g8 )+ <Z clo, v>
=1 =1 =1

y por la bilinealidad,

m m

> (i) + ALY el a(gi,v) = AL(F0) + AE(gET )+ D (@, 0).

=1 =1 =1
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Teniendo en cuenta que c?“ = ¢1(tg11,p;) para cada j = mo + 1,...,m, en virtud de las

condiciones de frontera tipo Dirichlet, y reorganizando términos, nos queda

mo m2

Z I, v) + At Z < a(ég,v)

i=1 i=1
m m m

= At(fr0) + At (g8 )+ Zcf (¢i,v) — Z I (g, v) — At Z < a(pi,v).

i=1 i=ma+1 i=mat1

Tomando v = ¢; para j = 1, ..., my obtenemos un sistema de ecuaciones lineales de mgy X my

que podemos escribir en forma matricial como sigue

M([1,...,ma),[1,...,ma)) CT([1,... ,ma]) + AtR([1,...,ma], [1,...,ma]) CTT([1,...,my])
= AtFT([L, ... ma]) + AtGITH([L, ... m]) + M([1,...,my],[1,...,m]) CY
—M([1,...,mo],[ma+1,....,m])C(my +1,...,m))
— AtR([1,...,my],[ma+1,...,m]) CU ([mgy +1,...,m]),
y que podemos factorizar como
(M([1,...,ma],[1,...,ma]) + AtR([1,...,ma],[1,...,ma])) C([1,...,my])
= AHFT (L, ma]) + G, ma))) + M1, ..., mal, [1,. .., m]) C?
— (M([1,...,maq],[ma+1,...,m])
+ At R([1,...,mo],[ma+1,...,m]))CT™ ([my +1,...,m]).

(3.10)

Teorema 3.7. El sistema de ecuaciones lineales (3.10) tiene solucion inica.
Demostracion. Denotemos Mp := M([1,...,mo],[1,...,mo]) +AtR([1,...,mso,[1,...,ma]).

Veamos que My es simétrica y definida positiva.

La simetria se sigue del hecho que (¢;, i) + Ata(p;, ¢;) = (@i, ;) + Ata(es, ¢;) para todo
i,7€{1,....,m}.

Veamos que es definida positiva. Sean o
> "2 o0 Tenemos que
i=1 0iPi- q

T = (01,...,0m,) € R™\{(0,...,0)} vy ¢ =

o' Mpo =" M([1,...,ma],[1,...,mo))o + Ata? R([1,...,my),[1,...,ms])o

mo Mg m2 m2

= Z Z o0 M; ; + At Z Z 00 R ;
P i=1 j=1

m2 M2 m2 M2

=D 010y (05, 00) + ALY S ow0ja(dy 60)

i=1 j=1 i=1 j=1

= <Z oidjs ZUi¢i> + Ata (Z o0, Zai¢i>
i=1 i=1 =1 =1

= (¢, ) + Atalp, @)

= llello + Ata(p, ).
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Por la coercividad de a(ed, ed) existe o > 0 constante tal que

(0, o) + Ata(p, ) = |lolls + airt [|o|7.

Como o; # 0 para todo 7 y las funciones base son linealmente independientes, entonces ¢ # 0
y, por tanto,
2 2
o' Mo = [lplly + alt o]y > 0,

de lo cual se sigue que My es definida positiva.

Ahora, como Mg es simétrica y definida positiva, es invertible y, por tanto, el sistema tiene
solucion tunica.

]
3.4.3. Meétodo de Crank-Nicolson
Tomando 6 = 1/2 en (3.7), tenemos que
q+1 q q+1 q+1 q q+1 q
Up, Uh’,U g "‘Uhv _ J +f,,U e +92,v '
At 2 2 2 .
Por la bilinealidad de (-, ),
At At At At At
<uq+1, )— uh,v>+7a(u;§+1,v)+7a(uz,v) =5 <fq+1,v>+ <gq+l U>F+— (g3, v)p,

At

At At At
<uq+1’ > a(uz-&-l’ ):7<fq+17v>Jr <gq+1 >F 7 gl v +<ug,v)—7a(uz,v).

2

m
Tomando uj := > cl¢;, con ¢! € R, para ¢ =0,...,J — 1, nos deja
i=1

< q At - q
<; Cz‘+1¢i7v> + - (; Ciﬂtbi,v)
— 7t <fQ+17?J> + 715 <fq <gQ+1 >F + 7t <gg,v>r + <Z Cg¢i,U> — Tta (Z ngbi,?})

y por la bilinealidad,

m

zm: C;'H_l <¢Za A2t Z C; gt sz,
=1

i=1

A At A A i At &
= 5 )+ S+ S e+ G e Y (o) — 5D (o).
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Usando las condiciones de frontera tipo Dirichlet tenemos que C?H = ¢1(t4+1,p;) para cada
Jj=mo+1,...,my, reorganizando términos, nos queda
mo At mao
C('H_l iy U + = q+1 9
Z i) + 5 Z a(éi, )
At At At At = At &
=5 <fq+1’v> + > (f9,0) + 5 (9 gty >r + — <g ,U)p —i—izlcg (i, v) — 7;@%(@,@
q+1 q+1
Z & <¢i’v>_74z a(¢;, v).
i=mo—+1 i=mo—+1
Tomando v = ¢; para j = 1,..., my obtenemos un sistema de ecuaciones lineales de mqy X my
que podemos escribir en forma matricial como sigue
At
M([la s >m2]7 [L SR >m2])0q+1([1 s amQ]) + TR([L s 7m2}7 [17 RN ])Cq+1([1a s 7m2])
At At At At
= STETN(L o mal) + SR ma]) + SEG (L ma]) + G o)
At
+ M([1,...,mq),[1,.. ])C’q——R([ mal, [1,...,m]) C?
- M([lv'-'me]v [mQ +1,..., ])Cq+1([m2+ 177m])
At
_7R<[ m2]7[m2+17'-'7m]>cq+1([m2+1>-"7m])7
y que podemos factorizar como
At
(M([l, . ,mQ], [1, . ,mg]) + 7R([1, . ,mQ], [1, c. ,mg])) OQ+1([1, R ,mg])
At o +1
= SHF(L )+ PO o) + G o)
+ GI([1,...,ma]))
At 3.11
(MLl 1) = SR gl 1) ) € (311
= (ML b1, )
At 41
+ 7R([1,...,mg], mo+1,...,m]) |JCT([mg +1,...,m]).
Teorema 3.8. El sistema de ecuaciones lineales (3.11) tiene solucion inica.
Demostracion. Analogo al Teorema (3.7).
m

3.5. Analisis del error

En esta seccion estableceremos cotas para el error ||u? — uj ||, para cada g, obtenido mediante
los tres métodos de aproximacion que estamos estudiando. Puesto que los métodos requieren
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que se discretize la variable temporal y la variable espacial, entonces la cota para el error
dependera tanto de h como de At.

Empezaremos analizando los métodos de Forward Euler y Backward Euler.

Definicién 3.9. Decimos que una familia {7y} de triangulaciones de ) es cuasi-uniforme
st existe T > 0 tal que

min h, > 7h Vh > 0.

er€Th
Proposicién 3.10. Sea {7,} una familia cuasi-uniforme de particiones de Q y sea Sy el
subespacio de H{(Q) asociado a Ty construido en la Seccion 3.3. Entonces existe C3 > 0
constante tal que

vahl‘g < Cgh_2 thHg Y, € SO,h-

Demostracion. Ver [3, pagina 195].
L]

Teorema 3.11. Sea 6 € {0,1} y sea uy la solucion del Problema PV SD,. Suponga que
auaLio) € Ly(Q) y f,((;—{ € Ly((0,T) x Q). Para 6 = 0 asuma, ademds, que {Tp} es una

famalia cuasi-uniforme de particiones de €2 y que se cumple

2c0
At (1 + C3h_2) < 5

~
donde Cs5 es la constante de la Proposicion 3.10 y o, vy son las constantes de coercividad y con-
tinuidad de a(-,-), respectivamente. Entonces, existe Cy > 0 constante tal que las soluciones

uj del Problema PVTD; satisfacen
) - ) 1/2
+ / ds
0 0 0 .

8uh(0)

ot

0f(s)

ot

Juf — wnlt)ll, < Cot (\

para cada g =0,...,J.

Demostracion. Ver [3, pagina 387].
[

El siguiente resultado nos da estimadores apriori para el error obtenido mediante los métodos
de Forward Euler y Backward Euler.

Proposicién 3.12. Sea u(t) la solucion del Problema PV y sean ui las soluciones del Pro-
blema PVTD; para q =0,...,J. Bajo las condiciones de la Proposicion 3.5 y del Teorema
3.11 se cumple que

max |luj —u(t,)| = O(At + h).

1<q<J
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Demostracion. Sea wuy, la solucion del Problema PV .SD;. De la Proposicion 3.5 tenemos que
[u(t) = un(t)lly = O(h)

y, del Teorema 3.11,
[uy, — un(tg)ll, = O(AL),

para cada ¢ =0, ..., J. De esto, se sigue que
[Jug, = ut) | < llug — un(te)lly + llun(ty) — ulty)lly = O(AL + h),

para cada ¢ =0, ..., J. Tomando maximo a lo anterior tenemos el resultado.
Para el método de Crank-Nicolson tenemos el siguiente estimador apriori del error.

Teorema 3.13. Sea u € C*([0,T); H*(2)) N C3([0, T); L2(2)) la solucién del Problema PV,
y sea uj € Sy la solucion del Problema PVTDy, para cada ¢ = 0,...,J, con At = T/J.
Entonces,

méx [Juf —u?||, = O(h* + A?). (3.12)

0<q<J

Demostracion. Sea H} un subespacio de Ly(0,T;Sy). Para cada ¢ =0, ..., J se define
w € H} mediante la proyeccion eliptica

a(w(ty),v) = a(u(ty),v) Vv € Sy
y denotamos w?(z) := w(qAt, x), ul(x) = u(qAt, z).
Definimos (7 := uj —w? y n? := w? — u?. Observe que
up —ul = ¢+ nl.

En lo que sigue, acotaremos estos términos en la norma |||, para establecer el estimador
apriori (3.12).

Para v € Sy, observe que (7 satisface

<<q+1—<q U>+a<<q+1+<q )
At 2 ’
g+l _ g g+l _ , q q+1 q
_ <%U> _ <%U> ta (%va> (3.13)

2

ademas, de la definicién de w € HE se cumple que

q+1 q q+1 q
. (%) . (%) | (3.14)
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Como uj es solucién de los Problemas PVT D, y PV .SD;, entonces

q+1 q q+1
<uh = uh,v>—|—a( 2—|—uh v)

g+1 q q+1 q
fre +<92 +927U>
I

2 2

2

1 1
5 (o +5 <9q+1 ’U>p+§<

{f
(40,0 + (a7 o)) + 5107 ) + (oo
<

0 + o, 0] + L0t v) + aut, )

auq+1 N % N uq+1 +
2 at ot |V 2 V)

Reemplazando (3.14) y (3.15) en el lado derecho de (3.13) obtenemos

(e ()

frh oyt (3.15)

2
ultt + wdtl 4 4 Wit — 4 wItl 4 g0
(e () () ()
q+1+ut Wit — wdtl 4 wdtt 4+ 9
() () - (e
a q+1
- <%,v> + (r4, v)
1
donde r? := <uq+1 +uf) + — (u? — utth).

At
Tomando v = (9! + (4 en lo anterior igualdad nos deja

i Cq—i-l - an Cq-i-l + <q> + %a (Cq-i-l + an Cq+1 + Cq)

(
- P (3.16)
_ < + 77 Cq+1 + gq> )

At

Por la coercividad de a(-,-) se cumple que a (¢4 + ¢4, +¢9) > 0, por tanto podemos
eliminar este término de (3.16) y establecer la siguiente desigualdad:

+1
— 77‘1

1 q
Kt <gq+1 _ gq’ gq+1 + Cq> < <77Tt + 79, Cq+1 + <q> ,

y, COMo

(Y = ¢, ¢+ ¢ = (T ) (¢ ¢ + (¢, ¢ + (—¢7, ¢Y)
= [le™* o = NI¢llz,
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entonces

1
Rl = 1y < (g g g,

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad triangular en el lado derecho
de la anterior desigualdad obtenemos

1 q _ g+l
E(HCQ—HHE - HCqu) < <% -+ Tq7<q+1 + CQ>
/)/Iq _nq—i-l
] B N

q _ 9+l
< n Ui
At

Multiplicando por At y eliminando la diferencia de cuadrados se tiene

1€ g = 1l < [ln® = 0™ + At [l -

n ||rq||0) (e, + eel,) -
0

Sumando desde 0 hasta ¢ — 1 nos deja
g—1 q—1
1o < [1K°llg + D Ml =l + Ae >l (3.17)
d=0 d=0
Ahora, acotaremos los tres términos del lado derecho de la desigualdad (3.17).

En primer lugar, de la Proposicién 2.10, [|¢°]], = [luh — «°||, = O(h?).

Para el segundo término de (3.17), notemos que

(g+1)At on (g+1)At
/ 5 A =1 =n((g + 1)At) — n(gAt) =5 — 7.
qAt qAt
Luego,
(¢+1)At 5 (a+DAL || 5
e+t = ]|, = / Dl < / aly| T (3.18)
AL ot . At ot ||,
0 0 0
Ahora acotemos || | = |22 — 2| . De la definicién de w € H! tenemos que
ot ||, ot ot|,

/QVw(t) -Vvdr = /QVu(t) - Vo dz.

Derivando esto respecto a t obtenemos

0 0
a/ng@) -Voudr = a/QVu(t) - Vo dx,

/Q%[Vw(t) -V dx = /Q %[VU@) - V] d,
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/Q[Vw(t) : %Vﬂ + %Vu}(t) Vo] de = /Q[Vu(t) . %Vv + %Vu(t) - V| du.

v
Como v € Sy es constante en el tiempo, 5 = 0, luego,

/Q[V%w(t) - V| dx = /Q[V%u(t) - V| dz,

o (ge0) =a (Guno).

. . ou
por tanto, —w es la proyeccién eliptica de — en HE.

ot ot
Por el Lema de Céa (Lema 2.6) existe C; > 0 tal que
ou  Ow ou
— —— < inf ||— — 1
‘ o o), SO Iy (3.19)
Por el Teorema 2.7 existe Cy > 0y v, € 5}, tales que
Ju ou
- _ < Cyh | — 3.20
‘ ot~ M|, ST o, (3:20)
Por el Corolario 2.9 existe C'3 > 0 tal que
ou  Ow ou  Ow
== — = 3.21
H -, <on)% -5 o1
Usando (3.19) y (3.20) en (3.21), se sigue que existe S > 0 tal que
< h2
|, < 5,
De (3.18) y lo anterior,
(DAL 9 (a+D)AL | 5
|7 =77, </ It < ﬁh2/ 2 ar.
qAt ot 0 qAt ot 2
Finalmente, sumando de 0 hasta ¢ — 1,
q—1 (d+1)At au
I =l < 3 / g
d=0
th )
= B / 5| dt
0 tla . (3.22)
q
<Bh2/ du dt+6h2/ Ou dt
0 815 2 th 8t 2
T
0
— 81?2 / 2
o |0t
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y el segundo término de (3.17) queda como

qg—1
Z Hnd-i-l _ ndHO — O(hz)
d=0

Para acotar el tercer término de (3.17), procedemos como sigue: Sean t € (¢At, (¢ + 1)At)
y p := (¢ + 1)At — t. Por el Teorema de Taylor, aplicado a la variable temporal, existen
C1 € (t, (g + 1)At) y Cy € (qAt,t) tales que

P’ P’
Uq+l = U(t) + Ut(t)p + utt@)? + uttt(cl)§
y
At —t)? At —t)?
ul = U(t) + Ut(t) (C]At — t) + utt(t)% + uttt<02)%
At — p)? At — p)3
= u(t) — u(t)(At — p) + utt(t)% - Uttt(CQ)%a
entonces
udtl — At 3 At — p)3
A—t = Ut<t) + utt(t) ( — 7) + um(Cl)& + Uttt(Cz)%. (323)
Por otro lado, derivando u? y u4*! respecto a t obtenemos
8uq+1 2
615 = ’U/t(t) + Ut (t)p -+ uttt(t)%
' ou? A 2
U t—
E = ut(t) — utt(t)(At — p) -+ uttt(t)%7
por tanto,
1 [Out™  Oud At p? + (At — p)?
De (3.23) y (3.24) tenemos que
1 /Outtt  Oul udtlt — 9
’5( o+ 8t)_ At
>+ (At —p)? ? At —p)?
= |um(t) (p ( 1 P ) — Uttt(Cl)& — Uttt(02)(6Tp)
>+ (At —p)? ? At —p)?
<) (G ol B + et S

max || -
qAt<t<(g+1) At

>+ (At —p)? P (At—p)?
< (P + ( p) P +( D)
4 6AL 6AL
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Simplificando la expresién entre paréntesis del lado derecho tenemos que existe C' > 0 tal
que

ot T o At

< OAtQ max |uttt|
gAt<t<(g+1) At

2 ,
< CAt” max |uttt‘ .
o<t<T

1 /Ou? Oudt! wdth —
-5

Asi
/2
el = { [ }
) 1/2
{ CAt Omax |uttt|) da:}
) 1/2
{C2At4 max [max |uttt|}) / d:L‘}
e ot<T Q
< CAP(Area Q)2 max | max |uy|
2€Q |0<t<T _
Tomando B = C (Area )2 méx,eq [méxte[O,T] \uml] en la anterior desigualdad, multipli-

cando por At y sumando desde 0 hasta ¢ — 1 obtenemos

q—1 q—1
ALY |, < Atd BAP
d=0 d=0

= At*Bq
< A*BJ
= At’BT.

Asi, el tercer término de (3.17) queda como

Atz I##], = 0(ar).
En sintesis, de (3.17) y con los resultados anteriores, obtenemos
qg—1
1€l < (1<l + Z " =0 My + ALY [l = O + h* + Ar%) = O(h* + A#?).

Puesto que |[luf —u?||, < [|¢]|, + [|7%]],, nos resta acotar ||n?||,. Por el Lema de Céa (Lema
2.6), el Teorema 2.7 y el Corolario 2.9 se sigue que existe C' > 0 tal que

||77q||0 = ||uq - uJq“o < Ch* |Uq|2 = O<h2)‘
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Finalmente, como

[y, — uflly < [l — wllg + flw® = ufll
= [1¢lo + 11l
= O(h* + At* + h?)

= O(h* + At?),

entonces

—_ 4 2 2
o [l = uly = O(h? + AP,

lo cual completa la prueba.

3.6. Implementaciéon numérica de FEM

En esta seccion implementaremos FEM para aproximar la solucion del Problema PV}, para
ello necesitamos desarrollar estrategias para calcular la matriz de masa M y el vector GY.

3.6.1. Calculo de la matriz de masa M

Vamos a calcular la matriz M cuyas componentes estan dadas por
Mij=(01.0) = [ onda=Y" [ dy0rda,
Q k‘zl €L

parai,j € {1,...,m}.

Aplicaremos la estrategia elemento-por-elemento. Para cada k denotamos las integrales loca-
les por

(65 6% /@@w

Para el caso d = 1: Consideremos un elemento lado e, = (p1,p2) con sus respectivas
funciones base locales ¢1, ¢ como en la Seccion 2.3 y sea r la transformacion lineal de la
Seccién 2.6.2. Entonces, por el Teorema del cambio de variable,

@52 D) = / 31 dv = / (8507 (1) (Bi o)) (1) dis,

1

g1

donde (n) = "%, (Bror)(w) = 5y Bron)(w ="
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Debemos calcular las siguientes integrales

~ h h
G o =12 /1<1 P dp="

) 3’
. h h
G =" [ ) ="

~ o~ h [* h,
(@2, Do) = g/ (u+ 1) dp= 3

lo cual define la siguiente matriz de masa elemental

L ::< et @
1 b2,

o~ o~

¢ 7¢2>k <

%\)%)
\_/
I
o| T
A~
— o
N —
~—

Para el caso d = 2: Considere el tridngulo e, con nodos Dy, Dy funciones base locales & 1

) ) 3 )
¢2, gbg como en la Seccion 2.3 y, considere también, el elemento de referencia E con funciones
base locales @1, s, w3 y las transformaciones ry, r3 como en la Seccion 2.6.2.

Entonces
@0 = [ B
= [@omem Giom)en) 1ral dd
= |Jr3] [E%(&n) @i(&,m) dédn
o
_ |JT3\/01/01(<pjo7’2)(U1,1)2) (01 072) (01, v9) | Jral dvydvs
= |J7“3|/O /o v1 @;(v1,0102) pi(v1, vV102) dvidug,

para i,j € {1,2,3}.
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Debemos calcular las siguientes integrales

J

<¢17¢1 k—|JT3|/ / U1—|—1 dvldvgz |1;3|7
Jr

(61, G2 = |JT3|/ / vi(—v1 + 1)(v1 — viv2) dordvy = | 243|

J
<¢17¢3>k,’ = |J’l“3|/ / U%U(—Ul + 1) dUldvz _ | 7“3”

0 Jo 24
o~ o~ 1 1 JT
(f2, do)r = |‘]r3|/ / v1(vy — v1v2)? dvydvy = | 123|7
Jr

<¢27¢3 k — |J7"3|/ / ’UlfUQ V] — Uva) d'Uld’UQ |243|

J
(B3, b3V = |J7“3|/ / V33 dvydvy = | 123’,

lo cual define la siguiente matriz de masa elemental

@b@)k @2, §1>k @&(El)k | T 2 1
MLy, := (?u@)k @\2,?2%@ <§?\37?2>k = Y 12
<¢17 ¢3>k <¢27 ¢3>k <¢37 ¢3>k L1

Las componentes de M que reciben aportes del elemento e se pueden determinar del mismo
modo como se hizo para la matriz de rigidez en la Seccion 2.6.1.

O —

El ensamble de la matriz de masa lo podemos llevar a cabo mediante el siguiente algoritmo.

Algoritmo 4: Algoritmo para calcular la matriz de masa M en una y dos dimen-
siones.
Entrada: Coor, Ele.
Salida: Matriz de masa M.
inicio
Sea m el nimero de filas de Coor;
Sea n el nimero de filas de Ele;
Inicialice la matriz nula M de m x m;
// Ensamble de M.
para k =1 :n hacer

er, = Ele([k],:); // se extrae la k-ésima fila de Ele
Calcule M Ly;
M (eg,er) = M(eg, er) + M Lg; // se suman los aportes

fin
devolver M

fin
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3.6.2. Calculo del vector G1

Sea q € {0,...,J}. Queremos calcular el vector columna G? cuyas componentes estan dadas
dadas por

Gg = <gg7 ¢Z>F

parai=1,...,m.

Para el caso d = 1: En este caso tenemos que solo hay un nodo Neumann el cual es,
precisamente, p,,_1, luego, por calculo directo tenemos que

. 92(ty, Pm—1), sii=m—1
<gga¢z>1‘ = (bi(pmfl)gQ(tq,pmfl) == { O, 1 sii 7§ m—1 |

Para el caso d = 2: Puesto que la frontera de €2 es poligonal, entonces podemos expresar
0f) como una unién de segmentos tal que cada segmento es lado de algtin tridngulo; es decir,

existen I'y, ..., 'y C 09 subconjuntos abiertos no vacios de 0f2 tales que
N
00 =|JTx
k=1
y Ty = &, NOQ para algtin j, € {1,...,n}. A cada Ty lo llamamos k-ésimo elemento-lado.

Observe que si ky # ko, entonces [y, NTy, =0 o Ty, NIy, = {p;} para algiin j € {1,...,m},
ademas, los elementos-lado son disjuntos dos a dos y los puntos de sus extremos son nodos.

De aqui en adelante asumiremos que ) satisface la siguiente condicion:
(VEe{l,....,N}) (TxNA#0 =T, NI =0), (3.25)

es decir, asumiremos que cada elemento-lado es completamente Dirichlet o completamente
Neumann, de modo que no habran elementos-lado sobre los que pesen ambos tipos de con-
diciones de frontera.

Supongamos que I'y,...,I'y, denotan los elementos-lado de Neumann y que I'nj41,...,I'n
denotan los elementos-lado de Dirichlet, para algin N; € N. De la Condicién (3.25) se sigue

que
N1 N
r=|JTx y A= |J T
k=1 i=N1+1

es decir, la frontera de Neumann es la unién de todos los elementos-lado de Neumann y la
frontera de Dirichlet es la unién de todos los elementos-lado de Dirichlet.
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Ahora, por definicién, tenemos que

Ny
(93, Pi)p = /93@ dS = Z/ gl dS.
r k=1 Tk

Aplicaremos la estrategia elemento-por-elemento. Considere el elemento-lado 'y, y denotemos
las integrales locales por

<@mu:/¢@w
Tk

Orientemos 0f) en sentido antihorario. Tenemos que existen € 1, €2 € {my+1,...,ma} tales
que pe, ;Y Pe,,, Son los puntos extremos de I'y, con p,, , siendo primero que p, ,, y, por tanto,
la integral local (g3, ¢, ,)r, solo aporta a la componente ng,i de GY. Denotemos py := pe, ,,

D2 1= De,, los nodos y ¢y 1= ¢, ,, P2 1= ¢, , las funciones base locales asociadas, respectiva-
mente, a cada nodo.

Considere la transformacién lineal 74 : [—1,1] — T’ definida por
D2 D P2+ 11
D2
T4
— T
L
—1 1
p1

Figura 3.1: Transformacion ry.

~ ~

La derivada de 74 es rj(u) = b2 ;pl con norma euclidea
p-p|_ 1. 1/ PO
i ()| = =52 —hi| = —\/<p2,1 — P11)” + (P2 — Pr2)’,
2 2 2
o (7 1— ~ +1
ademds, (61 0 14) (1) =~ v (62 0m4) (1) = Fo—.

De la definicién de integral de trayectoria tenemos que

<%@u:ﬁ¢&w:[@%MMM&wmmwmwm

1

para 1 =1, 2.
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De esto,

(.00 = [ (@to g (10— an

~

(93, P2)1, = @/1(93 ory)(p) (n+1) dp.

Aplicamos cuadratura de Gauss para aproximar las ultimas dos integrales; cuyos valores
definen el vector de aportes locales del elemento-lado I'y como

q . <957$1>Fk
GLL = =
b ( (g8, B, )

Ahora daremos el algoritmo para ensamblar el vector G? en dos dimensiones, para ello ten-
dremos en cuenta la siguiente notacion.

Sea {I'y,...,'y,} la lista de los elementos-lado que conforman la frontera de Neumann T
Para cada elemento-lado Iy, existen €1, €0 € {my +1,...,ma} tales que Pers Y Pey o SON oS
puntos extremos de I'y. Definimos el arreglo de elementos Neumann de Ny X 2 por

Neu := [[e11,€12],- -, €N, GNQHT.

De este modo la k-ésima fila del arreglo Neu determina al elemento-lado I'y.

Algoritmo 5: Algoritmo para calcular el vector G? en dos dimensiones.

Entrada: Coor, Neu, gs.

Salida: Vector columna GY.

inicio

Sea m el nimero de filas de Coor;

Sea N; el numero de filas de Neu;
Inicialice el vector de ceros G? de m x 1;
// Ensamble de GY.

para k =1 : N; hacer

[y, = Neu([k],:); // se extrae la k-ésima fila de Neu

Calcule GLj;

GU(Ty) = GY(Ty) + GL; // se suman los aportes locales
fin

devolver G4
fin

Finalmente, damos el algoritmo de FEM para aproximar la solucién del Problema PV; me-
diante los métodos de Forward Fuler, Backward Euler y Crank-Nicolson.
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Algoritmo 6: Algoritmo FEM para la ecuaciéon del calor en una y dos dimensiones.

Entrada: Coor, Ele, Neu, f, g1, g2, ug, T, J, ms.
Salida: Vectores C'Y para ¢ =0,...,J.
inicio
Elija uno de los sistemas de ecuaciones (3.9), (3.10) o (3.11);
Sea m el nimero de filas de Coor;
k=T/J,
para g = 0: J hacer
‘ Inicialice el vector de ceros C'7 de m x 1;
fin
para i = 1 : m hacer
pi = Coor([i],:); // se extrae la i-ésima fila de Coor
Cy = uo(pi);
fin
Calcule R;
Calcule M,
to = O;
Calcule F©;
Calcule G°;
para ¢ =0:J — 1 hacer
tgr1 = (g + 1)k;
Calcule Fat!;
Calcule G9!,
para i = mo + 1 : m hacer
p; = Coor([i],:);
CIY = gi(tgs, i)
fin
Resuelva, para C9TL([1,...,my]), el sistema de ecuaciones lineales que eligio;

fin
devolver CY para ¢ =0,...,J.

fin

3.7. Resultados numeéricos

En la Seccién 3.5 obtuvimos una cota para el error de la forma

Ej = max |[u? —uj|, < C(h* + At*),

1<q<d

con C' una constante que depende de u, 2 y a(-,-) y siendo a € N el orden de convergencia
del error. Tomando h = At en lo anterior obtenemos

P — 4 q _ ,,4 < a
E, - mix lu? —ug ||, < 2Ch°.
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Sea {h;}jen C (0,1) una sucesién decreciente que converge a cero. Procediendo del mismo
modo a como se hizo en la Seccién 2.7 tenemos que

In Ep,; < In(20h5) = n2C + aln hy,

en una grafica In-In de h; vs. £, debe ser casi una linea recta cuya pendiente es aproxima-

damente
In Ehj+1 —In Ehj o ln(Eth/Ehj)

nhje—Inh; (ki /hy)
A continuacion daremos dos ejemplos numéricos en los que aplicaremos los métodos de Back-
ward Euler y Crank-Nicolson a la ecuacién del calor en una y dos dimensiones.

Oz%@hjz

Ejemplo 3. Aprozimar la solucion u : [0,1] x [0,1] — R de

%(t, x) — Au(t,z) = 2t 4+ cos(x), para (t,z) € (0,1) x (0,1)
u(t, 1) = t* + cos(1), site|0,1]

ou ,

%(t, 0) =0, sitel0,1]
| (0, ) = cos(x), six e (0,1).

La solucién clésica del problema es u(t, ) = t? + cos(z).

Aplicando el método de Backward Euler obtenemos la siguiente tabla.

N By | On |
1/2 | 2 | 0.114884855126257 | 0.779823383102647
1/4 | 4 ]0.066913315798449 | 0.855387750935164
1/8 | 8 | 0.036984110698148 | 0.916442005325182
1/16 | 16 | 0.019594701296649 | 0.955004586229866
1/32 | 32 | 0.010107729733754 —

Cuadro 3.1: FEM y Backward Euler para la ecuacién del calor 1D.

Para el caso de Backward Euler tenemos que o« = 1. Notemos que a medida que h disminuye a
razén de dos el error E), también disminuye a razon de dos, ademas, la sucesion de pendientes
{©4} converge a o = 1, lo cual verifica numéricamente el orden de convergencia del estimador
apriori de la Proposicion 3.12.
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_5 1 1 1 1 1
-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5

Figura 3.2: Gréfica de h vs. E}, en escala In-In, Backward Euler, ejemplo 3.

Aplicando el método de Crank-Nicolson obtenemos la siguiente tabla.

IEN B | On |
1/2 | 2 | 0.019480350828772 | 2.000992442550477
1/4 | 4 | 0.004866738683262 | 2.000212989728880
1/8 | 8 | 0.001216505060986 | 2.000051096025182
1/16 | 16 | 0.000304115494177 | 2.000012640212133
1/32 | 32 | 0.000076028207418 —

Cuadro 3.2: FEM y Crank-Nicolson para la ecuacion del calor 1D.

Para el método de Crank-Nicolson tenemos que o« = 2. Notemos que a medida que h dis-
minuye a razén de dos el error E} disminuye a razén de cuatro y la sucesion de pendientes
{©,} converge a a = 2, lo cual verifica numéricamente el orden de convergencia del estimador
apriori del Teorema 3.13.
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Figura 3.3: Funcién uj con h = At = 1/32, ejemplo 3.
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Figura 3.4: Gréfica de h vs. E}, en escala In-In, Crank-Nicolson, ejemplo 3.
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Ejemplo 4. Aprozimar la solucidn u : [0,1] x [0,1]> — R de

(% — Au = {%t + 1] exp <—1—t0> sin(mx) cos(my), si (t,z) € (0,1) x (0,1)
u(t,z,y) =0, si (t,z,y) €10,1] x {0,1} x [0,1]
u(t,z,1) = —texp (—110) sin(mx), si (t,x) €[0,1] x [1,0]

ou b2.0) = < mt exp(—t/10) cos(mx) cos(my) ) 7, si (t2) € (0,1) x (0.1)

8_ﬁ< —mtexp(—t/10) sin(rz) sin(7y)

Lu(0,2,y) =0, si (x,y) € (0,1) x (0,1),
siendo m un vector normal unitario a OS).

t
La solucién clasica del problema es u(t, z,y) = texp (—1—0) sin(mx) cos(my).

Aplicando el método de Backward Euler obtenemos la siguiente tabla.

| h | n ] En | On |
1/2 8 1 0.257992089833408 | 1.145866498816939
1/4 | 32 | 0.116591315724748 | 1.181639080459693
1/8 | 128 | 0.051399322676692 | 1.111844114862312
1/16 | 512 | 0.023782580036347 | 0.996351949142728
1/32 | 2048 | 0.011921396812700 —

Cuadro 3.3: FEM y Backward Euler para la ecuacién del calor 2D.

En la tabla se observa que cuando h disminuye a razoén de dos el error Fj, también dismi-
nuye a razén de dos y la sucesién de pendientes {©,} converge a o = 1, lo cual verifica
numeéricamente el estimador apriori de Proposicién 3.12.
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Figura 3.5: Gréfica de h vs. E}, en escala In-In, Backward-Euler, ejemplo 4.

Aplicando el método de Crank-Nicolson obtenemos la siguiente tabla.

| h [ n | 2 | On |
1/2 8 1 0.209385420084050 | 1.687548900506213
1/4 | 32 | 0.065004526534526 | 1.902049876512216
1/8 | 128 | 0.017392801213909 | 1.973810818751964
1/16 | 512 | 0.004427853782999 | 1.993282972481470
1/32 | 2048 | 0.001112129360964 —

Cuadro 3.4: FEM y Crank-Nicolson para la ecuacion del calor 2D.

Observe que a medida que h disminuye a razén de dos el error Ej, disminuye a razén de cuatro,
ademds, la sucesion de pendientes {O} converge a a = 2, lo cual verifica numéricamente el
estimador apriori del Teorema 3.13.
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Figura 3.6: Funciéon
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uj con h = At = 1/32, ejemplo 4.

Figura 3.7: Grafica de h vs. E}, en escala In-In, Crank-Nicolson, ejemplo 4.
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