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Resumen

En el presente trabajo, se pretende esbozar un sistema adapativo de inferencia neuro-difusa
tipo Takagi-Sugeno para la prediccion de tasas de cambio del mercado de divisas. Estara di-
vidido en tres capitulos: en el primero, se muestran los resultados tedricos relativos a teoria
de la medida y andlisis funcional, que permiten de manera rigurosa justificar predicciones
por medio de regresiones en las series de tiempo. Adicionalmente, se muestran funciones
y propiedades relativas a las series temporales. En el segundo capitulo, se aborda la teoria
relativa a la 16gica difusa, el principio de inferencia difusa, la definiciéon de un modelo de
inferencia difusa tipo Sugeno y su relaciéon con un modelo ANFIS (Sistema Adaptativo de
Inferencia Difusa). Se muestra demds un resultado tedrico que permite ver los modelos neu-
rodifusos tipo Takagi-Sugeno de primer orden como aproximadores de funciones continuas.
Finalmente, en el tercer capitulo, se bosqueja un modelo ANFIS relacionado a modelos de
prediccion de series temporales aplicado a un conjunto de pares de divisas, se muestran
resultados, conlusiones y posible trabajo a futuro.
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Introduccion

A menudo, la forma y el motivo de las desiciones del ser humano estd mediada por la
subjetvidad. En gran variedad de aspectos de la vida cotidiana, mediante dicha subjetividad
buscamos tomar desiciones que generen algun tipo de beneficio, y que en la medida de lo
posible, las mismas conlleven el menor riesgo posible, en pro de nuestro bienestar o algin tipo
de meta u objetivo particular. Por ello, es importante que se puedan crear y usar herramientas
que permiitan tratar dicha subjetividad de un modo més cuantificable, que brinden un mayor
y mejor andlisis sobre las relaciones de riesgo, pérdida y ganancia que existen a la hora de
evaluar nuestras acciones. Este es el objetivo de la 16gica difusa; brindar las herramientas ne-
cesarias que modelan la impresicion y complementar conjuntos de informacion incompletos,
aspectos que son consecuencia de la subjetividad inherente en la toma de desiciones.

Existen gran variedad de dreas donde herramientas derivadas de la l6gica difusa se ven
involucradas, particularmente en donde la impresicion, la constante toma de desiciones y el
andlisis de datos son aspectos importantes. Tal es el caso de los mercados financieros: dichos
mercados funcionan segin una gran variedad de factores, y proveen conjuntos de informa-
cion para los cuales se hace indispensable tener herramientas para su andlisis y modelado.
[Cavalcante et al., 2016] relatan que, gracias a la necesidad practica de estos mercados, su
estudio toma gran importancia en campos como estadistica matematica, economia y finanzas.
Sumado a esto, mecanismos computacionales se tornan relevantes a la hora de manejar gran-
des cantidades de datos.

Como es bien sabido, gran cantidad de mercados financieros existen y operan actualmente
de forma global, y a menudo descentralizada. Segun el tipo de activo con el que comercian,
dichos mercados varian desde el comercio de materias primas, el intercambio de divisas
(Foreign Exchange), y la inversion y flujo de distintos tipos de capital. Gracias a su funciona-
miento, dichos mercados a menudo permiten una inteaccion global de distintos conjuntos de
personas, y debido a su alta complejidad, a menudo se requiere profundizar en dreas que van
mucho mds alld del manejo y andlisis de datos. Es el caso del mercado Forex, que juega un
papel importante en lo referente al manero e inversién de monedas internacionales, prediccion
de valores de cambio y modos de interaccion de quienes lo componen, lo que permite definirlo
como uno de los mercados econdmicos mds importantes y con mayor influencia a nivel global.

El mercado Forex (Foreign Exchange, por sus siglas en inglés) es un mercado que permite
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la interaccién a nivel global e inmediata de sus participanes, y que como se mencioné ante-
riormente, tiene como principal objeto el intercabio y comercio de pares de monedas relativas
a un pais de referencia. Dicho mercado llega a tener un flujo activo de mas de 5 billones de
dolares por dia segtn el banco de pagos intenacional, y a menudo es considerado como uno
de los mercados finacieros mds accesibles a nivel general dada la tecnologizacién de dicho
mercado, a pesar de ser concebido inicialmente como un mercado destinado a inversores
netamente institucionales. [Contreras V. et.al, 2018, ]

El comercio en el mercado Forex funciona en base a una serie de cambios en lo precios de
una moneda respecto a otra dada como referencia (pares de monedas). El rango de precios en la
moneda inicial alcanzado en un intervalo de tiempo se denomina serie de precios. Dicha serie
pemite entender el comportamiento del mercado en dicho lapso de tiempo, mediante distintas
técnicas y métodos de andlisis de informacion. Al considerar dicha serie de precios como una
serie temporal, se puede entonces establecer un vinculo entre las herramientas estadisticas de
series de tiempo y su aplicacién al conjunto de series de precios mencionadas anteriormente.
Asi, el prondstico de series de tiempo da informacion adicional respecto a la toma de desiciones
en el mercado de divisas, particularmente en la compra y venta de las mismas. Los prondsticos
se basan en una serie de anélisis de la informacion que provee la serie de tiempo inicialmente
y un conjunto de medio adicionales que ayudan a predecir caracteristicas del comportamiento
futuro de las mismas. Modelos estadisticos, en su mayoria computacionales, permiten un uso
relativamente 6ptimo de los datos que se disponen y brindan informacién adicional sobre el
comportamiento de dicha serise. Aquellos que pronostican el comportamiento y analizan la
volatilidad del mercado son bastante usados, y a menudo basado en distintas herramientas y
que abordan distintos enfoques: modelos basados en redes neuronales artificiales, algoritmos
genéticos para su optimizacion, modelos ARIMA, modelos basados en métodos de inferencia
difusa (Mamdani, Sugeno, Tsukamoto), entre otros. Aunque como se mencioné antes, dichos
modelos dan una serie de aspectos clave de dicha serie, lograr una aproximacion buena de la
misma es bastante complicado, dada la volatilidad el mercado en el que se busca su aplicacion.

Uno de los modelos estadisticos que tiene como finalidad la prediccion de series de datos
(particularmente variaciones de precios en el mercado Forex) parte de la concepcion de un
modo de razonamiento difuso, conformado por una serie de reglas de la forma if-then dadas
por una relacion determinada entre los datos de entrada y de salida del modelo. El modelo de
inferencia de Sugeno fue inicialmente propuesto por Michio Sugeno y Takago Tomohiro, y
actualmente es ampliamente usado en problemas complejos en altas dimensiones, y gracias
al conjunto de reglas de las que parte dicho modelo de inferencia difusa, se obtiene una mayor
flexibilidad en el uso y el manejo de datos [Pradeepkumar and Ravi, 2018].

Tanto el andlisis funcional como la teoria de la medida permiten abordar y entender de
manera mds formal todo lo concerniente a la teoria de aproximacion de funciones y la teoria
de series de tiempo. Dichas teorias brindan ademds una serie de métodos y herramientas
que permiten soluciones formales a los problemas concernientes a la aproximacién y opti-
mizacion. Por ejemplo, mediante el teorema de Stone-Weierstrass, un modelo de inferencia



neuro-difusa puede verse como la aproximacioén de una funcién continua definida sobre un
conjunto compacto. Gracias a la teoria referente a productos interiores de un espacio lineal,
la mejor prediccion lineal de una serie de tiempo estd dada por la combinacién lineal de
las variables de referencia, dicha serie vista como la realizacion de un proceso estocdstico
definido sobre un espacio de medida dado.

Es por todo lo anterior que este trabajo tiene como motivacion entender y profundizar la
relacion entre el andlisis funcional, teoria de la medida y los resultados que permiten la cons-
truccion de herramientas que tengan como campo de aplicacién el modelado y prondstico de
series temporales, mediante un modelo de desiciones cuyas bases estdn dadas por la teoria de
razonamiento difuso desarrollado por Lofti Zadeh. Dichas predicciones se basan en una serie
de métodos que muestran una serie de condiciones necesarias para entender el comportamien-
to de la serie. Para ello, se muestra ademas el funcionamiento del mercado Forex, sus modos
de transaccién y las formas en que los participanetes interactian entre ellos. La aplicacion
del modelo de inferencia neuro-difusa se hard mediante el software libre Metatrader 5, que
ademds permite la construccion de variedad de modelos con aplicacion al mercado Forex.

Mas especificamente, este trabajo tiene como objetivo principal, En el marco del espa-
cio de Lebesgue L,(Q, Z, i) de funciones real-valuadas de cuadrado integrable, estudiar las
propiedades de la familia de modelos neuro-difusos tipo Takagi-Sugeno que justifican su
aplicacion en tareas de prondstico de series temporales estacionarias no lineales. Adicional-
mente, emplear dicha familia en el prondstico de series de tasas de cambio de divisas del
mercado Forex y evaluar su capacidad predictiva en este contexto. Para lograrlo, se plantean
principalmente tres objetivos especificos, a saber: plantear el marco tedrico para el prondstico
de series temporales estacionarias no-lineales en el contexto de las funciones real-valuadas
de cuadrado integrable, asociadas al espacio de Lebesgue L,(€, %, u), mediante el uso de
las propiedades derivadas de su condicién como espacio de Hilbert, a saber, el calculo de
proyecciones y el teorema de la mejor aproximacion, estudiar la propiedad de aproximacién
universal de la familia de modelos neuro-difusos Takagi-Sugeno, especificamente, estudiar
las propiedades que hacen que esta familia sea un conjunto denso dentro de un espacio de fun-
ciones adecuado y su relacion con el Teorema de Stone-Weierstrass y finalmente identificar
y modelar las caracteristicas estocdsticas de un conjunto representativo de series tempo-
rales de tasas de cambio dentro del mercado Forex y evaluar su desempefio en prondstico
por medio de las medidas de exactitud usualmente empleadas en anélisis de series temporales.

El presente trabajo, estard divido en tres capitulos, que de forma secuencial establecen
las bases para la aplicacién del modelo: en el primiero, se abordan definiciones y resultados
tedricos importantes del andlisis funcional, aplicados particularmente al espacio de funciones
cuadrado-integrables realvaluadas, asi como abordar las propiedades de la esperanza condi-
cional de funciones vista como operador. Se plantea, ademads, un resultado tedrico que permite
la prediccion lineal y no lineal de una serie de tiempo dado un conjunto de n observaciones.
Se dan las bases generales de una serie de modelos de series temporales que permiten esbozar
un comportamiento a diferentes plazos de las mismas. En el segundo capitulo, se aborda la
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teoria, conceptos y resultados de 16gica difusa, se definen los modelos de inferencia difusa, su
estructura y funcionamiento y se muestra la relacion entre los modelos de inferencia de Sugeno
de orden cero y el teorema de Stone-Weierstrass, un resultado importante concerniente a la
aproximacion de funciones. Finalmente, en el tercer capitulo, se definirdn conceptos puntuales
relativos al funcionamiento del software, se planteardn algunas herramientas adicionales y
se planteardn las reglas del modelo difuso, se establecerdn una serie de modelos de series
derivados de los capitulos anteriores y que se usardn en conjunto con el modelo neuro-difuso
en cuestion, se examinara su aplicacion y los resultados posteriorespara un conjunto de pares
de divisas.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Funciones en espacios £, y espacios de Hilbert

Se consideran inicialmente los espacios de medida de funciones cuadrado-integrables, las
definiciones bésicas y los resultados importantes que permiten, bajo un determinado producto
interior, inferir un resultado 1til para la prediccion de datos.

Dado un espacio de medida (Q, U, u), se define L, = L(Q, U, i) como el conjunto de
todas las funciones medibles f : Q — C (o en R, segin sea el caso) tal que f | f|?du < oo. Se
entiende que una funcién de valores complejos es medible si sus partes real y compleja son
respectivamente medibles. En cuyo caso, se tiene por definicién que

/fd,u:/Refdp+i/Imfdu (1.1.1)

donde la integral del lado izquierdo existe si y solo si ambas integrales del lado derecho
existen y son finitas. Ademas, se define

i fo) = / fifod (11.2)
171l = 4 / | 2du (11.3)
d(fi, £) = lAi = £l = \// |fi — fl?du (1.1.4)

como un semiproducto, una seminorma, y una semidistancia respectivamente, todas definidas
sobre £;. Es importante aclarar que el uso del prefijo semi hace alusién a que, aunque se
cumplen la mayoria de las propiedades de distancia, norma y producto interior, las propieda-
des que implican una igualdad al elemento nulo (por ejemplo || f|| = 0 ) no necesariamente
implican que f = 0, solo implicaria que f =0 u —c.t.p.
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Para poder dotar a £, de una estructura de producto interior (resp. estructura métrica,
estructura de norma), se hace la identificacion de funciones definida por la siguiente relacién
de equivalencia: dos funciones f,g € £, estan relacionadas si y solo si

f=g u—c.t.p.

A dicha relacion se le denomina p-equivalencia. La clase de equivalencia determinada por f
en £, es denotada por [ f]. A partir de lo anterior, se definen entonces las clases de funciones
cuadrado-integrables. Vale aclarar que a partir de este punto, se denotard la clase de un
elemento por su representante, esto con el fin de simplificar el manejo de notacién.

Definicion 1.1.1 (Clases de funciones cuadrado-integrables) El espacio de funciones L, :=
Lo(Q, U, ) es el conjunto de todas las clases de equivalencia en Ly bajo la relacion de
u-equivalencia.

Proposicion 1.1.1 (Completez de L) El espacio métrico Ly es completo bajo la métrica d.

Para ver una demostraciéon completa sobre este resultado, cunsiltese [Bartle, 1995].

Proposicion 1.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Para cualquier par de elementos f, g
en Ly se cumple que |(f,g)| < || fllllgl-

Definicion 1.1.2 (Espacio de Hilbert) Un espacio de Hilbert es un conjunto equipado con
un producto interior que es completo bajo la correspondiente métrica.

El espacio L, es un ejemplo de un espacio de Hilbert. Se puede probar que un espacio de
Hilbert es isométricamente isomorfo a un espacio Ly(Q, U, u) para algin espacio medible
(QU, u)

Definicion 1.1.3 (Ortogonalidad) Dos elementos f,g € L, son ortogonales si {(f,g) =0, y
se denota por f Lg. Dos subconjuntos F,G de L, son ortogonales si f1g paratoda f € F,
g € Gy sedenota por F LG.

Como un importante resultado, obtenemos el siguiente teorema. Este permitird obtener las
condiciones necesarias para la predicciéon de datos.

Teorema 1.1.1 (Mejor aproximacion) Sea L C L, un subespacio lineal cerrado. para cada
f € L, existe un uinico elemento [| f € L que minimiza |l — ||f — l|| sobre | € L. Este
elemento esta determinado de manera tinica por las condiciones [[ f e Ly f =[] f L L.

A la funcién [] f del teorema anterior se le denomina proyeccién (ortogonal) de f sobre el
subespacio L.

Justificacion. Al tener que ||f — /|| es no negativa para [ € L se tiene que dicho con-
junto de reales no negativos estd acotado inferiormente, con lo cual se obtiene la existencia de
d = inf;cp || f —1]|. Dado de d es punto de acumulacion del conjunto de elementos de la forma
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ylf—ﬂf
,//

Figura 1.1: Proyeccion de f sobre el espacio lineal L. El vector resultante f — [ f es ortogonal a L.

||f=1]|, I € L,setomauna sucesion (/,),en de elementos de L de tal manera que || f —1,|| — d
y se muestra que (/,),en es de Cauchy en L, y mediante la condicién de que el subespacio L
sea un subespacio cerrado del espacio completo L, se llega a la conclusion de que el limite /
de la sucesion es el que minimiza a || f — /||, que es precisamente d. Para mostrar la unicidad,
se suponen dos elementos [[; f, [ [, f que cumplen que minimizan || f — ||, [ € L. Al definir
la sucesion

br=11f
b1 =Tl f

para k € N, y siguiendo un razonamiento similar al usado anteriormente, se llega a la igualdad.

Finalmente, para mostrar la caracterizacion, primeramente se debe mostrarque (f — [[ f,I) =
0 para/ € L. Se considera entonces la igualdad

If = (T1f + aDl? = I f = TLAI? = 2Re (f ~ [1f.al) + llal|?

como funcién de a (ya sea que a € R o a = ci, ¢ € R), esto con el fin de poder con-
cluir que tanto Re (f — []f,al) como Im (f — []f,al) son iguales a cero. La segunda parte
de la demostracion de dicha caracterizacion es inmediata, pues al asumir el hecho de que
(f=11f.1) =0,dado que f —[] f € L, por Teorema de Pitdgoras se concluye el resultado.

A partir de la caracterizacién de ortogonalidad de [] f y de la proposiciéon 1.1.2, se
puede ver que el mapeo f —— [] f es lineal, es decir, dicho mapeo cumple las siguientes
propiedades:

[1(f+g)=1I1f+1lg
[(af) =callf (1.1.5)
ITTAI < L1

Se puede verificar a partir de la propiedades anteriores de linealidad que dicho mapeo es
Lipschitz continuo, es decir

ITTf-Tlgll <IIf-gll
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Una aplicacién bastante importante, gracias al hecho de ortogonalidad se refiere al hecho
de proyecciones iteradas. Si [[; f denota la proyeccién de f sobre el espacio L,y L1y L,
son subespacios lineales cerrados, entonces

Mo, (N f) =M f  silicly (1.1.6)

Se puede encontrar, por tanto, la proyeccion por pasos, encontrando la proyeccion ([ ], f)
sobre un subespacio L, mas grande y luego hallando la proyeccién de esta sobre L, usando
la relacion de ortogonalidad.

1.2. Variables Aleatorias cuadrado-integrables

Para (Q, U, 1) un espacio de medida tal que u(Q) = 1, el espacio de Hilbert (€, U, u)
es equivale al conjunto de todas las variables aleatorias complejas (o reales) X con segundo
momento finito E|X|?. El producto interior se define como la esperanza del producto, es decir
(X,Y) = E(XY) y el producto interior entre variables centradas es la covarianza:

(X —EX,Y — EY) = cov(X,Y) (1.2.1)
De lo anterior, la desigualdad de Cauchy-Schwarz toma la forma
[E(XT)* < EIXPEIY|?

Y por tanto se llega a que |cov(X,Y)|?> < var(X)var(Y). La convergencia X, — X relativa a
la norma significa que E|X, — X|> — 0 pues E|X| < VE|X|? por la desigualdad de Cauchy
- Schwarz. La continuidad del producto interno permite inferir que

E|X, - X|* — 0, E|Y, - Y]* — 0 = cov(Xy,Y,) — cov(X,Y)

1.2.1. Valor esperado condicional

Sea Uy € U una sub o-dlgebra de la o-dlgebra U. Entonces, la coleccion L de todas
las variables Uy-medibles Y € L,(Q, U, i) es un subespacio lineal cerrado de L(Q, U, 1)
(denotado por L, (€, Uy, u)). Por el teorema 1.1.1, toda variable cuadrado-integrable X posee
una proyeccion sobre L. Dicha proyeccion resulta ser de gran importancia, y serd abordada
con mads detalle.

Definicion 1.2.1 (Valor esperado condicional como proyeccion) La proyeccion de X €
Lo(Q, U, 1) sobre el conjunto de todas las variables aleatorias cuadrado-integrables que

son Uy-medibles es llamada la esperanza condicional de X dado Uy, que es denotada por
E(X|Up)
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Puede darse el caso en el que la o-dlgebra U, sea generada por un mapeo medible
Y : Q — D con valores en un espacio medible (D, D), de la siguiente manera: La o-algebra
generada por Y se define como o (Y) = {Y (D)D e Z)}. La notacién E(X|Y) es una abre-
viacion de E(X|o(Y)), y es llamada la esperanza condicional de X dado Y.

Existe otra interpretacion del concepto de esperanza condicional, dada por la siguiente
definicion.

Definicion 1.2.2 (Valor esperado condicional como variable aleatoria) La esperanza con-
dicional dado Uy de una variable aleatoria X la cual es no negativa o integrable es definida
como una variable aleatoria Uy-medible X' tal que E(X14) = E(X'14) para todo A € U

Se tiene que, como una variable aleatoria X € L,(Q, U, u) es automdticamente inte-
grable, la definicién 1.2.2 da una esperanza condicional para una clase mayor de variables
que la definicién 1.2.1. Si E|X|*> < o, de modo que ambas definiciones apliquen, entonces
las dos definiciones concuerdan. Para demostrar lo anterior seréd suficiente probar que una
proyeccion E(X|Up) como en la primera definicién es la esperanza condicional X’ de la
segunda definicién. Ahora, se tiene que E(X|Uy) es Uy-medible por definicion y satisface
la igualdad E(X — E(X|Up))14 = 0 para todo A € Uy, dada la relacion de ortogonalidad
de una proyeccion. Entonces X’ = E(X|Up) satisface los requerimientos de la definicion 1.2.2.

La condicién de medibilidad requerida en en la o-dlgebra Uy mas pequeia dice que la
esperanza condicional X’ = E(X|U) es un “engrosamiento” de la variable original X: estd
basada en menos informacién. La definicién 1.2.2 muestra que las dos variables tienen los
mismos valores promedio EX14/P(A)y EX14/P(A) sobre todo conjunto medible A € U.
Se consideran a continuacion algunos ejemplos para dar una idea mas clara sobre esperanza
condicional.

Ejemplo (Valor esperado ordinario)

La esperanza EX de una variable aleatoria X es un nimero, y puede ser considerado co-
mo una variable aleatoria degenerada. Dicha esperanza es también la esperanza condicional
relativa a la o-dlgebra trivial: E(X|{#,Q}) = EX, lo cual resulta nuevamente de la relacion
de ortogonalidad. Mds generalmente, se tiene que E(X|Up) si X y Uy son independientes,
lo que es intuitivamente claro, pues una o -dlgebra independiente U, no brinda informacién
sobre X y asi la esperanza dado U es la esperanza no condicional.

De las definiciones anteriores se puede establecer una forma de hallar la esperanza con-
dicional de dos variables aleatorias X,Y dado que Y tome un valor (es decir, Y = y), como se

muestra a continuacion.

Ejemplo (Funcion de densidad de probabilidad condicional)
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Al definir (X,Y) : Q@ — R x R* medible, de tal manera que posea una funcién de den-
sidad f(x,y) relativa a una medida producto o-finita u x v sobre R x R¥ (por ejemplo, la
medida de Lebesgue sobre Rk”), se torna entonces natural definir una densidad condicional
de X dado Y = y por

J(x,y)
[ f(x,y)du(x)

Lo anterior estd definido para todo y para el cual el denominador es positivo. Como el
denominador es por definicién la funcién de densidad marginal fy de Y evaluada en y, para
todo y en un conjunto de medida uno bajo la distribucién de Y, se obtiene que la esperanza
condicional estd dada por la férmula

flxly) =

E(X|Y) = / xf (x]Y)du(x)

Considerando entonces las definiciones 1.2.1, 1.2.2, se tiene el siguiente lema:
Lema 1.2.1 (Propiedades) Para o, € C, Uy C U, X,Y € Ly, se cumple que:
i) E(E(X|Uy)) = E(X)

ii) Si Z es Uy-medible, entonces E(ZX|Uy) = ZE(X|Uy) (Es necesario, ademds, que
X e Ly(QU,p)Z € L(QU,p)paral <p<ocoypl+qgl=1)

iii) (linealidad) E(aX + BY |Uy) = e E(X|Up) + BE(Y|Up)
iv) (positividad) si X > 0 Entonces E(X|Uy) = 0

v) si Uy C U € U entonces E(E(X|U)|Uy) = E(X|Up)

1.3. Prediccion

1.3.1. Prediccion Lineal

Se parte ahora del hecho de que se tienen los valores Xj,..., X;, de una serie de tiempo
estacionaria (éste y conceptos relacionados se verédn en la préxima seccion) de media cero X;,
donde ¢ pertenece a algin conjunto indicador. A partir de dichos valores, se busca entonces
encontrar la combinacidn lineal de las variables dadas que mejor prediga las variables futuras.
Lo anterior se conoce como el problema de prediccion lineal.

Definicion 1.3.1 (Mejor predictor lineal) Dada una serie de tiempo! con media cero X,
el mejor predictor lineal de X,,1 es la combinacion lineal ¢1X,, + ¢2X—1 + - - - + ¢, X1 que
minimiza E| X1 =Y |2 sobre todas las combinaciones lineales Y de X1, ..., X,,. El valor minimo
E|Xpi1 — 01Xy — 02 X1 — - - — ¢ X | es llamado el error cuadrdtico de prediccion.

IConjunto de observaciones hechas en un tiempo ¢. Se definird de mejor manera este concepto mas adelante
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En la terminologia de la seccién anterior, se tiene que el mejor predictor lineal de X,
es la proyeccion de X,,.; sobre el subespacio lin(Xy, ..., X,) generado por Xi, ..., X,. Un tipo
comin de notacién para dicha proyeccion es [], X,+1, para [], la proyeccién lineal sobre
lin(X1,..., X,). Los mejores predictores lineales de otras variables aleatorias se definen de
manera similar.

Los coeficientes ¢y, ...¢, en la formula [ ], X;+1 = ¢1 X, + 92 X1 + - - - + ¢, X; dependen
de n, incluso cuando se suprime la dependencia de dicha notacién.

Por el Teorema 1.1.1, el mejor predictor lineal se puede encontrar mediante las ecuaciones
de prediccion dadas por

<Xn+1 -1 Xy — 0o X1 — - — P Xy, Xt> =0 t=1,..,n (1.3.1)

donde (-, -) denota el producto interior en L,(Q, U, u) con u(Q) = 1. Para una serie de tiempo
estacionaria (se abordard de manera mas formal el concepto de estacionariedad mas adelante)
realvaluada, este sistema puede ser escrito de la forma

vx(0) yx(1) - yx(n—1)

_ of} yx(1)
sz(l) '}’X:(O) ; '}’X(n: 2) -] (132)
yx=1) yx(n=2) -y )\ \x()

donde las entradas yx(i),i € {l,...,n} de la matriz y el vector anteriores estan dadas por la
funcion de autocovarianza definida como

Yx(h) = Cov(X;, Xivn) = E[(Xi — E(X)(Xiwn — E(Xi40))], h €N

Si la matriz n X n de la izquierda es no singular, entonces los coeficientes ¢y, ..., ¢, se
pueden hallar de manera tnica. De no ser asi, entonces existen multiples soluciones pa-
ra el vector (¢, ...,¢,), pero cualquier solucién dara el mejor predictor lineal [], X,+1 =
01 Xy + P2 Xp-1 + - - - + ¢, X1, debido a que estd tinicamente determinada por el teorema 1.1.1.
Las ecuaciones expresan ¢y, ..., ¢, en funcién de la autocovarianza yy. Dado que en situa-
ciones précticas no se conoce dicha funcidn, se utilizan los datos disponibles para hallar los
estimados, que se usan después para hallar los correspondientes estimados de ¢1,...,¢, y
poder asi hallar el predictor.

El error cuadritico de prediccion se puede expresar en términos de los coeficientes me-
diante el Teorema de Pitdgoras, donde para una serie de tiempo estacionaria X;

E|Xpi1 = [T Xns1|? = Elxur1 > = E|T1 Xns1 2

1.3.3
= ’}/X(O) - (¢1,---’¢n)rn(¢1’---v¢n)T ( :
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siendo I, la matriz de covarianza del vector (Xj,..., X,), es decir, la matriz del lado derecho
de la ecuacién 1.3.2.

Para calcular predicciones de elementos X,,.5, & > 1 se puede proceder de forma similar
a la anterior. Sin embargo, para cada & se tendria que resolver un sistema lineal que puede
volverse tedioso si n se torna grande. Existen algoritmos que ayudan a simplificar en gran
medida dichos célculos, que pueden ser vistos en [der Vaart, 2010].

Si una serie de tiempo X; no estd centrada en cero, entonces se puede afiadir un término
constante en el predictor. Se escribe 1 para la la variable aleatoria que es equivalente a
1 u — c.t.p. (casi seguramente).

Definicion 1.3.2 (Mejor predictor lineal como proyeccion) El mejor predictor lineal de X+
basado en X1, ..., X, es la proyeccion de X, .| sobre el espacio lineal generado por 1, Xy, ... X,,.

Si la serie de tiempo X; tiene media cero, entonces la introduccion del término constante
1 no es de mucha ayuda. De hecho, la relacién E(X;) = 0 es equivalente por definicién a que
X; L1, esto implica que 1L/in(Xj,...,X,) y que la proyeccién de X, sobre lin(1) es cero. Se
tiene por tanto que la proyeccion de X, sobre lin(1, X1, ..., X;) es la suma de sus proyecciones
sobre lin(1) y lin(Xi, ..., X;;). Como la primera proyeccién es cero, entonces la proyeccion de
X,+1 sobre lin(1, Xy, ..., X;;) es coincide con la proyeccién de X, sobre lin(Xi, ..., X,).

Sila media de la serie de tiempo no es cero, entonces al afiadir una constante al predictor se
reduce el error de prediccion. Mediante un argumento similar al usado en el parrafo anterior,
se tiene que para una serie de tiempo con media u = E(X;) posiblemente no nula, se tiene que

i1, = B+ Tiin(x X0 (Xne1 = 1) (1.3.4)

La igualdad anterior se prueba teniendo en cuenta que para Lj, L, subespacios lineales
cerrados, se cumple que

e f =10, f+ 1, f sililly (1.3.5)
donde L+ Ly = {l] + lzll,' S Li},i =1,2.

Asi, para calcular la prediccion de una serie de tiempo no centrada, se procede de la
siguiente manera: se resta la media de todo X;, se calcula la proyeccion de la serie de
tiempo centrada X; — u, y al final se suma la media. Como la funcién de autocovarianza yyx
se define como el producto interior de los proceso centrados, los coeficientes ¢y, ..., ¢, de
X, — W, ..., X1 — pestdn dados por las ecuaciones de prediccién dadas en la igualdad 1.3.2.

1.3.2. Prediccion no lineal

El método de prediccion lineal es bastante usado en el andlisis de series de tiempo, debido
a que su principal ventaja es su simplicidad: el predictor lineal depende solo de la media



1.3. PREDICCION 9

y la funcién de autocovarianza, de una manera sencilla. Por otro lado, el uso de funciones
generales f(Xj, ..., X,) de las observaciones como predictores puede ayudar a decrecer el error
de prediccion.

Definicion 1.3.3 (Mejor predictor) El mejor predictor de X, basado en Xi,...,X, es la
funcion f(Xy, ..., Xn) que minimiza E|Xps1 — (X1, ..., Xn)|? sobre todas las funciones medibles
f:R"— R

Teniendo en cuenta lo visto en la seccion 1.2, se tiene entonces que el mejor predictor
es la esperanza condicional E(X,1|Xi, ..., X,) de X, dadas la variables Xj, ..., X,,, donde la
o-algebra definida para dicho conjunto de variables es la menor o-dlgebra tal que cada X;
es medible, parai € 1,...,n. Los mejores predictores de otras variables se definen de manera
similar como esperanzas condicionales.

1.3.3. Series de Fourier

Como un apartado importante y como ilustacion de la teoria previa, se definen las series
de Fourier y se muestran algunas de sus importantes propiedades. El andlisis de dichas series
permite, bajo ciertas circusntancias, definir y hallar determinadas propiedades de series de
tiempo que presentan un comportamiento ciclico. Dichas series pueden expresarse entonces
como sumas de funciones periddicas (particularmente senos y cosenos) producto determina-
das amplitudes, teniendo en cuenta ademads un desface (desplazamiento) de las mismas.

Considere el espacio de Hilbert L[, 7] := Ly([-n, ], U, P) donde U denota la o--dlgebra
de Borel en [—m, 7] y P la medida de probabilidad uniforme. Para f,g € L,[—n,x], se define
el producto interior de f y g como

(.8 = E(f3)
- / g

Paran € Z, se define e, como la funcién complejo-evaluada e, (x) = ¢*. Dichas funciones
tienen la propiedad de ser ortonormales, es decir, se cumple que

0, m#n
(emsen) = {
1, m=n
A partir de lo anterior se obtiene la siguiente definicion:

Definicion 1.3.4 (Aproximaciones de Fourier y coeficientes) La aproximacion de Fourier
de n—ésimo orden a cualquier funcion f € Ly|—n, ] se define como la proyeccion de f sobre
el subespacio lin {e i1l < n} es decir, si S, f denota la aproximacion de Fourier de orden
n, entonces

Snf = ITlin{ej||j|<n}f
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Para un conjunto ey, ..., e, de un espacio de Hilbert H y para x € H se cumple que

n
Hlin{el,...,en} = Z <X, ei> €
i=1

Asi, la aproximacion de Fourier de orden n toma la forma

Sif = ), (feei)es

j=n

= Z (f.e;)e’™, x € [-n,n]

J==n

(1.3.6)

Se puede demostrar que S,f — f en media cuadritica, es decir ||S,f — f]|*> — 0 cuando
n — oo, teniendo en cuenta la desigualdad de Bessel 2 y el hecho de que en una serie conver-
gente, sus colas tienden a cero.

Se tienen algunas propiedades de dichas series (su demostracion puede ser consultada en
[Brockwell and Davis, 1997]).

Lema 1.3.1 (Propiedades)

i) Ly[-m,x] = @{ej | j e Z}, donde sp {ej | j e Z} es el menor subespacio cerrado de
Lr[—r, ] que contiene a e,V jcz.

i) 1F1P = 32 [(f.e)

o0

ii) (f.g) = Z (fre) (8:¢))

j==o

1.4. Series de tiempo

Para poder dar un mejor entendimiento a la teoria de las secciones previas, se abordardn
conceptos referentes a las series de tiempo, definiciones y ejemplos relacionados que permitan
una comprension mas clara de todo lo desarrollado anteriormente.

Definicion 1.4.1 (Serie de Tiempo) Se define una serie de tiempo como un conjunto de
observaciones x; hechas en un tiempo especifico t.

2Desigualdad de Bessel: Para x un elemento de un espacio de Hilbert y {ey, ..., e,} un subconjunto ortonor-
mal, se tiene que 3., [(x,e;)| < l|x]|?
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Dependiendo del tipo del conjunto indizante (el decir, el conjunto a cual ¢ pertenece), se
define el tipo de la serie. Una serie de tiempo es discreta si el conjunto indizante (denotado
como 7p) es un conjunto contable. Por otro lado, una serie de tiempo continua es aquella en
la cual ¢ corre de anera continua sobre algtin intervalo de tiempo [a, b]. A menudo se usa la
notacion x(¢) para indicar que la serie es del segundo tipo.

Ahora, para el andlisis de una serie de tiempo se debe seleccionar un modelo plausible
que permita el modelado de los datos, es decir, se parte del hecho de que el valor x; es el
resultado de una variable aleatoria X; evaluada en w € Q fijo.

Definicion 1.4.2 (Proceso estocdstico) A Una familia de variables aleatorias {X;|t € T},
con Ty C T, definidas sobre el espacio de probabilidad (Q, Uy, 1) se le denomina proceso
estocdstico.

Definicion 1.4.3 (Realizacion de un proceso estocastico) Las funciones {X (w)|w € Q} de-
finidas sobre T son conocidas como las realizaciones del proceso {X;|t € T}

Frecuentemente se usa el término “serie de tiempo” para hacer referencia tanto al conjunto
de datos como al proceso del cual son realizaciones. Se debe tener en cuenta ademds que, de
la definicion de una variable aleatoria, para cada t € T fijo X; es de hecho una funcién X;(-)
definida sobre €, y para cada w € Q fijo X.(w) es una funcién definida sobre 7.

Ejemplo (Ruido blanco)

Una secuencia doble infinita de variables aleatorias independientes idénticamente dis-
tribuidas x; es una serie estrictamente estacionaria. Su funcién de autocovarianza es, con
o? = var(Xx,),

o2 x#0

h) =
yx(h) 0. x=0

Se denomina ruido blanco a una serie estacionaria x; con media cero y funcién de autocova-
rianza como la dada anteriormente. Cualquier secuencia de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas con varianza finita es un ruido blanco.

Ejemplo (Autorregresion)

Dada una serie ruido blanco w; con varianza o> y ¢ € R, considere las ecuaciones
Xt = Gxt_l + wy

A dicha serie se le denomina serie autorregresiva de orden 1, y se denota por AR(1). Se tiene
que, para |¢| < 1, x; se puede expresar de la forma

(o]
X = Z W™
j=1



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

0 100 200 300 400 500

Figura 1.2: Ruido blanco Gaussiano (las variables w, siguen una distribucién normal estdndar)
generado a partir de una muestra de datos de tamafio 500, con media cero y varianza 1

Se puede demostrar ademds que dicha serie es convergente u — c.t.p. Al sustituir la expresion
anterior en la recursion inicial, se puede verficar que x; cumple la igualdad.

10
|

-10

0 100 200 300 400 500

Figura 1.3: Serie autorregresiva dada por la ecuacién x; = x;—1 —0.9x;_» + w;, para w; el ruido blanco
dado en la figura ??

Ejemplo (Media mévil)
Para w; un ruido blanco dado con varianza o? y € un escalar, sea

X = wy + 0w
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A la serie x; se le denomina media movil de orden 1. Se puede verificar que dicha serie es
estacionaria con EX; = 0. Se puede verificar que la funcién de autocovarianza de la media
movil es de la forma

(1+6%)0% h=0

_ _ 2
Yx(h) = Cov(wisn + OwWisp-1,wr + Owi—1) = { 007, h==+1
0, €n otro caso

o
o -
o -
("I) —

I I I I I I

0 100 200 300 400 500

Figura 1.4: Serie de media mévil dada por la ecuacion x; = w; +—0.5w;—1, siendo w, un ruido blanco
Gaussiano

Al tener que X; es una variable aleatoria, se puede considerar entonces el problema de
hallar el mejor predictor lineal de una serie de tiempo X;, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo (Mejor predictor lineal de una serie autorregresiva)

Para una serie de tiempo autorregresiva como la dada en el ejemplo 1.4 con |¢| < 1, se
puede ver que el mejor predictor lineal de x,4; dadas las variables xi, ..., x, es ¢x,. Por la
relacion de recurrencia, se tiene que:

E(xpi1]X15 .0 Xn) = E(Ox; + Wpat| X1y .0y Xn)
por el lema 1.2.1 junto con del hecho de que X, € lin(xy, ..., x,), se tiene que

E(dxn + Wni1l X155 Xn) = QE (x| X1, ..y Xn) + E(Wps1]|X15 05 Xn)
= ¢xn + E(Wps1|X1, .00 Xn)
dado que por definicién w es una secuencia de variables aleatorias independientes con media
cero, se obtiene que w4+ es independiente de las variables w;, i € 1,...,n, lo anterior implica
que E(wy+1|x1,...,x,) = 0y por tanto
E(xn+1 |X1, ceey xn) = dxn

Asi, para predecir x,+1 = 0x, + w,+1, basta tomar w, € igualarla al valor de la media, que
es cero.
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1.4.1. Propiedades de Series de Tiempo

A menudo, una serie de tiempo puede describirse mediante una suma de componentes,
tales como una componente que refleja el comportamiento temporal de la misma, otra que
refleja su patrén de tendencia, mas una componente residual. Para poder realizar inferencias
estadisticas sobre dichas componentes, es necesario simplificar la estructura que rige el
comportamiento de la serie. Una de dichas asunciones, y quizd de las mds importantes, es
que las propiedades probabilisticas de la serie sean independientes de la variacion del tiempo,
es decir, que dicha serie posee una especie de equilibrio probabilistico. Esto es conocido
normalmente bajo el concepto de estacionariedad. formalmente, se define como sigue:

Definicion 1.4.4 (Serie estacionaria) Un proceso estocdstico { X;} se dice que es estacionario
(o estrictamente estacionario) si, para un conjunto de variables aleatorias X, ..., X;,, se
cumple que la funcion de distribucion conjunta de dichas variables coincide con la funcion de
distribucion conjunta de las variables X;, i, ..., X; —k, para cualquier tupla de coordenadas
temporales ti,...,t, y cualquier k € Z [Cryer and Chan, 2008]. De manera similar, un proceso
es estrictamente estacionario si se cumple que

P (th <cpyen Xy, < Cn) =P (th—k <cpyen Xp—k < Cn)

para cualquier n € N, para cualquier escogencia de puntos ty,....t, y para cualquier k € Z
[Shumway and Stoffer, 2010]

Teniendo en cuenta el hecho de que casi nunca se posee el proceso del que proviene una
serie de tiempo, la definicién anterior de estacionariedad es muy dificil de aplicar, aunque
muy fuerte. Es por ello que se trabaja con una version mas debil de la misma, que defines
ciertas condiciones para los dos primeros momentos de la misma. Para definir dicha nocion
de estacionariedad, primero se definen una serie de funciones, que serdn bastante utiles mds
adelante:

Definicion 1.4.5 (Medidas de dependencia) Sea X, una serie de variables aleatorias. Enton-
ces:

» la funciéon media de X, se define como

o = E(x) = / xfi(x)dx

o0

dado el hecho de que exista. E() denota el operador de valor esperado (o esperanza), y
fi(x) denota la funcion de densidad de la variable X;. cuando se sobreentiende la serie,
dicha funcion se denota como

» la funcién de autocovarianza se define como
Yx(s,1) = E [(Xy — ps)(Xr — pr)]

para cualquier s,t € Z. Cuando no hay confusion sobre la serie con la que se trabaja,
dicha funcion se denota como y(s,t)
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» la funcién de autocorrelacion (ACF) de X, se define como

y(s,1)

Vy(s,8)y(t,1)

La funcion de autocovarianza mide la dependencia lineal entre dos observaciones de la
serie X;. A pesar de que entre dos puntos cualesquiera s, ¢ de la serie se cumpla que y(s,7) = 0,
esto no implica que los puntos X, X; sean independientes, dado que puede existir un tipo de
relacion entre ellas diferente a la lineal. Por su parte, la ACF se encarga de medir qué tan bien
se puede predecir una serie en el tiempo ¢ usando sélo la variable s. Puede mostrarse que la
ACF cumple que —1 < p(s,t) < 1. Si se puede predecir el valor  mediante una relacién lineal
x; = PBo + B1xs, entonces el valor de la ACF serd cercano a 1 cuando 8; > 0y cercano a —1
cuando g < 0. De la ACF se obtiene entonces una primera medida de prediccion de una serie.

p(s,1) =

Nuevamente, se debe tener en cuenta que casi nunca se poseen las funciones de densidad
de las variablesque conforman la serie, dado que a priori solo se trabaja con un conjunto de
datos. Es por ello que para calcular dichas funciones, se usan estimadores que trabajan con
base a los datos, y de cuyos detalles puede verse en [Shumway and Stoffer, 2010]. Para ilustrar
mejor la definicion 1.4.5, se tienen los siguientes ejemplos:

Ejemplo (Funciones de media, autocovarianza y ACF

Se tienen los siguientes ejemplos:

= la funcién media definida para una media mévil dada por
vi=3 (W1 + Wy + Wy1)
siendo {wy };cz un ruido blanco Gaussiano, es
pr = EO) = 5 [E(@r-1) + (@) + E@i.)] =0
dado que por definicién E(w;) =0

= la funcién de autocovarianza de la media mévil definida anteriormente estd dada por

Yv = E[(vs = 0)(v; - 0)]

1
= §E [(Ws-1 + w5 + g1 )(Wi-1 + W; + Wr41)]

Es preferible calcular dicha funcién de autocovarianza como relacién de la separacién
entre t y s: si h = s — t entonces se calculan los valores de dicha funcion para / € Z.
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Parah =0
1
vy(t,t) = §E [(wi-1 + W + Wir1) (W1 + W + Wp41)]
1
=3 [E(wi—1wi-1) + E(wiw;) + E(wpr1wi41)]
_3
)
Parah =1
1
Yt +1,8) = §E [(wr + Wis1 + W) (W1 + W; + Wps1)]
1
= §E [E(ww;) + E(wi1)(Wi+1)]
_2
"9

De manera similar se obtienen resultados para los valores de v, (t — 1,7) = 2/9,y,(t +
2,t) = y,(t —2,t) = 1/9 y 0 para una separaracién mayor de los valores s,7. Asi, la
funcioén de autocovarianza para v; estd dada por

1/3, s=t

2/9, |s—t|=1
)/V(t’s) =

1/9, |s—t|=2

0, |s—t] >3

Con base en las funciones anteriores, se puede definir la nocion de estacionariedad debil
(de ahora en adelante denotada simplemente como estacionariedad):

Definicion 1.4.6 (Serie débilmente estacionaria) Una serie débilmente estacionaria {X; };cz
es un proceso de varianza finita que ademds cumple que:

» [a funcion media, definida en 1.4.5 es constante y no depende del tiempo t y

» la funcion de autocovarianza definida en 1.4.5 solo depende de la separacion entre los
indices s,t, es decir, solo depende de |s — t|.

Puede probarse que cualquer serie que sea estrictamente estacionaria es débilmente estacio-
naria. Sin embargo, el reciproco no es cierto. Con base a la definicién anterior, las funciones
de media, autocovarianza y ACF definidas antes pueden ser simplificadas en su notacion: para
una serie estacionaria X;, como la funcién de media es independiente de ¢, puede reeescribirse
simplemente como y; = u. Ademads, por la segunda parte de la definicion anterior la funcién
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de autocovarianza solo depende de |s — ¢|, puede simeplificarse como se muestra: si s =t + h
, donde h representa la diferencia de tiempo (retroceso), entonces se tiene que

Y(t + h1) = E[(xeen — p)(xe) — )]
= E[(xn — m)(xo — )] y(h,0)
donde se ha asumido que Var(x;) = y(0,0) < oo. Dado que y(4,0) no depende del argumento
de tiempo ¢, se denotard la funcion de autocovarianza solamente como la separacion entre los

indices s,1, es decir, se escribird como y(h).Asi, de lo anterior se obtienen las definiciones
alternas de las funciones de autocovarianza y ACF de una serie estacionaria x;:

Y(h) = E (Xpan — w)(xe = )]
y(t +ht) v(h)
p(h) = =
Vy(t + bt + hyy(t,r)  v(0)
Un hecho importante que no se menciond sobre las funciones de autocovarianza y ACF
de series estacionarias es que cumplen varias propiedades, entre ellas una de las m4s utiles es

que cummplen que son simétricas alrededor del origen. Asi, para calcular sus valores, solo se
usan las separaciones 4 (como se mostré en el ejemplo anterior) para los cuales 4 > 0.

Ejemplo (Funciéon de autocovarianza de la media movil)

Se vi6 anteriormente que la funcién de autocovarianza definida para la media mévil

1
Vi = 3 [Wi-1 + W + Wiyt ]
con {w; };ez un ruido blanco Gaussiano estd dada por
1/3, s=t
2/9, |s—t|=1
t,s)=

WESIEN g s i =2

0, |s—1t] >3

Puede apreciarse entonces que dicha funcion solo depende de la serapacion de puntos de la
serie en los tiempos s y ¢, con lo cual, sumado al hecho de que tiene media constante cero por
por ser combinacion de un ruido blanco Gaussiano, se obtiene que la serie de medias moéviles
{Vv:}1ez €s una serie estacionaria.

Anteriormente, distintos tipos de series de tiempo se han mostrado como ejemplo, debido a
su amplia utilidida y su relativa facilidad de aplicacion a la hora de modelar el comportamiento
de una serie de tiempo. Estos modelos, junto con determinadas herramientas mostradas mds
adelante permiten la construccién de modelos con una serie de propiedades importante, y que
mediante un método escencialmente igual al planteado en secciones anteriores (regresion),
permite a dichos modelos dar una serie de predicciones sobre los valores futuros sobre una
serie.
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1.4.2. Modelos ARIMA

Lo modelos ARIMA permiten el modelado de series de tiempo que cumplen determiandas
condiciones. En escencia, dicho modelos permiten entender el comportamiento y la prediccion
de series no estacionarias; dichos modelos son particularmente ttiles en el mercado de divisas,
dado que muchas herramientas que se usan para describir el comportamiento del mercado se
basan en dichos modelos. Anteriormente, se vieron ejemplos de modelos autorregresivos y
de medias méviles, que hacen parte dsu construccion. Para dar una definicién formal sobre
los modelos ARIMA, se abordardn de manera un poco mas general las partes mencionadas.

Definicion 1.4.7 (Modelo Autoregresivo de orden p) Para una serie estacionaria Xx;, un
modelo autoregresivo de orden p (denotado AR(p)) se define como

Xt = P1Xxe—1 + Poxp2 + -+ PpXe—p + Wy

donde ¢1,...,¢, son constantes con ¢, # 0, w; es un ruido blanco Gaussiano con media 0'y
varianza o,

Generalmente la media de x; es cero. De no serlo, se reemplaza x; por x; — u en la igualdad
anterior, y se llega a un modelo AR(p) de la forma

Xt =@+ Q1 X—1 + PaXp2+ -+ PpXe—p + Wy

donde @ = (1 —¢1 —--- = ¢,). Una forma alterna de escribir un modelo AR(p) tiene que ver
con el operador de retroceso, definido como sigue:

Definicion 1.4.8 (Operador de Retroceso) Para una serie de tiempo x;, se define el operador
de retroceso como

Bx; = xi-1

Puede extenderse a potencias naturales, por ejemplo B*x; = x;_o. De manera general,
kat = Xt—k

Un concepto importante en el andlisis de series de tiempo es la diferenciacion. Para una
serie de tiempo x;, se define la serie diferenciada como

Vx = x = x-1

puede probarse que, al diferenciar una serie, la serie resultante es estacionaria. Una relacion
con el operador de retroceso y la diferenciacion de una serie estd dada por

th = (1 — B).xt
el orden de diferenciacion se define como

v¢ =(1- B)
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La técnica de diferenciacion es una componente importante de los modelos ARIMA de Box
y Jenkins [Shumway and Stoffer, 2010] Mediante el operador de retroceso, el modelo AR(p)
puede ser descrito como

(1= ¢1B~¢2B> — -~ ¢,B")x, = w,
De lo anterior, puede considerarse el operador de autorregresion, definido como
O(B) = (1~ ¢1B ~ ¢p2B” ~ -+ — ¢, B")

Como se mencion6 anteriormente, un proceso AR(1) de la forma
X = QX1 + wy

puede describirse como un modelo de media movil infinito, teniendo en cuenta que para
ello se debe cumplir que |¢| < 1, es decir, x; se puede expresar de la forma

(oY)
Xt = Z ¢ w-j
J=0

De lo anterior pueden derivarse propiedades de las funciones de autocovarianza y ACF de x;,
que pueden verse en [Shumway and Stoffer, 2010]

Definicion 1.4.9 (Modelo de media mévil de orden q) El modelo de media mévil de orden q
(denotado por MA(q)) se define como

Xt = Wy + 9]&)[_1 + -0+ an)t_q
conf, #0,y04,...,0, son parametros. Se asume ademdas que w; es un ruido blanco Gaussiano.

Al igual que con el modelo AR(p), se puede establecer una relacion entre el operador de
retroceso y proceso de media mévil, considerando el operador de media mévil definido como

O(B)=1+6,B+6,B>+---+6,B

un hecho importante es que el proceso de media mévil es estacionario para cuaquier conjunto
de pardmetros 6, ...,6,. Los operadores autoregresivos y de media mévil son bastante ttiles
para mostrar propiedades generales de los modelos ARMA, definidos a continuacién

Definicion 1.4.10 (Modelo Autorregresivo de Media Moévil - ARMA) Sea {x; };cz una serie
de tiempo estacionaria. Dicha serie es un modelo ARMA de ordenes p, q (denotado por
ARMA(p,q)) si se cumple que

Xp = @1X-1 + PoXpp + -+ ¢pxt—p +w + 0w+ + ngt—q

donde ¢, # 0,0, # 0y a2 > 0. Los pardmetros p y q son llamados los rdenes autoregresivos
y de media movil, respectivamente. Si x; tiene media no nula, entonces considerando un
proceso similar al visto en la definicion 1.4.7, se fija @ = u(1 — ¢1 —--- — ¢,) y el modelo se
reescribe como

X =a+P1x-1+drx 2+ FGpxpptw+ 01w+ + Oy
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Claramente, los modelos AR(p) y MA(q) son casos particulares del modelo ARMA. Teniendo
en cuenta lo mencionado sobre los operadores de retroceso y de media mévil, un modelo
ARMA puede exresarse mediante dichos operadores como

®(B)x; = O(B)w;

existen una serie de problames subyacentes en los modelos ARIMA que pueden derivarse de
la definicion de los mismos (ver ejemplos 3.2, 3.4 y 3.5 de [Shumway and Stoffer, 2010])
Resumidamente, son los siguientes:

= El modelo posee redundancia de pardmetros
= Modelos estacionarios AR pueden depender de observaciones futuras
= No unicidad de los modelos MA

Para solucionar dichos problemas, se requieren restricciones adiciones sobre los pardme-
tros del modelo, para ello se consideran los siguientes polinomiales:

Definicion 1.4.11 (Polinomiales AR y MA) Respectivamente, se definen los polinomiales AR
y MA como

p(2)=1—-p1z—--—¢pz’, ¢, #0
0(z)=1+61z+---+642%, 6,#0

para z € C

Para solucionar los problemas de posibles dependencias futuras y no unicidad de los
modelos MA, se definirdn las nociones de causalidad e invertibilidad de un modelo ARMA.
Para efectos précticos, se veran propiedades equivalentes de dichos conceptos. Las definiciones
respectivas pueden verse en [Shumway and Stoffer, 2010]

Definicion 1.4.12 Causalidad de un modelo ARMA (p,q) Un modelo ARMA(p,q) es causal
siy solo si ¢(z) # 0 para |z| < 1, es decir, dicho modelo es causal solo cuando las raices del
polinomial ¢(z) caen por fuera del circulo unitario.

Definicion 1.4.13 Invertibilidad de un modelo ARMA (p,q) Un modelo ARMA(p,q) es inver-
tible si y solo si 6(z) # 0 para |z| < 1, es decir, un modelo ARMA(p,q) es invertible solo si
las raices de 6(z) caen por fuera del circulo unitario.

Intuitivamente, la nocién de causalidad de un modelo ARMA es que el valor de la serie
en un punto ¢ dependerd (si ese es el caso) solo de las observaciones pasadas, mientras que
un modelo es invertible si el modelo MA que conforma la serie puede expresarse de manera
unica. Para el problema final de la redundancia de pardmetros, lo que se hace es partir de
la representacion del modelo dada por ®(B)x; = O(B)w;. Al considerar los operadores @, ®
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dependientes de la variable z, se obtienen los polinomiales AR, MA definidos anteriormente.
se obtiene entonces de lo anterior que

#(z) = 0(z)

Al factorizar dichos polinomiales, dado el caso de que hayan parametros redundantes, estos
se veran expresados como factores de las expresiones polinomiales de la igualdad anterior. Lo
que se hace, simplemente, es cancelar dichos factores que estén a ambos lados de la igualdad.
Se examinard a continuacién un ejemplo sobre como proceder respecto a la redundancia de
pardmetros, causalidad e invertibilidad

Ejemplo (Redundancia de parametros)

Considere el proceso
xr=04x,_1 +0.45x0 + wy + w1 + 0.25w;_»
que en su forma de operador se puede expresar como
(1-0.4B - 0.45B%)x, = (1 + B + 0.25B%)w,

Podria darse la impresiéon de que, en la forma inicialmente mostrada, x; sigue un proceso
ARMA(2,2). Sin embargo, al considerar los polinomiales asociados

#(z) = (1 - 0.4z —0.45z%) = (1 + 0.5z)(1 — 0.92)
0(z) = (1 + z + 0.25%) = (1 + 0.5z)?

se observa que ambos polinomiales tienen un factor asociado. Después de operar, los polino-
miales adquieren la forma ¢(z) = (1 — 0.92) y 6(z) = (1 + 0.5z), asi que el modelo puede ser
descrito como

Xy =09x,_1 +0.5w;1 + w;

Lo cual, permite concluir que x; sigue un proceso ARMA(1,1). Puede verse ademds que, al
calcular las raices de los polinomiales ¢(z),6(z), se observa que los médulos de dichas raices
caen por fuera del circulo unitario.

Los conceptos y definiciones desarrollados anteriormente permiten su aplicabilidad a se-
ries estacionarias. Sin embargo, lo que se encuentra cominmente es que las series de tiempo,
sin importar su indole, presentan comportamientos o patrones que indica que la serie sea no
estacionaria. Es por ello que se hace necesario el desarrollar medios para los cuales herra-
mientas desarrolladas anteriormente puedan ser aplicables en este contexto particular.

Generalmente, las series no estacionarias pueden ser vistas como una suma de dos com-
ponentes: una componente no estacionaria (vista como componente de tendecia) mas otra
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componente estacionaria de media cero. Como se mencioné antes, el diferenciar una serie
permite transformarla en una serie estacionaria, eliminado dichos componentes que generan
algun tipo de temporalidad o tendencia. Asi, la clase de modelos integrados ARMA o ARI-
MA, es aquella clase de modelos de series no estacionarios, que involucra un proceso de
diferenciacion para obtener como resultado otra serie estacionaria.

Definicion 1.4.14 (Modelos Autoregresivos Integrados de Media Movil - ARIMA) un pro-
ceso x; se dice que es ARIMA de ordenes p,d,q (denotado por ARIMA(p,d,q)) si

det = (1 - B)dx,
es ARMA(p,q). En general, un modelo ARIMA(p,d,q) se denota como
@(B)(1 - B)'x, = O(B)uw,

Si se tiene que E(V¢x;) = u (valor esperado de la serie diferenciada), entonces se denota el
modelo como

®(B)(1 — B)!x, = @ + O(B)w;
donde a = u(1 — ¢y —--- = ¢p)

El indice d del modelo ARIMA indica las veces que se debe diferenciar la serie de tal mane-
ra que la serie diferenciada d veces (denotado por V9x;) cumpla que es un modelo ARMA(p,q).

Algunos modelos ARIMA son bastante importantes debido al hecho de que varias series
financieras pueden modelarse exitosamente mediante estos. De ellos, se verd un ejemplo a
continuacion.

Ejemplo (Modelos IMA(1,1) y EWMA)

El modelo ARIMA(0,1,1) (denotado como IMA(1,1)) es usado en serie financieras tanto
para entender como para predecir el comportamiento de dicha serie. Para la prediccién de
una serie, tiende a usarse como un método llamado Media Movil Exponencial Ponderada
(EWMA por sus siglas en inglés). Inicialmente, dicho modelo es descrito de la forma

X = Xi—1 + Wy — Awp—q
Puede verse que cuando |1| < 1, dicho modelo tiene una representacion invertible de la forma
[ee]
X = Z (1-2) /l]_lx,_j + wy
Jj=1

Ahora, se asume que se conocen todos los valores de la serie menores o iguales a un punto n
dado. Sea X4 el valor esperado condicional del valor x,, dados los valores de la serie con
indice menor que n, esto es

Xnr1 = E (xn+1|xn’xn—1» )
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(Aca dicha esperanza condicional significa el valor® de la serie que minimiza el error cua-
dritico medio entre la observacion real y la predicha). De lo anterior y mediante una serie de
manipulaciones, se obtiene que

Xp+1 = (1 - ﬂ)xn + AX,

paran € Ny sujeta a la condicion inicial de que Xy = 0. Asi, se obtiene la predicion del valor
n + 1 de la serie seria una combinacion lineal de la anterior prediccion (la prediccién en el
momento n) y el valor de la serie en el momento n. Al pardmetro A generalmente se le conoce
como constante de suavizado y se restringe a valores entre O y 1.

Para una serie x;, puede calcularse un modelo ARIMA(p,d,q) que permita modelar el
comportamiento bajo ciertos criterios (puede verse mds en [Shumway and Stoffer, 2010]).
Dichos modelos pueden usarse en conjunto con otros tipos de modelos predictivos aplicados
al contexto de series financieras que permiten la mejora significativa de los valores de pre-
diccién del modelo. El modelo que compete en este trabajo (modelo ANFIS) puede usarse
en complemento modelos de series de tiempo para para lograr un mejor comportamiento
modelando ciertas variables. La estructura y funcionamiento de dichos modelos se mostrara
en el siguiente capitulo.

3Dicho valor puede ser calculado mediante una serie de algoritmos. Dichos métodos de cdlculo se muestran
en [Shumway and Stoffer, 2010]



Capitulo 2

Aproximacion universal

En la légica cléasica, se dan afirmaciones generalmente de dos tipos, donde su valor de
verdad se ve comprendido solo entre dos valores. Sin embargo, dada la naturaleza del pen-
samiento humano, existen afirmaciones cuyo valor de verdad tiende a ser algo subjetivo, es
decir afirmaciones donde su validez cambia segun la percepcion. Por ejemplo, si se condidera
bajo la l6gica cldsica un conjunto de personas donde su altura es mayor que 2 mt, una persona
cuya altura sea de 1.99 mt no seria una persona alta. Sin embargo, si se considera dicha
afirmacidn bajo la l6gica difusa, el valor de verdad se verd comprendido entre un rango de
valores mayor al doblete {0, 1}. La l6gica difusa permite dotar de significado matematico a
dichas afirmaciones, generalizar la teoria de deduccion de l6gica clasica para un determinado
conjunto de afirmaciones.

Este capitulo tiene entonces como objeto abordar dicha teoria, dar una comprensién sobre
los conjuntos difusos, definir una estructura sobre dicho conjuntos y porsteriormente trabajar
sobre un conjunto de reglas para abordar asi el teorema de aproximacion universal, que brinda
una de tantas formas de aporximacion de funciones mediante ANFIS.

2.1. Lodgica difusa

De manera intuitiva, se define un conjunto difuso sin una frontera clara, es decir, donde la
pertenencia de los elementos a dicho conjunto se ve de manera parcial, tomando un conjunto
de valores distintos a los dados la pertenencia cldsica. Dicha pertenencia se ve caracterizada
por una funcion (funcién indicadora, denotada por 14) definida para A € X, como se muestra
en 2.1.1. Se busca, por ende, que la pertenencia para un conjunto difuso se vea reflejada de
manera similar sobre un determinado rango de valores. La siguiente definicion mostrard de
manera formal la definicién de un conjunto difuso.

1A X - {0,1}

I, xeA 2.1.1)

x> 1a(x): 0 x¢A

24
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Definicion 2.1.1 (Conjunto difuso) Sea X un conjunto. Un conjunto difuso A en X se define
como el conjunto de pares ordenados

A =A{(x,ua(x)) | x € X}

donde uy : X — T, se denomina funcion de pertenencia (o de manera abreiada MF) del
conjunto A, para T un subconjunto del intervalo [0,1].

Se puede ver que la definicion anterior es una extension de la definicién de funcién in-
dicadora de un conjunto clasico A, tomando 7 = {0, 1}. La definicién anterior indica que a
cada elemento del conjunto A se le asocia un valor comprendido entre 0 y 1, denominado el
valor de pertenencia del elemento al conjunto A. Al conjunto X se le conoce como el universo
relativo al conjunto A. Dicho universo se conoce como discreto si su cardinal es contable. de
lo contrario, se dice que X es continuo.

Ejemplo (Conjunto difuso con un universo discreto)

Sea X ={1,2,3,4,5,6} el nimero de hijos que una familia puede escojer tener. Entonces
el conjunto A definido como “niimero sensible de nifios en una familia” puede tener la forma

A = {(0,0.1),(1,0.3),(2,0.7),(3,1),(4,0.7),(5,0.3),(6,0.1)}

De manera gréfica, dicho conjunto tiene la forma mostrada en la figura 2.1 (a).

Ejemplo (Conjunto difuso con un universo continuo)

Sea X = R* el conjunto de posibles edades para seres humanos. Entonces el conjunto
difuso B = “aproximadamente 50 aiios” se puede expresar de la forma

B = {(x,up(x)) | x € X}

donde
1

4
-50
1+ (XT)

De manera grafica, el conjunto difuso B tiene la forma mostrada en la figura 2.1 (b)

up(x) =

Es importante aclarar que la especificacion de funciones de pertenencia puede ser de
manera subjetiva, es decir, las funciones especificadas por el mismo concepto pueden variar
considerablemente, esta subjetividad viene de diferencias individuales al percibir o expresar
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(a) MF on a discrete X (b) MF on a continuous X
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Figura 2.1: La parte a) muestra de manera el conjunto difuso A definido sobre un universo discreto.
La parte b) muestra conjunto difuso B definido sobre un universo continuo. A cada elemento de X se
le asocia un grado de pertenencia mediante u. Tomado de [Jang and Sun, 1995]

concepttos abstractos y tiene que ver con la aleatoriedad. Por tanto, la subjetividad y la no
aleatoriedad de los conjuntos difusos es la principal diferencia entre el estudio de los conjuntos
difusos y la teorfa de la probabilidad.

Con base a la funcion de pertenencia de un conjunto se pueden definir relaciones para
conjuntos difusos A, B tal como se hace en la teorfa de conjuntos clésica.

Definicion 2.1.2 (Relaciones entre conjuntos difusos) Sean A, B conjuntos difusos. Se de-
finen las relaciones de contencion, interseccion, union y complemento de dichos conjuntos
como sigue:

i) Contencion. Se dice que A C B sii ¥V ex pa(x) < up(x)

ii) Unién. La union de los conjunto difusos A, B es nuevamente un conjunto difuso C,
caracterizado por la MF dada por

pc(x) = max{pa(x), up(x)} = pa(x) vV up(x)
Dicha union se denota por A U B.

iti) Interseccion. Para A, B conjuntos difusos, la interseccion de dichos conjuntos difusos
es un conjunto difuso C caracterizado por la MF dada por

pc(x) = min{pa(x), up(x)} = pa(x) A pp(x)

Lo anterior se denota por A N B.
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iv) Complemento. El complemento del conjunto difuso A estd dado por la MF
pz(x) = 1= pa(x)

Donde A denota el complemento del conjunto difuso A. También se suele denotar por
~A

Se pueden ilustrar las relaciones anteriores de manera grafica, como se muestra a conti-
nuacion

(a) two fuzzy sets A, B (b) "NOT A"
A B
1+ . 1
05t - 05 .
0 S 0
(c)"AORB" (d)"A AND B"

0

Figura 2.2: La parte (a) muestra dos conjuntos difusos A, B. La parte (b) muestra el complemento del
conjunto difuso A. las partes (c), (d) muestran las operaciones de unidn e interseccién de los conjuntos
difusos A, B respectivamente. Tomado de [Jang and Sun, 1995]

Para dos conjuntos difusos A, B se puede definir una relacién que haga las veces de
producto cartesiano entre dichos conjuntos.

Definicion 2.1.3 (Producto cartesiano) Sean A, B conjuntos difusos en X y Y respectivamen-
te. El producto A X B es un conjunto difuso en el conjunto X XY caracterizado por la funcion
de pertenencia

Maxp(x,y) = min{ua(x), up(y)}

De la definicién 2.1.1 se infiere que los conjuntos difusos estan caracterizados por la
funcién de pertenencia. Se busca, por tanto, dar una expresion matemadtica que permita la
simplicidad a la hora de ver la representacion del conjunto difuso. Algunos tipos de funciones
de pertenencia se pueden ver en [Jang and Sun, 1995].
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2.1.1. Razonamiento difuso

La inferencia difusa permite desarrollar tecnicas de deduccion similares a las usadas en
la l6gica clésica; a partir de un conjunto de reglas y de hechos conocidos, se pueden derivar
determinandas conclusiones. Dicho conjunto de reglas se denomina conjunto de reglas difu-
sas, donde cada una es de la forma “si x es A entonces y es B, con A y B conjuntos difusos
en universos X, Y respectivamente. dicha regla suele ser denotada por A — B.

En el razonamiento difuso, el modus ponens se usa de una manera “aproximada'(se le
conoce como Modus Ponens generalizado - GMP. Cuando los conjuntos son nitidos, es decir,
cldsicos, se obtiene el modus ponens clédsico). Por ejemplo, si se tiene la afirmacion “si el
tomate es rojo entonces el tomate estd maduro” y se tiene que el tomate en efecto es rojo,
entonces se concluye que el tomate estd maduro. Si se sabe que el tomate estd mds o menos
rojo, entonces se infiere que el tomate estd “mdas o menos maduro”. Si se denota A como ser
rojo, B como ser maduro, A’ como ser mas 0 menos rojo y B’ como mas o menos maduro, lo
anterior toma la siguiente forma: si x es A entonces y es By se tiene que x es A’, entonces
se infiere que y es B’. Se puede ver de lo anterior que A’, B’ son conjuntos cercanos a A, B
respectivamente, es decir, conjuntos donde su interseccion es mds de un elemento. De manera
general, se define el razonamiento difuso como sigue.

Definicion 2.1.4 (Razonamiento difuso - Razonamiento aproximado) Sean A, A’ conjuntos
difusos de X y B conjunto difuso de Y. Si la implicacion difusa A — B se expresa como una
relacion en X X Y. Entonces el conjunto difuso B’ inducido por la afirmacion x es A’ y la
regla difusa® si x es A entonces y es B esta caraterizado por la funcion de pertenencia

up(y) = m)(czx min{ua(x), ur(x,y)}
= Vy(ua(x) A ugr(x,y)

donde V, y A denotan mdximo y minimo, respectivamente y ug(x,y) se define como una
relacion binaria difusa en el producto cartesiano X XY .

A partir de lo anterior, se consideran entonces casos donde la forma y el nimero de reglas
difusas varie.

Una regla con un antecedente

La definicion anterior expresa de manera formal una regla difusa con un antecedente:
dado que up(y) = Vi(ua(x) A ur(x,y)), se obtiene la ecuacion?

up (y) = Va(pa(x) A pa(x)) A up(y) = w A up(y).

IReferida tambien como regla difusa si-entonces.

2Hay que tener en cuenta que la implicacion difusa A — B se expresa como una relacién en X X Y, donde la
MF de dicha relacién estd dada por ug(x,y) = ma(x) A mp(y). A lo anterior se le conoce como la implicacién
difusa de Mamdani. Ver [Jang and Sun, 1995]
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A dicho w se le conoce como el grado de coincidencia entre A y A’. De manera gréfica, se
tiene que dicha regla toma la forma mostrada en la siguiente figura. La MF del conjunto B’
seria equivalente a la MF de B cortada por w.

min

>V

Y

Figura 2.3: Razonamiento difuso para una regla con un antecedente. Tomado de [Jang and Sun, 1995]

Una regla con miitiples antecedentes

Una regla difusa con dos antecedentes es usualmente escrita como si x es Ay y es B
entonces 7 es C. El correspondiente problema para el GMP es expresado como sigue: si se
tiene que si x es Ay y es B entonces z es C'y se cumple ademds que x es A’ y y es B’ se
concluye que z es C’.

La MF del conjunto difuso C’ estd dada, para (x,y,z) € X XY X Z 3, por

per(z) = [Ve(a(x) A parCO) A [Vy(up(y) A uar ()] A pue(z)
= (w1 A w2) A pc(z)

Se puede generalizar para una regla con mas de dos antecedentes. De manera gréfica, puede
apreciarse esto en la firgura 2.5

Miuiltiples reglas con multiples antecedentes

Si se tienen los hechos x es A’y y es B’ y lasreglas si x es A1 y y es By entonces zes Cy y
si x es Ay y y es By entonces 7 es Cy, se concluye que z es C’, donde C’ es el maximo de los
C! dados al tener las reglas con multiples antecedentes (se puede ver lo anterior de manera
gréfica en la siguiente figura). La MF de dicho conjunto C” es de la forma

per(z) = pey(z) V ue()

El razonamiento difuso permite crear determinados modelos que funcionan acorde a una
forma y definicién particular del tipo de reglas de inferencia, dependiendo de su definicién en
la parte consecuente. A continuacion, se definird y se profundizard en un modo de formulacién
de reglas que permite definir el modelo de inferencia de Sugeno.

3C, C’ conjuntos difusos del universo Z
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min

_________________________________

Figura 2.4: Razonamiento difuso para una regla con mdltiples antecedentes. Tomado de [Jang and
Sun, 1995]

min

Figura 2.5: Razonamiento difuso para miltiples reglas con miltiples antecedentes. Tomado de [Jang
and Sun, 1995]

2.2. Modelo de inferencia de Sugeno (Modelo TSK)

Los modelos de inferencia difusa son modelos computacionales basados en teoria difusa
de conjuntos, reglas difusas y razonamiento difuso. Sus aplicaciones van desde control auto-
matico, clasificacion de datos, vision compoutacional, etc.

la estructura cldsica de un sistema de inferencia difusa consiste de 3 componentes con-
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ceptuales:
i) Una regla base, que contiene una seleccion de reglas difusas.

ii) Una base de datos (denominada diccionario), que define las funciones de pertenencia
usadas en las reglas difusas.

iii) Un mecanismo de razonamiento, que realiza el proceso de inferencia sobre las reglas y
hechos dados para dar una salida o conclusion.

Un sistema de inferencia difusa puede tomar entradas tanto nitidas como difusas. Dicho
sistema implementa un mapeo no lineal de su espacio de entrada a su espacio de salida,
realizado por medio de un nimero de reglas difusas que describen de manera local el com-
portamiento del modelo. De manera particular, el antecedente de una regla define una regién
difusa en el espacio de entrada, mientras que el consecuente define una regién difusa en el
espacio de salida.

Definicion 2.2.1 (Modelo difuso de Sugeno) las reglas de un modelo difuso de Sugeno
(también conocido como modelo Takagi-Sugeno-Kang) tienen la siguiente forma: si x es A’y
y es B entonces 7 = f(x,y), donde A, B son conjuntos difusos en el antecedente y 7 = f(x,y)
es una funcion en el consecuente.

Usualmente f(x,y) es un polinomio en las variables de entrada x, y, pero puede ser cual-
quier funcién que describa de manera apropiada la salida del modelo con la regién difusa
especificada por el antecedente de la regla. Si f(x,y) es un polinomio de primer orden, en-
tonces el modelo difuso es llamado modelo de Sugeno de primer orden. Si f es constante,
entonces el modelo es llamado modelo de Sugeno de orden cero.

Ejemplo (Modelo de Sugeno con una entrada - comparacion.)

Para ilustrar un poco la definicion , un ejemplo de una sola entrada de un modelo difuso
de Sugeno es dado por

Si X es pequeiio entonces ¥ = 0.1X + 6.4
Si X es mediano entonces ¥ = -0.5X +4
Si X es grande entonces ¥ = X — 2

Donde “pequefio, mediano, grande” son conjuntos con MF dadas en la figura 2.7. Si
dichos conjuntos se consideran como conjuntos clasicos, sus funciones de pertenencia son
constantes, y la respectiva funcién de salida es lineal. Si por el contrario dichos conjuntos
se consideran como conjuntos difusos, con funciones de pertenencia dadas por la figura c)
entonces se obtiene como salida una funcion suave como la vista en d).
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min or
product
B A1 A B,
f\ ”””””””””” ) /\ _______________________________ wy Zy=p,X+qy+r,
X Y
H A, "\ B,
/-\ /\ ”””””””””” Wy Z2=PX+ QY+,
N o o N

X Y | weighted average
X y

WiZ1+ WoZo
Wi + Wo

Z =

Figura 2.6: Razonamiento difuso para un modelo de Sugeno de primer orden; la salida general de
dicho modelo es un promedio ponderado. Tomado de [Jang and Sun, 1995]

Puede darse el caso que para un modelo de Sugeno de orden lineal relativamente simple,
la salida pueda tener un comportamiento complejo. El siguiente ejemplo servird como ilus-
tracion.

Ejemplo (Modelo de Sugeno con dos entradas)

Un modelo de Sugeno de dos entradas con una sola salida puede ser expresado mediante
las reglas

Si X es pequefio y Y es pequeno entonces 7 = x +y + 1

Si X es pequefio y Y es grande entonces z =3 —y
) . (2.2.1)
Si X es grande y Y es pequefio entonces z = 3 — x

Si X es grande y Y es grande entonces z = x + y + 2

El resultado del modelo inferencia, aunque puede parecer algo compleja dada la forma
de la superficie del conjunto de salida (como se ve en la figura 2.9), muestra como las reglas
difusas logran una transicién suave entre las superficies, viendose de manera relativamente
clara como estdn dadas por las ecuaciones de los planos de las partes consecuentes de las
reglas.
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Figura 2.7: Comparacion de las salidas c), d) del modelo de Sugeno dado para entradas a), b)
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Existen distintas formas de aproximar funciones continuas definidas sobre un conjunto
compacto K. Por ejemplo, el Teorema de aproximacion de Weierstrass permite aproximar
funciones continuas con polinomios de determinado grado, mientras que las series de Fou-
rier permiten expresar una funcién continua como suma de senos y cosenos. Desde la parte
computacional, se han demostrado resultados que permiten de igual manera dicha aproxima-
cion. Por ejemplo, se demostré que una red neuronal con funciones de activacion sigmoidales
y tres capas puede aproximar cualquier funcién f € C(1). Se vera un resultado que permite la
aproximacion de funciones continuas en K mediante un modelo difuso de Sugeno de orden
cero, esto como consecuencia del teorema de Stone-Weierstrass.

Teorema 2.3.1 (Stone-Weierstrass) Sea D un espacio compacto en R", y ¥ un conjunto de

funciones continuas realvaluadas tales que:

ii) Para cualesquier xi, x> en D existe una funcion f € F tal que f(x1) # f(x).

i) Lafuncion f = 1€ F.

iii) si f,g € F entonces fgyaf +bg € F para a,b € R.

Entonces ¥ es denso en C(D), es decir, si g € C(D)y € > 0, existe f € F tal que para
cualquier x € D se cumple que | f(x) — g(x)| < €.
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Figura 2.8: Las partes a) y b) muestran las funciones de pertenencia de las variables difusas X y Y

Se verificardn las condiciones anteriores mediante modelo de inferencia difusa de Sugeno
adecuados. Si ¥ denota el conjunto de modelos de Sugeno de orden cero, entonces:
Funcién unitaria

Para verificar la primera condicién se puede construir un modelo de Sugeno de orden cero
que conste de una regla, con el consecuente definido como la funcién f = 1.
Separabilidad

Se requiere, para verificar la segunda condicién, que para puntos xi,x; € D con x| # X2
se cumple que existe un modelo de Sugeno S de tal manera que S(x;) # S(x;)*. Para ver lo
anterior, se puede considerar el siguiente modelo:

Si x es Aj entonces y = aj
Si x es A, entonces y = ap

conaj,a; € Ryay #ap.Sizy = 8S(x1)y 22 = S(x2), entonces se puede ver que z; # 25.

4Se debe tener en cuenta que al usar la notacién S(x) para un modelo S, se estd indicando que dicho modelo
recibe como dato (o datos) de entrada el valor (o los valores) x
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////////
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Figura 2.9: Superficie de salida del modelo de inferencia 2.2.1

Aditividad

Sean S,8 € F. Se quiere verificar que para constantes a, b, aS + bS € F. Si

_wifitwf
S:Z~:—
w1 +wy
y
A .. W1fitaf
S=21=———
w) + wy

Se tiene que

5= wl(ﬁl(afl + bfi) + a)l(ﬁz(afl + bfz) + (uz([)\l(afz + bfl) + a)z(ﬁz(afz + bfz)

z+ ~ ~ ~ ~
wWiW] + W 1wy + WrwW + Wrw?

Dicha salida se puede verificar mediante el sistema de inferencia difusa formado por el
conjunto de reglas

Si X es AjyY es By entonces z = afi +bf1
Si X es Ay yY es B; entonces z = af; +bf2
Si X es A3y Y es Bz entonces z = af +bfi

Si X es A4y Y es By entonces z = af, + bfz
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Para verificar la cerradura bajo multiplicacion, se puede modelas un modelo de 4 reglas,
de manera similar a la anterior [Jang and Sun, 1995].

Asi, bajo una clase apropiada de funciones de pertenencia, un modelo de Sugeno de orden
cero cumple las cuatro propiedades del teorema 2.3.1. Por tanto, para € > 0 dado y cualquier
funcion g € C(D), existe un modelo de Sugeno de orden cero S tal que para todo x € D, se
cumple que |g(x) — S(x)| < €.

2.4. Sistemas adaptativos de inferencia neuro-difusa (AN-
FIS)

Se puede establecer una analogia entre los modelos de inferencia difusa de Sugeno y las
redes neuronales artificiales®. Dichas redes brindan una interpretacion grafica (hasta cierto
grado) del funcionamiento de dichos modelos y permiten el uso de herramientas relacionadas
con redes artificiales que ayudan a la optimizacion de los mismos.

Gracias a su arquitectura, los sistemas difusos y las redes neuronales son herramientas
complementarias en la construccion de sistemas inteligentes. Mientras que las redes neurona-
les son estructuras de bajo nivel computacional que se desempefian de buena manera cuando
se trabaja con datos en bruto, la 16gica difusa se ocupa de un razonamiento a un mayor nivel.
Sin embargo, los sistemas difusos carecen de la capacidad de aprender y no pueden adaptarse
por si mismos. La fusién de una red neuronal con un sistema difuso es un sistema integrado
que permite la construccién de modelos de prediccion a corto plazo [Negnevitsky and Potter,
2006].

Arquitectura ANFIS

Un sistema adaptativo de inferencia neuro-difusa (ANFIS) es un tipo de red adaptativa
feed-forward, donde cada uno de sus nodos consta de un tipo de funciones (ya sea que tengan o
no pardmetros adaptables) que reciben los datos de salida de los nodos anteriores, los procesa
y los pasa a los nodos de la siguiente capa. Dicho sistema estd conformado por 5 capas,
dispuestas de la forma mostrada en 2.10.

Dado que el manejo de la informacion de un ANFIS se maneja por capas, se verd como
funciona cada capa. Dicha explicacion puede ser vista a mayor profundidad en [Jang and Sun,
1995], [Ata and Kocyigit, 2010]. Un ANFIS incorpora las reglas vistas en la seccion 2.1.1 y
permite pequefios ajustes en los pardmetros de las funciones de pertenencia de acuerdo a un
par de datos de entrada-salida.

5Puede verse a mayor profundidad la teoria de redes neuronales en [Russell et al., 1995]
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Figura 2.10: Arquitectura de un ANFIS. Cada capa puede tener un conjunto de nodos dependientes
de pardmetros modificables, conectados de tal modo que el flujo de datos sea hacia adelante (red
adaptativa multicapa feed-forward). Los nodos adaptativos son representados por cuadrados, mientras
que los nodos circulares representan nodos fijos. Tomado de [Jang and Sun, 1995]

Supdngase por simplicidad un sistema de inferencia difusa formado por reglas que constan
de dos entradas x,y y una salida z. Para un modelo difuso de Sugeno de primer orden, un
conjunto de reglas estd dado de la forma

SixesAjyyes Bjentonces z =p1x+q1y +r;
Sixes Ay y yes By entonces z = prx + g2y + 12

La salida del i—€simo nodo en la capa [ es denotado por Oy;. El proceso de razonamiento que
sigue dicho sistema, para un conjunto de parametros {6, p;, g;,r;} ,i = 1,2 siendo 6 el conjunto
de valores de la funcién de pertenencia es andlogo al modelo de inferencia difusa de Sugeno.

Capal
Todo nodo i en esta capa es un nodo adaptativo con una funcién nodo de la forma

O1; = pa,(x),i=1,2
O1; = up, ,(x), i =3,4

donde x (o y) es la entrada en el nodo i y A; (0 B;) es un conjunto difuso. En otras palabras,
01, es el grado de pertenencia de un conjunto difuso A (A = Ay, A, By, By). La funcién de
pertenencia puede ser cualquiera de las vistas anteriormente, al cambiar los pardmetros se
obtienen distintas MF.

Capa 2

Todo nodo en esta capa es un nodo fijo [ [, donde cada salida es el producto de las seiales
entrantes Oz; = w; = pa, (xX)up,(y),i = 1,2.
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Capa3

Todo nodo en esta capa es un nodo fijo N. el i—ésimo nodo calcula la razén entre cada w;
y la suma de los w;, es decir, las salidas de estos nodos son de la forma
Wi

Ozj=wj=——i=12
wi +wy

Capa 4

En esta capa, los nodos que la conforman son nodos adaptativos con una funcién nodo

Os; = wi(f3)
= wi(pix + qiy +1i)

siendo {p;, g;,r; } el conjunto de parametros de esta capa.

Capa 5

EL tnico nodo de esta capa es un nodo etiquetado ), que computa la salida de las sefiales

entrantes
Os) = Z w; fi
i

2 wifi

Zi Wi

Aligual que una red neuronal, un ANFIS tiene dos momentos: el paso hacia adelante, y el
paso hacia atras. El paso hacia adelante parte de un conjunto de datos de entrada y el modelo
calcula las salidas capa por capa, dando como resultado una salida general. Los pardmetros
consecuentes de la regla son optimizados mediante el método de minimos cuadrados. Una vez
se ha concluido este proceso, se realiza el paso hacia atrés; dicho paso consiste en la variacion
de los pardmetros de los antecedentes a medida que los consecuentes se mantienen constantes.
En un ANFIS, ambos pasos se realizan mediante un algoritmo de aprendizaje hibrido, basado
en el método del descenso del gradiente, y la dependencia implicita de las capas respecto a
las capas anteriores.



Capitulo 3
Construccion y Aplicacion

La complejidad implicita del mercado de divisas ha forzado a los inversores a desarrollar
una serie de herramientas que permitan mejorar sus ganancias en las operaciones financieras.
Recientemente, se han adoptado técnicas provenientes del campo de la inteligencia artificial
que complemetan el desarrollo y funcionamiento de los sistemas financieros que implican la
toma de desiciones.

Segun cuenta [Naranjo and Santos, 2019], los sistemas que involucran la 16gica difusa han
tenido una gran variedad de €xitos gracias a au capacidad subyacente para emular el proceso
de pensamiento humano. Esto la convierte en una herramienta supremamente util a la hora
de modelar procesos con aplicabilidad al mercado de divisas, dado que la complejidad del
mismo no solo radica en el volumen inmenso de datos de los que se dispone: su principal
dificultad estd en el el entendimiento del comportamiento humano, siendo éste el que guia de
manera determinante las fluctuaciones del mercado.

Gracias a su simplicidad y a su interpretabilidad, los modelos difusos brindan un enfoque
que facilita la toma de desiciones que tienen como objeto algtin beneficio financiero, hecho
que los haces especialmente ttiles en el mercado de divisas. Sin embargo, es necesario desta-
car que para un buen desempeno en dicho mercado se requiere no solo una buena capacidad y
andlisis de datos; se requiere ademds contar con una forma efectiva y eficiente de manejo de
capital y gestion monetaria, siendo todo esto estructurado mediante una estrategia de inversion.

Un problema importante comtinmente enfrentado por inversores individuales e institucio-
nales es el de determinar el momento idoneo para poder comprar o vender un par. Al observar
los precios predominantes en el mercado, un inversor especulativo puede elegir entrar en
el mercado inmediatamente o esperar por una oportunidad en el futuro. Al completarla, el
inversor debe determinar cuando es el mejor momento para cerrar la posicion. Es por esto que
se busca una secuencia de tiempos Optimos para las operaciones.

Esta capitulo provee un acercamiento sistemadtico sobre el tiempo 6ptimo de negociacion
en los mercados de precios con dindmica de reversion a la media. Se presenta un enfoque

39
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aplicado que destila cuestiones matemdticas fundamentales desde los diferentes problemas
de comercio (de capitulos anteriores), y también incorpora aspectos practicas de negociacién
tales como manejo del riesgo. Aunque el nicleo principal del esta tesis es matemdtico, varios
problemas bdsicos de trading son discutidos en este capitulo guiados por estudios analiticos
y numéricos. A partir de la reversién a la media en el largo plazo y su predictibilidad
dependiendo de los datos anteriores en el corto plazo, en presencia de heterocedasticidad
condicional, proponemos un procedimiento de reversién a la media condicional junto a un
modelo ANFIS de inversion variable. Los resultados indican que los instrumentos analizados
revierten a la media a lo largo del periodo 2015 a 2019 exhibiendo dindmicas explosivas en
diferentes periodos.

3.1. Mercado de Divisas

Se define una divisa como una moneda internacional respecto a un pais de referencia.
Forex (siglas para Foreign Exchange o mercado de divisas) es un mercado internacional que
permite el comercio de determinado conjunto de divisas, prediccion de valores y variaciones
en tasas de cambio, lo que le da la carateristica de ser uno de los mercados financieros mds
importantes a nivel mundial. Forex funciona de manera descentralizada, es decir, permite
un intercambio directo entre compradores y vendedores. Gracias a tal funcionamiento, dicho
mercado es uno de los mercados con mayor liquidez (es decir, tiene la cualidad de que los
activos con los que se comercia pueden ser transformados en dinero facilmente) del mundo,
teniendo la capacidad de mover mas de 5 billones de ddlares por dia segun las estadisticas
del Banco de Pagos Internacionales. Ademads, la forma descentralizada en la que funciona y
el amplio acceso tecnoldgico permiten una participacion a un nivel bastante general.

En lo que respecta a transacciones, el funcionamiento Forex se basa en el intercambio de
pares de divisas: la primera, denominada la divisa base, es la divisa sobre la cual se quieren
hacer las operaciones financieras. La segunda, denominada la divisa cotizada, es con la cual
se hacen las operaciones. Dicho par a menudo se suele denotar por divisa 1/divisa 2 o por
divldiv2. Por ejemplo, considérense las divisas EUR (euro) y USD (délar estadounidense).
El par EURUSD indica que el activo sobre el cual se hacen las operaciones (sean compra o
venta) es el euro (las primeras tres letras) y que el medio por el cual se hace dicho intercambio
es el ddlar (altimas tres). Cuando se quiere comprar un par de divisas, se hace alusién a que
se espera una una mejoria del precio de la divisa base respecto a la divisa cotizada, y cuando
se quiere vender, ocurre lo contrario, es decir, se espera una mejoria de la divisa cotizada
respecto a la divisa base. Cuando se compra un par de divisas, lo que ocurre es que se compra
la divisa base al tiempo que se vende la divisa cotizada, y cuando se vende un par, es viceversa;
se vende la divisa base y se compra la cotizada.
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Candlestick o Velas Japonesas

El precio de una divisa dada puede verse ampliamente afectado dados distintos factores.
Es por ello que se torna importante una forma de manejo de la informacion que sea eficiente y
que proporcione el maximo de informacién posible. Los Candlestick (o velas japonesas), son
una serie de estructuras que indican distintos valores que el precio de dicha divisa alcanz6 en
determinado intervalo de tiempo.

En los mercados financieros, los candlestick se usan para resumir la evolucién del precio
(en este caso, de una divisa) en un determinado intervalo de tiempo. Dichos candlestick son
definidos principalmente con base a 4 pardmetros: precio de apertura (precio que tiene la
divisa en el inicio del intervalo de tiempo), precio de cierre (precio que tiene la divisa al
término de dicho lapso de tiempo) y precios mdximo y minimo. Segun la disposicion de los
precios de apertura y de cierre, los candlestik se pueden clasificar en dos tipos: alcistas y
bajistas. El alcista se identifica por el hecho de que el precio de cierre fue mayor que el precio
de apertura. Por su parte, el bajista muestra que el precio de apertura fue mayor que el precio
de cierre. Ambos pueden apreciarse en la siguiente figura

Méaximo Maximo
Apertura I Cierre
Cierre Apertura

Minimo Minimo

Figura 3.1: Candlestick bajista y alcista (en dicho orden)

Series de Precios

Los datos, cuando estan ordenados de la manera que muestran los candlestick, brindan no
solo informacién que no se obtendria de manera inmediata con otro tipo de estructuras; ademds,
dichos gréficos dan una ayuda visual al estar la informacion ordenada de manera conveniente,
lo que permite apreciar a mayor profundidad el comportamiento de un precio en un lapso de
tiempo. A partir de la dispocicion de la informacién mostrada en dichos candlesticks, pueden
extraerse un conjunto de datos, utiles para entender dicho comportamiento.
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Figura 3.2: Serie de precios del par EURUSD desde 2019.03.11 hasta 2020.03.11

Los Candlestick se forman cada cierto intervalo de tiempo (ya sea cada minuto, cada
hora, cada dia, semana o mes). En cada uno de dichos candlestick, se encuentra condensada
la informacion del comportamiento del precio en dicho intervalo de tiempo. De cada uno,
se pueden extraer los cuatro precios mencionados anteriormente, y con cada uno de estos
precios, se forman distintas series de tiempo. En este trabajo, particularmente, se utilizaran
los precios de cierre de cada intervalo de tiempo, y con base a ellos se formulard el modelo.

3.2. Planteamiento del Modelo

El comportamiento del precio de un par de divisas puede ser bastante complejo, y por ello
a menudo suele ser extremadamente dificil determinar el punto ideal para el cual se puede
comprar o vender dicho par. Junto a esto, se suma el hecho de que se requiere un buen manejo
del capital: saber qué cantidad es la adecuada para invertir a partir de las condiciones determi-
na en gran medida el porcentaje de beneficio que se puede esperar de una acciéon de compra o
venta. Debido a esto, los modelos aplicados al mercado de divisas suelen tener componentes
tanto de predictibilidad de la serie como de manejo de riesgo o de procentaje de inversion,
con el fin de minimizar pérdidas y lograr obtener un beneficio en el transcurso de la operacion.

Con base a lo anterior, en lo que sigue se plantea un modelo que tome en cuenta tanto una
componente predictiva como una componente de manejo del tamafio de la inversién, ambos
teniendo en cuenta la teoria desarrollada de las secciones previas. El disefio y aplicacion de
este modelo se hard en el software libre Metatrader 5, equipado con un editor de c6digo y un
lenguaje propios para el trabajo concerniente al mercado de divisas.
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3.2.1. Predictibilidad

La predictibilidad del precio de un activo financiero es un aspecto importante que siempre
ha recibido un gran interés dentro de la modelacién de la dindmica de un instrumento finan-
ciero. Mediante diferentes enfoques, se busca capturar una serie de hechos de las series de
precios, y con base a ellos mostrar que en algtn grado estas son predecibles. Entre los muchos
resultados de investigacion obtenidos al respecto, ha sido ampliamente observado que mu-
chas de estas dindmicas provenientes de los mercados financieros exhiben una caracteristica
de reversion a la media.

El andlisis de reversion a la media en mercados financieros atrae el interés de muchos
inversores, profesionales del mercado e investigadores. Dicho andlisis tiene implicaciones
fundamentales en las decisiones de inversion, desde la seleccion de un portafolio hasta los
precios de opciones financieras; por ejemplo, un mercado con reversion a la media sugiere que
sus instrumentos presentan menor riesgo a largo plazo. Los hallazgos al dia de hoy indican que
los precios con reversion a la media son mas comunes que lo que se encontraba anteriormente.

Reversion a la Media

Con el fin de determinar el valor esperado condicional del proceso estocdstico que genera
el conjunto de datos de la serie, se usardn los siguientes modelos (casos particulares de
los modelos de series temporales desarrollados anteriormente), que constituyen una serie de
medios diversos que describen adecuadamente la dindmica de las tasas de cambio.

» Media mévil simple (SMA, Simple Moving Average)
1 &
EDvifxi-1] = SMAN(0) =~ D yi-i (3.2.1)
i=1

= Media mévil exponencial (EMA, Exponential Moving Average)
Ely:[x;-1] = EMA,(t) = ay;-1 + (1 = a)EMA,,(t - 1) (3.2.2)
donde « es una constante que determina el porcentaje de uso del valor del precio.

» Media mévil suavizada (SMMA, Smoothed Moving Average)

E[y,|x-1] = SMMA,(t) = (t — 1)SMMA,(t — 1) + % (3.2.3)

= Media mévil ponderada linealmente (LWMA, Linear Weighted Moving Average)

14
Elyilxi-1] = LWMA,(1) = D iy (3.2.4)

i=1
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Cada tipo de media movil refleja cartacteristicas particulares del mercado: por su es-
tructura, la media movil simple asigna igual importancia a cada observacién del mercado.
Principalmente, este tipo de media movil permite, dependiendo del niimero de precios usados,
dar un prondstico mds o menos acertado de la tendencia de los precios a corto y mediano
plazo. La media mévil ponderada linealmente se basa en las afirmaciones de que los precios
mads recientes del mercado pueden tener informacion sobre el comportamiento futuro de la
serie. Por esto, a cada precio se le asigna un peso creciente relativo a su temporalidad: cuanto
mads reciente es la observacion, mayor peso tendré dicho precio, lo que contribuird a que dicha
media sea mds sensible a los cambios relacionados con los tltimos precios. Aunque la media
movil linealmente ponderada permite destacar (mediante los pesos) la influencia que pueden
tener los dltimos precios respecto a un valor futuro, la misma queda relegada a la asignacion
de los pesos a dichos precios, lo cual puede llegar a limitar el comportamiento de la media,
en tanto que afecta la sensibilidad de los cambios de los valores de los posibles precios. Por
su parte, la media movil exponencial permite una asignacion maés variable de valores de los
pesos dependiendo del valor de la constante a; mediante el ajuste de este valor (tomado como
un valor en [0, 1]), puede darse mayor peso a los precios en determinado rango, ya sea a los
mads recientes o a los mds antiguos. Debido a la ponderacion de los precios en las medias
anteriores, estos modelos adquieren una especie de sensibilidad a los cambios relativos a los
ultimos precios. Un inconveniente derivado de lo anterior es que, se aumenta la probabilidad
de falsas sefiales de tendencia. Respecto a la media mévil suavizada, permite reducir compor-
tamiento volatiles de una serie, proporcionando una forma mas clara y definida de la direccién
de la tendencia. El funcionamiento de una media mévil suavizada se basa en la teoria de series
abordada anteriormente, y el aspecto de suavizado hace referencia al proceso de diferenciar
la serie. [Zakamulin, 2017]

Las férmulas (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) y (3.2.4) son usadas con el propdsito de acelerar
los cédlculos de computo, disminuyendo el nimero de operaciones hechas en cada iteracion.
Adicionalemnte a lo anterior, existen propiedades relativas al tiempo de adaptacion de cada
modelo a la actualizacién de los datos (retroceso), y la forma en que pueden calculados y
reducidos de acuerdo al modelo. Estas pueden ser vistas en [Zakamulin, 2017]

Acumulacién y Distribucién

Cada instrumento financiero estd regido principalmente por dos dindmicas: una de corto
plazo y la otra de largo plazo. La media condicional de largo plazo descrita por alguno de los
modelos mencionados anteriormente rige el comportamiento general, mientras que una media
condicional de corto plazo rige las desviaciones del precio desde la media de largo plazo,
para finalmente retornar a la media de largo plazo de manera reiterativa. Al comportamiento
anterior, se le denomina un comportamiento de reversion a la media.

Asi, los tiempos de entrada y salida del mercado quedan determinados por el inicio y el
final de cada reversion a la media por parte del precio, es decir, por los cruces el modelo
condicional de largo plazo y el de corto plazo. Tras el inicio de un nuevo cruce entre ambos
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Figura 3.3: Un proceso de reversion a la media condicional determinado por un modelo SSMA
de largo plazo y un modelo EMA de corto plazo.

modelos condicionales, una operacion de venta (resp. compra) termina y una nueva opera-
cién de compra (resp. venta) inicia, dando lugar a un comportamiento ciclico propio de este
tipo de mercados. La implementaciéon de dicho comportamiento se hard como se muestra a
continuacién en mql5.!

El algoritmo 1 muestra el funcionamiento general del modelo: se determinan los periodos
para la media movil de posicion larga y la de posicion corta. Seguidamente se determinan
unos arreglos dindmicos donde se guardardn los resultados de las medias de corto y largo
plazo, con el fin de acceder a ellos posteriormente. Se determinan el nimero de velas al inicio
de la ejecucion y se crea una variable que guarda la cantidad de velas dadas en un intervalo
de tiempo. Al verificar si el nimero total de velas es diferente al de previas, se indica que se
form6 una nueva vela, con lo cual se procede a verificar las condiciones de la operacion. Para
la venta, se verifica si el precio de apertura de la vela es mayor que el de cierre, y se verifica
si el precio de cierre estd acotado por las dos medias de corto y largo plazo. Para la parte de
compra, se verifica si el precio de cierre es menor que la media a corto plazo, y ésta a su vez
es menor que la media a largo plazo. Si se cumple ademads que el precio de cierre es mayor
que el precio de apertura, se procede a ejecutar la operacion. La idea es que el precio siempre
esté acotado (ya sea por abajo o por arriba) por ambas medias, y que la operacion se mantenga
mientras que dicha propiedad de acotamiento persista.

En esta parte, s6lo se determinaron las condiciones para las cuales el modelo ejecutara
una orden en el mercado, lo cual es una parte del modelo final. Para la segunda parte, se

Imgql5 es un lenguaje para la plataforma de trading Metatrader. Es un derivado de C, con funciones especia-
lizadas para este caso.
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Algorithm 1 Abrir posiciones de compra y venta

Input Periodo Corto, periodo largo, tipos de media mévil.
Ouput Posiciones de compra, venta
MA-1 Period « Periodo Corto
MA-2 Period < Periodo Largo
MA-Fast[ | « Datos de MA corto (Dindmico)
MA-Long[ ] « Datos de MA largo (Dindmico)
Total-Candle « Total de velas al inicio
Prev-Candle < velas previas a una operacion
if Total-Candle # Prev-Candle then
Total-Candle = Prev-Candle
if Price-Close > MA-FAST[1] y MA-Fast[1] < MA-Long[1] y Price-Close < Price-
Open then
Vender (Tasa de inversion: a determinar)
end if
if Price-Close < MA-Long[1] y MA-Fast[1] > Ma-Long y Price-Close > Price-Open
then
Comprar (Tasa de inversion: a determinar)
end if
end if

determina la tasa de inversion mediante un modelo sencillo de inferencia neuro-difusa, que
calcule la tasa de inversion con base a la intensidad con la que se ve reflejada la tendencia del
mercado.

3.2.2. Tamaimo de Inversion Variable

Existen variedad de formas en las que la l6gica difusa ayuda a modelar cuestiones de
amplia vaguedad en variedad de situaciones. En el mercado de divisas, esto es particular-
mente Util, dada la infinidad de posiciones y criterios que los inversores tienen a la hora de
efectuar sus operaciones. Como ejemplos de aplicacion, en [Naranjo and Santos, 2019], se
propone un modelo de desicién basado en l6gica difusa mediante la recopilacion de algunos
patrones formados por conjuntos de velas, definir una serie de reglas difusas con base a ellos
y posteriormente elaborar un sistema de inferencia de tipo Mamdani, junto a una estrategia
de inversion dada.

Para el manejo de la tasa de inversion, se propone un modelo neuro-difuso basico que
provea porcentajes de inversion con base a un medidor de la intensidad de la tendencia. Dicha
intensidad serd abordada con base a una de las heramientas que brinda Metatrader 5, para
posteriormente formular las reglas de inferencia.

Una de las tantas herramientas que trae Metatrader para modelar y entender el com-
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portamiento de las series de precios son los indicadores. Dichos indicadores funcionan con
base a un conjunto de férmulas y modelos y permiten concluir gran variedad de aspectos
y caracteristicas de la serie. Es el caso del indicador indice de fuerza direccional (Average
Movement Index - ADX). La idea intuitiva de dicho indicador es que, con base a un conjunto
de velas (tomadas desde la ultima vela formada hacia atrds) se concluye la intensidad de la
tendencia actual y su posible direccién en un rango de valores de 0 a 100. lo que funciona
ademds como un complemento para los modelos de medias méviles mencionados en la parte
de predictibilidad (puede consultarse mds informacion sobre el funcionamiento y el cdlculo
de dichos valores en [Naranjo et al., 2015]. Respecto a la salida de dicho indicador, existen
convenciones para indicar la intensidad de la tendencia del mercado en un instante dado. De
los resultados del ADX, puede catalogarse la tendencia principalmente en tres fases: debil,
promedio y fuerte. Para esta separacion, no hay cantidades fijas que indiquen ciando se pasa
de un tipo de tendencia a otra, lo que hace que definir un rango adecuado para el manejo
de la misma sea muy variable. Es por ello que la 16gica difusa funciona bien en estos casos,
pues permite modelar regiones de manera flexible, que vaya mas acorde a la experiencia del
usuario, o en este caso, de inversor.

A continuacion, se mostrara la estructura del modelo ANFIS considerados. LLos valores
del ADX se tomardn en el rango de 30 a 100, con la siguiente disposicion de los conjuntos
débil, promedio y fuerte, que indican la intensidad de la tendencia en desarrollo:

T T
Weak Average Strong

0.6

04

Degree of membership

02

30 40 50 60 70 80 90 100
Trend

Figura 3.4: Funciones de pertenencia para los términos de tendencia débil, promedio y fuerte

De forma analitica, las funciones de pertenencia se expresan de la siguiente forma:
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n Débil:
1, x < a;
1—2(%)2, a<x< %b;
1(x;a,b) = 2
mbsab) =1, (%7 . Hcx<h
0, x > b;
donde a = 50,5 = 60.
» Promedio:
~(x=b)?

w(x;a,b) = e 242
paraa = 3.5,b = 60.

n Fuerte:

1
p3(x;a,b) = P

En este caso, a = 0.4,b =75

Se definen las constantes cy, 2, c3 que funcionardn como parametros de la parte conse-
cuente de las reglas.

Forma de las reglas y Funcionamiento

Como se ha mencionado anteriormente, el modelo dependera del nivel del indicador ADX
y dard como resultado sugerencia de porcentajes de riesgo (de inversion) que serdn aplicados
a un capital inicial. La estructura de las reglas del modelo es la siguiente: si x es el valor del
ADX, bajo el hecho de que se toma x > 30, se consideran las siguientes reglas:

If xis Weak = y = ¢
If x is Average = y = ¢»

If x es Strong = y = c3

La forma de las reglas muestra que el proceso de inferencia difusa estd dado por uno del
tipo Sugeno de orden cero; cada una de las constantes de la parte consecuente hace referencia
a un nivel de riesgo de acuerdo al valor x de entrada. Para valores de x entre 0 y 30, se toma
una tasa de inversion de 0.01 del capital. La salida de dicho modelo varia entre 2 y 10, con lo
cual, para tener un nivel de inversion aceptable, se multiplica el resultado del modelo por 0.01.

El algoritmo 2 muestra de forma general el funcionamiento de dicho sistema de inferencia.
Bosqueja el funcionamiento y la organizacion de las capas vistas a partir de la figura 2.10
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Algorithm 2 Tasa de inversion Variable

Input constantes cy, ¢2, c3, valor del ADX (denotado por x)
Output porcentaje de inversion r
for i € {1,2,3} do

Yi < G

w; < pi(x) (Definidas anteriormente)

D G
end for
R « sum(c;wy,i € {1,2,3}) (suma las componentes c¢;w;)
r =(0.01)R

Ahora, con base a los procedimientos mencionados, se tiene entonces una forma general del
modelo basado en los tipos de medias méviles y la tasa de inversién. Dicho modelo funciona
de manera dindmica; al tener como base los precios de apetura y de cierre, se proveen los
parametros de entrada tanto de la parte predictiva como de la parte difusa. Después, se realiza
el procedimiento determinado en el algoritmo 1, para examinar las condiciones de compra
y venta. Al darse dichas condiciones, se procede a ejecutar la operacion con los niveles de
inversion dados por el algoritmo 2. Es de resaltar nuevamente que lo anterior se realiza solo
cada vez que se detecta un nuevo precio de cierre, y no cada variacién del precio en un tiempo
dado.

Algorithm 3 Posiciones de compra y venta - Inversion Variable

Input Periodo Corto, periodo largo, tipos de media movil, ¢y, ¢z, c3
Ouput Posiciones de compra, venta, inversion r variable (Dada por el algoritmo 2)
MA-1 Period < Periodo Corto
MA-2 Period < Periodo Largo
MA-Fast[ ] « Datos de MA corto (Dindmico)
MA-Long[ ] « Datos de MA largo (Dindmico)
Total-Candle « Total de velas al inicio
Prev-Candle < velas previas a una operacion
if Total-Candle # Prev-Candle then
Total-Candle = Prev-Candle
if Price-Close > MA-FAST[1] y MA-Fast[1] < MA-Long[1] y Price-Close < Price-
Open then
Vender (Lote de tamaiio r)
end if
if Price-Close < MA-Long[1] y MA-Fast[1] > Ma-Long y Price-Close > Price-Open
then
Comprar (Lote de tamafio r)
end if
end if
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Algo que no se menciond anteriormente es que dicho algoritmo puede abrir varias opera-
ciones (compra/venta) de manera sucesiva, y que dadas ciertas condiciones el mismo puede
cerrar una operacion abierta o modificar una existente. El modelo da entonces una forma de
entender y pronosticar el comportamiento de una serie con una forma de célculo de inversion
variable.

En lo que sigue, se muestra la aplicacién del modelo descrito por el algoritmo 3, a un
conjunto de 6 pares de divisas, y se hace un pequefio anélisis de los resultados.

3.3. Aplicacion y Resultados

Antes de proceder con la aplicaciéon del modelo, se definirdn dos términos, importantes
para entender los resultados:

= Balance: hace referencia al capital inicial de una cuenta. Dicho capital se ve afectado
solo cuando se ven consolidadas las operaciones de compra o venta, y se ve afectado
sOlo cuando existen pérdidas o ganancias fijas.

= Patrimonio: es el resultado del balance de la cuenta junto con las potenciales ganancias
o pérdidas que pueden generar las operaciones de compra o venta, tanto consolidadas
como sin consolidar.

La aplicacion de los modelos propuestos y la estrategia mencionada se llevo a cabo sobre el
conjunto de 6 instrumentos financieros: EURUSD, GBPUSD, USDCHF, USDJPY, EURJPY
y CADCHEF, en un rango de tiempo de 3 afios; desde 2017-01-01 hasta 2020-05-15. La
ejecucion se llevo a acabo partiendo de un capital inicial de 10000 USD sobre los precios de
apertura, cierre, mdximo y minimos en la termporalidad D1 (diaria). El procesador empleado
para la ejecucion fue un Intel(R) Core(TM) i5-5200U Quad Core, 4TH GEN, 2.20 GHz,
4G RAM, con tiempos variables en los procesos de optimizacion. La técnica usada para la
optimizacién de los tipos de modelos, los periodos de los mismos y las constantes cy, ¢z, 3
fue a base de algoritmos genéticos, una técnica incorporada en el software Metatrader.

Modelo Constantes

Instrumento Largo Plazo CortoPlazo ¢; ¢ ¢
EURUSD SMA(63) SSMA(33) 34 48 98
GBPUSD LWMA(100) SMA(30) 3.8 48 9.0
USDCHF LWMA®O0) EMA(10) 40 4.8 6.8
USDIJPY LWMA(130) SSMA(100) 4.0 5.0 9.2
EURJPY EMA(190) SMA(120) 3.0 5.0 9.0
CADCHF LWMA(160) SSMA(140) 3.6 5.0 9.0

Cuadro 3.1: Estadisticas del desempeiio del modelo propuesto balance inicial de 10000 USD
sobre el periodo de tiempo de 3 afios: desde 2017-01-01 hasta 2020-05-15.
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A partir de la tabla anterior, se hacen simulaciones del comportamiento del modelo en los
diferentes instrumentos. Se obtienen los siguientes resultados:

Instrumento Rentabilidad Operaciones

(USD)
EURUSD 11422 86
GBPUSD 11642 122
USDCHF 10366 74
USDIPY 22764 298
EURJPY 16266 166
CADCHF 16508 180

Cuadro 3.2: Desempeiio de los modelos 6ptimos con un balance inicial de 10000 USD sobre
el periodo de tiempo de 3 afos: desde desde 2017-01-01 hasta 2020-05-15

La figura 3.5 muestra el resultado de la aplicacion de ambas partes del modelo de manera
conjunta: por un lado, la curva de balance (la linea azul) presenta un aumento progresivo a
lo largo del tiempo. Esto indica que, al menos para la temporalidad establecida, el comporta-
miento de la serie estd dado por una dindmica reversion a la media condicional, donde cada
modelo de reversion estd dado de manera particular segtin el instrumento financiero (ver tabla
3.1).

Por otro lado, la curva de patrimonio (la linea verde) presenta un comportamiento muy
variable: esto indica que, durante el tiempo en que las operaciones estuvieron sin consolidar,
el margen de ganacias y pérdidas se vi6 ampliamente influenciado por la cantidad de capital
invertida, siendo dicha cantidad dictada por el modelo de inversion variable. A pesar de su
amplia variabilidad a lo largo del tiempo, a menudo presentando un comportamiento similar
al del balance, y al igual que este, muestra un comportamiento al alza: esto que indica que
el comportamiento del mismo se vi6 afectado por la estrategia de predictibilidad dada por el
modelo de reversion a la media.

En la mayoria de los casos, en los tramos finales de las simulaciones el patrimonio suele
mostrar un comportamiento, como ya se dijo, casi andlogo al del balace, esto podria indicar
como el modelo de tasa variable se adapta a al comportamiento del capital de inversioén a
largo plazo, de manera un poco mds uniforme.

3.4. Discusion

Aunque la familia de modelos elegidos destaca por su baja complejidad frente a los modelo
completos expuestos a lo largo de esta tesis, los resultados obtenidos muestran que las tasas de
cambio elegidas tienen a exhibir reversion a la media condicional unas en mayor medida que
otras, al igual que tienden a ser mas viables ciertos instrumentos a tasas de inversion variable
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Figura 3.5: Curvas de balance y patrimonio para la temporalidad D1, muestran la dindmica
del precio durante los ultimos 3 afios.
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que otros. Por ejemplo, en los casos USDCHF, EURUSD y GBPUSD, presentan un margen
de ganancia casi nulo relativo al capital inicial y al tiempo de aplicacion. Esto los deja, en
principio, como opciones inviables en la ejecucion real del modelo.

Es de resaltar el hecho de que el modo de inversion se hizo, de cierta manera a priori,
debido a la falta de experiencia en este campo. Sin embargo, en principio resulta viable para
maximizar las posibles ganancias en tanto la parte predictiva del modelo permita ejecutar
una operacion. Esto podria entonces inspirar estudios rigurosos sobre gestion de riesgo que
permitan un margen variable, para lograr una imprementacion mas adecuada de modelos de
inferencia difusa junto a dichas técnicas de gestion.

Aunque con este tipo de modelos se ilustrar de forma relativamente clara un modo mds
integral de aplicacién de conceptos de areas diferentes, se hace importante el hecho de que se
han dejado factores que afectan el comportamiento a distintos tiempos de la serie, como lo
es el estudio de la volatilidad de la misma. Nuevamente, esto implica que se pueden abordar
modos de vincular dicha volatilidad al estado actual del modelo, permitiendo que este pueda
tener mds factores en cuenta, y posiblemente brindar mejores resultados.



Conclusiones y Trabajos a Futuro

En este trabajo, se ilustra un modelo matematico flexible a través de la media condicional
para los tiempos Optimos de comercio en el mercado de divisas para diferentes instrumentos,
sobre la base de modelos para la media condicional, una hipdtesis de reversion a la media
y una parte de adaptabilidad al manejo de riesgo en determinadas condiciones del mercado.
Se hizo sobre un rango de tiempo de 3 afios, considerando los distintos tipos de precios
de la serie formados cada dia, los tiempos Optimos de apertura y cierre de las operaciones
dados por las dindmicas de reversion a la media ayudan al inversor a cuantificar su vision del
riesgo y a desarrollar una gestion de mismo mds adecuada, y desarrollar modos en los que
puede hacerse de manera dindmica las gestion del mismo adaptdndose a las condiciones del
mercado. Una direccidn natural de trabajo futuro involucra el uso de gestion monetaria; es
importante tener medios adecuados de menejo del dinero que permitan una pérdida minima
y que, junto con las diversas estrategias, maximizar los beneficios de una operacion de trading.

La estructura de dependencia entre los multiples factores de riesgo es crucial en el desem-
peiio de la estrategia sobre la dindmica reversion a la media. Las reglas de comercio de los
participantes del mercado pueden variar dependiendo de sus preferencias de riesgo, lo cual
lleva a la pregunta interesante de como la aversion o propension al riesgo puede generar
variaciones en los tiempos y la distribuciones de las entradas al mercado. Asi, podria ser
util incorporar dindmicas complementarias de comportamiento que complementen la toma
de desiciones del mercado, profundizar y comprender un poco sobre los diversos factores que
se ven involucrados en las fluctuaciones de precios, de manera que se pueda tener un modo
mads integral de participacion en el mercado de divisas.

Como se ha mencionado antes, una serie de posibles continuaciones de este trabajo
podrian ser la gestion de riesgo y de la inversion derivada de este, usando medios que
permitan tanto flexibilidad como rigurosidad a la hora de calcular la inversion. La volatilidad
es un aspecto clave a tener en cuenta; la misma ayuda a determinar de mejor manera rangos de
comportamiento a futuro de la serie, que en complemento con técnicas de gestion monetaria
permiten un modelo integral, adaptable a diversas condiciones del mercado. Un enfoque
diferente respecto a la continuacion de este trabajo podria ser en profunzidar sobre el mejor
modo de integrar modelos de prediccién de series de tiempo con modelos ANFIS, de tal
manera que se brinde un modelo integral que proporcione formas de prediccion de las series
como adaptabilidad a diversas condiciones.
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