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Resumen

En esta monografia, desarrollamos un anélisis de error a posteriori tipo residual en dos dimensiones
para la ecuacién de Poisson con condicién de frontera tipo Dirichlet. Se considera una formulacién
débil de la formulacion clasica de la ecuacion de Poisson, por medio del método de Rizt-Galerkin que
plantea el problema débil en un espacio de funciones de dimensién finita, aproximando la solucién
del espacio de funciones de dimensién infinita con una solucién del espacio de funciones de dimensién
finita y por medio del método de los elementos finitos se realiza la construcciéon del espacio de funcio-
nes de dimension finita, utilizando como elementos finitos 2-simplex, es decir tridngulos. Se analiza
una estimacion a posteriori tipo residual del error y se comprueba numéricamente usando mallas
de refinamiento uniforme la teoria analizada. A su vez, se implementa una estrategia adaptativa de
refinamiento calculando indicadores locales de error basados en el estimador en cada elemento con
la finalidad de mejorar el orden de convergencia.



Introduccion

En esta monografia se encuentra una cota superior para el error, entre una solucién de la formulacién
variacional asociada a la ecuaciéon de Poisson con condicién de frontera tipo Dirichlet, en un espacio
de funciones infinito dimensional y una solucién discreta la cual es la mejor aproximacién de un
espacio de funciones finito dimensional, utilizando un estimador de error a posteriori tipo residual.

Sea realiza una formulacion débil, que es una igualdad entre una forma bilineal y un funcional,
planteada sobre un subespacio de funciones de dimensién infinita, dicha forma bilineal es eliptica en
el subespacio de funciones infinito dimensional, esto permite definir un producto interno a través de
la forma bilineal, a su vez induce una norma sobre el subespacio, llamada la norma de la energia y
esto nos lleva a tener que el subespacio, es un espacio de Hilbert con la norma de la energia, como el
funcional es lineal y continuo, se garantiza que la formulacién débil tiene tinica solucién. Hecho de
gran importancia ya que al aplicar el método de Ritz-Galerkin se plantea, una formulacién discreta
a la formulacion débil, sobre un subespacio finito dimensional que es un subespacio cerrado del
subespacio infinito dimensional, lo que nos permite encontrar la mejor aproximacién a la solucién de
la formulacion débil y se garantiza que la formulacion discreta tiene tinica soluciéon, que es la mejor
aproximacion a la solucion, de la formulacion débil.

Como se tienen unos datos de la ecuaciéon diferencial parcial y una solucién al problema discreto,
se plantea un residual equivalente al error entre la solucién de la formulaciéon débil y el problema
discreto, en la norma de la energia. Se realiza una representacion del residual con el producto
interno en L?(12), donde € es un dominio poligonal de R?, dicho residual depende del residual de la
solucion discreta en la ecuacién de Poisson y el residual de lados de los elementos finitos tanto en el
interior de €2, como en su frontera. Dicha representacion se acota entre una constante positiva por
una cantidad, que depende de la suma, en cada elemento del residual de la solucién discreta en la
ecuacion de Poisson, y la suma sobre los lados del residual de lados, corresponde a un estimador de
error a posteriori tipo residual global.

A partir del estimador de error a posteriori tipo residual global, se define indicadores locales de error
a posteriori tipo residual y estos indicadores se usan en la estrategia adaptativa.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se toma un compendio de resultados entre Brenner [1|, Braess |2] y con lectura
complementaria en Bresis [3]| sobre los espacios de Sobolev.

Definiciéon 1.0.1. Una métrica sobre un conjunto no vacio X es una funcion d: X x X — [0, 00)
con las siguientes propiedades.

(i) d(z,y) =0si, z =y.
(ii) d(z,y) = d(y,z) para todo z,y € X.

(iii) d(z,y) <d(z,y)+ d(y, z) para todo z,y,z en X.

Si d es una métrica en X, entonces el par (X, d) se denomina espacio métrico.

Definicién 1.0.2. Dado un espacio vectorial V', una norma || - ||, es una funciéon sobre V' con valores
reales no negativos que cumple las siguientes propiedades:

(i
(ii

(iii

) |lv|| > 0, para todo v € V.

) JJv]| = 0 si, s6lo si v = 0.

) llev] = |¢|||v|| para toda c€e Ry v € V.
)

(iv) |lv 4w <|v| + ||w|| para toda v,w en V.

Si || - || es una norma en V', se dice que (V|| - ||) es un espacio normado.

Definicién 1.0.3. Una sucesion {x, }nen en un espacio métrico (X, d) se dice convergente si existe
z € X tal que d(zp,x) =0 cuando n — oo.

Definiciéon 1.0.4. Sea (X, d) un espacio métrico y {xy, }nen una sucesion en X. Diremos que {zp, }nen
es una sucesion de Cauchy si, d(zy, z,,) = 0 cuando n, m — oo.

Definiciéon 1.0.5. Un espacio métrico (X, d) se dice completo si toda sucesion de Cauchy converge
en X. Una norma puede ser utilizada para definir la nocién de métrica, d(v,w) = ||v — w|| para todo
v,w € V, la topologia inducida por esta métrica se denomina un espacio lineal normado.



Definiciéon 1.0.6. Un espacio lineal normado (V.|| -||) es un Banach si, V' es completo con respecto
a la métrica inducida por la norma, || - ||.

Definicién 1.0.7. Un producto interno en un conjunto V' es una aplicacion (-,-): V x V — F tal
que

az,y) = olx,y) Ve,yeV,a€F.

(1). (
(2). (x+y,2) =(x,2) +(y,2), Vr,y,z €V,
(3)- (
(4). (

z,y) = (y,z) wycV,

Se denomina a (V) (-,-)) un espacio con producto interno, ademéas se puede definir una norma en
V y el producto interno puede ser utilizado para definir una norma, ||z|| = (z,z)'/2? y se dice que
(VI - ||) es el espacio lineal normado asociado a (V (-, -)).

Sia(-,-) es una forma bilineal, simétrica sobre un espacio lineal V' tal que a: V' xV — R, es producto
interno sobre el espacio lineal V' si para todo v € V' se cumple

(1). a(v,v) >0
(2). a(v,v) =0, siy solo, si v =0.

Proposicion 1.0.8 (Identidad del paralelogramo). (Ver [1]) Si (H,(+,-)) un espacio con producto
interno, entonces
lo +wl® + [lv = wl* = 2(]|v]|* + w]?).

Demostracion. Sean v,w € V

v+ w|? + Jv —w|* = (v+w,v +w) + (v —w,v — w),
= (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w,w) + (v,v) — (v,w) — (w,v) + (w,w),
= 2(v,v) + 2(w,w),
2([[ol? + [lw][?)-

O

Definiciéon 1.0.9. Sea (V, (-, -)) un espacio con producto interno, (V, || -||) es un espacio de Hilbert,
si su espacio lineal normado asociado (V| -||) es completo.

Definicién 1.0.10. Sil <p < ooy f: Q2 — R una funcién medible en 2, sea

1/p
Wl = ( / If(w)lpd:c> ,

[fllzoe): = ess sup{|f(z)|: x € Q},

se define LP(£2) como el conjunto de todas las f que satisfacen || f||zrq) < oo.

y para el caso p = oo
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1.1. Espacios de Sobolev

Para la siguiente definicion denotamos Ng = NU {0} y Nj = Ny x --- x Ny

Definicién 1.1.1. « es un multi-indice si, @ € Njj. Dados «a, 8 € Njj decimos que o < 8 si, o; < f3;,
para toda 1 < i < n. Denotamos la longitud de o 0 norma del multi-indice como || donde

n
laf: = Z Q.
i=1

Para z € R™

similarmente, si D; = 0/0x; para 1 < j < n, entonces
D* = D™ ... pon
denota un operador diferencial de orden |a].
Ejemplo 1.1.2. Sea a = (1,2,3) y x = (=5, 1,2), tenemos que |a| = 6 y 2% = (=5)1(1)?(2)3 = —40.

Definicién 1.1.3. Sea €2 un dominio en R”, u una funcién continua definida sobre ). El soporte
de u, que denotamos como supp u, es la clausura del conjunto {x € Q | u(z) # 0}, es decir :

suppu = {z € Q | u(z) # 0}.
Decimos que u tiene soporte compacto en 2 si, supp u C §2 es compacto.

Definicion 1.1.4. Sea 2 un dominio en R™, u: €2 — R una funcion. definimos

C(2): ={u| ues continua en Q},

Co(Q): ={u e C(N) | suppu es un subconjunto compacto de Q},
C*(Q): = {u e C(Q) | d*u es continua para todo a € N?, con |a| < k},
C>(Q): = [ CH9).

keNg

Definicion 1.1.5. Sea € un dominio en R™. Definimos el espacio de distribuciones como

C(Q): = Co() N C™(9).

Consideremos a © un subconjunto de R™ abierto con parte de frontera suave, L?(Q2) el conjunto
de todas las funciones u que son cuadrado integrable sobre  en el sentido Lebesgue. L?(£2) es un
espacio de Hilbert con producto escalar

(u,v)p: = (u,v)r2 :/Qu(x)v(x)daz,

y su norma correspondiente

[ullo = v/ (u; u)o.

3



Definicién 1.1.6. u € L?(2) posee derivada débil v = 0% en L?(2) si, v € L?(Q) y

(¢,v)0 = (-1)I*N(0%¢,u)g Vo € CF(). (1.1)

Definicién 1.1.7. Sea H™(2), con m > 0 el conjunto de todas las funciones u en L?(£2) que poseen
derivada débil 0%u para toda || < m. Definimos en H™(2) el producto escalar y su norma asociada
de la siguiente manera:

(0, 0)m: = Y (0%u,0%)o, (1.2)

loe|<m
con norma asociada
1/2
lullm: = V(wwm={ > 0ulF] (1.3)
o] <m
y su correspondiente seminorma
1/2
il = | 3 Jo%ul3] (1.4)
|a|=m

Cuando m = 1 obtenemos que
HY(Q): ={u e L*Q): existen 8"u para toda |a| < 1},
y el cuadrado de la norma de u € H'(2) esta dada por

lall = D No%ull§ = llulld + Y [0%ullf = Jullg + lulf. (1.5)

laf<1 jof=1

El siguiente resultado, es muy importante ya que para una funcién en v en H&(Q), acotar su norma
lv]jo con su seminorma |v];.

Teorema 1.1.8 (Desigualdad de Poincaré-Friedrichs). (Ver [2]). Suponga que Q0 estd contenido en
un cubo n-dimensional con longitud de un lado s. Entonces

lvllo < slvl1, Yo e HY(Q). (1.6)

Demostracion. Para realizar la demostracion probaremos la desigualdad (1.1.8) en C§°(€2). Como
C5(2) es denso en H} () aproximaremos una sucesion de C$°(£2) a un elemento arbitrario de
HZ(9), probando la desigualdad (1.1.8) para H{ ().

Consideremos W: ={z € R" |0 < 2; < 5,1 =1,2,...,n} con @ C W y sea v € C5°(2) donde
v = 0 para toda x € W\Q. Por el teorema fundamental del calculo tenemos que
1 Qv

v(x1,29,. .., Tn) =0(0,22,...,2y) + —(t,xa,...,zp)dt,
0 (91:1



Note que v(0, 2, ...,x,) =0 ya que (0,x2,...,2,) € OW por lo cual

1 v
U(xhx% o 7xn) = 0 8$1 (t x2, . 7$n)dt7
Ov
lv(z1,22,...,2p)] S/o 3:171(t X2,y ..., Tp)| dE,

Por la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz tenemos que

2
lv(z1,z2,. .., 2y |</ 2alt/ t (t,zo,...,x,)| dt,
2
dt —(t,z9,..., T dt,
81:1( 2 n)
=35 t,xo,...,T dt,
A 8561( 2 n)
integrando con respecto a x1
2
/ |v(z |da:1< v(t,xo,...,x,)| dtdxy,
<s (x1,m2,...,2Tp)| dr1dl,
8951
2
—s/ dt/ (x1,x2,...,2p)| dxi,
371

()

d:El

81’1

Integrando con respecto a las otras variables obtenemos que

ov
20, < 2
/|v(a:)] dr <s / ‘C%clv(x

De la anterior desigualdad obtenemos que ||v|lg < s|v|q, para v € C§°(Q2). Falta probar que |[v]jp <
|v|1 se cumple para v € HE(Q).

dr <s

(")azZ

En efecto, supongamos v € HE(Q) como C§°(2) es denso en H (1), existe una {vy, }nen en C§°()
tal que v, — v, cuando n — oo. Utilizando (1.1.8) en C§°(2) se sigue que

[vllo = llv = vn +vnllo < lv = wvnllo + [lvnllo
< ||v = wnllo + slval1

Cuando n — oo se sigue que [|v]lo < s|v|; para v € H}(Q). O

El resultado a continuacién es de suma importancia ya que para v en H&(Q), nos permite acotar su
norma ||v||p con la suma del valor absoluto de su media y su seminorma |v|;.

b}



Teorema 1.1.9 (Variante de la desigualdad de Friedrich’s). (Ver [2]) Sea ©Q un dominio Lipschitz
que satisface la propiedad del cono. Entonces existe una constante ¢ = ¢(2), tal que

lollo < e([o] + |vh), Yo € H'() (1.7)

Demostracion. Como C*(£2) es denso en H!(f2) probaremos la desigualdad para v € C*°(Q). Asu-
miéremos que Q C W, donde W: = {(z1,22) | 0 < z1,z2 < s}. Por el Teorema fundamental del
Calculo, la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

v(x1, z2) — v(y1,y2) = v(x1, 2) — v(z1,Y2) + v(x1, Y2) + v(Y1, Y2),

Tl T2

v
= ——(t1,y2)dt1 + — (1, t)dt,
Y1 oty Y2 Oty
Tl X2 v
[v(w1, 22) — v(Y1,92)| < Yt yo)dty + (1, t2)dta|,
Y1 Oty y2 Oto
T1
t dt t dt
S . 8t 1;2/2 1 961, 2 2
1 9
< (t1,yo)| dt1 + (21, t2)| dta.
_/yl 8t1 1 y2 1 /y 8t2 1,02 2

Elevando al cuadrado ambos lados de la desigualdad

0
l(l‘l, t2)

ov
——(t1,92) s

(v(z1,22) = v(y1,2))* < (/ylxl oty

Por la desigualdad de Young (a + b)? < 4(a® + b?)

2
i)

z2
dt1 + /
Y2

v*(x) + v*(y) — 20(z)o(y) < 4 [(/: gtv (t1,92) dt1>2 + </y:2 gz;(xl,h) dtz) 2] ;
<4 [(/05 2:1(751,3/2) dt1>2+ (/08 31)2(1‘1,@) dt2>2] :

Aplicando Cauchy-Schwarz a uno de los sumandos del lado derecho de la desigualdad y similarmente
para el otro sumando obtenemos

51 2 s N1/2 2 1/2] 2
to)| dt < dt t dt
</0 8t2(x1’ 2) 2) = (/0 ) (/0 8t2($1’ 2) 2) )
5| Ju 2
=35 x,t dt
/0 atg( 1,t2)| dta
Por lo cual, la desigualdad toma la siguiente forma
9 9 *|ov 2 5| ov 2
2(z) + v2(y) — 20(x)0(y) < 4s / o (t1,2) dt1+/ O (ar,12)| (1.8)
0 1 0 2

Integrando con respecto a x1, 2 y y1, Y2, la parte izquierda de (1.8)

// )= 20(a d:p_// 2)dardas + 5% //

_/Wv (z)dz + s*v*(y) — 2v(y )/Wv(x)



(1.9)

Integrando con respecto a y; y y2 tenemos que la parte izquierda (1.8) queda

s /W v? (x)da+s? /W v (y)dy — 2 /W v(y)dy /W v(x)dz.

Integrando la parte derecha de (1.8), con respecto a x1, x2, después con respecto a y; y y2 obtenemos

[//( 2m+f ugq

dt d dt d
8t1 10T + 2 x)

0
7“@1, t2)
2

tlvyz)

xl,tQ

(

Tratando los sumandos por separado tenemos lo siguiente

dthI‘—/ / / 8.’1?2 $1,$2
ek
0 0 JO

e (xl,:cz)

2
dxidtadzs,

(x1,12)
8752 1,12

7(‘%‘17"1:2) dxlde)

-7;2

dm.

2

——(t1,y2)| dti.

)5
o

(t1,2) dt1d$

ov
8t1 8t1
6 2
. /0 LT ey LT

Integrando con respecto a y; y y2 a (1.10), tenemos que

[0 (ol anee

Realizando el proceso anterior se logra siguiente expresion

por (1.9), (1.11) y haciendo = = y obtenemos
32/Wv2(:v)dx2</ v(z dm) < 45t (Z/ )
[Py <2 (z ]2

2
1
meas(Q)/ﬂv(x)dx> ’
lol§ < 25*(jvf; + [o]*),

< V2s (Jof2 + [512) " = v2s (|v]? + 2[o|[o] + [5]2 — 2Jo|[0]) "/
_ _n1/2

— V25 ((Jo] + [])2 = 2J][o]) "

< V2s ((jvh + 7)) 7.

2
dzx, (1.10)

- (t1,92)

2
dw) dy

x1,T2)

ov
8561(

tlayQ)

2

Ov (1.11)

2
d +33/ ) T1,T dx,
Y 91( 1,%2)

('93:z

8%




Por lo cual ||v]|o < e(|T] + |v|1)-

Supongamos v € HY(Q) y {vn}nen en C®(Q) tal que v, — v, cuando n — co. Asf tenemos que

[ollo < [lv = vn +wnllo < [lv = wnllo + [lnllo
< lv = vnllo + e([on] 4 [onl1)-

cuando n — 0o, obtenemos que ||v]lp < ¢(|v] + |v]1). O

Teorema 1.1.10. Sean Q una region acotada con frontera 0Q de clase C*. Dado n el vector normal
unitario sobre ). Sea u € C*(Q) N CHQ) y v € CHQ). Entonces

—/vAudx—/Vu-Vvdx—/ v@ds (1.12)
Q Q oo On

donde % =Vu-n

Demostracion. Sea € una region acotada con frontera 9 de clase C', n un vector normal unitario
exterior sobre 9Q, u € C?(2) N CHQ) y v € CH(Q) veamos que se cumple (1.12).

Consideremos F' = (fi, ..., fn) donde f; = v% para j = 1,...,n asi calculando la divergencia de F'
J

obtenemos :
"9 ou " 0 ou ov Ou
divFF =V - F = (== = N Bt v ou
ey ;3% (Uaﬂf) ;(Uaﬂa <3ij)+3ffj 5%)
LSS 00 o\ (a0 e ow o ou
= Y022 " Oxj0n; ) T \owy T Ox) T 0w 0w T Owy O

divF = vAu+ Vv - Vu

Notemos que 92 es una superficie cerrada y F un campo vectorial suave (F € C*(Q2) N C(Q?)) por
el teorema de la divergencia tenemos que

/Q divFdz = /8 (- n)ds
/Q(vAu + Vv - Vu)dz = / (F -n)ds (I)

o0

calculemos F' - n donde n es el vector normal unitario exterior a 0f2

F.-n= (Uau ...,Uau) . (Tl,l, 7”71)

0z’ Oz,
ou ou
=ovVu-n (IT)



Reemplazando (II) en (I) obtenemos

/vAud:c+/Vv-Vuda::/ (vVu - n)ds
Q Q a0
ou
/vAudx+/Vv-Vudx:/ <vn> ds
Q Q N on
ou
—/vAudx:/Vv~Vudx—/ (U-n)ds
0 Q a0 \ On

O
El siguiente teorema es muy importante por que nos permite acotar sobre la frontera a una funcion
de L?(09).

Teorema 1.1.11 (Teorema de la traza.Ver (|2])). Sea Q acotado, que tiene un parte de frontera
suave y que satisface la condicion del cono. Entonces existe una funcion lineal acotada

v HY(Q) = L), lyv(v) (1.13)

r <clv

tal que ~(v) = v|, para toda v € cl(Q).

Demostracion. Supongamos que €2 es un dominio contenido en R?, con parte de frontera suave, que
satisface la condicion del cono en los puntos donde la frontera no es suave. Entonces podemos dividir
la frontera en partes finitas, I'1, o, ..., I, tal que para cada parte I';, y después de una rotacién al
sistema de coordenadas tenemos

1. Para alguna funcion ¢ = ¢; € C! [y1, y2],
Ti: ={(z,y) eR? |z =0(y), w1 <y<ys}

2. El dominio ©; = {(z,y) € R? | ¢(y) < x < ¢(y) + 7, y1 <y < y2} esta contenido en €, donde
r > 0. Para v € C1(Q), (z,y) € Ty por el teorema fundamental de Calculo tenemos que

o(6(),y) = v(B(y) +t,y) /81v y) +t,y)ds, para 0< ¢ < r,

/Ow(aﬁ(y),y)dt:/o [( )+ t,y) — /8w +8y)ds}d

/Ordtv(ﬁf)(y)ay):/r (6(y) + t,y)dt — / / 010(6(y) + s, y)dsdt,

2

20 (B(y),4) = ( /O " o(éy) + 1, y)dt — /0 "(r = Ho(6ly) + t,y>dt) ,



Utilizando la inecuacién de Young (a + b)? < 2(a? + b%).

2

o) <2( [ oo+ t,y>dt)2 o ["anwto + e - ar)
ot <2( [ ot +t,y>|dt>2 w2 [ ot +1lle - t>|dt)2,

oo <2 ([[a) ([ e+ i) + [ ear [ o) +ppal,

r r 3 r
<2fr [ ot + e+ 5 [ low(ot) + P,

Zow) <2l [P+t [ o) + t,y>12dt} | (1.14)
L 0 0

Integrando sobre y tenemos que

Y2 y2  ro(y)+r
o [Tt + iy =t [T R g)dody
Y1 y1 7 o(y)

:7’1/ UZ(:c,y)dxdy,
Q;
Y2 ) y2  ro(y)+r )
r [T owtot) + Py = [ [ ovu(ay) Psdy,
Y1 y1 Jo(y)

:r/ |O1v(z, y) |Pdady.
Q;

Reemplazando en 1.14 tenemos que

/y2 v (p(y),y)dy < 2r1/

v2dzdy +r/ 01| *dxdy
Y1 Q; Q;

Calculando el diferencias sobre I' tenemos que

as=(“2w)) + (L) = vaw iy
(dy dy

se sigue que

[ 0VTw iy < VI 1| [ ety [ sy

Y1
definiendo ¢; = méx /¢’ (y) + 1 | y1 <y < y2 obtenemos que

2
/ vids < ¢ [/ v%l:cdy%—r/ \Blv\Qdacdy},
r rJa Q

m

2
Z/ v3ds < Zci [rHvH% + r|v|%],
i=1 7T

2 2 2 2
(2o )iol+ (24 )],
2
T

.
Il
—



Considerando C' = Y"1 | ¢;((2/r)+r) tenemos que |[v]jor < C||v[|?, de manera que la restriccon
v: HY(Q) N CYHQ) — L*(T') es una funciéon acotada sobre un conjunto denso, ademas de la
completitud de L?(Q), se puede extender a todo H'(Q) sin ampliar la cota.

O]

Definiciéon 1.1.12. (i) Sea H un espacio de Hilbert. Una forma bilineal a: H x H — R es conti-
nua, si existe ¢ > 0 tal que

la(u, v)| < clfullfv] Vu,v e H.

(ii) Una forma bilineal simétrica continua es H —eliptica, si existe a > 0 tal que

a(v,v) > a|lv||*> Yo e H. (1.15)

Cada forma bilineal H-eliptica induce una norma

lvlg: = +a(v,v). (1.16)

Que es llamada la norma de la energia. En efecto veamos que la forma H-eliptica a(-,-) induce una
norma en H.

(i). a(-,-) es producto interno en H.

(1). a(v,v) >0, Yv € H. Dadov € H y como a(-,-) es H-eliptica existe « > 0 tal que
a(v,v) > allv||%,, como | - |z es una norma en H, se sigue que a(v,v) > 0, ya que
[o]| = 0.
(2). a(v,v) =0 si, y solo si, v = 0.
Dado v € H, tal que a(v,v) = 0 por la propiedad de a(-,-) ser H-eliptica existe o > 0 tal
que
a(v,v) > allvlF >0,

se sigue que ||v||g = 0 si, y solo si, v = 0.
Por lo cual a(-,-) es un producto interno en H.

(ii). || - ||z es una norma en H.

(1). Sea v € H, veamos que ||v||g > 0. Se tiene que ||v]|% = a(v,v), como a(-, ) es una forma
bilineal H-eliptica existe o > 0 tal que

a(v,v) = allv||%,

y como || - ||z es una norma en H, se tiene que a(v,v) > 0, por lo cual ||v||g > 0.

(2). |lv||E = 0 si, y solo si, v = 0.
sea v € H tal que 0 = |[v]|% = a(v,v), como a(-,-) es H-eliptica, existe a > 0 tal que
a(v,v) > al|v||% vy como alv||?% es positivo se tiene que 0 > |[v]|%, > 0, asi |[v||g = 0si, y
solo si, v = 0.
Sea v = 0, como af(-,-) es un producto interno en H, se tiene a(v,v) > 0, y de la
continuidad de la forma bilineal existe ¢ > 0 tal que a(v,v) < c|[v||%, y como v =0si,y
solo si, ||v]|g = 0, por lo cual a(v,v) = 0.
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(3). llevlle = lel[lv]|le, Ve € Ry Vv € H.
Sea c € R, v € H, se tiene

levllz = valev, ev) = v/Palv, v) = Ve/a(v,v) = [e]Jo]| -

(4). lv+wle < |vle+llwle, Yo,w e H.
Sean v, w € H tal que

lv + wllf = av +w,v + w),
= a(v,v) + a(v,w) + a(w,v) + a(w, w),

de la simetria de a(-, ) obtenemos

= a(v,v) + 2a(v,w) 4+ a(w, w),
< la(v,v)| + 2[a(v, w)| + |a(w, w)],
= a(v,v) + 2|a(v,w)| + a(w, w),

por la inicuacién de Schwarz, se sigue

< a(v,v) + 2v/a(v,v)v/a(w, w) + a(w, w),
= |lvllE +2lvllsllwle + vz,
= (llvlle + lwlp)*.

Por lo cual ||v +w||g < ||v||g + |Jw|E.

De los items (i) y (ii) se sigue que la norma de la energia, ||v|| g es una norma en el espacio H.
La norma de la energia es equivalente a la norma en el espacio H, en efecto de la continuidad

la(v, v)| < Cllollallv =,
l[oll%| < ClloliF,
lolle < VCollu
por se H-eliptica se sigue

a(v,v) > allv||,

Va(v,v) Z Vallullu,
lvlle = Vallvla,

asi || - ||z v || - ||g son equivalentes en H.

Teorema 1.1.13. Sea H un espcio de Hilbert y a(-,-) es una forma bilineal, simétrica, acotada y
V -eliptica, entonces (V,a(-,-)) es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Supongamos a(+,-) una forma V-eliptica, por lo cual se tiene la norma de la energia,
|v|le = (a(v,v))"/? y sea {v,} una sucesion de Cauchy en (V, || - |g), es decir para todo € > 0 existe
N > 0 tal que para todo m,n > N se tiene

1/2
Vallzn — aull = V& (Iem — anl)"* < @am ~ zazm -~z ),
= ”xm - l'n”E <e,
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por lo cual {v,} es una sucesion de Cauchy en (V.|| - ||g) como V es cerrado en H se tiene que si
vy, — v entonces v, — v, con v € V,

lo = vallz = (a(v = vp, v = va))"/?,
<VC (o = vullll = valla)'?, (1.18)
< VClv — vl |,
si n — oo se tiene que ||[v — v, ||y — 0, por lo cual ||[v — v,||g — 0. Asi v, = ven (V] -|E). O

1.2. Teorema de Lax-Milgram

Teorema 1.2.1 (Teorema de la proyeccion, ver [1|). Sean M un subespacio del espacio H de
Hilbert, v e H\ M y defina §: = inf{|jv —w|| | w € M}, entonces existe un unico wg € M tal que

v —wol =8 yv—wy € M*.

Donde M*+: ={ve H| (x,v) =0, Yo € M}.

Demostracion. Veamos que ||[v — wpl|| = 0.

Como ¢: = inf{||v—w|| | w € M}, existe una sucesion {wy, }neny C M tal que ||[v —w,| — ¢, cuando
n — oo. Verifiquemos que w,, es una sucesion de Cauchy. Aplicando la identidad del paralelogramo
(Proposicion 1.0.8) a wy, — v y wy, — v tenemos que

lwn = v 4w = 0l* + [lwn = v = (W = 0)|* = 2(wn = 0|* + wmn =),
I = 2(|wn = 0| + wm — 0],

0 < flwn = wmll* = 2(|lwa — v]|* + [wm = v]*) = wn — wn — 20]%.

lwy, — Wy, — 21}||2 + |lwp — v — Wy, +0)

Como ||wy, — Wy — (Wi —)||? = 4]|((wn — wm)/2) —v||, M es cerrado se sigue que (wy, —wy,)/2 € M
asi ||((wn, — wp)/2) —v|| > 9§, por lo cual
0 < flwp — wnll < 2w — vl|* + 2w, — v]|* — 467,
= 26% + 262 — 462, cuando n,m — oo,
= 0.
Se sigue que {wy, }nen es Cauchy. Como (M, (+,-)) es un espacio de Hilbert, existe un wg € H tal
que w, — wp, cuando n — oo y como M es cerrado, wy € H de la continuidad de la norma tenemos

que 0 = ||[v — vg||. Nos falta probar que v — vg € M~ si, para todo x € M : (z,v —wg) =0y la
unicidad.

En efecto supongamos que existe x € M, x # 0 tal que (z,v —wg) # 0, se sigue que (x,v —wy) = t,
considerando z = v — wp y @ € R tenemos que

|z — ax|]® = (2 — az, 2z — ax),
= (2,2) — alz,x) — alz, 2) + a*(z, x),

= Izl = a(z,2) = of(z, 2) — all]l],
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si a = (z, z)/||z|| reemplazando tenemos que

Izt = - L0y L L
] ]| ]|
Pero ||z — az|| = |[v — (wo + ax)|| > 9§, ya que wy + ax € M; como nuestro conjunto de hipotesis

genera inconsistencia, se sigue que v — wg € M+
Unicidad: Sean w, z € M tal que ||[v —w|| = [|[v — z|| = 0.
2 2 2
0<flw—zl]"=flw—-v—z=v[" = lw—-v—-(z=-0v)"
Aplicando la identidad del paralelogramo (Proposicion 1.0.8), a w — v y z — v tenemos :

0 < fw—z[I> = 2(lw — ol* + |z = 0|*) = lw — v+ (z = V)|,
w+ 2z H2
5 .

=46 — 4|
Como (w+ z)/2 € M asi ||[(w + z)/2 — v|| > 6, se sigue que
|w — z||* < 46% — 46 = 0.
Por lo cual ||w — z|| = 0 por la propiedad (ii) de la definiciéon (1.0.2), se sigue que w = z. O

Corolario 1.2.2. (Ver [1]) Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H. Entonces

H=M&M™".

Demostracion. Sea v € H por la Proposicién 1.2.1 O

Teorema 1.2.3 (Teorema de representacion de Riesz, ver [1]). Sean (H,(-,)) un espacio de
Hilbert y L € H' entonces existe un unico u € V tal que

L(v) = (u,v) Vv e H.
Ademds ||L|| g = ||ullg
Demostracion. Unicidad: Si uy y ug satisfacen L(v) = (u1,v) = (u2,v) = L(v) para todo v € H

tenemos que (u1,v) — (u2,v) = (u1 — ug,v) = 0 para todo v € H. En particular si v = u; — us
entonces (u; — ug,u; — u2) = 0, por lo cual u; — ug = 0 se sigue que u; = ug

Existencia: Sea M = ker L, M es un subespacio cerrado de H por corolario 1.2.2, se sigue que
H=M®oM*.

Si M+ = {0} entonces M = H, asi L = 0 por lo cual L(v) = (0,v).

Si M+ # {0}, existe z € M+, z # 0 por lo cual L(z) # 0 parav € Hy 8 = jzg;, asi L(v — fz) =
L(v) — BL(z) = 0, como v — 8z € M entonces Py(v) = v — 5z, ademés v = v — Bz + Sz donde

v—PzEMyBze ML, sive M entonces B =0 asi Pyiv=pz¢€ M.
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M+ tiene dimensién uno, M+ = {w | w = Bz} =< z >, escogiendo u = (L(z)/|]2||%)(z) € M+

(u,v) = (u,v = Bz + z) = (u,v = Bz) + (u, f2),

L(z L(z
— (u, B2) = ( (2) zﬁz) = L&) g,
EP A
= BL(z),
= L(v).
Adems Lo, G, L)
z z z
lullg = =52l = =5 I2llu = :
2117 I21l% 2l
Por otra parte
L
| L g :sup{Hv’ | v GH,U#O} :sup{‘(u’v)| |UGH,U7EO},
vl vl
Ssup{”uHH”UHH ]vEH,v#O},
vl
= lula,
L
_ L2 <L
(4107
Por lo cual ||L|| g = ||ul|z- O

Lema 1.2.4 (Teorema del punto fijo, ver [1|). Dado un espacio de Banach (V,|-||) v una aplicacion
T:V =V que satisface
1T (01) = T(v2)|| < Moy — w2,

donde 0 < M < 1. Entonces existe un unico u € V tal que T(u) = u.

Demostracion. Sean (V.|| - ||) un espacio de Banach y T: V — V y 0 < M < 1 que satisface
1T (v1) = T(w2)[| < Mlfvr = val|,

mostremos que existe un tnico u € V' tal que T'(u) = u.

1. Unicidad: Sea u,us € V' tal que T'(u1) = uy y T(ug) = ug, veamos que uj = us.

En efecto : supongamos que u; # us tenemos que us —uj = T'(uz) —T'(uy) por hipotesis existe
0 < M <1 tal que
1T (u2) — T'(ur)|| < Mljur — uzl],

inferimos que ||u; —us|| = ||T(u2) —T'(u1)|| < M|ju; — uz|| se sigue que M > 1y como M < 1,
tenemos un conjunto inconsistente de hipétesis por lo cual u; = us.

2. Existencia: Dado vg € V', definimos la sucesion

V1 = T(Uo),
vy = T'(v1),

Un+1 = T(Un)a

15



notemos que [[vg1 — vgll = | T'(vg) — T(vk—1)|| < M|Jvk — vg—1l.
Afirmacion |Jvy, — vp_1|| < M*log — wol|.

En efecto: Por induccion sobre k& > 2 veamos que se cumple la anterior desigualdad.
= Paso base: Sea k = 2 por lo cual
vz = v1]| = |T(v1) = T(vo)|| < Mllvr — o,

» Paso inductivo: Sea k = n, con n € N tal que ||v, — v,_1]| < M |vg — vo||, veamos que
se cumple para k =n + 1 esto es |[vn+1 — Vinq1)—1]] < MO0 — .

lonst = Vi1l = [onst = vall = IT(00) = T(am1)l| = Mlon = vaill,

de la hipotesis inductiva, ||vn41—=v(11)-1] = M7 lvr —vg |, se sigue que la afirmacion
es cierta para k > 2.

Para cualquier N > n tenemos que

lon —vnll = lovy —vN—1 +VUN—1 — UN—2 + UN—2 + V]|,
N
< ok — vkl
k=n

N
<y Mg =,
k=n

al k—1 M"
= [lv1 —UOH;M = ==l
=n

asi {vp }nen es una sucesion de Cauchy, como V' es completo, existe v € V tal que v, — v
cuando n — oo esto es:

v= lim v, = lim vp41 = lim T'(vy,),
n—oo n—oo n—o0
por la continuidad de T se sigue
v=T(lm v,) =T (v),
n—oo

por lo cual v = T'(v).

O]

Teorema 1.2.5 (Lax-Milgram, ver ([1, pag. 60])). Sean (V,(-,)) un espacio de Hilbert, una forma
bilineal a(-,-) eliptica y F € V', entonces existe un inico uw € V tal que

a(u,v) = F(v) Vv eV.

Demostracion. Sean (V, (+,-)) un espacio de Hilbert, a(-,-) una forma bilineal, V-eliptica y F € V",
veamos que existe un tnico u € V' tal que

a(u,v) = F(v).
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Definamos la siguiente aplicacién

AV =V
u—Alu)=A4,: V=R
v— Ay(v): =a(u,v),

verifiquemos que A esta bien definida. En efecto :

» Linealidad de A,: Sean vj,v2 € V' y o € R mostremos que A, (v) + avy) = Ay (v1) + ady(v2).

Ay (v1 + avg) = a(u, v1 + avs) = a(u, v1) + a(u, ave),
= a(u,v1) + aa(u,v2) = Ay(v1) + aAy(va).

» Continuidad de A,: Veamos que ||A, ||y < oo.

[ Au(v)] |a(u, v)]

| Avllvs = sup = sup ,
w20 Vv wzo [Ivllv

como af-,-) es continua, existe C' < oo tal que |a(u,v)| < C|lul|v|v]v, se sigue que

[ullvllvllv

[Aullyy < CF=——
[ollv

= Clully < oo,

por lo cual A, € V.

» Linealidad de A: Sean uj,us € V y o € R veamos que A(u; + aug) = Ay, + aAy,.

Supongamos v € V, se sigue que

A(ur + auz)(v) = a(ur + aus,v) = alug,v) + aalug, v),
= Au1 (U) + aAuz (U)7
= (Au, + ady,)(v),

asi A es lineal.

» Continuidad de A: Veamos que [|A| v,y < o0.

[Aw)[lv
Al z(v,v7y = sup ,
wro  lullv
como ||A(u)||yr < C|lu|ly tenemos que
Cllullv
Al Ly < C,
Tullv

por lo cual ||Al|zv,7) < 0o, se sigue que A es continua.

Como V es un espacio de Hilbert por el Teorema de representacion de Riesz (Teorema 1.2.3) tenemos
que
V' = Vital que Vo € VI Vo € Vi (1,0v) = ¢(v) , ||7d|lv = ||ollv/ (1.19)
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Tenemos que

Vu e V: A, € V' por (1.19) se sigue Vv € Vi (TAy,v) = Ay(v),

Tenemos que encontrar un tinico u € V tal que
YoeV A,wv)=F@) ; Ay=FenV';74,=7FenV,

Consideraremos un operador lineal con el objetivo de utilizar el Teorema del punto fijo (Teorema
1.2.4), ya que este nos garantiza la existencia de un tunico valor, tal que al evaluarlo en el operador
nos da el mismo valor.

Encontraremos p > 0 tal que, al definir 7: V' — V tal que T(v): = v — p(tA, — 7F) sea una
contraccién y por el teorema de punto fijo

dlu € V tal que u = Tu,

Como u = T'(u) = u — p(7A, — 7F) de donde se sigue que TA, = 7F y con esto terminaremos la
prueba.

Verifiquemos que T’ es una contraccién. Sean v1,v9 € V veamos que existe un 0 < M < 1 tal que
||TU1 - Tvz”V < H'Ul - U2||V

IToy = Toull} = o1 — p(7A1 = 7F) —va + p(7Aw, — TF)|I7,
= ||lv1 —v2 — p(TAy, —TF — Ay, +7F)||},
= Jlo1 —v2 = p(TAv, — TA)IIY,
= [lor —v2 — P(TAm—vg)”%/a
= ||lv— pT A%, donde v = vy —vg ,
= (v— pTAy,v— pTAy),
= (v— pTAy,v) + (v — pTAy, —pTA,),
= (v,v) + (=p7Ay,v) + (v, —pTAy) + (—pT Ay, —pTAy),
= |vl? = p(TAy,v) — p(v, TAY) + p*(T Ay, TA,),
= [vle = 2040(v) + p* Au(7Au),
= [l = 2pa(v,v) + p*a(v, TAy),

Como af-,-) eliptica, existe a > 0 tal que a||v||? < a(v,v) por lo cual —2pal|v||? > —2pa(v,v), de
la continuidad de a(-, -) existe C' < oo tal que

a(v,74,) < ClollvllTAully = Cllollv | Aullvs < C?|Jv]l¥,
asi [Ty = Toal2 < I3 = 200ll0l3 + p2C2ol2 = (1 = 2par+ C262) o1 — val2.
Sea M =1 — 2pa + C?p? estimemos de tal manera que M < 1 esto es :
De 1 — 2pa + C?p? < 1 se sigue que —2pa + C?p? < 0 por lo cual pC? < 2a asi p € (0,2a/C?)
Con p € (0,2a/C?) tenemos que T es una contraccion, por el teorema de punto fijo existe un tnico
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u €V tal que

u=T(u)=u—p(tA, —TF) & 0= —p(tA, — 7F),
TA, =TF,
(TAy,v) = (TF,v) Vv eV,
Ay (v) = F(v) Vv eV,

por lo cual a(u,v) = F(v), para toda v € V.
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Capitulo 2

Ecuacién de Poisson (caso bidimensional)

La siguiente ecuaciéon en derivadas parciales de orden dos
- Au(mbe) = f(xlva)a (l'laxQ) S Qa (21)

es conocida como la ecuaciéon de Poisson, este nombre en honor al matematico Francés Siméon Denis
Poisson, u es la funcién que se desea encontrar, f es una funcién dada, €2 un conjunto contenido en
R? y A el operador de Laplace que se define como 9%/9x% + 9%/0x3.

La ecuacion de Poisson tiene diversas aplicaciones, en Braess |2, p. 47| determina la distribucion de
temperatura estacionaria en un cuerpo isotropico, sus aplicaciones abarcan areas donde se involucre
la transmisioén de calor, en la electroestatica, ingenierfa mecanica, etc.

En el desarrollo de las siguientes secciones consideramos la EDP (2.1) sobre un dominio poligonal y
en el uso de la notacion de Bresis [3] la notacién de producto escalar entre un espacio y su dual.

2.1. Condicion de frontera tipo Dirichlet

En esta secciéon partiremos de la ecuaciéon de Poisson con condiciones de frontera tipo Dirichlet ho-
mogéneo, planteando la formulacion débil y verificando las condiciones del Teorema de Lax Milgram
(Teorema 1.2.5) que asegura que la forma débil tiene solucion tnica, ademas en el caso de la ecuacion
de Poisson con condicién de frontera tipo Dirichlet no homogéneo, se lleva a un problema equivalente
con condicién de frontera homogéneo.

2.1.1. Condiciéon de frontera tipo Dirichlet homogéneo

Partiremos realizando la formulacién cléasica de la ecuacion de Poisson, esto es:
Dada f € L?(f2) encontrar u € C%(Q) N C(Q) tal que

—Au=f en()
u=0 en 0.
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Para realizar la formulaciéon débil elegimos nuestro espacio de prueba H&(Q), considerando u €
C?NC(Q) y v una funcién arbitraria en nuestro espacio de prueba tal que

—Au(z1, z2)v(z, 22) = f(21, 22)0(21, 22),

e integrando ambos lados sobre €2 obtenemos

/—Au(wl,xg)v(azl,aa)da:ldxg:/f(xl,xg)v(xl,acg)dacldxg, (2.3)
Q 0

utilizando la Identidad de Green (Teorema 1.1.10), en la parte izquierda de (2.3), ya que u €
C%(Q) N CY(Q) y considerando n un vector normal unitario exterior a la frontera de Q en (z1,2),
obtenemos

/ —(Auv)(z1, 22)dx1dre = / Vu(zy,x2) - Vo(xy, xe)dridry — / v(x1, 22)Vu(xy, x2) - n(xy, x2)ds,
Q Q o0

notemos que sobre 92 en (2.2) se tiene la condicion u = 0, asi Vu(xy, z2) - n(x1, z2) se anula sobre
la frontera de €2, por lo cual

/—Au(xl,xg)v(a:l,xg)dxldxg = / Vu(zy,z2) - Vo(xi, x2)dridz,, (2.4)
Q Q

reemplazando (2.4) en el lado izquierdo de (2.3) se sigue que
/Vu(a:l,acg)-Vv(:El,mg)d:rldg = / fx1,x0)v(21, 22)d21 dXo. (2.5)
Q Q

Dado que u € C(f2) e idénticamente cero sobre la frontera tenemos que, u € H}(f2), definamos de

(2.5)

a(u,v) = / Vu(zy, z2) - Vu(z1, x2)dr1dee,
2 (2.6)
(l,v) :/Qf($1,562)v($1,932)d931d562,

notemos que (l,v) = (f,v)o, con todo lo anterior tenemos las herramientas para realizar la formula-
cion débil de la formulacion clésica (2.2):

Dado f € L?(2) encontrar u € H} () tal que

a(u,v) = (f,v), Vv e H}(Q). (2.7)

Es “débil” en sentido en que la formulacién clésica es de orden dos y en el proceso la formulacién
que denominamos débil termina de orden uno, entonces la ecuacién clasica “pierde” un orden, pero
se debe cumplir para toda funcién v en el espacio de prueba, lo que hace referencia a la formulacién
también llamarla formulacién variacional.

Ahora garanticemos que la expresion (2.7) tenga solucion tunica, para esto haremos utilidad del
Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.2.5), veamos que a(-,-) es una forma bilineal H}-eliptica y el
funcional (I, -) es lineal y continuo. En efecto
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(a) a(-,-) es bilineal : Sean a, B € Ry u,v,z € H}(S), verifiquemos que
alau + pv, z) = aa(u,v) + Ba(v,z) y a(z,au+ fv) = aa(z,u) + Ba(z,v).
De la definicion de a(-,-) y propiedades del gradiente, obtenemos

alau+ P, z) = / V(au+ Bv)(x1, z2) - Vz(21, x2)dx1dxs,
Q

= a/ Vu(zy,x2) - Vz(x1, xe)dridrs + 5/ Vou(xy,xe) - Vz(x1, 22)dx1dTe,
Q Q
= aa(u, z) + pa(v, z).

a(z,au + pv) = / Vz(z1,22) - V(av + fv) (21, 22)dz1dzs,
Q
= /QVz(xl,mg) (aVu(zy, z2))dr1dxs + /Q Vz(z1,z2) - (BVvu(z1,z2))drodry,

= a/ Vz(x1,x2) - Vu(xy, xe)dr + 5/ Vz(xy,x2) - Vo(xy, x2)dr1dTs,
= aa(z, u) + Ba(z,v), ’
por lo cual a(+,-) es una forma bilineal.
(b) Continuidad de a(-,-): Sean u,v € HZ(Q), verifiquemos que existe ¢ tal que
|a(u, v)| < cllullt[[v]]s-

Por definicion de la forma a(-,-) y del producto escalar obtenemos

ou Ov
/Zaxz T

a(u,v)| = ‘/ Vu(xyi,z2) - Vo(z1,x2)drides| =

como las derivadas parciales son continuas, se sigue

81{ 88;)1 d.%'ld.rg s (28)
aplicando la desigualdad triangular, se sigue
2
Ou Ov du dv
S -dridra| < dxid 2.9
> [ s anin| <3 [ | 242 ann 29
por la inecuacioén de Schwarz se sigue
2
ou Ov ou ov
2.10
Z / ox; (91:1 Z 0x; ||y || 0z ||, ( )

de la inecuacién de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz

Z <(Z ) (Z >/ .11

asi de la ecuacion (2.8), las inecuaciones (2.9), (2.10), (2.11) y por la definicién de la seminorma
| |1, se tiene |a(u, v)| < fuli|v]y y como [uli|v]y < [|ull1]|v]l1, se sigue a(u,v) < lull1]|v]1, por lo
cual la forma bilineal a(-, ) es continua.

ou
81‘Z‘

8:(:Z 8xz ox;
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Simetria de a(-,-): Dados u,v € H}(Q), verifiquemos a(u,v) = a(v,u).

Por definicién
a(u,v) = /QVu(xl,xg) -Vou(x1,z2)dridzs,
por la conmutatividad del producto escalar -, se tiene
/QVu(xl,:cg) -Vou(xy, z9)dridry = /QVv(xl,afg) - Vu(zy, x9)dr1da,

por lo cual a(u,v) = a(v,u), asi a(-,-) es simétrica.
a(-,-) es H}-eliptica: Sea u € H} (), como |ul|? = ||ul|3 + |u|? por la inecuaciéon de Poincaré-
Friedrichs (Teorema 1.1.8), existe s > 0 tal que ||ullp < s|ul1, por lo cual

lullf < 8% fulf + Jult, (2.12)
como s2|u|? + |ul? = (14 s%)|ul? y por (2.12), se tiene (1/(1+ s2))||u||? < |u|?, por definicion de
a(-,-) se sigue

2

aa; dx1dxo = ]uﬁ,

2
a(u,u) = /QVu(ml,:L‘g) -Vu(xy, x9)dridzy = Z/Q
=1

se tiene que
(u,v) = L ulld
a(u,v U
142D

por lo cual a(,-) es H}-eliptica.

Linealidad de (I, -): Dados u,v € H}(Q) y a € R verifiquemos (I, u + av) = (I, u) + a(l,v).

Como (+,-)o es un producto interno, se sigue que
<l)u+ OéU> = (f,U+OéU)O = (f7u)0 + Ot(f,’U)O = <l7u> + O{<l,U>.

Continuidad de (I, -): Dada u € HZ(Q), por definicién tenemos las siguientes igualdades

(=1l = | [ f@uter cnras, 213
del analisis matemético, se sigue que
/Qf(xl,:vg)u($1,dx2)dx1d$2 < /Q |f(x1, x2)u(xy, x2)|dx1d22, (2.14)
por la inecuaciéon de Schwarz
/Q|f(x1,x2)u(x1,x2)dx1dx2 < [Ifllollullo < [I.flloflullr- (2.15)

como f € L?() se tiene que || f|lo < oo por lo cual |{I,u)| < ||f|lo]ju|1, asi I es un funcional
continuo.

Por el Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.2.5) existe un tinico u € H} () que satisface (2.7).

Notemos, si u satisface el PVF (2.2) entonces satisface (2.7).
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2.1.2. Condicién de frontera tipo Dirichlet no homogéneo

Para esta seccion los pilares de su desarrollo son [2], [4], en esta seccion consideramos la ecuacion de
Poisson, con condiciéon de frontera Dirichlet no idénticamente cero, por lo anterior se denomina ‘“no
homogéneo”, de la forma

Dados f € L*(Q) y g € L*(09) encontrar u € C?(Q) N CY(Q) tal que

{—Au =f en(,

(2.16)
u =g sobre Jf).

En este punto de la lectura, surge una pregunta muy natural ;cémo realizamos la formulacién débil?

Primeramente expresemos nuestra formulacion clasica (2.16) en una formulacion clasica homogénea
para esto supongamos una funciéon u que satisface (2.16), ubiquemos nuestra mirada en la condicion
de frontera del PVF, analicemos considerando w como u — g, w se anula sobre 952, pero —Aw, no
necesariamente existe, puesto que g € L?(9f2) asi la informaciéon de g es solo sobre 99, es decir
si consideramos w = u — g no es adecuado esta eleccién, ya que tenemos la condicién de frontera
homogénea pero el laplaciano de w no necesariamente existe. En Braess |2, pag 36,42] nos indican
que para llevar nuestro PVF (2.16) a condicion de frontera tipo homogéneo, se asume una funcion
up € C%(Q) N C%Q) N HY(N) que coincide con g sobre la frontera de 2, notemos que la funcién
ug nos ofrece la informacién necesaria en {2 como en su frontera. De este modo, definimos w como
u — ug en vez de elegir u — g y podemos calcular —Aw, ya que existe.

Como u tiene derivadas parciales de orden uno, es decir existen y son continuas cuadrado integrables,
se tiene que u € H(12), por lo cual u — ug estan en HZ (), es decir w € HE(Q). En Q tenemos que

—Au=—-A(w+ upg) = —Aw — Auy, (2.17)

se tiene —Au = f sobre 2 y reemplazando en el lado izquierdo en la ultima identidad en (2.17),
obtenemos f = —Aw — Aug despejando —Aw se llega a —Aw = f + Awug. Asi la formulacién clasica
equivalente con condicion de frontera tipo Dirichlet homogéneo a (2.16) es :

Dadas f € L%(Q), ug € C*(Q) N C*(Q) N HY(Q) y g € L?(Q) encontrar w € C?(Q) N C%(Q) tal que

{—Aw = f+4+ Aug en €,

(2.18)
w =0 sobre Of).

Seleccionando el espacio de prueba H}(£2) y multiplicando la EDP en (2.18) por una funcién arbi-
traria v € HJ(Q) tenemos

—Aw(x1,z2)v(x1, 22) = (f + Aug)(x1, 22)v(21, 22), (21, 22) € Q,F (2.19)
integramos sobre €2

/ —Aw(zy, z2)v(21, 22)dT1dTo :/(f+Auo)(m’l,mg)v(:vl,:cg)d:cldmg, (2.20)
Q Q

considerando n un vector normal unitario exterior a la frontera de €2 en (x1,x2) y por la Identidad
de Green (Teorema 1.1.10) aplicada al lado izquierdo de (2.20), se tiene

/Q(—va)(xl,xg)dxld:cg = /Q(Vw - V) (21, z2)dz1dTe — /89(va($1,$2)) -n(z1, x2)ds,
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la integral sobre la 02 se anula, ya que v es idénticamente cero en 9€, por lo cual la integral toma
el valor de cero, por lo tanto

/—Aw(xl,xg)v(ml,xg)dxldazg = / Vw(z1,x2) - Vu(xr, z2)dridzs, (2.21)
Q Q
por la transitividad de la igualdad entre (2.21) y (2.20) se sigue

/QVw(xl,mz) -Vo(z1, z9)dr1dy = /Q(f + Aug) (21, x2)v(T1, T2)dTdTs. (2.22)
Definamos
a(w,v) = /va(l'l,ZL‘Q) -Vu(xy, z2)dxidrs,
(l,v) = (f + Aug, v)o.
Tenemos w € H}(Q) y ug € C*(Q) N C(Q) N HY(Q), procedamos a realizar la formulaciéon débil.
Dadas f € L*(Q), up € C*(Q) N C%Q) N HY(Q) y g € L?(Q) encontrar w € H{ () tal que
a(w,v) = (l,v), Vo € HY(Q). (2.23)

La formulacion debil esta en términos de w, pero reemplazando u — ug en (2.23) se sigue

a(w,v) = a(u —ug,v) = a(u,v) — aug, v) = a(u,v) — /Q(Vuo - V) (21, z2)dz1dTs, (2.24)

utilizando la Identidad de Green (Teorema 1.1.10) en el ultimo término del lado derecho en la ultima
igualdad anterior y teniendo presente que la integral sobre la frontera de €2 al aplicar la Identidad
de Green se anula, tenemos

— / (Vug - Vo) (21, 22)dx1dre = /(UAuo)(:cl,mQ)dmldxg,
Q Q (2.25)
= (AU/Ou U)O?

de (2.25) y (2.24) concluimos a(w,v) = a(u,v) + (Aug, v)o; del lado derecho en la ecuacion (2.23)
tenemos

(L,v) = (f + Aug,v)o = (f,v)o + (Aug, v)o. (2.26)
Por la transitividad de la igualdad entre los resultados de (2.24) y (2.23), se sigue

(l,v) = a(u,v) + (Aug, v)o, (2.27)
y de (2.26) se cumple
a(u,v) + (Aug,v)o = (f,v)o + (Aug, v)o,
eliminando el termino (Aug,v) de la igualdad anterior, la expresion toma la siguiente forma
a(u,v) = (f,v)o,
teniendo presente que u — up € HE(Q) C HY(2), la formulacién débil equivalente a (2.23) es:
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Dadas f € L%(Q), ug € C?(Q) N C%(Q) N HY() y g € L*(Q) encontrar u € H'(Q) tal que

{a(u,v) = <f1, v), Vv € Hy (). (2.28)
u — ug € Hy(92).

Verifiquemos las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram (Teorema (1.2.5)). Como uy € C%(Q) y
f € L*() se sigue que f + Aug € L*(Q).

(1) La de demostracion de la forma bilineal a(-,-) es Hg(Q)- eliptica, continua es la misma demos-
tracién al caso de frontera tipo Dirichlet homogéneo.
(2) (I,v) es continua: Sea v € H}(Q2) veamos que existe ¢ > 0 tal que (I,v) < ¢||v]|;.

Por definicién de [ se sigue que

0, 0)] = \ 6+ B (ar )i, (2.29)

nosotros sabemos que a(-,-) es una forma bilineal continua, la idea es expresar la integral del
lado derecho de tal manera que aparezca la forma bilineal a(-,-), esto es

/(f+Auo)(:cl,xg)v(wl,mg)dmldazg :/f(xl,xg)v(:cl,xg)dazldxg—i—/(Augv)(xl,arg)dxldxg,
Q Q Q

:/(fv)dxldxz—/(Vu0~Vv)d:z1dx2+/ 021 g
Q Q 1o}

Qﬁn

como v € HE(Q) se sigue que v(dug/dn) = 0 sobre 95, asi la integral sobre la frontera de Q
desaparece, de esto se sigue

/(f + Aug)(x1, x2)v(21, T2)dr1dXrs = / fudxidrs — / (Vug - Vu)dxidzo, (2.30)
Q Q Q
reemplazando (2.30) en (2.29) se sigue

(I, 0)] =

i

/ fudzridas —/ Vv - Vupdridrs
Q Q

(2.31)

)

< / | foldzidzy + ‘/ Vug - Vudridrs
Q Q

por la inecuacién de Schwarz y que a(-,-) es continua, existe C' > 0 tal que |a(up,v)| <
Clug||1||v||1 sobre H'(Q), ademas ||v||g < ||v||1 por lo cual

[{L o)l < A fllolloll + Clluollilvlly = ([[fllo + Clluoll)][v]l1-

Tomando ¢ = || f|lo + C|luo|| obtenemos que I es continuo.

(3) (I,-) es lineal: Sean v,w € H}(Q) y o € R veamos (I, v + au) = (I,v) + a(l,u).
Por definicion de (I, )

(v +ou) = /Q(f+Au0)(x1,x2)(v+au)(xl,xg)dxldQ,
= /Q(f—|—Auo)(ajl,xg)v(xl,xg)dxldwg—|—Oz/Q(f—1—Auo)(:nl,ajg)u(azl,azg)dajldmg,

= (l,v) + a(l,u).

Por lo cual (I, -) es lineal.
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Por Teorema de Lax-Milgram (Teorema (1.2.5)), existe una tnica funcion que satisface el problema

débil (2.23).

2.2. Condiciéon de frontera tipo Neumman

La ecuacién de Poisson con condiciéon de frontera tipo Neumann, es de la forma

Dados f € L*(Q) y g € L*(09), encontrar u € C?(Q) N C1(Q) tal que

—Au=f, en (),
2.32
@ = g, sobre 0f). ( )
on

donde g—g: Vu - n se denomina la derivada normal, que corresponde a la componente perpendicular
del gradiente de u, al plano tangente.

El problema (2.32) tiene solucién tnica, salvo suma de constantes, o sea cualquier solucion para el
PVF se diferencia de si misma por una constante, el conjunto {u + ¢ | ¢ € R, u satisface (2.32) }
satisface la formulacién clasica, esto es

O(u+c)

—A(u—l—c):—Au:f, on =9,

ademas para garantizar la existencia de la solucion tnica salvo suma de constantes, en Braess [2,
pp. 46-47] se afirma que las funciones g y f deben satisfacer la siguiente condiciéon

/f(xg,xg)dmldxg —/ g(z1,x9)ds = 0, (2.33)
Q [2)9]

que se denomina, condicién de compatibilidad de los datos, que obtenemos integrando la EDP de
(2.32) sobre §2

/ f(x1, xo)dx1das = / —Au(xy, xe)dr1das, (2.34)
Q Q
como —Au(ry,z2) = =V - (Vu(zy, z2)), utilizando el Teorema de la divergencia de Gauss, se obtiene
ou
=V - (Vu(z1,x9))dx1dry = — (21, x2)ds, (2.35)
Q a0 On

sobre la frontera de € tenemos du/dn = g, por lo cual

ou

a(xl,xg)ds:/ g(x1,x2)ds, (2.36)
on on o0

por la transitividad de la igualdad entre (2.36), (2.35) y (2.34), y pasando a restar al lado izquierdo
de la igualdad, se obtiene (2.33), la condicion de compatibilidad.

En Braess |2, pag. 46| se afirma que para realizar la formulacion débil de (2.32) hay que restringirse
al espacio

V. :{veHl(Q):/dex:O}, (2.37)
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si u es una solucion del PVF (2.32), su media se denota como u y esta definida como

1

u= m(m/ﬂu(x,y)dmdy, (2.38)

donde m(-) es la medida de Lebesgue, como @ es una constante, verifiquemos que u — U esta en el
espacio (2.37), esto es

/u—udl‘lda?Q:/u($1,$2)d$1dx2—/dl'1d$2,
Q Q Q
1
:/ u(xy, xe)dridry — <m(m/gu(az1,x2)dx1d:c2)/Qdasldxg,

1
/Qu x1,x9)dx1dry — <m(m/§2u($1,xg)dm1dw2> m($2),

u(xy, xe)drrdry — / u(x1, x9)dr1dr,,
Q

0
0.

Entonces tenemos que u — U satisface el PVF (2.32) ademas esta en el espacio V', es decir que dada
una solucién particular en el espacio H'(£) que satisface (2.32), la resta con su media esta en el
espacio (2.37). Considerando una funcién arbitraria v € V' y multiplicando por la EDP establecida
sobre € en (2.32), se sigue

—Au(z1, z2)v(71, 22) = f(21, 22)V(71, T2),
/—Au(xl,mg)v(xg,xg)dxldmg:/f(:nl,:cg)v(wl,xg)dxld:cg. (2.39)
Q Q

Aplicando la Identidad de Green (Teorema 1.1.10) en la parte izquierda de (2.39),

/Q—(Auv)(xl,xg)dxldfcg = /Q(Vu - V) (x1, z2)dxidry — /(mv(ml,:vg)(Vu -n)(x1,x2)ds,

reemplazando la anterior igualdad en el lado izquierdo de (2.39), obtenemos

/QVu(x,y) -Vou(z,y)dzdy — /

o(z,9)Vu(z,y) - nds = / f(, y)o(z, y)dedy,
o0 Q

como Vu - n es idénticamente g sobre la frontera de 2 y despejando el primer termino del lado
izquierdo de la ecuacién anterior, se sigue

/Vu(:n,y)-Vv(ac,y)d:rdy—/f(w,y)v(ac,y)d:cdy—i—/ v(z,y)g(z,y)ds. (2.40)
Q Q o0

Considerando la expresion (2.40), definimos
auv) = [ Vule,y) - To(ey)dsdy,
Q

<l,v>=/Qf(x,y)v(x,y)dxdy+/ v(@,y)g(x,y)ds.

o0N

Notemos que (I,v) = (f,v)o + (9,v)0,00, es decir (I,v) lo podemos expresar utilizando el producto
interno en L?(Q).
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Establecemos la formulacion débil del problema (2.32).
Dada f € L?(Q) y g € L?(09Q) encontrar u € V tal que

a(u,v) = (f,v)o + (9,v)o00, YveEV. (2.41)

Recordemos, si w satisface (2.32), una funcion que satisface (2.41) es w — w. Segin Braess |2, pag.
47| si la forma bilineal a(-,-) y (I, v) satisfacen las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram (Teorema
1.2.5), obtenemos u € V que satisface la formulacion débil para todo v € V' y de la condicion de
compatibilidad (2.33), el problema débil se cumple para toda v idénticamente a una constante, y
por lo tanto se cumple para toda v € H'(Q). En efecto verifiquemos las condiciones del Teorema de
Lax-Milgram

(a) a(-,-) es V-eliptica : Sea u € V, veamos que existe o > 0 tal que
au, u) > allull7.

Como |u||3 = |ul} + ||ul|? y por la variante de la desigualdad de Friedrichs (Teorema 1.1.9)
tenemos

lull} = [uff + llull§ < |ulf + (c([@] + [ul1)?),
ademés u € V, entonces [u| = 0, ya que [, udr =0, asi
Julf + (c([a] + [uh)® = luli + Alulf = (1 + A)|ul?,

como |u|? = a(u,u) y considerando o = (1/(1 + ¢?)) tenemos que «|/ul|? < a(u,u), por lo cual
a(-,-) es V-eliptica.
(b) I es un funcional lineal :

Sean u,v € V 'y a € R verifiquemos que (I, u + av) = (I, u) + a(l, v).

(I, u + av) [ru4av)o + (g,u + av)o sq,

= (

= (fyw)o + a(f,v)o + (g, u)o.00 + alg,v)o,00,
= (f,u)o + (g, u)o,00 + a[(f,v)o + (9,v)0,50],
= (l,u) + a(l,v).

Por lo cual (I, -) es lineal.

(c) Continuidad de I: Sea v € V' veamos que existe ¢ > 0 |(l,v)| < ¢||v]]1.

Por definicion de (I, -) y la desigualdad tridngular se sigue

(v} = |(f,v)o + (g:v)oal < |(f,v)ol +1(g,v)0.00l, (2.42)

por la inecuacién de Schwarz

|(f,v)ol +1(g,v)0,00] < || fllo.ellv]lo + [lgllo,00llv]o00s

(2.43)
< [[fllo.llvllr.a +llglloallvlosq-

29



En la inecuacion (2.43) en la suma del lado derecho aparecen |[v||10 y ||v]|0,00, nos centramos
en estas normas, ya que las normas correspondientes a f y g existen, ya que son funciones de
L3(Q) y L*(09), como [[v]jon < |lv||lia surge la siguiente pregunta ; al término [v||ogq con
que lo acotamos? El Teorema de la traza (Teorema 1.1.11) nos garantiza la existencia de una
funcién
v: H'(Q) — L*(09)
w — y(w) = w| 20

ademas existe una constante ¢ tal que ||y(w)]|o.00 < ¢||w|1,o, como v € V lo que significa que
v € HY(Q), evaluando v en la funcién + obtenemos ||v||o9a < c||v||1,0, asf la expresion (2.43)
toma la siguiente forma

[ fllo.allvllo + llgllo.aclvlioen < I flollvll + clgllosallvl, (2.44)
considerando ¢; = || f|lo + ¢[|g]lo.9q ¥ de las inecuaciones (2.44), (2.43) y (2.42) se sigue

(I, 0)] < erllv]

1,2

por lo tanto [ es continuo.

La forma bilineal a(-,-) y el funcional [ satisfacen las condiciones que requiere el Teorema de Lax-
Milgram (Teorema 1.2.5), por lo cual existe u € V' que satisface (2.41).

2.3. Condiciéon de frontera tipo Mixtas

En esta seccion los textos a seguir fueron [4| y [2]. Comenzaremos con la formulacion clasica de la
ecuacion de Poisson con condiciones de frontera tipo Dirichlet-Neumann o mixtas.

Dada f € L?(Q) y g € L*('p) y w € L*(T'y) encontrar u € C?(Q) N C(Q), tal que

—Au = fenQ,
u = g sobre I'p, (2.45)

0

v _ w sobre I'y,

on
donde 9Q =Tp Uy y I'p NTx = (). Para realizar la formulacion débil de (2.45) elegimos nuestro
espacio de prueba V: = {v € HY(Q) | v = 0sobre I'p}. Pero antes de proceder a realizar la
formulaciéon débil, asumiremos una funcion ug € H' () NC?(Q)NCH(Q) tal que ug es idénticamente
a g sobre I'p y definimos a u1: = u — ug y reemplazando en (2.45) tenemos —Au = —A(uj +ug) =

—Auy — Aug, por lo cual —Auy = f + Aug en 2, sobre la I'p tenemos que u; =0 y en Iy tenemos
que
Ou  O(ur +up)  Ouy N Oug

on on T on 8n:w

Por lo tanto una formulacion equivalente a (2.45) es:
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Dadas f € L%(Q), g € L*(Tp), ugp € HY(Q) N C*(Q) N CYQ) y w € L*(T'y), encontrar u; € V

—Auy = f+ Aug en
u =0 sobre I'p, (2.46)

ouq Oug
— =w - —— In.
on v on sobre Iy

Sean v € V' y u; una funciéon que satisface (2.46) multiplicando la primera ecuacion en (2.46) por v,
e integrando sobre 2, tenemos

/ —Auy(z1, z2)v(x1, 22)dT1d2o :/(f+Auo)(aﬁl,xg)v(:cl,xg)dxldxg, (2.47)
Q Q

aplicando la identidad de Green (Teorema 1.1.10) en la parte izquierda de (2.47) obtenemos

ou

/—Aul(xl,:Ug)v(fcl,xg)dazldxg :/(Vul-Vv)(xl,:vz)d:cgdxg—/ v(:vl,:ng)—l(xl,xg)ds,
Q Q 0 n

reemplazando la anterior igualdad en el lado izquierdo de la ecuacion (2.47) obtenemos

(v(Vuy - n))(x1, z2)ds = /Q((f + Aug)v)(z1, x2)dz1de,

/Q(Vul - V) (21, 22)dx 1 dxs —/

o0

pasando el segundo término del lado izquierdo al lado derecho obtenemos

/(Vul - V) (x1, x2)dxidry = / ((f + Aug)v)(x1, x2)dx1dre +/ (vVuy -n)(xy,x2)ds.  (2.48)
Q Q o0

Analicemos los términos del lado derecho en (2.48) de forma independiente, inicialmente

/(f—i—Auo)vdxldxg:/fvd:md:);’2+/vAu0d:L'1d:r2,
Q Q Q

o (2.49)
:/fvdxldmg—/Vuo-Vvdxlde—l—/ v—odxldmg,
0 Q a0 On
el segundo término satisface
8’&0
/ (vVul-n)ds:/ vwdmldxg—/ v—dx1dxs. (2.50)
00 00 o0 On

Al sumar las ecuaciones (2.49) y (2.50) obtenemos, que el lado izquierdo en (2.48) se puede expresar
de la siguiente manera

/fvdxldxg—/ Vuo-Vvdﬂslda:Q—i—/ vwdridrs. (2.51)
Q Q o

Puesto que 992 = I'p UT'y el tercer término de la expresion (2.51) se puede expresar como una suma
entre la integral sobre I'y v la integral sobre I'p, pero la integral sobre I'p se anula, ya que v = 0,
asi tenemos que (2.48) se puede expresar como

/(Vu1 -Vv)(z1, z2)dx1dTe = / fudxidrs — / Vug - Vodridrs +/ vwdxridxs.
Q Q Q T

N
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Definiendo
a(ug,v) = / Vui(zy,x2) - Vo(zy, z2)drides,
Q

<l,U>:/f’L)dZL‘ldCBQ—/VUO'VUd$1dl‘2+/ vwdx1dxs.
Q Q I'n

Expresando a [, con el producto interno en L?(2) se sigue (I,v) = (f,v)o — a(uo,v) + (v, w)ory-
Asi la formulacion débil de (2.46) es:

Dadas f € L%(Q), g € L*(Tp), uo € HX(Q) N C*(Q) N CHQ) y w € L*(T'y), encontrar u; € V tal
que

a(uy,v) = (l,v), Yv eV, (2.52)

donde V: = {v € HY(Q) | v = 0 sobre I'p}; verifiquemos las condiciones del Teorema de Lax-
Milgram (Teorema (1.2.5)), en efecto

(a) En Gockenbach [4, p. 47| se afirma que a(-,-) es V-eliptica note que la inecuacion de Poincaré-
Friedrichs (Teorema (1.1.8)), es para H}(f2) y notemos que las funciones de V solo se anulan
sobre una parte de la frontera de €2, es decir para poder aplicar Poincaré-Friedrichs necesitamos
que la funcién se anule sobre 0f2.

Lema 2.3.1. Sea 0 C R"™ un conjunto abierto, conexo y acotado, con frontera Lipschitz y
0N =TpNTxy =10 de medida positiva, entonces existe C = C(n,) tal que

|lullo < Clul; Yu e V. (2.53)

(b) [ es un funcional lineal :

Sean u,v € V'y a € R verifiquemos que (I, u + av) = (I,u) + o(l,v).

f7 u)O + Oé(f, U)O + (97 U’)O,QQ + a(ga v)O,@Qa
fru)o + (g9, u)o00 + al(f,v)o + (9,v)0s0l,
Liu) + a(l,v).

Por lo cual (I, -) es lineal.

(c) Continuidad de I: Sea v € V' veamos que existe ¢ > 0 |(l,v)| < ¢||v]|1.

Por definicion de (I, -) y la desigualdad triangular se sigue

[(Lv)| = : (2.54)

/fvdxldxg—/Vuo-Vvd:pldazg—}—/ vwdridxsy
Q Q I'n

por la desigualdad triangular en la parte derecha de (2.54), obtenemos que es menor o igual a
la siguiente expresion

/ fudxidxs +
Q

: (2.55)

+ ‘/ Vug - Vodzidxs
Q

/ vwdx1drs
I'n
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a su vez (2.55) es menor igual a la siguiente expresion
/ | foldzidzs —I—/ [Vug - Voldzidz, —I—/ lvwdzy |dxa, (2.56)
Q Q I'n

por la inecuaciéon de Schwarz la expresion y la continuidad de a(-,-) en H(€2), (2.56) es menor
o igual a la siguiente expresion

[ llollvllo + luollx [vllx + llollo,rxllwllory (2.57)

como f € L*(Q), ugp € H*(Q) w € L?(T'y) se tiene que sus respectivas normas son finitas, ahora
sabemos que ||v]|o < ||v||1, pero utilizaremos el Teorema de la traza (Teorema 1.1.11) para saber
la cota de [|v||o,ry, El teorema nos garantiza la existencia de una funcion

v: HY(Q) — L*(0Q)

w - 7(w) (2.58)

= Wyg

ademas existe una constante c tal que ||y(w)|loa0 < c||w||1,0, como v € V lo que significa que

v € HY(Q), evaluando v en la funcién v obtenemos ~(v) = U], tal que
[vllop < cllv10 (2.59)
pero Ty NTp = 0, por lo cual [[v[[§ 5o = |lvlI§r, + V][5, como v = 0 sobre T'p, se cumple

v]l0.00 = |lvllory, ast |lvflory < cl|v]1,0, entonces la expresion (2.57) seria menor igual a la
siguiente expresion

£ llolloll + l[uollsllvlly + cllvlli]lwls, (2.60)

considerando ¢; = || f|lo + ||uoll1 + ¢/lw|lo,ry, por lo cual obtenemos

(I, 0)] < el

1,2

por lo tanto [ es continuo.

2.4. El método de Ritz-Galerkin y la formulacién discreta

Esta seccion se tuvo presente Braess |2, pag. 53-55| y Ciarlet [5, pag. 37].

Las formulaciones clasicas (2.2), (2.16), (2.32) y (2.45) se han llevado a formulaciones débiles (2.7),
(2.23), (2.41) y (2.52) respectivamente, dependiendo el caso ya sea, la ecuacion de Poisson con
condicién de frontera tipo Dirichlet, tipo Neumannn o Mixtas el problema débil seria, dadas unas
funciones f, g o ug que satisfacen cierta condicién o estan en cierto espacio, es encontrar u € V tal
que

a(u,v) = (l,v)y, YveV, (2.61)

donde af(-,-) es V-eliptica que induce un producto interno en V', a su vez la norma de la energia y
(l,-) es un funcional lineal continuo sobre V.
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Asumiremos un subespacio S, de dimensiéon finita de V', donde h se denomina el pardmetro de
dicretizacion. Asumimos S con el fin de aproximar la solucién u € V, entonces jtenemos una
herramienta que nos permite saber que elemento es mas proximo a u, desde Sp7 El resultado que
nos permite relacionar las distancias entre los elementos de V' y los elementos de Sy, es el Teorema
de la proyeccion (Teorema 1.2.1), el cual afirma que existe up € Sy, tal que

(i) v —unlle = nf{{lv — unllz | v € S},

2.62
(i) a(u—up,v)=0 YveS, (2:62)
lo que indica que uy, es la mejor aproximacién a u de Sj.
Como S}, es de dimension finita tenemos del algebra lineal que existe un conjunto B = {1, p2,¢¥3,...,oN}

que es base de S}, por cual uy, se puede representar como una combinacién lineal de B, esto es

N
up (1, 22) = Zci¢i($la$2)v (2.63)
i=1

de (ii) en (2.62) se sigue que
0= a‘(u - Uh,’U) = a(u,v) - G(Uh, U)a

por lo cual a(u,v) = a(up,v) y reemplazando en (2.61), ademas estableciendo la ecuacion en Sj,
obtenemos la formulacion discreta de (2.61):

Encontrar uy, € Sy, tal que
a(up,v) = (l,v), Vv € S. (2.64)

Puesto que B es una base de S}, observe que la ecuacion (2.64) se puede establecer solo para los
elementos de B, o sea para v = ¢;, j = 1,..., N y reemplazando (2.63) en (2.64) se sigue que

N
a<Zcig0¢,g0j> =(l,¢;), j=1,...,N,
i=1

por la bilinealidad de af(-,-) se sigue

Z a(pip1) = (Lp)) j=1,...,N. (2.65)
=1
En (2.65) solo se desconocen las constantes ¢;, parai=1,..., N,
ahora para j = 1 se sique
N
cha 9017(;01 <l7§01>5
— (2.66)

cra(p1, p1) + caalpa, 1) + -+ + cpalen, 1) = (I, 1),
para j =2

N
;Cia(%,@) =(l,p2), (2.67)

cra(p1,92) + caa(pa, p2) + - - + cnalpn, p2) = (1, @2),
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para j = N

N
Cia(spiv SDTL) = <l7 ¢n>v
et (2.68)
c1a(p1, on) + c2a(P2,n) + -+ + cnalpn, on) = (I, ¢n).
De las ecuaciones (2.66) hasta (2.68), obtenemos el siguiente sistema matricial
a(pr, 1) alpz,01) - alen, e1) cl (L, 1)
a(er,p2)  ale2,2) - alen,e2) | [ e | | (Lw2)
: : - : : : (2.69)
a(e1,on) alpz,on) -+ alen,en)) \en (I, oN)
RU = F,
donde R es una matriz cuadrada de N x N y cada componente esta determinada por
Ri,j:a((pj7gpi)ﬂ Z,_]Zl,,N
El vector F' con dimension N, cada componente esta determinada como
Fj:<l,g0j>, Vle,,N
El vector incognita U contiene ¢; para ¢ = 1,..., N. La matriz R se le suele llamar la matriz de de

Rigidez o la matriz de la energia y a F' el vector de carga.

Si solucionamos el sistema (2.69), obtenemos las constantes que determinan a uy, en (2.63), que es
la mejor aproximacion para u de Sp. De (2.69) ya se puede proceder a realizar la implementacion
numérica, pero antes notemos que la propiedad (i). en (2.62) estima el error u — uy, con la norma de
la energia, pero no lo hemos establecido con la norma || - ||,,,, el siguiente teorema hace esta relacion.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Céa, (ver [2])). Si a(-,-) es una forma bilineal V -eliptica con
HP'(Q) ¢ V.C H™Q), u y up, soluciones del problema débil en V' y S}, subespacio V' respecti-
vamente, Entonces

c,
e =l < = 0E{llu = vl | 04 € S}

Demostracion. Supongamos la forma forma bilineal a(-,-) V-eliptica y Hy*(Q2) C V. C H™(Q) y u,
up, soluciones de los problemas débiles en V' y S, respectivamente, ademas Sj, un subespacio de V,
de esto se sigue

a(u,v) = (l,v) YveV,

2.70
a(up,w) = (l,w) Yw € Sy. (2:70)

Restando las ecuaciones en (2.70) obtenemos
a(u,v) — a(up, w) = (I,v) — (I, w), (2.71)
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como S, C V, para v € S que reemplazamos con la letra w, o sea donde esté v sustituimos con w
en (2.71) y por la bilinealidad de a(-,-), la igualdad (2.71) toma la siguiente forma

a(u—up,w) =0, Yw € Sp. (2.72)

la expresion (2.72) se conoce como la Ortogonalidad de Galerkin. Ahora consideremos un elemento
arbitrario v € Sy, tal que w = v, — uyp, como Sy, es un subespacio de V' se sigue que w € Sy, como
a(-,-) es V-eliptica existe a > 0 tal que

alu — up,u —up) > ollu —up|?, (2.73)
expresando a u — up = u — vy, + vy — up, se sigue

a(u — up,u —up) = alu — up, u — vy + vy — up),

= a(u — up,u —vp) + a(u — up, vy — up),
por la ortogonalidad de Galerkin obtenemos a(u — up, vy, —up) = 0, ya que vy — up, € S, por lo cual
a(u — up,u —up) = a(u — up, u — vp), (2.74)
por la continuidad continuidad de a(-, -) existe C' > 0 tal que
a(u —up,u —vp) < Cllu—up||lmllu —vnllm (2.75)
se sigue de (2.75), (2.74) y (2.73) se tiene que
allu — unllz, < Cllu = upllmllu = vhllm, (2.76)

como u — uy, # 0, entonces ||u — up||m # 0, podemos dividir (2.76) entre ||u — up||m, se sigue que

¢,
lu — up|lm < o inf{||uw — vp||m | vn € Sp}. (2.77)
U
Por el Teorema de Lax-Milgram (Teorema (1.2.5)), el problema variacional (2.64), tiene soluciéon

tnica, en el caso de frontera tipo Neumann es salvo suma de constantes, jqué nos falta para que el
problema este bien planteado?

Jacques Hadamard (1865-1963) afirma que un problema esta bien definido, si se garantiza, la exis-
tencia de la solucién, la unicidad de la solucién y la estabilidad del problema, en nuestro caso nos
falta garantizar la estabilidad.

Lema 2.4.2 (ver |2, pag. 55]). Si uy, satisface (2.64) entonces

lunllm < o |2] (2.78)

Demostracion. Sea uy una solucion de la formulacion discreta (2.64) tal que
a(uy,v) = (l,v),Yv € Sy. (2.79)
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como up € Sy, C V, donde S}, es el espacio discreto donde se formula (2.64), y a(-,-) es una forma
V-eliptica se obtiene a(up,up) > al|ul|?,, y como (I, up) < ||I||||ua]|m obtenemos

allully, < a(un, un) = (L un) < [1l]lupllm,
si up = 0, se cumple (2.78) y si uy # 0, dividiendo por al|ull,, la expresion af|ul|2, < ||7]|/|wnllm

obtenemos
[nlm < 1.
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Capitulo 3

Una cota superior para el error

El objetivo principal es encontrar una cota superior para el error |[u — upl/1, que dependa de los
datos dados de la ecuacién diferencia clasica y la solucién uy, del problema discreto, para llevar acabo
nuestro objetivo nos hemos guiado de Verfiirth [6, pp. 1-12] que muestra una cota superior para el
problema cléasico con condiciéon de frontera tipo mixta, con cierto énfasis de Braess [2, pp. 172-175]
particularizando para el problema clasico con condiciéon de frontera tipo Dirichlet. De [5] hacemos
un breve repaso del método de los elementos finitos, para lograr una afinidad en la construccién de
los espacios de dimension finita que tienen un rol muy importante en lo que resta de la monografia.

3.1. Meétodo de los elementos finitos (FEM)

En el capitulo anterior los problemas clésicos de la ecuacién de Poisson, se ha podido formular en
un sistema matricial, el cual resolveremos sobre espacios de funciones de dimension finita utilizando
el método de elementos finitos.

El método de los elementos finitos segun Ciarlet |5, pp. 55-60], en su forma més simple es un proceso
especifico de construccion de subespacios S}, que se denomina espacio de elementos finitos, esta
construccion es caracterizada por tres aspectos basicos, que son (FEM 1), (FEM 2) y (FEM 3).

Definiciéon 3.1.1. Un n-simplex es la envoltura convexa de un conjunto K C R™ de (n+ 1) puntos
independientes, definidos como N; = (Ni,j)?:l € R" con 1 <i<n+1, son llamados los vértices del
n-simplex. Para cualquier entero m con 0 < m < n, una m-cara del n-simplex K, es un m-simplex,
cuyos m + 1 vértices son también vértices de K. En particular una (n — 1)-cara es simplemente
llamada una cara y l-cara es simplemente llamado borde o lado. Definimos el siguiente arreglo

matricial
N171 NLQ e Nl,n 1
N271 N272 A NQ’ 1
Npy11 Npy112 oo Npgip 1
cada fila de CN hasta la columna n, son las coordenadas de los vértices del n-simplex.
Las coordenadas baricentricas, son funciones \;(xi,zo,...,x,) definidas en cada vértice del n-
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simplex tal que

n
Ai(.%l,xg, cee ,.%'n) = ij,ia:j + bn+171, conl<i1<n+ 1,

=t (3.2)
1, sit=3j ..
)\i(Nj):dij: o ] con1<i,57<n-+1,
0, sii#j
donde B = (b”);‘j:ll es la matriz inversa de CN.
Consideremos el espacio R™ con su base canoénica (e;)!' ; y definimos el espacio Px(R"): = {p :
R™ — R | p es un polinomio con grad(p) < k}, un p € Pr(R™) tiene la siguiente forma
p: ($17 e 7.’,6'77,) E Rn _> p(mly et 7:1:71) - Z palOQ...anxCleng A .%'70{", (33)

|| <k

la dimensién de Py, es

dimPy = (n _/: k)

Ejemplo 3.1.2. Considerando &k = 1 y n = 2 determinemos P;(R?), el 2-simplex con vértices
Ny =(0,0), Ny = (1,0), N3 = (1/2,1) y las coordenadas baricentricas.

para determinar la forma de p € Pi(R?), es decir el polinomio p : R? — R, los posibles p son
p=1(0,0),p=(1,0) y p=(0,1), en cada caso |a| < 1 asi

_ P11 ,.P2
P(ﬂﬁbl‘z) = § pP1P2T7 Ty,
lp|<1

= p1po2izY + p1p1212Y + pop1aizy,
consideremos vy = pop1, @ = p1po y B = pop1, ast

Pi(R"): = {aiz1 + Biza + i | vi, i, Bi € R},

El 2-simplex :

A3, N3

A1, Np A2, No

Figura 3.1: Representaciéon de las coordenadas baricentricas y nodos en el 2-simplex

La matrices CN y B son

0 0 1 -1 1 0
OCN=[1 01 y B=|[-05 -05 1],
05 1 1 1 0 0
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las coordenadas baricentricas son
A1($15 132) = —T1 — 075.’172 + 17
)\2($1, xg) =1 — O,5$2 + 07
)\3(%1, 1:2) =0x1 + 22+ 0.

Notemos que los coeficientes de cada coordenada baricentrica corresponde a una columna de B.

Para la construcion de los espacios Sy, en la formulacion discreta (2.64), en esta monografia utilizamos
2-simplex, particularmente tridAngulos rectdngulos isésceles.

(FEM 1) En esta etapa del proceso, se establece una particiéon o subdivisiéon de € que llamamos Tj,
que tiene un namero finito de subconjuntos T, que se denominan elementos finitos. 7} se
elige de tal manera que satisface las siguientes propiedades:

(1) Q= UTE’Th T.

(2) Para cada T € Ty, T es cerrado y int(T) # 0.

(3) Para cada T1,T € T, distintos, se tiene que int(K1) Nint(Ty) = (.

(4) Para cada T' € T, 0T es Lipschitz-continua.

(5) Para cada T1,Ts € Tj, distintos, son adyacentes si 71 NT5 es una cara, que es la misma

cara para ambos o adyacentes a la frontera 9€) cuando al menos una cara hace parte
de 09).

Las siguientes figuras son ejemplos de una subdivisién en un conjunto 2.

)
@

[ @o o
o ®
RACIVN

Th T

@
®

Figura 3.2: Representacion de dominios, 7;, que satisface (FEM 1) y 7 que no satisface (FEM 1)

Notemos que la figura 3.1 la triangulacion en la parte derecha no se cumple la propiedad 5 de (FEM
1), mientras que la tridngulacion de la parte izquierda, si cumple todas las propiedades de (FEM 1).

De Verfiith [6] asociamos la siguiente notacion. Para la subdivision o particion 7;, asociamos el
conjunto Ny & de todos los vértices y lados, respectivamente de todos los elementos en 7. Un
subindice T, Q,T',I'p, o I'y a N o £ indica que solo se toman los vértices o lados que estan contenidos
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en el conjunto del subindice, respectivamente. Similarmente N, denota el conjunto de los vértices
de un lado E. La unién de todos los lados en £ es denotada por Es y es llamado el esqueleto de Ty,.

Con cada elemento T, cada lado e, y cada vértice N asociamos los siguientes conjuntos.

we=|J{T" | e € &/} Gy = | T | Ne NN},
wx = HT' | N e Ny} Ge = J{T" | NeN N # 0}
T
(&

Figura 3.3: Representacion de we, We, Wy, wy se corresponde de izquierda a derecha con las graficas

En la subdivision 7}, se define un espacio de elementos finitos S}, que se especifica en el proceso, por
ejemplo para los problemas discretos, el espacio de elementos finitos, cuando tenemos la condicion
de frontera tipo Dirichlet no homogéneo y Neumann es

Sp={veC'(Q): v, €Pi, YT eT}, (3.4)
para el caso tipo Dirichlet homogéneo, y mixtas tenemos

S&h = {v e Ccl(Q): v, € P, VT € E’U’FD = 0}.

(FEM 2) El segundo aspecto del método de los elementos finitos es la construccion de los espa-
cios de elementos finitos como espacios de funciones de polinomios, este hecho tiene una
gran importancia ya que al realizar la implementacién computacional los calculos de los
coeficientes del sistema (2.69) son mas simples.

En Ciarlet [5, p. 78] nos presenta una definicion més general de elemento finito que se enfoca en el
espacio de funciones y las funciones base locales del elemento finito, ya que hasta ahora en (FEM 1)

el elemento finito solo se ve como al objeto geométrico elegido para hacer la subdivisién o particiéon
de €.

Definiciéon 3.1.3. Un elemento finito en R™ es una tripleta (7, P, 3) donde :

(i) T es un subconjunto cerrado de R™ con int(T") # () y frontera Lipschitz-continua.
(ii) P es un espacio de funciones real-valuadas definidas sobre el conjunto 7.
(iii) X es un conjunto finito de funciones linealmente independiente ¢;, con 1 < i < n+ 1, sobre P.

Ejemplo 3.1.4. Considerando T' como el 2-simplex en el ejemplo (3.1.2), se tiene que p = P1(T) y
Y esta conformado por las funciones de las coordenadas baricentricas, es decir ¥ = {1, Ag, A3}, asi
el elemento finito es la tripleta (T, P, X)
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Definiciéon 3.1.5. Dos elementos finitos (7, P,X) y (f,ﬁ, /Z\]), son equivalentes-afin, si existe una
funcion invertible F': T — T, tal que las siguientes relaciones se cumplen

Una familia de elementos finitos 7}, se denomina familia afin, si todos sus elementos finitos son afin-
equivalentes a un solo elemento finito no necesariamente contenido en la familia de elementos finitos
Th, que se llama el elemento finito de referencia de la familia 7p,.

Ejemplo 3.1.6. Dada una familia de elementos finitos simpliciales en R”, es muy comin elegir
como elemento de referencia a la unidad n-simplex con vértices

]/\\7'1 = (1>O7"'70)7

~

N2:(071,"'70)a

con coordenadas baricentricas

n
)\i:xi, 1§i§ny)\n+1:1—2xi,
i=1

en caso de una familia afin rectangular de elementos finitos, usualmente se elige el elemento de
referencia como el hipercubo unitario [0,1]™ o el hipercubo [—1, 1]™.

El concepto de familia afin es importante ya que en la practica, la mayor parte del trabajo involucrado
en los céalculos de los coeficientes del sistema (2.69) se realiza en elementos finitos de referencia y no
en los elementos finitos de la familia.

(FEM 3) El tercer aspecto del método de elementos finitos es que existe al menos una base canonica
en el espacio S}, cuyas funciones base correspondientes tienen soporte lo mas pequeiio.

Hasta ahora de (FEM1) y (FEM?2) tenemos localmente para cada T' € Tp, el espacio de funciones
P y el conjunto de funciones bases local ¥. Ahora definamos

Ny = U N,

TeT,
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N7 Ng Ny

T5 Tz
Tk Ts
Ny e Ng
T Ty
T Ty
N1 No N

Figura 3.4: Se ilustra una discretizacion con sus respectivos elementos y funciones bases

son los nodos o vértices de 7. El conjunto del nimero de grados de libertad del espacio de elementos
finitos es el conjunto

En={e(N) | N € Nu},

donde ¢(N) es la funcion base global correspondiente al nodo N, el conjunto ¥, se llama el conjunto
de grados de libertad del espacio de elementos finitos.

Cuando tengamos una familia de elementos finitos a las funciones bases p; € ¥, al restringirla en
cada elemento finito la denotaremos como (bjf, donde 7 hace referencia al nodo INV; y el superindice j
hace referencia al subindice del elemento finito.

En el grafico anterior A}, = {Ny, Na, N3, Ny, N5, Ng, N7, Ng, Ng}, para los N € Ny \ {N7, N3} las
funciones bases globales correspondientes tienen contribuciéon de varias funciones bases locales de
mas un elemento finito (en el sentido de (FEM 1) los triangulos), en particular Ny, la funcion base
global correspondiente a este nodo es

pr(21,22) = (@r], (21, %2), 1| (@1, 22), 1| (21, 22), s 1 (21, 22)) = (01,01, 015, 1),

notemos que ¢} con 1 < j < 8 son coordenadas baricentricas es decir que al evaluarlas en su nodo
correspondiente nos da 1, asi

©1(N1) = (¢1(N1), ¢1(N1), #1(N1), ..., #1(N1)),
— (1,1,0,...,0),

podemos observar que el soporte compacto de 1 es 11 v T, en forma general es decir depende de
las funcién base local en el elemento finito T; que corresponde al nodo Ny con 1 < ¢ < 2, notemos
que supp ¢, = 11 UTs.

Asi ¢; es una n — tupla con n = card(7y) tal que

W)= PSS e
Pl = Vo sii 2. h

notemos que si %’]T(Nj) = 1 necesariamente N; € N.

Lema 3.1.7. las funciones p € Xy, tienen las siguientes propiedades

(i) 0<p; <1 conl<j<mn, n =card(Xy).
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(i) Sveny (V) =1.

(iii) supp(p(N)) = wy

Demostracion. (i) Para verificar (i) veamos que VN € N VT € T, se cumple que 0 < g0j|T(N) <1.

consideremos n; = card(Xy), N; € N con 1 <i<mny, y ¢; € X con 1 < j < nl por definicion
tenemos sobre T}, que

lsii=j,
(N = VT € Ty, 3.5
@3] (i) {OS”_#].. 3 (3.5)

por lo cual 0 < p; <1

(ii) veamos que Y yeps. w(N) = 1, verifiquemos que para todo N; 3 i, @j|p(Ni), conj=1,....m
con n; = card(N7). Veamos que parai = 1,...n; se cumple Zj:1 ©;j(N;) =1parai=1,...,n.

Z% N1) = @1(N1) + 2 (N1) + - -+ + o, (N1),
=1+4+0+---+0=1,

thg (N2) = p1(N2) + @2(Na) + - - - + @, (N2),

3.6
=04+14.---40=1, (36)
ny
Z@j(an) = Spl(NTLl) + ()02(an) et (Pnz(an)a
—040+---4+1=1,
por lo cual } neps. (V) = 1.
(iii) Veamos que supp(¢(N)) = wy. Para j =1,...,ny, n; = card(3},) tenemos que
supp(¢(Nj)) = supp(;);
={Ni e N'| @;(Ns) # 0},
= {NZ eN ’ 31§k<nl tal que (pj’T (Nj) = 1},
b (3.7)
= {T € Ta | 93], (N)) =1},
= {Tk €T | N ENTk}7
— OJNj.
O
Definimos el espacio de funciones de elementos finitos como
SE(Th): =S v= (v|p)reT,: (v )reT, € H Pr(T)
TET, (3.8)

SE(Th): = {ve SET): vlp, = 0}.
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3.2. Estimador de error a-posteriori tipo residual

En Verfiirth [6, pp. 1-2] en la soluciéon de problemas numéricos practicos en fisica o ingenieria,
a menudo se encuentran la dificultad de que la precision general de la aproximacion numérica se
deteriora por la singularidades locales que surgen. Una solucion es refinar la discretizacion cerca
de las regiones criticas. La pregunta entonces es como obtener un buen equilibrio entre las regiones
refinadas y no refinadas de manera que la precision general sea éptima. Otro problema estrechamente
relacionado es el de obtener estimaciones fiables de la precision de la solucién numérica calculada. Las
estimaciones de error apriori, como las proporciona el anéalisis de error estandar para los métodos
de elementos finitos, a menudo son insuficientes , ya que solo proporcionan informacién sobre el
comportamiento asintotico del error y requieren propiedades de regularidad de la solucién que no se
satisfacen en presencia de singularidades.

Estas consideraciones muestran la necesidad de indicadores de error que puedan extraerse a posteriori
de la solucién numérica calculada y de los datos dados por el problema. Por supuesto, el calculo del
indicador de error a posteriori deberfa ser mucho menos costoso que el calculo de la solucién numérica.
Ademas, la estimacion del error a porteriori debe ser local y debe producir una cota superior e inferior
confiable para el error verdadero en una norma especificada por el usuario. En este contexto, cabe
senalar que la cotas superiores son suficiente para obtener una solucién numérica con una presiciéon
por debajo de una toleracia prescrita. Las cotas inferiores locales, son necesarias para asegurar que la
cuadricula se refine correctamente de modo que se obtenga una solucién numérica con una tolerancia
prescrita utilizando un niimero minimo de puntos en la malla.

El estimador residual es el error de la solucién numérica calculada por una norma adecuada de su
residual con respecto a la ecuacion diferencial en la forma clésica.

Consideremos el siguiente planteamiento general con respecto a los problemas clésicos en el capitulo
2.

Sea 2 un dominio poligonal en R2.

Dados f € L*(Q), g € L?>(T'p) y w € L?(T'y), encontrar u € W tal que

—Au= fen (,
u = g sobre I'p, (3.9)
ou
— = w sobre I'y.
on

dondeI': =9Qy T =TpUTlyN,conTpNTxN=0.

Si tenemos que :

(1) Si W = C%(Q)NC°Q) y Ty = 0, entonces (3.9) es un problema de valores de frontera tipo
Dirichlet.

(2) SiW =C*Q)NCHQ) y Tp =0, se tiene que (3.9) es un problema de valores de frontera tipo
Neumann.

(3) SiW =C?(Q)NnCHQ) , Ty # 0y Tp # 0, se sigue que (3.9) es un problema de valores de

frontera tipo mixtas.
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Consideremos la formulacion equivalente (2.46) del caso (3) y llamamos fi = f + Aug en 2, w; =
w — ((Qug)/(0n)), se tiene que u; = u — ug donde ug € H'(2) N C%(Q) N CH(Q) e idénticamente a g
sobre I'p, ademas tenemos el espacio de prueba V = {v € H'(2) | v = 0 sobre I'p}, asi obtenemos
la siguiente formulacion clasica

Dados f1 € L*(Q) y wy € L*(T'x), encontrar u; € V tal que

—Auy = f1 en Q,
u1 = 0 sobre I'p, (3.10)
% = wy sobre I'y.
on

Observemos en (3.10), si 'y = 0 se tienen los problemas clasicos (2.32) y (2.2). Utilizaremos la
Identidad de Green (Teorema (1.1.10)) en el funcional [ para expresar la formulacion débil asociada
a (3.10) en términos de u; y wi, esto es

<l7 'U> = (fv v)QQ - a(u()? 1)) + (w7 U)O7FN7

ou
= (fa U)O,Q + (AUO)U)OQ - 7072} + (wav)O,FNa
’ on 0Ly

0
:(f+Au07U)O,Q_ (w_u07,0> ;
on 0.l

= (f1,v)0,0 — (w1,v)ory-

Asi la formulacion débil asociada a (3.10) es :
Dados f1 € L*(Q) y wy € L*(T'x), encontrar u; € V tal que

a(uy,v) = (l,v) YveV. (3.11)
La formulacion discreta del problema débil es :

Encontrar uy € S, (7Tn) tal que
a(up,v) = (l,v) Yo e Sy, (Th), (3.12)

donde 7Tj, es una particion afin de €.

3.2.1. Operador Cuasi-interpolador

Para cada conjunto medible w C R? con medida positiva y para cada funcién integrable v se tiene

la media de v sobre w como
T = — / (x)dx
Uy = v(x)dx,
'UZ(W) w

donde po denota la medida estandar de Lebesgue en R?, asi definimos un operador cuasi-interpolador
como

I v: Hy(Q) = Vj,

v— Inv= Z Doy PN - (3.13)
NeNQUANTy

El operador I7; tiene la siguiente propiedad de aproximacion
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Proposicion 3.2.1 (Ver ([6])). El siguiente estimador de error para todo T € Ty, todo e € €, y toda
funcion v €'V,

v = Invllo,r < Crhr|vllpe,

lv = Iylloe < C2h v 5z, .

Las constante C y Ca solo dependen de la forma del pardmetro de Tp,.

Ver demostracion en Verfirth [6, pag 108].

3.3. Estimador residual

Sea u1 € V y u, € S}, (Tn) soluciones del problema débil (3.11) y el problema discreto (3.12)
respectivamente. La estrategia es acotar el error |u — uy||g superiormente, por una cantidad que
solo involucre uy, y los datos del problema del PVF (3.10) que son f; y wy.

3.3.1. La equivalencia de error y residual

Para toda v € V se tiene
alu,v) = (v, (3.14)
restando a ambos lados a(up,v) tenemos
a(ui,v) — a(up,v) = (I,v) — alup,v), (3.15)
se sigue que
a(u; — up,v) = (l,v) — alup,v). (3.16)
Definimos el residual R: V' — R de uy, como
(R,v) = (l,v) — a(up,v) YveV.

verifiquemos que R esta en el espacio dual de V.

(i) (R,-) es lineal: Sean v1,v3 € V y a € R veamos que (R,v1 + ave) = (R, v1) + (R, va).

(R,v1 + avg) = (I, v1 + ava) — a(up, v1 + ave),

(
(
(l,v1) — a(up,v1) + a((l,v2) — alup, v2)),
= (R,v1) + (R, v2).

Livr) + all,va) — a(up,v1) — aa(up, v2),
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(ii) (R,v) es acotado: Dado v € V veamos que existe ¢ tal que |(R,v)| < c||v];.

(R, )]

(L, v) = a(up, v)],
(l,0)] + |a(up, v),
ciflvfl + lunllalo]l,

(c1 + [lunfl)[|v]l1,

ININ A

si tomamos ¢ = ¢1 + ||ugl|1 tenemos que [(R,v)| < ¢||v||;.

asi tenemos que

a(uy — up,v) = (R,v) Yv e V.

(3.17)

Notemos que (V, || - ||g)) es un espacio de Hilbert y R € V' por Teorema de Representacion de Riesz

(Teorema (1.2.3)) tenemos que

l,v
larlls = il = sup L2
veV\{0} vl &

por lo cual

urlle = sup l2bd)
ver\ioy  NIvlle

de (3.18) y (3.17) tenemos que

|a(u — up, v)|

lu—wup||lp = sup ———————,
veV\{0} lvlle
R
0l
vevvioy vlle
= || Ry

Asi tenemos que la norma del error en V es igual a la norma del Residual en V.

3.3.2. Ortogonalidad de Galerkin

Primero observemos que, Séh(ﬁ) C V, por (2.62) tenemos que
a(u —up,v) =0, Yo € SY.(Th),
por lo cual

(R,v) =0 Yo € Séh(ﬁ),

(3.18)

(3.19)

(3.20)

es decir que el espacio discreto S3, (75) esta contenido en el kernel de R. La ecuacion (3.20) refleja
el hecho que la discretizacion Séh(’ﬁl) es consistente y que no se introducen errores adicionales por

integracién numérica o por solucién inexacta del problema discreto.
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3.3.3. Una L?*-Representacién del residual

Para toda v € V se tiene que

(R,v) = (l,v) — a(up,v),

= (f1,v)0,0 + (w,v)ory — a(un,v),

sabemos que Q) = Urer, T, ademas I'y = UeeSpN e, se sigue que

(Rov)y =Y (fuv)or+ D (wi,v)oe— Y alup| ,v), (3.21)

T€Th e€lr TeT,

analizando el tercer término del lado derecho en la ecuacion (3.21) se sigue

Buh|
2 alun],.v) = ) < an‘”)w—mw,wovT 7

TeTh TeTh

)

reemplazando en (3.21) tenemos

ou
(Roo) =Y (fuvlor+ Y (wiv)oe+ >, (Aup|_,v)or — > <$,U> ;
0,07

TeT e€lr TET, TeTh

)

ou
<R’ U> = Z (fl +Auh’Tav)0,T+ Z (wlvv)o,e - Z < aI;’TaU> 3 (322)
0,0T

TeTh eeng TeT,

)

analicemos el tercer término del lado derecho de la ecuacion (3.22)

6uh‘T ) <6uh > <8uh| )
=2 =3 |5 + > =L, (3.23)
< on 0,0T on 0,0T\T'y on 0,e

TeT, TeT, eEEr

) )

analicemos el lado derecho el primer término en la ecuacion (3.23), para esto consideremos T; y T}
dos elementos adyacentes arbitrarios de 7y, es decir T; y T} tiene un lado en comun.

T; @ . |
(1, 22)
7 5 ©),

Figura 3.5: Se ilustran dos elementos adyacentes, resaltando la normal exterior unitaria sobre un

punto del lado en comun y la orientacion de los lados

donde n, es un vector normal unitario exterior a e en T; en el punto (x1,x2) y —n. es un vector

49



normal unitario exterior a e en T en el punto (z1,x2), por lo cual

Qup, ’T + Dun | Ty
E —L v = — By
on ’ Gne v one ’
TeTh 0,0T\I' GEEFQ 0,e 0,e

) )

8ne Ne v ’
0,e

)

Vuh| —Vuh’ )'neav>0 ;
e

Il
o) s
m m
59 3
= H
) S

([Vuu] - nesv)g e s (3.24)

665[‘0

donde [-] se llama la funcion salto, note que la calculamos sobre elementos adyacentes. Reemplacemos
(3.24) en (3.23), esto es

0
S (%) =S @t S (S, n0), o
0,0T 7

TET, 6651"9 6€SrN

donde Vuh| es el gradiente de uy, restringida al elemento que tiene como lado a e, asi reemplazando
(3.25) en (3. 22) tenemos

(Ryo)= 3 (fi + Aup| . v)or + > (wl —vuh‘u.n,v)oj S (~[Vun] - nesv)y, - (3:26)

TeTh e€lr T e€éq

Definimos el residual por elementos y el residual por lados como r: 2 — Ry j: & — R respectiva-
mente, tal que

r|, = fi+ Aup,
—[Vup] - ne sie € &q,
j|e: wl—Vuh|T’e sie€ &ry,
0 sie€&ry,.

Notemos que Aup = 0 sobre cada elemento finito, ya que up|, € P1(T). Asi la siguiente L2-
representacion del residual R

<R,’U> = (’I“, U)O,Q + (j7v)0,52a Vv e V.

Por la ortogonalidad de Galerkin tenemos que (R, v;,) = 0, ademas para toda vy, € S, (75) v toda
v € V, tenemos

(R,v) = (r,v)o0 + (J:v)oes + (B, vn),
- (T) U)O,Q + (.77 U)O,Eg + (T, /Uh)O,Q + (]7 Uh)o,gzn (327)
= (T7 v — Uh)O,Q + (.77 (% vh)O,gza
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3.3.4. Una cota superior para el error

Sea v € V una funcién arbitraria , asi por el operador cuasi-interpolador elegimos vy, tal que vy =
I7, (v), por lo cual de (3.27) obtenemos

‘(Rv U>| = ‘(TT, )0 Q-+ (jea - Uh)O,gz |a
TeT 668 :
S Z ‘(TT7 I'Th 0T‘+Z’ .787 ITh ))
TeTh ecf

por la inecuacién de Cauchy-Schwarz tenemos

> |(re, =17, (v)) v=I7,(0)oel < D llrellorlo—I7 ()lloo+) llje

TeTh ecf TeTh ecf

(’U) HO,e

(3.29)
por la propiedad de aproximacion del operador cuasi-interpolador (3.2.1), existen C7 y Cq tal que

v = Ipvllo,r < Crhr|v] @y (3.30)

v = Thvllo,e

de (3.30) y del lado derecho de la inecuacion (3.29) se sigue

> lrzllozliv=Iz, @)lloz+Y_ lielloello—I7 (0)loe < D llrrllorCibrllvllzz+) . lello.cCehi (o]l s,

TeTh ec& TETh ecf

(3.31)
aplicando la inecuacion de Cauchy-Schwarz para sumas a lado derecho de (3.31) se sigue

1/2 1/2

e <o ¥ wirlir) (X s )
TeTh TeT TETh s (3.32)

O R oz, < O Snlidd) (S wia, )
ec& ec& ec&

tomando C' = méx{C}, Ca}, tenemos que el lado izquierdo de (3.31) es mayor o igual a |[(R,v)],
ademaés del lado derecho de (3.31) y (3.32), obtenemos

1/2 1/2 1/2 1/2
(Ryv)| < C (ZthrTHOT) (van%@T) +(Zhe||jeu%,e) (vau%@e)

TET, TeTh eef eef
(3.33)

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que a1by +asby < (a2 + a%)l/Q(b% + 63)1/2, a;,b; € R,
con ¢ = 1,2, asi considerando

1/2 1/2
alz(zh%rrT||3,T> , blz(ZuvH%@) ,

TeTh TeT
1/2 1/2
=(Zherje%> | @:(Z\ ) |

eef ecf
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se sigue que

1/2 1/2
3,6} [Zuvr%,mZHvH%@e} L (339)

TET, ee&

(R0 < c[ S BB+ 3 helle

TeTh ecf

Debido a la forma regular de 7, el didmetro de cualquier conjunto puede ser acotado por un multiplo
del diadmetro de cualquier elemento o lado contenido en el conjunto, donde la constante solo depende
de la forma del parametro h, es decir existen constantes Ai, Ao

> IliEgs, < A1) bl = Al

EQ,
T T
o &7 (3.35)
S olgs, <42 > Ivller = Asllvllee,
ecf TeTh

del tercer término de la multiplicacién al lado derecho de (3.34), de (3.35) y eligiendo Cf;, =
méx{ Ay, A2} obtenemos

1/2
[ S olds, + 3 rvu%@e] < Op vl pa, (3.36)

TeTh ecf

eligiendo ¢ = C1C7;,, de (3.34) y (3.36) se sigue

(R, v)] < ¢f|v]

1/2
EQ[ > Wlrelig e + ZheHjeH%,e] , (3.37)

TeT ecf

para toda v € V'\ {0} se tiene

(R, )| o o ]V
<ec| S RrelR e + 3 hellield.| (3.38)

[l

TET, ecf
de (3.19) y de (3.38) se tiene
1/2
o=l < ¢| 3 el + S helilf| (3.9
TeTh ecf
como V es un espacio de Hilbert, las norma en V, || - ||/ es equivalente a la norma || - ||z, entonces

la cota superior también es cota para el error ||u — upl|;.
por la construcion del resultado (3.39), tenemos el siguiente teorema

Teorema 3.3.1. Sea Ty, una tridngulacion que satisface las condiciones de (FEM 1), entonces existe
una constante c positiva tal que

1/2
o=l < ¢| 3 Blrale + S helilf] (3.40)

TeT, eef
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3.4. Implementacién numérica

El objetivo de esta implementacion numérica es verificar que se cumple el Teorema (3.3.1), implemen-
tando mallas con refinamiento uniforme y con refinamiento adaptativo, sobre dominios poligonales
con formados por 2-simplex isésceles con un angulo recto.

Considerando el (1), es decir el PVF tipo Dirichlet

—Au=f en{,
u =g sobre 0f),

donde f € L3(Q) y g € L2(09Q) y u € C?(2) N C°(Q), con formulacién discreta:
Dado ugp, € S} (Tn), encontrar uy, € Si(T) tal que

{Uh € uon + Son(Th) = {vn € Sh(Th): (v — uon) € Son(Ta)},

' (3.41)
a(up,vy) = (l,vp) Yoy, € Son(Th)-

Tenemos que I'p = () por lo cual los residuales por elemento y por lado son

rr = f7
o —[Vup] - ne siee€ &g,
e = 0 Sieeng,

respectivamente. Definimos el estimador tipo residual global

1/2
%={§)wmm+2mm%], (3.42)

TeTh ecf
y un indicador global de los elementos, un indicador global de los lados, como

ldEg: = Z hterTTH(Z),T y IdLg: :Zhe”je
TeTh ecf

2
0,e>

calculando IdE; y IdLg; podemos llevar acabo la implementacion numérica para la estrategia de
refinamiento uniforme.

Para desarrollar la estrategia de refinamiento adaptativo debemos tener unos indicadores locales,
para esto consideremos n = card(7y,) y m = card(&ry,)

1/2
nf{ZN%W&+me@},

TeTh ecf (3.43)
1/2
:{%wﬁh+m+%wmhﬁmmw@+m+MMM&4,

tenemos que para cada lado e € £ le corresponden dos tridngulos adyacentes, asi para tener un
indicador local, sedemos la mitad de he,,||je,. |3 a cada elemento adyacente correspondiente, es
decir

) 1 V2
lor + 5 Z hellgello,e ) (3.44)

eelr

m=| X (#1

TeT,
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definimos el indicador por elementos como

) ) L\ 2
ort5 Z heHje\o,e> ; (3.45)

eeE

- (h%nm

de donde obtenemos un indicador de elemento local y un indicador de lado local como

1 .
IEc: = hylrellir v 1dLe: =5 3 helldellf.

e€Er

Solo nos queda verificar el Teorema (3.3.1) con los correspondientes refinamientos.

3.4.1. Refinamiento uniforme

Comenzaremos enunciando el pseudocddigo para calcular el error y el residual.

Algoritmo 3.1: (Algoritmo uniforme)

Data: Los datos de la ecuaciéon diferencial parcial y m ntmeros de mallas.
Result: Por cada malla una solucién numérica uy, €l error entre la solucion real y la
solucion numérica en la norma || - ||1 y 7&-
Para k = 0.
Calculamos la solucién numérica uy en el espacio 775“
Calculamos el error entre u y up,.
Calculamos 7p.
if K =m then
‘ Términe;
else
L return k + 1 y retomar el paso (2)

®w N o A W N

Considerando refinamientos uniformes sobre el dominio [—1, 1]? con
u(x1, 2) = exp(w1) cos(maa) y f(w1,22) = (7% — 1) exp(a1) cos(ms),

al aplicar el algoritmo 1 obtenemos los resultados del cuadro 8 y comparando los resultados numéricos
del error ||u — upl|1 v el g obtenemos la figura 3.6.

h Nr e 0 =ng/e 01 0
2 47,7765 | 7,74207 6,1710
1 27,3769 | 3,95809 6,9167 | -0,8034 | -0,968
1/2 | 14,4157 | 3,07471 | 4,6885 | -0,9254 | -0,3644
1/4 7,9129 | 1,59392 4,9644 -0,8654 | -0,9479
1/8 4,1099 | 0,80442 95,1091 -0,9452 | -0,9866
1/16 | 2,0865 | 0,40315 95,1755 -0,9781 | -0,9967

Cuadro 3.1: Estimador residual, error, indice de efectividad y tasas de convergencia.

donde 0y = (log(nr(i+1,1)/1x(i,1)))/(log(h(i+1,1)/h(i,1))), 62 = (log(e(i+1,1)/e(i, 1))/ (log(h(i+
1,1)/h(i,1))).
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Figura 3.6: Representamos el parametro de discretizacion h vs ng, error e = ||[u — uy||1, con mallas
de refinamiento uniforme.

Al aplicar el algoritmo 1 con refinamiento uniforme sobre el dominio L = [—1,0]x[—1, 1]U[0, 1]x [0, 1],
con las funciones

u(r,0) = r¥3sin((20)/3) y f =0,

donde r y 6 son coordenadas polares, obtenemos los resultados en la tabla 8 y la figura 3.7 de
comparar el error y el estimador residual.

-o- etaR

=%~ Error

1072

Figura 3.7: Representamos el pardmetro de discretizacion vs el error y el estimador tipo residual.

De cuadros 3.1 y 3.2 se puede observar que a medida que el pardmetro de discretizacion h se acerca
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h Nr e 0 =ng/e 01 0
1 1,2837 | 0,4787 2,6817
1/2 | 0,8822 | 0,3013 2,9282 -0,5412 | -0,6680
1/4 | 0,5848 | 0,1937 | 13,0200 | -0,5932 | -0,6374
161 1/8 | 0,3817 | 0,1242 3,0747 -0,6156 | -0,6412
705 | 1/16 | 0,2459 | 0,0792 3,1064 -0,6344 | -0,6491
2945 | 1/32 | 0,1572 | 0,0503 3,1251 -0,6455 | -0,6550

@ ooz

Cuadro 3.2: Estimador residual, error, indice de efectividad y tasas de convergencia.

acero o va disminuyendo a la mitad, se evidencia en los refinamientos uniformes en el dominio L y
el dominio [—1,1]2, que el error es proporcional al estimador tipo residual, lo que es una evidencia
numérica que el Teorema 3.3.1 se cumple, como podemos observar en las graficas 3.6 y 3.7, ademas
los indicadores de efectividad van dejando la evidencia de la existencia de la constante involucrada
en el teorema 3.3.1.

3.4.2. Refinamiento adaptativo

Para desarrollar la estrategia adaptativa, hemos utilizado el siguiente pseudocodigo

Algoritmo 3.2: (Algoritmo adaptativo)

Data: Tol = Tolerancia del error, & = parametro de refinamineto.
Result: Por cada refinamiento el error en la norma || - |1 y 7z.
Para k=1
Cargue una malla inicial I'y.
Calculamos la solucién numérica uy, en el espacio 7.
Calculamos el error entre u y up, en la norma || - ||;.
Calculamos 1y, r para todo T € Ty.
Calculamos 7.
if nr < Tol then
‘ Términe;
else
return Calculamos npq,: = max{ngr | T € Ty}, refine cualquier 7' € T}, tal que
L NR,T > & * Mmax, S€a k = k+ 1 y retomar el paso (2).

© W N O A W N

=
o

Aplicamos el pseudocodigo 2 con la funcion u(r,6) = r?/3sin((20)/3) y f = 0 y comparando los
resultados numéricos del error e = ||u — uy||; y g obtenemos la figura 3.8
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u(r,a) = r**(2/3)*(sin(a*2/3))
10 w

- © - Uniforme s
- © - Adaptativo Mg
=®= Uniforme e
== Adaptativo e

Figura 3.8: Representamos los resultados de las estrategia adaptativa y uniforme, grados de libertad
vs el error y el estimador de error tipo residual.

N e Nr 0 =ng/e 01 05

5) 0,3088 | 0,8369 2,7105
14 | 0,2215 | 0,6362 2,8726 0,2664 | 0,3228
23 | 0,1789 | 0,5146 3,2259 0,2010 | 0,3457
38 | 0,1346 | 0,4503 3,3454 0,7767 | 0,9914
57 10,1138 | 0,3977 | 3,4958 | 0,3064 | 0,4141
70 | 0,1006 | 0,3436 3,4166 0,7118 | 0,6002
79 | 0,0954 | 0,3350 | 3,5121 | 0,2096 | 0,4388
93 | 0,0886 | 0,3132 | 3,5369 | 0,4125 | 04533
127 | 0,0778 | 0,2784 | 3,5809 | 0,3781 | 0,4172
165 | 0,0699 | 0,2500 3,5779 0,4111 | 0,4091
171 | 0,0683 | 0,2443 | 3,5820 | 0,6458 | 0,6483
209 | 0,0614 | 0,2218 3,6124 0,4815 | 0,5308
229 | 0,0590 | 0,2120 3,9979 0,4945 | 0,4363
254 | 0,0555 | 0,2025 3,6493 0,4425 | 0,5903
299 | 0,0512 | 0,1857 3,6301 0,5310 | 0,4945
340 | 0,0480 | 0,1750 | 3,6477 | 0,4619 | 0,5023
360 | 0,0467 | 0,1701 3,6456 0,4969 | 0,4804
424 | 0,0430 | 0,1572 | 3,6563 | 0,4820 | 0,5045

Cuadro 3.3: Error, estimador residual, indice de efectividad y tasas de convergencia, con parametro
£=0,9.

Analicemos la figura 3.8, primeramente observemos el 77 obtenido por las estrategias de refinamiento
uniforme y adaptativa, si nos centramos en la parte inferior de la gréafica entre el intervalo de 10 y
50 nodos, podemos ver que la estrategia adaptativa esta siendo muy similar a la estrategia uniforme,
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es decir necesitan casi la misma cantidad de grados de libertad, mientras que en el intervalo de
50 y 3000 grados de libertad se comienza a notar una gran diferencia entre ambas estrategias, ya
que la estrategia adaptativa esta necesitando una cantidad de grados de libertad muy pequena en
comparacion con la estrategia uniforme, observando los cuadros 3.2 y 3.3 con 424 grados de libertad
o nodos libres la estrategia adaptativa da un 7y significativamente proximo a 0.1572 y la estrategia
uniforme necesita 2945 grados de libertad para alcanzar un valor muy significativamente proximo
a 0,1572, lo que va dejando gran evidencia, de que la estrategia adaptativa es més eficiente para
estimar el valor de ng. Ahora fijemos la mirada en el error obtenido por las estrategias adaptativa y
uniforme, a simple vista las estrategias comienzan muy similares, pero a medida que se va refinando,
la estrategia adaptativa muestra una mayor eficiencia. De la tabla 3.3 en las columnas correspon-
dientes al valor de e y 1 se evidencia numéricamente que el estimador residual es paralelo al error
e, mostrando un coeficiente de efectividad creciente en cada refinamiento, es decir se evidencia la
constante ¢ del Teorema 3.3.1, por cual podemos afirmar que numéricamente se cumple el Teorema
3.3.1.
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(i) N=57 (i) N=79

Cuadro 3.4: Secuencia de refinamiento adaptativo

En las secuencias anteriores podemos notar la selecciéon de los elementos a refinar donde npr >
& Mmaz, de (1) a (i) se pasa de 18 a 58 elementos, de (ii) a (iii) se pasa de 58 a 96 elementos y de

(iii) a (iv) se pasa de 96 a 166 elementos acercandose cada vez mas a la singularidad de la funcion
u(r, 0).
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