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1. Resumen

Este tfrabajo de grado presenta una solucidn numérica del problema de
valor inicial y de frontera (PVIF) que describe el fendbmeno de consolidacion
de suelos con flujo de agua en direccidn vertical, empleando el método de
las diferencias finitas. Se plantearon cuatro esquemas en diferencias finitas
para resolver la ecuacion diferencial parcial, dos de ellos explicitos (método
explicito simple y método de Dufort-Frankel) y los ofros dos implicitos
(método implicito simple o método de Laasonen y método de Crank-
Nicolson). Cada una de las soluciones numéricas obtenidas por los
esquemas de diferencias finitas se compard con la solucidon analitica del
modelo matemdtico que describe el fendmeno; esta Ultima se obtuvo
empleando el método de separacidn de variables. El esquema de
diferencia finita que mejor describe el fendbmeno estudiado es el método de
Crank — Nicolson.

ANDRES CASTRILLON 2021 © 8
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2. Introduccion

Toda obra civil (pavimento, edificio, dique, etc.) necesita de un suelo sobre
el cual se construird la cimentacion encargada de transmitirle la carga. Toda
carga aplicada a un suelo fino genera un proceso de consolidacion y
asentamiento determinado; que debe ser estimado por parte del ingeniero
geotecnista. Para tal fin, es usual aplicar un modelo unidimensional para el
cdlculo de asentamientos. Sin embargo, el comportamiento real del suelo
va mas alld de la respuesta unidimensional y las soluciones al problema de
asentamiento requieren otro tipo de soluciones que involucren aplicaciones
en ingenieria.

La complejidad de los problemas relacionados con suelos, involucra muchas
variables inherentes a los suelos, a la estructura que se coloca sobre él y a
las condiciones de frontera que se presenten en el caso de estudio.
Recientemente, se ha utilizado la modelacion numérica como una
alternativa de solucidn para los sistemas con numerosas variables y fronteras,
lo que facilita, no solo la resolucidon de un problema en particular, sino
también la posibilidad de estudiar ofro tipo de escenarios.

Este trabajo, pretende dar una solucidon numérica al modelo matematico
que describe el fendmeno de consolidacion unidimensional de suelos con
flujo de agua en direccion vertical usando el método de las diferencias
finitas. Una vez encontrada la solucidon numérica, se aplicard a un problema
de drenaje vertical en suelos, y posteriormente se compara con la solucion
analitica enconfrada para este.

ANDRES CASTRILLON 2021 © 9
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3. Objetivo general

Desarrollar una solucidon numérica al problema de valor inicial y de frontera
(PVIF) que describe el fendmeno de consolidacion de suelos con flujo de
agua en direccion vertical, mediante el método de las diferencias finitas.

3.1. Objetivos especificos

e Plantear un modelo matemdatico y analitico que permita resolver un
problema de consolidacion unidimensional de suelos con flujo de agua
en direccion vertical, a partir de una serie de condiciones iniciales y de
frontera.

e Aplicar el método de las diferencias finitas planteada en un caso
prdctico de la ingenieria, en particular del fendmeno de la consolidacion
de suelos con flujo de agua en direccion vertical, referenciada en la
literatura técnica o en alguna fuente académica.

e Andalizar el exceso de presion hidrostdtica y el grado de consolidacion en
funcidon de la direccion vertical para el estrato de suelo, bajo un tiempo
dado, obtenidos de la solucidn analitica y numérica planteadas.

e Comparar cuantitativamente los esquemas en diferencias finitas con la

solucion andlitica existente del fendmeno de consolidacion de suelos con
flujo de agua en direccion vertical.

ANDRES CASTRILLON 2021 © 10
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4. Marco tedrico

4.1. Consolidacion de suelos

Un aumento de esfuerzo causado por la construccion de cimientos u otras
cargas comprime las capas de suelo. La compresion es causada
principalmente por la deformacion de particulas del suelo, la reorientacion
de estas y la expulsion de aire o agua de los espacios vacios. En general, el
asentamiento del suelo causado porla carga puede dividirse en dos amplias
categorias (Biot, 1941):

1. Asentamiento elastico, que es causado por la deformacion eldstica del
suelo seco y de los suelos humedos y saturados sin ningun cambio en el
contenido de humedad. Los cdlculos de los asentamientos eldsticos se
basan generalmente en ecuaciones derivadas de la teoria de la elasticidad.

2. Asentamiento de consolidacién, que es el resultado del cambio de
volumen en un suelo cohesivo saturado debido a la expulsion de agua
intersticial. El asentamiento de consolidaciéon es dependiente del tiempo.

4.1.1. Principios de consolidacion

Cuando una capa de suelo saturado se somete a un aumento del esfuerzo,
la presion del agua intersticial se incrementa repentinamente. En los suelos
arenosos que son altamente permeables, el drenagje causado por el
aumento en la presion de agua intersticial se completa inmediatamente.
Este drenaje de agua intersticial se acompana de una reduccion en el
volumen de la masa de suelo, lo que se traduce en asentamiento. Debido
al rdpido drenaje del agua intersticial en suelos arenosos, el asentamiento
eldstico y de consolidacion ocurren simultdneamente (Barron, 1948).

Cuando una capa de arcilla compresible saturada se somete a un aumento
del esfuerzo, el asentamiento eldstico se produce inmediatamente. Debido
a que la conductividad hidraulica de la arcilla es significativamente menor
que la de la arenq, el exceso de presion de poros generado por la carga se
disipa gradualmente durante un largo periodo. Por lo tanto, el cambio de
volumen asociado en la arcilla puede continuar por mucho tiempo después
del asentamiento eldstico. El asentamiento causado por consolidacion en
arcilla puede ser varias veces mayor que el asentamiento eldstico. La
deformacion dependiente del tiempo de suelo arcilloso saturado puede

ANDRES CASTRILLON 2021 © 11
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entenderse mejor teniendo en cuenta un modelo simple que consiste en un
cilindro con un resorte en su centro (Terzaghi, 1925).

Sea el drea dentro de la seccién transversal del cilindro igual a A. El cilindro
estd lleno de agua y fiene un piston impermeable sin friccion unido a un
resorte y una valvula, como se muestra en la Figura 1a. En este momento, si
colocamos una carga P sobre el pistdn (Figura 1b) y mantenemos la vdlvula
cerrada, toda la carga serd tomada por el agua en el cilindro porque el
agua es incompresible. El resorte no pasard por ninguna deformacion. El
exceso de presion hidrostatica en este momento se puede dar como

Au=Z% (41
A

Este valor se puede observar en el indicador de presion unido al cilindro.

En general, la carga P que se coloca sobre el piston se puede expresar
como

P=P. +P, (42)

donde P; corresponde a la carga soportada por el resorte y B, ala carga
transportada por el agua. De la discusion anterior, podemos ver que cuando
la vdlvula se cierra después de la colocacion de la carga P,

P,=0yP, =P.

Ahora, si se abre la valvula, el agua fluird hacia el exterior (Figura 1c). Este
flujo se acompana de una reduccion de la presidon hidrostatica y un
aumento en la compresidn del resorte. Por lo tanto, en este momento la

ecuacion P = P, + P, (4.2) se mantendrd. Sin embargo,
P,>0yP, <P.

Después de algun tiempo el exceso de presidon hidrostdtica se convertird en
cero y el sistema alcanzard un estado de equilibrio, como se muestra en la
Figura 1d. Ahora podemos escribir

P,=PyP,=0

ANDRES CASTRILLON 2021 © 12
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P=P +P,.

S E Vilvula cerrada = E Wilvula cerrada

=]

Au=0 5

l

="E Vilvula abierta

Vilvula abierta

H -']

Au=0 L%

Figura 1. Modelo cilindro —resorte (Braja, 2015).

Con esto en mente, podemos analizar la deformacion de una capa de
arcilla saturada sometida a un aumento del esfuerzo (Figura 2a).
Consideremos el caso en el que una capa de arcilla saturada de espesor H
que estd confinada entre dos capas de arena estd siendo sometida a un
aumento instantdneo del esfuerzo total Ac. Este incremento del esfuerzo total
se transmitird al agua intersticial y a los sélidos del suelo. Esto significa que el
esfuerzo total, Ao, se divide en alguna proporcion entre el esfuerzo efectivo
y la presidon en exceso de la hidrostdtica. El cambio en el comportamiento
del esfuerzo efectivo serd similar al del resorte en la Figura 1, y el cambio en
el comportamiento de la presion del agua intersticial serd similar al de la
presion en exceso de la hidrostdtica de la Figura 1. A partir del principio del
esfuerzo efectivo, se deduce que

Ao = Ac” + Au (4.3)
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Ao’ corresponde al aumento del esfuerzo efectivo y Au al aumento de |a
presion de agua intersticial o presion en exceso de la hidrostatica.

Dado que la arcilla tiene muy baja conductividad hidraulica y el agua es
incompresible, en comparacion con la estructura del suelo, en el tiempo t=0

todo el aumento del esfuerzo Ao serd tomado por el agua, es decir Ag =
Au en todas las profundidades (Figura 2b), y ninguno serd llevado por la
estructura del suelo, porlo que Ag” = 0.

Después de la aplicacion del esfuerzo incremental, Ao, a la capa de arcilla,
el agua intersticial comenzard a ser exprimida hacia fuera y drenard en
ambas direcciones en las capas de arena. Por este proceso, el exceso de
presion de agua intersticial a cualquier profundidad en la capa de arcilla
disminuird gradualmente y el esfuerzo transportado por los solidos del suelo
(esfuerzo efectivo) se incrementard. Por lo tanto, en el tiempo 0 <t < «,

Ac =Ac"+Au (Ac” >0y Au < Ao).

Sin embargo, la magnitud de Ac” y Au en varias profundidades va a
cambiar (Figura 2c), dependiendo de la distancia minima del patréon de
drenaje de la capa de arena superior o inferior.

Tedricamente, en el fiempo t=~ todo el exceso de presion del agua
intersticial se disiparia por el drenaje de todos los puntos de la capa de
arcilla, dando asi Au = 0. Entonces, el aumento del esfuerzo total Ao se
transportaria por la estructura del suelo (Figura 2d), por lo que

Ao = Ao’

Este proceso gradual de drenaje bajo la aplicacién de una carga adicional
y la fransferencia del exceso de presion del agua intersticial asociada al
esfuerzo efectivo provoca el asentamiento dependiente del fiempo en la
capa de arcilla del suelo (Budhu, 2010).
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esfuerzo total agua intersticial esfuerzo efectivo
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(d) En el tiempo f =oo

Figura 2. Variacion del esfuerzo total, la presion de agua intersticial y el
esfuerzo efectivo en una capa
de arcilla drenada en la parte superior y la parte inferior como resultado de
un aumento en el esfuerzo total Ac (Braja, 2015) .

4.1.2. Tasa de consolidacion

(Terzaghi, 1925) propuso la primera teoria para considerar la fasa de
consolidacion unidimensional de suelos arcillosos saturados. La deduccion
del modelo matemdtico que gobierna este fendmeno se basa en los
siguientes supuestos:

1. El sistema arcilla-agua es homogéneo.

2. La saturaciéon es completa.

3. La compresibilidad del agua es insignificante.

4. La compresibilidad de los granos del suelo es insignificante (pero
reorganiza los granos del suelo).

5. El flujo de agua es en direccion vertical (es decir, en la direccion de
compresion).

6. Laley de Darcy es vdlida.

La Figura 3a muestra una capa de arcilla de espesor H situada entre una
capa de arena altamente permeable (capa superior) y una capa de roca
impermeable (capa inferior). Si la capa de arcilla se somete a un aumento
de la presion Ao, la presion del agua intersticial en cualquier punto A en la
capa de arcilla se incrementard. Para la consolidacion unidimensional, el
agua es exprimida en direccion vertical hacia la capa de arena.

La Figura 3b muestra el flujo de agua a fravés de un elemento diferencial en
el punto A. Para el elemento de suelo que se muestra,
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(tasa de pérdida de agua) — (tasa de afluencia de agua) = (tasa de
cambio de volumen)

av

at

(vZ + % dz) dxdy — v,dxdy =

Por lo tanto,
o}
vy, av
—dxdydz = — (4.4
0z y ot ( )
donde
V: volumen del elemento diferencial de suelo
v,. velocidad del flujo en la direccion vertical (direccion z).
4 Ao é__T_
R T T B B
GRS B RS e T R
Nivel fredtico ;-—:‘.—_--—'_:-'-'.:-.-.-";—.'-—._'—‘.——.—':—‘v_-—.-':.-—~——-:-.1.:"..——:—-:.'~—--—*-—‘l—
". Frontera permeable
T S8 oY .
""" “Frontera impermeable

(a)
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—1 | |
v, dx dy | 1/

(b)

Figura 3. (a) Capa de arcilla sometida a consolidacion (b) Flujo de agua en
el punfo A durante el proceso de consolidacion (Braja, 2015).

Usando la ley de Darcy, se obtiene

=) O _ _kgOu
v, =k,i = kzaz_ 92 (4.5)

donde

Yw: Peso unitario del agua
k,: conductividad hidrdulica del estrato de suelo en direccién vertical
U. presion en exceso de la hidrostatica.

De las ecuaciones (4.4) y (4.5) obtenemos

ky0%u 1 oV
Yw 022 dxdydz ot

(4.6)

Durante la consolidacion, la tasa de cambio en el volumen del elemento de
suelo esigual a la tasa de cambio en el volumen de vacios. Asi

WMy Wsrely) 9%y 2y o2 47

at ot at at S ot ot

donde

e: relacidn de vacios del estrato de suelo
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V;: volumen de solidos del estrato de suelo
V,: volumen de vacios del estrato de suelo.

Debido a que los sdlidos del suelo son incompresibles,

oV
= =0
ot
Y
__ V. dxdydz
s 1+60 o 1+€0

Sustituyendo estas dos Ultimas expresiones en la ecuacion (4.7) se obtiene

av dxdydz de
Z=ZEE (48

at 1+€0 at

donde e, corresponde a la relacién de vacios inicial. Combinando las
ecuaciones (4.6) y (4.8) se obtiene

k, 0%u 1 de
——Z—= —  (4.9)

El cambio en la relacion de vacios es causado por el aumento del esfuerzo
efectivo (es decir, la disminucidn de la presion en exceso de la hidrostdtical).
Suponiendo que esos valores estdn relacionados linealmente (Barron, 1948),
tenemos

de = a,0(Ac”) = —a,0u (4.10)

a, se define como el coeficiente de compresibiidad vy puede ser
considerado constante para un estrecho rango de aumento en la presion
efectiva.

Combinando las ecuaciones (4.9) y (4.10) se obtiene

k, 0%u a, ou ou
——=—— = —~—1¥——-==—4nv—— (4.11)
Yw 022 1+eq Ot ot

a
La constante m,, = 1+”

o S© define como el coeficiente de compresibilidad
0
del volumen.
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k y . s
Reemplazando ¢, = y—z en la ecuacion (4.11) se obtiene la ecuacion
wmy

diferencial bdsica de la teoria de consolidacion de Terzaghi, dada por

a 02
=, — (412

at VZ §z2

A la constante ¢, se le denomina el coeficiente de consolidacion en
direccion vertical o simplemente coeficiente de consolidacion, vy
fisicamente permite cuantificarla velocidad ala cual se consolida una masa
de suelo sometida a un aumento de presion, en la que no se ha disipado
por completo la presion intersticial del agua.

Por lo tanto el modelo matemdtico de valor inicial y de frontera (PVIF) que
gobierna la consolidacion de una masa de suelo con flujo de agua en
direccion vertical, sometida a un aumento de la carga y drenada solo por
la cara superior (fronteras superior permeable e inferior impermeable) viene
dado por

ou 0%u
E—Cvzg,p0r00<z<H,t>0
sujeto a
a
Condiciones de frontera (BC): u(H,t) =0 vy a_z =0 parat>0

z=0

Condicién inicial (IC): u(z,0) = Ac para0 <z < H
u(z, t) representa la presion en exceso de la hidrostatica en la masa de suelo

para una profundidad z en un tiempo t. La profundidad z se mide desde la
frontera impermeable (z=0) hacia la frontera permeable (z=H).

4.2. Introduccion alas ecuaciones en derivadas parciales

Actualmente la teoria de las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales es uno de los campos mds importantes de estudio de las
matemdticas, ya que estas ecuaciones aparecen frecuentemente en
muchas ramas de la fisica y de la ingenieria, asi como de otras ciencias.
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En muchas formulaciones de modelos matemdticos se utilizan derivadas
parciales para representar cantidades fisicas. Estas derivadas siempre
dependen de mds de una variable independiente, generalmente las
variables espacio X, y o Z y la variable tiempo t. Tales formulaciones tienen
una o mas variables dependientes, que son funciones desconocidas de las
variables independientes. Las ecuaciones resultantes se llaman ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, que junto con condiciones iniciales y
de contorno, representan fendmenos fisicos.

4.2.1. Conceptos fundamentales

Una ecuacion diferencial parcial (EDP) es una ecuacion que contiene
derivadas parciales de una o mas variables dependientes respecto a una o
mas variables independientes. Por ejemplo, si u es una funcién de las
variables independientes x e y, toda ecuacion que contenga du/dx o du/dy,
o derivadas de orden superior, y también a u, x o y, es una EDP. Algunos
ejemplos importantes de las ciencias fisicas son:

0%u 0%u .. . )
S = A Ecuacion unidimensional de onda.
ot 0x2
ou 0%u .. . {
— = [ — : Ecuacidon unidimensional de calor.
ot 0x2

9%u

0%u e .
— + — = 0 : Ecuacién bidimensional de Laplace.
0x2  0y?

En las dos primeras EDP, la funcion incognita U es una funcion de la
coordenada X y del tiempo t, es decir, U = U(X, t), mientras que en la tercera
EDP, la funcién U depende de las coordenadas X y Y, es decir, U= Uu(X, ).

Llomamos orden de una EDP a la derivada de mayor orden que aparece
en la ecuacion. En los ejemplos anteriores todas las EDP son de segundo
orden.

Una solucion de una EDP es una relacion explicita o implicita entre las
variables que no contiene derivadas y satisface idénticamente la ecuacion.
En general, la solucion de una EDP contiene un cierto numero de funciones
arbitrarias, a menudo nh funciones para una ecuacion de orden n.
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La naturaleza de un problema tipico que se refiere a una EDP y que se
origina en la formulacion matemdtica de algun problema fisico consta no
solo de la propia ecuacion diferencial, sino también de ciertas condiciones
complementarias, denominadas condiciones de frontera (BC) y condiciones
iniciales (IC). El nUmero y naturaleza de estas condiciones depende de Ia
naturaleza del problema fisico originado. La solucion del problema ha de
satfisfacer tanto la ecuacion diferencial como las condiciones de frontera e
iniciales. En otras palabras, la solucidon del problema completo es una
solucion particular de la EDP del problema (DiPrima, 2000).

Si U representa la variable dependiente, en una de las fronteras del
problema fisico, podemos especificar el valor de uno de los siguientes
formatos:

i) u

... du
II)%

AqQui du/an expresa la derivada normal de u (la derivada direccional de u en
la direccidon perpendicular a la frontera). Una condicion de frontera del tipo
1) se denomina condicion de Dirichlet; una condicion de frontera del tipo i)
se llama condicion de Neumann.

Por ejemplo en la Figura 4 se muestra una varilla circular delgada de longitud
L la cual tiene drea transversal A y coincide con el eje X en el intervalo [0, L].
Supongamos que dentro de la varilla el flujo de calor tiene lugar solo en la
direccion X y la temperatura puede ser descrita por una funciéon u(x, t). Por
lo tanto, para t > 0, una condicidn tipica en el exiremo izquierdo x=0 de la
varilla puede ser u(0,t) = u, y una condicion de frontera para el extremo

o . u ¢
derecho X=L se puede escribir como P = 0. La primera de estas
x=L

condiciones establece que la frontera X=0 se conserva de alguna manera a
temperatura constante u, y corresponde a una condicién de Dirichlet. La
segunda de estas condiciones establece que la frontera X=L estd aislada y
corresponde a una condicion de Neumann.

seccion transversal del area A

,rl'-. T 7
—= |V [ S——
— |/ [ B l)
L A L -
0 X x+Ax I X

Figura 4. Flujo de calor unidimensional (DiPrima, 2000).
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4.2.2. EDP lineales de segundo orden

Si establecemos que U denota la variable dependiente, y X y Y las variables
independientes, entonces una EDP lineal de segundo orden es una
ecuacion de la forma

2 2
ALy p 2

0%u ou ou
Py axay+Cay2+Da+E£+Fu—G (4.13)

donde A, B, C, D, E, F y G representan funciones de Xy y. Cuando G(x,y) =
0, se dice que la EDP es homogénea; de ofra forma es no homogénea.

Por ejemplo, las ecuaciones lineales

0%u = 90%u 0%u  du

+ — =
0x2  0y?2

Son homogénea y no homogéneaq, respectivamente.

El principio de superposicion establece que si Uy, Ua,..., Uk son Ias soluciones

de una EDP lineal de segundo orden homogénea, entonces la combinacion

lineal

U= CuUqy + Cuy + -+ + Uy

donde las ¢;, i=1,2,..., K son constantes, es también una solucién.
De acuerdo con lo anterior, siempre que tengamos un conjunto infinito U,

Uz, Us,... de soluciones de una ecuacion lineal homogénea, podremos
construir ofra solucién U formando la serie infinita

donde las ¢y, i1=1,2,3... son constantes.

Una EDP lineal de segundo orden homogénea en dos variables
independientes con puede clasificarse como uno de tres fipos. Esta
clasificacion surge por su analogia con la ecuaciéon de las conicas en el
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plano y depende solamente de las funciones A, By C que acompanan alas
derivadas de segundo orden.

Supongamos que A, B y C no se anulan simultdneamente, entonces la EDP
lineal de segundo orden homogénea

P L L L
0x? 0x0y dy? dx dy u=

se dice que es

hiperbélica si B> — 4AC > 0

parabélica si B2 — 4AC = 0
elipticasiB?> — 4AC < 0

2L A=1,B=0y

C=0, porlo que B2 —4AC = 0, y por consiguiente la EDP es parabdlica.

. . - . ou
Por ejemplo en la ecuacion unidimensional de calor Y.G B

Esta clasificacion puramente matemdtica se relaciona con una division
global de los fendmenos fisicos que se describen mediante tales
ecuaciones, a saber: procesos vibratorios (ecuaciones hiperbdlicas),
estacionarios (ecuaciones elipticas), o de difusion (ecuaciones parabdlicas).
Es por ello que las soluciones de cada uno de |os tipos de ecuaciones tienen
particularidades que le son especificas. Por ejemplo, las ecuaciones
hiperbdlicas se caracterizan por poseer soluciones en forma de ondas que
se desplazan con una velocidad finita. Las ecuaciones elipticas poseen
soluciones suaves (infinitamente diferenciables) y las ecuaciones
parabdlicas, en cierto sentido, tienen propiedades intermedias entre las
hiperbdlicas y las elipticas (Farlow, 1993).

4.2.3. El método de separacion de variables (Farlow, 1993)

Si una EDP con dos o mas variables independientes puede reducirse a un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), una para cada
variable, la ecuacidn se dice separable. Las soluciones de la EDP son
entonces los productos de las soluciones de las EDO.

En esta seccion aplicaremos el método de separacion de variables para
obtener una solucion analitica al PVIF que gobierna la consolidacion de una
masa de suelo con flujo de agua en direccion vertical. Este es un método
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fundamental y potente para obtener soluciones de ciertos problemas que
implican EDP, y aunqgue la clase de problemas a los que se puede aplicar
este método es relativamente limitada, incluye no obstante muchos casos
de gran interés fisico.

El desarrollo del método requiere conectar con dos clases importantes de
problemas, que histéricamente surgieron precisamente de él. Estos son el
problema regular de Sturm-Liouville y el problema de representacion de una
funciéon en forma de serie frigonométrica, a dichas series tigonomeétricas se
les denomina series de Fourier; el estudio detallado de estos se escapa de
los objetivos de este tfrabajo y el lector interesado en profundizar acerca de
tales problemas puede consultar (DiPrima, 2000).

Si suponemos, por ejemplo, una EDP con una sola variable dependiente U
que es una funcion de dos variables independientes X e Yy, la idea del
método consiste en buscar una solucidn particular de la EDP lineadl
homogénea de segundo orden en forma del producto de una funcion de X
y una funcion de y, es deciru(x,y) = X(x).Y(y).

Con este objetivo en mente, podemos observar, por ejemplo que

ou . ou . 9%u o 0%u o
wu_xy, %o xy, PExy, P2 gy
0x oy 0x2 d0y?2

donde las primas expresan la diferenciacion ordinaria.

En el caso en que sea aplicable este método, su aplicacion lleva cuatro
PAsOs:

1. Obtenciéon de las dos EDO.

2. Obtencidén de lasolucion de las dos EDO que cumplan las condiciones
de frontera.

3. Formulacion de una combinacion lineal infinita de soluciones para
satisfacer las condiciones iniciales del problema. Este paso estd
sustentado en el principio de superposicion.

4. Obtener una solucidn que sea una serie, aplicdndose después las
condiciones iniciales del problema.

Se puede demostrar que la solucidn obtenida a partir del método descrito
satisface realmente tanto la EDP como las condiciones iniciales y de
frontera, y ademads es la Unica solucion del PVIF.
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A continuacion aplicaremos este método para obtener una solucion al PVIF

0 92
6—1;=Cv267?,por00<z<H,t>0 (EDP)

sujeto a

d
Condiciones de frontera (BC): u(H,t) = 0 (BC1) y a—z = (0 (BC2) para
z=0

t>0
Condicién inicial (IC): u(z,0) = Ao (IC) para 0 < z < H

el cual describe el fendmeno de consolidacion de suelos con flujo de agua
en direccion vertical. Dicho modelo matemdtico representa una ecuacion
diferencial parcial parabdlica lineal de segundo orden, con condiciones de
frontera tipo Dirichlet (BC1) y Neumann (BC2).

Para obtener una solucién del PVIF supongamos una solucion de la forma
u(z,t) = Z(z)T(t). Al sustituir esta expresion en la (EDP) obtenemos

ZT =c,,Z T
o bien,
T
Z  c,T

Debido a que el miembro izquierdo de la Ultima ecuacion es independiente
de ty esigual al miembro derecho, que es independiente de z, concluimos
que ambos miembros de la ecuacion son independientes de z y de t. En
otras palabras, cada miembro de la ecuacion deber ser constante. Para
fines prdcticos, resulta conveniente escribir esta constante como -4, la cual
se denomina constante de separacién. Por lo tanto a partir de las dos
igualdades,

7 r )

Z  c,T

obtenemos las dos ecuaciones diferenciales ordinarias
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T + Ac,,T =0 (4.14)
Z +2Z=0 (4.15)
Ahora bien, la ecuacion (4.14) corresponde a una EDO lineal de primer

orden, cuyo factor integrante es u(t) = efvt. Multiplicando esta expresién a
ambos lados de la EDO se obtiene

d(Te*evzt) _

0
dt

Infegrando ambos lados con respecto a t se llega finalmente a

Terwzt = A
o bien,

T(t) = Ae A%zt (4.16)

La ecuacion (4.16) corresponde a la solucion general de la ecuacion (4.17).

Por otro lado, aplicando las condiciones de frontera (BC1) y (BC2) en
u(z,t) = Z(z)T(t), sellegaa

u(H,t) = Z(H)T(t) =0

Ju

ozl _, =Z'(0)Tt)=0

Como T(t) > 0 para todo t > 0, entonces se debe cumplir que
Z(H)=0vy Z’(0) =0.
Estas condiciones de frontera homogéneas (debido a que son iguales a

cero), junto con la ecuaciéon diferencial ordinariac homogénea (4.15)
constituye un problema regular de Sturm-Liouville,

Z'+2Z=0, ZH)=0, Z(0)=0 (4.18)

Notemos que la funcidon Z(z) =0 es una solucidn para todo 21 v,
dependiendo de la eleccion de este valor, esta puede ser la Unica soluciéon
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del problema de valor en la frontera (4.17). Asi que si se busca una solucion
no trivial Z(z), primero se deben determinar aquellos valores de A para los
cuales el problema (4.17) tiene una solucidon no frivial. Dichos valores
especiales de A se denominan valores propios, y las correspondientes
soluciones no triviales funciones propias.

Para resolver el problema (4.17), se plantea la ecuacion auxiliar m? + 1 =0

asociada ala EDO lineal homogénea de segundo orden y se consideran tres
Casos:

Caso 1: 1 < 0. Por conveniencia sea A = —a? para algin a > 0. Las raices
de la ecuacion auxiliar son m = +a, de modo que la solucidn general de la
EDO (4.19) es

Z(z) = B, cosh(az) + B, senh(az).

Para determinar B, y B,, recurrimos a las condiciones de frontera Z(H) =0y
Z’(0) = 0. De la segunda condicién, obtenemos

Z’(0) = aB; senh(a0) + aB, cosh(a0) =0

de donde B, = 0. De la primera condicién y el resultado obtenido, se sigue
que

Z(H) = B, cosh(aH) =0,
como cosh(aH) # 0 para todo a, entonces B; = 0. Por lo tanto B; y B, son

iguales a cero y en consecuencia no existe solucion no trivial del problema
(4.20) para el caso en el cual A < 0.

Caso 2: 1=0. La Unica raiz de la ecuacion auxiliar es m =0, de
multiplicidad dos. Entonces la solucion general de la EDO (4.21) es

Z(z) = By + B,z.

Aplicando la condicion de frontera Z(0) = 0 se obtiene
Z,(O) = Bz = 0.

Usando el resultado anterior y la condicion de frontera Z(H) = 0, se sigue
que
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Z(H) =B, =0

Por lo tanto B, y B, son iguales a cero y por consiguiente no existe solucion
no frivial del problema (4.22) para el caso en el cual A = 0.

Caso 3: 1 > 0. Por conveniencia sea 1 = a? para algin a > 0. Las raices de
la ecuacion auxiliar son m = +ai, siendo i la unidad imaginaria, de modo
que la solucion general de la EDO es
Z(z) = By cos(az) + B, sen(az).
De acuerdo con la condicion de frontera Z°(0) = 0, se obtiene
Z’(0) = —aB; sen(a0) + aB, cos(a0) = 0,

de donde B, = 0.

Ahora bien, aplicando la condicién de frontera Z(H) = 0 y el resultado
obtenido, se sigue que

Z(H) = B; cos(aH) = 0,
Para obtener una soluciéon no trivial del problema, requerimos que B; # 0y

cos(aH) = 0,
lo cual se cumple cuando

_ @n+m

——— paran=0,1,23,..

Por consiguiente, el problema regular de Sturm-Liouville tiene una solucién

.. 2 (2n+1)?n2 :
no trivial cuando 4,, = a,* = Wz " =0123,.., por lo que las funciones

propias (soluciones no ftriviales) correspondientes al valor propio 4,, estan
dadas por

Z,(z) = B, cos (% Z) (4.23)

Combinando las soluciones generales (4.16) y (4.18), se obtiene la funcidn
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2n+1)2n2
LN L @n+)n
u,(z,t) =C,e 402 7 COS(

z) paran =0,1,2,3, ...

donde (C, es una constante arbifraria. Senalemos que cada de estas
funciones u,, satfisface tanto la (EDP) como las dos condiciones de contorno
(BC1) y (BC2) para todo valor de la constante C,,.

Ahora hemos de enconfrar una solucion particular del PVIF (hallar el valor de
la constante C,, para ello debemos satisfacer la condicién inicial (IC), es
decir

n+rn

u,(z,0) =C, cos( z) =Ac paran=0,1,23,..

y lo anterior evidentemente imposible, a menos que Ao sea funcidn
cosenoidal, lo cual evidentemente no se cumple. Por lo tanto de acuerdo
con el principio de superposicion y suponiendo la convergencia apropiada,
una serie infinita de soluciones de la EDP del problema original también es
una solucién. Formamos entonces una serie infinita de las soluciones u, (z, t)

(2n+1)2m2

u(z,t) = X% iy (z,t) = 32, Che” anZ =" cos (% z) (4.24)

Aplicamos ahora la condicién inicial a la solucion (4.19)

u(z,0) = Ao = Z C,, cos (%z)

n=0

Se puede reconocer que esta Ultima expresion corresponde a una serie
cosenoidal de Fourier (DiPrima, 2000). Los valores de (,, vienen dados por

c —ZfHA @2n+ Dn 4
") 0 COS S 44z

o bien,

c - 4o 2n+ m
"T2nt Dot 2

Concluimos que la solucion analitica al PVIF el cual describe el fendmeno
de consolidaciéon de suelos con flujo de agua en direcciéon vertical estd
dada por la serie infinita
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O 4o (2n+ D\ _Gn+v’w®  (2n+ Dn
u(z,t) = sen e  4H cos| —————z
. 2n+ Om 2 2H
n=

la cual se puede escribir como

u(z, t) = Z,‘fzo%e‘MZTv sen (M (1 — %)) (4.25)

2n+1)m Cpzt

donde M = ;
H

adimensional que depende de las cantidades fisicas del complejo suelo-
agua que determinan el proceso de consolidacion y se denomina factor
tiempo.

para n=0,1,2,3,... y T, = es una constante

Debido a que la consolidacion avanza por la disipacion de la presion en
exceso de la hidrostdtica, el grado de consolidacién a una distancia z en
cualquier tiempo t es

_ Ao — u(z,t)

Ut
z Ao

y usando la solucioén (4.26), se llega finalmente a

Uf=1- Z?f:o%e‘Mva sen (M (1 — g)) (4.27)

4.3. Introduccion al método de las diferencias finitas

En andlisis numérico, discretizacidon es el proceso por medio del cual una
expresion matematica tal como una funcidén o una ecuacién diferencial o
integral, todas las cuales se consideran toman un conjunto infinito de valores
a lo largo de algun dominio, se aproximan por medio de expresiones
algebraicas andlogas las cuales prescriben valores solo en un numero finito
de puntos discretos. En el método de las diferencias finitas, el dominio del
problema continuo es discretizado, por lo que las variables dependientes se
consideran que solo existen en puntos discretos. Las derivadas son
aproximadas por cocientes en diferencias divididas, resultando en una
representacion algebraica de la ecuacion diferencial parcial (EDP). Por lo
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tanto un problema que pertenece al campo continuo, o al andlisis real, se
transforma en un problema algebraico (Smith, 1985).

4.3.1. Diferencias finitas

Uno de los primeros pasos que se deben considerar para resolver una EDP
por medio del método de las diferencias finitas es reemplazar el dominio del
problema continuo por una malla o cuadricula conformada por un conjunto
finito de puntos (malla de diferencias finitas). Como ejemplo, supongamos
que deseamos resolver una EDP para la cual u(x,y) es la variable
dependiente en el dominio cuadrado Q= {(x,y) ER?/0<x<1,0<y<1}.
Establezcamos una malla sobre este dominio reemplazando u(x,y) por
u(ilAx, iAy). Los puntos son localizados de acuerdo a los valores de iy |, por
lo que las ecuaciones en diferencias son escritas usualmente en términos del
punto general (i, j) y sus vecinos. Lo anterior se ilustra en la Figura 5.

e
—r———0—0— ® Ui
R
— — 00— —0—0—
[ N Ui_y u Ui 1 i
, — 38— 08— 80— 80— 80— _{l.’[ Y ul E;
2 T
_._._._'fﬁ:\'._
A dr
—e—eo—0o—0—0— ol i
1 \T

L

i
Figura 5. Malla tipica en el método de las diferencias finitas (Chung, 2002).

Por lo tanto, si pensamos en u; j; como u(x,, ¥,), entfonces
Uit = u(xo + Ax, yo)
Ujj+1 = u(xo,yo + Ay)
Ui—y; = u(xe — Ax, yo)

Ujj-1 = u(xo,yo — Ay).
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A menudo en el fratamiento de problemas que dependen del fiempo, |a
variacion de la coordenada temporal es indicada por un superindice, tal
como uj”l, mAs que un subindice. Muchas representaciones son posibles
para una EDP dada, y es usualmente imposible establecer la mejor sobre
una base absoluta. Primero, la exactitud de un esquema en diferencia finita
puede depender de la forma exacta de la ecuacidon y el problema a
resolver, y segundo, nuestra seleccion de un mejor esquema serd
influenciada por el procedimiento que se estd intentando optimizar, estos
es, exactitud, economia y simplicidad computacional (Mudge et al., 2000).

La idea de unarepresentacion en diferencia finita para una derivada puede
ser infroducida si recordamos la definicion de la derivada parcial con
respecto a X para la funcién u(x,y) en el punto x = xy, y = y,

Ju _ulxy + Ax, o) — ulxo,yo)
— = lim
0x  Ax—0 Ax

u(xo+A4x,y0)—u(xo,50)
Ax
razonablemente buena de du/ox para un valor Ax suficientemente pequena

pero finito. De hecho, el teorema del valor medio nos asegura que la
representacion en diferencia es exacta para algin punto dentro del
infervalo Ax. La aproximacion por medio de un cociente en diferencia se
puede presentar de manera formal a partir del uso de la expansion en series
de Taylor o la férmula de Taylor con residuo. Desarrollando una expansion
en series de Taylor para u(x,+ Ax,y,) alrededor del punto (x4, y,)
obtenemos

Si U es continua, esperariamos que sea una aproximacion

_ Ou) gy g TH) GO L 9Ny 0oty o
u(xo +A4x, yO) - u(xo"VO) + ax)o Ax + axZ)o 2! Tt 6xn—1)0 (n—1)! iy 6x”)§ n! (428)

CON x, < & < xo + Ax

El Ultimo término de la expansidn anterior puede ser identificado como el
residuo. Reorganizando la expresion anterior, la diferencia dividida hacia
adelante queda dada por

ax Ax axz) 21

6u> _ulxo + Ax, yo) — ulxg, yo) 02u> Ax
B P 2!
0

X0, Yo

Cambiando a la notacién i, j por simplicidad, se obtiene
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ou Uiy, —Uj
—_— =——+4+T.E.
0x ij Ax
uj i— Ui j ., . . . . .
donde == es |a representacion en diferencia finita hacia delante para

u . . . . . 4
E)- . La diferencia entre la derivada parcial y su representacion en
ij

diferencia finita se denomina error de fruncamiento (T.E.). Podemos
caracterizar el comportamiento limite de T.E. usando la notacidn de orden
(O). por lo cual escribimos

du Uiyy,j — Upj
) =4 WL (A
ax) Ax +0(Ax)

i,j

donde 0(Ax) tiene un significado matemdtico preciso. Aqui, cuando el T.E.
es escrito como 0(Ax), queremos decir que |T.E.| < K|Ax| para Ax - 0
(suficientemente pequeno), y K una constante real positiva. En la practica,
el orden de T.E. en este caso corresponde a la potencia mds grande de Ax
que es comun a todos los términos en el T.E (Peaceman & Rachford, Jr.,
1955).

Para dar una definicibn mds general de la O notacién, cuando
establecemos que f(x) = 0[¢p(x)], queremos decir que existe una
constante positiva K, independiente de x, tal que |f(x)| < K|¢p(x)| para
todo X en S, donde f y ¢ son funciones de variable real o compleja definidas
en S. Podemos notar que 0(Ax) no nos dice nada acerca del tamafio
exacto del T.E., sino como se comporta este cuando Ax tiende a cero. Mds
detalles acerca de la O notacién pueden ser encontrados en (Chung, 2002).

Por ofro lado desarrollando una expansidon en series de Taylor para
u(x, — Ax, y,) alrededor del punto (x,, y,) obtenemos

a ik Ax)? 93 Ax)3
u(xo — Ax, yo) = u(xg, ¥o) —i)o Ax + u)o( o u)o( SELANTARY)

dx2 2! dx3 3!

y asi la diferencia dividida hacia atrds queda dada por

—) == +0@

aU,) ui’j - ui_l‘j
ij Ax

Si sustraemos la ecuacion (4.23) de la ecuacion (4.22), y reorganizando,
obtenemos la diferencia dividida central
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ou Ujpqj — Uj_qj
) == ol
Lj

ox 2Ax

Si adicionamos las ecuaciones (4.23) y (4.22), y reorganizando, obtenemos
una la diferencia dividida central para la segunda derivada

aZu U; . — 2u. 4 Ui
_> — i+1,j i,j i—1,j +0[(AX)2]
i

(Ax)?

Lo anterior representa solo algunos ejemplos en los cuales la primera y
segunda derivada puede ser aproximada. Es conveniente utilizar
operadores en diferencia para representar diferencias finitas que son usadas
con bastante frecuencia. Definimos la primera diferencia hacia adelante de
u; ; con respecto a X en el punto i, j como

Aty = Uppg,j — Uy j

Por lo tanto podemos expresar la diferencia finita hacia adelante como
aproximacion a la primera derivada asi

Jdu

_ Wir1jmUij _ Axtlij
ax)i,,- = + 0(Ax) = T 0(Ax) (4.30)

Ax

Similarmente, derivadas con respecto a ofras variables tales como y se
pueden representar como

_) Y T L g oar) = 28 4 ocax)

dy L Ay Ax

La primera diferencia hacia atrds de u; ; con respecto a X en el puntoli, j se
define como

Vaellij = Ujj = Uiy

Se sigue que la diferencia finita hacia atrds como aproximacién a la
primera derivada queda dada por

a_u . ui’j—ui_l’j _ Vxui,j
ax)i,,- = LML 4 g(Ax) = 2 4 0(Ax)  (431)
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Los operadores centrales de diferencia §, § y 6% se definen como
Oxlij = Ujp1,j — Ui

o U ;i =u —-u
S A TE Y R

2 _ _
60U = 5x(6xui,j) = Ujpq,j = 2Upj + U

y un operador promedio g como

Usando los operadores recién definidos, la diferencia finita central como
aproximacion a la primera derivada se puede escribir como

Quy  _ Miraj Uiz 27 = Sxthij 2
), = M 4 0l(an)?] = 0+ 01?432

y la diferencia finita cenfral como aproximacion a la segunda derivada
queda dada por

%) Uig1, 22U Uy 21 8%xuij 1
S), = T o)) = T+ 01w (439

Los operadores en diferencia de orden superior hacia adelante y hacia atrds
se definen como
— -1
A u = A (A" )

V"xui,j = Vx (V"_lxui,j)

Como un ejemplo, una aproximacion hacia delante de segundo orden
queda dado por

2 — — —
Aty = DDyt ;) = Dy (Uisr,j = Ugj) = Uiinj = 2Uppn j + Uy
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Se puede demostrar que las diferencias finitas hacia adelante y hacia atrds
como aproximaciones a las derivadas de cualquier orden se pueden
obtener como

6"u> A"xuu

ﬁ y (A ) + 0(Ax)

n

o0™u v, Ve
—_— oA
6x">l-,j (A )n + ( x)

Representaciones en diferencias finitas centrales para derivadas mayores a
segundo orden pueden ser expresadas en términos de Ay V o0 6. Un fratado
mds completo sobre el uso de los operadores en diferencias puede ser
consultado en (Smith, 1985).

4.3.2. Consistencia

La consistencia se refiere a la medida en que un esquema de diferencia
finita se aproxima a la EDP. La diferencia entre la EDP y la aproximaciéon en
diferencia finita ha sido definida como error de truncamiento (T.E.). Una
representacion en diferencia finita de una EDP es consistente si el error de
truncamiento tiende a cero a medida que la malla se vuelve mds fina, es
decir, mg}lrgﬁo(TE) = 0. Este serd siempre el caso si el orden del error de

truncamiento tiende a cero a medida que la malla se vuelve mas fina (Qin,
2010).

4.3.3. Estabilidad

La estabilidad numérica de un esquema en diferencia finita solo es aplicable
para aquellos problemas que dependen del tiempo. Un esquema numérico
estable es uno para el cual los errores de cualquier tipo no crecen a medida
que el cdlculo numérico procede de un tiempo a otro. Generalmente, la
consistencia es fdcil de verificar, y muchos esquemas en diferencias finitas
gue se frataran mds adelante serdn consistentes, debido al orden del error
de fruncamiento obtenido en su desarrollo. La estabilidad es mucho mas sufil
y normalmente se requiere un poco de frabagjo duro para establecer
analiticamente que un esquema es estable (Fairweather & Mitchell, 1967).
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El método general que se muestra a contfinuaciéon se denomina el método
de estabilidad de Von Neumann (Dehghan, 2002) y es usado para analizar
la estabilidad de un esquema en diferencias finitas obtenido para una EDP
lineal.

Para ilustrar este método, consideremos la ecuacion de calor unidimensional
ou 0%u . . .

Pyl ey Aproximando la derivada temporal por medio de un esquema
en diferencia finita hacia adelante, y la segunda derivada espacial por

medio de un esquema en diferencia finita central, se obtiene

t+1 t

witout o wie 2w (4.34)
At (Ax)2 .

La solucion numérica de la EDP es influenciada por dos tipos de error, a
saber:

El error de discretizacion (Fairweather & Mitchell, 1967), el cual corresponde
a la diferencia entre la solucidon analitica exacta de la EDP vy la solucion
exacta de la correspondiente ecuacion en diferencias (liore de errores de
redondeo).
El error de redondeo (Fairweather & Mitchell, 1967), el cual corresponde al
error introducido después de un nUmero repetitivo de cdlculos en el cual el
computador estd constantemente redondeando los nUmeros a una cifra
significativa.
Sea
A: Solucioén analitica de Ia EDP.
D: Solucion exacta de la ecuacion en diferencias.
N: Solucién numérica obtenida en un computador real con exactitud finita.
Entonces

Error de discretizacién = A - D

Error de redondeo=¢=N-D

De acuerdo con lo anterior,
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N=D +¢

De ahora en adelante, y en aras de la brevedad, llamaremos a ¢
simplemente error. La solucion numérica N debe satisfacer la ecuacion en
diferencias; esto se debe a que el computador es programado para resolver
la ecuacioén en diferencias, en nuestro ejemplo, este es programado para
resolver la ecuacion (4.28), aunque la respuesta viene con un error de
redondeo. Desde la ecuacion (4.28) se obtiene

D" 1+ 1-Di' —&' _ Digq"+eirst-2Di" 26" +D;, F+ei 4t
alt (Ax)?

(4.35)

Por definicidn, D es la solucion exacta de la ecuacion en diferencias, por lo
gue esta satisface la ecuacion en diferencias. Por lo tanto,

t+1 t t t t
Di " —Di  _ Diys —2Di +Dj4
alt (Ax)?2

(4.36)

Si sustraemos la ecuacion (4.30) de (4.29), se obtiene

t+1 .t , t_ t , t
—&" _ Ei+1 —2& +E&j—q

aht (Ax)?

i

(4.37)

De la ecuacion (4.31) podemos notar que ¢ también satisface la ecuacion
en diferencias. Si los errores estan presentes en alguna etapa de la soluciéon
de esta ecuacion (como sucede en cualquier computador real), entonces
la solucion serd estable si ¢ disminuye a medida que la solucion progresa de
un fiempo t a uno t+1 (Mudge et al., 2000); por otro lado, si el error crece
durante el progreso del cdiculo de la solucion de un tiempo t a uno t+1,
enfonces la solucion serd inestable. Por consiguiente, la solucion sera
estable si

<1 (4.38)

Desde la ecuacion (4.28), examinemos bajo qué condiciones se cumple la
ecuacion (4.32).

Antes que nada, examinemos el comportamiento grafico del error. Para un

modelo no estacionario, tal como la ecuacion unidimensional del calor, €l
error puede ser representado en funcidon de la posicidn X para cualquier
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tiempo dado t, tal como se muestra en la Figura 6. Aqui asumimos que la
longitud del dominio sobre el cual la ecuacién estd siendo resulta se denota
como L. Por conveniencia indicaremos el origen como el punto medio del
dominio, por lo que la frontera izquierda se localiza en —L/2 y la frontera
derecha en L/2. La distribucién de ¢ a lo largo del eje X se representa por la
distribucion aleatoria que se muestra en la Figura 6. Notemos que ¢ = 0 en
x=-L/2 y Xx=L/2, pues hay valores especificados en ambos extremos del
dominio y por ende no se produce algun error en la solucidn numérica. En
cualquier tiempo, la variacion aleatoria del error ¢ con la posicion x puede

ser expresado analiticamente por una serie de Fourier como sigue (Pletcher
et al., 2012)

e(x) = Y, A etfm*  (4.39)

Figura 6. Variacion esquematica del error de redondeo como funcién de X
(Chung, 2002).

La ecuacion (4.33) representa una serie de seno y coseno, debido a que
et*m* = cos(k,,x) + i sen(k,,x). Aqui, k,, se denomina el nUmero de onda.
La parte real de la ecuacion (4.33) representa el error. Examinemos el
significado grafico y matematico del nimero de onda. Por simplicidad,
consideremos la funcion seno que se muestra en la Figura 7. Por definicion,
la longitud de onda A es el intervalo sobre X que contiene una longitud de
onda completa. Una expresion matemdatica para esta funcidon seno es
(Peaceman & Rachford, Jr., 1955)

_ <2nx>
y = sen 2
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En la notacion del nUmero de onda, la ecuaciéon anterior se puede escribir
como

y = sen(k,,x) (4.40)

De acuerdo con lo anterior, se sigue que

2T

ke = > (4.41)

Enla ecuacion (4.35), el nUmero de onda contiene un subindice m, este valor
se refiere al nUmero de ondas que se encuentran dentro de un intervalo
dado. Considere un intervalo a lo largo del eje X de longitud L, tal como se
muestra en la Figura 8. Si una onda senoidal estd completamente contenida
denftro del intervalo, entonces A = L, tal como se muestra en la Figura 8(a).
Para este caso, el nUmero de onda k; esigual a k; = zTn y la onda senoidal
queda dada por y = sen (zTnx) Ahora examinemos el caso de dos ondas
senoidales que se encuentran dentro del intervalo L, tal como se muestra en
la Figura 8(b). La longitud de onda para este nuevo caso es A = L/2, por lo

que el nUmero de onda k, esigual a k, = 2 (2777) y la onda senoidal queda
dada por y = sen (2 (ZTn) x) Generalizando la idea anterior, podemos
escribir el nUmero de onda para m ondas senoidales contenidas dentro del
intervalo L cada una con longitudes de onda iguales a 4 = L/m, como
(Dehghan, 2002)

k, =m (27”) (4.42)

Por lo tanto el subindice m sobre el nUmero de onda es igual a la cantidad
de ondas que se encuentran dentro del intervalo L. De acuerdo con la
ecuacion (4.36), el nUmero de onda es proporcional a la canfidad de ondas
gue se encuentran dentro de un intervalo dado; el niUmero de onda es
mayor entre mds ondas se encuentren dentro del intervalo.
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B (271.1‘)
y = sen 3

Figura 7. Funcion seno (Chung, 2002).

(b '\/ ' x
“ A:i—‘—’(

Figura 8. () A=L (b) A =L/2 (Chung, 2002).

-
[t}
L L

Ahora estamos en una mejor posicion para entender la ecuacion (4.33),
donde la suma sobre el indice m denota la adicion secuencial de funciones
seno y coseno con incrementos secuenciales de nUmeros de onda. Esto es,
la ecuacion (4.33) es una suma de términos, cada uno representando un
armonico mas alto. Al tomar una canfidad infinita de términos, la ecuacion
(4.33) puede representar una variacion continua del error ¢ como funcion
de X, tal como se muestra en la Figura 6. Sin embargo, con respecto a una

ANDRES CASTRILLON 2021 © 42



SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE LA,CONSOLIDACI(')N
UNIDIMENSIONAL DE SUELOS CON FLUJO DE AGUA EN DIRECCION VERTICAL

solucidon numeérica practica que involucra solo un nimero finito de puntos
distribuidos en una malla, hay una restriccion impuesta sobre el niUmero de
términos en la ecuacion (4.33). Para ver esto mds claramente, consideremos
la Figura 9, la cual muestra el intervalo L sobre el cual los cdlculos numéricos
se estdn realizando. La longitud de onda permitida mas larga es A4 = L;
esta es la longitud de onda para el primer término en la ecuacion (4.33) vy
corresponde a m=1. La longitud de onda permitida mds pequena es aquella
para la cual la funcidn seno (o coseno) tiene fres ceros que pasan por fres
puntos adyacentes en la malla, como se muestra en la Figura 9. Por lo tanto,
la longitud de onda permitida mds pequena es A,,;, = 2Ax. Si hay N+1
puntos distribuidos sobre el intervalo L, hay N intervalos entre los puntos de |la

malla, y por consiguiente Ax=%. Asi Anin =2%. De acuerdo con la
ecuacion (4.35),

2T 2T N
mToN T L2 (4.43)

Si comparamos las ecuaciones (4.36) y (4.37), m es igual a N/2. Este es el
armonico de mayor orden permitido en la ecuacion (4.33).

- Ay
0 VAN
\/ ANST i |
2 le—— - 2
i AL, = 24rx
|.‘ ',‘m:t =L b.i

Figura 9. Longitudes de onda mdaxima y minima para los componentes de
la serie de Fourier del error de redondeo (Chung, 2002).

De acuerdo con la ecuacion (4.33), tenemos para una malla formada por
N+1 puntos,

e(x) = N2 A (t)etkm*  (4.44)

m=1
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Para una evaluacion de la estabilidad numérica, podriamos extender la
ecuacion (4.38), asumiendo que la amplitud A, es una funcién del tiempo,
como

e(x,t) = Y2 A (Detkm*  (4.45)
Mds aun, es razonable asumir una variacion exponencial con el tiempo,
pues los errores tienden a crecer o a disminuir con el tiempo (Chung, 2002).

Por lo tanto escribimos (Mudge et al., 2000)

e(x,t) = YN/2 gatgikmx (4 44)

m=1

donde a es una constante. La ecuacion (4.40) representa una forma
razonable para la variacion del error de redondeo en el espacio y el tiempo.

Después de todo este frabajo para construir € en términos de una serie de
Fourier truncada con amplitudes variando exponencialmente con el
tiempo, hacemos la siguiente observacion. Debido a que la ecuacion de
diferencias original (4.28) es lineal y debido a que el error de redondeo
safisface la misma ecuaciéon de diferencias tal como se probd en la
ecuacion (4.31), entonces cuando la ecuacion (4.40) es sustituida en (4.31),
el comportamiento de cada término de la serie es el mismo que el de la serie
en si mismo. Por lo tanto, trataremos solo con un término de la serie vy
escribimos (Qin, 2010)

g (x,t) = eetkm* (4.47)

Sin pérdida de generalidad, las caracteristicas de estabilidad se pueden
analizar usando justo esta forma para . Ahora procedemos a encontrar
como varia ¢ en términos del cambio en el tiempo para asi hallar la
condicién que debe satisfacer At tal que se satisfaga la ecuacion (4.32).

Al sustituir la ecuacion (4.41) en (4.31), se obtiene

e a(t+At) e ikmx_e at, ikmx elto ikm (x+Ax) _ 20ate ikmx+ elle ikm(x—Ax)

alt - (Ax)? 5!

Dividiendo la ecuacioén (4.42) entre e eikm*,
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et = 1+ 5 (et 4 g~lhmd¥ —2)  (4.49)

Después de simplificar (4.43), se sigue que

aht _ q _ Aait Z(kmAx)
e =1 o2 sen . (4.50)

Combinando (4.32) y (4.44), obtenemos

git+1 ea(t+At)elkmx

A Ky A
= |e%t| = |1 _ e tsenz( m x)| <1 (4.51)

eAtolkmx (Ax)2 2

Sit
4alt
@07
amplificacion y se denota como G. La desigualad en (4.45) se cumple
cuando (Fairweather & Mitchell, 1967)

En la ecuacion (4.45), el factor |1 - en? (k";i” se denomina factor de

La ecuacion (4.46) da el requerimiento para que la solucién dada por la
ecuacion en diferencias finitas (4.28) sea estable.

4.3.4. Métodos de discretizacion

El problema de valores iniciales y de frontera (PVIF) que solucionaremos
empleando el método de las diferencias finitas serd,

ou 0%u
E—C,,Zﬁ,por00<z<H,t>0 (EDP)
sujeto a
a
Condiciones de frontera (BC): u(H,t) = 0 (BC1) y a—z = 0 (BC2) para
z=0
t>0

Condicién inicial (IC): u(z,0) = Ac (IC) para 0 < z < H
A continuacion mostraremos cuatro métodos de discretizaciéon que
posteriormente se emplean para obtener una solucion de dicho problema.
Denotamos con el subindice i a la dimensidén espacial y con el superindice t
a la dimensidén temporal, donde i=0 (z=0) representa la frontera inferior del
estrato de suelo e i=H (z=H) la frontera superior, ademds t=0 denota el

ANDRES CASTRILLON 2021 © 45



SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE LA,CONSOLIDACI(')N
UNIDIMENSIONAL DE SUELOS CON FLUJO DE AGUA EN DIRECCION VERTICAL

tiempo inicial. Portanto 0 <i<Hy 0 <t < T, siendo T el tiempo total hasta
el cual se obtiene la solucién del modelo matemdtico. Asi uf representa la
presion en exceso de la hidrostdtica en la masa de suelo para una
profundidad i en un tiempo t. Cabe sefialar que las variables i y t foman solo
valores enteros en estos intervalos.

De acuerdo con el PVIF planteado, (BC1) corresponde a una condicion de
frontera tipo Dirichlet, mientras que (BC2) corresponde a una condicion de
frontera fipo Neumann.

Finalmente, para cada uno de los métodos que se muestran a continuacion,
se emplea el método de estabilidad de Von Neumann para obtener el
factor de amplificacion G, y asi evaluar bajo qué condiciones el método es
estable.

4.3.4.1. Método Explicito Simple (Smith, 1985)

Representando la segunda derivada espacial por medio de una diferencia
dividida finita centfral y la primera derivada temporal a partir de una
diferencia dividida finita hacia adelante, se obtiene

0%u uf,, —2uf +uf_
—) = 0[(Az)?
azz>it (22)? + 0[(A2)?]
ou uftt —ut
=) =X ot
at>i,t ar Tow@o

Sustituyendo las ecuaciones en diferencias finitas dividas en la EDP se
obtiene

uf*t = uf + Aufyy — 2uf +uf )  (4.53)

Gy At
 (82)?

La ecuacion (4.47) describe el proceso de consolidacion para todos los
nodos interiores del estrato de suelo, la cual tiene un error de truncamiento
de orden 0[(Az)?, At]. Dicha ecuacién proporciona un medio explicito para
calcular los valores en cada nodo para un tiempo posterior, basdndose en
los valores presente del nodo y sus vecinos.
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En la frontera superior (i=H), (BC1) se puede escribir como
uf' =0 paratodot >0 (4.54)
Desarrollando la ecuacion (4.47) para la frontera inferior (i=0), obtenemos

uftt = ub + At —2ub +ut,) (4.55)

. . . 0 . i 4
Aproximando |la derivada espacial a—lz‘ por medio de una diferencia
=0

zZ

dividida finita cenftral, se sigue que

ou

_uf-uby 2
whi——g—+MM@] (4.56)

2

Despejando ut; de (4.50) y reemplazando este valor en (4.49), obtenemos
la ecuaciéon en diferencias finitas para la frontera inferior

ou
uftt = ub + 22 (u{ —ul—Az— )
z=0

0z
Debido a que Z—Z = 0, entonces

z=0
ubt! = uf + 22Ut —uf) paratodot =0  (4.57)
La condicion inicial se puede representar como
u) = Ao paratodo0<i<H (4.58)

El factor de amplificaciéon G para la solucidn en diferencias finitas dada por
el método explicito simple estd dado por (Peaceman & Rachford, Jr., 1955)

k., Ax
G = |1—4Asen2( n )|

el cual es estable siempre que se cumpla
1< (4.59)

Las ecuaciones (4.47), (4.48), (4.51), (4.52) y (4.53) describen la solucion en
diferencias finitas del PVIF empleando el método explicito simple.
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4.3.4.2. Método Implicito Simple o método de Laasonen (Qin, 2010)

Representando la segunda derivada espacial por medio de una diferencia
dividida finita cenfral y la primera derivada temporal a partir de una
diferencia dividida finita hacia adelante, se obtiene

d0%u uttl — 2ttt 4 tt?
) — i+1 14 -1 + 0[(AZ)2]
it+1

0z (Az)?
ou ultt —yt
E) = v L+ 0(At)
it

Sustituyendo las ecuaciones en diferencias finitas dividas en la EDP se
obtiene

—Auft 4 (14 20ut =l = ub o (4.60)

Gy At
~ (A2)?

La ecuacion (4.54) describe el proceso de consolidacion para todos los
nodos interiores del estrato de suelo, excepto para el Ultimo de los nodos
interiores, el cual debe modificarse para considerar la condicion de frontera
(BC1). Esta ecuacion en diferencias finitas tiene un error de fruncamiento de
orden 0[(Az)? At]. Cuando esta relacion se sustituye en la EDP original, la
ecuacion en diferencias resultante contiene varias incégnitas. Asi, no puede
resolverse explicitamente mediante simples manipulaciones algebraicas, en
lugar de esto, el sistema completo de ecuaciones debe resolverse
simultdneamente. Esto es posible debido a que, junto con las condiciones
de fronteraq, las formulaciones implicitas dan como resultado un conjunto de
ecuaciones lineales algebraicas con el mismo niUmero de incognitas. Por o
tanto, el método se reduce a la solucion de un sistema de ecuaciones
simultdneas en cada punto en el tiempo (Pletcher et al., 2012).

Desarrollando la ecuacién (4.54) para el ultimo nodo interior (i=H-1), se
obtiene

bt + (1 + 20)ubt, = ub o+t (4.60)

En la frontera superior (i=H), (BC1) se puede escribir como
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ulf' =0paratodot>0 (4.62)
Desarrollando la ecuacion (4.54) para la frontera inferior (i=0), obtenemos

Al + (1 +2D)ult bt = uf (4.63)

. . . d . . !
Aproximando la derivada espacial a—z por medio de una diferencia
=0

Z

dividida finita cenftral, se sigue que

t+1 t+1

du _ U3 —u-g 2
az)o,m =44 0[(42)7]  (4.64)

Despejando utt! de (4.58) y reemplazando este valor en (4.57), obtenemos
la ecuaciéon en diferencias finitas para la frontera inferior

du
(1 + 2D)uft =2 uitt = uf + 204z —
0zl,—¢

= 0, entfonces

z=0

. du
Debido a que o

(1 + 2D)uft =220t = uf paratodo t =0  (4.65)
La condicion inicial se puede representar como
u) = Ao paratodo0<i<H (4.66)

El factor de amplificacién G para la solucidn en diferencias finitas dada por
el método implicito simple estd dado por (Peaceman & Rachford, Jr., 1955)

1
G= 1+ 2A[1 — cos(k,,Ax)]

el cual es estable siempre que se cumpla

A=0 (4.67)

De acuerdo con lo anterior, el método implicito simple es
incondicionalmente estable.
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Las ecuaciones (4.54), (4.55), (4.56), (4.59), (4.60) y (4.61) describen la
solucién en diferencias finitas del PVIF empleando el método implicito simple.

4.3.4.3. Método de Crank - Nicolson (Qin, 2010)

Representando la segunda derivada espacial como el promedio en los
tiempos ty t+1 de una diferencia dividida finita central y la primera derivada
temporal a partir de una diferencia dividida finita hacia adelante, se obtiene

az_u) — 1<ulti-11 —2uit ity uf, - 2w+ uf—l) + 0[(A2)?]
2 - 2 2
Lt+1/2 (42) (A2)

au) uftt —uf

T =M M o)

0t/ its1/2 At

Sustituyendo las ecuaciones en diferencias finitas dividas en la EDP se
obtiene

A+ 21+ Dufr =t = b + 20 = Duf + k] (4.68)

Gy At
~ (A2)?

La ecuacion (4.62) describe el proceso de consolidacion para todos los
nodos interiores del estrato de suelo, excepto para el Ultimo de 1os nodos
interiores, el cual debe modificarse para considerar la condicion de frontera
(BC1). Esta ecuacion en diferencias finitas tiene un error de truncamiento de
orden 0[(Az)?, (At)?]. Similar al método implicito simple, cuando esta relacion
se sustituye en Ia EDP original, la ecuacion en diferencias resultante contiene
varias incognitas. Asi, no puede resolverse explicitamente mediante simples
manipulaciones algebraicas, en lugar de esto, el sistema completo de
ecuaciones debe resolverse simultdneamente. Esto es posible debido a que,
junto con las condiciones de frontera, las formulaciones implicitas dan como
resultado un conjunto de ecuaciones lineales algebraicas con el mismo
numero de incognitas. Por lo tanto, el método se reduce a la solucion de un
sistema de ecuaciones simultdneas en cada punto en el tiempo (Pletcher et
al., 2012).

Desarrollando la ecuacién (4.62) para el ultimo nodo interior (i=H-1), se
obtiene
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bt + 21 + Duftt = 2,420 — Dub_ + A, + bt (4.69)
En la frontera superior (i=H), (BC1) se puede escribir como
ulf' =0 paratodot>0 (4.70)
Desarrollando la ecuacion (4.62) para la frontera inferior (i=0), obtenemos

2+ 20 + Duft =it =l + 200 = Duf + adtt (4.71)

ou . 3
F como el promedio en los tiempos t
z=0

y t+1 de una diferencia dividida finita cenftral, se sigue que

Aproximando la derivada espacial

ou

+
2Az 2Az

t+1_ t+1 t_t
aZ)Om/z—;(”l L MR 4 0[(A2)2] (4.72)

Despejando uft! + ut*! de (4.66) y reemplazando este valor en (4.65),
obtenemos la ecuacion en diferencias finitas para la frontera inferior

2(1 + Dugt =24t = 2(1 — Duf + 22uf - 41425

z=0

= 0, entonces

z=0

. u
Debido a que P

2(1 + Dubtt—22ubtt = 2(1 — Duf + 2Aut paratodot =0  (4.73)
La condicion inicial se puede representar como
u) =Ac paratodo0<i<H (4.74)

El factor de amplificacion G para la solucion en diferencias finitas dada por
el método de Crank - Nicolson estd dado por (Peaceman & Rachford, Jr.,
1955)

1= Al1 — cos(k,,Ax)]
(14 A1 = cos(k,,Ax)]

el cual es estable siempre que se cumpla

A>0 (4.75)
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De acuerdo con lo anterior, el método de Crank - Nicolson es
incondicionalmente estable.

Las ecuaciones (4.62), (4.63), (4.64), (4.67), (4.68) y (4.69) describen la
solucion en diferencias finitas del PVIF empleando el método de Crank -
Nicolson.

4.3.4.4. Método de Dufort - Frankel (Smith, 1985)

Representando la segunda derivada espacial y la primera derivada
temporal por medio de una diferencia dividida finita central, se obtiene

0%u uf,, —2ul +uf_,;

—) = 0[(Az)?

azz>it (a2)2 + 0[(Az)?]
ou uftt —ut
— =———+0[(At)?
at>i,t a T ol

Reemplazando en la segunda derivada espacial el término uf por uf =

ul§“+ul§_1 .
T’ se sigue que

+ 0[(Az)?]

62u> uf,, —uftt =ttt ul
2.2 = 2

0z . (Az)
Sustituyendo las ecuaciones en diferencias finitas dividas en la EDP se
obtiene

t+1 _ (1=2\ _ ¢t—1 22 ¢ p
W= (1+2/1) up (1+2,1) (Ui +u;—y)  (4.76)
_ Cy At
 (a2)?

La ecuacion (4.70) describe el proceso de consolidacion para todos los
nodos interiores del estrato de suelo, la cual tiene un error de truncamiento
de orden 0[(Az)?, (At)?]. Dicha ecuacion proporciona un medio explicito
para calcular los valores en cada nodo para todo tiempo t = 2, basdndose
en los valores presente del nodo vy sus vecinos. Cuando t = 1, se emplea el
método explicito simple (Pletcher et al., 2012).
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En la frontera superior (i=H), (BC1) se puede escribir como
uf' =0 paratodot >0 (4.77)

Desarrollando la ecuacion (4.70) para la frontera inferior (i=0), obtenemos

t+1 — (1224 e1 _2A t t
Yo = (1+2/’1) U (1+2,1) (u; +uZy) (478

. . . 0 . Y .
Aproximando |la derivada espacial a—lz‘ por medio de una diferencia
=0

zZ

dividida finita cenftral, se sigue que

ou

0z 20z

) = WU L 0[(A2)?]  (4.79)
0,t

Despejando ut; de (4.73) y reemplazando este valor en (4.72), obtenemos
la ecuaciéon en diferencias finitas para la frontera inferior
z=0>

1-2A 42 du
t+1 _ t—1 t_ i
o = (1 + 2/1) Yo ¥ (1 + 2/1) (”1 a\Z

= 0, entonces
z=0

Debido a que ‘;—Z

t+1 _ (1222 -1 4 ¢
U = = (_1+2,1) Ug ~ t (—1+M) u; paratodot=1  (4.80)

Para t = 0, se emplea la ecuacion (4.51).
La condicion inicial se puede representar como

u) =Ac paratodo0<i<H (4.81)

El factor de amplificaciéon G para la solucidn en diferencias finitas dada por
el método de Dufort - Frankel estd dado por (Dehghan, 2002)

o 2A cos(k,,Ax) + \/1 — 42%sen?(k,,Ax)
B 1+ 22
el cual es estable siempre que se cumpla

A=0 (4.82)
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De acuerdo con lo anterior, el método de Dufort - Frankel es
incondicionalmente estable.

Las ecuaciones (4.70), (4.71), (4.74), (4.75) y (4.76) describen la solucion en
diferencias finitas del PVIF empleando el método de Dufort - Frankel.

5. Metodologia

De acuerdo con los aspectos tedricos planteados se determind la presion en
exceso ala hidrostaticay el grado de consolidacion para un estrato de suelo
saturado (arcilla) con un coeficiente de consolidacion determinado, a partir
de una solucién analitica y métodos de discretizacion por diferencias finitas.
El modelo geotécnico fue extraido de la literatura especializada en este
proposito (Braja, 2015).

La metodologia empleada en el cdiculo de la presibn en exceso a la
hidrostatica y el grado de consolidacion se muestra a continuacion.

I. Inicialmente se establecen los fundamentos tedricos correspondientes
al fendmeno de consolidacion unidimensional de suelos con flujo de
agua vertical, para asi comprender desde el punto de vista geotécnico
todas sus condiciones e implicaciones que este tiene para un estrato
de suelo particular bajo una serie de pardmetros iniciales determinados.
Por tal motivo se consultan referencias bibliografias recomendadas para
tal fin.

ll. El fendbmeno de consolidacidon unidimensional de suelos viene descrito,
matemdticamente, a partir de un problema de valor inicial y de frontera
(PVIF) por tal motivo es indispensable comprender los fundamentos
tedricos correspondientes a la teoria de las ecuaciones en derivadas
parciales. Por tal motivo se efectUa una revision bibliografica para
alcanzar dicho fin.

. Se obtuvo una solucidn analitica del PVIF que describe el fendmeno de
consolidacion de suelos con flujo de agua en direccion vertical,
empleando el método de separacién de variables.

IV. A partir de la solucion analitica, se obftuvo la presion en exceso a la
hidrostatica y el grado de consolidacion para diferentes profundidades

en el estrato de suelo en distintos fiempos.
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El andlisis numérico para este caso se hace indispensable en la
aplicacion del método de las diferencias finitas, por tal motivo se
efectud unarevision bibliografica de los fundamentos de programacion
(bdsicos y avanzados) aplicables para nuestro caso. Cabe resaltar que
dicha modelacion numérica se realizd empleando el lenguaje VBA para
Microsoft Excel (Visual Basic for Applications).

Se efectud una revision bibliografica de los aspectos tedricos que
describen el método de las diferencias finitas.

Se plantearon cuatros métodos de discretizacion en diferencias finitas
para solucionar el PVIF que describe el fendbmeno de consolidacion de
suelos con flujo de agua en direcciéon vertical. Estos métodos fueron:
método explicito simple, método implicito simple o método de
Laasonen, método de Crank — Nicolson y método de Dufort — Frankel.

Se obtuvo una solucidon numeérica del PVIF que describe el fendmeno de
consolidacion de suelos con flujo de agua en direccion vertical,
empleando los cuatro métodos de discretizacion en diferencias finitas
mencionados con anterioridad. Los algoritmos computacionales
empleados para los cuatro métodos se escribieron en el lenguaje VBA
para Microsoft Excel (Visual Basic for Applications).

Se efectud una comparacion cuantitativa y grdfica entre el grado de
consolidacion obtfenido por medio de la solucion andalitica con aquel
obtenido a partir de los cuatro métodos de discretizacion en diferencias
finitas. Se empled el error relativo porcentual méximo obtenido en cada
uno de los métodos numeéricos con el fin de verificar cudl de estos se
ajustaba mejor al fendmeno de consolidacién de suelos con flujo de
agua en direccion vertical

Nota: los algoritmos computacionales correspondientes a cada uno de los
métodos de discretizacion en diferencias finitas se muestran en los anexos.

6. Descripcion del caso de estudio

El caso de estudio atendido en este trabagjo de grado corresponde a un
ejercicio de cdiculo extraido del libro Fundamentos de Ingenieria
Geotécnica (Braja, 2015). El estrato de suelo corresponde a una arcilla

ANDRES CASTRILLON 2021 © 55



SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE LA,CONSOLIDACI(')N
UNIDIMENSIONAL DE SUELOS CON FLUJO DE AGUA EN DIRECCION VERTICAL

saturada de 3 m confinada enfre dos capas, una de ellas corresponde a un
estrato de roca impermeable ubicada en la parte inferior, la ofra
corresponde a un estrato de arena permeable de 5 m ubicada en la parte
superior. El nivel fredtico se ubica a 2 m medidos desde la parte superior de
estrato de arena. El estrato de arcilla tiene un coeficiente de consolidacién
vertical igual a 0.0035 cm?/s; sobre la superficie del suelo se aplica una
sobrecarga de 96 kPa.

A confinuaciéon se muestra una grafica que ilustra el modelo geotécnico
descrito como caso de estudio.

Ac=96 kPa

0 T

_ V. Nivel freatico
el =
m at _-"- .
‘o | - Arena-
Z_3m ] i 7 4 = q'd«- . 2
4‘1E.4 .Aq_.‘-'. _d.-q-.:_‘ oo q
X I o s L B,
fZ* B R
Z=0m i I ST . 4 "4
Roca

Figura 10. Estrato de suelo usado como caso de estudio (Braja, 2015).

7. Resultados y andlisis

Para obtener la solucidn andlitica y numérica del fendmeno de
consolidacion en el estrato de suelo considerado, se tomd un cambio en la
profundidad de Az = 0.3 m, donde z = 0 m corresponde a la parte inferior
impermeable del estrato de suelo (roca) y z = 3 m corresponde a la parte
superior permeable del mismo (arena). La relacion z/H varia desde 0.0 (z =
0m) hasta 1.0 (z=3m), de donde Az/H = 0.1 m. El cambio en el tiempo
corresponde a At = 30 dias, y el factor tiempo varia desde 0.0 (¢t = 0 dias)
hasta 1.2 (t = 360 dias), por consiguiente AT, = 0.1.
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La condicion inicial (IC) estd determinada por una presion en exceso a la
hidrostatica de Ae = 96 kPa, la cual se considera constante a lo largo de
toda la profundidad del estrato de suelo. Lo anterior se expresa como
u(z,0) =96 kPa para 0 < z < H. Las condiciones de frontera establecen que,
en el limite inferior del estrato de suelo no hay flujo de agua a fravés de este,

.0 s . . .z
es decir % =0 (BC2), en el limite superior, la presion en exceso a la
0

Z=
hidrostatica es nula, por lo que toda el agua es expulsada a través de este,
lo anterior se representa como wu(H,t) =0 (BC1). Estas dos Ultimas
condiciones se cumplen para todo tiempo t > 0.

El factor 2 del cual dependen los diferentes modelos de discretizacion en
diferencias finitas empleados es igual a 4 = 0.333. Este valor, junto con los
paradmetros elegidos para el cambio en la dimension espacial y temporal (Az
y At), permite establecer que estos modelos son consistentes y estables
desde el punto de vista numeérico.

El grado de consolidacion y el error relativo porcentual a una distancia z en
cualqguier fiempo t para cada uno de los métodos de discretizacion en
diferencias finitas empleados se calculan, respectivamente, como

Ut =1 — u 4.83
t_yst*
ef = |5 (484

zZ

uf corresponde a la presién en exceso a la hidrostdtica obtenida por medio
de alguno de los métodos numéricos empleados; UL y UL* representan
respectivamente el grado de consolidacion obtenidos por medio de la
solucion analitica y numérica. Se multiplican los valores anteriores por 100
para expresarlos en porcentaje.

Para los métodos numéricos implicitos (método implicito simple y método de
Crank — Nicolson) es necesario solucionar un sistema de ecuaciones lineales
para cada fiempo considerado; debido a que la matriz asociada a tal
sistema es tridiagonal, se emplea el algoritmo de Thomas para obtener su
solucién. Este método se basa en la descomposicion LU y los siguientes tres
pasos: descomposicidn, sustitucion hacia adelante y sustitucion hacia atrds
(Farlow, 1993).

7.1. Solucidén analitica
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Empleando la ecuacion (4.20), se obtiene la solucion analitica para la
presidon en exceso a la hidrostdtica en el estrato de suelo considerado.

Tabla 1. Presidon en exceso a la hidrostatica, en kPa, obtenida por medio de

la solucién analitica.

Tv 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 | 1.1 | 12
z/H | z(m)/Dias | 0 30 60 920 120 150 180 | 210 | 240 | 270 | 300 | 330 | 360
0.0 0.0 96.000 | 91.133 | 74.142 | 58.253 | 45.551 | 35.595 | 27.812 | 21.731 | 16.979 | 13.267 | 10.366 | 8.099 | 6.328
0.1 0.3 96.000 | 90.425 | 73.275 | 57.541 | 44.991 | 35.156 | 27.470 | 21.463 | 16.770 | 13.103 | 10.238 | 8.000 | 6.250
0.2 0.6 96.000 | 88.231 | 70.687 | 55.421 | 43.323 | 33.853 | 26.451 | 20.667 | 16.148 | 12.617 | 9.858 | 7.703 | 6.019
0.3 0.9 96.000 | 84.367 | 66.413 | 51.942 | 40.590 | 31.716 | 24.781 | 19.362 | 15.129 | 11.821 | 9.236 | 7.216 | 5.639
0.4 1.2 96.000 | 78.580 | 60.519 | 47.186 | 36.858 | 28.797 | 22.501 | 17.581 | 13.736 | 10.733 | 8.386 | 6.552 | 5.120
0.5 15 96.000 | 70.623 | 53.105 | 41.265 | 32.217 | 25.170 | 19.666 | 15.366 | 12.006 | 9.381 | 7.330 | 5.727 | 4.475
0.6 1.8 96.000 | 60.342 | 44.318 | 34.321 | 26.783 | 20.923 | 16.348 | 12.773 | 9.980 | 7.798 | 6.093 | 4.761 | 3.720
0.7 2.1 96.000 | 47.762 | 34.352 | 26.521 | 20.688 | 16.161 | 12.627 | 9.866 | 7.708 | 6.023 | 4.706 | 3.677 | 2.873
0.8 2.4 96.000 | 33.141 | 23.448 | 18.059 | 14.082 | 11.000 | 8.594 | 6.715 | 5.247 | 4.100 | 3.203 | 2.503 | 1.956
0.9 2.7 96.000 | 16.984 | 11.891 | 9.145 | 7.129 | 5.569 | 4.351 | 3.399 | 2.656 | 2.075 | 1.622 | 1.267 | 0.990
1.0 3.0 96.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

De acuerdo con los resultados obtenidos para la presion en exceso a la
hidrostatica, y aplicando la ecuacion (4.21), se obtiene la solucion analitica
para el grado de consolidacion en el estrato de suelo considerado.
Tabla 2. Grado de consolidacién, en %, obtenido por medio de la solucion
analitica.
Tv 0.0 | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2

2/H | z(m)/Dias | 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

0.0/ 00 [0.000| 5069 | 22.769 | 39.320 | 52.551 | 62.922 | 71.029 | 77.364 | 82.313 | 86.181 | 89.202 | 91.563 | 93.408

01| 03 [0.000| 5.808 | 23.671 | 40.061 | 53.135 | 63.379 | 71.386 | 77.642 | 82.531 | 86.351 | 89.335 | 91.667 | 93.489

02| 0.6 |0.000| 8.093 | 26.367 | 42.270 | 54.871 | 64.737 | 72.447 | 78.472 | 83.179 | 86.857 | 89.731 | 91.976 | 93.731

03| 09 [0.000| 12.118 | 30.819 | 45.894 | 57.719 | 66.963 | 74.187 | 79.831 | 84.241 | 87.687 | 90.379 | 92.483 | 94.127

04| 1.2 |0.000| 18.146 | 36.960 | 50.848 | 61.607 | 70.003 | 76.562 | 81.687 | 85.691 | 88.820 | 91.264 | 93.175 | 94.667

05| 15 |0.000| 26.435 | 44.682 | 57.016 | 66.440 | 73.781 | 79.514 | 83.994 | 87.494 | 90.228 | 92.365 | 94.034 | 95.339

0.6| 1.8 |0.000| 37.144 | 53.835 | 64.249 | 72.101 | 78.205 | 82.971 | 86.695 | 89.604 | 91.877 | 93.653 | 95.041 | 96.125

07| 21  |0.000| 50.248 | 64.217 | 72.373 | 78.450 | 83.166 | 86.847 | 89.723 | 91.970 | 93.726 | 95.098 | 96.170 | 97.007

08| 24 |0.000| 65.478 | 75.575 | 81.188 | 85.331 | 88.542 | 91.047 | 93.005 | 94.535 | 95.730 | 96.663 | 97.393 | 97.963

09| 27 |0.000| 82.308 | 87.613 | 90.474 | 92.574 | 94.199 | 95.468 | 96.459 | 97.233 | 97.838 | 98.311 | 98.680 | 98.969

1.0] 3.0 ]0.000100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000
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A continuacion se muestra la grafica que ilustra la variacion del grado de
consolidacion en términos de la relaciéon z/H para cada factor de tiempo
Tv, obtenido de la solucion analifica.

Solucion Analitica: Grado de Consolidacion Uz (%)
1.0

0.9
0.8
0.7
Tv=0.1

06 | Tv=0.8

o5 |Te=0 Tv=0.2
oa Tv=0.3 [ Tv-09
Tv=0.4

0.2 Tu=0.5
Tv=1L1
Tu=0.6 B

Tu=0.7 |—Tv=1.2

z/H

0.1

0.0
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Figura 11. Comportamiento del grado de consolidacion en el estrato de
suelo, obtenido por medio de la solucion analitica.

De acuerdo con los resultados obtenidos, la presion en exceso a la
hidrostatica tiene un comportamiento inverso al grado de consolidacion, es
decir, entre mayor sea la presion en exceso a la hidrostatica menor serd el
grado de consolidacion y viceversa; lo anterior se cumple para cada
profundidad y fiempo considerado.

Para un factor de tiempo especifico, a mayor profundidad, o entre mds
cerca se considere un punto de la superficie permeable, mayor serd el
grado de consolidacion y por ende menor serd la presion en exceso a la
hidrostatica. Caso confrario se cumple al tomar un punto cercano a la
superficie impermeable, es decir el grado de consolidacion disminuye vy la
presidon en exceso a la hidrostatica aumenta. Por ejemplo, si se considera
T, = 0.4, de acuerdo con la Tabla 1, la presion en exceso a la hidrostatica
pasa de 58.253 kPa en z=0 m (frontera impermeable) a 7.129 kPa en z=2.7 m,
punto ubicado a 0.3 m de la frontera permeable. Por otro, de acuerdo con
la Tabla 2, el grado de consolidacion pasa de 52.551% en z=0 m (frontera
impermeable) a 92.574% en z=2.7 m.

Al tomar una profundidad determinada en el estrato de suelo, entre mads
dias transcurran, o entre mayor sea el valor del factor tiempo, mayor serd el
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grado de consolidacion, y por consiguiente menor la presion en exceso ala
hidrostdtica. Por ejemplo, si se considera z = 0.6 m, de acuerdo con la Tabla
1, la presion en exceso a la hidrostatica pasa de 60.342 kPa en 30 dias (T, =
0.1) a 3.720 kPa en 360 dias (T, = 1.2). Por ofro, de acuerdo con la Tabla 2, el
grado de consolidacion pasa de 37.144% en 30 dias (T, = 0.1) a 96.125% en
360 dias (T, = 1.2).

Las observaciones anteriores permiten establecer que la solucion analitica,
dada por las ecuaciones (4.20) y (4.21), describe de manera adecuada el
fendmeno de consolidacion de suelos con flujo de agua en direccion
vertical.

7.2. Solucidon numérica

A continuaciéon se muestran los resultados para la presidn en exceso a la
hidrostatica, el grado de consolidacion y el error relativo porcentual
obtenidos con los cuatro métodos de discretizacidn en diferencias finitas.

7.2.1. Método Explicito Simple

Empleando las ecuaciones (4.47), (4.48), (4.51), (4.52) y (4.53) se obtiene la
solucion en diferencias finitas para la presidon en exceso a la hidrostdtica
empleando el método explicito simple.

Tabla 3. Presidon en exceso a la hidrostdtica, en kPa, obtenida por medio
del método explicito simple.

Tv 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
z/H | z(m)/Dias 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
0.0 0.0 96.000 | 91.605 | 74.542 | 58.529 | 45.741 | 35.724 | 27.899 | 21.788 | 17.015 | 13.288 | 10.377 | 8.104 | 6.329
0.1 0.3 96.000 | 90.899 | 73.669 | 57.813 | 45.178 | 35.285 | 27.556 | 21.520 | 16.806 | 13.124 | 10.249 | 8.004 | 6.251
0.2 0.6 96.000 | 88.710 | 71.063 | 55.682 | 43.504 | 33.976 | 26.534 | 20.721 | 16.182 | 12.638 | 9.869 | 7.707 | 6.019
0.3 0.9 96.000 | 84.847 | 66.760 | 52.185 | 40.759 | 31.831 | 24.858 | 19.413 | 15.161 | 11.840 | 9.246 | 7.221 | 5.639
0.4 1.2 96.000 | 79.048 | 60.827 | 47.405 | 37.011 | 28.902 | 22.571 | 17.627 | 13.766 | 10.750 | 8.395 | 6.556 | 5.120
0.5 15 96.000 | 71.058 | 53.369 | 41.455 | 32.351 | 25.262 | 19.728 | 15.406 | 12.031 | 9.396 | 7.338 | 5.730 | 4.475
0.6 1.8 96.000 | 60.721 | 44.532 | 34.477 | 26.893 | 20.999 | 16.399 | 12.807 | 10.001 | 7.810 | 6.100 | 4.763 | 3.720
0.7 2.1 96.000 | 48.065 | 34.514 | 26.641 | 20.773 | 16.219 | 12.666 | 9.891 | 7.725 | 6.033 | 4.711 | 3.679 | 2.873
0.8 24 96.000 | 33.352 | 23.556 | 18.141 | 14.140 | 11.040 | 8.621 | 6.733 | 5.258 | 4.106 | 3.207 | 2.504 | 1.956
0.9 2.7 96.000 | 17.092 | 11.946 | 9.186 | 7.158 | 5.589 | 4.364 | 3.408 | 2.662 | 2.079 | 1.623 | 1.268 | 0.990
1.0 3.0 96.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
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De acuerdo con los resultados obtenidos para la presidn en exceso a la
hidrostatica, y aplicando las ecuaciones (4.77) y (4.78), se obtiene el grado
de consolidacion en el estrato de suelo y el error relativo porcentual con el
meétodo explicito simple.

Tabla 4. Grado de consolidacioén, en %, obtenido por medio del método
explicito simple.

Tv 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2

z/H | z(m)/Dias | 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
0.0 0.0 0.000| 4.578 | 22.353 | 39.033 | 52.353 | 62.787 | 70.938 | 77.304 | 82.276 | 86.158 | 89.191 | 91.558 | 93.408
01| 03 |0.000| 5.314 | 23.262 | 39.778 | 52.940 | 63.245 | 71.296 | 77.584 | 82.494 | 86.329 | 89.324 | 91.662 | 93.489
02| 06 [0.000| 7.593 | 25.976 | 41.998 | 54.684 | 64.608 | 72.361 | 78.415 | 83.143 | 86.836 | 89.720 | 91.972 | 93.730
03| 0.9 |0.000| 11.617 | 30.459 | 45.640 | 57.543 | 66.843 | 74.106 | 79.778 | 84.208 | 87.667 | 90.369 | 92.478 | 94.126
04| 1.2 |0.000| 17.658 | 36.639 | 50.620 | 61.447 | 69.893 | 76.489 | 81.639 | 85.661 | 88.802 | 91.255 | 93.171 | 94.667
05| 15 |0.000| 25982 | 44.408 | 56.818 | 66.301 | 73.686 | 79.450 | 83.952 | 87.467 | 90.213 | 92.357 | 94.031 | 95.338
0.6| 1.8 |0.000| 36.748 | 53.612 | 64.086 | 71.986 | 78.126 | 82.918 | 86.660 | 89.582 | 91.864 | 93.646 | 95.038 | 96.125
07| 21 |0.000| 49.932 | 64.048 | 72.248 | 78.361 | 83.105 | 86.806 | 89.696 | 91.953 | 93.716 | 95.093 | 96.168 | 97.007
0.8| 24 |0.000| 65258 | 75.462 | 81.103 | 85.271 | 88.500 | 91.019 | 92.987 | 94.523 | 95.723 | 96.660 | 97.391 | 97.963
09| 27 ]0.000| 82.196 | 87.557 | 90.432 | 92.543 | 94.178 | 95.454 | 96.450 | 97.227 | 97.835 | 98.309 | 98.679 | 98.969
1.0/ 3.0 [0.000|100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000

Tabla 5. Error relativo porcentual, en %, obtenido por medio del método
explicito simple.

Tv 0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2

z/H | z(m)/Dias 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
0.0 0.0 0.000| 9.687 1.829 0.730 0.376 0.215 0.128 0.077 0.045 0.026 0.013 0.005 0.001
01| 03 ]0.000| 8504 | 1.732 | 0.707 | 0.368 | 0.211 | 0.126 | 0.075 | 0.045 | 0.025 | 0.013 | 0.005 | 0.001
0.2 0.6 0.000| 6.172 1.483 0.643 0.342 0.199 0.119 0.072 0.043 0.024 0.012 0.005 0.000
03| 09 ]0.000| 4129 | 1.171 | 0.551 | 0.305 | 0.180 | 0.109 | 0.066 | 0.039 | 0.022 | 0.012 | 0.005 | 0.000
0.4 1.2 0.000 | 2.685 0.869 0.449 0.259 0.156 0.096 0.059 0.035 0.020 0.010 0.004 0.000
05| 15 ]0.000| 1.715 | 0.615 | 0.347 | 0.209 | 0.129 | 0.081 | 0.050 | 0.030 | 0.017 | 0.009 | 0.004 | 0.000
0.6| 1.8 |0.000| 1.065 | 0.415 | 0.254 | 0.160 | 0.101 | 0.064 | 0.040 | 0.024 | 0.014 | 0.007 | 0.003 | 0.000
0.7 2.1 0.000| 0.628 0.263 0.173 0.113 0.074 0.047 0.030 0.018 0.011 0.006 0.002 0.000
08| 24 ]0.000| 0.335 | 0.150 | 0.104 | 0.071 | 0.047 | 0.031 | 0.020 | 0.012 | 0.007 | 0.004 | 0.002 | 0.000
0.9 2.7 0.000| 0.136 0.065 0.047 0.033 0.022 0.015 0.010 0.006 0.004 0.002 0.001 0.000
10| 30 [0.000| 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
Max | 9.687 1.829 0.730 0.376 0.215 0.128 0.077 0.045 0.026 0.013 0.005 0.001
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La Ultima fila representa el mdaximo error porcentual que se obtiene en cada
factor fiempo.

A continuacion se muestra la grdfica que ilustra la variacion del grado de
consolidacion en términos de la relaciéon z/H para cada factor de tiempo
Tv, obtenido con el método explicito simple.

Método Explicito Simple: Grado de Consolidacion Uz (%)
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Figura 12. Grado de consolidacion en el estrato de suelo obtenido con el
meétodo explicito simple.

7.2.2. Método Implicito Simple o método de Laasonen

Empleando las ecuaciones (4.54), (4.55), (4.56), (4.59), (4.60) y (4.61) se
obtiene la solucidn en diferencias finitas para la presion en exceso a la
hidrostatica empleando el método implicito simple.
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Tabla 6. Presidon en exceso a la hidrostatica, en kPa, obtenida por medio
del método implicito simple.

Tv 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 | 11 | 12
z/H | z(m)/Dias | 0 30 60 90 120 150 180 | 210 | 240 | 270 | 300 | 330 | 360
0.0 0.0 96.000 | 90.685 | 74.100 | 58.377 | 45.730 | 35.791 | 28.008 | 21.917 | 17.151 | 13.421 | 10.502 | 8.218 | 6.431
0.1 0.3 96.000 | 90.010 | 73.245 | 57.666 | 45.168 | 35.350 | 27.663 | 21.647 | 16.939 | 13.255 | 10.373 | 8.117 | 6.352
0.2 0.6 96.000 | 87.915 | 70.689 | 55.546 | 43.495 | 34.039 | 26.637 | 20.844 | 16.311 | 12.764 | 9.988 | 7.816 | 6.116
0.3 0.9 96.000 | 84.209 | 66.459 | 52.068 | 40.752 | 31.890 | 24.955 | 19.528 | 15.281 | 11.958 | 9.357 | 7.322 | 5.730
0.4 1.2 96.000 | 78.620 | 60.612 | 47.309 | 37.006 | 28.956 | 22.659 | 17.731 | 13.875 | 10.858 | 8.496 | 6.649 | 5.203
0.5 15 96.000 | 70.864 | 53.236 | 41.382 | 32.348 | 25.309 | 19.805 | 15.498 | 12.127 | 9.490 | 7.426 | 5.811 | 4.547
0.6 1.8 96.000 | 60.741 | 44.469 | 34.425 | 26.893 | 21.039 | 16.463 | 12.882 | 10.081 | 7.889 | 6.173 | 4.831 | 3.780
0.7 2.1 96.000 | 48.227 | 34.498 | 26.607 | 20.774 | 16.250 | 12.715 | 9.950 | 7.786 | 6.093 | 4.768 | 3.731 | 2.920
0.8 2.4 96.000 | 33.552 | 23.563 | 18.121 | 14.141 | 11.061 | 8.655 | 6.773 | 5.300 | 4.147 | 3.245 | 2.540 | 1.987
0.9 2.7 96.000 | 17.224 | 11.955 | 9.176 | 7.159 | 5.600 | 4.381 | 3.429 | 2.683 | 2.099 | 1.643 | 1.286 | 1.006
1.0 3.0 96.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 |0.000 | 0.000

De acuerdo con los resultados obtenidos para la presidn en exceso a la
hidrostatica, y aplicando las ecuaciones (4.77) y (4.78), se obtiene el grado
de consolidacion en el estrato de suelo y el error relativo porcentual con el
meétodo implicito simple.
Tabla 7. Grado de consolidacion, en %, obtenido por medio del método
implicito simple.
Tv 00 | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2

z/H | z(m)/Dias | 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

0.0/ 00 |0.000| 5536 | 22.813 | 39.190 | 52.365 | 62.718 | 70.825 | 77.170 | 82.135 | 86.020 | 89.060 | 91.439 | 93.301

01| 03 [0.000| 6.240 | 23.703 | 39.932 | 52.950 | 63.177 | 71.184 | 77.451 | 82.355 | 86.192 | 89.195 | 91.545 | 93.384

02| 0.6 |0.000| 8421 | 26.366 | 42.139 | 54.693 | 64.543 | 72.253 | 78.287 | 83.009 | 86.704 | 89.596 | 91.858 | 93.629

03| 0.9 |0.000| 12.282 | 30.772 | 45.763 | 57.550 | 66.781 | 74.005 | 79.658 | 84.082 | 87.544 | 90.253 | 92.372 | 94.031

04| 1.2 |0.000| 18.105 | 36.863 | 50.719 | 61.452 | 69.837 | 76.397 | 81.530 | 85.547 | 88.690 | 91.150 | 93.074 | 94.581

05| 1.5 |0.000| 26.184 | 44.545 | 56.894 | 66.304 | 73.636 | 79.370 | 83.857 | 87.367 | 90.115 | 92.264 | 93.947 | 95.263

06| 1.8 |0.000| 36.728 | 53.678 | 64.141 | 71.987 | 78.085 | 82.851 | 86.581 | 89.499 | 91.783 | 93.570 | 94.968 | 96.063

07| 21 |0.000| 49.763 | 64.065 | 72.284 | 78.361 | 83.073 | 86.755 | 89.635 | 91.889 | 93.653 | 95.034 | 96.114 | 96.959

08| 24 |0.000| 65.050 | 75.455 | 81.124 | 85.270 | 88.478 | 90.984 | 92.945 | 94.479 | 95.680 | 96.619 | 97.355 | 97.930

09| 27 |0.000| 82.058 | 87.547 | 90.441 | 92.543 | 94.167 | 95.436 | 96.429 | 97.205 | 97.813 | 98.289 | 98.661 | 98.952

1.0| 3.0 |0.000100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000
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Tabla 8. Error relativo porcentual, en %, obtenido por medio del método
implicito simple.

Tv 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2

z/H | z(m)/Dias 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
0.0 0.0 0.000 | 9.209 | 0.192 | 0.329 | 0.355 | 0.324 | 0.287 | 0.250 | 0.217 | 0.186 | 0.159 | 0.135 | 0.114
0.1 0.3 0.000 | 7.437 | 0.135 | 0.324 | 0.347 | 0.318 | 0.282 | 0.247 | 0.214 | 0.184 | 0.157 | 0.133 | 0.113
0.2 0.6 0.000 | 4.060 | 0.005 | 0.309 | 0.325 | 0.300 | 0.268 | 0.235 | 0.204 | 0.176 | 0.150 | 0.128 | 0.108
0.3 0.9 0.000 | 1.356 | 0.155 | 0.285 | 0.292 | 0.272 | 0.245 | 0.216 | 0.189 | 0.163 | 0.140 | 0.119 | 0.101
0.4 1.2 0.000 | 0.227 | 0.263 | 0.253 | 0.251 | 0.237 | 0.215 | 0.192 | 0.168 | 0.146 | 0.126 | 0.108 | 0.091
0.5 1.5 0.000 | 0.950 | 0.307 | 0.213 | 0.205 | 0.196 | 0.181 | 0.163 | 0.144 | 0.126 | 0.109 | 0.093 | 0.079
0.6 1.8 0.000 | 1.120 | 0.293 | 0.169 | 0.159 | 0.154 | 0.145 | 0.131 | 0.117 | 0.103 | 0.089 | 0.077 | 0.065
0.7 2.1 0.000 | 0.965 | 0.237 | 0.123 | 0.114 | 0.112 | 0.107 | 0.098 | 0.088 | 0.078 | 0.068 | 0.058 | 0.050
0.8 2.4 0.000 | 0.653 | 0.159 | 0.078 | 0.072 | 0.072 | 0.069 | 0.064 | 0.058 | 0.052 | 0.045 | 0.039 | 0.034
0.9 2.7 0.000 | 0.304 | 0.076 | 0.037 | 0.034 | 0.034 | 0.033 | 0.031 | 0.029 | 0.026 | 0.023 | 0.020 | 0.017
1.0 3.0 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Max 9.209 | 0.307 | 0.329 | 0.355 | 0.324 | 0.287 | 0.250 | 0.217 | 0.186 | 0.159 | 0.135 | 0.114

La Ultima fila representa el maximo error porcentual que se obtiene en cada
factor fiempo.

A continuacion se muestra la grdfica que ilustra la variacion del grado de
consolidacion en términos de la relacion z/H para cada factor de tiempo
Tv, obtenido con el método implicito simple.
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Figura 13. Grado de consolidacion en el estrato de suelo obtenido con el
método implicito simple.
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7.2.3. Método de Crank - Nicolson

Empleando las ecuaciones (4.62), (4.63), (4.64), (4.67), (4.68) y (4.69) se
obtiene la solucidon en diferencias finitas para la presion en exceso a la
hidrostatica empleando el método de Crank — Nicolson.

Tabla 9. Presidon en exceso a la hidrostatica, en kPa, obtenida por medio

del método de Crank - Nicolson.

Tv 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2
z/H | z(m)/Dias 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 | 360
0.0 0.0 96.000 | 91.134 | 74.322 | 58.454 | 45.736 | 35.758 | 27.954 | 21.853 | 17.083 | 13.355 | 10.4397 | 8.161 | 6.380
0.1 0.3 96.000 | 90.445 | 73.458 | 57.740 | 45.173 | 35.318 | 27.610 | 21.584 | 16.873 | 13.190 | 10.3112 | 8.061 | 6.301
0.2 0.6 96.000 | 88.308 | 70.876 | 55.615 | 43.500 | 34.008 | 26.586 | 20.783 | 16.247 | 12.701 | 9.9288 | 7.762 | 6.068
0.3 0.9 96.000 | 84.529 | 66.610 | 52.127 | 40.756 | 31.861 | 24.907 | 19.471 | 15.221 | 11.899 | 9.3019 | 7.272 | 5.685
0.4 1.2 96.000 | 78.839 | 60.719 | 47.357 | 37.009 | 28.930 | 22.615 | 17.679 | 13.821 | 10.804 | 8.4459 | 6.603 | 5.161
0.5 15 96.000 | 70.968 | 53.302 | 41.418 | 32.350 | 25.286 | 19.766 | 15.452 | 12.080 | 9.443 | 7.3820 | 5.771 | 4511
0.6 1.8 96.000 | 60.737 | 44.500 | 34.450 | 26.893 | 21.019 | 16.431 | 12.845 | 10.041 | 7.850 | 6.1363 | 4.797 | 3.750
0.7 2.1 96.000 | 48.149 | 34.505 | 26.624 | 20.773 | 16.235 | 12.691 | 9.921 | 7.756 | 6.063 | 4.7395 | 3.705 | 2.896
0.8 2.4 96.000 | 33.452 | 23.559 | 18.130 | 14.141 | 11.051 | 8.638 | 6.753 | 5.279 | 4.127 | 3.2261 | 2.522 | 1.971
0.9 2.7 96.000 | 17.157 | 11.950 | 9.181 | 7.159 | 5.594 | 4.373 | 3.419 | 2.672 | 2.089 | 1.6331 | 1.277 | 0.998
1.0 3.0 96.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.0000 | 0.000 | 0.000

De acuerdo con los resultados obtenidos para la presidon en exceso a la
hidrostatica, y aplicando las ecuaciones (4.77) y (4.78), se obtiene el grado
de consolidacion en el estrato de suelo vy el error relativo porcentual con el

método de Crank - Nicolson.
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Tabla 10. Grado de consolidacion, en %, obtenido por medio del método
de Crank - Nicolson.

Tv 0.0 | 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
z/H | z(m)/Dias | 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

0.0/ 00 [0.000| 5069 | 22.582 | 39.110 | 52.359 | 62.752 | 70.881 | 77.237 | 82.205 | 86.089 | 89.125 | 91.499 | 93.354
01| 03 [0.000| 5.786 | 23.482 | 39.854 | 52.944 | 63.211 | 71.240 | 77.517 | 82.424 | 86.260 | 89.259 | 91.603 | 93.436
02| 0.6 |0.000| 8.012 | 26.171 | 42.068 | 54.688 | 64.575 | 72.307 | 78.351 | 83.076 | 86.770 | 89.658 | 91.915 | 93.680
03| 0.9 [0.000| 11.949 | 30.615 | 45.701 | 57.546 | 66.811 | 74.055 | 79.718 | 84.145 | 87.605 | 90.311 | 92.425 | 94.079
04| 1.2 |0.000| 17.876 | 36.751 | 50.670 | 61.449 | 69.865 | 76.442 | 81.584 | 85.604 | 88.746 | 91.202 | 93.122 | 94.623
05| 15 |0.000| 26.075 | 44.477 | 56.856 | 66.303 | 73.661 | 79.410 | 83.904 | 87.417 | 90.163 | 92.310 | 93.989 | 95.301
06| 1.8 [0.000| 36.732 | 53.646 | 64.114 | 71.986 | 78.105 | 82.884 | 86.620 | 89.540 | 91.823 | 93.608 | 95.003 | 96.094
07| 21  |0.000| 49.845 | 64.058 | 72.267 | 78.361 | 83.089 | 86.780 | 89.666 | 91.921 | 93.685 | 95.063 | 96.141 | 96.983
08| 24 |0.000| 65.154 | 75.460 | 81.114 | 85.270 | 88.489 | 91.002 | 92.966 | 94.501 | 95.701 | 96.640 | 97.373 | 97.946
09| 27 |0.000| 82.128 | 87.552 | 90.437 | 92.543 | 94.173 | 95.445 | 96.439 | 97.216 | 97.824 | 98.299 | 98.670 | 98.960
1.0/ 3.0 ]0.000|100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000

Tabla 11. Error relativo porcentual, en %, obtenido por medio del método
de Crank - Nicolson.

Tv 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
z/H|z(m)Dias| 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
00| 0.0 0.000 | 0.017 | 0.822 | 0.532 | 0.367 | 0.270 | 0.208 | 0.164 | 0.131 | 0.106 | 0.086 | 0.070 | 0.058
01| 03 0.000 | 0.370 | 0.802 | 0.518 | 0.358 | 0.265 | 0.204 | 0.161 | 0.129 | 0.105 | 0.085 | 0.069 | 0.057
02| 0.6 0.000 | 0.996 | 0.746 | 0.478 | 0.335 | 0.250 | 0.194 | 0.154 | 0.124 | 0.100 | 0.082 | 0.067 | 0.055
03] 09 0.000 | 1.394 | 0.663 | 0.419 | 0.299 | 0.226 | 0.177 | 0.142 | 0.114 | 0.093 | 0.076 | 0.062 | 0.051
04| 12 0.000 | 1.486 | 0.565 | 0.350 | 0.255 | 0.197 | 0.156 | 0.126 | 0.102 | 0.083 | 0.068 | 0.056 | 0.046
05| 15 0.000 | 1.360 | 0.459 | 0.279 | 0.207 | 0.163 | 0.131 | 0.107 | 0.087 | 0.072 | 0.059 | 0.048 | 0.040
06| 18 0.000 | 1.108 | 0.351 | 0.211 | 0.159 | 0.128 | 0.105 | 0.086 | 0.071 | 0.059 | 0.048 | 0.040 | 0.033
07| 21 0.000 | 0.802 | 0.248 | 0.147 | 0.114 | 0.093 | 0.077 | 0.064 | 0.053 | 0.044 | 0.037 | 0.030 | 0.025
08| 24 0.000 | 0.494 | 0.153 | 0.091 | 0.071 | 0.060 | 0.050 | 0.042 | 0.035 | 0.030 | 0.025 | 0.020 | 0.017
09| 27 0.000 | 0.219 | 0.069 | 0.042 | 0.033 | 0.028 | 0.024 | 0.021 | 0.017 | 0.015 | 0.012 | 0.010 | 0.008
1.0| 3.0 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Max | 1.486 | 0.822 | 0.532 | 0.367 | 0.270 | 0.208 | 0.164 | 0.131 | 0.106 | 0.086 | 0.070 | 0.058

La Ultima fila representa el mdaximo error porcentual que se obtiene en cada
factor tiempo.

A continuacion se muestra la grdfica que ilustra la variacion del grado de
consolidacion en términos de la relacion z/H para cada factor de tiempo
Tv, obtenido con el método de Crank - Nicolson.
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Figura 14. Grado de consolidacion en el estrato de suelo obtenido con el
método de Crank - Nicolson.

7.2.4. Método de Dufort - Frankel

Empleando las ecuaciones (4.70), (4.71), (4.74), (4.75) y (4.76) se obtiene la
solucion en diferencias finitas para la presidon en exceso a la hidrostatica

empleando el método de Dufort - Frankel.

Tabla 12. Presidn en exceso a la hidrostdtica, en kPa, obtenida por medio

del método de Dufort - Frankel.

Tv 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
z/H | z(m)/Dias 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
0.0 0.0 96.000 | 91.675 | 74.757 | 58.742 | 45.927 | 35.882 | 28.032 | 21.899 | 17.108 | 13.365 | 10.441 | 8.157 | 6.372
0.1 0.3 96.000 | 90.501 | 73.308 | 57.552 | 44.990 | 35.150 | 27.460 | 21.452 | 16.759 | 13.092 | 10.228 | 7.990 | 6.242
0.2 0.6 96.000 | 88.849 | 71.282 | 55.887 | 43.681 | 34.126 | 26.660 | 20.827 | 16.271 | 12.711 | 9.930 | 7.757 | 6.060
0.3 0.9 96.000 | 84.418 | 66.437 | 51.951 | 40.590 | 31.710 | 24.772 | 19.352 | 15.118 | 11.811 | 9.227 | 7.208 | 5.631
0.4 1.2 96.000 | 79.343 | 61.045 | 47.584 | 37.162 | 29.030 | 22.679 | 17.717 | 13.841 | 10.812 | 8.447 | 6.599 | 5.155
0.5 15 96.000 | 70.632 | 53.115 | 41.270 | 32.217 | 25.166 | 19.659 | 15.358 | 11.998 | 9.373 | 7.322 | 5.720 | 4.469
0.6 1.8 96.000 | 61.121 | 44.720 | 34.611 | 27.004 | 21.092 | 16.477 | 12.872 | 10.056 | 7.856 | 6.137 |4.794 | 3.745
0.7 2.1 96.000 | 47.744 | 34.353 | 26.524 | 20.687 | 16.158 | 12.622 | 9.861 | 7.703 | 6.018 | 4.701 | 3.673 | 2.869
0.8 2.4 96.000 | 33.651 | 23.667 | 18.213 | 14.199 | 11.089 | 8.663 | 6.767 | 5.287 | 4.130 | 3.226 | 2.521 | 1.969
0.9 2.7 96.000 | 16.972 | 11.891 | 9.145 | 7.129 | 5568 | 4.349 | 3.398 | 2.654 | 2.074 | 1.620 | 1.266 | 0.989
1.0 3.0 96.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 |0.000

ANDRES CASTRILLON 2021 ©

67




SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE LA,CONSOLIDACI(')N
UNIDIMENSIONAL DE SUELOS CON FLUJO DE AGUA EN DIRECCION VERTICAL

De acuerdo con los resultados obtenidos para la presion en exceso a la
hidrostatica, y aplicando las ecuaciones (4.77) y (4.78), se obtiene el grado
de consolidacion en el estrato de suelo y el error relativo porcentual con el
meétodo de Dufort - Frankel.

Tabla 13. Grado de consolidacioén, en %, obtenido por medio del método
de Dufort - Frankel.

Tv 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
z/H | z(m)/Dias | 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

00| 0.0 |0.000| 4505 | 22.128 | 38.810 | 52.160 | 62.622 | 70.800 | 77.188 | 82.179 | 86.078 | 89.124 | 91.504 | 93.363
01| 03 |0.000| 5.728 | 23.637 | 40.050 | 53.135 | 63.385 | 71.396 | 77.654 | 82.543 | 86.362 | 89.346 | 91.677 | 93.498
02| 0.6 |0.000| 7.449 | 25.748 | 41.785 | 54.499 | 64.452 | 72.229 | 78.305 | 83.051 | 86.760 | 89.656 | 91.919 | 93.687
03| 0.9 |0.000| 12.065 | 30.795 | 45.885 | 57.719 | 66.969 | 74.196 | 79.841 | 84.252 | 87.697 | 90.389 | 92.492 | 94.134
04| 1.2 |0.000| 17.351 | 36.411 | 50.433 | 61.290 | 69.760 | 76.376 | 81.545 | 85.583 | 88.737 | 91.201 | 93.126 | 94.630
0.5 1.5 |0.000| 26.425 | 44.672 | 57.010 | 66.441 | 73.786 | 79.521 | 84.002 | 87.502 | 90.236 | 92.373 | 94.041 | 95.345
0.6 1.8 |0.000| 36.333 | 53.417 | 63.947 | 71.871 | 78.029 | 82.836 | 86.592 | 89.525 | 91.817 | 93.607 | 95.006 | 96.099
07| 21 ]0.000| 50.267 | 64.216 | 72.371 | 78.451 | 83.169 | 86.852 | 89.729 | 91.976 | 93.731 | 95.103 | 96.174 | 97.011
08| 24 |0.000| 64.947 | 75.347 | 81.028 | 85.210 | 88.449 | 90.977 | 92.951 | 94.493 | 95.698 | 96.639 | 97.374 | 97.949
09| 27 |0.000| 82.321 | 87.614 | 90.474 | 92.574 | 94.200 | 95.469 | 96.461 | 97.235 | 97.840 | 98.313 | 98.682 | 98.970
1.0 3.0 |0.000100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000

Tabla 14. Error relativo porcentual, en %, obtenido por medio del método
de Dufort - Frankel.

Tv 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
z/H|z(m)/Dias| 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
00| 0.0 0.000 |11.138 | 2.813 | 1.295 | 0.745 | 0.476 | 0.323 | 0.227 | 0.163 | 0.119 | 0.088 | 0.065 | 0.049
01| 03 0.000 | 1.379 | 0.145 | 0.028 | 0.000 | 0.010 | 0.014 | 0.015 | 0.014 | 0.013 | 0.012 | 0.011 | 0.009
02| 0.6 0.000 | 7.961 | 2.348 | 1.148 | 0.679 | 0.440 | 0.301 | 0.213 | 0.153 | 0.112 | 0.083 | 0.062 | 0.046
03| 09 0.000 | 0.435 | 0.079 | 0.019 | 0.001 | 0.009 | 0.012 | 0.013 | 0.013 | 0.012 | 0.011 | 0.010 | 0.008
0.4 1.2 0.000 | 4.381 | 1.485 | 0.815 | 0.515 | 0.347 | 0.242 | 0.174 | 0.127 | 0.093 | 0.069 | 0.052 | 0.039
0.5 1.5 0.000 | 0.039 | 0.024 | 0.010 | 0.001 | 0.006 | 0.009 | 0.010 | 0.010 | 0.009 | 0.008 | 0.007 | 0.007
0.6 1.8 0.000 | 2.184 | 0.778 | 0.471 | 0.320 | 0.225 | 0.162 | 0.119 | 0.088 | 0.066 | 0.049 | 0.037 | 0.028
0.7 2.1 0.000 | 0.037 | 0.002 | 0.004 | 0.001 | 0.004 | 0.005 | 0.006 | 0.006 | 0.006 | 0.005 | 0.005 | 0.004
08| 24 0.000 | 0.811 | 0.303 | 0.197 | 0.142 | 0.105 | 0.078 | 0.058 | 0.044 | 0.033 | 0.025 | 0.019 | 0.014
09| 27 0.000 | 0.015 | 0.001 | 0.001 | 0.000 | 0.001 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.001
1.0] 3.0 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Max | 11.138 | 2.813 | 1.295 | 0.745 | 0.476 | 0.323 | 0.227 | 0.163 | 0.119 | 0.088 | 0.065 | 0.049
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La Ultima fila representa el maximo error porcentual que se obtiene en cada
factor fiempo.

A continuacion se muestra la grdfica que ilustra la variacion del grado de
consolidacion en términos de la relaciéon z/H para cada factor de tiempo
Tv, obtenido con el método de Dufort - Frankel.
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Figura 15. Grado de consolidacion en el estrato de suelo obtenido con el

7.2.5.

método de Dufort - Frankel.

Andlisis de la solucidon numérica

De acuerdo con los resultados obtenidos en cada uno de los cuatro
meétodos de discretizacion por diferencias finitas, el comportamiento fisico
del fendmeno de consolidacion es muy similar al descrito con la solucién
analitica, es decir,

La presion en exceso a la hidrostatica se comporta de manera inversa
al grado de consolidacion, es decir, entre mayor sea la presién en
exceso a la hidrostatica menor serd el grado de consolidacion vy
viceversa; lo anterior se cumple para cada profundidad y tiempo
considerado.

Para un factor de tiempo especifico, a mayor profundidad, o entre
mas cerca se considere un punto de la superficie permeable, mayor
serd el grado de consolidacion y por ende menor serd la presion en
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exceso a la hidrostatica. Caso contrario se cumple al tomar un punto
cercano a la superficie impermeable, es decir el grado de
consolidacion disminuye y la presion en exceso a la hidrostdtica
aumenta.

. Al fomar una profundidad determinada en el estrato de suelo, entre
mas dias franscurran, o entre mayor sea el valor del factor tiempo,
mayor serd el grado de consolidacion, y por consiguiente menor |la
presion en exceso a la hidrostatica.

Lo anterior indica que cada uno de los métodos de discretizacion en
diferencias finitas empleados describe de manera adecuada, desde un
punto de vista fisico, el fendbmeno de consolidacion de suelos con flujo de
agua vertical.

Ahora bien, con respecto al error relativo porcentual, para un factor de
tiempo especifico, a mayor profundidad, o entre mds cerca se considere un
punto de la superficie permeable, mayor serd el valor de este. Caso
contrario se cumple al ftomar un punto cercano a la superficie impermeable,
es decir, el error relativo porcentual disminuye. Lo anterior se debe en gran
medida a la aproximacion en diferencias finitas empleada para la primera

. u p K 3 .
derivada P en cada uno de los métodos de discretizacion, la cual surge

Zlz=0
de la condicion de frontera (BC2). Esta condicidon permite obtener el valor
de la presion en exceso la hidrostatica en la frontera impermeabile (i = 0).

Por otro lado, al tomar una profundidad determinada en el estrato de suelo,
entre mas dias franscurran, o enfre mayor sea el valor del factor tiempo,
menor serd el error relativo porcentual. Esto se debe a que los métodos en
diferencias finitas empleados cumplen las condiciones matematicas de
estabilidad, consistencia y convergencia, lo cual se puede representar
como

lim U = U!

t—oo

A continuacion se muestra una grdfica que ilustra la variacion del error
relativo porcentual maximo en términos del factor tiempo, para cada uno
de los cuatro métodos de discretizacidon empleados.
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Figura 16. Variacion del error relativo porcentual maximo en términos del
factor tiempo para cada uno de los métodos de discretizacion en
diferencias finitas.

De acuerdo con la Figura 16, el error relativo porcentual maximo para cada
uno de los métodos de discretizacion presenta un comportamiento similar,
es decir, crece de manera casi lineal hasta alcanzar el punto mdximo en
Tv=0.1, y a medida que aumenta el valor del factor tiempo, disminuye de
manera asintdtica acercdndose cada vez mds a cero (efecto de
atenuacion). Podemos notar ademds que la grdfica con el pico mdés alto
corresponde al método de Dufort — Frankel, con un valor igual a 11.138%,
mientras que la que presenta el pico mds bajo corresponde al método de
Crank- Nicolson, con un valor de 1.486%; sumado a lo anterior, la serie de
datos que presenta una tendencia homogénea vy estrictamente
decreciente, con respecto al error relativo porcentual maximo, a medida
gue aumenta el factor tiempo corresponde al método de Crank — Nicolson.

Cabe senalar que a medida que trascurre el tiempo, los valores del error
relativo porcentual méximo obtenidos de los métodos de discretizacion son
muy similares. Lo anterior representa un argumento adicional para
establecer que la solucidn numérica converge a la analitica a medida que
transcurre el fiempo de consolidacion del estrato de suelo.

A continuacioén se muestra la grdfica que ilustra el grado de consolidacion
en el estrato de suelo para T, = 0.1 (tiempo de 30 dias) obtenido a partir de
la solucion analitica y los cuatro métodos de discretizacion en diferencias
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finitas. Este tfiempo se fomd como referencia debido a que, segun se muestra
en la Figura 16, es aquel en el cual se presenta el error relativo porcentual
Maximo para cada uno de los métodos numeéricos considerados.

Grado de Consolidacién Uz (%) para Tv=0.1
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Figura 17. Grado de consolidacion en el estrato de suelo obtenido con la
soluciéon andlitica y los cuatro métodos de discretizacion en diferencias
finitas para T,, = 0.1.

De acuerdo con la Figura 17, las diferentes soluciones numéricas estadn muy
proximas a la solucion analitica, como lo anterior sucede para el tiempo en
el cual se presenta el valor maximo del error relativo porcentual, esto nos
permite afirmar que cada una de las cuatro soluciones numéricas permiten
estimar, con un nivel de incertidumbre bajo, las variables fisicas involucradas
en el fendmeno de consolidacion de suelos con flujo de agua vertical, en
particular, la presion en exceso ala hidrostatica y el grado de consolidacion.

Sin embargo, desde un punto de vista analitico, los resultados obtenidos con
el método de Dufort — Frankel no son precisos, pues aunque el error de
truncamiento es de segundo orden para la variable espacial y temporal
0[(Az)?, (At)?], de acuerdo con la Figura 15, la curva que representa el grado
de consolidacion no es continua en todo su dominio (la curva presenta
algunos “quiebres”) para valores del factor tiempo entre 0.1 y 0.5. Lo anterior
se debe en gran medida a que para T, = 0.1 se emplea el método explicito
simple para calcular la presion en exceso a la hidrostatica en el estrato de
suelo.
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Por otro lado, el método explicito simple, de acuerdo con la ecuacion (4.59),
es inestable para valores altos de A. Dicha inestabilidad no se manifiesta en
ningun método implicito (método implicito simple y método de Crank —
Nicolson). El método de Crank — Nicolson converge mds rapidamente
conforme 1 decrece, y proporciona resultados de exactitud moderada aun
cuando A searelativamente alta; esto es de esperarse, ya que el método de
Crank — Nicolson es implicito, tiene una exactitud de segundo orden con
respecto a ambas variables independientes, y si se comparan las
ecuaciones en diferencias para cada uno de métodos, el de Crank —
Nicolson es el que mads puntos del estrato de suelo involucra al efectuar el
cdlculo de la presidon en exceso a la hidrostatica.

Teniendo en cuenta lo anterior y el argumento matemdatico descrito justo
después de la Figura 16, establecemos que el método de discretizacion en
diferencias finitas que mejor describe el fendmeno analizado, desde un
punto de vista fisico, matematico y practico en la ingenieria, es el método
de Crank - Nicolson.

8. Discusion

Este trabajo de grado pretende ser un punto de partida que muestre la
importancia que tienen hoy en dia los modelos matemdticos
computacionales en el desarrollo de la ingenieria, los cuales permiten
explicar y entender el comportamiento fisico de un fendmeno en la
prdctica, en particular, el fendbmeno de consolidacion de suelos con flujo de
agua en direccion vertical.

El fendmeno de consolidacion de suelos puede ser tan complejo como se
desee, pues existen diferentes alternativas por medio de las cuales, desde
una perspectiva prdctica, se puede consolidar una masa de suelo. Algunas
son aquellas en las cuales la carga que soporta el suelo es variable con la
posicion y el tiempo (Abbasi et al., 2007; Biot, 1941; Carrillo, 1942); otras
incluyen drenes verticales instalados en el estrato de suelo hacia los cuales
drena el agua (Barron, 1948; Basu & Madhayv, 2000; Covo-Torres et al., 2015;
Hansbo, 1981; Hawlader et al., 2002; Tang et al., 2013), algunos otras incluyen
ambos, carga variable y drenes verticales, por lo que es necesario
considerar fres variables independientes en el modelo matemdtico, la
variable tiempo, la direccidn vertical y la direccion radial (Biot, 1941; Carrillo,
1942; Walker, 2011), finalmente algunas incluyen drenes verticales vy
precarga por vacio (B. Indraratna et al., 2005; Buddhima Indraratna et al.,
2005).
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Teniendo en cuenta la complejidad matemdtica que frae consigo plantear
una solucion andlitica para las diferentes alternativas mencionadas, se hace
menester considerar modelos computacionales (Fairweather & Mitchell,
1965, 1967; Peaceman & Rachford, Jr., 1955; Qin, 2010) que permitan
predecir con cierfo grado de exactitud el comportamiento fisico del
fendmeno considerado; en este frabajo de grado se ilustra dicha situacion,
pues los modelos en diferencias finitas considerados en este proyecto y que
permiten obtener la solucion numérica del fendmeno de consolidacion de
suelos con flujo de agua en direccion vertical, se pueden modificar y
adaptar para considerar todas las posibles variables involucradas en los
procesos de consolidacion antes descritos, y asi obtener una solucion
satisfactoria que permita dar respuesta a los procesos actuales propios del
desarrollo de la ingeniera.

Finalmente, los trabajos de investigacion consultados (Dehghan, 2002;
Fairweather & Mitchell, 1965, 1967; Peaceman & Rachford, Jr., 19585; Qin,
2010) concluyen que los métodos de discretizacion en diferencias fintas que
aproximan con un grado menor de incertidumbre los fendbmenos en
ingenieria descritos por un PVIF tipo parabdlico (problemas tipo difusivo) son
los métodos implicitos. Lo anterior concuerda con uno de los resultados
obtenidos en este trabajo, el cual establece que el método de discretizacion
en diferencias finitas que mejor describe el fendmeno analizado, desde un
punto de vista fisico, matematico y practico en la ingenieria, es el método
de Crank — Nicolson.
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. Conclusiones

» Este trabajo de grado da una respuesta satisfactoria tanto al objetivo
general como a los objetivos especificos planteados; se llega a que el
meétodo de discretizacion en diferencias finitas que mejor describe el
fendmeno analizado, desde un punfto de vista fisico, matemdtico vy
practico en la ingenieria, es el método de Crank — Nicolson.

» Los métodos implicitos en diferencias finitas generalmente ofrecen un
grado menor de incertidumbre cuando se resuelve un PVIF fipo
parabdlico (Dehghan, 2002; Fairweather & Mitchell, 1965, 1967;
Peaceman & Rachford, Jr., 1955; Qin, 2010), ya que incluyen una mayor
cantfidad de nodos de la malla que define el problema particular, con
respecto alos métodos explicitos.

» Elmétodo explicito simple es inestable para valores altos de A (Peaceman
& Rachford, Jr., 1955). Dicha inestabilidad no se manifiesta en ningln
meétodo implicito (método implicito simple y método de Crank -
Nicolson). El método de Crank — Nicolson converge mads rapidamente
conforme 1 decrece, y proporciona resultados de exactitud moderada
aun cuando 1 sea relativamente alta (Fairweather & Mitchell, 1967); esto
es de esperarse, ya que el método de Crank — Nicolson es implicito, tiene
una exactitud de segundo orden con respecto a ambas variables
independientes, y si se comparan las ecuaciones en diferencias para
cada uno de métodos, el de Crank — Nicolson es el gue mds puntos del
estrato de suelo involucra al efectuar el cdiculo de la presidn en exceso
a la hidrostatica.

> El método de Crank-Nicolson se emplea con frecuencia para resolver
EDP parabdlicas en una dimension espacial. Las ventajas del método se
aprecian cuando se presentan problemas mds complicados, como
aquellos en los que se tfienen mallas irregularmente espaciadas. Tal
espaciado no uniforme a menudo es ventajoso cuando se fiene un
conocimiento previo de que la solucion varia rdpidamente en porciones
locales del sistema (Pletcher et al., 2012).
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» Este frabajo de grado representa una simple aplicaciéon de o practico
que llegan a ser los métodos numéricos, en particular el método de
discretizacion en diferencias finitas, para la resolucion de un problema
especifico en ingenieria. AUn quedan muchas otras cuestiones abiertas
con respecto al fendmeno de consolidacion de suelos, las cuales son
tema de investigacion hoy en dia, y que valen la pena resolver, no solo
para el desarrollo de la investigacion académica sino también para
fortalecer aun mds la ingenieria prdctica, en particular el campo de la
geotecnia aplicada, tanto a nivel local como internacional. Se extiende
la invitacion a la Facultad de ingenieria de la Universidad de Antioquia,
en especial ala Escuela Ambiental, incluir dentro de 1os planes de estudio
de los diferentes programas académicos ofertados una amplia variedad
de cursos (obligatorios y electivos) que propicien el fortalecimiento de la
matemdtica computacional aplicada a la ingenieria, para asi dar
respuesta a muchos problemas que surgen actualmente en la prdctica
de la misma, los cuales por la complejidad que revisten, no admiten una
solucion analitica, y requieren un grado adecuado de comprension y
aproximacion. Esto no solo permite el fortalecimiento académico y
reconocimiento institucional, a nivel local e internacional, de la Facultad
de Ingenieria de la Universidad de Antioquia, sino también el grado de
preparacion y aceptacion, desde el punto de vista laboral, a partir del
cual es considerado un egresado de dicha facultad.
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11. Anexos

11.1. Algoritmo implementado en VBA Microsoft Excel (Visual Basic Applications)
para el cdlculo de la presion en exceso a la hidrostdatica por el método
explicito simple.

Attribute VB Name = "MetodoExplicitoSuelos"
Sub MetodoExplicitoSuelos ()

constlamb = Range ("C10")

ltotal = Range ("C5")

ttotal = Range("C7")

deltat = Range ("C8")

deltax = Range ("C9")

valorinicial = Range ("C19")

fronteral = Range ("C15")

frontera?2 = Range ("Cl6")

valorfronteral = Range("D15")
valorfrontera?2 = Range("D16")
filax = 5

columnax = 8

colultx = Range ("H5") .End(x1ToRight) .Column
Range (Cells(filax, columnax + 1), Cells(filax, colultx)) .Select
With Selection
.ClearContents
.Borders.LineStyle = x1None
.Font.Bold = False
End With
nx = ltotal / deltax
For m = 1 To nx
Cells(filax, columnax + m) = Cells(filax, columnax + m - 1) + deltax
Cells(filax, columnax + m).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1lContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
.Font.Bold = True
End With
Next
filat = 6
columnat = 7
filaultt = Range ("G5") .End(x1Down) .Row
Range (Cells(filat + 1, columnat), Cells(filaultt, columnat)) .Select
With Selection
.ClearContents
.Borders.LineStyle = xlNone
.Font.Bold = False
End With
nt = ttotal / deltat
For m = 1 To nt
Cells(filat + m, columnat) = Cells(filat + m - 1, columnat) + deltat
Cells(filat + m, columnat) .Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
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.HorizontalAlignment = xlCenter
.Font.Bold = True
End With
Next
Range (Cells(filax + 1, columnax), Cells(filaultt, colultx)) .Select
With Selection
.ClearContents
.Borders.LineStyle = x1None
.Font.Bold = False
End With
For t = 1 To nt + 1
For i = 1 To nx + 1
'Condicién Inicial
If t = 1 Then

If i = 1 And fronteral = "Dirichlet" Then

Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) = valorfronteral
ElseIf 1 = 1 And fronteral = "Neumann" Then

Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) = wvalorinicial
End If
If i = nx + 1 And frontera2 = "Dirichlet" Then

Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1) = valorinicial
ElseIf 1 = nx + 1 And frontera2 = "Neumann" Then

Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1) = valorinicial
End If
If i <> 1 And i <> nx + 1 Then

Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1) = valorinicial
End If
Cells(filat + t = 1, columnax + i - 1) .NumberFormat = "0.0000"

Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
'Condicidén de Frontera Extremo Izquierdo
If i =1 And t <> 1 Then
'Frontera Dirichlet

If fronteral = "Dirichlet" Then
Cells(filat + t - 1, columnax) = valorfronteral
'Frontera Neumann
ElseIf fronteral = "Neumann" Then
Cells(filat + t - 1, columnax) = Cells(filat + t - 2,

columnax) + ((2 * constlamb) * (Cells(filat + t - 2, columnax + 1) -
Cells(filat + t - 2, columnax) - (deltax * valorfronteral)))

End If

Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1) .NumberFormat = "0.0000"

Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
'"Condicién de Frontera Extremo Derecho
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If i = nx + 1 And t <> 1 Then
'Frontera Dirichlet

If frontera2 = "Dirichlet" Then
Cells(filat + t - 1, columnax + nx) = valorfrontera?2
'Frontera Neumann
ElseIf frontera2 = "Neumann" Then
Cells(filat + t - 1, columnax + nx) = Cells(filat + t -

2, columnax + nx) + ((2 * constlamb) * (Cells(filat + t - 2, columnax + nx
- 1) - Cells(filat + t - 2, columnax + nx) + (deltax * valorfrontera2)))

End If

Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1).NumberFormat = "0.0000"

Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = xlContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
'Puntos Internos
If i <> 1 And i <> nx + 1 And t <> 1 Then
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) = Cells(filat + t - 2,
columnax + i1 - 1) + ((constlamb) * (Cells(filat + t - 2, columnax + i) - 2
* Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1) + Cells(filat + t - 2, columnax +
i-2)))
Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1) .NumberFormat = "0.0000"
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
Next
Next
End Sub

11.2. Algoritmo implementado en VBA Microsoft Excel (Visual Basic Applications)
para el cdlculo de la presién en exceso a la hidrostatica por el método
implicito simple o método de Laasonen.

Attribute VB Name = "MetodoImplicitoSuelos"
Sub MetodoImplicitoSuelos()
Dim valoresr (1000) As Double
Dim coefe (1000) As Double
Dim coeff (1000) As Double
Dim coefg(1000) As Double
Dim coefr (1000) As Double
Dim coefx (1000) As Double
constlamb = Range ("C10")
ltotal = Range ("C5")

ttotal = Range ("C7")

deltat = Range ("C8")

deltax = Range ("C9")
valorinicial = Range ("C19")

o~ o~ o~ —~
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fronteral = Range ("C15")
frontera2 = Range ("Clo6")

valorfronteral = Range("D15")
valorfrontera2 = Range ("D16")
filax = 5

columnax = 8

colultx = Range ("H5") .End(x1ToRight) .Column
Range (Cells(filax, columnax + 1), Cells(filax, colultx)).Select
With Selection
.ClearContents
.Borders.LineStyle = xlNone
.Font.Bold = False
End With
nx = ltotal / deltax
For m = 1 To nx
Cells(filax, columnax + m) = Cells(filax, columnax + m - 1) + deltax
Cells(filax, columnax + m).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
.Font.Bold = True

End With
Next
filat = 6
columnat = 7

filaultt = Range ("G5") .End(x1Down) .Row
Range (Cells(filat + 1, columnat), Cells(filaultt, columnat)).Select
With Selection
.ClearContents
.Borders.LineStyle = xlNone
.Font.Bold = False
End With
nt = ttotal / deltat
For m = 1 To nt
Cells(filat + m, columnat) = Cells(filat + m - 1, columnat) + deltat
Cells(filat + m, columnat).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1lContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
.Font.Bold = True
End With
Next
Range (Cells (filax + 1, columnax), Cells(filaultt, colultx)) .Select
With Selection
.ClearContents
.Borders.LineStyle = xlNone
.Font.Bold = False

End With

If fronteral = "Neumann" Then
gradol =1

ElseIf fronteral = "Dirichlet" Then
gradol = 0

End If
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If frontera2 = "Neumann" Then
gradoz = 1

ElseIf frontera2 = "Dirichlet" Then
grado2 = 0

End If

For t = 1 To nt + 1
For i = 1 To nx + 1
'Condicién Inicial
'Extremo Izquierdo
If t = 1 Then

If i = 1 And fronteral = "Dirichlet" Then
Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1) = valorfronteral
ElseIf i = 1 And fronteral = "Neumann" Then
Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1) = valorinicial
End If
'Extremo Derecho
If i = nx + 1 And frontera2 = "Dirichlet" Then
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) = wvalorinicial
ElselIf 1 = nx + 1 And frontera2 = "Neumann" Then
Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1) = wvalorinicial
End If

'Puntos Interiores
If 1 <> 1 And 1 <> nx + 1 Then

Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1) = wvalorinicial
End If
Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1) .NumberFormat = "0.0000"

Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
'Ambas fronteras Dirichlet
If t <> 1 And gradol = 0 And grado2 = 0 Then
'Extremo Izgquierdo
If i = 1 Then

Cells(filat + t - 1, columnax) = valorfronteral
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) .NumberFormat =
"0.0000"
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1lContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
'Extremo Derecho
If i = nx + 1 Then
Cells(filat + t = 1, columnax + i - 1) = valorfrontera?2
Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1) .NumberFormat =
"0.0000"

Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
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.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
'"Primer Nodo Interior
If i = 2 Then

valoresr(i - 1) = Cells(filat + t - 2, columnax + i - 1) +
((constlamb) * Cells(filat + t - 2, columnax + i - 2))
End If

'Ultimo Nodo Interior
If 1 = nx Then

valoresr(i - 1) = Cells(filat + t - 2, columnax + i - 1) +
((constlamb) * Cells(filat + t - 2, columnax + 1))
End If

'Puntos Interiores
If 1 <> 1 And 1 <> 2 And i <> nx And i <> nx + 1 Then
valoresr(i - 1) = Cells(filat + t - 2, columnax + i - 1)
End If
End If
'Frontera Izquierda Neumann y Frontera Derecha Dirichlet
If t <> 1 And gradol = 1 And grado2 = 0 Then
'Extremo Izquierdo
If i = 1 Then

valoresr (i) = Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1) + (2 *
(constlamb) * deltax * valorfronteral)
End If

'Extremo Derecho
If 1 = nx + 1 Then

Cells(filat + t = 1, columnax + i1 - 1) = valorfrontera?2
Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1) .NumberFormat =
"0.0000"
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = xlContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
'Ultimo Nodo Interior
If i = nx Then
If t = 2 Then
valoresr (i) = Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1) +
((constlamb) * valorfrontera?)
Else
valoresr (i) = Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1) +
((constlamb) * Cells(filat + t - 2, columnax + 1))
End If
End If
'Puntos Interiores
If i <> 1 And 1 <> nx And 1 <> nx + 1 Then
valoresr (i) = Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1)
End If
End If

'Frontera Izgquierda Dirichlet y Frontera Derecha Neumann
If t <> 1 And gradol = 0 And grado2 = 1 Then
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'Extremo Izquierdo
If i = 1 Then

Cells(filat + t - 1, columnax) = valorfronteral
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) .NumberFormat =
"0.0000"
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = x1lCenter
End With
End If
'Extremo Derecho
If i = nx + 1 Then
valoresr(i - 1) = Cells(filat + t - 2, columnax + i - 1) +
(2 * (constlamb) * deltax * valorfrontera?2)
End If
'Primer Nodo Interior
If i = 2 Then
valoresr(i - 1) = Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1) +
((constlamb) * Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 2))
End If

'Puntos Interiores
If i <> 1 And 1 <> 2 And i <> nx + 1 Then
valoresr (i - 1) Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1)
End If
End If
'Ambas Fronteras Neumann
If t <> 1 And gradol = 1 And gradoZ?
'Extremo Izquierdo
If i = 1 Then
valoresr (i) = Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1) + (2
(constlamb) * deltax * valorfronteral)
End If
'Extremo Derecho
If i = nx + 1 Then
valoresr (i) = Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1) + (2
(constlamb) * deltax * valorfrontera?)
End If
'Puntos Interiores
If i <> 1 And i <> nx + 1 Then
valoresr (i) = Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1)
End If
End If

1 Then

Next
'Resolver Sistema Tridiagonal
If t <> 1 Then
n =nx - 1 + gradol + gradoZ2
For m = 2 To n

coefe(m) = -constlamb
If grado2 = 1 And m = n Then
coefe(m) = -2 * constlamb
End If
Next
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For m =1 Ton - 1
coefg(m) = -constlamb
If gradol = 1 And m = 1 Then
coefg(m) = -2 * constlamb
End If
Next
For p =1 Ton
coeff(p) = (2 * constlamb) + 1
coefr (p) = valoresr (p)
Next
'Descomposicidén
For k = 2 To n
coefe (k) = coefe(k) / coeff(k - 1)
coeff (k) = coeff (k) - (coefe(k) * coefg(k - 1))
Next

'Sustitucidén hacia adelante
For k = 2 To n

coefr (k) = coefr(k) - (coefe(k) * coefr(k - 1))
Next
'Sustitucidén hacia atras
coefx(n) = coefr(n) / coeff (n)
For k = n - 1 To 1 Step -1
coefx (k) = (coefr(k) - (coefg(k) * coefx(k + 1))) / coeff (k)
Next

'Solucién
For k =1 To n
If gradol = 0 And grado2 = 0 Then
Cells(filat + t - 1, columnax + k) = coefx (k)
Cells(filat + t - 1, columnax + k) .NumberFormat = "0.0000"
Cells(filat + t - 1, columnax + k).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1lContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
ElseIf gradol = 1 And grado2 = 0 Then

Cells(filat + t - 1, columnax + k - 1) = coefx (k)
Cells(filat + t = 1, columnax + k - 1) .NumberFormat = "0.0000"
Cells(filat + t - 1, columnax + k - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
ElseIf gradol = 0 And grado2 = 1 Then
Cells(filat + t - 1, columnax + k) = coefx (k)
Cells(filat + t - 1, columnax + k) .NumberFormat = "0.0000"
Cells(filat + t - 1, columnax + k).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = xl1lCenter
End With
ElseIf gradol = 1 And grado2 = 1 Then
Cells(filat + t - 1, columnax + k - 1) = coefx (k)
Cells(filat + t - 1, columnax + k - 1) .NumberFormat = "0.0000"
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Cells(filat + t - 1, columnax + k - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = x1lCenter

End With
End If
Next
End If
Next
End Sub

11.3. Algoritmo implementado en VBA Microsoft Excel (Visual Basic Applications)
para el cdlculo de la presidon en exceso a la hidrostatica por el método de
Crank - Nicolson.

Attribute VB Name = "MetodoCrankNicolsonSuelos"
Sub MetodoCrankNicolsonSuelos ()
Dim valoresr (1000) As Double
Dim coefe (1000) As Double

Dim coeff (1000) As Double

Dim coefg(1000) As Double

Dim coefr (1000) As Double

Dim coefx (1000) As Double
constlamb = Range ("C10")

ltotal = Range ("C5")

ttotal = Range("C7")

deltat = Range ("C8")

deltax = Range ("C9")
valorinicial = Range ("C19")
fronteral = Range ("C15")
frontera?2 = Range ("Cl6")

valorfronteral = Range("D15")
valorfrontera?2 = Range ("D16")
filax = 5

columnax = 8

colultx = Range ("H5") .End(x1ToRight) .Column
Range (Cells(filax, columnax + 1), Cells(filax, colultx)).Select
With Selection
.ClearContents
.Borders.LineStyle = xlNone
.Font.Bold = False
End With
nx = ltotal / deltax
For m = 1 To nx
Cells(filax, columnax + m) = Cells(filax, columnax + m - 1) + deltax
Cells(filax, columnax + m).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
.Font.Bold = True
End With
Next
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filat = 6
columnat = 7
filaultt = Range ("G5") .End(x1Down) .Row
Range (Cells(filat + 1, columnat), Cells(filaultt, columnat)) .Select
With Selection
.ClearContents
.Borders.LineStyle = x1None
.Font.Bold = False
End With
nt = ttotal / deltat
For m = 1 To nt
Cells(filat + m, columnat) = Cells(filat + m - 1, columnat) + deltat
Cells(filat + m, columnat).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1lContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
.Font.Bold = True
End With
Next
Range (Cells(filax + 1, columnax), Cells(filaultt, colultx)) .Select
With Selection
.ClearContents
.Borders.LineStyle = x1None
.Font.Bold = False

End With

If fronteral = "Neumann" Then
gradol =1

ElseIf fronteral = "Dirichlet" Then
gradol = 0

End If

If frontera2 = "Neumann" Then
gradoz =1

ElselIf frontera2 = "Dirichlet" Then
grado2 = 0

End If

For t = 1 To nt + 1
For i = 1 To nx + 1
'Condicidén Inicial
'Extremo Izquierdo
If t = 1 Then

If i = 1 And fronteral = "Dirichlet" Then
Cells(filat + t = 1, columnax + i - 1) = valorfronteral
ElseIf 1 = 1 And fronteral = "Neumann" Then
Cells(filat + t = 1, columnax + i - 1) = valorinicial
End If
'Extremo Derecho
If i = nx + 1 And frontera2 = "Dirichlet" Then
Cells(filat + t = 1, columnax + i - 1) = valorinicial
ElseIf 1 = nx + 1 And frontera2 = "Neumann" Then
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) = valorinicial
End If

'Puntos Interiores
If 1 <> 1 And 1 <> nx + 1 Then
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Cells(filat + t -
End If
Cells (filat + t -
Cells(filat + t -
With Selection

1,
1,

.Borders.LineStyle
.HorizontalAlignment

End With
End If
'Ambas fronteras Dirichlet
If t <> 1 And gradol
'Extremo Izquierdo
If i 1 Then
Cells(filat + t -
Cells(filat + t -

"0.0000"
Cells(filat + t -
With Selection
.Borders.Line
.HorizontalAl
End With
End If
'Extremo Derecho
If 1 = nx + 1 Then
Cells(filat + t
Cells(filat + t
"0.0000"
Cells(filat + t
With Selection
.Borders.Line
.HorizontalAl
End With
End If
'Primer Nodo Interior
If i 2 Then
valoresr (i - 1)
+ 1 -2)) + (2 * (1 - constlamb
+ (constlamb * Cells(filat + t
Cells(filat + t - 2, columnax +
End If
'Ultimo Nodo Interior
If i nx Then
valoresr (i -
+ 1 -2)) + (2 * (1
+ (constlamb * Cells(filat + t
Cells(filat + t - 2, columnax +
End If
'Puntos Interiores
If i <> 1 And 1 <> 2

1)

valoresr(i - 1) =
+ i -2)) + (2 * (1 - constlamb)
+ (constlamb * Cells(filat + t
End If
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- constlamb)

1, columnax + i1 - 1) = valorinicial
columnax + i1 - 1) .NumberFormat = "0.0000"
columnax + i1 - 1).Select

= x1Continuous

= x1Center

0 And grado2 = 0 Then

1, columnax) = valorfronteral

1, columnax + i - 1) .NumberFormat =

1, columnax + 1 - 1).Select
Style = xlContinuous
ignment = xlCenter
1, columnax + i - 1) = valorfrontera?
1, columnax + i - 1) .NumberFormat =
1, columnax + 1 - 1).Select
Style = xl1lContinuous
ignment = xlCenter

(constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax
) * Cells(filat + t - 2, columnax + i - 1))
- 2, columnax + 1i)) + (constlamb *

i-2))

(constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax

* Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1))
- 2, columnax + 1i)) + (constlamb *

i))
And i <> nx And i <> nx + 1 Then

(constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax

* Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1))
- 2, columnax + 1))
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End If
'Frontera Izquierda Neumann y Frontera Derecha Dirichlet
If t <> 1 And gradol = 1 And grado2 = 0 Then
'Extremo Izquierdo
If i = 1 Then

valoresr (i) = (2 * (1 - constlamb) * Cells(filat + t - 2,
columnax + i1 - 1)) + (2 * constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + 1i))
- (4 * (constlamb) * deltax * wvalorfronteral)

End If

'Extremo Derecho
If i = nx + 1 Then
Cells(filat + t = 1, columnax + i - 1) = valorfrontera?
Cells(filat + £t - 1, columnax + i1 - 1) .NumberFormat =
"0.0000"
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1).Select
With Selection

.Borders.LineStyle = xlContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With

End If

'Ultimo Nodo Interior

If i = nx Then

If t = 2 Then
valoresr (i) = (constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax

+ 1 -2)) + (2 * (1 - constlamb) * Cells(filat + t - 2, columnax + i - 1))
+ (constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + 1)) + (constlamb *
valorfrontera?l)

Else
valoresr (i) = (constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax
+ i -2)) + (2 * (1 - constlamb) * Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1))
+ (constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + i)) + (constlamb *
Cells(filat + t - 2, columnax + 1))
End If
End If

'Puntos Interiores
If i <> 1 And 1 <> nx And 1 <> nx + 1 Then
valoresr (i) = (constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + i
- 2)) + (2 * (1 - constlamb) * Cells(filat + t - 2, columnax + i - 1)) +
(constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + 1))
End If
End If
'Frontera Izquierda Dirichlet y Frontera Derecha Neumann
If £t <> 1 And gradol = 0 And grado2 = 1 Then
'Extremo Izquierdo
If 1 = 1 Then
Cells(filat + t - 1, columnax) = valorfronteral
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) .NumberFormat =
"0.0000"
Cells(filat + t = 1, columnax + 1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
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End If
'Extremo Derecho
If i = nx + 1 Then

valoresr(i - 1) = (2 * (1 - constlamb) * Cells(filat + t -
2, columnax + i - 1)) + (2 * constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + i
- 2)) + (4 * (constlamb) * deltax * valorfrontera?)
End If

'Primer Nodo Interior
If i = 2 Then

valoresr (i - 1) = (constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax
+ 1 -2)) + (2 * (1 - constlamb) * Cells(filat + t - 2, columnax + i - 1))
+ (constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + 1)) + (constlamb *
Cells(filat + t - 2, columnax + i - 2))
End If

'Puntos Interiores
If 1 <> 1 And i <> 2 And 1 <> nx + 1 Then

valoresr (i - 1) = (constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax
+ 1 -2)) + (2 * (1 - constlamb) * Cells(filat + t - 2, columnax + i - 1))
+ (constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + 1))
End If
End If

'Ambas Fronteras Neumann
If t <> 1 And gradol = 1 And grado2 = 1 Then
'Extremo Izquierdo
If i = 1 Then

valoresr (i) = (2 * (1 - constlamb) * Cells(filat + t - 2,
columnax + i - 1)) + (2 * constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + 1))
- (4 * (constlamb) * deltax * wvalorfronteral)
End If
'Extremo Derecho
If i = nx + 1 Then
valoresr (i) = (2 * (1 - constlamb) * Cells(filat + t - 2,
columnax + i - 1)) + (2 * constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + i -
2)) + (4 * (constlamb) * deltax * valorfrontera?)
End If
'Puntos Interiores
If i <> 1 And 1 <> nx + 1 Then
valoresr (i) = (constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + i
- 2)) + (2 * (1 - constlamb) * Cells(filat + t - 2, columnax + 1 - 1)) +
(constlamb * Cells(filat + t - 2, columnax + 1i))
End If
End If
Next

'Resolver Sistema Tridiagonal
If t <> 1 Then
n = nx - 1 + gradol + grado2
For m = 2 To n

coefe(m) = -constlamb
If grado2 = 1 And m = n Then
coefe(m) = -2 * constlamb
End If
Next
For m =1 Ton - 1
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coefg(m) = -constlamb
If gradol = 1 And m = 1 Then
coefg(m) = -2 * constlamb
End If
Next
For p =1 To n
coeff(p) = (2 * (1 + constlamb))
coefr (p) = valoresr (p)
Next
'Descomposicidn
For k = 2 To n
coefe (k) = coefe(k) / coeff(k - 1)
coeff (k) = coeff(k) - (coefe(k) * coefg(k - 1))
Next

'Sustitucidén hacia adelante
For k = 2 To n

coefr (k) = coefr(k) - (coefe(k) * coefr(k - 1))
Next
'Sustitucidén hacia atras
coefx (n) = coefr(n) / coeff (n)
For k = n - 1 To 1 Step -1
coefx (k) = (coefr (k) - (coefg(k) * coefx(k + 1))) / coeff (k)
Next

'Solucién
For k = 1 To n
If gradol = 0 And grado2 = 0 Then

Cells(filat + t - 1, columnax + k) = coefx (k)

Cells(filat + t - 1, columnax + k) .NumberFormat = "0.0000"

Cells(filat + t - 1, columnax + k).Select

With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = xlCenter

End With
ElseIf gradol = 1 And grado2 = 0 Then
Cells(filat + t = 1, columnax + k - 1) = coefx (k)
Cells(filat + t - 1, columnax + k - 1) .NumberFormat = "0.0000"

Cells(filat + t = 1, columnax + k - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1lContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter

End With
ElseIf gradol = 0 And grado2 = 1 Then
Cells(filat + t - 1, columnax + k) = coefx (k)
Cells(filat + t - 1, columnax + k) .NumberFormat = "0.0000"

Cells(filat + t - 1, columnax + k).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = x1lCenter
End With
ElseIf gradol = 1 And grado2 = 1 Then

Cells(filat + t = 1, columnax + k - 1) = coefx (k)
Cells(filat + t - 1, columnax + k - 1) .NumberFormat = "0.0000"
Cells(filat + t = 1, columnax + k - 1).Select
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With Selection
.Borders.LineStyle = x1Continuous
.HorizontalAlignment = xlCenter

End With
End If
Next
End If
Next
End Sub

11.4. Algoritmo implementado en VBA Microsoft Excel (Visual Basic Applications)
para el cdlculo de la presion en exceso a la hidrostatica por el método de
Dufort - Frankel.

Attribute VB Name = "MetodoDufortFrankelSuelos"
Sub MetodoDufortFrankelSuelos ()

constlamb = Range ("C10")

ltotal = Range ("C5")

ttotal = Range("C7")

deltat = Range ("C8")

deltax = Range ("C9")

valorinicial = Range ("C19")

fronteral = Range ("C15")

frontera?2 = Range ("Cl6")
valorfronteral = Range("D15")
valorfrontera?2 = Range("D16")
filax = 5

columnax = 8

colultx = Range ("H5") .End(x1ToRight) .Column
Range (Cells(filax, columnax + 1), Cells(filax, colultx)).Select
With Selection
.ClearContents
.Borders.LineStyle = xlNone
.Font.Bold = False
End With
nx = ltotal / deltax
For m = 1 To nx
Cells(filax, columnax + m) = Cells(filax, columnax + m - 1) + deltax
Cells(filax, columnax + m).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1lContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
.Font.Bold = True

End With
Next
filat = 6
columnat = 7

filaultt = Range ("G5") .End(x1Down) .Row
Range (Cells(filat + 1, columnat), Cells(filaultt, columnat)) .Select
With Selection

.ClearContents

.Borders.LineStyle = xlNone
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.Font.Bold = False
End With
nt = ttotal / deltat
For m = 1 To nt
Cells(filat + m, columnat) = Cells(filat + m - 1, columnat) + deltat
Cells(filat + m, columnat).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = x1lContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
.Font.Bold = True
End With
Next
Range (Cells(filax + 1, columnax), Cells(filaultt, colultx)) .Select
With Selection
.ClearContents
.Borders.LineStyle = xlNone
.Font.Bold = False

End With
consta = (1 - (2 * constlamb)) / (1 + (2 * constlamb))
constb = (2 * constlamb) / (1 + (2 * constlamb))

For t = 1 To nt + 1
For i = 1 To nx + 1
'Condicién Inicial
If t = 1 Then

If i = 1 And fronteral = "Dirichlet" Then
Cells(filat + t = 1, columnax + i - 1) = valorfronteral
ElseIf 1 = 1 And fronteral = "Neumann" Then
Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1) = valorinicial
End If
If i = nx + 1 And frontera2 = "Dirichlet" Then
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) = valorfrontera2 +
valorinicial
ElseIf 1 = nx + 1 And frontera2 = "Neumann" Then
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) = valorinicial
End If
If i <> 1 And i <> nx + 1 Then
Cells(filat + t = 1, columnax + i - 1) = valorinicial
End If
Cells(filat + t = 1, columnax + i - 1) .NumberFormat = "0.0000"

Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) .Select
With Selection
.Borders.LineStyle = xlContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
'Condicidén de Frontera Extremo Izquierdo
If i = 1 And t <> 1 Then
'Frontera Dirichlet

If fronteral = "Dirichlet" Then
Cells(filat + t - 1, columnax) = valorfronteral
End If
'Frontera Neumann
If fronteral = "Neumann" And t = 2 Then 'Método Explicito
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Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1) = Cells(filat + t
- 2, columnax + i - 1) + ((2 * constlamb) * (Cells(filat + t - 2, columnax
+ i) - Cells(filat + t - 2, columnax + i1 - 1) - (deltax *
valorfronteral)))
End If
If fronteral = "Neumann" And t > 2 Then 'Método Dufort Frankel
Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1) = (consta *
Cells(filat + t - 3, columnax + i - 1)) + ((2 * constb) * (Cells(filat + t
- 2, columnax + i) - (deltax * valorfronteral)))
End If
Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1).NumberFormat = "0.0000"

Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = xlContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
'Condicién de Frontera Extremo Derecho
If i = nx + 1 And t <> 1 Then
'Frontera Dirichlet

If frontera2 = "Dirichlet" Then
Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1) = valorfrontera?2
End If
'Frontera Neumann
If frontera2 = "Neumann" And t = 2 Then 'Método Explicito
Cells(filat + t = 1, columnax + 1 - 1) = Cells(filat + t
- 2, columnax + i - 1) + ((2 * constlamb) * (Cells(filat + t - 2, columnax
+ i - 2) - Cells(filat + t - 2, columnax + i1 - 1) + (deltax *
valorfrontera?)))
End If
If frontera2 = "Neumann" And t > 2 Then 'Método Dufort Frankel
Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1) = (consta *
Cells(filat + t = 3, columnax + i1 - 1)) + ((2 * constb) * (Cells(filat + t
- 2, columnax + i - 2) + (deltax * valorfrontera2)))
End If
Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1) .NumberFormat = "0.0000"

Cells(filat + t = 1, columnax + 1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = xlContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
'Puntos Internos
If 1 <> 1 And 1 <> nx + 1 And t <> 1 Then
If t = 2 Then 'Método Explicito

Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1) = Cells(filat + t -
2, columnax + i - 1) + ((constlamb) * (Cells(filat + t - 2, columnax + 1)
- 2 * Cells(filat + t - 2, columnax + i - 1) + Cells(filat + t - 2,
columnax + 1 - 2)))
End If

If t > 2 Then 'Método Dufort Frankel
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Cells(filat + t - 1, columnax + i - 1) = (consta *
Cells(filat + t - 3, columnax + 1 - 1)) + ((constb) * (Cells(filat + t -
2, columnax + i) + Cells(filat + t - 2, columnax + i - 2)))
End If
Cells(filat + t - 1, columnax + i1 - 1) .NumberFormat = "0.0000"

Cells(filat + t - 1, columnax + 1 - 1).Select
With Selection
.Borders.LineStyle = xlContinuous
.HorizontalAlignment = xlCenter
End With
End If
Next
Next
End Sub
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