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Resumen

Desde el trabajo de Filippo Brunelleschi en 1434 se han escrito innumera-
bles tratados de perspectiva lineal bajo un mismo principio geométrico de
interseccion, el cual estuvo enfocado a encontrar técnicas, dadas las nece-
sidades de los artistas y arquitectos del renacimiento. La pregunta natural
era ; Como representar el mundo tridimensional en un lienzo bidimensional?
Esto originé la perspectiva lineal cénica, uno de los primeros pintores en
comprender esto fue Piero della Francesca quien ademés era matematico,
este describe métodos geométricos de perspectiva, los cuales fueron estu-
diados y profundizados por otros para comprender mejor el concepto desde
un punto de vista matematico.

Este trabajo consiste en la escritura de una teoria Matematica de la
perspectiva lineal conica presentada en un lenguaje moderno, en el cual se
extienden algunos resultados conocidos, y otros se generalizan.

En primer lugar, se estudia la perspectiva lineal conica de puntos, rectas
y curvas en el espacio tridimensional, también se analiza la convergencia
de rectas paralelas en puntos de fuga; en segundo lugar, se describe la
representacién de puntos en algunas secciones y se extiende el concepto de
perspectiva lineal conica al conjunto R™; por ultimo, se desarrolla un soft-
ware, el cual es el resultado del marco tedrico expuesto en este trabajo, este
nos permite hacer calculos sobre perspectiva, representaciones de puntos en
diferentes secciones y en dimensiones superiores.
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Introduccion

La perspectiva fue estudiada desde la antigiiedad sin mayor aporte, a finales
de la edad media y principios del renacimiento reaparece el concepto de
perspectiva con grandes aportes a partir de la necesidad de los pintores de
obtener una mayor sensaciéon espacial y de realidad en sus obras. El descu-
brimiento de las leyes que rigen la perspectiva se le atribuye al arquitecto
italiano Filippo Brunelleschi que se basd en experimentos y observaciones.
Décadas mas tarde el matematico Piero della Francesca escribe un tra-
tado de la perspectiva basado en un lenguaje matemaético, estos métodos
planteados por Piero fueron utilizados por la gran mayoria de los pintores
renacentistas en sus obras. En el siglo XVII el matemético francés Girard
Desargues expone una nueva interpretacion a la perspectiva, concibiendo
esta como una geometria (la geometria proyectiva). Posteriormente la pers-
pectiva reaparece en los trabajos del matemético inglés Brook Taylor mucho
més formal y de manera deductiva, afios mas tarde Joshua Kirby escribe y
mejora el tratado escrito por Taylor. Ya en el siglo XIX la perspectiva abre
paso a la geometria descriptiva con Monge, para en ano 1859 el matematico
aleméan Otto Wilhelm Fiedler defini6 rigurosamente en su tesis doctoral el
sistema de proyeccion central, fijando los fundamentos matematicos de la
perspectiva conica tal como se conoce en la actualidad.

Hoy en dia, la perspectiva lineal conica (o simplemente perspectiva)
es un sistema de alineacién espacial que crea una ilusiéon 6ptica de profun-
didad en una superficie, replicando la imagen que percibe un observador en
determinado punto del espacio tridimensional.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar el fenémeno de la pers-
pectiva lineal conica mediante matematicas modernas enfocado a conceptos
como: la representaciéon de puntos, lineas y curvas en general, ademas, con-
vergencias en puntos de fuga de rectas arbitrarias, analizando la perspectiva
en secciones no planas y caracterizar la teoria en espacios n-dimensionales
con n > 3.

La motivacién personal de realizar este trabajo radica en el gusto por el
dibujo y la pintura, y el conocer mas a fondo la perspectiva desde un punto
de vista matematico.

Este texto puede ser de gran utilidad para matemaéticos, ingenieros,
arquitectos, artistas y toda persona que desee explorar y aprender de pers-
pectiva lineal conica desde un punto de vista matemético.

X1



xii INTRODUCCION

El orden de presentaciéon de los temas de este trabajo esta orientado, pri-
mero a obtener una mejor comprension de la perspectiva, segundo a partir
de conceptos fundamentales y béasicos exponer una teoria matemética de
esta y por ultimo desarrollar una herramienta computacional que verifique
los resultados del marco teérico.

En el capitulo 1, se inicia con una breve descripcion del fenémeno fisico
de la vision, esto con el fin de presentar y desarrollar los conceptos y termi-
nologia basica de la perspectiva; todo esto acompanado de notas historicas
de sus descubrimientos y métodos.

En el capitulo 2, iniciamos con las definiciones de dominio perspectivo
y anamorfismo para construir la teorfa matematica en la busqueda de la
representacion de puntos y rectas en una seccién plana, luego se analiza
desde el anamorfismo la situacién de convergencia de rectas paralelas en
puntos de fuga.

En el capitulo 3, continuamos con la secciéon plana, pero en este caso
se trataran las representaciones de curvas en el espacio, entre las cuales
se analiza la perspectiva de la circunferencia. Posteriormente se analiza la
representacion de superficies.

En el capitulo 4, se estudia la perspectiva para otro tipo de secciones dis-
tintas al plano que es ortogonal al eje de visién, esto nos permite determinar
un anamorfismo que encuentre representaciones de puntos en secciones mas
complejas, tales como secciones cilindricas y semiesféricas.

En el capitulo 5, se analiza la perspectiva en el espacio n-dimensional
donde tanto el observador como el objeto a representar pertenecen al este
espacio y la representacion del objeto esta en un hiperplano. En este espacio
también se presenta la convergencia de rectas paralelas en puntos de fuga.

En el capitulo 6, se muestra el software Linperscal, el cual es el resul-
tado del marco tedrico expuesto en este trabajo. Linperscal es un software
que nos permite hacer célculos sobre perspectiva, representaciones de puntos
en diferentes secciones y en multiples dimensiones.

Los requisitos para una buena lectura del texto son: Célculo, Geometria
Analitica y Vectorial, y conceptos basicos de la teoria de conjuntos.



Capitulo 1

Conceptos y terminologia de la
perspectiva clasica

La palabra perspectiva proviene del latin, perspicere (para ver a través
de), y lo usaremos en el mismo contexto de las artes graficas para designar
una representacién o imagen que represente un objeto en un lienzo o papel
del pintor. El concepto de perspectiva abarca una gran gama de métodos y
técnicas que permiten su proposito, en este texto solo trataremos una sola
rama de la perspectiva, que es la perspectiva lineal cénica. Este tipo de
perspectiva esta basada en la forma mas natural y fiel a la realidad que el
humano puede representar por puntos y lineas que forman los contornos de
los objetos de un espacio real.

La perspectiva lineal la identificamos como un sistema matematico de
representacion, en el cual las imagenes se modifican o cambian de tamano
en funcion de la distancia y lugar espacial que ocupen, esto genera una
imagen anamorfa, que se interpreta como su representacion en un lienzo
para determinado observador que percibe unos efectos ilusorios y visuales
que originan a un espacio tridimensional imaginario en el papel del pintor.
(Ver [4],[7]).

Antes de iniciar con el estudio de la perspectiva, serd necesario un
comentario breve respecto al concepto de visién para establecer algunas ter-
minologias, y posteriormente ver algunos hechos y procedimientos basicos
de la perspectiva.

1.1 La vision

La vision es la capacidad de interpretar un entorno generado por rayos de
luz mediante un sistema 6Optico, que en el caso del humano, al igual que
muchos animales, es el 6rgano receptor llamado ojo. El ojo humano es una
estructura compleja que recepta las impresiones luminosas como los rayos
de luz, estos ingresan en el ojo hasta llegar a la retina, donde se producen
senales eléctricas que el cerebro interpreta como imagenes.

El campo de visiéon del ojo humano es una porcion espacial de la realidad
que el ojo percibe mirando sin necesidad de efectuar algin movimiento. La
amplitud de este campo puede abarcar aproximadamente 180 grados, pero

13



14 CONCEPTOS Y TERMINOLOGIA DE LA PERSPECTIVA CLASICA

esto depende de algunas variables como: resolucién, nitidez, contraste, color,
luminosidad, entre otras, y todo esto puede variar de una persona a otra,
ya sea por motivos biolégicos o de iluminacién y escena; sin embargo, se
pueden tener unos valores promedio que permiten cuantificar estos campos
de vision. Para lo que nos compete en este texto, podemos considerar un
campo de vision de aproximadamente 60 grados que nos permite tener una
zona focal, reconociendo simbolos y realizando discriminacién de colores.
Asi, descartamos el campo de visiéon periférico que estd mas alla del valor
de 60 grados.

La siguiente definiciéon y el comentario inmediato se encuentran en [1,
pag. 179].

Definiciéon 1.1. Un Objeto es un objeto opticoll el cual es el lugar de
interseccion de los rayos de luz que llegan al sistema, siendo estos rayos de
luz reflejados y/o refractados por el objeto.

La luz es una onda electromagnética que puede ser percibida por el
ojo humano, esta hace parte de una franja del espectro electromagnético,
cuando se menciona la luz visible hace referencia a la zona del espectro
visible. El fenémeno fisico de la luz puede ser descrito por medio de su
dualidad onda-particula, pero cuando la longitud de onda de la luz es mucho
menor que los objetos del medio en el que interactiia se puede despre-
ciar el caricter ondulatorio de la luz y simplemente considerar la luz como
una recta o rayo que se propaga en un medio homogéneo, esta manera
de interpretar la luz se le conoce como 6ptica geométrica, por lo cual no
consideraremos los conceptos campo eléctrico y magnético, frecuencia, fase,
amplitud, etc.

Conceptos como rayo y observador seran frecuentes durante todo el
texto, los definimos de forma que se puedan estudiar y escribir en términos
matematicos para comprender la teoria de la perspectiva.

Definicion 1.2. Sean P y @) dos puntos diferentes del espacio tridimen-
stonal, decimos que un rayo es una recta en el espacio tridimensional que
pasa por los puntos Py @, este se denotard por pRq.

Una vez establecida la definicion de rayo en la perspectiva lineal, vamos
a definir el concepto de observador, el cual, por ahora se identifica como una
persona que observa el cuadro, sin embargo, este posee una vision binocular
donde la distancia de un ojo a otro le permite tener una mejor apreciaciéon
de la profundidad. En este texto, consideraremos al observador con una
visién ocular, ya que la distancia entre sus ojos es relativamente pequena
con respecto a los objetos de estudio en perspectiva, por lo cual exponemos
una definicion de observador que se usara durante todo el texto.

1.1. Se debe diferenciar el objeto 6ptico del objeto fisico (o cuerpo) que es un conglomerado
de particulas en un espacio fisico que es tratado como si fuera un tnico cuerpo, el cual puede
coincidir en ocasiones con el objeto 6ptico.
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A = B
i
b

6500
Q

Figura 1.1.

Definicién 1.3. Un observador es un punto en el espacio tridimensional
al cual convergen rayos desde otros puntos. Se denotard como Q.

Nos referiremos a un observador natural como aquel que limita su
campo visual a un angulo de 60 grados, y dado que solo nos interesa la
interaccion entre este y el lienzo, la distancia del observador natural a este
dependeré de su ancho o altura. Lo ideal es que el lienzo esté inmerso en
el campo visual. Para determinar esta distancia se considera el segmento
AB como el lado mas largo del lienzo y @ un observador (fig 1.1), de tal
forma que las lineas imaginarias Q A y @ B de igual longitud determinan el
limite del campo visual de 60 grados. Para calcular la distancia de Q a AB,
se considera el tridangulo isosceles de vértices A, B 'y @ en el cual se traza
la bisectriz en @ que a su vez es la mediatriz, asi se forman dos tridngulos
rectangulos. Si b es la distancia del observador a A B entonces

AB/2 o 1
3 —tan(30)—\/§,
luego
b:@AB.

De esta forma se garantiza que un observador natural ubicado a una dis-
tancia b del cuadro pueda percibirlo de la mejor manera.

En el estudio de la perspectiva no es necesario limitar el campo de
visién, por lo cual cuando se hable de observador este no tiene un limite
en su campo de vision. Para determinados ejemplos en el que se hable del
observador natural se debe considerar su distancia al lienzo en términos de
su lado méas grandel!-2.

1.2 Introduccién a la perspectiva

La perspectiva es un método para registrar determinados rayos de luz, con-
vergentes a un observador, en un lienzo o papel del pintor, esta configuracion

1.2. El lienzo sera considerado rectangular.
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Seccién o cuadro

Plano lateral

Linea de tierra

Plano de tierra

Figura 1.2. Elementos que se utilizan en la perspectiva: Observador, seccién,
cono visual, linea de tierra, linea de horizonte, eje de vision, plano lateral y plano
de tierra.

de puntos que son intersecciones, permite una representacion de una imagen
correspondiente a un objeto.

Lo primero es identificar un observador que denotaremos por @, el cual
estard observando un objeto espacial a través de un plano, ya sea un lienzo
o papel del pintor donde se asume alguna distancia de este al plano S (fig
1.2 y fig 1.3) y por supuesto al objeto. Lo segundo sera identificar una linea

Dibujo en
perspectiva, | — Objeto
H ~—
y : —
O - —
g8 B3 - \

Figura 1.3. Dibujo en perspectiva generado por la interseccién de rayos prove-
nientes del objeto hacia el observador.
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de horizonte en el lienzo que se encuentra a la misma altura del observador,
la cual se denotara por la letra H, esta linea particiona el plano S en dos
zonas: una superior que da la ilusion de cielo, y una inferior que déa la ilusion
de suelo, de esta manera se construye un espacio perspectivo en el plano
S. Desde @ se traza una recta ortogonal al plano S. Esta recta se llama
eje focal o eje visual, el cual interseca la linea de horizonte en un punto V,
el cual es el centro de un circulo, que es la base del cono visual; este cono
tiene como vértice el observador y contiene todos los rayos de luz que puede
percibir el observador. El plano en el cual esta parado el observador y que
es ortogonal a S, es llamado plano de planta (o tierra), la interseccion de
estos dos planos es una recta, llamada linea de tierra. Cualquier plano
perpendicular al plano de planta y a S es llamado plano lateral. Estos planos
son usados para métodos constructivos de perspectiva.

Ademas de los planos de planta, lateral y linea de tierra, existe un
concepto de mucha relevancia en el estudio de la perspectiva: punto de fuga.
Un punto de fuga es un punto en el plano S al cual convergen dos o mas
lineas generando un efecto visual que permite percibir una mayor sensacion
de tridimensionalidad; estos puntos representan una distancia infinita, y una
de las caracteristicas principales de la perspectiva conica: es la convergencia
de rectas paralelas en el S, y de esta manera forzar al observador a la
creacion de profundidad en el espacio perspectivo. Un ejemplo de estos
puntos, es el punto V' al cual convergen las semirrectas que representan
graficamente las rectas ortogonales a §. Otros dos puntos de fuga de gran
importancia son los puntos de convergencia de rectas que son paralelas al
plano de planta y forman un angulo de 45° con S, estos puntos al igual que V'
estan ubicados en la linea de horizonte y equidistantes de V' a una distancia
igual a la distancia del observador y S, estos puntos seran importantes para
la construcciéon de métodos perspectivos.

1.3 Meétodos clasicos en la perspectiva

A finales de la edad media e inicios del renacimiento, reaparece en las
artes el espiritu griego de un tratamiento geométrico en las obras, esta
vez renaciendo en los pintores, quienes tenian una necesidad de técnicas
y reglas convencionales para representar configuraciones espaciales de lineas
y puntos en un plano, basandose en la observacion de la naturaleza como
punto de partida. Uno de sus principales exponentes fue Filippo Brune-
lleschi, arquitecto y escultor italiano que tenia un profundo conocimiento
matematico. Entre los anos 1416 y 1420 retoma el concepto de cono visual
de Euclides (concepto que se basaria en la interseccion de un plano con
un cono visual imaginario) y realiza unos estudios con instrumentos épticos
los cuales permiten el descubrimiento de los principios béasicos de la pers-
pectiva coénica.
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Figura 1.4. Experimento de Brunelleschi.

Brunelleschi es considerado el inventor de la perspectiva coénica, €l dio
a conocer su técnica por medio de un celebre experimento. Segin [4, p21|
“hizo un pequeno agujero en la tabla en un punto equivalente a aquel en
que su linea de visiéon habia tomado con el Baptisterio a lo largo de un eje
perpendicular. Ahora era preciso que el espectador mirara a través de este
agujero, desde detras de la tabla, hacia un espejo colocado de tal forma
que reflejara la superficie pintada (fig 1.4). Forzando al espectador a ver
el Baptisterio pintado desde una posicién que correspondia groso modo a
la del artista al ver el edificio real”. Al parecer descubre la perspectiva por
observacion experimental, cuyo punto de partida fueron objetos reales y no
como consecuencia de una teorfa en la cual se deduce algin método.

Otro exponente fue Masaccio, quien presenta en su obra Trinidad en
1426, una perspectiva muy coherente regida bajo un sistema perspectivo
con un claro punto de convergencia. Quizas influenciado por Brunelleschi
implementa un método perspectivo de un tnico punto, sin embargo, no se
conoce un registro de como lo logré.

Una parte principal del problema de la perspectiva estaba resuelto hasta
el momento (el dar la sensacion de profundidad), sin embargo, se estaba lejos
de una consolidacién, y el siguiente paso consistia en resolver el problema
de la velocidad. Leon Battista Alberti trabajo sobre esta tema, ademaés fue
un hombre de letras que escribe un corto tratado Sobre la Pintura en 1435,
exponiendo, de manera sistematica, definiciones basicas de elementos geo-
meétricos; algo nuevo para los pintores, ya que abordaba temas que no eran
de importancia para estos. En el tratado consider6 métodos adecuados para
cuantificar la distancia en la pintura y al parecer muchos de sus trabajos
son basados en los realizados por Euclides y Brunelleschi.

1.3.1 Método de Alberti

El Método de Alberti esta basado en la construccion de un embaldosado
que se usa como mediciéon de la profundidad de objetos a representar. Este

método no genera una representacion exacta del punto a representar (salvo
algunos puntos que conforman el embaldosado).
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fig a) fig b)
Figura 1.5. Método de Alberti.

Alberti considera la altura del observador como la base en la construc-
cion de la perspectiva —de pensamiento pitagérico— esta no es necesaria para
describir su método, sin embargo, lo exponemos en este texto por tener un
gran valor historico en ser de los primeros métodos sisteméticos en buscar
la representacion en perspectiva de un objetol-3:

1. Se divide la linea de tierra formando un sistema métrico de unidad
real. (fig 1.5a)

2. La altura del observador determina la linea de horizonte H.

3. En la mitad de esta linea se ubica el punto V, en la cual convergen
las ortogonales que partieron desde las unidades de la escala métrica
en la linea de tierra.

4. En el plano lateral se trazan las lineas desde las unidades de la escala
métrica real en profundidad hasta el observador @ (fig 1.5b), cor-
tando el plano del cuadro en determinados puntos, estos se marcan
al lado del cuadro.

5. Por estos puntos se trazan paralelas a la linea de tierra, formandose
un embaldosado que servird como referente de medida en profun-
didad para la determinacion de espacios!4.

El uso correcto de la perspectiva resulté mas dificil de lo que se esperaba,
Piero fue el primero en comprender bien la perspectiva desde lo aristico y
matematico.

1.3.2 Método de Piero della Francesca

Piero della Francesca fue un pintor y matemaético italiano, maestro de la
perspectiva y geometria Euclidiana. En la década de 1470 escribe un libro
titulado Sobre Perspectiva, formalizando la perspectiva a un lenguaje mate-

1.3. Alberti se destaca por ser el primer tedrico artistico del renacimiento.

1.4. Alberti recomienda la comprobacion del embaldosado con traza de una diagonal a través
de los cuadrados en escorzo generados por el embaldosado.
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\4
D D
P T’ ¢
A B
F G
P
D C
fig a) fig b)

Figura 1.6. Método de Piero.

maético, donde los procedimientos de perspectiva siguen, logicamente, los
principios de Euclides.

Piero, a diferencia de Alberti, plantea un método exacto que le permite
la representaciéon en perspectiva de cualquier punto en el plano de planta,
un método que requiere de mucha paciencia debido a su construccién, pero
como recompensa se tiene una exactitud matematica.

El método consiste en dos partes: la primera es la representacion en
perspectiva de un cuadrado y la segunda es la proyeccién perspectiva de un
punto dado.

Primera Parte.

1. Sean () un observador, ABCD un cuadrado con AB linea
de tierra, H la linea de horizonte y V el punto de fuga de las
semirrectas que representan graficamente las rectas ortogo-
nales a S desde Ay B (fig 1.6a).

2. Se traza B(Q y se marca la interseccion B’ en AD.

3. Se traza una paralela C"”B”a la linea de tierra a una altura
de B’.

4. El cuadrado en escorzo A BC" B" es la representacién en pers-
pectiva del cuadrado A BC D5,

1.5. Piero establece una forma de comprobaciéon trazando la linea C'Q) y marcando el inter-
secto C’, se toma B’C’ y este debe coincidir con C”’B"’.
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Segunda Parte.

1. Sean ABCD un cuadrado con A B linea de tierra y P un
punto cualquiera en ABCD.

2. Se escorza ABCD como ABC''D’ mediante la primera parte
(fig 1.6b).

3. Se trazan AC'y AC'.

4. Se traza una horizontal desde P para intersecar AC en F.
5. Se trazan las verticales PF'y EG.
6. Seunen F'y GalV.

7. AC"y GV se intersecan en E’.

8. La horizontal que pasa por E’ intersecan a FV, donde la

interseccion da la representaciéon en perspectiva del punto P
!/
en P’

1.3.3 Método de los “tiers points”

El método de los tres puntos es usado desde Durero (aunque con leves modi-
ficaciones) hasta nuestros tiempos, este método se populariz6 en Francia
en el siglo XVI. El método consiste en un sistema de tres puntos, el punto
de fuga de las ortogonales al lienzo V' y dos puntos de fuga V_; y V] a la
izquierda y derecha y equidistantes de V' respectivamente, cuya distancia
a V es la del observador al lienzo, estos tres puntos estan sobre la linea del
horizonte.

En [7] se muestra que los puntos de fuga de las rectas de 45 grados con
respecto a la seccion y paralelas al plano de planta son equidistantes a V' y
su distancia es la del observador a la seccion.

Sean () un observador y S la seccion, consideramos todas las rectas
paralelas al plano de planta y que forman un angulo de 45 grados con S, de
este conjunto de rectas debe existir una recta £ que pasa por @ (fig 1.7),
la interseccion de esta recta con S se denota por Vj siendo la fuga de estas
rectas, luego necesariamente la distancia QV es igual a la distancia V1] (de
manera anéloga se obtiene que la distancia QV es igual a la distancia VV_;).
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Figura 1.8. Método de los “tiers points”.

A continuacion, enunciaremos el método de los tres puntos:

1. Sean H la linea de horizonte, V' la fuga de ortogonales del plano S,
V_1 y V1 puntos de fuga de rectas paralelas al plano de planta y de
45 grados con respecto al plano.(fig 1.8)

2. Se trazan las rectas AV, BV, AVy y BVj, donde AB es la linea de

tierra.

3. Las intersecciones A’ y B’ se unen por una recta.

4. La figura A, B, A’, B’ determina la representacion en perspectiva de
un cuadrado de lado AB.

Sobre el cuadrado en perspectiva A, B, A’, B’ puede seguir proyectando mas
cuadrados al utilizar el método de nuevo pero iniciando con los puntos A’
y B’ y de esta manera determinar un embaldosado.

1.3.4 Método del “Jesuita”

En 1642 hubo un debate por la publicacién del libro Perspective Practique
del padre Jesuita Jean Debreuil de Paris, debido a que este contenia impru-
dentemente fragmentos de la Maniére de Desargues, donde el matematico
Girard Desargues acusa este hecho publicamente y Dubreuil afirma que
Desargues plagio las ideas de Veulezard y Aleume. De todo este conflicto
aparece un método llamado “Método del Jesuita’ que se basa en la repre-
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Figura 1.9. Método del “Jesuita”.

sentacién de un punto, un método practico, exacto y facil de usar para
los artistas de este periodo y posteriores épocas. El método se describe a
continuacion:

1.

N ot e w

Sean A B la linea de tierra, V el punto de fuga de las rectas per-
pendiculares al plano S y V_; el punto donde convergen las rectas
paralelas al plano de planta y que son de 45 grados con respecto al
cuadro (fig 1.9a).

. Sea P un punto dado, al cual hallaremos su representacion. Este

estard en la parte inferior de la linea de tierra, el semi plano inferior
con respecto a la linea de tierra representara el plano de planta (visto
desde abajo) donde sus objetos estaran a escala real.

Desde P se traza una perpendicular a A B hasta M.
Se traza MV.

Con centro en M y radio M P se halla N.

Se dibuja NV_;

La interseccion de MV y NV_1 da P’, que es la representacion de P.

La justificacion de este método recae en que MN =M P, asi PN es una recta
de 45 grados cuya representacion es NV_; (este método es aun ampliamente
usado, por ser sencillo y exacto).

El método del Jesuita inicialmente esta planteado para representar en
perspectiva los puntos del plano de planta, si necesitiramos representar un
punto con determinada altura deberiamos extender el método de la siguiente
manera:(fig 1.9b)

1.

Sea A B la linea de tierra.
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. Se traza la horizontal Z a una distancia de A B igual a la altura del

objeto a representar.

. Se aplica el método del Jesuita considerando a Z como la linea de

tierra.

. El punto hallado P’, es la representacion en perspectiva de P.



Capitulo 2
Perspectiva en secciéon plana

La perspectiva conica es el estudio de la profundidad y posicion relativa de
objetos en el espacio euclidiano mediante la representacion en una superficie
como el papel o lienzo del pintor, en este caso consideremos la superficie
como un plano. Las representaciones graficas estaran en funciéon de objetos
a representar y un observador, nuestro interés es escribir una teoria de
la perspectiva lineal conica bajo un modelo matematico, por tal razén
construiremos una funcién que cumpla con los fundamentos béasicos de la
perspectiva. Esta funcién nos permitira caracterizar puntos del objeto, los
cuales son sus representaciones plasmadas en la superficie.

Ciertas propiedades que son de la naturaleza del objeto, se podran con-
servar o anular en sus representaciones, también podrian adquirir nuevas
propiedades como lo veremos en este capitulo, por ejemplo algunas rectas
que son paralelas pierden esta propiedad en su representaciéon y adquieren
nuevas propiedades.

Antes de iniciar con la construcciéon de una funcién que nos permita
representar un objeto en perspectiva, determinaremos qué puntos del espacio
podremos representar.

2.1 Dominio perspectivo

Si no consideramos las limitantes fisicas del ojo humano y los objetos fisicos
que impidan a un observador visualizar un punto del espacio dado, entonces
la definicién 1.3 nos podria hacer pensar que todo punto seria visible para
este observador; sin embrago, esto no es del todo cierto pues existiran puntos
como el del propio observador que no puede visualizar. Otro reto que con-
lleva la identificacion de puntos que se pueden representar en una superficie
(papel o lienzo) para determinado observador es que el rayo definido por
el observador y el punto observado esta compuesto por infinitos puntos del
espacio, por lo cual debemos elegir qué punto representar sobre este rayo.
El objetivo de esta seccién es identificar qué puntos podemos o no dibujar
en la superficie para determinado observador, ademas elegir un punto que
represente a un conjunto de puntos que estén sobre el mismo rayo.

Un aspecto importante que debemos considerar es el papel, lienzo o
cuadro donde realizaremos nuestro dibujo, es decir, la superficie en la que ira
representado el objeto real, normalmente esta contiene ciertas dimensiones

25
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Figura 2.1. Representacion de P en S.

que dependeran del objetivo que tenga el artista en la creacion de su obra.
Como nuestro objetivo es una formalizacion matematica de la perspectiva,
no es necesario limitarnos a unas dimensiones, por ejemplo podremos con-
siderar planos. Pero si no consideramos planos esto afectara la eleccion o
no de un punto a representar para un observador dado.

En el capitulo 1, S representaba un plano (cuadro del pintor). En este
capitulo S sera una superficie?! (en términos matematicos) que llamaremos
seccion. En S estan los puntos que configuran la representacién imaginaria
de los objetos reales a representar, por lo cual es importante identificar qué
puntos representan al objeto, para ello tenemos la siguiente definicion:

Definicion 2.1. Sean P un punto del espacio tridimencional, Q un obser-
vador y pRq el rayo definido por Py Q. St la interseccion del pR¢g con S es
un unico punto, lo llamaremos representacion de P en S y lo denotaremos
por P.

Notemos que la intersecciéon de pR¢ con S puede no ser un tnico punto,
esto dependerd de la eleccion de la seccién, el punto a representar y el
observador. Ademaés de lo anterior, para todo punto que esté en pRq su
representacion sera la de P, cabe observar que la representacion de un punto
es relativa al observador.

No todo punto P € R? tiene representacion en S para determinado obser-
vador ). En la figura 2.1 observamos que la representaciéon de P en S es
P, la cual es la misma para un punto P} €pR(, y para otro observador ()1
vemos que la representacion de P en S es distinta, en este caso Py. El punto
P» no tiene representacion en S ya que pRQNS =43.

2.1. Una superficie es un conjunto de puntos de un espacio euclideo (IRB) que forma un
espacio topologico, que localmente se asemeja al espacio euclideo R2.
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Figura 2.2. Dominio perpectivo para una secciéon determinada por el conjunto
[0, 1] X [20,21]. Concepto geralizado del cono de Euclides.

Notemos que segtn la definicién 2.1 no es suficiente que pRoNS # @,
sino que tal intersecciéon debe ser un solo punto; si se trata de un plano, esto
es trivial, a menos que pRg C S cuya interseccion seria pR¢. En los capitulos
4 y 5 se trataran secciones que no son planos y en tal caso las intersecciones
de pRg con S serian multiples. Surge una pregunta natural, dados un
observador y una seccion ;Qué puntos del espacio tienen representacion?

Definicion 2.2. Sean S una seccion y (Q un observador. Diremos que el
conjunto P3 C R? definido por

P3:={PeR} |pRoNS| =1},
es el dominio perspectivo con respecto a la seccion S y al observador Q.

Notemos que @ €pR, ademas se cumple que Q ¢ IP3 ya que pR( existe
si P es diferente de @) segin la definiciéon 1.2.

Si PcP?y ademas P €S, entonces pRoNS ={P} ={P}, esto quiere
decir que P seria su propia representacion. Si () €S entonces para cualquier
P € P se tiene que pRoNS={P}={Q}, de este modo Q seria la repre-
sentacion de todo punto en el dominio perspectivo implicando que @Q € IP3,
lo cual es una contradiccion, por lo tanto, Q@ ¢ S. Si S es un plano, entonces
para cualquier P € S se tiene que P € IP? siempre que Q ¢ S, pero en general
no es cierto cuando S es otra superficie distinta a un plano como lo veremos
en el capitulo 4. Si P € IP3 entonces para todo P; € PR@ con P # @ se tiene
que P, € P3.

El dominio perspectivo para el caso en el que S sea el conjunto [z,
x1] X [20,21] que se encuentra en el plano zz no contradice el concepto de
cono visual de Euclides, de hecho, es mas general pues considera un cono de
dos hojas cuyos vértices coinciden en el observador @ (fig 2.2). El dominio
perspectivo para el caso en el que S sea un plano acotado es conformado
por todos los puntos en el interior de los dos conos (rara vez en este texto se

consideraran los elementos de IP? en el semicono de la derecha en la Figura
2.2).
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k b

Figura 2.3. Dominio Perpectivo P para una seccién plana S.

Diremos que una seccién plana S, es un plano normal al eje visual. Si
consideremos el conjunto A :={(z,y,2) €ER3| y=5b} donde Q = (a,b,c) es el
observador. De la figura 2.3 vemos que A es un plano paralelo a la seccion
plana S, ademas se cumple

P3=R3\A. (2.1)

En efecto: si P € A, el rayo pR estaria contenido en A, por lo cual pRg
serfa paralelo a S y por tanto pRoNS =, asi P ¢ P3.

Los segmentos de recta vistos en perspectiva son de suma importancia,
ya que junto con los puntos pueden configurar imagenes y descomponer
figuras de objetos complejos a formas mas simples y asi tener una aproxima-
cion del objeto mediante puntos y segmentos de rectas, esto permite hallar
més facil la figura en perspectiva del objeto.

Proposicion 2.3. Sean @Q un observador, S un plano normal al eje de
vision y A B el conjunto de los puntos de un segmento de recta en el espacio

tales que AB C IP3, entonces las representaciones de los puntos de AB
conforman un segmento de recta o un punto en S.

Demostraciéon. Sea AB C IP3,

Si Ay B estan en el mismo rayo 4R, entonces la representacion de
AB en S es un punto, y asi A=B.

Si A y B estan en rayos diferentes, entonces los puntos A, B y () no
son colineales, por lo tanto podemos determinar un plano P (fig 2.4). La
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Figura 2.4. La representacion de un conjunto de puntos que determinan un
segmento, conforman un segmento en S.

interseccién de P con S es una recta £, asi, todo punto P en AB esta
contenido en P, por lo cual pRg C P, de esta manera {P} = (pRoNS) C L.
Por la arbitrariedad de P, tenemos que para todo P € AB se satisface que
PeABcC LcCS,lo cual quiere decir que la representacion de un segmento

AB en S es otro segmento AB. O

2.2 Anamorfismos

Para estudiar la perspectiva, introducimos el concepto de anamorfismo?2 (o
funcion perspectiva), el cual sera necesario para encontrar representaciones
de puntos y puntos de fuga. Ademas se consideran conjuntos de puntos como

rectas y curvas en IP3, para analizar el comportamiento de los representantes
de cada punto en estos conjuntos, a fin de estudiar la coleccién de todos los
representantes de los puntos considerados.

Definicion 2.4. Sean Q) un observador y S una seccion. Un anamorfismo es
una funcion de dominio IP? con valores en S definida de la siquiente manera:

¢:P3—S  donde p(P)=P.

En esta definicién vemos que el dominio de la funcién ¢ es el dominio
perspectivo y el codominio?3 es S. Segtn la definicién 2.1 es necesario que
@ dependa de un parametro como un observador. Notemos que si IP? # &,
siempre podemos construir un anamorfismo. Si A C P, al conjunto ¢(A)
se le llama conjunto imagen de A en S.

A partir de ahora y en el capitulo 3, consideraremos a S un plano orto-
gonal al eje visual. Por tal razén implementamos un sistema de coordenadas

2.2. De los conceptos anamorfo y morfismo, el término anamorfismo es acunado en este
contexto a la forma de la distorsiéon de una imagen dada a través de una funcion.

2.3. Si S es una seccién plana, el codominio coincide con la imagen de la funcién @.
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Plano
lateral

Figura 2.5. Plano lateral y de planta.

x, Yy, z donde S seré paralelo al plano x z, y los planos zy e yz son el plano
de tierra (o planta) y el plano lateral respectivamente (fig 2.5).

Tenemos a continuacién una proposicion que define un anamorfismo @
que permite cuantificar e identificar en términos de coordenadas cartesianas
los representantes de puntos del dominio perspectivo en S.

Proposiciéon 2.5. Sean P=(x,y,z) €PP?, Q= (a,b,c) un observador y S
un plano de ecuacion cartesiana y==k, con k€ R fijo distinto de b, entonces
la representacion de P en S estd dado por

¢(P)=P=(%,k, %)
donde
(k—=0)(z—a)

(k—=0b)(z—¢)

y—b +c.

Demostraciéon. Sean q=Q = (a,b,c) un observador y p=P=(z,y,2) un
punto de P3(fig 2.6).

Figura 2.6. Determinacion del anamorfismo para una seccién plana a partir de
la interseccion de un rayo con la seccién.



2.2 ANAMORFISMOS 31

La parametrizacion del rayo pR¢ esta dada por x=q+t(p — q) para
t € R, de manera explicita, esto es:

x a T—a
y |=| b [+t y—> con t € R.
z! c z—c

Para un tnico tg € R se tiene

T a Tr—a
y [=| b |+t y—>
z c zZ—cC

Si z = a entonces T = a; similarmente, si z = ¢ entonces Z =c.
Siz#ay z+#c, se tienen las siguientes igualdades por las ecuaciones
simétricas (recuerde que (y —b) # 0, ya que y =0b implica que el punto

P=(x,b,2) ¢ P°)
T—a_ y—b ZzZ-c

r—a y—-b z-c (2:2)

Dado que S es un plano de ecuacion cartesiana y =k para k#b € IR, se tiene
que pRoNS=P=(Z,y,Z). Notemos que § =k, y sustituyendo en (2.2) se
tiene que

T—a k—b> Z—c k-0
r—a y—b y z—c y—b
luego
. (k=b)(z—a) . (E=b)(z—c¢)
x_—y—b +a Yy Z_—y—b +c (2.3)
Podemos definir a ¢ como:
¢:P3— S dada por p(P)=(i,k,Z). (2.4)

Asi p(P)=(%,k, %)= P es un anamorfismo, el cual depende del parametro
@, logrando representar un punto del espacio tridimensional en un plano
cuyo vector normal es paralelo al eje de visién. O

El hecho de tener una funcion que permite obtener la representacion
de un punto en perspectiva de forma cuantitativa, ayuda al anélisis de
situaciones que con los métodos tradicionales expuestos en capitulo 1 serian
de gran complejidad.

Notemos que los puntos en IP? estan dados por coordenadas z, y, z,
mientras que en S los puntos estan dados por coordenadas Z,k, Z con k€ R
fijoy k#0b (Z y Z dados en la proposicion 2.5). Sin embargo, estas suelen
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Figura 2.7. Seccién fija en el plano z, z.

coincidir cuando P € P3 es de la forma P = (x,k, z), para esta situacion x =
T, z=2Z, el cual es un caso particular de la proposiciéon 2.5 si consideramos
que S es el plano zz; es decir k=0. Por comodidad en los calculos y en la
escritura, a partir de ahora, tomaremos k=0 y por abuso de notacién solo
consideraremos las coordenadas & y Z del anterior resultado; es decir, la
terna (Z,0, Z) se escribira (Z, Z) omitiendo la coordenada g = 0.

Corolario 2.6. Sean P=(z,y,z) €P3, Q= (a,b,c) un observador, si S
es el plano x z, entonces la representacion de P en S estd dada por

B(P)=P=(3.2)
donde
P et ) SV S| Gk ) SN (2.5)

A partir de ahora, S es el plano zz. Dado el sistema de referencia que
estamos usando, el observador tendra componente y negativa (fig 2.7).

A continuacién, presentamos unos ejemplos de aplicacion del corolario
2.6.

Ejemplo 2.7. Sea S el plano xz, un observador ubicado en @ = (2, —1,3).
Encontrar la representacion del punto P=(3,5,1) en S.

Lo que necesitamos hallar es ¢(3,5,1) =P = (Z, 2), identificamos las

componentes: a=2, b=—-1, c=3, x=3, y=>5, z=1. Por medio de las
ecuaciones (2.5) tenemos que
_ —(=1)(3-2) 1, 13 _
iy o +2—6—|—2_6~2.17
. —(-1)(1-3) 1 8
= =—= =—=2
z 5= (=1) +3 3 +3 3 67
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Figura 2.8. a) Vista de la situacion en tercera persona. b) vista de la situacion
desde el observador.

13

PR 8
ast P = (7,5) ~ (2.17,2.67),(fig 2.8).

Ejemplo 2.8. Hallar la representaciéon en S, de un cuadrado ubicado en
el plano de planta con vértices P = (1,3,0), Po=(3,3,0), Ps=(3,5,0) y
P;=(1,5,0), para un observador @ = (4, —4,6).

Cuando no se especifique la seccidon S como en este ejemplo, se asumira
que S es el plano zz. Buscaremos las representaciones de estos cuatro
puntos en S y posteriormente unimos con una linea las representaciones en
virtud de la proposiciéon 2.3 para obtener la representacion de los segmentos
y asi generar el cuadrado en perspectiva (fig 2.9), por lo cual usando el

3.33—=——==---t
i E
257 ===~

» ~
T

12 3

Figura 2.9. Cuadrado en perspectiva para un observador (4, —4,6).
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r Yy =z T z
P 1 3 0 2.29 257
P 3 3 0 3.43  2.57
P 3 5 0 3.56  3.33
P, 1 5 0 2.67 3.33

Tabla 2.1. Valores para un observador (4, —4,6).

corolario (2.6) tenemos que para Pp, las componentes en S son:

~ —(—4)(1—4) 12 16

S L
L 0= o2 18
n = 52D +6=—" +6=—~257

asi P, :%(16, 18) &~ (1.43,2.57). Para P, las componentes son:

. —(-1B-9) __é 24
. —(=4)(0—-6) 24 . 18

asi Py :%(24, 18) &~ (2.14,2.57). Para Ps hacemos lo mismo,

 (—9(B-49) 32

4
o —(=40-6) _ 8 _10
Z3 = 5= (—1) +6= 3+6_ 3 ~3.33

luego P3= <%, g) ~ (3.56,3.33). Y por ultimo para Py,

. —(-1(1-9 _ 4 8
T4 = 5= (=) +4= 3+4—3 2.67
;oo —(=A)0-6) 8 . 10
M= gy tO= g o=y

por tanto ]54:%(8, 10) =~ (2.67, 3.33). Estos resultados los podemos resumir
en la tabla 2.1.
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2.2.1 Analisis de los Anamorfismos

A las ecuaciones (2.5) las llamaremos ecuaciones perspectivas, estas
definen a @ para k=0. A partir de esto, tenemos un nuevo enfoque de
la perspectiva desde un modelo matemaético; nuestros resultados satisfacen
las leyes y hechos conocidos de la perspectiva expuestos en el capitulo 1.

Otra forma de escribir las ecuaciones perspectivas es:

j:_b(x_a)+a _ ay—ab—bx—l—ab:ay—ba:7
y—b y—b y—b

2:—b(z—c)+c _ cy—cb—bz—H)c:cy—bz7
y—b y—b y—b

asi, ¢ también podria escribirse de la forma

- 1
So(xayvz)_m[

ay—bx]: L (ay —bz,cy—bz), (2.6)

cy—bz y—>b

en ocasiones serd conveniente escribir a ¢ de la forma (2.6) para realizar
determinados célculos.

Sean P = (z,y,z) € P> y Q un observador fijo. Si P no es fijo, se
puede definir una funcién en términos de y, la cual definimos por F(y):=
1/(y —b) llamada factor de profundidad. A continuacion, analizaremos
casos particulares para P:

i. Si un punto P=(zx,y,z2) €S, la componente y =0, luego

~ - 1 a-0—bx 1| —bzx T
P_(x’z)_O—b[ c-0—bz ]_—_b{ —bz }_{ z ]’

asi (Z,Z2) = (z, z), esto quiere decir, en términos de dibujo, que un
objeto que esté sobre la seccion no tendra cambios perspectivos, ya
que el factor de profundidad permanecera constante.

ii. Si un punto P = (z, y, z) esta sobre el eje visual, sin ser este el

observador, tenemos que este se escribira de la forma (a, y, c), donde
c es la altura del observador, asi

Petea=3h oy [l e L)
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Figura 2.10. Linea del horizonte.

notemos que en este caso no importa el factor de profundidad, dado
que la representacién permanece constante, lo cual es natural ya que
(Z=a,Z=c) es la proyeccion ortogonal del observador en la seccion;
sin embargo, esta situacion es un caso particular. Si P€P?y P es de
la forma(x, y,c) donde sus primeras dos componentes son arbitrarias
y su tercera es constante e igual a la componente en z del observador,
en este caso

P (i.3) 1 [ay—bx ]:[ F(y)(ay —bx) ]:[x ]

:y—b cy —bc c c

esto quiere decir que todo punto con altura igual a la del observador,
tendra la misma componente Z en S.

Continuando con nuestro objetivo, el de escribir una teoria matematica de
la perspectiva en término modernos, la parte ii de la descripciéon motiva la
siguiente definicion.

Definicién 2.9. Sean (a,b,c) un observador, A:={P e P3| P=(z,y,c)}
y pla. Se define el horizonte de S, denotado por H, como el siguiente
conjunto

Hi={3(P)|P € A}

Segun esta definicion, Si S es el plano x z, el horizonte H={(Z,2)|Z=c},
es decir, la recta Z=c. Para este caso, hablamos de linea del horizonte (fig
2.10), ésta es la linea imaginaria que percibimos cuando se une el cielo y la
tierra, o el cielo y el mar, la cual la imaginamos en el infinito visual.

Notemos que H divide a S en dos conjuntos, el conjunto de puntos en
S que estan por encima de la linea del horizonte, es decir, {(Z,2) €S|Z>c}
y el conjunto de puntos en S que estan por debajo de la linea del horizonte,
esto es, {(Z,2) eS| Z<c}.
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Si Pe{PeP3 y>b}ysurepresentante P € {(,2)€S|Z>c}, entonces
la altura de P es mayor a la del observador, por lo tanto z > ¢. En efecto:
si Z> ¢ entonces Z — ¢ >0, y sabemos que —bF(y) >0 luego

0<Z—c=c—bF(y)(z—c)—c==bF(y)(z—c)

de esta manera 0 <z —c¢, asi ¢ < z.

_ Con un razonamiento andlogo, si P € {P €P3|y>b} y su representante
Pe{(z,2) e8|z <c} entonces la altura de P es menor a la del observador.
Ahora, si se consideran los P € {P € P3|y < b}, ocurre el proceso inverso;
esto es: puntos que estan més altos que el observador son proyectados en
la parte inferior de la seccion (por debajo de la linea del horizonte), lo cual
no tiene mucho interés para la teord de la perspectiva y por ende no se
considera tal conjunto.

Con las ecuaciones perspectivas (2.5) definidas al inicio de la seccion
podemos encontrar las coordenadas de la proyecciéon y con algunos otros
datos hallar componentes faltante del punto proyectado. A continuacién, se
presentan unos ejemplos de esta situacion.

Ejemplo 2.10. Sean un observador @ = (1, —3,4) y la representacion de
un punto que esta a 20 unidades de la seccion con coordenadas P = (5, 2).
Encontrar al punto representado.

Lo que nos piden hallar es el punto P = (z, y, z) donde sabemos que

y =20. Resta determinar las componentes x,z del punto. Utilizando las
ecuaciones perspectivas tenemos que

5_1:—(—3)(33—1):33:—3’ 2_4:—(—3)(,2—4) 3z —12

20— (—3) 23 20— (—3) 23
resolviendo para z y z tenemos que
3r=4-23+4+3 3z2=-2-23+12
x _% z——_34
e 3

por lo tanto, P :%(95, 60, —34). Podriamos comprobar el resultado hallando
su representante,

o)

r=1 z =4
ST gy S py gy
92 _
3:—1—1—2—3 z=4-2
F=5 s—9.
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Ejemplo 2.11. Se sabe que la primera componente de un observador es 2
y lasegunda es —1/2, F(y) =1y la representacion P =(3,6) € H. Hallar P.

Como b=-1/2y F(y)=1, tenemos que

1
() " y=b+
y sustituyendo se tiene que y=—1/24 1=1/2. Por otro lado nos dicen que
P =(3,6) €H, lo cual quiere decir que z=c=2Z =6. Solo resta hallar x, de
las ecuaciones perspectivas (2.5) tenemos que

s g — —b(z —a)
E=a) (y—b)
) (y—=b)(—a) = —b(z—a)
Sy -bE-a)ta =
y sustituyendo los valores
1,1
<5+5)(3_2)+2:2+2:4.

)

por lo cual P=(4,1/2,6). Comprobemos el resultado hallando el represen-
tante de P,

—(=1/2)(4—-2) 6o —(=1/2)(6-6)

=t s 1)) SRS Vo Sy
r=2+1 Z2=6+0
=23 zZ=0.

2.3 Rectas paralelas

Las representaciones de rectas paralelas siempre han cautivado la atencion
de quienes estudian perspectiva, ya que su propiedad de paralelismo contra-
dice la geometria Euclidiana, dado que estas rectas se cortan en un punto.
Estamos expuestos a este fendémeno en situaciones reales: por ejemplo, un
pasillo recto y largo, el techo y el suelo al final tienden a unirse en perspec-
tiva.
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Dadas dos rectas L1:x1=p1+tid1 y Lo:xg=pa+tada con t;2€R y
X;, Pi, d; € R™, diremos que son paralelas si sus vectores directores los son,
es decir, existe a € R tal que d; = ads.

Las proposiciones 2.12 y 2.14 dadas a continuacién se encuentran en
[2, capitulo 3] teorema 4 y teorema 3 respectivamente, las demostraciones
dadas alli tienen un enfoque descriptivo. Dado que nuestro objetivo es
exponer la teoria de la perspectiva en un lenguaje matematico moderno;
en este texto, los resultados seran presentados basado en el concepto de
anamorfismo. Antes de enunciar las proposiciones, decimos que dos rectas
son paralelas en P3, si son rectas paralelas en R? que a lo sumo no
contienen un punto en P3.

Proposicién 2.12. Si dos rectas L1 y Lo son paralelas en P3 y estas a su
vez lo son con la seccion, entonces sus imdgenes son rectas paralelas.

Demostracion. Sean £1:x;=p1+t1d y L2: X9 =p2+ tad (sin pérdida de
generalidad se puede asumir el vector director director en ambas rectas)
donde

x1 Pz dy X2 D2z dy
Lq: yi |=| py |+t 0 |, Lo: Y2 |=| p2y |+t2f O |,
Z1 Piz d. 22 b2z d.

con t € R, donde L1 y Lo son paralelas por tener igual vector director,
notemos que dy, =0 dado que son paralelas a S. Asi, cada punto de L;
quedaré determinado por el parametro t;

zi(t)) =piz +tide,  yi(ti) =piy,  2i(t;) =pi-+tid. cont;€R, ei=1,2.

El conjunto ¢(L;) esta dado por

S () (). 2 (1)) = F(ui(eyy| @it —bai(ti)
Bt (0, 2(09) = Fute)| 0 hr

_ ) i aPiy — b (pix +t; dac)
B f<ply) CDiy —b (pzz + ti dz)

aPiy — bpiz — tibdy

- f(pzy) CPiy _bpiz - tibdz ]

ap; _bpix
= F(piy) Y

—bd, :|
CPiy —bpi.

+ ti}-(piy)[ _bd
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— B+ 05 ()| 27)

z

G(Li) = ¢(pi)+tip(d) (2.8)

La ecuacion (2.8) corresponde a una recta en el plano xz, es decir, esta
en §. Las imagenes de las rectas £1 y L2 son rectas paralelas en S ya que
ambas tienen en mismo vector director.

0

En la ecuacion (2.8) se omitié el escalar —bF (p;y) que estaba en (2.7),
este no afecta la ecuaciéon de la recta, pero tiene un papel importante para
identificar cada punto de la recta en el espacio con su representante, el cual
pertenece al conjunto imagen dada a través de la funcion @.

Ejemplo 2.13. Sea £ una recta paralela a la secciéon que contiene el punto
p=(2,3,0), si consideramos al vector (1,0, 1) como vector director para la
recta £, tenemos una ecuaciéon para la recta

parat€R,

D
IS
I
S W N
+
~
=

Para t =2 tenemos que el punto u=(4,3,2) esta en L, para un observador
(4,—1,3) tenemos que F(3)=1/4y

‘ﬁ(“):%[ ggig }:[ 114/4 ]

asi para t =2 tenemos que en (2.7)

sw=ge)+2: o) @ |=4 o gl 1] =] Lt |

pero si hacemos t'=2 en (2.8) vemos que

s e +2e@—1 o [+2 1 || 17 |

esto nos dice que el parametro ¢t #t’.
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Ahora consideraremos rectas cuyo vector director no es paralelo a la
seccion S, algunas propiedades de estas rectas no se preservan bajo el
anamorfismo, ya que estas se pueden convertir en semirrectas o puntos.
Ademas, las imagenes de rectas paralelas en el espacio, se pueden cortar
en un punto.

Proposicién 2.14. Sean L1 y Lo dos rectas paralelas en P? tal que no son
paralelas a la seccion, entonces sus imdgenes son semirrectas que convergen

al punto
L bds bde
dy’ dy

donde el vector director de las rectas estd dado por d=(dy,dy,d.) con dy#+0.

Demostraciéon. Sean £1:x1=p1+td y Lo:xo=p2+td con t € R tal que
los puntos de L1, L3 estén en IP? y la componente y del vector director d es
distinta de cero, esto para garantizar que las rectas no sean paralelas a S,
escribimos de forma explicita las ecuaciones paramétricas de las rectas

1 Pizx dy €2 D2z dy
Ly: yi |=| py |+t dy |, Lo: y2 |=| p2y |+t| dy |,
21 D1z d, 29 D22 d,

notemos que los vectores directores son iguales en ambas ecuaciones con
dy# 0, asi, para cada t € R con la condicién anterior, tenemos:

zi(t) = piz +tde, Yi(t) =piy+tdy, 2i(t)=pi.+td..

Cada punto del conjunto ¢(L;) esta dada por

Bai(t), (), =) = Fye)| i§j§§§ “:éfi }
(ply—i—td

) (pix + tdx)
(pzy"f‘td ) (piz+tdz) ]

_ : _ (apz' —bpiz) + (ady — bdy)t
= .7:(:%(75)) (Cpiz_bpiz)+(0dz—bdz)t ] (2.9)
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Si p1,p2 €S, un punto de las rectas que se encuentre muy lejos del obser-
vador, estd dado por un valor de |t| muy grande. Consideremos ¢ >0 con

la condicién anterior para determinar el comportamiento de rectas en la
seccion.

i (o (0) (0. 2:0)) = Jim F(ys(0)| {000 P (e B (2.10)

para determinar el limite en (2.10) primero distribuimos el limite en cada
componente [6, teorema 3.8],

(apiy —bpiz) + (ady — bdg)t

P tlir{olo Piy+tdy—b
thr&(a@(*fi(t)a?/i(t)vzi(t)): (epiy — bpis) 4+ (cdy — bd.)t
— - 1Y 1z Y z

tli}’élo piy+tdy—b

notamos que para hallar el limite en cada componente debemos utilizar
la regla de L’Hopital [5, teorema 7.8.2], verifiquemos que se cumplen las
condiciones para aplicarlo:

—  Las funciones (apiy —bpiz) + (ady — bdy)t y piy+td, — b son diferen-
ciables para toda t >b.

d
—  5(piy+tdy —b)=dy,#0.

— Anélogo para la componente Z.

Luego
lim (apiy —bpiz) + (ady — bdy)t
lm @(zi(t), yilt), z:(t)) = | 77 piy Ftdy =b
t—»oo(P i\l), Yill), %4 - lim (cpiy — bpiz) + (cdy — bd.)t
t—o00 piy“l’tdy*b

iy 4% —bda

o t—o0 dy
Ji S0 b
| t—oo dy
[ ad, —bd, _ bd,
d d
= ! = Y (2.11)
edy —bd, bd.
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El limite en (2.11) converge y no depende las i, lo cual quiere decir que las
imagenes convergen al mismo punto.

0

En la prueba se tomo6 ¢ >0 lo cual implic6 considerar ¢t — 0o y poste-
riormente aplicar la regla de L’Hépital para t > b; sin embargo, se puede
considerar t <0, asi, t — —o0 y de forma anéloga aplicar la regla de L’Hopital
para t < b y llegar al mismo resultado, pero ;cémo se puede interpretar
este hecho fisicamente? Lo que sucede es que puntos alejados del observador
pueden situarse en dos semiespacios cuyo borde es el plano paralelo a la
seccion pasando por el observador. Sit— oo y los puntos determinados por
t estdn por delante del observador, entonces cuando ¢t — —oo se determinan
los puntos que estan detras del observador. De igual manera, si t — oo y los
puntos determinados por t estan por detras del observador, entonces cuando
t — —o00 se obtienen los puntos que estan por delante del observador. En
cualquier situacién todos los puntos en las rectas paralelas, entre mas ale-
jados estén del observador, su representacién estara mas cerca a un mismo
punto en S. Esto ultimo motiva el estudio del concepto de punto de fuga.

2.3.1 Puntos de fuga

La proposicién 2.14 establece una relacion entre rectas paralelas, la cual
estd dada por tener un punto en comin al cual convergen. Este punto lo
relacionamos con el infinito en términos visuales y nos presenta una ilusion
de lejania a medida que nos aproximamos a este punto a través de las rectas.

En esta seccién estudiaremos el concepto de punto de fuga, se describen
tres puntos de fuga principales y nos preguntaremos cuantos puntos de fuga
existen. El concepto de punto de fuga es bien conocido en perspectiva (ver|[4]
y |7]), a continuacion los definimos en términos matematicos.

Definiciéon 2.15. Un punto de fuga es un punto Vg en S, en el cual las
imdgenes de las rectas paralelas con vector director d dadas en P3 y no
paralelas a S, convergen a Vg.

La notacion Vg hace referencia a que es el punto de fuga de toda recta con
vector director d, y bajo las condiciones de la proposicién 2.14 tenemos que

bd, bd,
(=)
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Figura 2.11.

Ejemplo 2.16. Dibujar las rectas paralelas £1 y L2 con vector director
d=(1,2,0) y que pasan por los puntos P; =(3,0,1) y P,=(6,3,1), respec-
tivamente, para un observador Q = (2, —4,5).

Vamos a encontrar las representaciones de P; y P», luego, utilizando la
proposicién 2.14 unimos por medio de semirrectas estos puntos con el punto
de fuga V3. A partir de las ecuaciones 2.5 se obtiene:

P =(3,1), Py~ (4.29,2.71)

Va=Vz1,2,0

Il
N
no
|
—
|
B
S~—
—
ot
|
—~
W
S~—
(e}
~_
1
—
=
ot
N~—

(ver figura 2.11).

Existen puntos de fuga con mayor relevancia en el estudio de la pers-
pectiva, como lo es el punto de fuga V(g 1,0); es decir, el punto en S donde

convergen dos o més rectas ortogonales a la seccién y paralelas entre si. A
este punto lo denotaremos simplemente por V'

Va=V,1,00=V

Segun la proposicion 2.14 para d = (0,1, 0) se tiene:
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Z
2..
1.3 4 H,
14 I
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I
I
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I
+ + } -
1 2 3 343 7T
Figura 2.12.

esto quiere decir que la imagen de toda recta ortogonal a S convergera al
punto V = (a, ¢), el cual corresponde precisamente a las coordenadas x y
z del observador. Este fenémeno lo podemos percibir cuando observamos
unos rieles de una via de trenes donde ellos son rectas paralelas en todo
el trayecto; sin embargo, a lo lejos los rieles estan cada vez mas cerca,
visualmente, uno del otro, los cuales se unen en un punto muy lejano del
observador, pero si nos movemos de posicidn, ya sea hacia arriba o hacia
abajo, hacia un lado o hacia el otro, ese punto donde convergen también se
desplaza con nosotros, por ejemplo si nos sentamos, notamos que el punto
de fuga también se baja, y no solo lo percibimos en las vias del tren sino
que también en toda edificacion que posea rectas paralelas a nuestro eje
de visién. También podemos notar que el punto de fuga ocurre justamente
en el horizonte, ya que V =(a, ¢) y por tanto V € H. Veamos esto con un
ejemplo mas explicito.

Ejemplo 2.17. Supongamos que un observador estd en x =3 m, y=—15m
z=1.60m para cierto sistema de referencia, el cual esté de pie sobre un riel
ubicado sobre una recta que pasa por el punto (3,0,0) y de vector director
(0,1,0) en una via de trenes y vamos a dibujar tales rieles en un soporte
plano y ortogonal a los rieles. Dibujar los rieles sabiendo que la distancia
entre ellos es de 1.4335m, dibujar nuevamente los rieles si el observador esta
sentado y su componente z =1.30 m.

Para el primer caso hallaremos primero al punto de fuga
V=(a,c)=(3m,1.6m)

el dibujo del primer riel solo ser& unir el punto P =(3,0,0)m (interseccion
del riel con la via) y el punto V' (fig 2.12). Para dibujar el otro riel sabemos
que en S las distancias se preservan, por lo cual el punto de interseccion del
otro riel con § es Po=(3+1.4335,0,0)m = (4.4335,0,0)m y uniendo este
punto con V tenemos el otro riel.
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Ahora para el segundo caso
V=(3m,1.3m)

para el dibujo de los rieles es suficiente unir los puntos encontrados ante-
riormente P; y P> con V.

En el anterior ejemplo no se hizo uso de la componente b del observador,
cuando se representan objetos que se encuentran muy distantes del obser-
vador y sus representaciones estan cerca de V, el valor de b no altera en
medida significativa el valor a representar, por lo cual tendra una represen-
tacion casi igual, si el observador se encuentra mas retirado de la seccion
que al inicio.

Una consecuencia inmediata de la proposiciéon 2.14 es la siguiente:

Corolario 2.18. Toda imagen de rectas paralelas entre si y paralelas al
plano de tierra, pero no a S, tienen a su respectivo punto de fuga en H.

Demostracion. Sea Vg el punto de fuga de un conjunto de rectas con vector
director d = (dy, dy,0). Luego, por la proposicion 2.14 tenemos que

bd,
Vd:‘/(dmdyyo):<a—7y,c> cH. [l

Dos puntos de fuga de gran importancia en la perspectiva, son los Vg
donde d = (£1, 1,0), estas rectas forman un angulo de 45° con S, ademas

son paralelas al plano de tierra, estos dos puntos los denotaremos por V_;
y Vi, donde

Voa=Vio=(a+bc) v Vi=Vii0=(a—b,c)
estos puntos son equidistantes a V'; de hecho, la distancia de cualquiera

de ellos a V' es la misma distancia que hay entre el observador y S, esto lo
podemos verificar de la siguiente manera;

distancia(V4, V) = \/(a—(a—b))2+(c—c)2

= (_b)2:‘b’7

de manera analoga se tiene para la distancia(V_1, V') = |b].

Veamos un ejemplo de como utilizarlos.
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Figura 2.13.

Ejemplo 2.19. Un cubo ubicado sobre el plano de tierra tiene como lon-
gitud de lado 4 unidades, y uno de sus dos vértices mas cercanos a S tiene
coordenadas P; = (5,3,4). El cubo esté colocado de tal forma que dos de sus
caras estan a 45° con S. Dibujar el cubo para un observador @ = (4, —2,2).

Para realizar este dibujo podemos hacer un esquema de la situacion,
representando el cubo con su proyeccion ortogonal, con la informacion dada,
como en la figura 2.13a. Lo primero que debemos hacer es encontrar la
componente = de los puntos P; y P», para ello usaremos el teorema de
Pitagoras de la siguiente manera:

OP2%2 = 42-0P)?
20P2 = 16

op = [ _os

luego
M,=5—2y/2~217 y para la componente de P», N,=5+2/2~7.83

Ahora en la seccién dibujamos la linea de horizonte H, esto es, Z=2, y
ubicamos en ella los puntos de fuga V_1,V, Vi, donde

Vi=(22), V=042, Vi=(6,2)

(fig 2.13b), posteriormente hallamos la representacion del punto Pj, asi
tenemos que

Py =(4.4,2.8),
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luego trazamos los segmentos, P,V_1 y P,Vi, que son segmentos que repre-
sentan a dos semirrectas ortogonales que pasan por P; y que forman un
angulo de 45° con &, trazamos los segmentos V_1N y V1M que son para-

lelos a los segmentos P1V_1 y P1V) respectivamente, dado que convergen
a los puntos de fuga V_; y Vi, la interseccion de estos dos segmentos es el
punto S. Ahora, tomamos los segmentos NV y MV que son segmentos
que representan semirrectas paralelas entre si y ortogonales a S ya que
convergen en V| la interseccion de estos segmentos con los segmentos Vi M
y V_1N los marcamos como Ty R, respectivamente. En T trazamos un
segmento vertical hasta U, y de igual manera hallamos W por medio de R.
Asi los puntos P, U,T,S, R, W, son los 6 vértices visibles del cubo para el
observador @) y los cuales son suficientes para dibujarlo.

Continuando con el estudio de puntos de fuga, para la representacion
grafica de elevaciones o depresiones, encontraremos estos puntos sobre la
recta que pasa por el punto (a,0,0) y de vector director (0,0,1). En esta
recta estaran los puntos de fuga de las rectas con vectores directores d = (0,
dy,d), asi, cualquier punto de fuga es de la forma

0 c— bd,
Y dy

y de manera analoga a como se obtuvo Vi se tiene que

Vio,1,1)=(a,c =), Vio,1,-1)=(c,c+b)
donde
distancia(V(g,1,1), V) = distancia(V{o,1,—1), V) = |b].

Para trabajar con depresiones y elevaciones, cuando no se tiene de
manera explicita el vector director, es conveniente trabajar con angulos
mediante el siguiente método:

1. Trazamos la linea de horizonte y los puntos de fuga V', V;.
2. Trazamos la vertical £ =a que pasa por V.
3. Trazamos V1 F' formando el dngulo 6, con F en la recta T =a.

4. El punto F es el punto en al cual fugan las rectas con angulo de
elevacion (o depresion) 6.
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Figura 2.14.

Este método es conocido y usado en perspectiva; dado nuestro interés
matematico de un lenguaje moderno respecto al tema, debemos justificarlo
con nuestros resultados.

En efecto: sea £ un segmento que pasa por Vi1 y con angulo de elevacion
(depresion) € con respecto a la recta Z=c, (fig 2.14). Se desea encontrar la
coordenada Z del punto intersecciéon de £ con T =a, el cual lo denotaremos
por F'. Se demostrara que el punto F' es precisamente el punto de fuga de
las rectas con vector director d = (0,dy, d.).

Se relaciona el d&ngulo 6 con el vector director d, esto es

tan(6) = %.
Y

Si h es la distancia entre V' y F, y dado que la distancia entre Vi1 y V es
|b|, se tiene que

h d
— =tan(f) ==,
pp =0 =g,
asi
d: __,d:
h_‘b‘d_y_ bdy7

por lo tanto, la componente Z de F' esta dada por

§:c+h:c—b§—z,

. ~ . d
y como F' estd en T =a, se sigue que F'= (a, c— bd—z) lo cual corresponde
)

al punto de fuga de rectas con vectores directores de la forma d = (0, dy, dz).
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Hasta el momento se estudiaron tres puntos de fuga, V, V_1, y W,
segun la definicion 2.15 pueden existir “muchos” de estos puntos de fuga.
Si tomamos un conjunto de vectores directores di,ds,...,d, no paralelos,
encontramos un conjunto de puntos de fuga Vg,, Va,,..., Va,, correspondiente
a cada vector director, por lo tanto podriamos considerar un conjunto infi-
nito de vectores directores que no sean paralelos entre si, y de esta manera
inferir que existen infinitos puntos de fuga; sin embargo, nos podemos pre-
guntar jqué tipo de infinito es?

Teorema 2.20. FEl conjunto de todos los puntos de fuga en S es un conjunto
infinito y de cardinalidad igual al conjunto de los reales.

Demostraciéon. Sean @ =(a,b,c) un observador y V el conjunto de todos
los puntos de fuga en S, veamos que V=3_.

Por la definicién 2.15 de punto de fuga se tiene que
Y CS. (2.12)

Ahora sea (7, %) €S, de esta manera 7, Z € R. Definimos el vector director

a—1=T c—2Z
(55255)

donde b#0 ya que Q ¢ S.

Como el vector d no es ortogonal al vector normal de S, podemos hallar
el punto de fuga de las rectas con vector director d, asi

Vi — <G_Ma—j%C_Mc—@>

b b
= (ijN)v
lo cual implica que (Z,Z) €V y de este modo se tiene que

Scy. (2.13)

2.12 y 2.13 implican que V=38, dado que la cardinalidad de S es igual
a la cardinalidad de R? y |R?| =20 donde Xy es el cardinal del conjunto de
los niimeros naturales, afirmamos que V| = 2%. O

Corolario 2.21. En la linea de horizonte hay tantos puntos de fuga como
en la seccion.



Capitulo 3

Perspectiva de curvas y superfi-
cies

En la naturaleza predominan figuras con formas curvas, mucho més que
las rectas. el desafio de dibujarlas en perspectiva, a su vez, genera mayor
dificultad debido a las ecuaciones que se asocian a estas curvas, las cuales
no son tan sencillas como la ecuacién de una recta.

Uno de los retos de la perspectiva es la representaciéon correcta de una
circunferencia, hecho que ha constituido la creacién de métodos para su
construccion, sin embargo, estos métodos por lo general estan basados en
la inscripcién o circunscripcion de una circunferencia en un cuadrado que
posteriormente se lleva a perspectiva, por lo cual, no dejan de ser una
aproximacion a lo que seria una circunferencia en perspectiva. Este es un
caso de los muchos que plantean las figuras dadas por curvas no rectas.

En el capitulo anterior se estudié la representacioén de puntos, segmentos,
rectas y toda figura que se pueda formar con estos elementos. En este
capitulo estudiaremos las curvas en general y las figuras ciclicas, para poste-
riormente hacer el estudio de las elipses donde se considera a la circunferencia
como un caso particular.

3.1 ImAgenes de curvas

La seccion S sera el plano z z, el cual es ortogonal al eje de vision. Iniciamos
nuestro estudio con la definicién de una curva en el espacio R?, la cual
involucra los conceptos de curvas paramétricas y funciones vectoriales. Las
definiciones de este capitulo se encuentran en [5, capitulos 9 y 11].

51
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Definicion 3.1. Sean f, g y h funciones continuas de valores reales en
un intervalo I CIR. Llamamos curva en el espacio tridimensional al
conjunto

Figura 3.1.

C:={(z,y,2) eR3|z=f(t),y=g(t),z=h(t)} donde t el

En ocasiones, denotaremos la curva C por C(t) para hacer referencia al
parametro t. Notemos que, segin la definicion, cualquier funcién vectorial
continua R(t) = f(t)i+ g(t)j+ h(t)k definida en I es una curva en el espacio
RR?, ya que el para t =to € I, R(to) = (f(to), g(to), h(to)) €C, (fig 3.1).

Para iniciar nuestro estudio de curvas en perspectiva, consideremos el
siguiente conjunto

Ip:={t € I| ((1), g(t), h(t)) € P?} C I.

Para P €C tal que exista t € Ip con P=(f(t), g(t),h(t)), La representacion
de P en S esta dada por la expresion

B2 = 110 910 ) = Fa(0)| 200 M0 | para v 1

Surge la pregunta ; Como puedo encontrar el conjunto Ip? Si S es un plano
bajo las mismas hipoétesis sobre las cuales estamos trabajando, tenemos de
la expresion en (2.1) que P3=R3\A con A={(z,y,z) €R3| y=b} donde
Q= (a,b,c) es el observador, por lo cual los valores de ¢ que no debemos
considerar son aquellos que satisfacen que g(t) =b. De esta manera podemos
expresar a Ip como

Ip={tellg(t)#b}.
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Hallar los valores de t en los cuales g(t) =b puede ser dificil segun la expre-
sion de la funcion ¢(t), y quizd se necesite de métodos numéricos para
hallarlos. Se recomienda considerar (cuando sea posible) una curva C defi-
nida en un intervalo I de tal manera que g(t) >0, esto garantizaria que
I=1Ip.

Si g(t) # b es continua para todo ¢ € I, entonces Ip= 1. Dado que F es
continua en P? la compuesta F(g(t)) es continua en IP? y de valor real. Las
funciones ag(t) —bf(t) y cg(t) —bh(t) son continuas y de valores reales para
t € Ip, asi las funciones F(g(t))(ag(y) —bf(t)) y F(g(t))(cg(t) —bh(t)) son
continuas y de valor real para t € Ip; considerando la funcién compuesta
C= o} (Ct es la curva restricta al intervalo Ip) donde

Cy:Ip—P3 y ¢:P3— 8,
tenemos que

é:[]p—>S

Esto permite enunciar el siguiente resultado.

Proposicion 3.2. Sean Q= (a,b,c) un observador y g una funcion continua
de valor real tal que g(t) #b para todo t € I, entonces la imagen en S de una
curva C:={(f(t), g(t),h(t)) ER3|t € Ip} con f y h continuas es una curva
CenS bajo el mismo pardmetro t, donde

C={(z,2) eS|z =F(g(t))(ag(t) = bf(t)),z=F(g(t))(cg(t) —bh(t))}.

Este resultado permite representar figuras complejas de una manera
relativamente facil, solo variando el parametro ¢t en el intervalo Ip, ya que
la representacion del punto (f(t), g(t), h(t)) en el instante ¢ corresponde al
valor (Z(t),Z(t)).

Ejemplo 3.3. Dibujar la curva C definida por las ecuaciones paramétricas
f(t)=2+e tcos(10t) g(t)=1+e 'sin(10t) h(t)=e"!

para t € [0,6] y un observador en (2, —6,4).
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t T Z
0.0 2.86 1.43
0.5 216 0.83
1.0 1.73  0.80
1.5 1.86 0.83
2.0 205 0.7
2.5 2.07 0.64
3.0 2.01 0.59
3.5 1.98 0.59
4.0 1.99 0.59
4.5 2.00 0.59
5.0 2.01 0.58
5.5 2.00 0.57

Tabla 3.1. Valores para un observador (2, —6,4).

Determinemos Ip, observamos que
g(t)=1+e 'sin(10t) >0

para t € [0,6], pues —1 <sin(10t) <1y 0<e *<1 para t >0 lo que quiere
decir que —1 <e~'sin(10¢) < 1. De esta manera Ip=1=0, 6].

Ahora, debemos hallar las ecuaciones paramétricas que definen C, para
ello hacemos uso de la proposiciéon 3.2, por lo cual

z(t) = F(g(t))(ag(t) —bf(t))
a(1+ e 'sin(10t)) — b(2 +etcos(10t))
1+ e tsin(10t) — b
2e 7 'sin(10t) + 6etcos(10t) + 14
e tsin(10t) 4+ 7

Z(t) = Flg(t))(cg(t) —bh(t))
c(1+e7tsin(10t)) —be™t
14 e~ tsin(10t) — b
4e~'sin(10¢) + 6e~t + 4

e~tsin(10t) +7 7

asi, podemos dar algunos valores de ¢ para tener una aproximacion de la
figura, estos datos se ven resumidos en la tabla 3.1.
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\ 2

N 4

Figura 3.2.

Por ultimo, podemos ver el resultado en la figura 3.2.

Un ejemplo clésico en los libros de perspectiva es la realizaciéon de una
escalera en espiral, debido a que esta presenta un grado de dificultad, en
este caso lo exponemos como una aplicaciéon de la proposicion 3.2.

Ejemplo 3.4. (escalera en espiral) Dibujar una escalera en espiral con
las siguientes dimensiones en centimetros: los escalones tienen una abertura
de 30° y una altura de 20, la forma circular o dodecagonal de su base tiene

como radio 100 de centro (100,100,0), para un observador en (100, —100,
170).

Hacemos un esquema de la informaciéon dada. En la figura 3.3a vemos la
proyeccién ortogonal en el plano de planta donde tenemos los escalones A,
B,C,... yen la figura 3.3b tenemos un esquema de los escalones donde se

60
40
20

Figura 3.3.



56 PERSPECTIVA DE CURVAS Y SUPERFICIES
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g‘\ s T W

Figura 3.4.

relacionan con sus respectivas alturas. Asi el escalon A= AgA, B= ByB;,
C= C()C'l7 ... donde AlB(): B100 =...=20.

Iniciamos dibujando una vertical que represente el eje central de la esca-
lera, como esta esta en el centro necesariamente contiene al punto (100,
100, 0), asi trazamos una vertical en S que pasa por ¢(100,100,0) = (100,

85) = hg, y a partir de este punto marcamos las alturas de los escalones en
la vertical,

#(100,100,i)=h;  con i=20,40, 60, ...

donde h1=(100,95), he= (100, 105), h3=(100,115),...los cuales van aumen-
tando de forma constante en su componente Z con un factor de 10 (fig 3.4).
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Punto to o 20 T Z1 t1
A 0 150.0 85.0 134.6 102.0 1
B 1 134.6 110.0 1174  117.7 2
C 2 1174 124.6 100.0 126.7 3
D 3 100.0 133.3 82.6 131.6 4
E 4 82.6 138.6 65.4 134.0 )
F ) 65.4 142.0 50.0 135.0 6
G 6 50.0  145.0 42.3  136.7 7
H 7 42.3 150.0 55.9 143.5 8
I 8 55.9 161.2 100.0 160.0 9
J 9 100.0 180.0 144.1 178.8 10
K 10 144.1  196.5 157.7  190.0 11
L 11 157.7 203.3 150.0 195.0 12
M 12 150.0 205.0

Tabla 3.2. Valores para un observador (100, —100,170).

57

Luego, para determinar los extremos de los escalones Ay, A1, By, By, ...

hacemos

f(t) =100cos(30°t) + 100,

g(t) = 1000sin(30°t) + 100,

h(t) =20t

para t=0,1,2,..., donde tenemos que Ip=1=1IR, pues g(t) #—100 y g(t)

es continua en I, luego por la proposicion 3.2 tenemos que;

O— T = F(100sin(30°t) + 100)(100? sin(30°t) 4 1002 cos(30°t) + 20000)
Z = F(1005sin(30°t) 4+ 100) (17000 sin(30°t) + 2000¢ + 17000) ’
Por lo tanto los puntos Ag, Bo, Cp,... tienen como representacion a C (to),

con t9=0,1,2,... y para los puntos Ay, By, Cy,... hacemos h(t)=20(t —1)
y de este modo encontramos sus representaciones como C(t1) para t1=1,2,

3,..., estos resultados se presentan en la tabla 3.2.

Se unen los puntos AgA1, BoB1, CoCl,... y luego estos con los h;. En
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N

Figura 3.5.

la figura 3.5 presentamos la escalera en forma de dibujo acabado.

Definicién 3.5. Una curva plana en el espacio es una curva en el
espacio R? que estd contenida en un plano.

Este tipo de curvas son un caso especial de la curva definida en (3.1).
Dado que no es facil encontrar parametrizaciones de curvas en el espacio
con determinada forma, se puede construir una curva en el espacio tridimen-
sional a partir de una curva en el espacio bidimensional. Con todo esto una
curva que esté en un plano, se puede identificar con una curva en el espacio
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Figura 3.6.

tridimensional y asi ésta puede ser dibujada en perspectiva.

Proposiciéon 3.6. Sean QQ =(a,b,c) un observador, C, una curva deter-
minada por ecuaciones paramétricas

x'=&(t) Yy y'=7(t) con teI CR

donde P C R? es el plano de coordenadas ', y' que contiene a Cp y estd

determinado por los vectores 1= (uy, u2, us), v = (v1, v2, v3) de posicion,

unitarios y ortogonales entre si en R3. Entonces si el origen del plano P se

traslada a un punto po= (o, Yo, z0) € R? se tiene que

_p a0t EWur+7()vi—a

cs _ Yo+ E()uz +7(t)va —b

3zt E(t)us+T1(t)vs —c

Yo+ E)uz +7(t)v2—b

ISTER Y
ISTER Y

G~ [

con t € Ip.

Demostracién. Sean 0 = (uy, us, ug), v = (v1, v2, v3) vectores en R? orto-
gonales y unitarios. La ortogonalidad de estos dos vectores junto con el
origen determinan un plano P (fig 3.6). Se construyen dos rectas =’ y y’ que
pasan por el origen y con vectores directores 1 y v respectivamente, z’ y
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y’ son ejes coordenados para el plano P y en el cual esta C, con ecuaciones
paramétricas x' = &(t), y'=7(t) parat€ I CR.

Definamos ecuaciones paramétricas para Cp en el espacio R? de tal forma
que C, sea una curva en el espacio.

Como C, CP y ademés 1 y V son unitarios, entonces podemos escribir
los puntos de C), como

x=¢(t)u+7(t)v  paratel. (3.1)
Si x=(z,y, z) entonces
w(t) =&t urt 7)o, y(t) =) ua+7()ve,  2(H) = () us+7()vs

donde xz(t), y(t), 2(t) son funciones de valor real y continuas, dado que &
y 7 lo son por ser las ecuaciones paramétricas de la curva. Notemos que
el origen del sistema de coordenadas z’, 3y’ para el plano P coincide con el
origen de coordenadas en R3. Ahora, consideremos el punto po= (0, yo, 20)

y traslademos el origen de nuestro sistema de coordenadas z’, 3’ al punto
Po, para esto, sumamos pg al lado derecho de (3.1)

x=po+{(t)a+7(t)v paratel,

de esta manera

f(t) = wo+&(t)ur+7(t)or
9(t) = yo+&(t) uz+7(t)v2
h(t) := 20+ &(t) uz+7(t)vs,

son las ecuaciones paramétricas para la curva C, en el espacio tridimen-
sional. Por la proposicion (3.2) se sigue que

g xot+{(Hur+T(H)vi—a
} cs [ } _ Yo+ E()uz + 7(t)vz — b

3zt E(t)us+T1(t)vs —c
yo+ E(t)ua + 7(t)v2—b

ST
ST

G~ [
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para t € Ip. O

3.1.1 Elipses y circunferencias en perspectiva

Las circunferencias siempre presentan un grado de dificultad al dibujarlas
en perspectiva, y por lo general se hace un bosquejo o aproximacién de
su imagen perspectiva trazando una elipse. los métodos tradicionales que
suelen existir en perspectiva, son métodos de aproximacion en los cuales se
emplea un cuadrado en perspectiva y se inscribe de manera aproximada una
circunferencia tomando forma eliptica, para este método se consideran dia-
gonales que determinan puntos adicionales de la circunferencia para obtener
una mejor aproximaciéon de su imagen. Las dificultades de estos métodos
aumentan dependiendo de la posicion en la que se encuentre la circunfe-
rencia en el espacio, de manera més compleja resulta hallar la imagen en
perspectiva de una elipse.

En esta seccién abordaremos la circunferencia como un caso particular
de la elipse, por lo cual nos concentraremos en hallar el conjunto imagen de
la elipse.

Definicion 3.7. Una curva plana £ definida por las ecuaciones
x'=¢&(t) Y y'=7(t) cona<t<pf

se dice que es cerrada si el punto inicial A(¢(a), () y el punto terminal

B(&(B),7(B)) coinciden.

Una elipse centrada en el origen es una curva cerrada & definida por las
ecuaciones

&(t)=r1cos(t) y  7(t)=rgsin(t) para 0 <t <2n

donde 71 y 79 son los semi-ejes de la elipse.

Si la curva £ es una circunferencia entonces r =ry =r9, donde r es el
radio de la circunferencia.

Como £ es una curva plana, por la proposicion (3.6) tenemos el siguiente
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resultado:

Corolario 3.8. Sean Q= (a,b,c) un observador, £ una elipse y P CR3 un
plano que contiene a € y estd determinado por los vectores 0= (uy, u2,us),
V= (v1,v9,v3) de posicidn, unitarios y ortogonales entre si en R3. Entonces,
si el origen del plano P se traslada a un punto po= (o, yo, 20) € R? se tiene

que
a— xo +ricos(t)us + resin(t)vy — a
- T T Yo + ricos(t)ug + rosin(t)ve — b
E= _ eS| L= ,
z z c 20 + r1cos(t)us + rosin(t)vs — ¢
yo + ricos(t)uz + rosin(t)ve — b
para t € Ip.

Ejemplo 3.9. Sea Q= (6,—2,3) un observador y £ una elipse en el espacio
con ecuaciones

&(t) =3 cos(t) y  7(t)=2sin(t) para 0 <t <2n

con centro en pg = (4,5, 3), donde el semi-eje mayor tiene como vector
director el vector u=(2,2,0) y el semi-eje mayor tiene como vector director
al vector v=(0,0,3). Dibujar la elipse.

Como los vectores u y v son ortogonales, ya que son los vectores direc-
tores de los semi-ejes, consideremos los vectores unitarios

. 1 1 . 1 1
U—WU—§U—(1,1,O), V—WV—§(0,073)—(0,0, 1),
segtn el corolario (3.8) tenemos que
—2 4 3cos(t)
~ ~ ~ 6+2——~
E= [E}GS [g}: 7;?:;:;” para 0 <t <2x
3+2 7+ 3cos(t)

Algunos valores de ¢ en [0, 2n] se muestran en la tabla (3.3), corresponden
a puntos de la imagen de la elipse (fig 3.7).
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Figura 3.7. Elipse en perspectiva.

t z z
0.0 6.20 3.00
0.31 6.17 3.13
0.63 6.09 3.25
0.94 2.95 3.25
1.26 0.73  3.48
1.57 5.43 4.57
1.88 5.04 3.63
2.20 456 3.62
2.51 4.06 3.51
2.83 3.66 3.30
3.14 3.50  3.00
3.46 3.66 2.7
3.77 4.06 2.49
4.08 9.56  2.38
4.40 0.04 2.37
4.71 5.43 243
5.03 2.73  2.52
5.34 2.95 2.63
5.65 6.09 2.75
5.97 6.17 2.87

=¥

Tabla 3.3. Valores para un observador (6, —2,3).

Y para el caso de la circunferencia consideramos r =i =19, por lo cual
el corolario (3.8) se puede enunciar de la siguiente manera:

Corolario 3.10. Sean Q = (a,b,c) un observador, £ una circunferencia
y P CIR3 un plano que contiene a € y estd determinado por los vectores
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T T T T — I

1 2 3 4 b)

Figura 3.8. Circunferencia en perspectiva.

a = (uy,us, ug), v=(v1,v2,v3) de posicion, unitarios y ortogonales entre si
en R3. Entonces, si el origen del plano P se traslada a un punto po= (o,
Yo, 20) € R? se tiene que

S{HE

para t € Ip.

a—protr cos(t)ui + rsin(t)vy —a
] yo + r cos(t)ug + rsin(t)ve — b

SIS
SIS

20 + 7 cos(t)ug + rsin(t)vs — ¢
yo + 7 cos(t)ug +rsin(t)ve — b

Ejemplo 3.11. Sea @ = (4,—1,3) un observador y £ una circunferencia
con centro en el punto pp=(3,2,2), radio r =2, contenida en un plano
con vectores ortogonales y unitarios u=(1,0,0) y v=(0,1,0). Dibujar la

circunferencia £.

Utilizando el corolario (3.10) tenemos que

2cos(t) — 1

. N gy 2es) -1

5 T T | 3+ 2sin(t)
£= [5]68[5}_ 31
3+ 25sin(t)

Algunos valores de t en [0, 2], se presentan en la tabla (3.4), corresponden
a puntos de la imagen de la circunferencia (fig 3.8).
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t z z
0.00 4.33 2.67
0.31 4.00 2.79
0.63 3.58  2.79
0.94 3.00 2.67
1.26 242 221
1.57 4.00 2.21
1.88 4.33 2.67
2.20 4.00 2.79
2.51 3.58  2.79
2.83 3.20  2.72
3.14 3.00 2.67
3.45 2.78 2.58
3.77 2.57 245
4.08 243 228
4.40 252 2.09
5.34 4.12  2.27
6.65 4.34 245
5.97 4.38 2.58

Tabla 3.4. Valores para un observador (4, —1,3).

Cuando se observa un objeto en forma de circunferencia que se encuentra
totalmente de frente a nosotros, por ejemplo, cuando miramos una llanta de
un automovil, un anillo o la circunferencia de una moneda, la circunferencia
no se deforma, sigue siendo una circunferencia, solo que se encuentra a una
escala en funcién de su lejania con respecto a nosotros como observadores.
Veamos este fendmeno con el siguiente analisis.

Sea & una circunferencia con centro en po= (o, 0, 20) y contenida en un
plano paralelo a S con yp+#b, por lo cual los vectores unitarios y ortogonales
que corresponden a este plano son

a=(1,0,00 vy v=(0,0,1).

Si aplicamos el corolario 3.10 se obtienen los puntos que estan en &, los
cuales tienen la forma

a—b zo+rcos(t)ur —a
_ yo—b

:| o b zo+rsin(t)vs—c
yo—b

| — |
[Tt

C —
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ayo — bxo — br cos(t)

_ yo—b
- cyo — bzo — brsin(t)
B yo—b
[ ayo—bxg  brcos(t)
. Yyo—b  yo—b
- cyo—bzg  brsin(t)
w—-b  yo—b

_ [ %(z0, Yo, 20) + R cos(t) ]
| Z(x0, Yo, 20) + Rsin(t)

cos(t)

sin(t)

—br

Yo’ (3:2)

= @(po)+R[ } donde R=

notemos que (3.2) es la forma paramétrica de una circunferencia de centro
&(po) y radio R.

i. Si yp>0, entonces 0 < R <r determinando la imagen de la circunfe-
rencia, la cual es menor que la original como era de esperar y R=r
cuando yg =0, indicando que conserva su tamano si esta contenida
en la seccioén.

ii. Sib<yg<0, entonces r < R, obteniendo una imagen de la circunfe-
rencia mayor que la original.

Asi, cuando se desee dibujar una circunferencia que se encuentre de frente
hacia nosotros como observadores, solo bastara con hallar la representacion
de su centro y su radio, ya que a partir de estos obtenemos su centro en &
y su nuevo radio R.

3.2 Imagenes de superficies

Existen formas diferentes de representar una superficie en el espacio, puede
ser: de manera explicita cuando la ecuacion tiene la forma z= f(z, y), de
manera implicita cuando la ecuacion tiene la forma F'(x,y, z) =0 o se puede
representar por medio de una parametrizacion.

Sea D un subconjunto de R? y R(s,t) = f(s,t)i+ g(s,t)j+ h(s, t)k
una funcioén vectorial definida en D con valores en R?y f, g v h funciones
continuas de valor real. La grafica de R(s,t) es la superficie en el espacio
con ecuaciones paramétricas

x= f(s,t), y=g(s,t), z=h(s,t).
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A una superficie descrita de esta forma se le llama superficie paramé-
trica.

Ejemplo 3.12. La ecuacién implicita de un cono circular recto y su para-
metrizacion estan dadas respectivamente por

F(xayaz):x2+y2—@22220 con € R

x=atcos (s), y=atsin(s), z=t.

Ahora, nos concentraremos en hallar el conjunto imagen de una super-
ficie paramétrica. Lo primero sera definir un subconjunto de D el cual genere
bajo R puntos en IP3, el cual esta basado en el mismo concepto de Ip que
se defini6 para curvas.

Sea D el dominio de la funcién vectorial R, definimos a
Dp:={(s,t)e D|g(s,t)#b} C D.

Esto implica que R(Dp) C P, es decir, que el subconjunto de puntos que
estén en la superficie y que deseemos dibujar se puedan representar.

Proposicion 3.13. Sean Q = (a, b, c) un observador y S una superficie
paramétrica definida por una funcion vectorial R(s,t)= f(s,t)i+ g(s,t)j+
h(s,t)k con dominio D CR? tal que g(s,t)#b. la imagen de S en S estd
dado por

S={(&,2)€S|z=F(g(s,1))(ag(s,t) —bf(s,1)),2=F(g(s,1))(cg(s,t) = bh(s, 1))}

donde (s,t) € Dp.

Hay distintas formas de determinar un plano: una de ellas, es por medio
de la ecuacién en la que el plano queda determinado por un punto en él
plano y un vector normal a dicho plano, la cual es

n1(x — x0) + n2(y — yo) +n3(z — 2) =0

para un punto P = (zg, Yo, 20) del plano y un vector normal al plano n =
(n1,m2,ng); otra forma de representar el plano es en su forma paramétrica
determinada por un punto p € R? que pertenece al plano y dos vectores u
y v no paralelos entre si contenidos en el plano, su ecuacién paramétrica
estd dada por

P: x=pot+tu+sv para s,t € R. (3.3)
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Figura 3.9. Sistemas de coordenadas para determinar la perspectiva de una
superficie generada por de una funcion.

Si x= (.’L’, Y, Z)v Po = (.’L’O, Yo, zO)a u= (U1, U2, ’ng) y v= (Uly V2, ’Ug), la
ecuacion (3.3) se escribe como

x ly) U1 V1
Y 1=1 Yo +t us |+5| vo
z 20 us V3

Las ecuaciones paramétricas del plano P estan dadas por
f(s,t)=zo+tur+svi, g(s,t)=yo+tus+sve, h(s,t)=2zp+tus+ svs

de esta manera considerando los (s,t) € Dp y haciendo uso de la proposicion
(3.13) se puede hallar el conjunto @(P).

3.2.1 Imagenes de funciones

Para graficar una funcién de dos variables, se estudia el comportamiento
de la funcién en determinado subconjunto del dominio; por lo general lo
que se hace es analizar o evaluar algunos puntos y luego hacer un boceto
de la funcién en papel sin una correcta ubicacion en el espacio y con una
perspectiva que no corresponde a la de un observador, que en este caso
SOmMos nosotros.

Sea F' una funcién de dos variables de valor real
F:D—R con F(s,t)==z2 para D C R?

se quiere hallar la imagen de F' en S, para esto restringimos su dominio a
Dp, luego ubicamos un sistema cartesiano con origen en O = (7, 7,0) donde
los parametros 7, j son constantes y elegidos arbitrariamente (fig 3.9). Luego
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se trazan las rectas z’, y’, 2z’ que pasan por el punto O y son paralelas a los
ejes x, Y, z respectivamente y con g’ en direccion opuesta a la de y, las rectas
z',y’, 2’ son los ejes coordenados de la funciéon F. de esta manera tenemos
que un punto (s, t, F(s,t)) en el sistema z’,y’, 2’ queda determinado en el
sistema x, y, z como,

x=i+s=f(s,t), y=j—t=g(s,t), z=F(s,t)=h(s,t)
y aplicando la proposiciéon 3.13 se tiene

~ a(j—t)—b(i+s)

c(j—t)— bF(s, 1) para (s,t) € Dp

que es la imagen de la funcion F en S. De esta manera F es una funcion
la cual depende de los parametros s,t y

F:Dp—S8.

La buena definicién de F se hereda de la buena definicion de F3-1.

3.2.2 Perspectiva de la esfera

Finalizamos este capitulo con el conjunto imagen de una esfera, ya que
tenemos las herramientas para determinar la representacién de cualquier
punto de la esfera. De manera analoga a lo realizado en las secciones ante-
riores, es suficiente con encontrar sus ecuaciones paramétricas y luego por
medio de la proposicion (3.13) hallar el conjunto imagen de la esfera.

Sea E una esfera de radio r >0 y centrada en el punto po= (o, ¥0, 20),
un punto x € E esta descrito por (fig 3.10)

x xo~+ rsin(y) cos(d)
x=| y |=| yo+rsin(y)sin(h) con0<0<2n y 0<~y<m
z 2o+ rcos(7)

3.1. Notemos que F #+ @o F, pues el conjunto de llegada de F' es un subconjunto de R y no P3.
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ngf——' - ~ o
4 ~o \
’ ~ -
»
N
|9 N\
! Yo Y
1 A -
»
|/
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Figura 3.10. Esfera de radio r centrada en el punto pg= (o, yo, 20)-
Por la proposicion (3.13) se sigue que

—aebt sin() cos() + x0 — a
rsin(y) sin(@) + yo— b
rcos(y)+zo—c
rsin(y)sin(f) + yo—b

Sh
Sh

B [ }GS

<<

Z=c—b

para 0<6<2ny 0<~y<m.



Capitulo 4

Perspectiva en otras secciones

Las estructuras arquitecténicas siempre han determinado secciones para
la pintura, en el caso de que esta estructura sea un muro plano, se podré
resolver su representaciéon mediante lo visto en los capitulos anteriores,
pero son estas mismas estructuras arquitectonicas las que plantean nuevos
desafios, debido a que no necesariamente son planos ortogonales al eje de
visiéon de un observador, como, por ejemplo, las bévedas de techos con
sus formas cilindricas o domos. Por tanto, las imagenes de objetos en pers-
pectiva son imégenes anamorfas vistas en las seccién, sin embargo, estas
imagenes reflejan un espacio coherente para el observador.

En capitulos anteriores consideramos la seccién S como el plano zz, en
este capitulo la seccidn sera una superficie que no necesariamente sea dicho
plano.

4.1 Secciones rectas

Iniciamos estudiando un tipo de seccion muy particular (seccion recta) que
luego se usara para determinar otras secciones. Siguiendo el orden de los
capitulos anteriores, se debe identificar el dominio perspectivo, y asi definir
sobre este dominio un anamorfismo que logre representar un punto en pers-
pectiva, dados la seccién y el observador.

4.1.1 Dominio perspectivo en secciones rectas

En la literatura [5], se puede encontrar definiciones similares a la que se
presenta a continuacién, sin embargo, exponemos esta definicién en nuestros
términos para continuar con la teméatica desarrollada en el texto.

71
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A\ AS

Figura 4.1.

Definiciéon 4.1. Sea f una funcion continua de valor real definida sobre
algin intervalo I CIR con derivada continua. El conjunto S dado por

S:={peR’|p=(z, f(z),2)}
es llamado seccion recta.

Seguiremos utilizando el mismo sistema de referencia que se us6 en los
capitulos anteriores (en la figura 4.1 se tiene un ejemplo de secciéon recta).

Sean @ = (a,b, c) un observador y S una seccion recta. De la definicion
2.2 un dominio perspectivo es el conjunto IP? dado por

P3={PeR3|[pRoNS| =1}

Para hallar el anamorfismo ¢ para el caso de las secciones rectas, se evalia
en puntos P tales que P € IP3. Para identificar este dominio perspectivo se
debe conocer el intervalo de la funcién f que se interseca con pR¢ generando
una interseccién tnica, ya que se pueden dar casos de multiples intersec-
ciones.

Sean ) =(a,b,c) un observador y P = (z), f(zp), zp) un punto arbitrario
diferente del observador. Si x,=a, como f es una funcién entonces se
cumple que P € IP? (Notemos que si f(a)=>b entonces Q €S. Este caso no
se da, ya que siempre se parte de la hipotesis de que la seccién no contiene
al observador); si x,# a y si la ecuacion

(f(zp) —b)(z —a) +b— f(z)=0 (4.1)

Tp—a

tiene como solucion tnicamente x = x,, entonces P € P3; si tiene mas de
una solucién P ¢ P? (fig 4.2).
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f ((171)) \
pd

Figura 4.2.

Definicion 4.2. Sean xo#x1 y (xo,21) Cdom( f). Si para todo x, € (xo,21)
se tiene que xp es la unica solucion de (4.1), decimos que (xg,x1)=:1 es
un intervalo perspectivo.

Para el caso de los capitulos anteriores donde S es un plano, se tiene
que f(x)=0y por lo tanto

O=b)e=a) 1 o _ g
Tp—a
v—a = “Az0)
T = Tp

asi, cualquier punto x, € R es la unica solucién de (4.1) y en consecuencia
I=(zg,21) =R es un intervalo perspectivo para S.

Proposicion 4.3. Sean Q = (a,b,c) un observador, S una seccion recta e
{I;}jes donde 1; es un intervalo perspectivo de S con respecto a @), entonces
el dominio perspectivo con respecto a S y @ estd dado por

x
P3=<| y |eR3|z=a+t(zp—a),y=b+t(f(zp) —b) con t#0

z

donde x, € UjeJ]Ij'
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Demostracion. Sean @ = (a, b, ¢) un observador, S una secciéon recta,
k € J, I} un intervalo perspectivo y P = (zp, f(xp), 2p) € P3.

Para z, € I, notemos que todo punto en el rayo pRq, excepto @), per-
tenece a P3. La parametrizacion del rayo esta dada por

T a Tp—a
y [=| b [+t flap)—b |€P? para t € R\{0},
z c Zp—cC

esto es valido para todo x, € Iy, si consideramos todos los intervalos pers-
pectivos I, los puntos de IP? estan dados por

x
P3=<| y |eR3z=a+t(zp—a),y=b+t(f(zp) —b) con t+#0
z
donde x, € Ujej]lj' O

Observacioén 4.4. El conjunto J en la proposiciéon 4.3 es numerable.

Lema 4.5. Sean Q= (a,b,c) un observador, S una seccion recta e {I;};cs
donde I; es un intervalo perspectivo de S con respecto a (). Entonces para
todo punto P del dominio perspectivo, existe un unico punto xp € Uj el
que define a P.

Demostracién. Sea P=(x,y,2) € P3, por la proposicién 4.3 tenemos que
existe un t =19 # 0 tal que

r=a+to(zrp—a) para algin x, € U I,
jedJ

Veamos que x es tmico. Sean zp, 24 € |J; ;1; tales que
r=a+to(zp—a) y  x=a+to(zrg—a),
igualando se tiene que
a+to(zp—a) = a+tolxg—a)

Tp = Zg.
]
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4.1.2 Anamorfismos en secciones rectas

Encontrado el dominio perspectivo para secciones rectas, nos concentramos
en el anamorfismo para identificar los representantes e imagenes de puntos
en la seccion recta. A continuaciéon se enunciaré una proposicion para deter-
minarlos y su importancia esta en que su demostraciéon muestra un método
de como hallar los anamorfismos.

Proposicién 4.6. Sean Q = (a,b,c) un observador, P= (z,y,z) €P3, S
una seccion recta e {I;};cs donde I es un intervalo perspectivo de S con
respecto a Q. Entonces la representacion de P en S estd dada por

#(P)=P=(.9)

con

n

:/Oxp I+ [f(@Pde  y F—ct+Az—0c)

donde xp=a+ ANz —a) y X es la solucion de la ecuacion

fla+X(z—a))=b+ Xy —0b).

Demostracién. Sean Q = (a,b,c) un observador, P = (z,y,2) € P3, S una
seccion recta e {II]- }je J intervalos perspectivos para S con respecto a Q.

Como P €P3, por el lema 4.5 tenemos que existe un tnico punto Tp€
UjGJ]Ij que define a P, por la proposicion 4.3 existe un t =A"1#£0 tal que
1 1
x:a+X(3:p—a), y:b+X(f(xp)—b)
asi
rp=a+ Az —a),
luego
fla+ XNz —a))= f(zp) =b+ Ay —b). (4.2)

Al resolver para A en (4.2) se obtiene una funcion A de valor real que
depende de los parametros x, 4, a, y b. De la demostracion de la proposicion
4.3 con t=A""! se tiene que z=c+ A\71(z, — ¢), implicando que z,=c+
Az —c). El punto (xp, f(xp),2p) es la imagen de P en S; sin embargo, este
punto no esta representado en S, para ello hacemos

Z=zp=c+ Az —0¢), (4.3)
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y para & utilizamos la longitud de arco de la grafica de la funcion desde el
punto (0, f(0)) hasta el punto (xp, f(zp)), esto es;

- /O Y @) R da (4.4)

Z esté bien definida, ya que por la definicién de seccién recta, tenemos que
fy f' son continuas en [0, xy).

De (4.4) y (4.3) se tiene la definicion del anamorfismo ¢.
U

Notemos que la proposicién 4.6 es una extension a otras superficies de
la proposicion 2.5, ya que el plano S es una seccion recta con f(x)=Fk con

kc€lR el=1R donde
fla+ Az —a)) = b+Ay—0>)

= b+ Ay —b).
Despejando, tenemos
k—b
A—m,
y de esta manera
rp=a+ Az —a) :a+—(k _5)_(:%_@7
por lo cual
1+ _ (k=b)(x—a)
3:—/ 2dx = / dr=zp,=a+-—""—"= b
y
5:c+A(z—C):c+%

obteniendo el mismo anamorfismo de la proposiciéon 2.5.

Veamos con un ejemplo el método propuesto por la proposiciéon 4.6 para
hallar anamorfismos de secciones rectas.

Ejemplo 4.7. Para un observador @ = (a,b,c) y una secciéon S que es un
plano que pasa por el origen con vector normal («, 3,0), donde o, F£0€R
y (a, B) - (a,b) #0, hallar su anamorfismo.

Se debe identificar la seccién para usar la definiciéon 4.1, es decir, hallar
la funcion f que me describa el plano, como sabemos que la seccién pasa
por el origen y su vector normal es («, (3,0), su componente en z es cero
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Figura 4.3.

garantizando que sea una seccién recta, segin esto f seria una recta que
para por el origen (fig 4.3) por lo cual necesitamos identificar su pendiente
la cual se puede describir por medio del vector normal al plano como:

m=%
/87
v de esta manera f queda definida por
o
flx)==x
@=5
notemos que @ ¢ S pues

B

lo que implica que aw# —b3/a y por consiguiente f(x)+# —bx/a.
Ahora hacemos

fla+ Az —a)) = b+A(y—b)
%W+A = b+ A(y—b)
donde despejando A tenemos
b—2a

de esta manera

T
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Calculando la integral tenemos

- /OIP‘IH[%rdx
= 1/1—1—:%:2331,

T2 - <b—%a)(w—a)

A A e ey

(b—%a)(z —c)

T ey

De esta manera queda definido el anamorfismo ¢, que debido a la prueba
de la proposicién 4.6 nos garantiza la buena definicion del anamorfismo
sobre un dominio perspectivo proporcionado por la proposicién 4.3 donde

]I:{:UEIR

x#a—%b}.

De nuevo, en el anterior ejemplo vemos que si a =0, se tiene el resultado
de la proposiciéon 2.5.

4.1.3 Seccidon cilindrica

Se tienen herramientas necesarias para considerar la perspectiva en una
seccion cilindrica (cilindro circular recto), seccion que ha sido de suma
importancia para los artistas, ya que esta seccidon esté presente en los techos
de palacios, castillos, iglesias y todo tipo de arquitecturas.

Esta seccidon presenta un nivel de dificultad a la hora de realizar dibujos
que representen algun grado de perspectiva, pues se deben dibujar figuras
anamorfas de tal manera que estas figuras, al ser visualizadas por un obser-
vador se vean con la naturalidad esperada.

Sea @ = (a,b,c) un observador con b <0, hallemos el anamorfismo para
una superficie cilindrica, apoyandonos en una seccién recta.
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Figura 4.4.

Sea S una seccion recta con f(r)=+/7?— 12 para —r <z <7 donde r
es el radio de la proyeccion ortogonal de S en el plano xy (fig 4.4). Luego

fla+ XMz —a)) = b+A(y—Db)
\/?"2— (a+Az—a)? = b+Ay—-0),

resolviendo para A se tiene

_ =y —b)+a(z—a)]+[b(y —b) +alz —a)]’ — [(y = b)*+ (x — a)*|[a> + b°] — *

A W02+ (@ —a)? !

la derivada de f esta dada por

f'(=)

por lo cual
Tp

1/ x
Zl'p T
/1
+ r2_
Tp

VrZ—z2

. T\ |%p
= Trarcsi| —
r

—x
2 g2
1+ [f(x))? dz
2
Aozl
" dx
2

Il
—

0
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f@)=az?+ 3

\ A

5 5
y=: z

Figura 4.5.

. [ Tp
= Trarcsim| —
r

a—)\(x—a))

= rarcsin
r

Notemos que I=(—r,r), asi |xp| <7 y de esta manera garantizamos que el
argumento de la funcién arcsin sea menor que uno ya que |x,/r| < 1.

Para el valor de Z se tiene Z =c+ A(z —¢) con el A previamente
encontrado, de esta manera tenemos el anamorfismo ¢ para una super-
ficie cilindrica.

4.1.4 Seccién parabdlica

Ahora, determinaremos la perspectiva en una secciéon recta parabolica, es
decir, cuando f(x)=ax?+ (3. Si bien no es una secciéon que se use mucho, en
la actualidad existen complejos arquitecténicos compuestos por una estruc-
tura parabolica, por lo cual suele ser util tener un anamorfismo para este
tipo de secciones.

Sea @ = (a, b, c) un observador con b < 0, encontremos el anamorfismo
para la superficie parabélica.

En S tenemos que

f(x)=az®+ B, cona,BeR, a<0,>0 yazel,

r(_ 7B B
(6] (6]

donde

(ver figura 4.5).
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Luego

fla+ Xz —a)) = b+A(y—>)
ala+ Az —a))*+ 8 = b+Ay—b)

resolviendo para A tenemos

y—b+2aala—1x)+ \/(2aa(3: —a) —y+0b)?—4da(z —a)*(aa®+ 5 —b)
A= 2a(x —a)? ’

la derivada de f esta dada por
f'(x)=2a,

Oxp, 141 (@) d
xp, /1+ (2ax)?dx
0

40222 +1 + ilnpo&v + 42z +1

x 1
= 710 40421‘}274- 1 +Eln‘2ax‘p+ A /4042:Ep+ 1‘

como zp=a+ A(z —a) tenemos que

asi

— S

Tp
0

|8

W\/Zloﬁ(a—i— Az —a))?+1 +£ln’2a(a+ Az —a))+ \/4042((1-1— Az —a))+1].

=

Para el valor de Z se tiene
Z=c+ Az —0c).

4.2 Seccién en planta

Consideremos ahora al plano de planta como la secciéon §. En un inicio se
puede pensar en la inutilidad de una seccién de este tipo; sin embargo, es
utilizado en el “Street art”. Al pintar figuras de alguna complejidad pers-
pectiva en el suelo, se requiere de alguna técnica para su representacion que
genere el efecto deseado para un observador que claramente no se encuentre
en el suelo, es decir, con ¢# 0. También es muy usado por empresas de
publicidad que generan efectos de figuras 3D en espacios que por alguna
razén no pueden tener la figura real, o simplemente por costos.
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Se observara que este tipo de seccion tiene cierta similaridad con lo
estudiado en el capitulo 2.

Definicion 4.8. Una seccion en planta S es un plano que coincide con el
plano de planta.

Determinemos el dominio perspectivo para la seccién en planta. De la
definicion 2.2 tenemos que

P3={PcR¥ |pRoNS| =1},

como S esta en el plano de planta, entonces si A= {(x,y,z) € R3 z=c},
nuevamente

P3=R3\A,

pues el conjunto A es un plano paralelo a S que contiene al observador.

La siguiente proposicion permite encontrar un anamorfismo para la sec-
cion plana, cuya prueba se deja al lector, debido a su similitud con la
proposicion 2.5.

Proposicién 4.9. Sean P=(z,y,z) €P3, Q= (a,b,c) un observador. Si S
es una seccion en planta, entonces la representacion de P en S estd dada por

P(P)=P=(2,7)
donde
c(r—a) ~_b_c(y—b).

j:a—— =
zZ—C y y zZ—C

Notemos que se sustituye Z por § para hacer énfasis en que la seccion
esta en planta, por lo cual conviene escribir g, observemos que (z —c¢) #0
ya que P €P? y esto implica que P ¢ A y por tanto z # c.

En esta seccion se pueden conseguir efectos de tridimensionalidad cuando
el objeto a representar se encuentra con altura z, donde z < ¢ como se
estudiara en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.10. Para un observador @) = (8, —6,5.3) representemos un cubo
con vértices A, B,C, D, A’, B, C’, D’. En la tabla 4.1 se muestran los
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z Y z z 0]
A 10 6 0 10 6
B 77 79 0 7.7 7.9
¢ 97 103 0 9.7 10.3
D 12 84 0 12 8.4
A" 10 6 3 12.6  21.7
B 77 79 3 7.3 26
c’ 9.7 103 3 11.9 31.6
D' 12 84 3 172 272

Tabla 4.1. Valores para un observador (8, —6,5.3).

puntos y sus respectivas representaciones. En la figura 4.6a vemos la imagen
del cubo en la seccién como una figura anamorfa, sin embargo, para el
observador ocurre una ilusién Optica el cual percibe esta misma imagen de
una manera distinta (algo aproximado a la figura 4.6b), dandole una mayor
sensacion de tridimensionalidad.

fig a)

v =

fig b)

Figura 4.6. Fig a): Dibujo en la secciéon del cubo en perspectiva. Fig b): Ilusion
optica de un cubo para un observador Q = (8, —6,5.3).
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Lo que notamos en este ejemplo, es que en la figura 4.6a, a medida que
la componente § aumenta, esta empieza a expandirse. Esta expansion es
la que contrarresta la perspectiva natural para el observador, ya que éste,
la componente y es la que genera perspectiva, sin embargo, esta anulacion
de perspectivas hace que se genere el efecto 6ptico en el observador y este

pueda ver la figura 4.6b. Sabemos que la figura A BC' D forma un cuadrado
en S porque A, B,C, D €S luego no hay ninguna transformacion, lo que
implica que sigue siendo un cuadrado. Ahora nos podemos preguntar ;Es
la figura en S, A’ B’C’ D’ un cuadrado? tendremos que esperar hasta la
proposiciéon 4.11 para dar respuesta a esta interrogante.

Analicemos el anamorfismo presentado en la proposiciéon 4.9.

Sean Q = (a,b,c) un observador con ¢ >0, P=(z,y,2) €P?y S una
seccion de planta, entonces si P €S se tiene

c(r—a)
0—c

c(y —b)

r=a—
0—c

j=b-

esto era de esperar, ya que todo punto en S no tiene transformacion, porque
el es su propio representante. Si P = (a,b, z) con z # ¢ tenemos que

- cla—a)

G J c(b—b)
]

Z—C

h—
z—c
I=a .

En este caso la representacién coincide con la proyecciéon ortogonal del
observador a la seccion.

Ahora, veamos qué ocurre con las imagenes de las rectas paralelas, para
ello obtendremos resultados andlogos a los de las proposiciones 2.12 y 2.14,
pero adaptados a la seccién en planta, la demostracion de estos resultados
se deja al lector debido a su similaridad con las realizadas en 2.12 y 2.14.

Proposicion 4.11. Si dos rectas L1 y Lo son paralelas y estas a su vez lo
son con la seccion, entonces sus imdgenes son rectas paralelas.

Este resultado propociona una respuesta al interrogante que teniamos en
el ejemplo 4.10 sobre si la figura A’ B’ C’ D’ formaba un cuadrado; en efecto
lo forma, debido a que A’B’C’D’ es un cuadrado paralelo a S y sus lados
estan conformados por rectas paralelas a la seccion, luego A’ B’ es paralela

a C''D’ y por lo tanto A’ B’ es paralela con C''D’, de igual manera se tiene

que A'D’ es paralela con B’C’ y finalmente se demuestra que A’ B'C' D’
forma un cuadrado.
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Proposicion 4.12. Sean Ly y Lo dos rectas paralelas, pero no con S,
entonces sus imdgenes son semi-rectas que convergen al punto

cdy ,  cdy
(a—Tz,b dZ >

donde el vector director de las rectas estd dado por d=(dy,dy,d,) con d,#0.

Cuando las rectas son perpendiculares a S tenemos que sus respectivos
vectores directores son d = (0,0, d.), y de esta manera se tiene que el punto
de fuga de estas rectas esté en (a, b) justamente bajo el observador, por lo
cual podemos afirmar que todo objeto que se genere por extrusion (barrido)
ortogonal en el eje z, sus paredes rectas estaran conformadas por rectas
convergentes en los pies del observador.

4.3 Seccion esférica

Ademas de la seccion cilindrica, otra secciéon que ha sido importante en la
historia de la perspectiva es la seccion esférica, dado que muchos artistas
abordaron este problema debido a que existen estructuras arquitecténicas
con esta forma, méas especificamente domos, el cual demandaba un mayor
esfuerzo al momento de calcular perspectivas.

Definicion 4.13. Una seccion esférica S es una semiesfera de radio r y
centrada en el origen.

La siguiente proposicién nos proporciona el dominio perspectivo para la
seccion esférica.

Proposicion 4.14. Para una seccion esférica de radio v y un observador
Q= (a,b,c) con c<0, el dominio perspectivo viene dado por

T T a(t — 1) 4 trsin(a) cos(5)
IP3 — y | € ]R3 y |= b(t — 1) +tr sin(a) Sin(ﬁ) 5

conteR, 0<a<2ny0<pG<n/2.
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Figura 4.7. Seccion esferica.

Demostraciéon. Se necesita garantizar que la intersecciéon de pRg con S
sea un Unico punto, para ello construimos un rayo con el observador y un

punto en la seccion P (fig 4.7). Asi,

x a Pm_a
PRq: y |=| b |+1 ]Sy—b para t € R,
z c b _ ¢

escribimos el punto P en coordenadas esféricas con 0 < a < 2n y0<pB<n/2,

x a rsin(a) cos(fB) —a
y | = | b |+t rsin(a)sin(8) —b
2 c —c

a(t —1) +trsin(a) cos(8) —a
= | b(t—1)+trsin(a)sin(F)—b
c(t—1)

de esta manera P = (z,y, z) € P3, pues garantizamos que la interseccion de
PR@ con S es un tnico punto, en este caso P. |

Ahora se halla el anamorfismo @ para la seccidon esférica S y un obser-
vador Q = (a, b, c) con ¢<0. Un punto (x,y, 2) € R? en una esfera de radio
r satisface la siguiente expresion

224 y? + 22 =r? (4.5)
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donde, si consideramos z >0, tenemos la semi-esfera. Sea P=(z,y,z) € P3,
si consideramos el rayo

T a Tr—a
PRg: g l=|0b|+A y—> con A€ R, (4.6)
z c z—c

y deseamos intersecar este con la semiesfera para hallar la representacion

P, es decir, pRoNS = {P} se debe tener que P satisface (4.5) y (4.6)
simultdneamente, por lo cual se tiene que

(@a+ XMz —a)?+ b+ My —0))2+(c+Az—c))?=r?
donde, resolviendo para A se tiene que

A= (z—a)’+(y—b2+(2—¢)?
B = a(x—a)+b(y—>b)+c(z—c)
C = a?+b>+c2—r?

)\_—B+\/BQ—AC

= T ,

de esta manera

.| Pe a | _B4y/B2-AC| T—0
P=|py |=| b |+ . y—b |,
D c z—c

pero esto es atin un punto en R? y no en S, por lo cual utilizando coorde-
nadas esféricas tenemos que

a _B4/B2—AC| T 7 sin(y) cos(0)
b |+ 1 y—>b |=| rsin(y)sin(h)
c z—c rcos(7y)

asi

—-B+4/B2-AC —B+4/B?—AC
7005_1(;-{—(2—0)) Gcos_l( a (z—a)

rA rsin(7y) + rsin(y) A
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y finalmente tenemos que
T=rb Z=r=—r7,
teniendo el anamorfismo

0 T
3(P)=r| - <p< <~y <=
o(P)=r r’y]’ con 0<0<2n y ()_’y<2

2




Capitulo 5
Perspectiva n-dimensional

Una limitante que se posee es graficar un objeto en méas de tres dimensiones,
debido a que este se escapa de nuestra comprension fisica; sin embargo, el no
tener una experiencia fisica con una dimensién mayor en la que vivimos no
nos limita su estudio, con las matematicas se pueden estudiar estos espacios
n-dimensionales y, como se desarrolla en este capitulo, la perspectiva no
es un fenémeno exclusivo de nuestro universo tridimensional. Se analizara
como los conceptos hasta ahora vistos se extienden a otras dimensiones tales
como: dominio perspectivo, anamorfismo, convergencia de rectas paralelas,
horizonte y puntos de fuga.

5.1 Dominio perspectivo n-dimensional

Extendemos el concepto de rayo y observador que se estudio en las defini-
ciones (1.2), (1.3) a dimensiones mayores.

Definicion 5.1. Sean p y q dos puntos diferentes de R"™, decimos que un
rayo es una recta en el espacio n-dimensional que se denotard por pR.

Una expresion mateméatica para el rayo es la siguiente: sean x = (1, ...,

Zn), P=(P1,.-.-Pn), 4= (q1,...qn) puntos en R", luego el rayo pRg n-
dimensional esta dado por

21 il P1—q1
x —_—
PRq: ,2 = q,2 +t bz . © parat€R,
Tn qn Pn— dn
En notacion vectorial seré: si x = (z1,...,2n),P= (P1,---Pn), 4= (q1,--- qn)

son puntos en R", entonces

PRg: x=q+t(p—q) para t € R.

89
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En los anteriores capitulos el observador siempre pertenece al mismo espacio
dimensional del punto a representar, por lo cual la siguiente definicién solo
extiende el espacio en el que esta el observador de R? a R”.

Definicién 5.2. Un observador en el espacio n-dimensional es un punto
en dicho espacio al cual convergen rayos desde otros puntos. Se denotard
como q.

Notemos que el observador pertenece a R, por lo cual, como observa-
dores que percibimos la tercera dimensién nos costara entender las imégenes
en perspectiva de los objetos de R™.

Al considerar la recta real como un espacio unidimensional, un punto
arbitrario de este espacio permite dividir el espacio en dos sub-espacios,
cuyo caso son dos semi-rectas. A este punto se la llama hiperplano. Si
consideramos el espacio bidimensional IR?, una recta serfa un hiperplano
dado que nos permite dividir el espacio R? en dos sub-espacios y para el
espacio R? tenemos que un hiperplano es el plano ordinario que podemos
escribir con ecuacion lineal

mi1(x — xo) +ma(y — yo) +m3(z — z0) =0

donde m = (my, ma, m3) es el vector normal al plano y xo= (zo, Yo, 20) €s
un punto contenido en el plano. Este concepto se puede extender a R, asi,
un hiperplano en R? es una especie de espacio tridimensional que divide al
espacio de cuarta dimensién en dos sub-espacios. En general, un hiperplano
es un objeto divisor de dimensiéon n — 1 que permite dividir el espacio R"™
en dos sub-espacios.

En lo anterior encontramos una idea intuitiva de lo que es un hiperplano,
pero estamos lejos de su definicion formal y rigurosa (algo fuera del obje-
tivo de este texto); sin embargo, por abuso de escritura y formalismo un
hiperplano en un espacio n-dimensional descrito por una ecuacion lineal
de la forma

n
> my(wr—a) =0 (5.1)

k=1

donde m= (my,...,my) es el vector normal al hiperplano y a=(ay,...,a,) es
un punto contenido en el hiperplano. Un hiperplano puede ser considerado
como un caso particular de una secciéon n-dimensional S® !, pero a su vez
como una extensiéon natural de la seccién tratada en el capitulo 2, por lo
cual en este capitulo solo consideraremos la secciéon como un hiperplano, por
lo cual nos resta identificar el punto por el cual pasa (que sera el origen) y
su vector normal, para ello se hace una convencién del sistema coordenado
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para una seccién 8"~ ! y un observador q € R™, en el capitulo 2 se consider6
como eje de profundidad al eje y, si bien puede asumir cualquier otro eje,
por cuestiones de practicidad y para identificar el eje z con la altura elegimos
el eje y. Ahora, para un nuevo sistema de coordenadas en R" se conserva
esta convencion, por lo cual para un sistema de coordenadas x1,..., T, en
R™ siempre consideraremos a x2 como la componente de profundidad que
genera perspectiva. De esta manera podemos definir nuestra seccién como:
un hiperplano que pasa por el origen y tiene como vector normal al vector
m=(0,1,0,...,0) € R", esto es segun (5.1) se tiene que z2=0, por lo cual

S l={(x1,29,23,...,7,) ER" 2= 0}.

Definicion 5.3. Para q un observador, diremos que un conjunto P™ CIR"
definido por

P":={PeR"||pRoNS" 1 =1},

es un dominio perspectivo con respecto a una seccion S"~! y un obser-
vador .

Lo que nos dice esta definicion es que si tenemos un hiperplano de
dimensién n — 1 y un rayo en R, la interseccién de este con el hiperplano
debe ser un solo punto de R, que posteriormente identificaremos en S™~!
por medio de un anamorfismo con coordenadas locales mediante una (n —
1)-tupla.

Para identificar el dominio perspectivo debemos tener en cuenta tres
cosas:

e La primera, es que el observador no puede estar en S” !, es decir,
si q=1(q1, q2, ... qn) es el observador, entonces gz < 0.

e La segunda, es que si x = (z1,x2,...,Z,) €s un punto a representar,
entonces x # q.

e La tercera, es que si q=(qi, ¢2,-.-qn) es el observador y x = (z1,
x2,...,Ty) €S Un punto a representar entonces ga # s, pues si ga =2
entonces el vector director de pR¢ estara dado por

T1—q1 P1—q1
T2— @2 0

r3—4q3 |=| ¥3—4q3 |,

Tn — (4n | Pn—qn |
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y es paralelo a la seccion, lo que implica que pR sea paralelo a S"~!
y no exista interseccion.

Las dos primeras se dan por hechas, debido a lo realizado en el capitulo 2,
no tiene sentido que se consideren estos casos, sin embargo, el tercer caso
es clave para determinar el dominio perspectivo. Si q=(q1, g2, ... ¢n) €s un
observador y A :={(x1,z2,...,x,) € R"| z2= g2}, entonces

P"=R"™A.

5.2 Anamorfismo n-dimensional

Ya solucionado el problema de identificaciéon del dominio perspectivo en
IR™, nos concentraremos en definir un anamorfismo para el espacio n-dimen-
sional como una generalizaciéon del concepto de anamorfismo planteado en
la definicion (2.4).

Definicion 5.4. Sea Q@ un observador. Un anamorfismo n-dimensional es

una funcion de dominio P™ con valores en S"~1, definida de la siguiente
manera:

@:P"— 8"~ definida por 3(P)=P.

Para la obtencién de un anamorfismo en la secciéon S™~! dada anterior-
mente como un hiperplano, debemos definir una funcién que permita omitir
una componente, con el fin de encontrar una comodidad en los céalculos y
la escritura (como se hizo en los anteriores capitulos omitiendo §=0).

Definicion 5.5. Sea x = (x1, x2,...,x,) € R", definimos la funcion W;:
R® —R" ! como \I’Z(X) = (:131, ey L1, L1y ey .Tn) eR 1.

Lo que hace la funcién ¥; es eliminar la ¢-ésima componente del punto,
y de esta manea obtener la reducciéon de una dimensiéon. La funcién W; es
un operador lineal, es decir,

Ui(x+ ay) = ¥(x) + a¥(y) para x,y € R", a € R.
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Proposicion 5.6. Sean x = (x1,x2,...,2,) €EP", q=(q1, g2, .. qn) un
observador y S~ una seccion n-dimensional, entonces la representacion
de x en S"~! estd dado por

@(x) = Wa(q) — (xz(]%%)%(x —q).

Demostraciéon. Sean x = (z1,2,...,%,) € P", q=(q1, 2, ... ¢n) un obser-
vador y "1 una secciéon n-dimensional, tomando el rayo pR¢ tenemos que

T q1 r1—q1

T To —

2= q,Q +Al 7?7 @ para A € R, (5.2)
Tn dn Tn — Q4n

X = (%1, 9, T3,...Tp) estd en 8" ! si y solo si T2 =0, de esta manera

A=—2
€T2— QG2

y sustituyendo este valor de A en el (5.2) se tiene que

T Q1 1 —q

0 q2 T2 — Q2

i3 |=| a3 | ——L | 23— g3

: e
_«i'n_ _Qn_ _xn_qn_

como ¢(x)=x=(Z1,T3,...Ty) tenemos que

r1 q1 r1—aq1
T3 | | g3 q2 r3—q3
N N I T2—q2
Tn n Tn— qn
luego
P(x) = Walq) — S ba(x —a).
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Veamos un ejemplo de la proposiciéon 5.6.

Ejemplo 5.7. Para un observador q = (2, -3, —1,3,5) € R® hallemos la
representacion en S* del punto x = (1, -2, 6,0, —2) € R>.

P(x) = Wy(q) ——L—Wy(x —q)

T2 — Q2
9 1-2
_3 4 2 (-3)
=Wl | o1 | |- ——0_w| | 6-(-1)
3 —2-(=3) 0—3
5 _9_5
] -
_3 1
= Wl | -1 + 3, 7
3 _3
5 _7
2 [ 1 1
1 7 20
=13 |73 =3 || =6
5 _7 _16

Notemos que si q=(a,b,c) y x=(z, y, z) entonces

P(x) = Us(q) — —L2 _Wy(x—q)

T2 —q2
[ a b x—a
= Uyl [ b — Wol | y—0
y—>b
| z—c
_ b | z-a
| y—>b|l z—c
a———(x—a
= - €S?=8,
c———(z—0)

que es el mismo resultado del corolario 2.6.

Analicemos un poco el anamorfismo n-dimensional.
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Punto T z W
(0,0,0,0) 0 0 0
(3,0,0,0) 3 0 0
(0,3,0,0) 0 0.5 0.5
(0,0,3,0) 0 3 0
(0,0,0,3) 0 0 3
(3,3,0,0) 1.5 05 0.5
(0,3,3,0) 0 2 0.5
(0,0,3,3) 0 3 3
(3,0,3,0) 3 3 0
(3,0,0,3) 3 0 3
(0,3,0,3) 0 0.5 2
(3,3,3,0) 1.5 2 0.5
(0,3,3,3) 0 2 2
(3,0,3,3) 3 3 3
(3,3,0,3) 1.5 0.5 2
(3,3,3,3) 1.5 2 2

Tabla 5.1. Valores para un observador (0, —3,1,1).

Six=(r1,72,...,70) €ES" 'y q=(q1, q2,...qn) s un observador entonces
2 =0y se tiene que

P(x) = Wy(q) — 0 ‘I’z(x q)
= Uy(q)+ ‘I’( )
= Wy(q) + Pa(x) — Va(q)
Uy(x) = (21, 23,...7p) €ES" L,

por lo que la representaciéon de un punto en S"~! es el mismo punto.

Mostremos cémo se grafica un cubo de R* (o teseracto), esta figura
geométrica posee 24 caras, 16 vértices y 32 aristas. En [3, capitulo 4], figura
26 el autor nos muestra el dibujo del cubo en R?. El ejemplo dado a conti-
nuaciéon mostrara una forma alternativa de obtener el teseracto utilizando
la proposicion 5.6.

Ejemplo 5.8. Para graficar un cubo en IR* consideraremos un cubo de lado
3 unidades con uno de sus vértices ubicado en el origen y con una de sus
caras paralela a la seccion S3, por lo cual los 16 vértices de este cubo estan
dados por la forma (x1, x2, x3, x4) donde z; toma el valor de cero o tres.
Considerando un observador (0, —3,1,1) presentamos las representaciones
de los vértices en la tabla 5.1 y la figura 5.1 muestra el teseracto. Notemos
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IS

Z
—

i

Figura 5.1. Teseracto, para un observador (0, —3,1,1).

que los ocho puntos que tienen como componente y =0, estan sobre la
seccion S3, por lo cual no vemos cambios en los valores de las componentes
de su representacion.

5.3 Rectas paralelas en IR"

Extendemos los resultados y observaciones dadas en el capitulo 2, respecto
a rectas paralelas.

decimos que dos rectas son paralelas en IP” si son rectas paralelas en R"
que a lo sumo no contienen un punto en P".

Proposicion 5.9. Si dos rectas L1 y L2 son paralelas en P™ y estas a su
vez lo son con S"~1, entonces sus imdgenes son rectas paralelas.

Demostraciéon. Sean Li:x1 =p1+td y Lo:x2=p2+tad con t; € R,
p;€R™ ¢=1,2. y d un vector director en IR™ tal que su segunda componente
es dy =0, de esta manera garantizamos que L y Lo sean paralelas entre

si por tener el mismo vector director d, y ademéas son paralelas a S ! ya
que el vector director d tiene su segunda componente igual a cero. Asi cada
punto de L; quedara determinado por el parametro ¢

xi;(t) = pij +td;, conteR,i=1,2.,, yj=1,2,...,n
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El conjunto ¢(L;) esta dada por

@@»=xwm—7ﬁi—%wrm

$i2—QQ)
pi1 +tdi —q1
q Pi2 — q2
= Uy(q)— —2 Wyl | piz+tds—q
2(q) (2 — @) 2 3 :3 3
L pin+tdn_Qn 1
[ Di1 — q1 I
" Pi2 — q2 0
= U -1 U pis—qs |+t| ds
Aa) (Pi2 — g2) 2 . .
L DPin — 4n i L dn 1
q2
= U — 2 _[Uy(p; —q) +t¥s(d
2(q) (m_(p)[ 2(pi — q) +tWa(d)]
~ q2
= i) — —————tWUs(d
o(pi) on—) 2(d)
= &(pi) +top(d)

Para las rectas £ y Lo tenemos que sus imagenes en S™~! son rectas
y q y Y

como su vector director es el mismo ¢(d) (no depende de i), entonces estas
rectas imagenes son paralelas. O

Ejemplo 5.10. En el ejemplo 5.8, el segmento formado por los puntos
(0,0,0,0), (0,0,0,3) y el segmento formado por los puntos (3,0, 0,0),
(3,0,0,3) son paralelos pues comparten el mismo vector director d = (0, 0,
0,3), ademas también son paralelos a la seccién S3 por tener su segunda
componente igual a cero. Por lo proposiciéon 5.9 tenemos que las imagenes
de estos segmentos son paralelos, hecho que concuerda con la imagen del
Teseracto de la figura 5.1 donde se muestra el cubo externo y el interno
compartiendo similitudes.

Proposicion 5.11. Sean L1 y Lo dos rectas paralelas en R™ tales que no

son paralelas a S"~ 1, entonces sus imdgenes son semi-rectas en R" ! que
convergen a un punto en S" ', el cual estd dado por

Va=1a(q) - - a(d)

donde el vector director de las rectas esta dado por d=(dy,...,dy) con da#0.
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Demostraciéon. Sean Li:x1=p1+tdy Lo:xo=ps+itd conteR, p; e R?,
t=1,2 y d un vector director en R" con su segunda componente distinta
de cero. Asi, cada punto de £; quedaréi determinado por el parametro ¢

z;j(t) = pij +td;, conteR,i=1,2., yj=1,2,....n
Cada punto del conjunto ¢(L;) esta dada por

P(x;) = %(q)—%wxi—q)

T2 — q2)
pi1+tdi—q1
qQ2 pio +tds — g2
= U — N\
() (pio+tda— q2) :
L pin+tdn_Qn 1
pi1+tdi—q1
qQ2 pio +tds — g2
— Uy(q) — v
2(a) (pio+tda— q2) :
L pin+tdn_Qn 1
q2
— Wy(q) — Uy(ps — q) +t0s(d
2(q) (pi2+td2—(p)[ 2(pi —q) 2(d)]
q2 q2
— Uy(q) — Uo(pi — q) — t0y(d),
2(q) (pio+tda— q2) 2(pi—a) (pio +tda— q2) 2(d)

calculando el limite cuando ¢ — oo, tenemos:

lim (Wg(q) B 32 )q’g(pi -q)— ( 92 )t\IIQ(d)>

{00 pi2+tda— g2 pio +tds — g2

= Us(q) — Ua(pi —q) I 2_____gy(d)li »
2(q) 2(p Q)tggo(pﬂ_,_tdQ_qQ) 2( )tirgo(pz?‘f'tdQ_@D)

= Uy(q) — Wa(d) li =
2(a) 2( )tirgo(pi2+td2—%)

= Uy(q) —?722 2(d).

0

En este caso V € S" ! es el punto de fuga al cual convergen las rectas
paralelas, lo podemos interpretar como el infinito, generando la sensacion
de profundidad de la n-dimension.



5.3 RECTAS PARALELAS EN R" 99

Figura 5.2. Convergencia hacia el punto (0,1,1).

Ejemplo 5.12. En el ejemplo 5.8, notamos que hay unos segmentos que
a pesar de que son paralelos, sus imagenes nos son. Estos segmentos se
identifican con el vector director d = (0,1, 0,0), en virtud de la proposicion
5.11, tenemos que las imagenes de las rectas que contienen a estos segmentos
convergen a un punto Vg donde

Va = Uy(q) — Luy(a)

do
0 0
-3 -3 1
i R e
1 0
[0 ] 0
= |1 |+3] 0
1] 0
0]
— 1’
_1_

el cual vendria siendo coordenadas z, z, w del observador®!. En la figura
5.2 vemos como estos segmentos tienden a converger al punto Vg=(0,1,1).

En el capitulo 2 se estudi6 el conjunto horizonte (linea de horizonte).
este concepto también lo podemos analizar en un espacio n-dimensional,
por lo cual, extenderemos la definiciéon 2.9 como se sigue.

5.1. De hecho, esto siempre sucede debido a que Vg = ¥a(q) — 3—2\112((0, 1,0,0)) = ¥2(q).
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Definicion 5.13. Sean q un observador, A:={x€P"|x=(x1,x2,...,Tn_1,

an)} y @la. Se define el horizonte de S"~*, denotado por H dado por el
stquiente conjunto

H:={p(p)lpcA}.

De esta definicion podemos notar que:

~ q2
= U — 12 Uy(x—
(P(p) Q(q) (22— q2) 2( q)
q1 T1—q1
q2 T2 — G2
— . -7 (P )\p .
T2 — Qg2
dn—1 Tn—1—(4n—-1
| dn | L dn — 4n
q1 r1—q1
q3 T3—q3
_ | @ .
(2 — q2)
dn—1 Tn—1—4dn-1
- qn - - 0 -
=2z —q) | .
(z2— q2) jl
72 ~
q3 — m(xiﬂ —qs3) T3
- . - 9
@ . Tpn—1
-1~ 757y (%3 = @3) .
i In 1 )

de esta manera el conjunto horizonte lo podemos escribir como
H= {(Zi’l, T3yeeey Ty—1, qn) S Snil}.

Este conjunto se representa como un hiperplano de dimension n — 2 (es aqui
donde pasamos de decir “una linea de horizonte a un hiperplano de horizonte
de dimension n —27). Este hiperplano H es paralelo al hiperplano generado

por los ejes &1,23,...,Tn—1 €en S L.

Un resultado més general del corolario 2.18 es el siguiente:

Corolario 5.14. Toda imagen de rectas paralelas al hiperplano conformado
por los ejes F1,%2,...,%n_1, pero no a S"1, tiene a su respectivos puntos

de fuga en 'H.
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Demostraciéon. El vector director de rectas paralelas al plano conformado
por los ejes Z1,T2,...,Tn—1 es de la forma d = (d1,ds,...,dn_1,0), asi

Va = Wo(q) —Ly(a)

do
dq
q1 dy
I q2 _Q2y .
: ds :
) dp—
In no 1
Q1 — qu—zdl
q3 — qu—zd:a
= cH.

O

En el ejemplo 5.12 vimos que rectas con vector director d = (0, 1,0, 0)
convergen al punto Vg=(0,1,1) el cual estd en H={(%,%,1) € S3} (ver fig
5.2).






Capitulo 6

Linperscal

En este capitulo veremos el manejo de un software que nos permitira realizar
los calculos en perspectiva de una manera muy sencilla. como hemos visto
en los ejemplos, es tedioso calcular las representaciones dependiendo del tipo
de seccion, por lo cual un complemento a este trabajo fue la elaboracion
de un software que redne todos los resultados de la teoria de la perspectiva
con el fin de realizar todos los célculos. Este software hace parte de la tesis
elaborada por Darly Ospina M. para optar al titulo de Matematico.

[inperscad, g

Linperscal (Linear Perspective Calculator) es una aplicacion informa-
tica que tiene como objetivo proporcionar a los usuarios una herramienta
que permite la realizacion de célculos en la perspectiva lineal conica (sin pre-
tender nunca ser un programa de renderizado 3D). Se encuentra desarrollado
principalmente para el sistema operativo Windows tanto con arquitectura
de 32 bits (x86) como de 64 bits (x64), ejecutandose en un archivo ins-
taller de extension .exe. Desarrollador Darly Ospina M. Aprobado por
Cristian Felipe Gallego O. A la fecha (8 de mayo de 2021) se encuentra
en la versiéon 1.0.0.

Linperscal permite calcular representaciones de puntos contenidos en
un dominio perspectivo para un observador y una secciéon dados, ingresando
las coordenadas del observador entrega un anélisis preliminar como la linea
de horizonte y los tres puntos de fuga principales. También permite el
calculo de puntos de fuga para rectas de vector director dado, el célculo de
puntos representados de curvas en el espacio, asi como las representaciones
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de puntos en otras secciones y el calculo de representaciones de puntos en
otras dimensiones. Viene incorporado con un label en los botones de entrada
y salida para orientar el usuario, de necesitar mas informacién, el usuario
puede oprimir las teclas Ctrl + H y ubicando el cursor en cualquier entrada
o salida recibiré una ventana con una ayuda mas especifica.

A continuacién, se muestra unas capturas de pantalla de la interfaz de
usuario del software Linperscal.

erate Tools Window Help

> &

Punto de fuga (NaN ; NeN)

= - B
Operate Tools Window Help

> ® 0

rpendiculares a la sec
intos de fuga V-1 y.
(0.00;0,00)y (0.00; 0,00).

Punto de fuga (NaN; NaN)
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B8 tnpersca
Fle Edt Opente Tools Window Help

> &

Unidades

Vector Desp/Esc Vect Trans

Rotacién
Enelge X

Angulo Radianes

Grados

Analisis preliminar Sec
-Observador (000, 0,00, 0,00).
Seccion fnita (Desactivado).
~Unidades de medida en metros.

Linea del horizonte en z= 000,
_Punto de fuga para rectas
perpendiculares  a seccién (0,00; 000).
-Puntos de fuga V-1 y

(000;0,00)y 0.00; 0.00).

Puntos de Fuga Seccién Plana

Modo

vedt director Punto A Punto B

Punto de fuga (Na
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B8 tnpersca
Fle Edt Opente Tools Window Help

>®

nes | Perspectiva n-dimensional

Puntos de Fuga

Obsenad Punto veat directo

6n Finita

ecor Desp/Esc

Rotacién

Enelge X

Angulo Radianes

Grados

Punto de Fuga

Analiis preliminar Seccién Plana

-Observador (0,00, 000, 0,00).
-Seccitn finia (Desactivado).
~Unidadies de medida en metros.
Linea del horizonte en z= 000,
_Punto de fuga para rectas
perpendiculares  a seccién (0,00; 000).
-Puntos de fuga V-1 y
(0.00:0,00)y (0.00; 0,0).

Puntos de Fuga Seccién Plana

vedt director Punto A Punto B

Punto de fuga (Na
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Ahora realizaremos una explicaciéon detallada de su input y output.

1 1. Esta es una barra bésica
7 de tareas donde el botéon

| 2 | ejecuta una sola vez el pro-
grama y el siguiente botén a

3 10 la derecha ejecuta de manera
s (|9 continua el programa (esta
opcién no es recomendada por

4 que consume muchos recursos
del equipo).

2. (input) coordenadas del obser-

— 7 vador.
e 3. (input) para secciones aco-
I:I tadas y cambio de unidades.
13| [14
15 4. (input & output) para la
transformacion de vectores.

5. (output) analisis preliminar
con informacién de obser-
vador, seccion finita, linea de

| | horizonte y los tres puntos de

fuga principales.

I 20 I—I 6. (input & output) para deter-
19

minar puntos de fuga dado un

18
vector director, o dos puntos
del espacio.
7. Esta pestana contiene a 8,9
y 10, concerniente a una sec-
51 ! cion plana y ortogonal al eje
| | de vision.
22|23 25

punto a representar.

H I:I 8. (input) componentes del

9. (output) componentes de la
representaciéon en S.
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10. (output)  representacion
grafica del punto represen-
tado.

11. Esta pestana contiene a
12,13,14 y 15, concerniente
a una seccién plana y orto-
gonal al eje de visi6n, en
esta pestana se encuentra
todas las herramientas para
la obtencién de las repre-
sentaciones de curvas en el
espacio.

12. (input) entradas de los
pardmetros para la curva
a representar. Una vez ele-
gida el tipo de curva, los
leds indican que parametros
ingresar.

13. (output) valores del para-
metro ¢t de para los cuales
se estan evaluando automa-
ticamente.

14. (output) coordenadas de las
representaciones respectivas
a cada t.

15. (output)  representacion
grafica del punto represen-
tado.

16. Esta pestana contiene a
17,18,19 y 21, concerniente
a otras secciones.

107

17. (input) ingreso del tipo de
seccion.

18. (input) ingreso de coor-
denadas del punto a repre-
sentar.

19. (output) componentes de la
representacion en S.

20. (output)  representacion
grafica del punto represen-
tado.

21. Esta pestana contiene a
22,23,24 y 25, concerniente
a la perspectiva n-dimen-
sional.

22. (input) coordenadas del
observador perteneciente a
una n-dimension.

23. (input) punto en una n-
dimension, a representar.

24. (output) coordenadas de la
representacion del punto en
la seccion S™~ 1.

25. (input & output) para
determinar puntos de fuga
dado un vector director en

R™

También se ha desarrollado una versiéon ligera en un archivo de aplicacion
para el sistema operativo Android® de tipo .apk, la cual solo contiene
como input un observador, el punto a representar y un vector director, y
como output las coordenadas de la representacién del punto y un punto de
fuga en la seccion plana ortogonal al eje de vision del observador ademas
informacién como la linea de horizonte y los tres puntos de fuga principales.

Desarrollador Darly Ospina M. Aprobado por Cristian Felipe Gallego
O. A la fecha (8 de mayo de 2021) se encuentra en la version 1.0.

A continuacioén, se muestra unas capturas de pantalla de la interfaz de
usuario de la aplicacién Linperscal.apk.
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[ipp-rscad
A S
(Observador Punto

4
S 1471429
i 2242857

@ ")

Linea de Horizonteenz =3

Puntos de fuga
V=(5,3)
V1=(3,3)
V+1=(7,3)

LINPERSCAL

DPETScal
L)p‘T’_’
Punto de Fuga

r 7.25
5.5
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