% UNIVERSIDAD
' DE ANTIOQUIA

Comprension del concepto de derivada de maestros en formacion en el contexto de Newton

y de Leibniz a partir de la EpC

América Maria Cardona Arias

Tesis de maestria presentada para optar al titulo de Magister en Educacion

Tutora

Zaida Margot Santa Ramirez, Doctor (PhD) en Educacion

Universidad de Antioquia
Facultad de Educacion
Maestria en Educacion

Medellin, Antioquia, Colombia
2021



Cita (Cardona Arias, 2021)

] Cardona Arias, A. (2021). Comprensién del concepto de derivada de maestros en
Referencia formacion en el contexto de Newtony de Leibniz a partirde la EpC [Tesis de

Estilo APA 7 (2020) maestria]. Universidad de Antioquia, Medellin, Colombia.

OLSASs ()IOO

Maestria en Educacién, Cohorte V.

Grupo de Investigacion Educacion Matematica e Historia (Edumath).

UNIVERSIDAD
. DE ANTIOQUIA Sistema
de Bibliotecas

Vicerrectoria de Docencia

Centro de Documentacion Educacién

Repositorio Institucional: http://bibliotecadigital.udea.edu.co

Universidad de Antioquia - www.udea.edu.co

Rector: John Jairo Arboleda Céspedes.
Decano/Director: Wilson BolivarBuritica.

Jefe departamento: Alejandro de Jesis Mesa Arango.

El contenido de esta obra corresponde al derecho de expresion de los autores y no compromete el pensamiento
institucional de la Universidad de Antioquia ni desata su responsabilidad frente a terceros. Los autores asumen la
responsabilidad por los derechos de autory conexos.


https://co.creativecommons.net/tipos-de-licencias/
https://co.creativecommons.net/tipos-de-licencias/

Presente en mis recuerdos y en mi corazon, a ti papa.

Agradecimientos

Agradezco, en primer lugar, a la vida, por permitirme forjar tan valiosos aprendizajes y gratas

experiencias.

A mis hijos que, con su tiempo, paciencia y sus sonrisas, me alentaron en cada paso, en todo

momento.
A mi esposo Mauricio, por su acompariamiento e interés y por todo su amor.

A mi madre Luz Maria y a mi hermana Natalia, gracias por todos sus cuidados, compafiia y

comprension.
Al grupo de investigacion Educacién Matematica e Historia, por su rigurosidad y exigencia.

Al profesor Carlos Mario Jaramillo, por apoyar mi interés de investigacion, por su tiempo y
orientaciones. Al profesor René Alejandro Londofio, por su importante colaboracion y

acompafiamiento a lo largo de la investigacion.

A mi asesora Zaida Santa, porque de su mano he recorrido el camino de formacion profesional,
por su rigurosidad, asertividad, detalladas correcciones y por escucharme siempre, gracias mi

profe.



Tabla de contenido

RESUMIBI ...ttt e e bt e e e e e e s he e e b e e e s e e e b e e s nn e e ne e ne e 1
N 0111 - T SRR OPTTRTRRR 2
g 0o Lot o) o OSSR 3
Problema de INVESLIJACION .........ccviiiiic et te e e s e e saeestaeneenneas 5
Planteamiento del ProBIBME .........coiiiii e 5

(@ 0] [=1 1Y 14
ODJELIVO GENEIAL ... ettt sae et nes 14

(0] o] 1= Y et oo oo LTSRS 14
REVISION 08 HEEIATUIA ...ttt bttt 15
Formacion de maestros de MateMALICAS.........covuirerieireree e 15
Desarrollo historico del calculo infinitesimal y del concepto de derivada.............c..cccveeeee. 17
Historia en los procesos de formacion y aprendizaje del CAICUIO ..........ccoeveveiiiiiiiieinee, 19

La comprension en educacion MALEMALICA ...........coeririririeiieesii e 21
Marco teorico: Ensefianza para la COMPIeNSION ..........c.civeiieiieiieie e 24
(C1 T 1o F= Lo =PSSOSR 24
Elementos de 12 COMPIENSION .........coviiiiiee et sreesae e e 25
Dimensiones para 1a COMPIENSION .........ccciiiriiiiirie ettt et 27
NIVEIES A8 COMPIENSION ..ottt e s te et se e aeenaesaeeneenneens 29
Pertinencia del marco teorico de la EpC en la investigacion ...........cccceevveveeveieeceece e, 30
AV TgoloJ 4411 (oo [o] (0T [ oo ST TTSPRPOTR 32
ENfOQUE A& INVESLIGACION ......vevieie ettt e s be e sneeane e reens 32
DiSeN0 de INVESLIGACION ......c.viitiiiieeie ettt ettt te e st e e e e s beesbeeeeseeeneesraens 33
PAITICIDANTES ...vveveete ettt e s e st e et e e s e e st e sbeesteeseesteesteeseesse e teeneeeneesseenteaneenreenee e 35

Métodos de recolecCion de INFOrMACION ..........oo oo 36



Ruta metodoldgica y analisis de la infOrmacion ..., 38

Tareas de formacion y rabrica para la evaluacion de la comprension ...........ccoccveveveeieninesveniene, 41
LI =T F TP 41
Tareas de formacion desarrolladas en las diferentes fases.........ooovveveeeeceeeeeeeeeeeeeee e 42

Rubricas de descriptores de las dimensiones de comprension, de acuerdo con las categorias de

analisis y [0S niveles de COMPIENSION ........c.ccoiiiiiiiriiiie e 62
Analisis del proceso de comprension de 10S partiCipantes ...........ccoeverereninieniene e 66
Analisis del proceso de comprension de Karen ...........cccceevveiieiicieciie s 66
Fase A EXPIOTACION ..ottt b enas 66
Fase de INVESLIgaCION QUIAAA...........ccuereeieeie ettt e e e sae e e sreens 68
Proyecto fiNal 0@ SINTESIS.......uciiiieieieie ettt re s e e 70
Caracterizacion final de la comprension de Karen ... 74
Analisis del proceso de comprension de Mate0...........cceceiieiiieiiciie e 78
Fase A EXPIOTACION ..........ciiiiieeeiecte ettt 79
Fase de INVESLIGACION QUIAAA...........coueieeieeiecie st e ettt e ste e e sreesaeeneenreeas 80
Proyecto fiNal 0@ SINTESIS.......uiiiieieieie ettt st 84
Caracterizacion final de la comprension de Mateo...........cooeeiiererinii e 90
Analisis del proceso de comprension de JNOrdan...........cccoceiveieceiie i 94
Fase de EXPIOTACION ..........ciiiiieieecte ettt sb e 95
Fase de INVEStIgACION QUIAAA...........ccueieerieeie ettt ae e sraesaesnaenreens 96
Proyecto final 0@ SINTESIS.......uciiieieci ettt 100
Caracterizacion final de la comprension de JNordan ..........ccoceveiiieniinieieneneeeeee 104
ConcCluSIONES Y rECOMENUACIONES.......ccuveiveeieiieeiteeieette e st e ste e sreeste e e e s e e sreesteeseesreesteenseareenreenes 108
Conclusiones con respecto a la pregunta de iNVestigacion ...........coceovererneneienerene e 108
Conclusiones con respecto a l0s ODJELIVOS ........ccvviiiciicccec e 113

Respecto al 0DJEtiVO geNEIal ..........covi i 113



Respecto a 10s 0bjetivos eSPECITICOS. ......oiiiiiiiiieere e 115

Conclusiones con relacion a los aportes a la Educacion Matematica ...........cccceeveveiivervenenne 116
Conclusiones con relacion a las posibles lineas de investigacion ............ccccccvvveveeveneeveecnene, 117
RECOMENUACIONES........ei ettt ettt et e st st e e te s e ste e beaseesreeteen e eneesneeseeaneenres 118
R =] (=] T T TP USROS PRRPPP 121
AANIEX0S. ..ttt b b e oAb e e AR e £ e R R e e e b e e e e b et e e R et e na b e e e nnb e e e nnnr e e annes 128
Guion video: entrevista @ NEWLEON .......coviieiiee e ee e sae e nnes 143
Guion video: entrevista @ LEIDNIZ ........c.cooiiiiiiieie e 14335
Carta de aceptaCion CILAT 2021........cciiiiiiiiieieesiesie ettt 14343
Certificadode participacion CILAT 2021 ....viiririi e, 144
Certificado de participacion 7° seminario de ensefianza y aprendizaje del célculo............. 14645
Consentimiento INfOrmado de KAreN ........cccoviiieiiieniee e 14646
Consentimiento INfOrmado de MALO.........coviiiiiiiieie e 14747

Consentimiento informado de JNOTAAN .....ccoeeeeeee e 14848



Lista de Tablas

Tabla 1 Tareas de formacion desarrolladas en cada una de las fases de investigacion............... 422
Tabla 2 Descriptores para los niveles de comprension: dimension de contenido....................... 622
Tabla 3 Descriptores para los niveles de comprensién: dimension de método............ccccveeueene. 633
Tabla 4 Descriptores para los niveles de comprension: dimension de proposito..........cc.ceevee.e. 644

Tabla 5 Descriptores para los niveles de comprension: dimension de formas de comunicacion 644

Tabla 6 Descriptores alcanzados por Karen en la dimension de contenido...........ccccevevereiennns 75
Tabla 7 Descriptores alcanzados por Karen en la dimension de meétodo..........ccoccevvevviiieivennnnne 76
Tabla 8 Descriptores alcanzados por Karen en la dimension de proplsito...........ccoevevverereiennns 77
Tabla 9 Descriptores alcanzados por Karen en la dimensién de formas de comunicacion......... 778
Tabla 10 Descriptores alcanzados por Mateo en la dimension de contenido..............cccccvevveennnnn 911
Tabla 11 Descriptores alcanzados por Mateo en la dimension de método .........c.ccevvevverieriennene. 922
Tabla 12 Descriptores alcanzados por Mateo en la dimension de proposito .........c.cccecvevveeeennnn 933

Tabla 13 Descriptores alcanzados por Mateo en la dimension de formas de comunicacion ..... 944

Tabla 14 Descriptores alcanzados por Jhordan en la dimension de contenido............c.......... 10404
Tabla 15 Descriptores alcanzados por Jhordan en la dimension de método.............ccccccueeneee. 10505
Tabla 16 Descriptores alcanzados por Jhordan en la dimension de propdsito...........c.ccceeue.e.. 10606

Tabla 17 Descriptores alcanzados por Jhordan en la dimension de formas de comunicacion 10707



Lista de Figuras

Figura 1 Respuesta de un estudiante a preguntas 1 y 2 de cuestionario diagnostico.................... 12
Figura 2 Respuesta de un estudiante a la pregunta 3 de cuestionario diagnostico........................ 12
Figura 3 Respuesta de un estudiante a la pregunta 4 de cuestionario diagnostico........................ 13
Figura 4 Cuestionario inicial de iNdagaCion...........ccceereiriiniieiee e 444
Figura 5 Video historia de a2 derivada............cccvevieiiiieiiiii e 4545
Figura 6 Video entrevista @ NEWLEON. ..........oiiiiiiiiiee s 46
Figura 7 Video entrevista @ LeIDNIZ .........ccoveiiiieiiee e 48
Figura 8 HIStOreta PArte UNO..........cuouiiiieieiiesiee sttt be e reesneenne e 49
Figura 9 Historieta PArte QOS.........couiieiirieiieii sttt sttt 500
Figura 10 HiStOreta PAME TrES.......ccveiiiie ettt sttt ae e e sreeeeeneeenes 511
Figura 11 HiStorieta Parte CUALIO. .........cuiiieieierieite ettt 522
Figura 12 HisStorieta PArte CINCO ........cveiieieiieieesie ettt te et ste e e sreenneanes 533
Figura 13 HiStOrIEta PAITE SBIS ......coviiieerieeieiie ettt sttt sttt nne e 544
Figura 14 HiStOrieta PArte SIBLE .........iviiiieieiesie sttt bbbt 55
Figura 15 Historieta Parte 0Ch0.........ccooiiiiec e 56
Figura 16 HiStOreta Parte NUEVE .........coviiiieieeteiee sttt bbbt 57
Figura 17 Construccion del Paralelo ..........coooveiieiieie i 58
Figura 18 Actividad CON GEOGEDIA ........coiuieiiiie ettt re e 59
Figura 19 Propuestas de Proyecto final de SINteSIS........coeiieiriieneieiec e, 600
Figura 20 Entrevista final de INdagacion ............cccooiviiiiiiiie i 611
Figura 21 Fragmento del cuestionario de indagacion Karen ............ccocooeevennieninensieseseneennes 67
Figura 22 Proyecto final de sintesis, Karen ..........ccccccocvevveviennen, iError! Marcador no definido.1

Figura 23 Fragmento del cuestionario realizado por de Mateo............cccoecvvevieiieeiieesie e 79



Figura 24 Proyecto final de Sintesis de Mateo ...........cociviiiiienieeee e, 8585

Figura 25 Fragmento cuestionario de indagacion, JNOrdan ..........ccccceeviieninienenc s 96
Figura 26 Respuesta video historia de la derivada, Jhordan.............ccccoeevieieiie s, 97
Figura 27 Proyecto final de sintesis, JNOrdan............cccoouveiiiieninise e 1011

Figura 28 Fragmento del proyecto final de sintesis de Jhordan.............ccccceevevveivcincicseenenn, 1011



Resumen

La presente investigacion tuvo como objetivo analizar la comprension de un grupo de
maestros en formacién sobre el concepto de derivada desde su aspecto historico, enfocado en
conocimientos que emergieron de las dindmicas sociales de los contextos de Newtony de
Leibniz, en los cuales se origind el célculo y, en particular, el concepto de derivada. Este Gltimo
se constituye en un concepto central para la comprension del calculo y de diferentes campos de
las ciencias; por lo tanto, las dificultades en su aprendizaje y comprensién ponen en evidencia la
necesidad de generar estrategias de ensefianza que aporten al conocimiento y despierten interés y
motivacion en los estudiantes, lo que puede alcanzarse con el abordaje historico y
contextualizado de las matematicas.

Para esto, se desarrolld un estudio cualitativo con un disefio metodoldgico que propuso
diversas tareas de formacion disefiadas en torno al concepto de derivada, las cuales se
convirtieron en una herramienta metodolégica que podria contribuir a la comprension del
concepto, a partir del estudio de su naturaleza y construccion; ademas, se estructur6 una rubrica
fundamentada en las dimensiones y niveles de comprension referidos en el marco teérico de la
Ensefianza para la Comprension, que permitié la caracterizacion y el andlisis de la comprension
alcanzada por los maestros en formacion, del concepto en cuestion.

Palabras clave: comprension, historia del calculo, concepto de derivada, Newton, Leibniz,

maestros en formacion, Ensefianza para la Comprension, tareas de formacion.



Abstract

The present research aimed to analyze the understanding of a group of teachers in training
on the concept of derivative from its historical aspect, focused on knowledge that emerged from
the social dynamics of the contexts of Newton and Leibniz, in which the theory originated
calculus and the concept of derivative. The latter constitutes a central concept for the
understanding of calculus and different fields of science; Therefore, the difficulties in their
learning and understanding highlight the need to generate teaching strategies that contribute to
knowledge and awaken interest and motivation in students, which can be achieved with the
historical and contextualized approach to mathematics.

For this, a qualitative study was developed with a methodological design that proposed
various training tasks designed around the concept of derivative, which became a methodological
tool that could contribute to the understanding of the concept, based on the study of its nature and
construction; in addition, a rubric was structured based on the dimensions and levels of
understanding referred to in the theoretical framework of Teaching for Understanding, which
allowed the characterization and analysis of the understanding reached by the teachers in training,
of the concept in question.

Keywords: understanding, history of calculus, concept of derivative, Newton, Leibniz,

teachers-in-training, teaching for understanding, training tasks.



Introduccién

La presente investigacion se desarroll6 con el propésito de aportar a la comprension del
concepto de derivada de los maestros en formacion a partir del contexto historico en el que
emergid, con base en las situaciones sociales, cientificas y personales que rodearon las
construcciones de Newtony de Leibniz. Para esto, fue necesario realizar un analisis de los
procesos de comprension de los participantes durante todo el estudio, cuando se pusieron en
escena una serie de tareas de formacién disefiadas y evaluadas especificamente para apoyar el
proceso de ensefianza para la comprension del concepto de derivada. Por lo tanto, se construy6
una rubrica que posibilit6 el estudio final de la comprension de cada uno de los participantes, la
cual, al igual que las tareas de formacion llevadas a cabo en las diferentes fases de investigacion,
se estructuro a partir del marco tedrico de la Ensefianza para la Comprensién?, considerando sus
elementos, dimensiones y niveles.

El primer capitulo de este estudio aborda los aspectos que permitieron establecer y
argumentar el problema de investigacion; del mismo modo, se plantean la pregunta de
investigacion y los objetivos que guiaron la respuesta a la problematica presentada. También se
exhibe una revision de literatura, en la que se exponen los referentes conceptuales respecto a
caracteristicas que justifican la realizacion del estudio, como la formacion de maestros de
matematicas, el desarrollo histérico del concepto de derivada a partir de las construcciones de
Newtony de Leibniz, la historia como estrategia metodoldgica para apoyar los procesos de
ensefianza y comprension del calculo y la importancia de la comprension en Educacién
Matemética.

El segundo capitulo retoma los aspectos mas importantes del marco teorico de la
Ensefianza para la Comprension, el cual fundamenté el trabajo de investigacion, en particular, en
lo que se refiri6 a la estructuracion de las diferentes tareas de formacion puestas en marcha en las
fases de investigacion; ademas, propicio la construccion de una rubrica que dirigié el proceso de
andlisis de comprension de los participantes.

El tercer capitulo hace un desarrollo del enfoque metodoldgico que se enmarcé bajo el

paradigma cualitativo, desarrollado a partir de un estudio de casos, como disefio de investigacion,

1 Para hacer referencia al marco tedrico de la Ensefianza para la Comprension, se utilizaran, en parrafos
posteriores, las siglas EpC.



el cual posibilitd el anélisis de la comprension. De igual forma, se hace una descripcién del grupo
de estudio, en este caso, de los maestros en formacion participantes, mencionando sus
caracteristicas mas relevantes; posteriormente, se enuncian los métodos de recoleccion de la
informacion y se explica la manera en la que se realizé el andlisis; estos aspectos se consolidaron
deacuerdo con los planteamientos desarrollados en el marco de la EpC.

En el cuarto capitulo se presentan las tareas de formacion desarrolladas en las fases de
exploracién, de investigacion guiada y de proyecto final de sintesis; asi mismo, se expone la
rabrica, disefiaday evaluada, la cual permitio realizar el andlisis de la comprension de los
maestros en formacion en torno al concepto de derivada a partir del contexto de Newtony de
Leibniz; los descriptores de la ribrica en cuestion se estructuraron bajo las dimensiones del
marco de la EpC: contenido, métodos, propdsitos y formas de comunicacion; ademas, se
consolidaron con respecto a los niveles de comprension: ingenuo, novato, aprendiz y maestria.

El quinto capitulo aborda el andlisis del proceso de comprension de tres de los
participantes en cada una de las fases de investigacion; para ello, se consideraron no solamente
los aportes y las observaciones de la investigadora durante los encuentros sincronicos, sino
también los productos entregados por cada uno de ellos y las respuestas a las entrevistas
semiestructuradas. El analisis general al integrar estos elementos propicié el establecimiento del
nivel o niveles de comprension alcanzado por cada uno de los tres maestros en formacion, a partir
de los descriptores de comprension referidos en la rabrica para cada una de las dimensiones.

El sexto capitulo sintetiza las conclusiones, las cuales se abordaron a partir de la respuesta
a la pregunta de investigacion, la consecucion de los objetivos, los aportes a la Educacion
Matematica y las posibles lineas de investigacion que podria abrir el estudio. Asi mismo, se
expone una serie de recomendaciones que emergieron de la investigacion, para el uso de las
tareas de formacion en el aula y de la ribrica como método de andlisis y valoracion de la
comprension. Finalmente, el desarrollo del estudio pone en evidencia la contribucion que tiene la
historia para la ensefianza de las matematicas, puesto que se constituye en una herramienta
metodoldgica para el maestro, que le permite reflexionar y fortalecer su practica, posibilitando la
orientacion de procesos de ensefianza que consideren el contexto histdrico en la construccion y

fundamentacion de los conceptos, generando mayor comprension en los estudiantes.



Problema de investigacion

En este apartado se desarrollan algunos aspectos que hacen referencia a la contribucion de
la historia en la ensefianza del concepto de derivada y a la importancia de los procesos de
formacion de maestros en la comprension de dicho concepto; ademas, se mencionan diferentes
investigaciones con relacion a la derivada desde diversas estrategias metodoldgicas;
adicionalmente, se exponen algunos aportes obtenidos de un ejercicio inicial de indagacion, el
cual se desarroll6 en la fase de exploracién. Los argumentos aqui expuestos permitieron
fundamentar el problema, pregunta y objetivo de investigacion, aspectos que también se exponen
en este capitulo; finalmente, se amplian algunos antecedentes tedricos, establecidos a partir del

planteamiento del problema.

Planteamiento del problema

En general, el maestro, como sujeto presente en el proceso de ensefianza y aprendizaje,
determina en gran medida la comprension alcanzada por sus estudiantes; este hecho, fundamental
en el proceso educativo, también permea la formacion de maestros, en lo que concierne a las
précticas tempranas, las cuales deberian estar orientadas a incorporar y proporcionar estrategias,
conocimientos y procesos diversos que puedan ser utilizados, a posteriori, por el futuro maestro
en su practica pedagogica, para fortalecer la formacion de sus estudiantes.

Lombardi y Abrile (2015) argumentan que los estudios investigativos centran su atencién
en los procesos de formacién en educacion superior, como es el caso de los aspectos referidos al
fortalecimiento de la practica pedagdgica, dado que se considera que la formacion tedrica y el
desempefio en el aula no son elementos que pueden abordarse de forma aislada, sino de forma
interdependiente; por lo tanto, una de las metas para el 2021 de los estados Iberoamericanos en
educacion, es mejorar la formacion inicial de maestros, mediante la cooperacion de personas
expertas que pertenezcan a grupos de estudio de formacién maestros, para movilizar ideas,
realizar intercambios y encuentros que potencien los objetivos educativos de sus paises.

Los maestros de matematicas, mediante la consolidacion de grupos de profesionales de la
educacion, han manifestado un amplio interés por investigar la naturaleza del conocimiento

matematico, su proceso de construccion y las metodologias més propicias para su ensefianza y



aprendizaje; esto se ha evidenciado en congresos y encuentros de matematica educativa, en los
que han participado (Chaves y Salazar, 2003), con el objetivo de fortalecer dichos procesos y
aportar con ello a la comprension de los estudiantes; en este sentido, Kilpatrick et al. (1998)
argumentan que, dentro de las disciplinas o campos de conocimiento, las matematicas son
consideradas de gran complejidad y con maltiples cuestionamientos, lo que las ha convertido en
objeto de investigaciones en el campo de la ensefianza y de la educacion.

En esta linea, Panasuk y Horton (2013) refieren que la Educacion Matematica, en la
actualidad, tiene como necesidad fundamental investigar en relacion con ciertos aspectos que
contribuyan con el mejoramiento del aprendizaje en los estudiantes, su rendimiento y la
comprension de cada concepto, resaltando su significado para el sujeto y la sociedad. Para
lograrlo, se hace necesario entender las matematicas como una creacion humana, producto de las
necesidades propias del contexto; sin embargo, esta ciencia, a menudo, es considerada como un
conjunto de axiomas, teoremas y pruebas, desconociendo diferentes dindmicas socioculturales e
historicas que ponen de manifiesto la dimension humana y cultural de las matemaéticas
(Furinghetti, 2007; Liu y Niess, 2009; Tzanaski et al., 2002). En este sentido, Anacona (2003)
afirma que, aunque cadavez es mas clara la relacién entre la historia de las matematicas y la
Educacion Matematica, aln no se tiene un consenso sobre los aportes que se pueden generar de
esta relacion para la comprension de las matematicas. Asi mismo, Mateus (2011) sostiene que la
actividad matematica, como resultado de las préacticas de los individuos, esta directamente
asociada con el sistema cultural y, por lo tanto, las dindmicas presentes en el contexto y la cultura
hacen parte de la formulacién del conocimiento matematico.

En este sentido, para aportar a la formacion solida del conocimiento matematico, es
necesario que los maestros comprendan la importancia y la utilidad de aspectos que van mas alla
de lo algoritmico; es asi como Romero (2013) resalta los aportes de la historia, la filosofia y la
sociologia de las ciencias en la formacion de maestros de matematicas, tanto en el aspecto
disciplinar como en las orientaciones sobre la ensefianza de estas. Mas aun, Brush (1991)
presenta la historia como un espacio importante para la ensefianza de las matematicas, puesto que
pone en evidencia la relacion que existe entre hechos subjetivos con la construccion de los
conceptos, lo que puede generar motivacion e interés por el aprendizaje de las ciencias y, con
ello, propiciar mayor participacion del estudiante en su proceso. En este sentido, Anacona (2003)

argumenta que los estudios que abarcan la historia en los procesos de ensefianza de las



matematicas pueden orientar sobre formas directas de mediacion que contribuyan al aprendizaje
de esta ciencia.

Del mismo modo, De Guzman (2001) precisa que se debe estar al tanto de la realidad que
ha dado lugar a conceptos matematicos que se desean explorar, para lo cual es necesario conocer
a fondo el contexto historico que roded dicho concepto, entender cuales fueron las razones y
motivaciones que hicieron de este tema un aspecto central, conociendo no solamente su forma
acabada, sino la evolucién de las ideas que lo originaron, aplicaciones, consecuencias Y teorias 0
conceptos derivados; en este mismo sentido, refiere que:

A mi parecer, un cierto conocimiento de la historia de la matematica deberia formar parte

indispensable del bagaje de conocimientos del matematico en general y del profesor de

cualquier nivel, primario, secundario o terciario, en particular. Y, en el caso de este
altimo, no sélo con la intencién de que lo pueda utilizar como instrumento en su propia
ensefianza, sino primariamente porque la historia le puede proporcionar una vision
verdaderamente humana de la ciencia y de la matematica (...) La vision historica
transforma meros hechos y destrezas sin alma en porciones de conocimiento buscadas
ansiosamente y en muchas ocasiones con genuina pasion por hombres de carne y hueso
que se alegraron inmensamente cuando por primera vez dieron con ellas. Cuantos de esos
teoremas, que en nuestros dias de estudiantes nos han aparecido como verdades que salen
de la oscuridad y se dirigen hacia la nada, han cambiado de aspecto para nosotros al
adquirir un perfecto sentido dentro de la teoria, después de haberla estudiado méas a fondo,

incluido su contexto historico y biogréafico. (p. 14)

En este contexto, Area et al. (2014) argumentan que los maestros, formadores de
maestros, deben encaminar su instruccion hacia ensefiar a aprender historia, es decir, es
indispensable que el formador cuente con los instrumentos didacticos necesarios para ese fin,
para que luego sea capaz de ensefiar a los maestros en formacion. En este contexto, Tzanaski et
al. (2002) presentan un estudio en el que concluyen la importancia de la incorporacion de la
historia en la ensefianza de las matematicas porque permite el enriquecimiento y
perfeccionamiento del aprendizaje de la ciencia y puede generar una predisposicion afectiva
hacia las matematicas al considerarlas una actividad cultural y humana, en la diferenciacion entre
la naturaleza y la practica matematica; asi mismo, Liu (2003) precisa que la historia en la

ensefianza de las matematicas ayuda a desarrollar el pensamiento matematico en los estudiantesy



se convierte en una guia metodoldgica para los maestros, en tanto que permite afianzar una
actitud positiva hacia el aprendizaje de esta ciencia.

Por otro lado, el calculo infinitesimal, como rama de las matematicas, no es ajeno a estas
reflexiones en torno a su proceso de ensefianza y aprendizaje; mas aln si se tiene en cuenta que la
ensefianza del calculo es de vital importancia y es uno de los mayores desafios de la Educacion
Matematica actual, ya que su aprendizaje se relaciona con numerosas dificultades de pensamiento
de orden superior, como lo son la abstraccion, el andlisis y la demostracion (Vrancken et al.,
2006). Por lo tanto, al constituirse el calculo infinitesimal como una herramienta fundamental en
la Educacion Matematica, el tratamiento historico de este podria aportar al proceso de su
ensefianza y, en consecuencia, de su aprendizaje, si se consideran las maltiples situaciones que
subyacen a su origen. La ensefianza del calculo resulta bastante problematica, en tanto que asi se
logren desarrollar en los estudiantes destrezas para solucionar problemas que impliquen el
calculo de derivadas o integrales, esto no significa que haya una comprension real del concepto
(Mateus, 2011).

Los conocimientos sobre el calculo infinitesimal se originaron a partir de los
pensamientos y desarrollos matematicos de Newtony de Leibniz; sin embargo, mas que atribuir a
una o varias personas dicho nacimiento, es necesario considerar los intereses o los aspectos
historicos propios del contexto que determinaron el surgimiento del calculo (Moreno, 2014). En
concordancia, Mufioz y Roman (1999) argumentan que el tratamiento historico en la ensefianza
del célculo infinitesimal podria aportar a su aprendizaje, en tanto este conocimiento matematico
encierra multiples situaciones propias de las construcciones logradas por Newtony por Leibniz.
Aunque el calculo infinitesimal fue el resultado de una gran variedad de ideas y construcciones
de fisicos y matematicos respecto a conceptos como tangentes, extremos y areas, fueron Newton
y Leibniz quienes retomaron estos conocimientos para convertirlos en conceptos mas generales,
como es el caso de la derivada; fue precisamente este hecho decisivo el que les otorgo el titulo de
creadores del calculo (Ponce, 2015).

Por otra parte, la derivada se constituye en uno de los conceptos méas importantes del
calculo infinitesimal, que debe ser estudiado y analizado en diversas carreras universitarias,
especialmente en aquellas relacionadas con matematicas, fisica, biologia, ingenieria, medicina,
electronica, economia, contaduria, administracion, entre otras. La relevancia de la derivadaradica

en que esta presente en fendmenos relacionados con el movimiento, tasas de cambio,



velocidades, optimizacion, pendientes de recta, crecimiento de poblaciones, propagacion e
incremento de enfermedades, variaciones en la corriente eléctrica, crecimiento monetario, de
ingreso y de gastos, entre otros; dichos conocimientos pertenecen a los diferentes campos de las
ciencias (Sahin et al., 2015). La importancia del concepto enmarca la necesidad de que en la
Educacion Matematica se brinde la posibilidad al estudiante de acercarse intuitivamente a este,
hasta llegar al tratamiento riguroso y matematico; este acercamiento puede desarrollarse a partir
del estudio de las dindmicas socioculturales propias del contexto historico que posibilitaron el
surgimiento de dicho concepto. En este sentido, Ramirez (2009) precisa:

La historia y la epistemologia de la funcién derivada como objeto del calculo diferencial

dan cuenta de la complejidad y de los vaivenes que en veinte siglos ha sufrido esta, hasta

adquirir el estatus de funcion de derivada. El trabajo de cientos de humanos dedicados a

su estudio, en distintas épocas y culturas, han hecho aportes que han permitido cambios y

refinamientos de las ideas matematicas de la funcion derivada para convertirla en un

objeto (puro, aplicado y a ensefiar), muy potente. (p. 157)

Sin embargo, las dindmicas socioculturales y el contexto histérico de la época son
obviadas, en la mayoria de los casos, en los procesos de ensefianza de la derivada; la orientacion
de su ensefianza ha estado marcada por el analisis matematico o por la resoluciéon de problemas,
enfoques que priorizan la estructura del contenido algebraico, numérico, gréafico, infinitesimal,
geométrico, variacional y computacional (Dolores, 1998), lo cual deja relegadas las
implicaciones histdricas propias del concepto. Lo anterior se evidencia en la revision de literatura
realizada por Sanchez et al. (2008) en donde pretendian investigar coémo el estudiante de
secundaria o de primeros afios de universidad llega a entender el concepto de derivada; en dicho
analisis, los autores lograron identificar cierta dificultad exhibida por los estudiantes al momento
de relacionar un proceso determinado con el concepto de derivada; en este caso, se resalto la
desconexion existente entre la representacion del concepto en su forma grafica con la numérica o
analitica, lo cual se constituye en un obstaculo para su comprension; finalmente, Sanchez et al.
(2008) propusieron un mecanismo para aportar a la comprension del concepto en los estudiantes
mediante la conexidn con otros conceptos como limites y funciones.

Similarmente, se han desarrollado investigaciones sobre la comprension que los maestros
tienen del concepto de derivada; en este sentido, Desfitri (2016) realizé un estudio con maestros

de Indonesia para analizar la forma en que estos comprendian los conceptos de limite y de



derivada; a partir de este se pudo establecer que ninguno de los maestros comprendia de manera
solida los conceptos; de hecho, vinculaban la derivada en forma monétona con la velocidad y la
aceleracion. Por su parte, Orhun (2013) y Dominguez et al. (2019) realizaron investigaciones
para la ensefianza y la comprension de la derivada, a través de la resolucién de problemas y
mediante la interpretacion grafica, respectivamente, ambos con el objetivo de generar acciones
para reestructurar la ensefianza del concepto y, como consecuencia, mejorar su aprendizaje. Asi
mismo, Badillo (2003), en su tesis doctoral, desarrollé un estudio con maestros de matematica en
Colombia que tuvo por objetivo identificary describir la relacion entre el conocimiento de la
derivada como objeto matematico y el conocimiento didéctico en la secundaria, para entender la
practica profesional y, desde alli, incidir en la formacidén permanente del profesorado; en esta
investigacion se construy un programa de formacion basado en unidades didacticas; por otra
parte, se sugirieron algunos aspectos relevantes para la formacion inicial del profesoradoy la
formacion continua en Colombia.

A partir de los estudios referidos con anterioridad, se pueden observar diversas
investigaciones centradas en la comprension del concepto de derivada desde diferentes
metodologias o enfoques, pero que no consideran el aspecto histérico del concepto; esta situacion
pone en evidencia que las practicas en el aula para la ensefianza y comprension del concepto de
derivada, relegan los procesos historicos de la ciencia, impidiendo con ello el abordaje de este
campo que proporcionaria a los estudiantes un conocimiento significativo del calculo, ya que,
como lo argumenta Ponce (2015):

Conocer la historia detras del concepto de derivada ayuda a comprender dicho concepto.

El desarrollo historico de las matematicas revela la creatividad de los matematicos en su

trabajo arduo y sinuoso, el cual no siempre tiene buenos resultados, pero esto ha

permitido la construccion paulatina del conocimiento matematico hasta alcanzar su

resplandor. (p. 30)

Por otro lado, con el objetivo de identificar qué comprenden ciertos estudiantes sobre el
concepto de derivada desde un aspecto historico, se realizd una entrevista a un maestro que
dirigia un curso de célculo integral en una licenciatura en matematicas y fisica de una universidad
publica de Colombia; en esta, se indago sobre las concepciones que el maestro tenia en torno a la

implementacion del aspecto historico para la formacion inicial de maestros de matematicas, la
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ensefianza del calculo y, especificamente, de la derivada, destacando su importancia, ensefianza,
experiencias y comprension de los estudiantes.

En esta entrevista, el maestro hizo alusion a la poca importancia que se le ha dado al
aspecto historico de la derivadaen el curriculo actual, ya que se suele hacer énfasis en el
componente operativo, mecanico o algoritmico; asi mismo, el maestro indicé que el aspecto
historico debe ser abordado en cada uno de los cursos, no como una asignatura separada, sino
como parte de un programa que se relacione con el célculo, por lo menos en los conceptos mas
fundamentales, como es el de la derivada; sin embargo, el maestro acudi6 a su experiencia y a la
de muchos de sus comparieros para explicar que esta falencia, posiblemente, se da por
desconocimiento de ellos mismos.

Particularmente, ante la pregunta ;considera usted relevante la comprension del concepto
de derivada desde su aspecto historico, de los maestros en formacion inicial de matematicas?,
(por que?, el maestro respondio:

Si, fundamental, porque de alguna manera el concepto de derivada pues logra explicar

algunos problemas que la historia en su momento no lograba explicar: el asunto de la

recta tangente a una curva en un punto, el limite de las dos secantes, el asunto de la
velocidad instantanea, ¢qué es la velocidad instantanea?, entonces, en ese sentido,
digamos que el recorrido histérico de la derivada, digamos que permite, en un momento
dado, darle la importancia que se merece al calculo como tal para futuros licenciados en
matematicas y fisica y para futuros maestros en formacion. Entonces, en ese sentido, una
de las preocupaciones que tiene que ver con tu pregunta es, bueno ¢qué vamos a hacer
cuando los cursos de calculo desaparezcan? (...) entonces ya digamos que cada veZ estos,
los software, las calculadoras, hacen que los conceptos matematicos casi que pasen a un
segundo orden porque simplemente es la aplicacién como tal, entonces para un ingeniero
no va a ser tan importante el concepto de derivada, simplemente lo va a utilizar en otro
aspecto, pero para los maestros en formacion si va a ser muy importante porque desde el
punto de vista didactico nos tiene que, de alguna manera, nos tiene que ocupar el asunto

de cdmo comprenden los estudiantes el concepto de derivada para poderlo transmitir a

los estudiantes, pero bueno, eso es un asunto que tendremos que afrontar en su momento

y salirle al paso. (Maestro entrevistado, 2020, fragmento de entrevista)
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Del mismo modo, se aplicé un cuestionario (diagnéstico) a un grupo de estudiantes? de

una licenciatura en matematicas y fisica de

la misma universidad del maestro entrevistado, que en

el momento del estudio se encontraban cursando la asignatura de célculo integral; las preguntas

estaban referidas al aspecto historico, numérico y grafico de la derivada. En el andlisis de las

preguntas, se obtuvieron las siguientes respuestas con respecto a los items: abordaje del aspecto

histérico matematico en diferentes cursos (Figura 1, primera respuesta), importancia de dicho

abordaje para su proceso de formacién (Figura 1, segunda respuesta), calculo de algunas

derivadas de funciones (Figura 2) y algunas

Figura 1

relaciones entre graficas de funciones (Figura 3).

Respuesta de un estudiante a preguntas 1y 2 de cuestionario diagndstico
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Figura 2

Respuesta de un estudiante a la pregunta 3 de cuestionario diagnostico

3. Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

a f)=2x*+x3—-x2+4 = x>+

b. g(x) = sen(4x)

~ -t

Py

—
—

o K

c. h(x)=e3*+2

2 El grupo de estudiantesal que se le aplico el cuestionario estaba compuesto por 11 personas; sin embargo,
el dia de la aplicacion faltaronalgunosde ellos debido a laanormalidad académica que se vivia en el momento a partir

de la situacion politica, social y econémica delpais.
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Figura 3

Respuesta de un estudiante a la pregunta 4 de cuestionario diagnostico

4. ;Qué relacion puede establecer entre las siguientes graficas?
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Los anteriores registros permiten observar que los maestros en formacion inicial, en la
mayoria de los cursos, no abordan aspectos historicos de los objetos matematicos (imagen 1); por
lo tanto, no tienen conocimiento del proceso de construccion del concepto de derivada y, aln
menos, de los matematicos que hicieron parte de este; sin embargo, lo consideran importante para
su formacion tanto para la comprension de los conceptos como herramienta metodoldgica (Figura
1).

Por otra parte, cuando se les pidi6 que definieran el concepto de derivada, lo asociaron
con la recta tangente a una curva, con una razén de cambio o, simplemente, no respondieron; asi
mismo, cuando se les solicitd resolver unos ejercicios relacionados con este concepto, la mitad de
ellos lo hicieron de manera errénea (Figura 2). Son evidentes las falencias que presentaron estos
maestros en formacion en la comprension del concepto, en tanto no lograron relacionar el
desarrollo numérico y el analisis grafico que lo involucra; en este caso, se resalta que los
estudiantes que respondieron el cuestionario ya habian pasado por un curso de célculo diferencial
y, aunqgue se les hizo referencia a la intencionalidad de las preguntas en torno a dicho concepto,
esto no posibilitd que se realizara una reflexion sobre las gréficas de la Figura 3 que, si bien
representaban funciones, estas también guardaban una estrecha relacion y consecuencia con el
concepto de derivada.

Los planteamientos hasta aqui expuestos permiten resaltar diferentes autores (Anacona,
2003; Area et al., 2014; Badillo, 2003; Brush, 1991; Chaves y Salazar, 2003; De Guzman, 2001;
Dolores, 1998; Gil, 1993; Furinghetti, 2007; Liu y Niess, 2009; Mateus, 2011; Moreno, 2014;
Mufioz y Roméan, 1999; Panasuk y Horton, 2013; Ponce, 2015; Romero, 2013; Tzanaski et al.,
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2002; Ramirez, 2009) que precisan la importancia que la historia tiene en el aprendizaje de las
ciencias, puesto que despierta interés y motivacion en los estudiantes, contribuye a su
comprension, permite la integracion con otras disciplinas, desarrolla un aprendizaje menos
algoritmico y mas funcional hacia un conocimiento méas contextualizado de las matematicas, en
particular, del concepto de derivada, el cual es fundamental para el célculo y para el aprendizaje y
aplicacién de otras disciplinas; ademas, las actividades de indagacién (entrevista y cuestionario) y
la revision de algunos aspectos tedricos y metodoldgicos de ciertos estudios, permiten inferir que
los maestros en formacion tienen dificultades para comprender el concepto de derivada, no solo
desde su aspecto historico, sino numérico o grafico. Por lo tanto, la presente investigacion
pretende responder a la siguiente pregunta:

¢Como comprenden los maestros en formacion el concepto de derivadaen el contexto de
Newtony de Leibniz a partir de la EpC?

Objetivos

Objetivo general

Para dar respuesta a la anterior pregunta de investigacion, se plantea el siguiente objetivo
general: analizar como comprenden los maestros en formacion el concepto de derivada en el

contexto de Newton y de Leibniz a partir de la EpC.

Obijetivos especificos

Para dar consecucion al objetivo general, se plantean los siguientes objetivos especificos:

e Analizar el contexto sociocultural de Newtony de Leibniz presente en el concepto de
derivada.

e Evaluar tareas de formacion en torno al concepto de derivada, disefiadas para los
maestros en formacion, a partir de las dinamicas socioculturales de Newtony de
Leibniz, en el marco de la EpC.

e Describir la comprension del concepto de derivada de maestros en formacion en el

contexto de Newtony de Leibniz a partir de la EpC.
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Revision de literatura

A continuacion, se presentan algunos antecedentes del estudio, en el que se abordan
aspectos relacionados con la formacion de maestros de matematicas, el contexto histérico del
concepto de derivaday la relevancia de la historia para la formacién de maestros de matematicas
y para la ensefianza y el aprendizaje del calculo; ademas, se sefialan algunas generalidades de la
comprension en Educacién Matematica, por estar el objeto de estudio centrado en la comprension
del concepto de derivada.

Formacion de maestros de matematicas

Los maestros, como actores presentes en el proceso educativo, facilitan la comunicacion
entre el estudiante y el conocimiento matematico; para lograr esta comunicacion, surgen
diferentes reflexiones como producto de la experiencia del maestro, relacionadas con la
comprension de su saber especifico y de su practica (Parra, 2014). Estas reflexiones, segun Ponte
(1999), se consolidan en un conjunto de creencias y concepciones sobre la estructura y la forma
de ensefianza del conocimiento cientifico, lo cual determina su practica pedagogica; por lo tanto,
es importante que el maestro cuente con el saber necesario que le permita generar estrategias para
contribuir al proceso de ensefianza de las matematicas y favorecer la comprensiéon del estudiante.
En este sentido, Shulman (2005) refiere que, ademas del conocimiento especifico sobre una
ciencia o asignatura, los maestros deben desarrollar conocimientos sobre como ensefiar ese saber,
para que el proceso de ensefianza se convierta en una accion reflexiva, que considere las
necesidades de comprension sobre un objeto de estudio y las particularidades del grupo al que va
dirigido; siendo asi, cada uno de estos aspectos hacen parte de la reflexion diaria del maestro, la
cual debe estar presente en su proceso de formacién y en su practica.

Del mismo modo, Godino (2009) argumenta que los maestros deben tener la capacidad de
disefiar tareas de aprendizaje, usar los recursos adecuadosy entender los factores que
condicionan los procesos de comprensién; este conocimiento se logra por medio de una buena
formacion inicial de maestros, que les permita desarrollar las habilidades necesarias para adaptar

el contenido disciplinar a las necesidades de su practica; en este contexto, Shulman (2005)
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precisa que, para llevar a cabo un proceso de ensefianza, es fundamental proporcionar a los
futuros maestros conocimiento del contenido y habilidades didacticas, que propicie la
transformacion de la comprension y el accionar de sus estudiantes; similarmente, Azcarate et al.
(1998) argumentan que:

Es evidente que una de las tareas mas importantes que debe asumir la Educacion

Matematica es la formacion de profesores de matematicas. Para llevar a cabo esta tarea

formativa se necesita una investigacion que suministre estrategias de formacion, y que

permita contemplar las dimensiones y aspectos que la caracterizan. (p. 1)

La practica profesional del maestro se fundamentaen las estrategias de aula y en el
dialogo con sus estudiantes, con el proposito de facilitar la participacion activa; de este modo, se
hace necesario la planeacion de estrategias que permitan una mediacion en el aula, en las que se
considere tanto el saber matematico como los aportes, necesidades o dudas de los estudiantes; se
resalta que dicha planeacion requiere de conocimientos didacticos que deben hacer parte del
proceso de formacion del maestro; sin embargo, estos conocimientos se constituyen en una de las
mayores dificultades en la Educacién Matematica; por lo tanto, una formacion de calidad para los
maestros tendra que tener en cuenta las habilidades, fortalezas y objetivos de formacion que
involucra la practica pedagogica (Ponte, 2017).

Con relacion a lo anterior, se pone en evidencia la necesidad de reflexionar en torno a la
labor pedagogica del maestro, a partir de la investigacion, promocion y realizacion de préacticas
que favorezcan la comprension del conocimiento cientifico; en este sentido, Ponte et al. (2009)
precisan que la formacion de maestros debe propender por la transformacion de las diferentes
estrategias utilizadas para el aprendizaje de las matematicas, tanto en maestros potenciales como
en ejercicio, logrando asi una respuesta a los desafios que enfrenta la ensefianza de esta ciencia.
Igualmente, Salazar (2005) argumenta que uno de los objetivos centrales en la formacion de
maestros debe ser la construccion e implementacion de métodos de ensefianza basados en
procesos de investigacion, que integren las intenciones educativas, el contenidoy el contexto,
buscando contribuir en la forma en que el estudiante se relaciona con el conocimiento. Teniendo
en cuenta lo anterior, se puede establecer la relevancia de la formacion de maestros, puesto que
estos conocimientos llevados a su practica son los que determinan y transforman los procesos de

ensefianza de las matematicas y la comprension de los estudiantes.
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Desarrollo histdrico del calculo infinitesimal y del concepto de derivada

Diferentes matematicos a lo largo de la historia aportaron al desarrollo del célculo; en
particular, los griegos, en el siglo V AC, por medio de las cuatro paradojas de Zendn,
consideraron cantidades infinitamente pequefias, lo cual permitié aproximaciones al calculo del
area de una curva a partir de poligonos inscritos o circunscritos; posteriormente, Arquimedes
utiliz6 este método con la suma de multiples triangulos presentes bajo una curva, los cuales, a
mayor cantidad, le permitian un célculo mas exacto del area de la misma (Bingham, 1973). Asi
mismo, Gonzalez (2004) refiere que fue Cavalieri, en el siglo XV, quien continué con el
desarrollo de ideas y conceptos fundamentales para el calculo, tal fue el caso de la introduccion
que hizo de los infinitésimos, aunque se considerara en la época la imposibilidad de utilizar
nociones cientificas que no tuvieran una perfecta definicion; sin embargo, Pascal apoy0 la idea de
Cavalieri y adopto en sus desarrollos matematicos el infinito como algo tan pequefio que carecia
de manifestacion fisica, ademas de ser indivisible. Precisamente, por medio del andlisis de los
aportes de Pascal, Leibniz introdujo los diferenciales en sus trabajos sobre el calculo, a partir del
estudio del tridngulo caracteristico que él representaba como un elemento conformado por las
partes infinitamente pequefias de la tangente y de las paralelas a la ordenaday a la abscisa de una
curva. A partir de estos desarrollos, formuld la suma de diferencias y su proceso inverso, lo cual
abria paso al concepto de derivada; este trabajo fue publicado inicialmente en un articulo
contenido en las “Actas Eruditorum ” en el afio de 1684 y fue el primer escrito publicado donde
se desarrollaron los aspectos que fundamentaron el célculo (Duran, 2006).

Por otra parte, Bingham (1973) precisa que, aunque los precursores de Newton como
Fermat, Wallis y Barrow abordaron temas relativos al calculo diferencial, como los relacionados
a las rectas tangentes, curvaturas, maximos y minimos, entre otros, hacia falta determinar la
relacién existente entre la geometria analitica y la mecanica, lo cual fue logrado por el mismo
Newton y expuesto en un folleto entregado a Barrow en 1665: “The Analysi des aequationes
numero terminorum infinitas”, donde desarroll6 su método de fluxiones a partir de las cantidades
que €l mismo llamé fluentes. En este tratado, ademas de contener los algoritmos abordados en su
método de fluxiones, Newton trabajé el calculo de derivadasy de areas (Duran, 2006). La
importancia de estas construcciones radico en que Newton, a partir del desarrollo de las series de

potencias, pudo calcular la cuadratura de gran variedad de cantidades (Newton, 2003), lo cual se
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relaciona, actualmente, con encontrar el &rea bajo una curva, que es el proceso inverso al calculo
de derivadas.

En cuanto a Leibniz, en 1673 se centro en encontrar la tangente a una curva, situacion que
lo llevo a percatarse de que este era el proceso inverso para hallar areas y volimenes, logrando
definir lo que hoy se conoce como integrales; no obstante, al involucrar el cociente de
incrementos muy pequefios de las cantidades x e y, consigui6 determinar la tasa de cambio dey
como funcién de x; precisamente alli es donde construyd el concepto de derivada (Child, 2005).
Por otra parte, Newton, en 1687, publicd en su “Principia” las leyes matematicas del
movimiento, originadas en el célculo infinitesimal desarrollado por él desde 1665,y en el que
abordo la derivada como la ecuacién de una funcion f(x) si el area de su grafica era de la forma
xm (Newton, 2011); este planteamiento era similar al esbozado por Leibniz; la diferencia
radicaba en asumir la fluxion como la cantidad que se acercaba a cero pero nunca llegaba, de
donde, asu vez, se introdujo la idea de limite (Stewart, 2008). Duran (2012) refiere que, tanto
Newton como Leibniz desarrollaron métodos algoritmicos generales para el calculo, al abordar
las fluxiones y fluentes en el caso de Newton o, analogamente, los diferenciales y sumas en los
términos de Leibniz; ambos métodos permitieron resolver, de manera general, problemas
referentes al calculo de tangentes, maximos y minimos, areas, entre otros.

Aunqgue ambos matematicos desarrollaron el célculo infinitesimal, Mufioz (2013)
menciona que los enfoques eran distintos; Newton abord6 la derivada a partir de movimientos
infinitamente pequefios, mientras que Leibniz la trabajo por medio de los diferenciales; Newton
asumio las derivadas e integrales a partir del cambio relativo entre variables, Leibniz, por su
parte, con la suma de términos para hallar areas y volimenes; Leibniz se enfoc6 en desarrollar
una notacién adecuada, reglas de calculo y férmulas de aplicacién, mientras que Newton no le
prestd demasiada atencion a estos aspectos. Sin embargo, estas diferencias no fueron apreciadas
con claridad, en su momento, lo que generd una disputa por la invencién del célculo
infinitesimal, la cual estuvo sustentada por parte de Newtony sus seguidores a partir del
intercambio de cartas entre los matematicos en cuestion, por medio de Oldenburg; esto permitié
que se afirmara que Leibniz extrajo, de dichas comunicaciones, las bases para sus desarrollos
sobre el calculo; por su parte, Leibniz argumentaba su originalidad por medio de las diferencias

presentes en su método (Duran, 2006).
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Esta polémica trajo consecuencias sociales, cientificas y personales, como fue la
acusacion de plagio realizada a Leibniz; de hecho, el andlisis de dicha situacién se llevé a cabo en
la Royal Society, organismo que priorizé a Newton sobre Leibniz; esto propicio que los ingleses
se apropiaran del método de Newtony se apartaran de los demas paises europeos, generando
atrasos en los desarrollos cientificos de Inglaterra; por su parte, el trabajo de Leibniz fue aceptado
en los demas paises y seguido fielmente por muchos matematicos, entre los cuales se destacaron
los hermanos Bernoulli (Mufioz, 2013). Asi mismo, Bingham (1973) y Stewart (2008) afirman
que los britanicos adaptaron, por orgullo nacionalista, la notacion de Newton por unos 100 afios,
aproximadamente, para finalmente aceptar la desarrollada por Leibniz, como lo habia hecho,
desde uninicio, el resto de Europa, pues evidentemente era muy superior a la de Newton, la cual
era tediosay complicada de trabajar, sobre todo para el célculo de derivadas de orden superior.

La notacion de Leibniz posibilitaba establecer, por si misma, los procesos presentes y derivados
del célculo infinitesimal a partir del desarrollo de los diferenciales, ademas permitia visualizar
que la diferenciacion era el proceso inverso de la suma (Child, 2005); es asi como la notacién de
Leibniz se constituy6 en uno de los grandes logros de la humanidad, en lo que se refiere a los

desarrollos sobre el calculo infinitesimal.

Historia en los procesos de formacién y aprendizaje del calculo

La historia de las matematicas se constituye en un recurso que, entre otros aspectos,
permite la superacion de obstaculos epistemoldgicos, promueve la reflexion del estudiante e
integra las matematicas con otras disciplinas; en este sentido, abarca un papel mas significativo
que el de recoleccion de anécdotas, datos antiguos y sucesos acumulados, lo que consolida a la
historia como un campo amplio en la practica educativa (Chaves y Salazar, 2003; Liu y Niess,
2009; Protti, 2003). La historia debe proporcionar una vision mas amplia de la que se le dotaen
muchas ocasiones en un proceso de ensefianza de las matematicas, en el que, estas ultimas, se
suelen presentar como herramientas o procedimientos que adquieren su valor y validez por medio
de la realizacion de algoritmos correctos y la solucion de ejercicios con respuestas exactas; estas
estrategias dejan a un lado el conocimiento histdrico, el cual puede exponer las contribuciones de
las diferentes culturas referentes a sus diversas ramas, que van desde las geometrias euclidianas y
no euclidianas hasta el calculo mismo (Panasuk y Horton, 2013).
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En este sentido, todo el interés para la construccion e implementacion de estrategias
didacticas que aporten a la comprension de los conceptos presentes en el calculo, precisan de una
mayor comprension sobre las matematicas involucradas y, por lo tanto, requiere de una
transformacién de los procesos y metodologias presentes en la formacion de maestros (Moreno,
2014). En el caso colombiano, a partir de los Estandares Basicos de Competencias en
Matematicas (MEN, 2006) y los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998), se
abre el camino hacia la incorporacion de la construccion de las ciencias en la ensefianza de las
matematicas, mediante el apropiamiento de la concepcion sobre el saber disciplinar como el
producto de una actividad de comunidades profesionales en las que estan presentes practicas y
conceptos ligados a un contexto cultural e historico, en proceso continuo de reconstruccion
(MEN, 2006).

Con relacion a lo anterior, los maestros, en general, deben recibir orientacion sobre
contenidos y ajustes metodoldgicos adecuados para la ensefianza de las matematicas, puesto que
este es un factor determinante del rendimiento educativo de los estudiantes, contribuye al
desarrollo de sus habilidadesy capacidades cientificas, y permite resolver los problemas que
surgen durante la produccion del conocimiento de esta ciencia; lo anterior, precisa de un
apropiado proceso de formacion de maestros (Dejiz y Mihajlovi¢, 2014; Pivatto, 2014; Tzanaski
et al., 2002). Asi mismo, los maestros en formacion necesitan de un espacio que les permita
reorientar las metodologias tradicionales de ensefianza; este contexto puede ser proporcionado
por la historia de las ciencias, la cual favorece su conocimiento disciplinar y aporta el sustento
necesario para la integracion del discurso matematico y el didactico en las practicas educativas
(Mora et al., 2016; Furinghetti, 2007).

Sin embargo, el desconocimiento de los maestros en formacion de dicho aspecto es una
de las razones por las que no se incluye en los planes de estudio de matematicas; asi mismo, esto
lleva a los estudiantes a construir o seguir sus propios caminos en la apropiacion de los
conceptos, facilitando la formacién de concepciones alternativas y practicas equivocadas sobre el
conocimiento matematico y sus procesos de ensefianza, lo que, a su vez, puede generar temor y
desconfianza a la hora de abordar la historia (Furinghetti, 2007; Panasuk y Horton, 2013). Esta
falta de confianza es un factor que debe ser analizado tanto en los programas escolares como en
la preparacion inicial de los maestros y en su practica pedagogica, lo cual puede convertirse en

una oportunidad para incluir en los procesos de ensefianza el conocimiento de la naturaleza de las
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matematicas, su significado cultural y su influencia en el desarrollo tecnoldgico y cientifico de la
sociedad, propendiendo por una mejor comprension disciplinar de los estudiantes (Panasuk y
Horton, 2013). Por lo tanto, es imperante la inclusion de cursos especificos de historia en los
programas de estudio de las carreras relacionadas con la ensefianza de las matematicas y, en
particular, del calculo, los cuales deben contemplar elementos teéricos de la historia; pero,
ademas, deben brindar claridad frente a qué tipo de conocimiento puede hacer un uso real de la
historia para su ensefianza (Chaves y Salazar, 2003; Panasuk y Horton, 2013; Jankvist et al.,
2015).

Finalmente, Vasco (2002) menciona que la implementacion de la historia como estrategia
para la ensefianza de las matematicas, relaciona las siguientes dimensiones: el tipo de saber que
se va a ensefiar, la formacion de los maestros, el curriculo que se esté desarrollando, las
estrategias didacticas, el conocimiento previo del estudiante, las concepciones que se tengan
sobre las matematicas, la didactica para la incorporacion de la historia y los intereses tanto de los
estudiantes como del contexto. En consecuencia, todos estos aspectos precisan del abordaje de
investigaciones sobre la historia de las matematicas y sobre la Educacion Matematica misma; la
naturaleza del conocimiento no debe asumirse como un valor agregado sino como una necesidad
cultural, que permita recuperar la historia de las ciencias y que motive tanto a maestros como a

estudiantes a comprender los procesos presentes en el origen y construccion de las matematicas.

La comprension en Educacion Matematica

De acuerdo con Perkins (2002), “comprender es la habilidad de pensar y actuar con
flexibilidad a partir de lo que uno sabe. Para decirlo de otra manera, la comprensién de un tépico
es la ‘capacidad de desempefio flexible’ con énfasis en la flexibilidad” (p. 70). Esta definicion de
comprension, desde el marco tedrico de la Ensefianza para la Comprension (EpC), destaca la
habilidad de implementar diferentes conocimientos cientificos y experienciales para ser aplicados
de la forma mas oportuna en ciertos momentos de la vida. En este sentido, la comprension se
constituye en una relacion estrecha entre el pensamiento y la practica, y su eficacia dependera de
las decisiones que se tomen en un momento determinado (Acevedo, 2011).

Por su parte, los VVan Hiele, a partir de la propuesta de su modelo teorico para la

ensefianza de la geometria, explican el proceso que se debe seguir para alcanzar la comprension
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geométrica, mediante la estratificacion del razonamiento en cinco niveles consecutivos: la
visualizacion, el andlisis, la deduccién informal, la deduccién formal y el rigor, los cuales se
repiten con cada nuevo aprendizaje (Vargas y Gamboa, 2013). Asi mismo, Jaime (1993) precisa
que el modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele permite identificar diferentes formas de
razonamiento y establece las pautas que los maestros deben llevar a cabo para contribuir al
avance de los estudiantes en su nivel de razonamiento.

De acuerdo con Meel (2003), la concepcion de comprension para Pirie y Kieren se asume
desde un proceso dindmico, en crecimiento, pero no consecutivo o lineal, el cual puede ser
reorganizado; asi mismo, alude a la comprension desde la teoria APOE, donde la abstraccion
reflexiva planteada por Piaget se convierte en la base de la comprension, ya que es un proceso
cognitivo del estudiante basado en la reconstruccion y organizacion de acciones fisicas y
mentales hacia un nivel superior del pensamiento.

Por otra parte, Bubner (1992) desarrolla diferentes percepciones acerca de la
comprension; para este autor, la comprension se relaciona con la incorporacion de contenidos
nuevos a las diferentes competencias, postura que se encuentra en desacuerdo con la nocion de
comprension desarrollada por Heiddegger, citado en Bubner (1992), quien asume la comprensién
como una forma de comportarse en el mundoy no tiene que ver con la apropiacion de nuevos
contenidos; por su parte, Bubner (1992) también se refiere a la comprension, a partir de Gadamer,
como consecuencia de un dialogo en el que se encuentran diferentes posturas y se establecen
acuerdos y limitaciones sobre un aspecto particular propio de un espacio temporal.

A partir de lo anterior, puede observarse que la comprension es uno de los aspectos
fundamentales del conocimiento humano, central en los procesos de ensefianza y aprendizaje, los
cuales buscan, a su vez, la comprension de un campo o saber especifico; precisamente alli radica
el interés que la didéctica de las matematicas tiene sobre la nocion de comprension (Rico, 2009).
Este aspecto suele ser uno de los mas abordados en la educacién y en la investigacion cientifica;
incluso, el uso de dicha nocién ha venido permeando también el campo de la Educacién
Matematica, en la que se han obtenido resultados y conclusiones importantes relacionados con el
desarrollo de la comprension de los estudiantes; no obstante, aun persisten dificultades
vinculadas a la naturaleza interna de la comprension, relacionadas con la falta de conexién entre
el conocimiento matematico y la realidad, lo cual se constituye en un problema metodolégico que

parte de lo tedrico para llegar a lo practico (Gallardo y Gonzélez, 2007). Comprender una
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disciplina o campo especifico va mas alla que aprender con comprension su contenido bésico,
también debe incluirse la comprension de su filosofia, metodologia, alcances, limitaciones y
desarrollo de actitudes positivas hacia la disciplina; sin embargo, la comprension, entendidade
esta manera, como un todo, no es muy comun en las matematicas, por lo que tratar de mejorarlo

debe ser relevante para los estudiantes y maestros de matematicas (Kilpatrick et al., 1998).
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Marco tedrico: Ensefianza para la Comprension

A continuacion, se abordan los principales aspectos del marco tedrico de la Ensefianza
para la Comprension, en el cual se fundamento el presente estudio atendiendo a la pregunta de
investigacion y al objetivo planteado. Por esta razon, este capitulo expone las generalidades de la
EpC, los elementos de comprension, las dimensiones y los niveles. Asi mismo, se justifica la

pertinencia de esta estructura tedrica en el estudio en cuestion.

Generalidades

Un equipo de maestros e investigadores de Harvard dirigidos por Howard Gardner, David
Perkins y Vito Perrone, en 1988, se interesaron por el aprendizaje, la pedagogia, el desarrollo de
los maestros y el mejoramiento general de asuntos escolares; a partir de estos precedentes, surgio
el proyecto Cero, que permitié configurar el marco tedrico de la EpC, el cual busca fortalecer y
alcanzar la comprension del conocimiento en los estudiantes (Stone, 1999).

En este sentido, Perkins (1999) precisa que comprender debe entenderse como la destreza
para hacer algo o resolver un problema; asi mismo, el autor aclara que la posibilidad de explicar,
justificar, explorar, vincular y aplicar de manera diversa determinado conocimiento es lo que se
debe entender por desempefiarse con flexibilidad. Por su parte, Blythe y Perkins (2002) se
refieren a la comprensién como un proceso continuo, que debe considerar situaciones, tareas,
aplicaciones, conexiones y acciones que se desarrollan a partir de los desempefios de
comprension, los cuales posibilitan que el estudiante vaya mas alla de su conocimiento.

A su vez, Gardnery Boix (1999) definen la comprension como “la capacidad de usar
conocimientos, conceptos y habilidades en curso para iluminar nuevos problemas o temas no
previstos” (p. 3). Lacomprension desde Baquero y Ruiz (2005), puede entenderse como la
capacidad de tener diferentes formas de representar el mundo a partir de la interpretacion,
aplicacién o invencion de los sistemas simbolicos que lo conforman. Finalmente, se puede
establecer la comprension como la utilizacién adecuada del conocimiento, en donde se evalla el
saber a partir de retroalimentaciones y se logra una articulacién correcta entre los argumentos y la
teoria (Escobedo et al., 2004).
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Elementos de la comprension

Stone (1999) considera necesario realizar procesos de reflexion con relacién a la practica
educativay a las metodologias curriculares, enfocados en responder a los cuestionamientos
relacionados con: qué es necesario comprender, qué comprenderan los estudiantesy como
favorecer y evaluar este proceso de comprension; las anteriores preguntas permiten la
estructuracion de los elementos de la comprension de la EpC, los cuales se describen a
continuacion.

El primer elemento lo constituyen los tépicos generativos, los cuales, a partir de lo
planteado por Stone (1999a), se relacionan con aquello que es importante comprender, donde el
maestro, como mediador, considera la necesidad del conocimiento disciplinar y el interés de los
estudiantes, posibilitando que estos Ultimos trasciendan mas alla de sus cuestionamientos
iniciales y los vinculen a problemas fundamentalesy amplios. De acuerdo con Pogré (2012),
“para seleccionar los topicos, utilizamos cuatro criterios: deben ser centrales para la disciplina;
accesibles, en términos cognitivos, e interesantes para los estudiantes; importantes e interesantes
para el maestro y ricos en conexiones con el contexto y los recursos disponibles” (p. 50). Asi
mismo, Escobedo et al. (2004) argumentan que los tépicos generativos deben propiciar pasion en
el estudiante, lo que se logra a través de la conexién que se encuentre entre las ideas principales
de la disciplina que se va a abordar con las realidades de su contexto.

Similarmente, se encuentran las metas de comprensién, que se consideran como el
segundo elemento del marco; estas hacen referencia a lo que se espera que los estudiantes
comprendan a partir del desarrollo de una unidad o curso de estudio (Gardner y Boix, 1999). Las
metas de comprension se constituyen en ese destino compuesto por “conceptos, procesos y
habilidades que deseamos que comprendan los alumnos y que contribuyen a establecer un centro
cuando determinamos hacia donde habra que encaminarse” (Blythe y Outerbridge, 2002, p. 66).
Por su parte, Barrera (2014) argumenta que las metas de comprension deben ser concretas,
observables y medibles, y estar centradas en desarrollar los conocimientos y métodos de la
disciplina, proposito que se comparte de manera explicita con el estudiante.

El tercer elemento son los desempefios de comprension, los cuales configuran, expanden
y construyen el conocimiento a partir de actividades basadas en los saberes previos de los

estudiantes, para que este sea utilizado en nuevas formas y situaciones (Pogré, 2012). Del mismo
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modo, Stone (1999a) precisa que los desempefios se desarrollan de manera progresiva y
estructurada, lo que permite dividirlos en tres categorias, a saber: se inicia con una etapade
exploracion que permite, por medio de diferentes actividades, vincular los intereses de los
estudiantes con un tdpico generativo, para que, desde alli, se establezcan los saberes previos y se
puedan estructurar los mecanismos a seguir para contribuir con los procesos de comprension;
posteriormente, se continta con una fase de investigacion guiada, en la cual el maestro, a traves
del desarrollo de una estrategia metodoldgica, acompafia a los estudiantes en la consecucion de
las metas de comprensién; para terminar, en la ultima fase se realiza un proyecto final de sintesis
en el cual el estudiante tiene la oportunidad de dar a conocer lo comprendido mediante la
utilizacion de diferentes métodos para la socializacion de su conocimiento; estas fases buscan
desarrollar y demostrar claramente la comprension que los estudiantes han alcanzado con
respecto a las metas de comprensién establecidas con anterioridad.

Ademas de lo anterior, los desempefios de comprension se pueden evidenciar a partir de
diferentes dinamicas, que van desde la exploracién de sistemas de simbolos, la realizacion
conceptual, el desciframiento o la codificacion de conceptos, hasta el reconocimiento de las
intencionalidades de ensefianza y las aplicaciones en el contexto (Baquero y Ruiz, 2005). A partir
de lo referido por Escobedo et al. (2004), los desempefios de comprension pueden desarrollarse
con diferentes actividades que involucren al estudiante, de una manera activa, en procesos de
pensar y de hacer, ya sea dentro o fuera delaula de clase. Estos desempefios se deben vincular
con las metas para propiciar la comprension a partir de la practica, posibilitar diferentes estilos de
aprendizaje y comunicacion, promover una reflexién continua sobre el desarrollo de actividadesy
permitir la demostracion de la comprensién alcanzada (Stone, 1999a).

Finalmente, el cuarto elemento es la evaluacion diagndéstica continua; tal como lo plantea
Blythe et al. (2002), no es un proceso de estimacion, sino que contribuye al aprendizaje y permite
comunicar a maestros y comparieros lo que el estudiante ha comprendido; ademas, brinda la
oportunidad de realimentar y mejorar el proceso de comprension. Inicialmente, el maestro realiza
esta tarea de manera informal y, posteriormente, en la fase de investigacion guiada, se consideran
las apreciaciones de los estudiantes en torno a todo el proceso de comprension, logrando asi
definir criterios claros y coherentes de evaluacion (Stone, 1999a). Con relacién a este cuarto

elemento, Blyte et al. (2002) refieren que:
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Integrar el desempefio y la realimentacion es justamente lo que necesitan los alumnos
cuando trabajan en el desarrollo de la comprension de un tépico o concepto especifico. En
el marco teorico de la ensefianza para la comprension esto se denomina “evaluacion
diagnostica continua” y no es sino el proceso de brindar respuestas claras a los demas
desempefios de comprension de los alumnos, de modo tal que les permita mejorar sus
préximos desempefios. (p. 108)

En consonancia con lo anterior, Barrera (2014) define la evaluacion continua como un
conjunto de momentos en los que los estudiantes y maestros realizan realimentacion de las
situaciones propias del proceso de ensefianza y aprendizaje, con el objetivo de avanzar en la
comprension por medio de la puesta en marcha de estrategias o herramientas. La valoracion de
todo el proceso de comprension debe ser continua, orientada hacia espacios de revision constante,
en los que el estudiante tenga la oportunidad de volver las veces que se consideren necesarias
sobre la misma idea; de este modo, la evaluacién diagndstica continua, para el estudiante,
representara un apoyo o estimulo y no un juicio que califica sus acciones y aportes (Escobed o et
al., 2004).

Dimensiones para la comprension

Boix y Gardner (1999) refieren que las dimensiones permiten describir las cualidades de
la comprensién observables en los estudiantes; a su vez, mencionan que estas son especificas en
las diferentes disciplinas y validadas en diversos saberes; estas dimensiones se dividen en cuatro,
entre las cuales se encuentra la dimensién de contenido; los autores la definen como la que
permite establecer el nivel de comprensién que el estudiante ha alcanzado, desde las perspectivas
intuitivas y no escolarizadas, hasta procesos de comprension flexibles, que le posibilitan utilizar
conceptos coherentemente; en este sentido, Pogré (2012) afirma que “la dimension del contenido
contempla el conocimiento y el contenido del area disciplinar de ensefianza (...) Promovemos
que los estudiantes transformen sus creencias intuitivas y que puedan construir redes
conceptuales ricas y coherentes” (p. 53). Por su parte, Baquero y Ruiz (2005) argumentan que el
maestro debe tener un conocimiento profundo para seleccionar, de manera adecuada, los
contenidos, con el propdsito de que pueda establecer su pertinencia psicoldgica y su importancia

social, posibilitando la eleccion de contenidos interesantes y significativos para el estudiante.
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Por otra parte, Escobedo et al. (2004) argumentan que la comprensién depende de las
decisiones que se tomen frente a ciertas afirmaciones, las cuales deben basarse en argumentos
razonados, justos y bellos. De esta manera, surge la dimension de métodos, en la cual el
conocimiento se asume como resultado de un cuidadoso proceso de investigacion, realizado y
debatido por comunidades de expertos, que el estudiante debe apropiar para que, a partir de este,
logre debatiry validar, por medio de métodos confiables, lo que conoce o lo que se le menciona
(Boix y Gardner, 1999).

La tercera dimension es la de propositos, la cual “evalua la capacidad de los alumnos para
reconocer los propositos e intereses que orientan la construccién del conocimiento, su capacidad
para usar este conocimiento en multiples situaciones y las consecuencias de hacerlo”
(Leguizamon y Patorelli, 2011, p. 65). Adicionalmente, Pogré (2012) argumenta que, esta
dimension, se fundamentaen la conviccion del conocimiento como herramienta para explicar,
reinterpretar y operar en el mundo; dicho conocimiento se conectae influye directamente con la
vida del ser humano. En esta dimensién se resalta la posibilidad de evidenciar la intencion del
conocimiento en relacion con las dinamicas del contexto (Escobedo et al., 2004); de este modo,
tal como lo argumenta Cifuentes (2015), la comprensién debe tener el propésito de desarrollar
conexiones reflexivas y personales del conocimiento del estudiante con su realidad.

Finalmente, la dimension de formas de comunicacion, a partir de lo expuesto por Boix y
Gardner (1999), evalua en los estudiantes la utilizacion de métodosy simbolos que les permitan
dara conocer 0 expresar sus conocimientos, para que estos sean comunicados al publico, ya sea
de forma visual, verbal, escrita o corporal. Por lo tanto, Cifuentes (2015) asume esta dimension
como la variedad de sistemas simbdlicos que se pueden utilizar correctamente y con fluidez para
dara conocer lo comprendido, de manera pertinente, de acuerdo con las particularidades del
contexto. La comunicacion es fundamental para la comprension, porque implica entender a quién
nos dirigimos, para asi utilizar la forma de comunicacion mas apropiada; por otro lado, involucra
conocer, en lo personal, la forma de comunicacion en la cual se tiene mayor habilidad (Escobedo
et al., 2004).
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Niveles de comprension

Boix y Gardner (1999) plantean que la profundidad de lacomprension puede variar desde
unos niveles mas débiles a otros mas avanzados; por lo tanto, se hace necesario diferenciarlos.
Inicialmente, se encuentra el nivel de ingenuo, en el cual, de acuerdo con Pogré (2012), el
estudiante no encuentra relacién con el conocimiento y su realidad, no se indaga por sus bases,
origenes y la forma conveniente de comunicarlo. Por lo tanto, en este nivel, el estudiante
fundamenta su conocimiento a partir de lo intuitivo, lo que se constituye en un saber que se
adquiere directamente del mundo y que no se diferencia del abordado en la escuela; ademas, esta
totalmente desligado de un propdsito y de un proceso de construccién (Boix y Gardner, 1999).

Posteriormente, esta el nivel de novato o principiante, en el que los estudiantes se basan
“en procedimientos ritualizados y mecanismos de prueba. La naturaleza y los objetivos de la
construccion del conocimiento son descriptos como procedimientos mecanicos. La validacion de
un trabajo depende mas de la autoridad externa” (Leguizamon Yy Pastorelli, 2011). Asi mismo,
Pogré (2012) menciona que, en este nivel, se establecen conexiones simples y poco estructuradas
entre conceptos o ideas disciplinarias.

Por otra parte, se halla el nivel de aprendiz, en el que, a partir de lo expuesto por Boix y
Gardner (1999), el estudiante tiene un conocimiento disciplinar flexible, que percibe como una
tarea compleja; con el apoyo del maestro, el estudiante puede relacionar, en ocasiones, este
conocimiento con la vida cotidiana para establecer su pertinencia. Del mismo modo, Leguizamon
y Pastorelli, (2011) refieren que, en este nivel, el proceso de comprension se basa en
conocimientos disciplinarios, en los que se tiene un manejo amplio de conceptos que puede llegar
a utilizar el estudiante, con apoyo, en su cotidianidad.

Cuando el estudiante tenga la capacidad de moverse con flexibilidad entre dimensiones,
vinculando criterios de construccion y validacién del conocimiento con el objeto de estudio,
usando este conocimiento para expresarlo de forma creativa y para reinterpretar y actuar en el
mundo, el estudiante se encontrara en el nivel de maestria (Pogré, 2012). Al respecto, Boix y
Gardner (1999) mencionan que, en este nivel, el estudiante concibe la construccion del
conocimiento como una tarea compleja, realizada por comunidades de profesionales y validada a

partir de métodos propios de la naturaleza del objeto. Ademas, en este nivel, el estudiante posee
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un desempefio de comprension integrador, reflexivo, critico y aplicable a su realidad
(Leguizamon y Pastorelli, 2011).

Pertinencia del marco tedrico de la EpC en la investigacion

El marco tedrico de la EpC, a partir de lo argumentado por Stone (1999), brinda una
estructura que da orden al proceso de investigacion educativa en el que la comprension es el eje
central que se alcanza por medio de las metas de comprension, las cuales son evaluadas y
refinadas durante el proceso de ensefianza; por lo tanto, el marco tedrico se constituye en una
herramienta de apoyo para los maestros, en términos de una reflexion en y sobre su préactica
pedagogica, generando motivacion para el tratamiento de ideas o conocimientos mas profundos.
En este sentidoy, a partir de las generalidades de dicho marco teorico, ademés de considerar que
el objetivo del presente estudio propende por analizar como comprenden los maestros en
formacion el concepto de derivada en el contexto de Newtony de Leibniz a partir de la EpC, se
establece la comprension como nucleo central comin tanto del marco teérico como del propdsito
de investigacion.

Por lo tanto, si se espera analizar como un grupo de personas comprenden determinado
objeto matematico, seré necesario llevar a cabo un proceso continuo y delimitado por los
presupuestos de la EpC, apoyado en la planificacion y aplicacion de actividades o tareas que
propicien, en este caso particular, el alcance de la comprension en la formacion inicial de
maestros, en torno al concepto de derivada desde su aspecto histérico. Asi mismo, el marco de la
EpC puede adaptarse a un contexto determinado y permite ajustarlo a los objetivos de
investigacion sin desconocer los propositos del maestro formador; en este sentido, Ritchhart et al.
(1999) precisan:

La habilidad en el manejo de la EpC se basa en interpretar los elementos del marco

tedrico y adaptarlos para que respondan a las exigencias de un contexto concreto,

mientras expresan los compromisos, las pasiones y la personalidad particulares del
docente. De tal forma, los docentes incorporan sus propios intereses y prioridades en su

practica de la EpC, dandole a cada aula sus rasgos distintivos. (p. 171)

Asi mismo, cadauno de los elementos, dimensiones y niveles de comprension, se

constituyen en una herramienta que permite reflexionar sobre las précticas de ensefianza del
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concepto de derivaday la comprension que los estudiantes estan desarrollando del mismo;
aunque el marco de la EpC no puede establecerse como una receta, si permite instaurar pautas
para generar topicos, metas de comprension y actividades curriculares y de evaluacion, que
posibiliten alcanzar la construccion de un conocimiento flexible, reflexivo y articulado a la
realidad de los maestros en formacion, respecto al objeto de estudio, lo que, a su vez, permitira
alcanzar el objetivo y dar respuesta a la pregunta de investigacion.

Es asi como este marco tedrico de la EpC apoya cada una de las fases que comprende la
presente investigacion, ademas se consolida como una herramienta para dirigir el trabajo de la
investigadora y para desarrollar estrategias metodoldgicas oportunas que aporten a la
comprension del concepto de derivada en los maestros en formacion a partir de los contextos de
Newtony de Leibniz. En concordancia con esto, Cifuentes (2015) precisa:

La ensefianza para la comprension (EpC) es una opcion valiosa para transformar nuestras

practicas educativas, pues permite desarrollar comprensiones profundas, promueve el

aprendizaje significativo y crea verdaderas culturas de pensamiento en el aula y fuera de
ella. El trabajo con la EpC es dispendioso y exige gran dedicaciony esfuerzo del docente,
pero genera excelentes resultados en lo académico y en el desarrollo de habilidades
sociales, en cuanto a que los estudiantes se ven comprometidos y motivados en sus
propios procesos de aprendizaje al poder aplicar, retroalimentar y hacer circular lo que

saben. (p. 80)
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Marco metodoldgico

Este capitulo esboza las generalidades del marco metodoldgico. Para ello, y con el
propasito de justificar metodoldgicamente el actual trabajo de investigacion, se hace referencia a
los siguientes aspectos: enfoque de investigacion, disefio, participantes, métodos de recoleccion

de informacion y proceso de andlisis de esta.

Enfoque de investigacion

La necesidad de estudiar fendmenos sociales y analizar el comportamiento de los
individuos, ademas de la heterogeneidad del conocimiento cientifico, motivo la emergencia de la
investigacion cualitativa, en la cual el punto de partida del investigador es la comprension de la
realidad a partir de la observacion, el descubrimiento, la explicacion y la prediccion de
situaciones presentes en los hechos y en los sujetos que hacen parte de esa realidad; por lo tanto,
el enfoque cualitativo, en el campo de la investigacién cientifica, se puede considerar como un
modelo revolucionario que permite abordar el conocimiento de una manera particular, sin buscar
generalizaciones, en donde el entendimiento de una situacion o un caso, tiene igual importancia
que el analisis y comprension de un problema representativo (Alvarez y Jurgenson, 2003).

Por otra parte, Hernandez et al. (2010) sostienen que los estudios cualitativos son
dindmicos, dado que permiten la construccion de hip6tesis antes, durante y después del proceso
investigativo; adicionalmente, mencionan que este tipo de enfoque pretende reconstruir toda la
realidad en la que se encuentra un grupo de estudio sin manipularla o condicionarla. Del mismo
modo, Galeano (2004) precisa que la investigacion social cualitativa busca comprender la
realidad a partir de las situaciones propias de los maltiples y heterogéneos actores sociales. En
este sentido, la investigacién cualitativa se convierte en un proceso interrogativo de comprension
que indaga por un problema social a partir del analisis de los discursos y acciones de los
participantes (Creswell, 2013). Por otra parte, Vasilachis (2006) precisa que este tipo de
investigacion centra su atencion en las formas en que se comprende, experimenta o produce el
mundoy en como los participantes, en particular los de este estudio, lo sienten, significan,

experimentan, conocen y lo relatan; asi mismo, este enfoque investigativo busca poner en
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evidencia lo nuevo, entender el contexto de la teoria y generar nuevas perspectivas de lo que se
conoce.

En cuanto al investigador, Valles (1999) precisa que la préctica, en el enfoque cualitativo,
se origina en un contexto sociohistérico determinado, en el cual el investigador debe tomar
decisiones, de manera explicita o implicita, determinadas por sus intereses y compromisos de
investigacion; en consecuencia, es necesario que el investigador tenga claridad sobre el tema de
estudio, el enfoquey las perspectivas tedricas relacionadas con el problema a investigar; sin
embargo, este no puede desconocer que el proceso investigativo debe asumirse como flexible y
delimitado a partir de unas caracteristicas iniciales, pero que se moldea y transforma a lo largo
del tiempo y el contexto de estudio.

Con base en lo anterior, se puede establecer que el presente trabajo de investigacion se
enmarco en un enfoque cualitativo, puesto que no se pretendio realizar medidas de un fenémeno
u objeto de estudio, 0 generar teorias cientificas; el proposito de este estudio era analizar la
comprension, como fenémeno social, de los maestros en formacion en torno al concepto de
derivadaen el contexto de Newtony de Leibniz a partir de la EpC, teniendo en cuenta las
dindmicas presentes en sus procesos de formacién, buscando con ello aportar a la comprension

misma del objeto matematico.

Disefio de investigacion

Para abordar la investigacion, se implemento un estudio de casos, puesto que, como lo
refiere Stake (1998), este tipo de estudios facilita el andlisis y comprension de la particularidad y
complejidad de un caso con relacion a sus acciones y contexto, considerandolo como un sistema
integrado que incluye diversidad de caracteristicas, las cuales brindan informacion necesaria para
desarrollar el proceso de investigacion. El estudio de casos permite profundizar determinado
fendmeno en su contexto real, en casos Unicos o multiples, para, posteriormente, tomar registro
de la investigacion con la ayuda de diferentes herramientas o instrumentos de indagacion (Yin,
1989); por lo tanto, como lo refieren Neiman y Quaranta (2006), el disefio de investigacion
basado en estudios de caso posibilita focalizar hechos y situaciones presentes en un contexto
especifico, que permitan realizar un andlisis profundo para llegar a comprenderlos. En este

sentido, el estudio de casos pudo facilitar un analisis de reflexiones, percepciones y acciones de
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cada uno de los maestros en formacion, en relacion con la comprension del aspecto histérico del
concepto de derivada, a partir de las dindmicas socioculturales propias del contexto de Newtony
de Leibniz

A partir de lo planteado por Creswell (2013), el estudio de casos considera maltiples
formas de recoleccion de informacién para describir, analizar y explicar a profundidad
situaciones, en referencia a un mismo fendmeno u objeto de estudio, a partir de diferentes
mecanismos como la observacion, entrevistas y diarios. Por lo tanto, este disefio de investigacion
permitid evidenciar los procesos de comprension de los maestros en formacion, respecto al
concepto de derivadaen el contexto de Newtony Leibniz, bajo el marco de la EpC; es decir, cada
una de las participaciones de los estudiantes, sus acciones y productos, fueron relevantes, puesto
que se convirtieron en mecanismos de analisis y evaluacion del proceso investigativo, tal como lo
refieren Hernandez et al. (2010) cuando afirman que el estudio de casos permite analizar
profundamente una unidad para responder al planteamiento del problema inicial.

Dado que se pretendia realizar un anélisis de la comprension del concepto de derivada en
un grupo de maestros en formacion de matematicas, el estudio de casos que se implemento fue
multiple, debido a que se hizo necesario analizar los casos por separado de acuerdo con las
dimensiones y niveles de comprension referidos en la EpC, a la luz de una rubrica disefiada a
partir de descriptores y categorias de comprension preestablecidas y refinadas durante el
desarrollo del estudio, para, finalmente, hacer un analisis global de la pregunta que dirigi6 la
investigacion. De acuerdo con lo anterior, es importante mencionar, tal como lo plantea Yin
(2003), que el estudio de casos multiple busca, a partir de la comparacion de respuestas o aportes
a las mismas preguntas o situaciones, establecer conclusiones importantes sobre un objeto de
investigacion, tratando de encontrar los puntos donde convergen las diferentes manifestaciones o
resultados, lo que dota de validez a la investigacion; por lo tanto, el estudio de casos multiple
suele considerarse mas convincente, puesto que cada caso particular o unidad de andlisis tiene un
proposito para el desarrollo y el alcance de la investigacion, para lo cual se realiza una eleccion
reflexiva y cuidadosay, por esta razon, este tipo de estudio no debe considerarse simplemente
como la suma de casos Unicos.

Finalmente, este disefio de investigacion se constituyd en una herramienta pertinente para

apoyar el proceso investigativo; en particular, pudo contribuir a la solucion de la problematica
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especifica, por medio de la respuesta a la pregunta que orient6 el estudio y la consecucion de los

objetivos de investigacion.

Participantes

A partir de lo mencionado por Quiroz et al. (2002), es relevante establecer con claridad el
grupo de participantes con los que se desarrolla una investigacion, puesto que:

Es importante tener un conocimiento de las caracteristicas de los sujetos con quienes se va

a interactuar, en relacion con la edad, el género, el nivel socioeducativo, los intereses,

procurando de esta manera, preparar sesiones que tengan como punto de partida las

necesidadesy experiencias especificas de los participantes. (p. 55)

En este sentido y, atendiendo al objetivo de investigacion, los participantes que hicieron
parte de la implementacion de diversas tareas de formacion?, propias del presente estudio, eran
estudiantes de una licenciatura en matematicas y fisica de una universidad pablica colombiana; a
su vez, considerando la particularidad del estudio, estos estaban matriculados en un curso de
calculo integral, puesto que, a partir del plan de estudio del programa de licenciatura, era
relevante establecer unos temas y conceptos que debian abordarse previamente (concepto de
derivada), para poder realizar un adecuado desarrollo del curso; por lo tanto, en este momento del
programa, se esperaria que los estudiantes tuviesen cierta madurez tedrica, al estar familiarizados
con el concepto en cuestién; aunque, a partir de la actividad diagnostica inicial, se pudo
determinar que los maestros en formacién presentaron problemas de comprension de este
concepto particular, a pesar de que ya habian pasado por un curso de célculo diferencial.

Posteriormente, dentro de este grupo, se seleccionaron los cinco maestros en formacion
que habian exhibido mayores dificultades en la comprensién del concepto de derivada, de
acuerdo con los resultados de una actividad diagnostica previa (cuestionario). Del mismo modo,
este analisis inicial posibilité generar una serie de tareas de formacion que podian contribuir con
la comprensién del concepto de derivada en el contexto de Newtony de Leibniz.

El grupo de los cinco maestros en formacion estuvo conformado por tres mujeres y dos

hombres, entre los 20 y 27 afos, todos ellos se encontraban entre el sexto y octavo semestre de

3 Lastareasde formacion son problemaso actividades que se le plantean almaestro en formacion, lascuales
tienen como objetivo contribuira su conocimiento para desarrollar un proceso de ensefianza de las mate maticas (Ponte
etal., 2009).
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una licenciatura en matematicas de una universidad publica de Colombia. En su proceso de
formacion, habian tenido la oportunidad de abordar el curso de célculo diferencial, en el que
tuvieron un acercamiento al concepto de derivada, atendiendo el plan de estudios vigente para
dicho programa. Por otro lado, se aclara que los participantes manifestaron, considerando
diferentes aspectos éticos y de privacidad, que querian ser identificados en el estudio con los
siguientes seud6nimos: Angela, participante de 23 afios, que cursaba sexto semestre; Kelly,
maestra en formacion de 20 afios de edad y situada en el sexto semestre; Mateo, maestro en
formacion de matematicas con 22 afios, que cursaba séptimo semestre; Karen, participante de 24
afios de edad, que adelantaba su octavo semestre, y Jhordan, con 21 afios, que estaba en su
séptimo semestre, al momento de la realizacion del estudio.

Finalmente, la participacion de los maestros en formacion en el presente estudio se realizo
de manera voluntaria; ademas, se garantizd, en todo momento, la reserva de su identidad si era
requerido por los mismos; igualmente, se les informd, de manera oportuna, acerca de los logros y
dificultades que se generaron como consecuencia de la realizacion de la investigacion; del mismo
modo, se verificd que los participantes contaran con los medios tecnolégicos necesarios para el
desarrollo de las diferentes tareas de formacion construidas en el marco del estudio.

Métodos de recoleccion de informacion

La investigacion cualitativa es un enfoque riguroso y confiable, en el que el investigador
debe tener un amplio conocimiento de los procedimientos o técnicas pertinentes para el desarrollo
de su estudio (Vasilachis, 2006); en esta linea y, atendiendo al problema de investigacion con
relacién al enfoque y al disefio, se utilizaron tres instrumentos, de los cuales se pudo obtener la
informacion necesaria para dar cumplimiento al objetivo y responder la pregunta de
investigacion; la interpretacion de dicha informacion pudo permitir refinar y reconfigurar tareas
de formacion, que aportaran a la comprension de los maestros en formacion del concepto de
derivada a partir de los contextos de Newtony de Leibniz y enmarcada en la EpC. En un estudio
de casos cualitativo, de acuerdo con Martinez (2006), el investigador tiene la posibilidad de
implementar diferentes instrumentos y fuentes de informacion que estén relacionados con el
objeto de investigacion, como entrevistas, encuestas, bitacoras, revisién de documentos,

observaciones, entre otros.
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Para esta investigacion, la observacion fue uno de estos instrumentos. De manera general,
este método de recoleccion posibilita al investigador una mejor comprension del caso;
adicionalmente, permite realizar una descripcion de los acontecimientos para, posteriormente,
analizarlos y conocer directamente el contexto donde se presenta el objeto de estudio (Stake,
1998; Bonilla y Rodriguez, 2015). Para el caso particular del presente estudio, se observo la
realizacion de las diferentes tareas desarrolladas por los maestros en formacion que hicieron parte
del trabajo de campo.

La entrevista fue otro de los instrumentos utilizados; a partir de lo mencionado por
Hernandez et al. (2010), a través de esta se logran construir y comunicar significados referentes a
un tema determinado, dado que se convierte en un proceso flexible y amigable, ademas de ser
determinante para el andlisis e interpretacion del fendmeno de estudio. En el desarrollo de esta
investigacion, se realizaron dos entrevistas semiestructuradas, una al inicio para establecer la
comprension que los maestros en formacion tenian sobre el concepto de derivaday otra al
finalizar el trabajo de campo y la realizacion de las tareas de formacion, con el objetivo de
corroborar el proceso de comprension alcanzado por los participantes.

Finalmente, se considerd el material, producto de las actividades de comprensién
realizadas por los maestros en formacion, debido a que era una fuente muy valiosa dentro de esta
investigacion cualitativa; de manera general, este tipo de material permite conocer al investigador
situaciones que se viven en un contexto determinado para, posteriormente, ser analizadas a la luz
del problema de investigacion y del marco tedrico (Hernandez et al. 2010).

A partir de lo planteado por Vasilachis (2006), el trabajo de campo que se consolide en un
estudio debe hacerse de manera responsable, registrando cada particularidad y aporte de los
participantes, puesto que esto permitira respaldar las interpretaciones que se realicen y las
conclusiones. Asi mismo, este autor argumenta que:

La investigacion cualitativa requiere de quien la realiza una profunda sensibilidad social

para evitar toda accion, todo gesto que atente contra la identidad de los participantes pero,

ademas, exige estricta formacion en esta metodologia, rigor, sistematicidad,

entrenamiento, creatividad y, especialmente, flexibilidad para, entre otros: a) volver una y

otra vez al campo para afinar, ajustar la pregunta de investigacion; b) reconsiderar el

disefio; c) recolectar nuevos datos; d) implementar nuevas estrategias de recoleccion y

andlisis; y e) revisar y, si fuera necesario, modificar las interpretaciones. (p. 37)
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Ruta metodologica y analisis de la informacion

A pesar de que no existe un camino establecido para realizar un analisis, Martinez (2006)
menciona ciertos aspectos fundamentales que se deben considerar para lograrlo, dentro de los
cuales se encuentran los siguientes: inicialmente, se debe tener en cuenta el analisis del sitio; esto
consiste en llevar un registro detallado de cada una de las interacciones, aportes, observaciones y
actividades que se den a lugar durante el trabajo de campo, con el objetivo de realizar una
transcripcion posterior confiable; asi mismo, se encuentra el foco de andlisis, en el que el
investigador se centra en los datos que se relacionan con su objeto de estudio para constatarlo
con la literatura existente; posteriormente, se realiza un andlisis profundo de la informacion a la
luz del marco tedrico y de los referentes conceptuales que apoyan la investigacién, propendiendo
por encontrar la solucién al problema de investigacion; dichos resultados deben compartirse con
los participantes con el fin de que las interpretaciones elaboradas sean acordes a lo que ellos
quisieron expresar o elaborar; finalmente, se realiza la etapa de divulgacion por medio de la
elaboracion de un informe o tesis de investigacion.

Con base en lo anterior, la presente investigacion abordd diferentes instrumentos y
estrategias que comprendian inicialmente dos actividades diagndsticas (entrevista a maestro y
cuestionario a maestros en formacion), las cuales posibilitaron fundamentar el planteamiento del
problema de investigacion; posteriormente, en el trabajo de campo se desarrollaron diferentes
tareas de formacion que se constituyen, a partir de lo referido por Ponte et al. (2009), en
actividades o problemas planteados a los estudiantes para contribuir a su comprension y fomentar
el aprendizaje de las matematicas; por lo tanto, se convierten en un instrumento y en una
responsabilidad importante para la ensefianza de esta ciencia, en la que el maestro asume un
papel central, tanto en la construccion de estas tareas de formacion, como en su desarrollo por
parte de los estudiantes.

En este estudio, las tareas de formacion fueron construidas a partir de la implementacion
de tecnologias digitales; al respecto, Borba et al. (2014) precisan que pueden ser utilizadas en el
campo de la Educacién Matematica como una posibilidad que permita superar las dificultades
que se presentan en la practica educativa; asi mismo, refiere que estas herramientas, en muchos

de los casos, estan constituidas por expresiones artisticas; la relacion entre estas herramientas y el
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arte se conoce con el término de performance en matematicas digitales, el cual se consolida como
un enfoque pedagogico y didactico que se puede desarrollar en los procesos de ensefianza y
comprension de las matematicas a partir de videos, uso de internet y programas matematicos
como GeoGebra.

Las tareas de formacion de la presente investigacion se estructuraron a partir de algunas
de estas expresiones del performance en matematicas digitales, como en el caso de los videos
sobre historia de la derivaday las entrevistas a Newtony a Leibniz; ademas, se disefié una
historieta en la que se abordaron los aspectos matematicos y geométricos del concepto de
derivada desarrollados por Newtony por Leibniz; para esto, se utilizé una herramienta web
llamada PIXTON, que permiti6 la construccion de los personajes y la adicion de los didlogos; asi
mismo, una tarea de formacion se baso en la utilizacion del programa GeoGebra, la cual tuvo
como objetivo reproducir los planteamientos geométricos trabajados en las construcciones acerca
del concepto de derivada por ambos matematicos. Notese que a partir de la exploracién del
programa Geogebra, en términos generales, se pueden abordar conceptos y procedimientos
trabajados en los diferentes niveles educativosy que hacen parte de la geometria, el algebra, la
estadistica, el calculo, entre otros; dentro de este conocimiento matematico se encuentra el
concepto de derivada, el cual se ha venido trabajando mediante la utilizacion de este programa, a
través de la exploracion de objetos matematicos como la recta secante, la tangente o la pardbola
(Borba, et al., 2014).

Para finalizar el proceso de investigacion con los participantes, se implementé una
entrevista final que indago sobre los procesos de comprension alcanzados a partir de las
diferentes actividades planteadas. Tanto el material obtenido de las tareas desarrolladas por los
maestros en formacién, como las entrevistas realizadas a los mismos Y las observaciones que la
investigadora llevé a cabo durante todo el proceso de recoleccion de informacion, fueron
transcritos, revisados y analizados, con el objetivo de identificar los aportes y aspectos que
pudieron posibilitar dar respuesta a la pregunta y contribuyeron al alcance del objetivo de
investigacion. Para llevar a cabo el analisis de la investigacién, se considerd la informacion que
emergio de la aplicacion de los instrumentos referidos anteriormente; ademas, con la ayuda de
herramientas digitales para la organizacion y clasificacion de los datos, se realiz6 una

triangulacion de la informacion, constituida por el analisis de las diferentes actividades realizadas
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por los maestros en formacion, a la luz del marco teérico de la EpCy considerando las
observaciones y percepciones de la investigadora.

Finalmente, a partir de lo referido por Mendizabal (2006), la validez de la investigacion

Se

sustenta en la constatacion de los datos con la realidad, para lo que el investigador debe guardar

cierta independenciay asi no entren en el analisis posibles sesgos o prejuicios. En el caso
particular de este estudio, la credibilidad se sustent6 en la informacion recolectada durante el
proceso investigativo, como resultado de las dinamicas, aportes y productos de los encuentros
sincrénicos, las socializaciones y el desarrollo de las tareas de formacion por parte de los
maestros en formacion; dichos aportes y materiales se analizaron a la luz del marco teérico; sin
embargo, este proceso no desconocid la relevancia de la observacién de la investigadora, como
un medio para definir cuestionamientos y establecer caracteristicas importantes dentro de las

situaciones que se presentaron en el proceso de investigacion.
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Tareas de formacion y rubrica para la evaluacion de la comprension

En el siguiente capitulo se presentan las diferentestareas de formacion realizadas y
aplicadas durante el proceso de investigacion; del mismo modo, se exponen las rabricas de
evaluacion por niveles, las cuales posibilitaron hacer el analisis y valoracion de la comprension
en cada uno de los cinco maestros en formacién, permitiendo ubicarlos en diferentes niveles de

comprension de acuerdo con los desempefios referidosen la EpC.

Tareas de formacion: comprension del concepto de derivada a partir de las construcciones

de Newtony de Leibniz

Las diferentes actividades que se llevaron a cabo en el trabajo de campo se desarrollaron
con cinco maestros en formacion pertenecientes a una licenciatura en matematicas de una
universidad publica colombiana. Se construyeron y validaron diferentes tareas de formacion, bajo
el marco de la EpC, considerando un topico generativo, hilo conductor, metas y desempefios de
comprension; estos Ultimos se abordaron durante las fases referidas en el marco tedrico: fase de
exploracion, fase de investigacion guiaday fase de proyecto final de sintesis.

e Topico generativo: ¢de que manera las construcciones de Newtony de Leibniz

permiten que los maestros en formacion comprendan el concepto de derivada?

e Hilo conductor: comprension del concepto de derivada de maestros en formacion a
partir de las construcciones de Newtony de Leibniz.

e Metas de comprensién: con las tareas de formacion disefiadas, se espera que los
maestros en formacion: comprendan el concepto de derivadaa partir de las
construcciones de Newtony de Leibniz; identifiquen las diferencias de los desarrollos
de Newtony de Leibniz en torno al concepto de derivada, y establezcan las
consecuencias sociales, cientificas y personales presentes en la construccion y

fundamentacion del concepto de derivada.
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Tareas de formacion desarrolladas en las diferentes fases

En cadauna de las fases de la EpC se desarrollaron diferentes tareas de formacion, de
manera virtual, a partir de una plataforma que nos permitia la realizacion de encuentros
sincronicos. Para llevar a cabo todo el trabajo de campo, se realizaron, en total, ocho encuentros
grupales y un encuentro individual con cada uno de los participantes. En la Tabla 1 se resumen

las diferentes tareas disefiadas y evaluadas durante el proceso.

Tabla 1

Tareas de formacion desarrolladas en cada una de las fases de investigacion

Fase Tarea de formacion

Exploracion » Cuestionario de indagacion a maestros en formacion.

Investigacion guiada Video historia de la derivada.
Video entrevista a Newton y preguntas para su analisis.
Video entrevista a Leibniz y preguntas para su analisis.

Presentacién de historieta.

vV Vv V VYV V¥V

Realizacion conjunta de paralelo entre las construcciones
de Newtony de Leibniz.

> Actividad con GeoGebra.

Proyecto final de sintesis » Presentacion de propuesta para la ensefianza del concepto
de derivada por parte de los maestros en formacion.

» Entrevista final a los maestros en formacion.

Tareas de formacion en la fase de exploracion. Esta fase de exploracion, tal como lo
refiere Stone (1999), tuvo como proposito vincular al maestro en formacién con el tépico

generativo, sus conocimientos o experiencias previas y sus intereses; asi mismo, se establecieron
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los conocimientos previos del estudiante con relacion al concepto de derivaday a su contexto
historico para, desde alli, determinar qué hace falta comprender o qué desean abordar. En esta

fase se llevo a cabo un cuestionario de indagacion, el cual se muestra a continuacion.

Cuestionario de indagacion a maestros en formacion. Se inici6 el trabajo de campo con
un cuestionario a los maestros en formacion del curso de calculo integral, pertenecientes a una
licenciatura en matematicas de una universidad publica de Colombia. El objetivo era indagar
sobre la comprension que tenian acerca del concepto de derivada desde lo numérico, lo
geométrico y desde su parte histérica; particularmente, se tratd de indagar por las apreciaciones
que tenian los maestros en formacion con respecto a la importancia o necesidad de abordar el
aspecto historico en el proceso de ensefianza y aprendizaje del calculo y, en especial, en la

ensefianza del concepto de derivada. En la Figura 4 se observa este cuestionario.
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Figura 4

Cuestionario inicial de indagacion

Cuestionario
Apreciado maestro en formacion:

En el sizmente cusstionario =2 le presentan unas preguntas para gue laz rezponda con la mayor
smeeridad a partir de los conocimientos que tenga sobre la lustoria del ealeulo v, en particular, da
la derivada. 51 ne rezpende alguna de las preguntas, peor favor mancione la razdm.

l. ;Hatemdo la oportunidad de abordar el azpecto hiztorico en alguno da los cursos vistos

hastz zhora en su procezo de formacion come hicenciado en matematicas” Mencione loz
curzos o conocimientos mas relevantas.

2. ;Considera importants para su formacion docents abordar el aspecto hustorico en =l
procese de ensefianza del cileulo?, jpor gua?

3. Calculs lzz derivadas de laz sigpmentss funciones
a flay=2x'+2* —2x*+a
b. fix) = seni4x)

4. ;Que relacion puade establecer entra las siguientes graficas?

(=]
(=]
L

(=)

Defina el concepto de derrvada

6. Dwurante el eurzo en el que se micid el procese de ensefianza de la derivada, j el docents

hizo refarencia al aspecto historice relacionade con el concepto? Mencione los aportes
que recuerds.

7. (Conoce zlgunos de los pensadores que contribuyeron en la construccion v formulacion
del concepto de derivada? Mencione los aportes gue recuerde.

8. Escmba sus ideas acerca de la comprension que tiene del concepto de derivada dezde el
azpecto hastorico.

Tareas de formacion en la fase de investigacion guiada. A partir del desarrollo de las
diferentes tareas de formacion en esta fase de investigacion guiada, se buscé que los participantes
lograran habilidades y conocimientos que les permitieran alcanzar las metas de comprension
referidas previamente (Stone, 1999). En general, las tareas de formacion pretend ian desarrollar y

alcanzar progresivamente los diferentes desempefios, necesarios para la comprension del
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concepto de derivada a partir de las construcciones de Newtony de Leibniz. A continuacion, se

presentan las tareas disefiadas y evaluadas durante esta fase.

Video historia de la derivada. Para iniciar la fase de investigacion guiada, se construyé
un video que abordaba los aspectos mas importantes de la historia de la derivada, como fueron
sus origenes y su fundamentacion matematica y geométrica; asi mismo, se hizo alusién a la
polémica que generd sus inicios y a las consecuencias sociales de la misma. El video se baso
principalmente en el texto de Historia de las matematicas en los ultimos 10.000 afios (Stewart,
2008), aunque también se consideraron otros referentes teoricos.

La visualizaciéon del video se realiz6 por medio de un encuentro sincronico con los
maestros en formacion y la investigadora; ademas, estuvo orientado por unas preguntas previas,
las cuales pretendian indagar sobre los conocimientos previos de los maestros en formacion en
torno al concepto de derivada, su aplicacion en situaciones cotidianas, origen y construccion, la
naturaleza geométrica y algebraica del concepto y su importancia para las matematicas. Asi
mismo, se realizaron preguntas posteriores a la visualizacion; con base en ellas, se indago
nuevamente por el concepto de derivada, su relacion con el calculo infinitesimal, algunos
aspectos referidos al origen del célculo infinitesimal y a la polémica por la atribucion de su
invencion, el proceso de construccion del célculo infinitesimal y del concepto de derivada
elaborado por Newtony por Leibniz, diferencias entre estas construcciones, aplicabilidad del
concepto de derivada en diferentes fendmenos de la naturaleza, y las consecuencias sociales y
cientificas de los desarrollos en el calculo infinitesimal de Newtony de Leibniz. En la figura 5 se
puede observar una imagen que dainicio al video, el cual puede ser visualizado en este enlace:

https://www.youtube.com/watch?v=u5ISu4GnBdo

Figura 5
Video historia de la derivada

nu}m(ﬂmmzmm
&mt o

U
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Video entrevista a Newton. Después de visualizar el video de introduccion a la parte
historica del concepto de derivada, se construy6 un nuevo video que profundizara en la
dimensién personal, formacion y construcciones cientificas realizadas por Newton con respecto
al concepto de derivada; las ideas fueron tomadas, en su mayoria, del texto Isaac Newton y
Gottfried Leibniz. La polémica sobre la invencion del célculo infinitesimal (Durant, 2006). Este
video abordd, mediante una entrevista ficticia a Newton, las diferentes particularidades que
hicieron parte de su vida, como también los estudios realizados por él, los cuales posibilitaron la
fundamentacion del concepto de derivada. En la figura 6 se puede observar una imagen particular
del video, el cual se puede visualizar en el siguiente enlace:
https://www.youtube.com/watch?v=VVJTMOttF4M

Figura 6
Video entrevista a Newton

Esta entrevista se visualizd en un encuentro sincrénico con los maestros en formacion;
para su analisis, se plantearon las siguientes preguntas que se formularon antes, durante y después
de la presentacion:

e ;COmo describiria el contexto social y familiar de Newton?

e ;Cree usted que ese contexto social y familiar incidi6 en la formacién cientifica de

Newton? Explique su respuesta.
e (Qué significan para Newton las matematicas?
e ;Cudles son los cimientos que fundamentaron las construcciones matematicas de

Newton?
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e ;Cudles considera usted que eran las razones por las que Newton no compartia
abiertamente sus investigaciones cientificas?

e ;Que implicaciones considera que tuvo la comunicacion por correspondencia entre
Collins, Barrow y Newton en el desarrollo y autoria del célculo infinitesimal?

e ;Que significado tienen para Newton los infinitesimales?

e Como explicaria usted las construcciones de Newton en torno al concepto de
derivada?

e ;De qué manera considera usted que los cargos y reconocimientos cientificos de
Newton influyeron en los desarrollos matematicos de otros cientificos, como en el
caso particular de Leibniz?

e ;Cree usted que los cargos y reconocimientos cientificos de Newton, asi como las
relaciones con personas reconocidas, influyeron en la decision de la Royal Society
sobre la autoria del calculo infinitesimal? ¢Por que?

e ;Considera usted que los argumentos brindados por Newton son suficientes para
garantizar su autoria en la construccion del calculo infinitesimal? ¢Por qué?

e ;Qué consecuencias considera usted trajo el proceso de construccion y

fundamentacion del célculo infinitesimal?

Video entrevista a Leibniz. Similar al video sobre Newton, se construy6 un video con una
entrevista fingida a Leibniz, basado en el texto Isaac Newtony Gottfried Leibniz. La polémica
sobre la invencion del calculo infinitesimal (Durant, 2006). El proposito del video era profundizar
la dimension personal, formacion y construcciones cientificas realizadas por Leibniz alrededor
del concepto de derivada, enfatizando en las situaciones y particularidades que rodearon la
fundamentacion construida por este autor sobre dicho concepto. En la figura 7 se puede observar
una imagen particular del video, el cual puede visualizarse en este enlace:
https://youtu.be/nsOWHFj9pmA
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Figura7

Video entrevista a Leibniz

De igual manera, se visualizd con los maestros en formacion a partir de un encuentro
sincrénico, teniendo en cuenta las siguientes preguntas que orientaron la entrevista y se
plantearon antes, durante y después de la misma:

e ;CoOmo describiria el contexto social y familiar de Leibniz?

e ;Cree usted que ese contexto social y familiar incidié en la formacion cientifica de

Leibniz? Explique su respuesta.

e Describa el proceso de formacion matematica de Leibniz.

e ;Qué aspectos impidieron a Leibniz un mayor desarrollo cientifico?

e ;COmo aplicaria usted el principio de continuidad de Leibniz al concepto de derivada?

e ;Que implicaciones considera que tuvo la comunicacion por correspondencia entre

Oldenburg, Collins y Leibniz en el desarrollo y autoria del célculo infinitesimal?

e ;Cual considera usted es el mayor aporte de Leibniz en la construccion del célculo

infinitesimal?

e (Qué significado tienen para Leibniz los infinitesimales?

e ;COmo explicaria usted las construcciones de Leibniz en torno al concepto de

derivada?

e Considera usted que los argumentos brindados por Leibniz son suficientes para

garantizar su autoria en la construccion del calculo infinitesimal? ¢Por qué?

Presentacion de historieta. Otrade las tareas realizadas en la fase de investigacion
guiada, consistio en la lectura y andlisis de una historieta, que se construy6 considerando aspectos
historicos abordados previamente sobre el concepto de derivada; la intencionalidad fundamental
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de la actividad fue recrear, de manera esquematica y ludica, las construcciones matematicas
realizadas por Newtony por Leibniz del concepto de derivada. La lectura y andlisis se realizd de
manera sincronica entre investigadora y participantes; para facilitar este analisis, se requiri6 de la
elaboracion o impresion previa de las graficas disefiadas por Newtony por Leibniz, desde las
cuales realizaron y fundamentaron el concepto de derivada, asociado a la representacion
numérica; ademas, en sintonia con las actividades anteriores, se realizaron preguntas que
orientaron el analisis y reflexion de lo abordado en la historieta. En las Figuras 8 a 16 se puede

observar la historieta completa.

Figura 8
Historieta parte uno

Q facoso va g
negarme usted gue

Un plocer verlo
Sie Newton,
dodvno se
encuentrs
usted?

No muy bien sefar
Leibevz, tervendo
en cuentya fo
controversio que se
ha gensrado en
torno o mi
invencicn del
cdicufo.

1Y tene 2
descaro de
decirmelo en mi

caral

esta afirrmando
que ef caiculo fue
su invencidn?

Claro, no tengo
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Figura 9
Historieta parte dos

Todo inicid cuands canoci los infinitesimales de los
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ademas, o partir de elos cansideré que coda cosa
que existe en éf estd dividida de formo infinita.

Permitame decirie, sic Newton, gue kas
matemndticas permiten relacionar ko infinito con ko
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PEGUEROS,
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Figura 10
Historieta parte tres
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Figura 11
Historieta parte cuatro
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Figura 12
Historieta parte cinco
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Figura 13
Historieta parte seis
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Figura 14
Historieta parte siete
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Figura 15
Historieta parte ocho

Par aisa kadh, éxdilen Danbne

s & miesad rdp el di iz

snam canthlade mEYIY
puidvn desknonie con T, X, ¥, I

das permirid Daranes die e
u

canlideded 77, X, ¥. X, s dimolan

& had Iercdmed de b

wtoeds par 17 XL Y, X, i
W por o 2 fas
canfidadid ¥, X, ¥, T pundier

dderaris cosnd led uniomes o

3 ugrnaTm

£d
afral gaw v griceding i, cods uns
qui iv anleceds a3 waa canlidssd
T gus Nidd & 2 guir Sepid
sama furdn; &n gesdara, & 2 &3
caalpains niehing finila, #nlandi

st fuwids eslard dody pos

x = mxmt

Cdmo e arseved o Seelrme

(L=l

i aird kiteats fempn ol
degpreslighar mi wmeide g

eenilruccismes
o fa rami ash Si

Funwelan, [o aipo gargqav e

diaeads grev poste dir mi

whehy o cringr wnt abenlaftinric
pirial, eandTAde Sr
eavoilenes sarcunded §

dekied, di mosts gur ke

raranobls qui i

BN i Rkl
rocindieran ai #llas

miiTiad; oshd fo el 2l

P, i AT
st i
carnlechdn cuavida da
eacrlie, S Niew b,
@5 sy com plsaan
et fas derhiadad de

arahen sope

porguir Mmdng
evtarthirald i misg
di pLslag #ncues
o warfabke.

? i

Pt wh edhanei
Cribviiz, i e dleao @3
ung fivida mirtecidn
rglindda it Ao
ginaTia Irks, pivo
FESCIada dr
gearmitsin cimrendtics
¥ na i 6, coviie it T
oo, fo mionkeafos ki
alpebraiio o' Bakss

[ =t i H

56



Figura 16
Historieta parte nueve
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Construccion conjunta de paralelo entre Newton y Leibniz. Yarealizada una
introduccion al contexto historico del concepto de derivaday, teniendo en cuenta las situaciones
que rodearon su construccion a partir de Newtony a partir de Leibniz, esta tarea de formacion
tuvo como objetivo construir un paralelo en el que, ademas de establecer los diferentes aportes
por parte de estos dos cientificos, se resaltaron las diferencias y similitudes en sus aportes.

Por medio de un encuentro sincronico, de manera conjunta entre los maestros en
formacion y la investigadora, se abordaron aspectos importantes tanto personales como
cientificos de Newtony de Leibniz, como lo fue el contexto social de cada uno de ellos, su
formacion en ciencias, los desarrollos matematicos, los aportes al célculo infinitesimal y las
particularidades en la construccion del concepto de derivada. En la Figura 17 se puede observar

la construccion del paralelo en cuestion.

Figura 17

Construccion del paralelo

Actividad con GeoGebra. Para complementar el analisis matematico y geométrico del
concepto actual de derivada logrado a partir de la historieta, considerando las construcciones
realizadas por Newtony por Leibniz, se realizd un encuentro sincronico en el que, de manera
conjunta y a partir del programa GeoGebra, se buscd replicar las construcciones geométricas de
Newtony de Leibniz, con el objetivo de analizar, desde lo geométrico, los conceptos y
propiedades numeéricas presentes en la fundamentacion del concepto. De igual manera que en las

tareas de formacion previas, se propicid la participacion de los maestros en formacion, por lo que
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la actividad estuvo orientada por preguntas que dirigian la realizacion y analisis de dichas

construcciones. En la Figura 18 se pueden observar las construcciones elaboradas en GeoGebra.

Figura 18

Actividad con GeoGebra

Tareas de formacion del proyecto final de sintesis. De acuerdo con lo referido por
Stone (1999), las tareas de formacion, en la fase de proyecto final de sintesis, tuvieron como
objetivo indagar por la comprension lograda por los participantes respecto a las metas de
comprension establecidas previamente. Por lo tanto, las tareas de formacion propuestas tuvieron
la intencion de establecer claramente la comprension alcanzada por los maestros en formacion, en

cuanto al concepto de derivaday a su contexto historico.

Presentacion de propuesta para la ensefianza del concepto de derivada. Después de la
realizacion de las diferentes tareas de formacion en la fase de investigacion guiada, esta tarea
tuvo como proposito la presentacion, por parte de cada uno de los participantes, de una propuesta,
en la cual se propicio el disefio de una estrategia para la ensefianza del concepto de derivada, pero
teniendo como aspecto central su contexto historico. La intencion de esta actividad era que los
maestros en formacion pudieran hacer uso de los conocimientos y comprensiéon lograda durante
la realizacion de las tareas de formacion, para construir su propia propuesta para la ensefianza del
concepto de derivada.

Las propuestas fueron presentadas en diferentes formatos y con diversas estrategias, todas

enfocadas a la ensefianza del concepto de derivada desde su aspecto histérico y considerando las
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construcciones de Newton y de Leibniz; dichas propuestas estuvieron dirigidas a estudiantes de
altimo grado de secundaria o primeros semestres universitarios, en programas donde se aborda
este concepto. Para la socializacion de las propuestas, se realizé un encuentro sincrénico en el
que todos los maestros en formacion tuvieron la oportunidad de intercambiar ideas, realizar
aportes o preguntas a los deméas compafieros. En la Figura 19 se pueden observar algunas

propuestas de los proyectos finales de sintesis de los participantes.

Figura 19
Propuestas de Proyecto final de sintesis

¢COMO SE ENSENARA?
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Entrevista final a los maestros en formacion. Para finalizar las tareas de formacion vy,
con el objetivo de indagar sobre la comprension por parte de los maestros en formacion del
concepto de derivada, las construcciones que posibilitaron su fundamentaciony las situaciones
presentes en su contexto historico, asi como su percepcion de la implementacion de la historia
para la ensefianza de la derivada, se construyd una entrevista final. Esta se realiz6 de manera
individual con cada uno de los participantes, de forma sincronica con la investigadora, lo que
facilito la profundizacion en las preguntas y en las respuestas aportadas por cada uno de ellos. En

la Figura 20 se pueden observar las preguntas de la entrevista final.

Figura 20
Entrevista final de Indagacion

Entrevista final

Apreciado maestro en formacion.

Inicialmente, quiero extender mi agradecimiento por su participacion en el desarrollo del estudio
titulado: Comprension del concepte de devivada de maestros en formacion en el contexto de
Newton y de Leibniz a partir de la EpC; zus aportes e intervenciones posibilitaron la realizacion del
trabajo de campo v 1a justificacion de la propuesta de investigacion.

Por otra parte, en la siguiente entrevista se le realizardn unas preguntas para que las responda con
baze en los conocimientos abordados en torno a 12 historia del cileulo v, en particular, de la
derivada, tanto en los diferentes encuentros sincronicos, en el desarrolle de las tareas de formacidn
v en el proyecto final de sintesis realizado por usted.

1. Explique con sus propias palabras |2 fundamentacion geométrica v numérica que hizo
Newton sobre el concepto de derivada.

2. Explique con sus propias palabras 12 fondamentacion geométrica v numérica que hizo
Leibniz sobre el concepto de derivada

3. Parausted, ;jcudles son las diferencias relevantes en las construcciones realizadas por
Newton v por Leibniz en torne al concepto de derivada?

4. A partir de las diferentes tareas de formacién desarrolladas en el trabajo de campo del
estudio, defina el concepto de derivada.

5. Perscnalmente, ;a quién le atribuiria usted la invencion del cileulo infinitesimal? Expligue
30 respuesta.

6. ;Cuales fueron las implicaciones sociohistoricas que rodearon la fundamentacion del

concepto de derivada?

i Considera importante el abordaje de la parte historica del concepto de derivada para su

ensefianza v su comprension? jPor qué?

3. Ensu ejercicic de maestro, ;abordaria usted la parte historica del concepto de derivada para
zu enseflanza? jPor qué?

9. ;Cuales fueron los aspectos mas relevantes que tuvo en cuenta en su proyecto final de
zintesis? ;Por que?

10. ;Considera usted relevante para su formacion docente el desarrollo de las tareas de
formacién planteadas en el marco del estudio? Explique su respuesta
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Rubricas de descriptores de las dimensiones de comprension, de acuerdo con las categorias

de analisis y los niveles de comprension

A continuacion, se presentan las rubricas disefiadas a partir de las tareas de formacion

desarrolladas, en las cuales se relacionan categorias para las diferentes dimensiones de

comprension retomadas del marco de la EpC; estas categorias contemplan unos desempefios por

niveles de comprensién, que se plantearon y se fueron refinando mediante el analisis de las

diferentes tareas y la participacion de los maestros en formacion en el desarrollo de las mismas.

Con base en las diferentes tablas de desempefios, se relacionaron tanto las dimensiones como los

niveles para hacer una descripcién del avance en la comprension alcanzado por cada uno de los

cinco participantes, a la luz del objeto de estudio. Enlas Tablas 2, 3, 4y 5, se presentan las

rabricas de las dimensiones de contenido, métodos, prop6sitos y formas de comunicacion,

respectivamente.

Tabla 2

Descriptores para los niveles de comprension:

dimension de contenido

Categoria Desarrollo del concepto de Desarrollo del concepto de Concepto de derivada

derivada a partir de Newton | derivada a partir de Leibniz actual

Nivel

Ingenuo Se le dificulta identificar Se le dificulta identificar Se le dificulta definir el
relaciones entre la recta relaciones entre la recta concepto de derivada.
tangentey el concepto de tangentey el concepto de
derivada a partir de los derivada a partir de los No reconoce el contexto
desarrollos de Newton. desarrollos de Leibniz. historico del concepto de

derivada.

No relaciona la construccion No relaciona la construccion
geométrica de la derivada con | geométrica de la derivada con
la formulacion numérica la formulacion numérica
realizada por Newton. realizada por Leibniz.

Novato Identifica algunasrelaciones Identifica algunasrelaciones Define

entre la recta tangentey el
concepto de derivada a partir
de los desarrollos de Newton.

Relaciona parcialmente la
construccién geométrica de la
derivada con la formulacién
numeérica realizada por
Newton.

Repite diferentes fundamentos
sobre el concepto de derivada

entre la recta tangentey el
concepto de derivada a partir
de los desarrollos de Leibniz.

Relaciona parcialmente la
construccion geométrica de la
derivada con la formulacion
numeérica realizada por
Leibniz.

Repite diferentes fundamentos
sobre el concepto de derivada

memoristicamente el
concepto de derivada o lo
hace de manera errada.

Entiende la derivada
como la pendientede la
recta tangentea una
grafica en un punto
determinado, pero no
considera el contexto
histérico del concepto.
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planteados por Newton y
abordadosen los encuentros
sincrdnicos.

planteadosporLeibniz y
abordadosen los encuentros
sincrénicos.

Aprendiz Relaciona la construccion Relaciona la construccion Define el concepto de
geométrica de la derivada con | geométrica de la derivada con | derivada.
la formulacion numérica la formulacion numérica
realizada por Newton. realizada por Leibniz. Reconoce el concepto de
derivada desde su
aspecto historico.
Maestria Aplica el conceptodederivada | Aplica el conceptodederivada | Argumenta relaciones y
mediante la fundamentacion mediante la fundamentacion diferencias entre las
geométrica y numérica geomeétrica y numérica construcciones del
desarrollada por Newton en desarrollada por Leibniz en concepto de derivada
construcciones con GeoGebra. | construcciones con GeoGebra. | abordadasporNewtony
] ) por Leibniz.
Explica el concepto de Explica el concepto de
derivada a partir de las derivada a partir de las
construcciones realizadaspor | construcciones realizadaspor
Newton. Leibniz.
Tabla 3

Descriptores para los niveles de comprension:

dimension de métodos

Categoria Diferenciaciongeométrica | Diferenciaciénnumérica del | Implicaciones historicas
del concepto de derivada concepto de derivada del concepto de derivada
desarrollado por Newton y desarrollado por Newton y
Nivel por Leibniz por Leibniz
Ingenuo Se le dificulta establecer Se le dificulta establecer Se le dificulta establecer
diferencias entre los diferencias entre los las consecuenciassociales,
desarrollos geométricos de desarrollos numéricos de cientificasy personales
Newton y de Leibniz con Newton y de Leibniz con que rodearon la
respecto al concepto de respecto al concepto de construccién del concepto
derivada. derivada. de derivada.
Novato Repite algunasdiferencias Repite algunasdiferencias Establece algunas
entre los desarrollos entre los desarrollos consecuenciassociales,
geométricos de Newton y de numéricos de Newton y de cientificasy personales
Leibniz con respecto al Leibniz con respecto al que rodearon la
concepto de derivada. concepto de derivada. construccion del concepto
de derivada.
Aprendiz Establece diferencias entre los | Establece diferencias entre los | Establece las
desarrollos geométricos de desarrollos numéricos de consecuenciassociales,
Newton y de Leibniz con Newton y de Leibniz con cientificasy personales
respecto al concepto de respecto al concepto de presentes en la
derivada. derivada. construccion del concepto
de derivada.
Maestria Valida y explica las Valida y explica las A travésde las relaciones

diferencias entre los
desarrollos geométricos de
Newton y de Leibniz con
respecto al concepto de
derivada.

diferencias entre los
desarrollos numéricos de
Newton y de Leibniz con
respecto al concepto de
derivada.

y consecuencias historicas
establecidassobre el
concepto de derivada,
explica su fundamentacion
actual.

63



Tabla 4

Descriptores para los niveles de comprension: dimension de propositos

Categoria Relacion: derivada y contexto histérico

Nivel

Ingenuo Se le dificulta establecer relaciones entre el contexto histérico y el proceso de construccion
y fundamentacion del concepto de derivada.
Se le dificulta reconocer la importancia delaspecto histérico en la fundamentacion actual del
concepto de derivada.

Novato Establece algunas relaciones o lo hace de manera errénea, entre el contexto histérico y la
construccion y fundamentacién del concepto de derivada.
Reconoce eventualmente la importancia del aspecto histérico en la fundamentacion actual
del concepto de derivada.

Aprendiz Establece relaciones entre el contexto histérico y la construccion y fundamentacion del
concepto de derivada.
Reconoce la importancia del aspecto histérico en la fundamentacién actualdel concepto de
derivada.

Maestria
Utiliza el aspecto historico del concepto de derivada para explicar su construccion y
fundamentacion actual.

Tabla 5

Descriptores para los niveles de comprension: dimension de formas de comunicacion

Categoria Uso adecuado de definicionesy Discurso coherente
lenguaje matematico

Nivel

Ingenuo Se le dificulta explicar el concepto de | Se le dificulta definir el concepto de derivada.
derivada con el uso de lenguaje
matematico. Se le dificulta exponer el concepto de derivada

desde las construcciones de Newton y de Leibniz.

No relaciona el concepto de derivada
con otros conceptos matemaéticos
presentes en las construcciones de
Newton y de Leibniz.

Novato Explica de manera confusa el concepto | Define parcialmente el concepto de derivada.

de derivada con el uso de lenguaje
matematico. Expone el concepto de derivada desde las
construcciones de Newton y de Leibniz, pero lo
Relaciona parcialmente el concepto de | hace de manera confusa.

derivada con  otros  conceptos
matematicos  presentes  en las
construccionesde Newton y de Leibniz.
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Aprendiz

Explica el concepto de derivada con el
uso de lenguaje matematico.

Relaciona el concepto de derivada con
otros conceptos matematicos presentes
en las construcciones de Newton y de
Leibniz.

Define el concepto de derivada.

Expone el concepto de derivada a partir de las
construcciones de Newton y de Leibniz.

Maestria

Utiliza de manera creativalos conceptos
geométricos y numéricos presentes en
las construcciones de Newton y de
Leibniz para explicar el concepto de
derivada.

Explica con diferentes ejemplos el concepto de
derivada.

Explica el concepto de derivada a partir de las
construcciones de Newton y de Leibniz.
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Analisis del proceso de comprension de los participantes

Posterior a la puesta en marcha de las diferentes tareas de formacion comprendidas en las
fases de exploracion, investigacion guiada y proyecto final de sintesis, se hizo una descripcion de
las caracteristicas observadas en cada uno de los participantes con respecto a su proceso de
comprension durante el trabajo de campo. Se retomaron, para cada uno de los participantes, los
aspectos mas importantes que, como investigadora, consideré necesarios para realizar un analisis
de su comprension en cada una de las fases desarrolladas. En este proceso se identificaron tres
formas de comprension generales: el nivel de novato alcanzado por Karen, el nivel de aprendiz
por Mateo y el nivel de maestria alcanzado por Jhordan; los demas participantes se ubicaron en
estos niveles; por esta razon, solamente se abordaré el analisis del proceso de comprension de los
tres participantes que las representaron, analisis que se realizé a la luz de los descriptores de
comprension para cada uno de los desempefios referidos en el marco tedrico de la EpC, los cuales

se establecieron previamente, pero se fueron refinando en el transcurso del trabajo de campo.

Analisis del proceso de comprension de Karen

Karen es una joven de 24 afios, estudiante del octavo semestre de una licenciatura en
matematicas de cierta universidad publica de Colombia. Al inicio de las tareas de formacion, la
participante se mostrd timida y poco participativa; sin embargo, a medida que transcurrian los
encuentros sincronicos, sus aportes fueron aumentando'y, a partir de los mismos, se pudo realizar
el analisis correspondiente de su proceso de comprension con respecto al concepto de derivada

con base en las construcciones de Newtony de Leibniz.

Fase de exploracion

En esta fase se aplicd un cuestionario de indagacion en el que los maestros en formacion,
de manera sincronica con la investigadora, resolvieron unas preguntas relacionadas con la parte
geométrica, numérica e histdrica del concepto de derivada. En este cuestionario se pudo
establecer que la participante, aunque elaboré correctamente los procedimientos en los calculos

de algunas derivadas, no encontrd ninguna relacion entre las graficas que se asociaban

66



directamente con la representacion geométrica de la derivada de una funcion. Por otra parte, se
observé una definicion memoristica del concepto, en el que precisé “la pendiente a la recta
tangente a la grdfica de la funcion en un punto” (Karen, cuestionario de indagacion, 2020), a
partir de lo abordado en cursos de célculo anteriores, sin mostrar una comprension real; esto se

puede observar en la Figura 21:

Figura 21

Fragmento del cuestionario de indagaciéon Karen

5. Defina el concepto de derivada

Pendiente ala recta tangente ala grafica de la funcion en un punto

Con relacion al contexto histdrico, Karen manifest6 no haber tenido dicha formacion en
este aspecto; esto se pudo notar en la respuesta a la pregunta por el tratamiento histérico de la
derivadaen el curso correspondiente en el que se abord6 el concepto en mencion, a lo cual la
participante respondioé: “No, el docente no nos dio ninguna referencia historica” (Karen,
cuestionario de indagacion, 2020). La ausencia del conocimiento histérico de la derivada se hizo
mas notoria cuando no dio respuesta a las preguntas sobre los pensadores que contribuyeron a la
construccion del concepto, en particular, Newtony Leibniz.

Considerando las respuestas dadas por Karen en el cuestionario de indagacion durante la
fase de exploracion y, teniendo en cuenta los descriptores de comprension en cada una de las
dimensiones, se dedujo que, en lo referido a la dimensidn de contenido, la participante no logré
relacionar la recta tangente con las construcciones de Newtony de Leibniz, por lo que
desconocié su contexto histérico y, por lo tanto, se le dificulté establecer las consecuencias de
dicho desarrollo, lo cual hacia parte de la dimension de métodos; como consecuencia, no
identificd las conexiones existentes entre el contexto del concepto y su proceso de construccion,
aspecto que hacia parte de los descriptores de comprension de la dimension de propdsitos. Para la
dimension de formas de comunicacion, se observé una vinculacion de conceptos geométricos en
la definicién que Karen dio de la derivada, sin embargo, esto no lo relacion6 con los desarrollos
de Newtony de Leibniz.

Se pudo apreciar que Karen, en esta primera fase, no poseia ciertos conocimientos

disciplinarios, no hizo una reflexién ni tuvo conciencia de estos y asumié como verdaderos los
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conceptos y saberes que se le compartieron; los anteriores desempefios de comprension se
vinculan con el nivel de ingenuo (Boix y Gardner, 1999); por lo que, en la fase de exploracion, la

estudiante se ubicé en dicho nivel.

Fase de investigacion guiada

La fase de investigacion guiada se desarrollé a partir de diferentes tareas de formacion
abordadas en los seis encuentros sincronicos con los participantes; de esta manera, se logro
generar un proceso de comprension en torno al concepto de derivada, desde las construcciones de
Newtony de Leibniz, el cual se pudo evidenciar a partir de los productos aportados por los
participantes (Stone, 1999).

Posterior a la visualizacion del video sobre la historia de la derivada con los maestros en
formacion, Karen definio la derivada como: “hallar las rectas tangentes a una curva” (Karen,
transcripcion observacion, 2020); aunque vinculo la recta tangente en su definicién, ain no se
aprecio una enunciacion clara del concepto, al igual que no se evidenci6 ningun desarrollo con
base en Newton o en Leibniz. Cuando se abord6 el video de la entrevista a Newton, Karen
explico las construcciones de Newton del concepto de derivada como: “la tangente a la curva se
obtiene como el cociente de las velocidades con que varian las coordenadas (x, Y), este
razonamiento no permitié superar la presencia del infinitamente pequefio en el calculo, puesto
que parecian cuando se definian esas velocidades, ya que son instantaneas con que varian Xy y”
(Karen, transcripcion observacion, 2020); en este aporte de la participante, se pudo observar que
se fundament6 en un dialogo textual del video, por lo que se infiri6 que lo que compartié sobre
los desarrollos de Newton, lo hizo de manera memoristica. Similarmente ocurrié cuando se le
preguntd por el significado de los infinitesimales y su aplicacion en la construccion del concepto
de derivada, tras analizar las construcciones de Leibniz a partir de la historieta; en este caso, ella
respondid, de manera mecanica: “cantidades infinitamente pequenas... El tridngulo T3 3C 3B es
proporcional al 3C, 4Cy 3D (Karen, transcripcién observacion, 2020).

En la construccion grupal del paralelo, la participante repitio algunos aportes que se
habian tratado en encuentros anteriores, en lo que concierne a las diferencias existentes en los
desarrollos numéricos y geométricos construidos por Newtony por Leibniz en torno al concepto

de derivada, lo cual fue notorio en la siguiente respuesta: “Leibniz utilizaba las proporciones y
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Newton lo abordd desde el movimiento, las velocidades o pequefios momentos en los que fluye la
fluente” (Karen, transcripcion observacion, 2020). Por otra parte, en el analisis de la historieta, la
participante manifestd: “yo me pongo a pensar si la matematica de Leibniz fue la que ayud6 a
avanzar porque gracias a Newton se detuvo un poquito lo que fue la matematica, a pesar que fue
complicada la de Leibniz fue la que ayudo” (Karen, transcripcion observacion, 2020); en este
aporte se pudo notar que, aunque Karen reconocio que existieron algunas relaciones y
consecuencias histéricas en la construccién del concepto de derivada, lo hizo de manera confusa,
puesto que no hubo claridad frente a qué aspectos de las matematicas se retrasaron o avanzaron,
al abordar las construcciones de Leibniz o de Newton.

Para esta fase de investigacion guiada, se observaron en Karen diferentes dificultades al
momento de abordar el concepto de derivada, o con el uso de diferentes conceptos matematicos o
en los mismos desarrollos de Newtony de Leibniz; por ejemplo, en sus aportes en el encuentro
sincronico donde se visualizo el video de la historia de la derivada, cuando se le pregunté por el
comportamiento de los diferenciales para determinar la derivada desde las construcciones de
Leibniz, la participante respondi6: “creo, profe, que ellos hablaban ahi que cuando el limite
tendia a cero, como que el puntico se iba acercando y se iba haciendo cada vez mas pequefio
teniendo una aproximacion mas exacta, como lo mas aproximablemente posible, por decirlo de
alguna manera. Como para corregir ese margen de error, ahi hablaban de un margen de error”
(Karen, transcripcion observacion, 2020); nétese que la maestra en formacion vinculd términos y
conceptos no trabajados en los desarrollos de Newton o de Leibniz, como es el caso de los limites
o del margen de error, lo que hizo que su respuesta fuera confusa; mas ain cuando se refirié a un
punto, en particular, que se iba acercando y haciendo mas pequefio, lo cual se constituyd en un
error conceptual. Ademas, en el analisis de la historieta, Karen se refiri6 al concepto de derivada
a partir de Leibniz, como: “es aquella division entre dy y dx como tal, entre esos pequefios
pedazos” (Karen, transcripcion observacion, 2020); en este caso, se observo que relaciond, en
algunos aspectos, los conceptos construidos por Leibniz con respecto al concepto de derivada,
pero no se refirid a la relacion de proporcionalidad que existia entre los diferenciales a los que
ella llamd “pequefios pedazos”, ni tampoco establecié una conexion directa entre los
planteamientos geométricos de Leibniz, su formalizacion o tratamiento algebraico.

Considerando los descriptores establecidos en las cuatro dimensiones para analizar la

comprension del concepto de derivada a partir de las construcciones de Newton y de Leibniz, se
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pudo establecer que, para la dimension de contenido, la participante se ubicé en el nivel de
ingenuo porque, aunque logré determinar en las construcciones geométricas de Leibniz algunas
relaciones entre la recta tangente y la formulacién numérica y geométrica del concepto de
derivada, asi sea de forma memoristica, esto no lo logré con las construcciones o desarrollos de
Newton; similarmente, pese a que vinculd la recta tangente en la definicion que aport6 del
concepto de derivada, fue confusa en sus planteamientos y no hizo alusion al contexto historico
del mismo.

Teniendo en cuenta lo mencionado por Boix y Gardner (1999) en lo referido al nivel de
novato, “estos desempefios empiezan destacando algunos conceptos o ideas disciplinarios y
estableciendo simples conexiones entre ellas, a menudo ensayadas” (p. 240); por lo tanto, se pudo
afirmar que Karen, para la dimension de métodos, se ubico en un nivel de novato, puesto que
menciond algunas diferencias entre los planteamientos numéricos y geométricos de la derivada, a
partir de Newton y de Leibniz; ademas, establecio algunas implicaciones sociales y cientificas de
su formulacion. Respecto a la dimension de propdsitos, la participante presentd notables falencias
a la hora de relacionar y establecer la relevancia del contexto histérico y el concepto de derivada;
por consiguiente, para esta dimension, la maestra en formacion se ubicé en el nivel de ingenuo.
Finalmente, para la dimension de formas de comunicacion, la participante, a partir del desarrollo
de las tareas de formacion, alcanzo el nivel de novato; esto debido a que la definicion que dio
sobre el concepto de derivada, considerando el lenguaje matematico en los desarrollos de Newton

y de Leibniz, estuvo incompleta o fue confusa.

Proyecto final de sintesis

El proyecto final de sintesis se compuso de dos momentos; el primero se trat6 de una
exposicion, por parte de los participantes, de una propuesta para la ensefianza del concepto de
derivada a partir de las construcciones de Newtony de Leibniz; el segundo, fue una entrevista
final que se realizo, de manera individual, a cada uno de los maestros en formacion que hicieron
parte del proceso.

En el caso particular de Karen, la participante propuso un juego virtual, apoyada en una
plataforma particular, en el que cuatro equipos de estudiantes lanzaban un dado para avanzar por

las casillas de un tablero, en las cuales habia una serie de lecturas, videos o preguntas sobre la
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ensefianza del concepto de derivada mediante un contexto historico. La participante manifesto
que, con este juego, ella buscaba aportar una estrategia didacticay ludica para introducir la
historia en la ensefianza del concepto de derivada, por lo que el juego cont6 con diferentes videos
que, de manera divertida, abordaban la historia en la construccién del concepto; ademas, también
se anexaron los videos e historieta abordada en las tareas de formacion de esta investigacion.

En la socializacion del proyecto final de sintesis, Karen se remitid mas a la explicacion
del juego, que a los conceptos objeto de estudio; es decir, no mencion6 alguna definicion del
concepto de derivada o no abord6 algin desarrollo geométrico o numérico de Newton o de
Leibniz. En la Figura 22 se puede visualizar un fragmento del juego presentado por Karen en su

proyecto final.

Figura 22

Fragmento de Proyecto final de sintesis de Karen

Cada ficha
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parra poder
continuar.

©

Sin embargo, en medio de la presentacion del juego, Karen preciso: “ya después es que
comienza lo de las formulas y todo este aspecto, pero pienso que lo que son las historias lo deben
ver de diferentes formas y no simplemente como una lectura y que les llame la atencion” (Karen,
transcripcion proyecto final de sintesis, 2020). Con base en este comentario, se pudo observar que
la participante concibi6 la historia como una serie de narraciones sobre un suceso determinado,
pero no menciond la importancia que dichos eventos tuvieron sobre la construccion del
conocimiento, en particular, en lo referido al concepto de derivada.

En la entrevista final, cuando se hizo referencia a la fundamentacion de Newton frente al

concepto de derivada, ella argumentd: “Newton utilizd més que todo la derivada en el tiempo
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exacto, y él utilizo mas que todo lo que es la naturaleza y la vida cotidiana... Newton hacia todas
sus demostraciones desde la cotidianidad, desde la naturaleza, entonces podemos asociar la
demostracion de derivada, la podemos asociar con el movimiento, cbmo cambia un cuerpo
respecto a otro, también cuando él habla lo podemos asociar con el significado de aceleracion,
él en su demostracion habl6 de fluxion o de fluentes que son las cantidades que fluyen” (Karen,
fragmento entrevista final, 2020). En esta definicion, aunque repitié algunos conceptos
formulados por Newton, como son las fluentes, las fluxiones y la asociacién de estos conceptos
geométricos con el movimiento, no se precisé con claridad una relacion entre la construccion
numeérica y la construccion geométrica desarrollada por Newton.

Por otra parte, cuando se le indag6 por la fundamentacion del concepto de derivada
desarrollado por Leibniz, Karen establecio algunas relaciones entre conceptos como la derivaday
formulaciones geométricas y numéricas, tal como se muestra en la siguiente respuesta: “Leibniz
mostraba en la grafica una curva y una recta tangente y debajo de dicha curva él dibujaba como
unos rectangulos, entonces el espacio que quedaba entre el rectangulo y la curva daban mas o
menos la impresion de como un triangulito, eso él lo entrelazé con lo que fueron razones y con lo
que fueron proporciones y esto lo hizo muy pequefio, de modo que esos dos puntos se fueran
acercando tanto hasta que llegara a ser casi el mismo, nunca va a ser el mismo, siempre va a ser
una diferencia, o sea ahi fue donde él implementé los infinitesimales, entonces nunca va a dejar
de ser dos secantes, pero se da la impresion que se puede convertir en una tangente” (Karen,
fragmento entrevista final, 2020). En su respuesta, aunque hizo un acercamiento a la construccion
realizada por Leibniz y establecié parcialmente la relacion existente de esta representacion
geométrica con las proporciones, la maestra en formacion concibid, de manera equivocada, el
comportamiento de los puntos de cortes de las ordenadas con la curva, ya que los asocié con el
movimiento, sin mencionar la correspondencia existente entre estas d istancias con los
diferenciales.

Adicionalmente, Karen realiz6 una definicibn memoristica o parcial del concepto de
derivada cuando se le preguntd puntualmente por este aspecto, pero no hizo referencia al contexto
historico del concepto, ni vinculd las construcciones de Newton o de Leibniz. En este caso,
afirmé: “pues a nosotros lo que siempre nos enseiian en el colegio y también en la universidad,
que la derivada es la recta tangente de una curva en un punto dado, cierto, ya con lo que

hicimos, yo ya puedo explicar el concepto de derivada por un método geométrico, que es coger
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la gréfica con una secante aproximar uno de los puntos, hasta el otro punto y alli, en el punto
que sean casi iguales, puedo decir que es una tangente” (Karen, fragmento entrevista final,
2020).

En el desarrollo de la entrevista, se le indagd a la participante por las diferencias que
podia establecer entre las construcciones de Newtony de Leibniz, ademas de las consecuencias
sociales de las mismas, a lo cual Karen preciso: “Leibniz implement6 el concepto de lo que
fueron los infinitesimales, cierto, utilizo, por ejemplo, lo que fueron las razones, las
proporciones, cosa que no hizo Newton, Newton se fue mas al concepto de fluxién y de fluentes,
por ese medio cada uno lleg6 al concepto de derivada. Newton trabajaba méas desde la
cotidianidad y Leibniz se centré mas que todo en el método geométrico... L0S ingleses, ellos
seguian mas que todo al calculo de Newton, entonces esto llevo a que ellos estuvieran atrasados
en varios de sus avances matematicos. Por parte de Leibniz, pues Leibniz tuvo varias
implicaciones sociales, ya que en su tiempo él fue tildado de falsificarle, de copiarle la
demostracion a Newton” (Karen, fragmento entrevista final, 2020); en este aporte se pudo
apreciar que, aunque la maestra en formacion mencion6 algunas diferencias, no hizo una
comparacion o paralelo entre las construcciones de los dos matematicos, ni explico la forma en
que cada uno de ellos abord¢ estos conceptos; ademas, le falto hacer referencia a las causas que
llevaron a estas consecuencias como, por ejemplo, la notacion empleada por Newton en el caso
de los ingleses o los motivos de las acusaciones de plagio.

En cuanto a la importancia del aspecto histérico para la ensefianza de la derivada, Karen
refirid que: “con el aspecto historico podemos comprender el concepto en su totalidad, pues
muchas veces uno en el colegio, en la universidad, se memoriza los procedimientos o se
memoriza las definiciones de los conceptos sin llegar a entender, pues en realidad qué es lo que
son o para qué sirven” (Karen, fragmento entrevista final, 2020); esta relacién puso en evidencia
que la participante reconocié la necesidad de la ensefianza del aspecto histdrico de la derivada,
pero no especifico claramente las relaciones existentes entre este contextoy la fundamentacién
del concepto mismo.

Con la socializacion del proyecto final de sintesis y las respuestas a las preguntas
aportadas por la participante en la entrevista final, se pudo concluir que Karen defini6
memoristicamente o relaciono, en ciertas ocasiones, el concepto de derivada con las

construcciones de Newton y de Leibniz, por medio de la utilizacion de conceptos como la recta
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tangente y la recta secante; por lo que, para la dimensién de contenido, Karen se ubicé en el nivel
de novato. De igual forma, para la dimension de métodos, alcanzé el nivel de novato, puesto que
pudo repetir algunas diferencias y establecer algunas consecuencias presentes en las
construcciones del concepto de derivada.

Con respecto a la dimension de propositos, la participante identifico la relevancia del
contexto en la construccion del concepto, relacionando parcialmente las causas que posibilitaron
su fundamentacion con el producto final, por lo que, para esta dimension, se ubicé en el nivel de
novato. Aungue Karen intentd definir el concepto de derivada haciendo uso del lenguaje
matematico y de las construcciones de Newton y de Leibniz, fue confuso lo que planted desde lo
numérico y lo geométrico, por lo que su comprension correspondio al nivel de novato para la
dimension de formas de comunicacion. Finalmente, en el desarrollo de las actividades
correspondientes al proyecto final de sintesis, la participante realiz6 conexiones débiles o
repetidas de aspectos abordados en las tareas de formacion, por lo que, pese a que tratd de
desarrollar algunas definiciones, no las vinculé con aspectos més generales que le permitieran

ejemplificarlas o explicarlas, lo cual corresponde al nivel de novato (Boix y Gardner, 1999).

Caracterizacion final de la comprension de Karen

Con apoyo de la rabrica, en la que se especifican los descriptores de comprension del
concepto de derivada a partir de las construcciones de Newtony de Leibniz, para cada uno de los
niveles en las diferentes dimensiones, se realizo el analisis del proceso de comprension de Karen,
resaltando los desempefios alcanzados por la participante en cada una de estas dimensiones. En la
dimension de contenido, en particular, la participante inicid en un nivel de ingenuo puesto que,
aunque definié la derivada a partir del uso del concepto de recta tangente, este proceso lo hizo de
manera memoristica, sin aludir a las construcciones de Newtony de Leibniz y sin referirse al
contexto histérico en el que se origind el concepto.

A medida que se desarrollaron las tareas de formacion en la fase de investigacion guiada,
Karen comenz0 a alcanzar ciertos descriptores propios del nivel de novato para esta dimension;
considerando los aportes de Leibniz, la participante definié parcialmente la derivada desde sus
construcciones, relacionando, en ocasiones, los desarrollos numéricos y geométricos postulados

por el matematico; sin embargo, al inicio de esta fase, no fue tan evidente con respecto a los
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aportes de Newton. En el proyecto final de sintesis y, principalmente en la entrevista final, en sus
aportes y respuestas, Karen logro cierta comprension del concepto de derivada a partir de las
construcciones de Newton, en una forma mas perceptible, aunque aun le falt6 alcanzar una
relacién mas estructurada de las construcciones geométricas y las fundamentaciones numéricas;
del mismo modo, en sus definiciones no asocio el contexto histérico del concepto.

Teniendo en cuenta lo referido por Boix y Gardner (1999), los estudiantes, en este nivel
de novato, comprenden los métodos que son necesarios para construir el conocimiento, pero los
procedimientos que utilizan son mecanicos, lo que propicia que no haya una relacion entre este
conocimiento y los mecanismos utilizados para llegar a este; precisamente, Karen, para la
dimension de contenido, repitio los elementos de la derivada planteados por Newton'y por
Leibniz, sin hacer un analisis de las construcciones geométricas y formulaciones numéricas
necesarias para la fundamentacion del concepto. Lo mencionado hasta el momento, con respecto
al andlisis del proceso de comprension de Karen, se retoma en los descriptores de desempefio
referidos en la Tabla 6 de descriptores para la dimension de contenido. Se aclara que la estudiante

no alcanzé descriptores de los niveles de aprendiz o de maestria.

Tabla 6
Descriptores alcanzados por Karen en la dimension de contenido

Categoria Desarrollo del concepto de | Desarrollo del concepto de Concepto de derivada
derivada a partir de derivada a partir de actual
Newton Leibniz

Nivel

Novato Identifica algunas Identifica algunas Define memoristicamente el
relaciones entre la recta relaciones entre la recta concepto de derivada o lo
tangentey el concepto de tangentey el concepto de hace de manera errada.
derivada a partir de los derivada a partir de los . .
desarrollos de Newton. desarrollos de Leibniz. Entiende la derivada como la

pendiente de la recta tangente
Relaciona parcialmente la Relaciona parcialmente la auna grafica en un punto
construccion geométrica de | construccion geomeétrica de | determinado, perono

la_derivada con la la_derivada con la considera el contexto
formulacién numeérica formulacién numérica historico del concepto.
realizada por Newton. realizada por Leibniz.

Repite diferentes Repite diferentes

fundamentos sobre el fundamentos sobre el

concepto de derivada concepto de derivada

planteados por Newton y planteados porLeibniz y

abordadosen los encuentros | abordadosen los encuentros

sincronicos. sincrénicos.
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Para la dimension de métodos, en la fase de exploracidn, la participante no mostré
capacidad para establecer las consecuencias sociales, personales y cientificas que rodearon el
proceso de construccion del concepto de derivada; ademas, presenté dificultades al momento de
diferenciar las construcciones desarrollas por Newtony por Leibniz. En la fase de investigacion
guiada, Karen comenzé a generar ciertas conexiones entre algunas consecuencias de las
construcciones y entre las diferencias existentes en las mismas, en torno a su aspecto geométrico
y numérico, en mayor medida en lo que respecta a Leibniz, lo cual se complementa para Newton
en el proyecto final de sintesis.

Por lo tanto, después del desarrollo de las tareas de formacion, cuyo propdsito era
contribuir a la comprension del concepto de derivada haciendo hincapié en las construcciones de
Newtony de Leibniz, se pudo concluir que Karen alcanzé los descriptores comprendidosen la
dimension de métodos en el nivel de novato, puesto que los conocimientos o conceptos
abordados los aceptd como verdaderos, por estar validados por expertos, por lo que las
afirmaciones no fueron discutidas ni se hicieron reflexiones o se establecieron relaciones entre las
mismas (Boix y Gardner, 1999); se resalta que la maestra en formacion no logré desempefios de
los niveles de aprendiz 0 maestria. Estas caracteristicas de comprension, en la dimension de

métodos, para el caso de Karen, se encuentran resumidas en la Tabla 7:

Tabla 7
Descriptores alcanzados por Karen en la dimension de métodos

Categoria Diferenciaciongeométrica | Diferenciacionnumérica Implicaciones historicas
del concepto de derivada del concepto de derivada | del concepto de derivada
desarrollado por Newton desarrollado por Newton

y por Leibniz y por Leibniz
Nivel
Novato Repite algunasdiferencias Repite algunasdiferencias Establecealgunas

entre los desarrollos

geométricos de Newton y

entre los desarrollos
numéricos de Newton y de

consecuenciassociales,

cientificasy personales que

de Leibniz con respecto al

Leibniz con respecto al

concepto de derivada.

concepto de derivada.

rodearon la construccion
del concepto de derivada.

A partir del desarrollo de las actividades en la fase de exploracion, se pudo establecer que,

para la dimensién de propdsitos, la participante se ubicd, inicialmente, en el nivel de ingenuo, ya
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que, a partir de lo planteado por Boix y Gardner (1999), la maestra en formacion no identificé la
importancia del conocimiento abordado ni desarrollé una postura critica frente al mismo; por esta
razon, la participante exhibié problemas a la hora de relacionar el contexto histérico con la
construccion del concepto de derivada lo que, a su vez, no le permitié reconocer la relevancia de
dicho contexto.

Sin embargo, en la fase de investigacion guiada y en el proyecto final de sintesis, Karen
inicié un reconocimiento de estas relaciones entre la fundamentacion del concepto de derivaday
su contexto historico, lo que la llevd a establecer, parcialmente, la importancia de la historia para
la construccién del concepto; lo anterior permitié establecer que la participante alcanzé los
descriptores de comprension referidos en el nivel de novato, tal como se muestra en la Tabla 8
para la dimension de propositos. Se aclara que Karen no logré descriptores de los niveles de

aprendiz y de maestria.

Tabla 8
Descriptores alcanzados por Karen en la dimensién de propdsitos

Categoria Relacion: derivada y contexto histérico

Nivel

Novato Establece algunasrelaciones o lo hace de manera errdnea, entre el contexto historico vy la
construccion y fundamentacién delconcepto de derivada.

Reconoce eventualmente la importanciadelaspecto histérico en la fundamentacion actual
del concepto de derivada.

Inicialmente, Karen presentd dificultades para explicar el concepto de derivada a partir de
la utilizacién de diferentes conceptos matematicos o basandose en las construcciones de Newton
y de Leibniz, por lo que, para la fase de exploracion, Karen se ubico en el nivel de ingenuo en la
dimension de formas de comunicacion; no obstante, mediante las tareas de formacion en la fase
de investigacion guiada, la participante comenzo a apoyarse en las construcciones de Newtony
de Leibniz para complementar o contribuir a la formulacién de su definicion del concepto de
derivada, aunque, en muchos casos, lo hizo de manera confusa, por lo que, para esta dimension

de formas de comunicacion, en esta fase de investigacion guiada, avanzo y alcanzo los
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desempefios referidos en el nivel de novato; esto se ratifico en la socializacion del proyecto final
de sintesis y en las respuestas aportadas en la entrevista final.

Las dificultades o fallas en la comunicacion del concepto de derivada que presentd la
participante en la dimensién de formas de comunicacion, a partir de la utilizacion de conceptos
matematicos propios de las construcciones de Newtony de Leibniz, se dio principalmente por el
uso inadecuado de términos y por explicaciones confusas e incompletas de dichas definiciones
(Boix y Gardner, 1999); estos aspectos se retomaron en la Tabla 9 de descriptores para dicha
dimension, donde se resaltaron los desempefios alcanzados por Karen a partir del analisis de su
proceso de comprension. Se resalta que la participante no logré descriptores de los niveles de

aprendiz y de maestria.

Tabla 9

Descriptores alcanzados por Karen en la dimension de formas de comunicacién

Categoria Uso adecuado de definicionesy Discurso coherente
lenguaje matematico
Nivel
Novato Explica de manera confusaelconcepto | Define parcialmente el concepto de derivada.
de derivada con el uso de lenguaje )
matematico. Expone el concepto de derivada desde las

construcciones de Newton y de Leibniz, pero lo
Relaciona parcialmente el concepto de | hace de manera confusa.

derivada ___con __otros ___conceptos
matematicos  presentes  en las
construcciones _de Newton y de
Leibniz.

Anadlisis del proceso de comprension de Mateo

Mateo es un maestro en formacion de una licenciatura en matematicas de cierta
universidad publica de Colombia; tiene 22 afios y se encuentra en el séptimo semestre de su
carrera. Durante la realizacion de los diferentes encuentros sincrénicos, se mostré muy activo y
participativo, poniendo en evidencia su responsabilidad y compromiso para la realizacion de las
diferentes tareas de formacion. Del mismo modo, el participante se destacO por mostrar interés y
curiosidad, ahondando en el conocimiento, lo cual se pudo evidenciar a partir de las preguntas

que realizaba constantemente.

78



Fase de exploracion

En la fase de exploracion se realiz6 un encuentro sincronico con todos los participantes y
se aplico un cuestionario de indagacion, en el cual se pregunt6 por el concepto de derivada desde
su definicion, interpretacion geométrica y formulacion numérica; asi mismo, se evalud el aspecto
historico y la percepcion de los participantes respecto al mismo.

La definicion que el estudiante elabor6 del concepto de derivada se asocié mas con la
pendiente de una recta que pasa por un punto de una curva determinada, sin hacer referencia a su
interpretacién geométrica. En este sentido, cuando se le pregunto por la relacion existente entre
tres graficas particulares (primitiva y sus derivadas), Mateo respondié “la relacion es que todas
son graficas de funciones” (Mateo, cuestionario de indagacion, 2020); en esta respuesta se pudo
evidenciar que no logrd establecer relacion entre las graficas y el concepto de derivada, a pesar de
haber cursado una asignatura relacionada con calculo diferencial.

Cuando se les solicito a los participantes calcular la derivada de diferentes funciones,
Mateo realiz6 dicha actividad de manera adecuada; esto permitié inferir que el estudiante poseia
habilidades para la elaboracion de procedimientos.

Por otra parte, con respecto al concepto de derivada desde su aspecto historico, Mateo
escribio: “sé que Newton fue uno de los pioneros en el calculo ademas de Leibniz. Newton para
su teoria de gravitacion universal supongo que desarrollo parte del calculo, del segundo autor lo
he escuchado en clase por sus aportes, pero no los recuerdo muy bien” (Mateo, cuestionario de
indagacion, 2020). A partir de lo anterior, se pudo determinar que, aunque demostro un breve
reconocimiento de los precursores en el desarrollo del calculo infinitesimal y del concepto mismo
de derivada, desconocié el contexto histérico de la fundamentacion de dicho concepto.

En el cuestionario se hizo referencia a la definicion del concepto de derivada; al respecto,

Mateo respondié como se muestra en la Figura 23:

Figura 23
Fragmento del cuestionario realizado por de Mateo

Defina el concepto de derivada

R/=La derivada puede ser entendida como una pendiente
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En su respuesta, se observé que Mateo asocio la derivada con la pendiente, pero no fue
claro a la hora de realizar esta relacion, puesto que no hizo referencia a la pendiente de la recta
tangente que pasa por un punto de una curva que representa una funcioén determinada, por lo que
se pudo inferir que esta definicion la hizo de manera memoristica, sin hacer una reflexion frente a
lo que respondid. Es evidente que, segun lo referido por Perkins (1999), existe un problema de
comprension ya que no es suficiente que los estudiantes sepan algo, sino que es necesario que
reflexionen sobre lo que saben.

Con respecto a la importancia de abordar la historia del calculo en su proceso de
ensefianza, Mateo respondid: “‘conocer acerca de la historia de temas en especifico hara que, al
momento de enseriarlos, se pueda hacer una mejor transposicion didactica” (Mateo, cuestionario
de indagacién, 2020). Con esta respuesta, el participante destaco la importancia de la historia para
la ensefianza del célculo, pero enfocandola en su futura practica como maestro.

La fase de exploracion me permitio, a la luz de los descriptores de comprension de cada
una de las dimensiones, establecer que Mateo, en la dimension de contenido, presentd
dificultades a la hora de definir el concepto de derivaday de reconocer su contexto historico; del
mismo modo, en la dimension de métodos, el participante no establecié diferencias entre las
construcciones de Newton y de Leibniz, ni en su aspecto geométrico ni mucho menos en el
numeérico; ademas, no reconocié implicaciones ni consecuencias a partir de los desarrollos
historicos sobre la derivada.

En cuanto a la dimensién de propdsitos, al estudiante se le dificulté establecer relaciones
existentes entre el contexto historico y el proceso de construccion y fundamentacion de la
derivada; de igual manera, present6 problemas en la definicion de dicho concepto y, aunque

vinculd algunos conceptos matematicos, lo hizo de manera errada o confusa.
Fase de investigacion guiada

En los seis encuentros sincronicos que se desarrollaron en esta fase, Mateo tuvo una
participacion, en la que se pudo observar como fueron transformandose algunas habilidades

béasicas que le permitieron alcanzar mayores niveles de comprensién en torno al concepto de

derivada.
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En el video de historia de la derivada, el estudiante puso en evidencia las dificultades que
tenia para definir el concepto de derivada, puesto que cuando se le pregunto ¢;qué es para usted el
concepto de derivada?, el estudiante respondid: “una funcion, un limite, es como variable,
cuando algo incrementa, pero también tiende al cero” (Mateo, transcripcion observacion, 2020).
En esta respuesta se pudo observar que, aunque el estudiante menciond aspectos presentes en la
definicion del concepto, lo hizo de manera confusa.

Similarmente, para los videos de las entrevistas con Leibniz y con Newton, se abordaron
algunas preguntas en las que se destacaron diversas respuestas del participante. Particularmente,
cuando se le pregunt6 por el significado de los infinitesimales tanto para Newton como para
Leibniz en la construccion del concepto de derivada, el estudiante no dio una respuesta de lo
desarrollado por Newton, pero sobre Leibniz afirmé que: “la derivada no es otra cosa que la
variacion de una funcién en funcién de una variable cuando la variable es muy pequefia, lo que
se conoce como infinitésimo” (Mateo, transcripcion de observacion, 2020). En esta respuesta se
pudo apreciar que, pese a que ya se observo una relacion entre lo abordado por Leibniz alrededor
de los infinitesimales y el concepto de derivada, aun se presentd ambigiiedad en lo que planteo, lo
que generd una definicion errada del concepto de derivada.

Por otra parte, cuando se le indago por las construcciones de Newtony de Leibniz con
respecto al concepto de derivada, siguié manifestando dificultades; en este caso, Mateo considerd
gue Newton baso sus construcciones en otros autores, pero no hizo alusion a sus aportes; en
cuanto a Leibniz, el participante precis6 que: “Leibniz consideré a la derivada como una razon
de diferencias infinitesimales, que la llamo cociente diferencial” (Mateo, transcripcion de
observacion, 2020); de lo anterior, se pudo evidenciar que, aunque su respuesta se asocid
correctamente a lo desarrollado por Leibniz, lo hizo de manera memoristica a partir de lo
abordado en los encuentros.

En la tarea de formacién donde se abord0 la historieta, el participante mencioné aspectos
relevantes de las construcciones que desarroll6 Newton respecto al concepto de derivada; cuando
se le indago por las fluentesy fluxiones, Mateo refirid que: “las fluentes, fluxiones y momentos
de fluxiones que para él las fluxiones no son infinitamente pequenas... Se me viene a la mente el
trayecto de un carro, la fluente el momento en que nosotros tenemos como un rango, o el espacio
donde tenemos rango que tenemos nosotros para determinar la fluxion” (Mateo, transcripcion

observacion, 2020); en este aporte, se observo que el estudiante intent6 explicar un ejemplo para
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dara entender lo que deseaba expresar frente a las fluentes; sin embargo, aunque Mateo asocio la
fluente o cantidad que fluye con el movimiento de un carro, esta relacion la establecié de manera
errada con el espacio que recorria un cuerpo y no con el objeto mismo.

Para la construccion de Leibniz, los analisis y aportes de Mateo estuvieron mas
estructuradosy se relacionaron directamente con los desarrollos realizados sobre la derivada; esto
se reflej6 cuando Mateo se refirié a dicha construccidén de una manera puntual, para después
asociar la parte geométrica con los planteamientos numéricos, tal como se observd en el siguiente
aporte: “la relacion o mejor la proporcion entre esos segmentos de esos triangulitos me da como
resultado la derivada en el punto 1C y 2C que van a estar tan cerca que serd como uno solo”
(Mateo, transcripcion de observacion, 2020).

Cuando se le solicito resaltar o establecer diferencias entre las construcciones de Newton
y de Leibniz sobre el concepto de derivada, Mateo establecié diferencias geométricas, numéricas
y sociales, lo cual se evidencio en la construccion del paralelo que se elabord de manera conjunta
con todos los maestros en formacion; en esta tarea, el participante dijo que Newton, para
desarrollar el calculo infinitesimal, se basé en fluentes y fluxiones; ademas, relaciond la tangente
con los momentos que mencionaba Newton en sus desarrollos y con la velocidad en ese momento
o fluxiones para, finalmente, concluir que: “cada uno desarroll6 el célculo infinitesimal de
manera paralela, en la misma época, puede que haya habido plagio o no, pero la forma en que
ambos llegaron a las conclusiones y se adentraron al calculo infinitesimal es distinta. Por lo que
es muy diferente sus formulaciones” (Mateo, fragmento de paralelo, 2020).

Asi mismo, para las consecuencias que tuvo el desarrollo del calculo infinitesimal, a partir
de Newtony de Leibniz, Mateo hizo referencia a aspectos sociales y cientificos, los cuales se
pudieron observar en los comentarios realizados en la construccion del paralelo, como los
siguientes: “/os intereses nacionales retrasaron de alguna forma los avances en la ciencia y que
se deberia ser mas objetivo en este aspecto, pues es un aporte para toda la humanidad... Como
las matematicas es una, es una ciencia, entonces esa polarizacién pudo generar un retraso
cientifico, intento de escoger una postura y no ser imparciales, ese intento de escoger un lado, no
ser imparciales y no nacionalismo” (Mateo, fragmento de paralelo, 2020).

En la visualizacién de las entrevistas y el analisis de la historieta, Mateo tratd de

establecer relaciones entre el contexto histdrico y los desarrollos del concepto de derivada; lo
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anterior, le permitio reflexionar y cuestionarse frente a la polémica existente en la época sobre la
construccion del calculo infinitesimal.

Posteriormente, el participante, al abordar la definicion del concepto de derivaday al
analizar las construcciones realizadas por Newton y por Leibniz en torno a dicho concepto,
vinculé diferentes conceptos matematicos; inicialmente, de manera confusa o errénea, como, por
ejemplo, cuando traté de explicar la construccion geométrica de Leibniz: “si se hacen pequefios
los dy y los dx, los puntos sobre las curvas se van acercando, se acercan todos los puntos... ESe
movimiento, pero en un momento exacto, por eso no es que sea pequefio, sino que es ahi en ese
momento” (Mateo, transcripcioén observacion, 2020); en este aporte se pudo observar que Mateo
asocié el andlisis desarrollado por Leibniz a partir de los diferenciales dy y dx, con el movimiento
de dos puntos sobre una curva, lo cual fue propuesto realmente por Newton. Sin embargo, se
observé que sus contribuciones se fueron refinando a lo largo de los encuentros, hasta que,
finalmente, pudo establecer asociaciones con conceptos geométricos y matematicos de manera
mas estructurada, como se hizo evidente en una de las explicaciones que dio Mateo sobre las
construcciones de Newton, cuando referia que: “a pesar de que usted acerque siempre los puntos
y los acerque, la recta se va a aproximar a una tangente, pero siempre serd una secante,
entonces por eso ese espacio entre ambos puntos siempre serd infinito” (Mateo, transcripcion
observacion, 2020).

Durante la realizacion de las tareas de formacion en esta fase de investigacion guiada, se
pudo evidenciar un avance en los diferentes desempefios de comprension que Mateo manifestaba,
con respecto al concepto de derivada desde su aspecto historico, lo cual se logré a partir del
compromiso del estudiante en el abordaje de las diferentes tareas de formacion y del
direccionamiento que le dio la investigadora. A partir del desarrollo de la fase de investigacion
guiada, de acuerdo con Stone (1999), los estudiantes se pueden comprometer con formas mas
complejas de investigacion y, a través del acompafiamiento de los maestros, se podria lograr una
integracion de conocimientos, de tal manera que se contribuya a su comprension.

En el caso particular de Mateo, al inicio, el participante mostr6 dificultades para definir el
concepto de derivada o lo hacia de manera errada o confusa, al igual que los desarrollos
matematicos y geométricos realizados por Newtony por Leibniz; no obstante, con el transcurrir
de las tareas, se empezaron a percibir ciertos avances en sus aportes, aun siendo muy notorio el

factor memoristico en lo que manifestaba. En las tareas que se llevaron a cabo al final de esta
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fase, como la historieta y la construccion del paralelo, Mateo comenzd a asociar diferentes
conceptos geométricos y matematicos en la definicion de la derivaday en la explicacion de las
construcciones, lo que, a su vez, le permitié hacer un analisis mas profundo de las mismas y de
las relaciones o diferencias que existian entre ambas; incluso, esto le posibilitd establecer
consecuencias sociales o politicas vinculadas con el contexto en el que se desarrollaron dichas
construcciones.

Considerando los descriptores para cada uno de las dimensiones de comprension, se pudo
determinar que, para la dimensién de contenido, el estudiante logré identificar algunas relaciones
entre conceptos geométricos como, por ejemplo, la recta tangente al concepto de derivada,
asociandolos, a su vez, a las construcciones realizadas por Newton y por Leibniz; sin embargo, se
hizo evidente que Mateo logro desarrollar mayor comprension de las relaciones numericas y
geométricas trabajadas en la construccion de Leibniz con respecto a la derivada. En cuantoa la
dimension de métodos, el participante logré establecer diferencias entre ambos desarrollos
realizados por Newtony por Leibniz, tanto desde el aspecto numérico como el geométrico, lo que
le permitio analizar las consecuencias sociales, cientificas y matematicas presentes en esas
construcciones.

Para las categorias referidas en la dimension de propositos, al inicio, Mateo reconocio
algunos aspectos histéricos relevantes en la fundamentacion del concepto de derivada;
posteriormente, a partir del desarrollo de las tareas de formacion, consiguid establecer relaciones
con la construccion del concepto, su fundamentaciény el contexto histérico. Teniendo en cuenta
los desempefios en la dimension de formas de comunicacion para esta fase, la tarea de la
historieta y la actividad realizada con GeoGebra posibilitaron un avance notorio tanto en la
definicion del concepto de derivada como en su explicacion y vinculacién con otros conceptos
matematicos, a partir de las construcciones de Newtony de Leibniz.

Proyecto final de sintesis
Para esta fase final se desarrollaron dos encuentros, en los que se realizaron la

socializacion de las propuestas de proyecto final de sintesis por parte de cada uno de los

participantes, y una entrevista individual final. EI objetivo de esta fase era que el estudiante
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pudiera desarrollar, de manera independiente, una propuesta que sintetizara las comprensiones
alcanzadas a lo largo del desarrollo de las fases de investigacion (Stone, 1999).

Mateo, en su proyecto final de sintesis, propuso una estrategia de ensefianza del concepto
de derivadaen la que la metodologia radicaba en fingir una clase donde los demas participantes
eran los estudiantes. EI propo6sito de este proyecto era ensefiar, por medio de una clase, la
importancia de la historia del concepto de derivada, para lo cual quiso poner en evidencia la
relevancia y aplicacion del concepto en la vida cotidiana, hacer un breve recorrido de los
precursores del concepto para, posteriormente, establecer relaciones y diferencias entre ellos,
apoyadas en la visualizacion y explicacion de sus construcciones; todo esto, con el objetivo de
introducir el aspecto historico antes que el mismo desarrollo matematico.

En su proyecto, Mateo inicié mencionando que la derivada “es como cambia una
cantidad con respecto a otra, por ejemplo, en la primera imagen podemos calcular la velocidad
con la que vamos resbalandonos en un momento exacto, lo mismo sucede en la segunda o con el
carro, ¢como cambia una variable con respecto a otra? Casi siempre, y esto es enfocado a la
construccion de Newton que lo vamos a ver mas adelante, es con relacion al tiempo” (Mateo,
transcripcion proyecto final de sintesis, 2020). En la anterior definicion se pudo observar que
Mateo retomo el desarrollo de Newton, debido a que relacioné directamente el movimiento de un
cuerpo, como lo mostrod en las imagenes de la Figura 24, con el desplazamiento de dos puntos o
fluentes sobre una curva; adicionalmente, el participante no hizo alguna alusién a lo planteado
por Leibniz sobre la derivada en este aporte; incluso, la relacion que establecié entre el concepto
de derivaday los cambios que sufria una cantidad determinada con respecto a otra, no fue clara,

puesto que dicho aspecto también pudo asociarse a la definicién de funcién.

Figura 24

Proyecto final de sintesis de Mateo
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Del mismo modo, abord6 el concepto a partir de lo trabajado por Newton en lo que
concierne a su desarrollo geométrico; esto se evidencio cuando afirmé que “estos puntos se
acercan, tendiendo esa distancia a ser cero, aunque Newton nunca dijo que eran cero, a las
cantidades que fluyen él las llamo fluente, por ejemplo, esta curva se da por movimientos de
fluentes y estas aumentan siempre indefinidamente y a la velocidad con la que cada fluente
aumenta lo llamo fluxion... Ese momento infinitamente pequeiio es la que me determina la
tangente a esta curva y si la ven aqui, seria la recta tangente (muestra un punto de la gréfica
moviéndose) y asi es como Newton expreso la derivada, lo que conocemos como la regla de la
potencia para derivar” (Mateo, transcripcion proyecto final de sintesis, 2020).

En los fragmentos anteriores se pudo evidenciar como el participante abord6, de manera
resumida, el concepto de derivaday lo explicd en su presentacion, relacionando diferentes
conceptos matematicos y aportando una definicion del concepto de derivada. Se pudo inferir que,
aunque hubo claridad al momento de explicar los conceptos de fluentes y fluxiones abordadas por
Newton, los cuales presentd de manera correcta con la ayudade la grafica, Mateo mostrd la
expresion matematica relacionada con el concepto de derivadasin hacer una explicacion a partir
del analisis geométrico.

Similarmente, Mateo explicé los desarrollos de Leibniz del concepto de derivadade la
siguiente forma: “para Leibniz, los infinitesimales son mayores que cero, pero son menores que
cualquier namero real positivo, o sea esto es demasiado pequefio, uno no es capaz de
imagindarselo ni siquiera, solo sabes que es muy pequefio y por eso es que ahora vamos a ver
estos dos puntos, la recta secante que pasa por ahi, porque pasa tangente por un punto, pero si
uno mira bien parece que también pasa tangente por otro... A estos diferenciales dx los llamo
abscisas y a estos dy ordenadas, como les estaba diciendo ahorita, supongamos que aca tenemos
tres rectangulos dentro de esta curva, supongamos que queremos hacer mas pequefio esta
distancia, como esta parte y esta (muestra los segmentos en la grafica), pero todas, porque estan
relacionadas, por eso él usa la proporcion” (Mateo, transcripcion proyecto final de sintesis,
2020). Aunque el participante asocié correctamente los infinitesimales y los diferenciales con su
explicacion geométrica, no se observo claridad cuando mencioné las proporciones existentes
entre los triangulos que se formaban en la representacién geométrica de Leibniz, de donde

precisamente se llegaba a la formulacion algebraica del concepto de derivada.
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Fue importante destacar el reconocimiento que hizo Mateo, en la entrevista final, del
contexto histérico del concepto de derivada; con base en los estudiosy desarrollos matematicos
de Newtony de Leibniz, asocié la construccion de la derivada para, finalmente, aportar desde su
comprension una definicion del concepto, tal como se observé en las respuestas a las preguntas
relacionadas con la fundamentacion geométrica y numérica de dicho concepto: “Newton utiliza el
movimiento, o también para la definicion palabras como la fluxion o fluentes, por eso la
definicién de derivada para Newton es como el momento exacto en el que pasa algo... Sobre la
parte geométrica, en la construccion de GeoGebra, ahi vimos que Newton habla de fluentes que
son cantidades que fluyen, entonces en esas fluentes hay una velocidad asociada que es la
fluxién, entonces en ese momento exacto que se representa en la construccién geométrica se
puede establecer la derivada... Leibniz empieza a desarrollar la idea desde un pensamiento que
para mucha gente es dificil de hacer que es imaginar el nimero mas pequefio después del cero y
él, desde ahi, lo percibi6 asi, comenz0 a desarrollar el concepto de derivada, entonces muestra
ya como la derivada es, segin como €l la hizo geométricamente, tenemos los dos puntos sobre la
curva 'y por alli pasa la recta secante, entonces si debajo de esa curva donde se asocian los
rectangulos y estos se hacen cada vez mds pequerios” (Mateo, fragmento entrevista final, 2020).
Lo referido anteriormente, le dio la posibilidad a Mateo de expresar con claridad las relaciones
que se establecen en la definicion del concepto de derivada desde lo abordado por Newtony por
Leibniz.

Del mismo modo, el abordaje de las diferentes construcciones y el origen de estos
desarrollos posibilitaron que el participante estableciera consecuencias en su construccién, lo cual
fue retomado en el proyecto final de sintesis, cuando trat6 de hacer diferenciaciones explicitas en
los dos desarrollos, tal como se menciond en el siguiente fragmento: ¢Por qué surge esta
controversia de quién fue? Pues lo sacaron casi al mismo tiempo, pero Newton dijo que Leibniz
le copid porque ellos se mandaban cartas para estar informados en los avances del otro con
respecto a las matematicas y aunque no habia nada especifico, todo muy general, Newton dijo
que Leibniz se apoy6 en su trabajo para desarrollar su calculo, por tanto, el desarrollo del
calculo era de él” (Mateo, transcripcion proyecto final de sintesis, 2020).

Asi mismo, en la entrevista final, se le pregunt6 por las diferencias y las consecuencias
que se tuvieron en las construcciones de Newtony de Leibniz; en este caso, el estudiante

menciond que: “otra diferencia es la simbologia, lo cual afectd bastante en el desarrollo
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posterior a ellos del calculo, esa diferencia... Ademas, en Inglaterra por usar la notacion de
Newton, por desconocer los aportes de otros contextos, por nacionalismo, siguieron con otra
simbologia, por su orgullo, por desconocer a Leibniz como el inventor. Esas diferencias y
aungue es una sola ciencia donde todos deben aportar para avanzar, en ese momento la
sociedad cientifica se partié en dos por las notaciones, trayendo atrasos o avances en los
diferentes contextos” (Mateo, fragmento entrevista final, 2020).

A partir de lo anterior, se pudieron evidenciar las relaciones que Mateo realizé con
respecto a las construcciones geométricas y numéricas desarrolladas por Newtony por Leibniz;
ademas, se resalté la reflexion y andlisis que hizo respecto a las consecuencias historicas que
tuvieron tales planteamientos, presentes en la construccién del concepto de derivada, destacando
la importancia de los mismos Yy las implicaciones actuales en la ensefianza y tratamiento del
concepto de derivada. Esta importancia la presenté de manera mas clara cuando respondio a la
pregunta por como abordaria el proceso de ensefianza de la derivada, retomando ambas
construcciones: “yo creo gque acd, mas que mostrar o aprendan de donde salid, es que lo
importante es que ellos comprendan qué esta pasando, asi no sean capaz de hacerlo, que ellos
comprendan qué fue lo que paso, y qué es lo que vamos a hallar de ahora en adelante y entonces
después de eso si vamos a comenzar a derivar, entonces ellos van a relacionar la grafica con la
derivada” (Mateo, transcripcion proyecto final de sintesis, 2020).

En la entrevista final, Mateo, haciendo uso del lenguaje matematico, ademas de explicar
el concepto de derivada, lo vinculd con otros conceptos matematicos, permitiéndose hacer
deducciones frente a las construcciones realizadas por Leibniz y por Newton. En su proyecto
final de sintesis, el estudiante abord¢ la construccion de Newton de la derivada y afirmé: “para
Newton, todos los problemas asociados con curvas se pueden resumir solo en dos y entre ellos
esta encontrar la velocidad del movimiento en cualquier momento o tiempo determinado dada
una longitud (la muestra en la grafica, junto con la recta secante y la grafica de la funcion)”
(Mateo, transcripcion proyecto final de sintesis, 2020). En este fragmento, el participante
generalizo los aportes de Newton, no solo en el calculo o con respecto al concepto de derivada,
sino como consecuencia directa del analisis y estudio del movimiento de los cuerpos.

En cuanto a Leibniz, en la explicacion que presento el participante de la construccion,
particularmente desde la fundamentacién geométrica y numérica del concepto a partir de este

autor, Mateo refirio que: “segun él, las hizo geométricamente, tenemos dos puntos sobre la curva
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y alli pasa la recta secante, entonces si debajo de esa curva donde se asocian los rectangulos y
esto se hace cada vez mas pequefio, considerar las proporciones entre esos rectangulos, al
hacerlos mas pequefios e introducir mas, y asi se van a ir acercando esos dos puntos y finalmente
se va a tomar la derivada, segun Leibniz, es cuando ya se acercaron lo suficiente a un punto, que
se puede decir que esa distancia es tan pequera... pero ese numero, esa COnStruccion geométrica
de Leibniz porgue es el nimero mas pequefio después del cero, imaginarse ese numero es dificil,
es como cuando se habla del infinito, incluso imaginarse un millon de cosas es dificil...” (Mateo,
fragmento entrevista final, 2020); particularmente, Mateo destacd la relacion entre el analisis
proporcional de Leibniz de la derivada a partir de los rectangulos, con la proporcion y
representacion existente entre una cantidad casi nula y una cantidad infinita.

Considerando los diferentes aportes de Mateo, tanto en la socializacién de su proyecto
final de sintesis como en las respuestas y dialogos llevados a cabo en la entrevista final con la
investigadora, se pudo afirmar que, para la dimension de contenido, se evidencio que el
participante relaciond, de manera clara, la construccién geométrica y numerica de Newton en
torno al concepto de derivaday lo explicé rotundamente; en lo concerniente a Leibniz, aunque
logré relacionar las construcciones geométricas del concepto de derivada con las numéricas, la
explicacion adn era confusa, puesto que no logro pasar de la proporcionalidad geométrica
establecida en la construccion, a la representacion algoritmica del concepto de derivada. No
obstante, Mateo argument6 ampliamente las relaciones y las diferencias existentes en ambas
construcciones.

Con respecto a la dimension de métodos y de propositos, el participante logro establecer
diferencias y similitudes entre ambos desarrollos y construcciones sobre la derivada, permitiendo
asociar el contexto historico con la fundamentacién del concepto, resaltando su importancia y
develando las implicaciones de esa historia en su fundamentacién actual. En relacion con los
descriptores referidos en la dimensién de formas de comunicacién, para esta fase de proyecto
final de sintesis, se pudo afirmar que Mateo recurrié al uso de diferentes conceptos matematicos
para explicar el concepto de derivada; se concluy6 que esta explicacion la realizé de manera

clara, teniendo como base las construcciones realizadas por Newtony por Leibniz.

89



Caracterizacion final de la comprension de Mateo

A continuacion, se presentan en la rubrica los desempefios de comprension alcanzados por
Mateo; estos desempefios estan resaltados en negrita y subrayados en las tablas respectivas. Para
la dimensién de contenido, se consideraron los diferentes niveles de comprension y las categorias
para dicha dimension, que corresponden al desarrollo del concepto de derivada a partir de
Newtony a partir de Leibniz, y la formulacion actual del concepto.

En la dimensidn de contenido, Mateo inicié en la fase de exploracion razonando en los
niveles de ingenuo y de novato, puesto que no logro identificar las relaciones existentes entre la
recta tangente y el concepto de derivada, tanto en la construccién de Leibniz como en la de
Newton; por lo tanto, no vinculd el concepto con su contexto historico y, aunque traté de definir
el concepto de derivada, lo hizo de manera errada.

Para la fase de investigacion guiada, Mateo logré alcanzar algunos descriptores que
correspondian a los niveles de novatoy de aprendiz; en cuanto al desarrollo del concepto de
derivada por parte de Newton, el participante identificé algunas relaciones entre la construccion
geométrica y los fundamentos numéricos del concepto; con respecto a Leibniz, logré relacionar la
construccion geométrica con su formulacion numérica; ademas, pese a que trato de definirel
concepto de derivada, lo hizo de manera errada sin considerar su aspecto historico.

En el desarrollo del proyecto final de sintesis y a través de la entrevista final, se pudo
establecer que Mateo explico el concepto de derivada, teniendo en cuenta las construcciones de
Newton, aungue en el caso de Leibniz present6 adn dificultades para realizar dicha explicacion;
no obstante, el participante argumenté ampliamente las relaciones y las diferencias existentes
entre las construcciones realizadas por Newtony por Leibniz del concepto de derivada.

A partir de lo anterior, se pudo evidenciar que Mateo, al finalizar el trabajo de campo,
logré alcanzar el nivel de aprendiz en relacion al desarrollo del concepto de derivada a partir de
Newtony respecto a la fundamentacion actual del concepto; en este caso, tal como lo argumentan
Boix y Gardner (1999), el participante usé el conocimiento para reinterpretar lo que hacia parte
de su contexto; de igual forma, asumié una postura critica frente a la construccion del
conocimiento, pero, al momento de explicar este conocimiento, con la ayuda de GeoGebra,

encontré muchas dificultadesy lo hizo de manera confusa o errada.
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Para la categoria que se relaciond con el desarrollo de Leibniz del concepto de derivada,
alcanzo un nivel de aprendiz, porque, aunque establecio vinculos geométricos y numéricos en sus
desarrollos, ain present6 dificultades a la hora de explicar el concepto; es decir, teniendo en
cuenta lo mencionado por Boix y Gardner (1999), Mateo fue secuencial a la hora de presentar el
conocimiento con base en lo abordado por Leibniz, pero lo hizo més a modo expositivo que
explicativo.

Para sintetizar lo dicho anteriormente, respecto al analisis de la comprension alcanzada
por Mateo, se presenta la Tabla 10, donde se resaltan los descriptores alcanzados por el
participante en cada uno de los niveles y para cada una de las categorias referidas en la dimension
de contenido. Se concluye que Mateo se ubico en el nivel de aprendiz en esta dimension y que no

logré descriptores del nivel de maestria.

Tabla 10
Descriptores alcanzados por Mateo en la dimension de contenido

Categoria Desarrollo del concepto de Desarrollodel concepto | Concepto de derivada actual
derivada a partir de de derivadaa partir de
Nivel Newton Leibniz
Aprendiz Relaciona la construccién | Relaciona la construccién Define el concepto de
geométrica de la derivada | geométrica de la derivada derivada.
con la formulacion numérica | con la formulacién Reconoce el concepto de
realizada por Newton. numeérica realizada por derivada desde su aspecto
Leibniz. histérico.

En la dimensién de métodos, Mateo se ubicé en el nivel de novato en la fase de
exploracion, puesto que, a partir de lo referido en los descriptores para este nivel, no establecio
diferencias entre los desarrollos numéricos y geométricos abordados en las construcciones sobre
el concepto de derivada de Newton y de Leibniz; de igual manera, se le dificulto el
establecimiento de diferentes consecuencias sociales, cientificas y personales que emergieron de
dichas construcciones.

Tanto en la fase de investigacion guiada como en la fase de proyecto final de sintesis,
Mateo, en la dimensién de métodos, se ubico en el nivel de aprendiz, ya que, aunque al inicio
establecid diferencias entre los desarrollos geométricos de Newtony de Leibniz, esto lo hizo de

manera memoristica; sin embargo, a partir del avance en las diferentes tareas de formacién, logro
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realizar y establecer con claridad dichas diferenciaciones a partir de sus construcciones

geométricas y sus desarrollos numéricos.

Por lo tanto, en la dimension de métodos, Mateo alcanz6 los descriptores del nivel de

aprendiz, puesto que centrd su conocimiento en métodos y procedimientos (Boix y Gardner,

1999). Precisamente, pese a que Mateo no solo establecid diferencias de lo geométrico y

numérico en las construcciones sobre la derivada realizadas por Newton y por Leibniz, sino que

también logré determinar consecuencias sociales, cientificas y politicas, que surgieron de este

proceso de construccion, el participante no utilizd estos aprendizajes para validar y explicar

dichas diferencias; adicionalmente, no logré hacer una vinculacion de este proceso para realizar

una explicacion clara sobre su fundamentacion actual. Lo mencionado anteriormente se presenta

en la Tabla 11 de descriptores para la dimension de métodos, en la que se observa que el

participante no logré ningin descriptor del nivel de maestria.

Tabla 11

Descriptores alcanzados por Mateo en la dimensioén de métodos

Categoria Diferenciaciéngeométrica | Diferenciacionnumérica Implicaciones histdricas del
del concepto de derivada del concepto de derivada concepto de derivada
desarrollado por Newton desarrollado por Newton

Nivel y por Leibniz y por Leibniz
Aprendiz Establece diferencias entre | Establece diferencias entre | Establece las consecuencias

los desarrollos geométricos

los desarrollos numéricos de

sociales, cientificasy personales

de Newton y de Leibniz con

Newton vy de Leibniz _con

presentes en la_construccion del

respecto _al concepto de

respecto _al concepto de

concepto de derivada.

derivada.

derivada.

Para la dimension de propdsitos, Mateo reconocid, en la fase de exploracion, algunos

datos histéricos sobre los matematicos que participaron en la construccion del concepto de

derivada, como Newtony Leibniz, pero no relacion6 ese contexto historico con el origen de la

derivada. Por otra parte, el estudiante si hizo un reconocimiento de la relevancia del aspecto

historico del concepto de derivada, aunque inicialmente lo vinculd6 como una necesidad, puesto

que permitia desarrollar un adecuado proceso de ensefianza de este.
En la fase siguiente, de investigacion guiada, con el desarrollo de las tareas de formacion,
especialmente en lo abordado a partir de la historieta, Mateo logré asociar el concepto de

derivada con su contexto histérico desde aspectos sociales, politicos y personales de Newtony de
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Leibniz, lo que permitié ubicarlo en el nivel de aprendiz para el primer descriptor. En el
reconocimiento que hizo respecto a la importancia del aspecto histérico en la fundamentacion
actual del concepto de derivada, atn presento algunas dificultades, puesto que se mostré confuso
a la hora de precisar como estaban presentes estos desarrollos de la derivada en su presentacion
actual; por lo que, para el segundo descriptor, se ubico en el nivel de novato.

En la fase de proyecto final de sintesis, por medio de las preguntas que se realizaron en la
entrevista final, Mateo logré interpretaciones frente a cdmo se evidenciaron diferentes aspectos
histdricos en la concepcidn actual del concepto de derivada; lo anterior, le propicié un
reconocimiento de la necesidad e importancia de abordar el aspecto historico para la ensefianza y
comprension del concepto de derivada.

La entrevista y las preguntas que surgieron de esta, permitieron que el participante
identificara las cuestiones esenciales que motivaron la construccion del conocimiento para que,
desde alli, se estableciera la importancia de llevar este saber a la escuela (Boix y Gardner, 1999);
en consecuencia, de acuerdo con los descriptores alcanzados en esta dimension, el estudiante se
ubico en el nivel de aprendiz. Con la finalidad de sintetizar el analisis anterior, se presenta la
Tabla 12 de descriptores para la dimension de propoésitos, en la que se resaltan los alcanzados

durante el trabajo de campo por el participante Mateo.

Tabla 12
Descriptores alcanzados por Mateo en la dimension de propositos

Categoria Relacién: Derivada y Contexto histdrico

Nivel
Aprendiz Establece relaciones entre el contexto histérico y la construccién y fundamentacién del
concepto de derivada.

Reconoce la importancia del aspecto histérico en la fundamentacién actual del concepto
de derivada.

En lo referido a la dimension de formas de comunicacion, Mateo presento dificultades
para explicar el concepto de derivada con la utilizacion de objetos matematicos, a partir de los
aspectos geométricos o numericos abordados por Newtony por Leibniz, en la actividad del
cuestionario de indagacion; por esta razon, en la fase de exploracion, el participante manifesto

caracteristicas propias del nivel de ingenuo.
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En las diferentes tareas de formacion realizadas durante la fase de investigacion guiada,
Mateo utilizé parcialmente algunos conceptos matematicos para dar una definicion del concepto
de derivada, ya sea retomando las construcciones de Newton o de Leibniz, o a partir de sus
propias fundamentaciones que surgieron de sus conocimientos previos. Particularmente, en la
actividad de GeoGebra, Mateo logré dar una definicion del concepto de deriva a partir del uso de
diferentes conceptos y objetos matematicos, pero aln no se percibia claridad en lo que exponia
cuando se abordaron en el software dichas construcciones; por lo tanto, para esta fase de
investigacion guiada, Mateo se ubicé entre los niveles de novato y de aprendiz.

Cuando se realizaron las actividades del proyecto final de sintesis, se observo que Mateo
desarroll6 la capacidad de explicar el concepto de derivadaa partir del uso del lenguaje
matematico retomado de su conocimiento y de lo abordado por Newton y por Leibniz; por
consiguiente, teniendo en cuenta lo argumentado por Boix y Gardner (1999), el participante logrd
utilizar su conocimiento para explicar e interpretar diferentes situaciones, como fueron, en este
caso en particular, los desarrollos numéricos y geométricos alrededor del concepto de derivada.
En este sentido, Mateo logré alcanzar, al finalizar las diferentes tareas de formacion en las tres
fases comprendidas en la EpC, los desempefios de comprension contemplados en el nivel de
aprendiz. Este andlisis se explicita en la Tabla 13 de descriptores para la dimension de formas de

comunicacion, en la que se observa que el participante no logré ningin descriptor del nivel de

maestria.
Tabla 13
Descriptores alcanzados por Mateo en la dimension de formas de comunicacion
Categoria Uso adecuado de definicionesy Discurso coherente
lenguaje matematico
Nivel
Aprendiz Explica el concepto de derivada con el | Define el concepto de derivada.

uso de lenguaje matematico.

Expone el concepto de derivada a partir de las
Relaciona el concepto de derivada con | construcciones de Newton y de Leibniz.

otros conceptos matematicos presentes
en las construcciones de Newton y de
Leibniz.

Andlisis del proceso de comprension de Jhordan
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Jhordan es un estudiante de 21 afios que actualmente se encuentra cursando su séptimo
semestre de un programa de licenciatura en matematicas. El participante se caracteriza por ser
una persona timida a la hora de dar aportes o hacer preguntas; sin embargo, sus intervenciones,
durante la investigacion, fueron muy acertadas; del mismo modo, siempre trat6 de ir mas alla de
lo que se abordaba, demostrando interés por comprender y participar del estudio; esto también se

pudo notar en su regularidad de participacion en los encuentros sincrénicos.

Fase de exploracion

Durante el encuentro sincronico que se desarrollé en la fase de exploracion, se resolvio,
por parte de los maestros en formacion, un cuestionario de indagacion que constaba de diez
preguntas relacionadas con la definicién, formulacién geométrica, numérica y contexto histérico
del concepto de derivada. Cuando se le pregunto especificamente por la definicion de derivada,
Jhordan respondié: “hablando geométricamente se puede expresar como la pendiente de la recta
tangente a la curva, ya a modo mas general se puede expresar como la razén de cambio respecto
a algo” (Jhordan, cuestionario de indagacion, 2020); de este fragmento se pudo inferir que
definid parcialmente el concepto de derivada; no obstante, en esta definicion no manifesté alguna
relacion con las construcciones de Newton y de Leibniz, ni tampoco hizo alusién a las diferencias
existentes en las dos fundamentaciones del concepto, ni menciond el contexto histérico del
mismo; por lo tanto, se puso en evidencia que, para esta fase, Jhordan concibi6 el conocimiento
como un constructo no problematico, disponible para ser captado (Boix y Gardner, 1999).

Cuando se le indagé sobre las graficas de las funciones en una de las preguntas del
cuestionario inicial, en las cuales las mismas se asociaban directamente con la representacion
geométrica de la derivada, el participante no realizé un analisis de este aspecto y vinculo las
graficas con otros conceptos matematicos como, por ejemplo, la continuidad. Posteriormente,
cuando se le pregunt6 por el conocimiento que tenia sobre la derivada desde su aspecto histérico,
el maestro en formacion manifestd un conocimiento sobre los matematicos que participaron en su
construccion, pero sin establecer alguna relacion con el contexto historico, tal como se evidencid

en la Figura 25:
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Figura 25

Fragmento cuestionario de indagacion, Jhordan

R//= 5e que este concepto se desarrolld en el siglo XVIl por Newton y Leibniz quienes
fundamentaron la mayoria de sus reglas y desde alli han empezado a surgir diferentes

aplicaciones de este concepto.

Para esta fase de exploracion, se pudo observar que Jhordan, de acuerdo con los
descriptores de comprension de la dimension de contenido, no logré vincular conceptos, como la
recta tangente, a las construcciones realizadas por Newton y por Leibniz en torno al concepto de
derivada, lo que impidié que reconociera su contexto historico; de igual forma, se observé que no
realizd un andlisis de las consecuencias sociales, cientificas y personales que trajo este desarrollo
matematico, lo cual se especificO como un descriptor de comprension del concepto de derivada
en la dimension de métodos.

Del mismo modo, la falta de vinculacion del contexto con el proceso de construccion del
concepto de derivada, imposibilitd que generara una relacion entre estos aspectos y, por lo tanto,
se presentaron dificultades a la hora de definirlo por medio de términos matematicos
desarrollados por Newton y por Leibniz; estos desempefios también se especificaron,
respectivamente, como descriptores necesarios para alcanzar la comprensiéon de las dimensiones

de propositos y de formas de comunicacion, correspondientemente.

Fase de investigacion guiada

Las diferentes tareas de formacion que se retomaron en esta fase, como el video de la
historia de la derivada, los videos de la entrevista a Newton y de la entrevista a Leibniz, al igual
que el analisis de la historieta, la construccion del paralelo y la actividad con GeoGebra, se
trabajaron en seis encuentros sincrénicos; en estos, Jhordan tuvo una buena participacién, lo que
permitié contar con diferentes aportes, que se retomaron en el proceso de analisis de comprensién
del participante.

En el desarrollo de las preguntas planteadas para el analisis del video de la historia de la

derivada, Jhordan, en una de sus respuestas, dejo ver la relacién que estableci6 entre el contexto
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histérico del conceptoy el proceso de fundamentacion del mismo, ya que vinculd los desarrollos
con los estudios sobre las tangentes a curvas y analizd como esto propici6 el origen del concepto
de derivada: “yo tengo entendido que el problema respecto al calculo infinitesimal se habia dado
tres o cuatro siglos antes de Cristo, uno de los que me acuerdo era el problema a la tangente a
una curva, entonces como en ese tiempo no habia métodos para resolver, por asi decirlo, esas
cantidades tan pequefias, estos autores gque estamos mencionando, Newton y Leibniz, fueron los
que siguieron desarrollando en la construccion de la derivada” (Jhordan, transcripcion de
observacion, 2020).

Posterior a la visualizacién del video en que se realizaba una entrevista ficticia a Newton,
se le pidi6 al estudiante que explicara, con sus propias palabras, las construcciones de Newton

con respecto al concepto de derivada, a lo que el participante respondio en la Figura 26:

Figura 26
Respuesta video historia de la derivada, Jhordan

Trata de evitar las cantidades infinitesimales se adentra en el término de fluxiones que es la
velocidad con la que una variable fluye con respecto al tiempo, de esta manera interpreta
las curvas generadas por el movimiento de un punto y a calcular la tangente a la curva por
medio de la descomposicién de sus componentes con respecto a los ejes coordenados. Asi
se obtiene que la tangente es el cociente de las velocidades con que varian las coordenadas
X, y del punto (x.y).

En esta respuesta se pudo notar que el participante realizd, de manera correcta, una
relacion de la construccion geométrica y numérica efectuada por Newton con respecto al
concepto de derivada. De igual manera, en la construccion realizada en GeoGebra, Jhordan
corrobor?é el anterior aporte cuando se refiri6 a la construccion de Newton como sigue: “si a €50S
puntos xo les esta diciendo gue son como un momento, no sé si decirlo asi, infinitamente pequefio
de tiempo en la cual hay una velocidad instantanea, entonces al nombrarlos, al tener x, y al tener
esa notacion de xo, yo haria relacién a un punto un poquito mas alla, pero al demasiadamente
pequernio... Newton hacia esa construccion a partir del movimiento... La derivada que es la recta
que graficaste me da la proporcion, o ese cambio que hay en el eje x y el eje y con respecto a un
punto que se mueve” (Jhordan, transcripcion de observacion, 2020).

Asi mismo, en lo referido a Leibniz, cuando se trabajo la lectura y el analisis de la

historieta, Jhordan hizo varias contribuciones, las cuales pusieron en evidencia la
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correspondencia geometrica y numérica de los desarrollos de este matematico. Especificamente,
cuando se le pregunt6 por los infinitesimales, la pendiente en la construccion de Leibniz y la
definicion de la derivada a partir de dicho desarrollo, el maestro en formacion establecié la
correspondencia que habia entre los diferenciales y la derivada, asumiendo, de dicha proporcion,
la consecucién de un nimero que representaba la derivada, lo cual expuso de la siguiente manera:
“la proporcion entre esas cantidades dy y dx me da como resultado un numero que es
precisamente la derivada... Esta diferencia entre la distancia entre [0S puntos sobre la curva o
sobre la grdfica, me definen la pendiente... La relacion entre una derivada y una pendiente de
una gréfica en la construccion de Leibniz se puede ver facil para la grafica de una constante
donde la pendiente es cero y la derivada también” (Jhordan, transcripcion de observacion, 2020).

Del mismo modo, fue importante destacar la claridad que exhibioé Jhordan en lo que
concierne a la relacion existente entre el concepto de derivaday la pendiente de la recta tangente
que pasa por un punto de una curva, pese a que no explicitd en dicho enunciado la claridad de su
comprension, lo puso en evidencia mediante la ejemplificacion de la pendiente de una funcion
constante. Similarmente, en la construccion del paralelo conjunto, el participante abordo el
concepto de derivada desde Leibniz, asi: “para hallar la derivada con esas diferencias o
diferenciales era lo mismo que las proporciones... Profe, lo que Leibniz hacia era en su
construccion del concepto de derivada, €l lo que construye, lo que hace es primero los
triangulitos para demostrar su proporcionalidad o lo que hace son los rectangulos, porque yo lo
que veo es que €l define los puntos y forma el triangulo, pero al formar el tridngulo ahi quedan
esos rectangulos evidenciados... Alli encuentra la proporcionalidad, desde un punto fijo que
tenia y ya otro, que se determinaba por un incremento tanto en la abscisa lo que daba otro
incremento en la ordenada o, al revés, y desde ahi concluia que ese incremento en la recta que
pasaba entre esos, entre ellos dos, era la recta tangente, la pendiente” (Jhordan, transcripcion de
observacion, 2020).

Considerando los aportes de Jhordan mencionados anteriormente sobre las construcciones
del concepto de derivada realizadas por Newtony por Leibniz, se pudo afirmar que el
participante reconocio las diferencias existentes entre los constructos de los dos matematicos,
tanto de la representacion geométrica como de la formulacion numérica; este aspecto se reafirmé
en mayor medidaen la construccion del paralelo grupal y en la actividad con GeoGebra, cuando

Jhordan describid, de manera correcta, que: “los pequefios momentos para Newton eran los
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pequefios incrementos para Leibniz, los momentos de Newton en que fluye la fluente, esa
distancia Leibniz la denota como los diferenciales dy, dx... Algo muy importante que es como lo
que Leibniz llama como los diferenciales, que son unos puntos como tal cerca a otros, ya Newton
los denota como unos momentos como tal que se aproximan, se mueven” (Jhordan, transcripcion
de observacion, 2020).

Por otra parte, en cuanto a la identificaciéon de las consecuencias que trajo la construccién
del concepto de derivada, en esta fase de investigacion guiada, cuando se plantearon las
preguntas sobre el video de la entrevista a Leibniz acerca de la polémica de la invencion del
calculo, el participante precisd que: “creo que en esta correspondencia unido también Newton, el
cual era cercano a Collins, dio pie a la confusion entre quién fue el verdadero creador del
célculo infinitesimal, ademas de atrasar, en algunos lugares, por culpa de esta confusion, el
desarrollo del calculo infinitesimal” (Jhordan, transcripcién de observacion, 2020); en esta
respuesta se lograron identificar algunas consecuencias, esbozadas por Jhordan, de las
construcciones realizadas alrededor del calculo infinitesimal, particularmente en lo que
correspondia al concepto de derivada.

A partir de los aportes de Jhordan mencionados hasta este momento, se pudo notar un uso
adecuado de términos matematicos para definir el concepto de derivada, lo cual abordé a partir de
los desarrollos de Newton y de Leibniz; por estarazén, con base en lo argumentado por Boix y
Gradner (1999), se pudo corroborar el nivel de comprension de maestria alcanzado por el
participante:

Con apoyo, los desempefios en este nivel iluminan la relacién entre conocimiento

disciplinario y vida cotidiana, examinando las oportunidadesy las consecuencias de usar

este conocimiento. Los desempefios en este nivel demuestran una expresion y

comunicacion de conocimiento flexible y adecuada. (p. 240)

Las tareas de formacion desarrolladas en esta fase, a la luz de los descriptores de la
dimension de contenido, dejaron ver en el participante claridad y coherencia en sus
planteamientos en torno al concepto de derivada, respecto a su representacion geométrica y a su
fundamentacion numérica, lo que posibilité una definicion del concepto desde los desarrollos de
Newtony de Leibniz, haciendo explicitas las diferencias en los mismos; sin embargo, las
consecuencias que emergieron de dicho constructo no las utilizé para explicar la formulacién

actual del concepto. Finalmente, para esta fase, se pudo percibir facilidad en el estudiante en
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cuanto a la utilizacion de conceptos matematicos para abordar el concepto de derivada,
complementando sus afirmaciones con ejemplificaciones y argumentos que permitieron apoyar

su explicacion de las construcciones de Newtony de Leibniz.

Proyecto final de sintesis

Con el objetivo de que los participantes dieran a conocer la comprension alcanzada del
concepto de derivada a partir de las construcciones de Newtony de Leibniz, se realizaron dos
encuentros sincrénicos; el primero consistié en la socializacion del proyecto final de sintesis por
parte de cada participante, el cual propendi6 por generar una propuesta para la ensefianza del
concepto de derivada, en la que se retomaran cada uno de los aspectos histéricos que rodearon el
concepto, puesto que, como lo afirma Stone (1999), los proyectos finales de sintesis tienen la
intencionalidad de demostrar la comprension alcanzada por los participantes, ademas de
constituirse en una oportunidad para que se realice un trabajo independiente que sintetice sus
comprensiones. El segundo encuentro se centrd en la realizacion de una entrevista final
individual mediante la cual, por medio de la formulacion de unas preguntas, los participantes
pudieron compartir lo comprendido a partir del desarrollo del estudio en las diferentes fases.

El participante, en cuestion, desarroll6 una propuesta para la ensefianza del concepto de
derivada, con base en los planteamientos de Newton y apoyandose en la teoria de situaciones a-
didacticas como estrategia metodoldgica, para lo cual construyé una situacion problema enfocada
en las particularidades de su contexto y aplicando el concepto de derivada. En la Figura 27 se

puede observar un fragmento del proyecto final de Jhordan.
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Figura 7
Proyecto final de sintesis, Jhordan

e PowerPoint

SITUACION A-DIDACTICA.

Un bus bellanita se traslada de bello a la universidad de Antioquia por
medio de la autopista norte. Su posicion en cualquier momento del
trayecto esta dada por la funcién f(x)= sin(x) +| para x mayores que
0, si Mateo se encuentra ubicado en Zenu y ve pasar al bus a una alta
velocidad, para saber que no esta sobrepasando los limites de
velocidad jcomo puede encontrar la velocidad exacta en ese instante,
ademas, de calcularla? Sabiendo que en ese momento el bus llevaba
14 minutos de recorrido.

ecto final de sintesis (2020-12-21 at 15_00 GMT-8)

Lo que Jhordan buscaba con esta situacion a-didactica, en su propia, voz era: “de una vez
no entrar a un espacio de clase, sino a partir de una situacion de la vida cotidiana, dar paso a lo
que se llama como situaciones didacticas, que esa ya son cosas como normales de clase de
explicacion” (Jhordan, transcripcion proyecto final de sintesis, 2020). Del mismo modo, su
explicacion se baso en los desarrollos de Newton, para lo cual abord6 conceptos como fluentes y
fluxiones para relacionarlos con la situacion particular construida por el estudiante; ademas, se
apoyo en el software GeoGebra para brindar una explicacién grafica. En la Figura 28 se puede
observar la construccion realizada por Jhordan en su proyecto final de sintesis.

Figura 28
Fragmento del proyecto final de sintesis de Jhordan
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El participante realizd la explicacion de la situacion a partir del programa, de la siguiente
forma: “bueno, entonces aqui lo que hice fue graficar el recorrido del bus segun la funcion que
me estan diciendo de la posicion que tiene el bus durante el recorrido y tengo los intervalos de
donde empieza, pues desde cero, entonces, por asi decirlo Newton nos lo plantea asi: como hay
un minuto exacto que nos estan preguntando por la velocidad de ese bus, a ese punto lo
llamamos (X, y); que ya lo habiamos dicho es una fluente o cantidades que fluyen; aparte de esto
tenemos otro punto, por el cual vamos a trazar una recta que ya habriamos de conocer, que es
una recta secante que pasa por esos dos puntos, entonces Newton lo que nos dice es si este otro
punto hacia ese punto inicial (x, y) a medida que él se va acercando y estan infinitamente cerca,
por asi decirlo, la recta secante se va a terminar por convertir en la recta tangente a ese primer
punto, que es el punto x=14 vy, esa pendiente de esa recta tangente es precisamente la derivada;
entonces, €l plantea la férmula de la derivada a partir de la formula de la pendiente, que son
esos cambios que hay en y a razén de esos cambios que se presentan en x y ya, yo despues diria
que después ya de haber hecho ese recorrido de la ensefianza de la derivada como la plantea
Newton, ya creo que no quedaria mas que presentar sus usos, que quedaria masen linea con la
teoria en relacion con la que estoy haciendo la presentacion” (Jhordan, transcripcién proyecto
final de sintesis, 2020); a pesar de que se pudo constatar una correcta explicacion por parte del
participante mediante un ejemplo, en el que se vincul6 el concepto de derivada desde lo
geométrico con el software GeoGebra y desde lo numérico con las relaciones matematicas que se
presentaron en su exposicion, no se hizo evidente el desarrollo del aspecto historico en su
propuesta.

En la entrevista final, Jhordan complementé todos los aportes realizados, hasta el
momento, en sus intervenciones; particularmente, en lo referido a la fundamentacion geométrica
a partir de Newton y de Leibniz, Jhordan respondio, respectivamente: “dada una grdfica, que
representara, por asi decirlo, el movimiento de un objeto y dos puntos sobre ella, Newton
introducia el concepto de fluxion, para representar el que un punto de ellos fluyera hacia el otro,
de modo que hay un momento, en el cual ese punto que fluyé hacia el otro esta tan infinitamente
cerca al otro que la recta secante que pasa por esos dos puntos es precisamente la recta
tangente... Ya Leibniz, iba un poquito mas apartado de Newton, hizo un desarrollo del concepto
de derivada que va mas hacia lo matematico, por asi decirlo, pues él si afirmaba desde una

grafica que dada sobre ella dos puntos, que los cambios que hay dentro de un punto y otro, es
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decir las abscisas y las ordenadas, eran tan infinitamente pequefias, esas distancias, por asi
decirlo, que precisamente, esa recta secante que pasaba por esos dos puntos se convertia en la
recta tangente, por esa distancia de esas rectas ser tan infinitamente pequefias, que es asi que él
desarrolla su concepto de derivada desde alli, incluyendo asi los infinitesimales, que son esas
distancias pequerias” (Jhordan, fragmento entrevista final, 2020). En estas respuestas, se pudo
determinar que el participante aplico y utilizé las construcciones de Newtony de Leibniz para
explicar el concepto de derivada desde las diferentes particularidades abordadas por cada uno de
los matematicos, demostrando creatividad y claridad en sus representaciones y ejemplos.

Del mismo modo, complement6 lo aportado anteriormente en la fase de investigacion
guiada, en cuanto a las diferencias entre las dos construcciones, por medio de las respuestas a dos
de las preguntas contenidas en la entrevista final: “Newton se movia mds por el campo de la
fisica, que fue donde se destaco y ya Leibniz si tenia un procedimiento méas matematico desde la
geometria analitica, por asi decirlo; ademas, Newton utilizaba las fluxiones de que un punto
fluia hacia otro, mientras que ya Leibniz veia esos diferenciales, entonces me parece que esas
formas de pensar hacen que su concepto de derivada no sea el mismo. Ademas, otra diferencia
importante es la notacion que utilizaba cada uno... Yo creo que la que seria mas notoria es el
hecho de que Inglaterra no quisieron adoptar la notacion de Leibniz, puesto que Newton era
proveniente de alld y ademas caian en discusiones por lo que se pretendia o se decia que Leibniz
habia tomado los trabajos de Newton y los habia copiado, entonces eso implicd que no utilizara
la notacion que proponia Leibniz, por lo tal habia algunos atrasos que llevaba la notacién, por
asi decirlo, dificultosa que tomaba Newton desde la fisica” (Jhordan, fragmento entrevista final,
2020).

A partir de los aportes proporcionados por Jhordan durante el proyecto final de sintesis, se
pudo evidenciar que el participante explic6 y definié apropiadamente el concepto de derivada,
considerando las construcciones de Newtony de Leibniz, especificando las diferencias y las
consecuencias propias de las mismas, lo cual fue necesario para la comprension del concepto
desde su contexto historico, a partir de los descriptores concernientes a las dimensiones de
contenido y de métodos. Esta apropiacion conceptual le permitié a Jhordan establecer
asociaciones y destacar la importancia de la historia del concepto en su proceso de
fundamentacion, lo cual expuso claramente, llevandolo a alcanzar unos descriptores particulares

de comprension de acuerdo con las dimensiones de propdsitos y de formas de comunicacion.
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Caracterizacion final de la comprension de Jhordan

Para cada una de las dimensiones de comprension, se establecio una tabla de descriptores
construida a la luz de los desempefios de comprension referidos en el marco de la EpC; estos
desemperios alcanzados por cada uno de los participantes, a partir del desarrollo de las diferentes
tareas de formacion, se resaltaron en negrita y subrayado, lo que posibilité determinar el nivel de
comprension alcanzado por cada uno de ellos.

Para el participante Jhordan, en relacion con la dimensién de contenido, se pudo
establecer que, inicialmente, en la fase de exploracién, aunque el estudiante aport6 una definicion
del concepto de derivada, no la vinculd con su contexto historico y tampoco con las
construcciones de Newtony de Leibniz. A medida que se avanzaba en las tareas de formacion en
la fase de investigacion guiada, Jhordan logro explicar y aplicar el concepto de derivada desde los
desarrollos geométricos y numéricos de Newtony de Leibniz, dejando ver las diferencias en
ambas construcciones. Esto, fue mucho mas explicito en el proyecto final de sintesis,
particularmente en las respuestas que dio a las preguntas de la entrevista final. Teniendo en
cuenta los desempefios alcanzados por el maestro en formacion, se pudo decir que, a partir de lo
planteado por Boix y Gardner (1999), Jhordan demostro fluidez en su comprension del concepto
de derivada a partir de su contexto historico, lo cual le permitié realizar ejemplificaciones claras,
asociaciones e interpretaciones coherentes; en consecuencia, para la dimension de contenido, el
participante alcanzo los desempefios referidos en el nivel de comprension de maestria, tal como

se muestra en la Tabla 14:

Tabla 14

Descriptores alcanzados por Jhordan en la dimension de contenido

Categoria Desarrollo del concepto de | Desarrollo del concepto de Concepto de derivada
derivada a partir de derivada a partir de actual
Newton Leibniz

Nivel

Maestria Aplica el concepto de | Aplica el concepto de | Argumenta relaciones vy
derivada mediante la | derivada mediante la | diferencias _ entre las
fundamentacién geométricay | fundamentacion geométrica y | construcciones del
numérica _desarrollada por | numérica _desarrollada por | concepto de  derivada
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Newton en construcciones

Leibniz__en _construcciones

abordadas por Newton y

con GeoGebra.

Explica el concepto de

con GeoGebra.

Explica el concepto de

derivada a partir de las

derivada a partir de las

construcciones realizadas por

construcciones realizadas por

Newton.

Leibniz.

por Leibniz.

En la dimensién de métodos, Jhordan inicid con dificultades notorias en el

establecimiento de diferencias numéricas y geometricas, como en la determinacion de

consecuencias sociales, cientificas y personales, propias de las construcciones de Newtony de

Leibniz, alrededor del concepto de derivada. Sin embargo, en la fase de investigacion guiada, el

desarrollo de las tareas le posibilitd validar y explicar las construcciones relativas al concepto de

derivada de ambos matematicos, aunque solo logré vincular dichas explicaciones, de una manera

clara, en el proyecto final que propuso para la ensefianza del concepto de derivada.

Lo anterior le permitié a Jhordan alcanzar el nivel de maestria en la dimension de

métodos, puesto que las reflexiones y argumentos que compartié en los encuentros sincrénicos se

basaron en el andlisis de diferentes métodos utilizados para llegar al mismo concepto,

reconociendo sus particularidades, lo cual lo llevé a establecer la naturaleza del objeto de estudio,

sus usos o consecuencias (Boix y Gardner, 1999). Este analisis se retoma en los descriptores de

desempefios contenidos en la Tabla 15 para la dimension de métodos:

Tabla 15

Descriptores alcanzados por Jhordan en la dimension de métodos

Categoria

Nivel

Diferenciaciéngeométrica
del concepto de derivada
desarrollado por Newton y
por Leibniz

Diferenciacién numérica
del concepto de derivada
desarrollado por Newton y
por Leibniz

Implicaciones historicas
del concepto de derivada

Maestria

Valida vy  explica _las

Valida v explica _las

A través de las relaciones y

diferencias entre los

diferencias entre los

consecuencias __histéricas

desarrollos geométricos de

desarrollos _numéricos de

establecidas  sobre el

Newton y de Leibniz_con

Newton y de Leibniz_con

concepto de  derivada,

respecto _al concepto de

respecto _al concepto de

explica su fundamentacién

derivada.

derivada.

actual.
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Con el abordaje de la actividad de exploracion, se pudo establecer que Jhordan, en la
dimension de propositos, se le dificulto asociar el contexto histérico al proceso de construccion
del concepto de derivada, lo cual no le permitié establecer la relevancia de este, alcanzando, para
esta fase, los descriptores correspondientes al nivel de ingenuo. No obstante, a partir del
acompafiamiento y socializacion de las tareas de formacién y las actividades del proyecto final de
sintesis, Jhordan analiz6 las consecuencias practicas, logicas y sociales del objeto de
conocimiento, estableciendo como esto afecté la visién o concepcion del mundo actual, lo cual se
relaciond con los descriptores del nivel de aprendiz para esta dimension (Boix y Gardner, 1999).

Por lo tanto, el participante logré establecer las relaciones propias del contexto histérico
y la construccién y fundamentacion de la derivada, destacando su importancia; sin embargo, no
se fundamento ni utilizé dichas relaciones para explicar la construccion y constitucion actual, lo
que lo sitta en el nivel de aprendiz. Este analisis de comprension de Jhordan, en la dimension de

propdsitos, se presenta en la Tabla 16:

Tabla 16
Descriptores alcanzados por Jhordan en la dimension de propoésitos

Categoria Relacion: derivada y contexto histérico
Nivel
Aprendiz Establece relaciones entre el contexto histérico vy la construccién y fundamentacion del
concepto de derivada.
Reconoce la importancia del aspecto histérico en la fundamentacién actualdel concepto de
derivada.

Respecto a la dimension de formas de comunicacion, en la fase de exploracion, el
estudiante respondio a los desempefios de comprension referidos en el nivel de ingenuo, puesto
que la definicion que dio sobre la derivada no la asoci6 a conceptos propios de las construcciones
realizadas por Newtony por Leibniz. En la fase de investigacion guiada, Jhordan se apoyo en las
tareas de formacion desarrolladas y en los diferentes aportes compartidos en los encuentros
sincrénicos, para establecer una definicion del concepto de derivada basada en el uso de

diferentes conceptos matematicos retomados de las construcciones de Newtony de Leibniz.
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A partir del proyecto final de sintesis y de la entrevista final, logro explicar, mediante

ejemplos y de una manera creativa, el concepto de derivada, vinculando los desarrollos

geométricos y numeéricos de ambos matematicos; lo anterior, puso en evidencia que el

participante, para la dimension de formas de comunicacion, demostré un dominio flexible de lo

que sabia, por lo que utiliz6 diferentes estrategias para darlo a conocer, como metaforas,

ejemplificaciones o analogias, en las cuales usé factores contextuales para apoyar la

comunicacion en su explicacion (Boix y Gardner, 1999), lo cual es propio de los desempefios de

comprension que se presentan en la Tabla 17 de descriptores, en el nivel de maestria.

Tabla 17

Descriptores alcanzados por Jhordan en la dimension de formas de comunicacion

Categoria Uso adecuado de definicionesy Discurso coherente
lenguaje matematico
Nivel
Maestria Utiliza de manera creativa los | Explica con diferentes ejemplos el concepto de

conceptos geométricos vy numéricos

derivada.

presentes en las construcciones de
Newton v de Leibniz_para explicar el
concepto de derivada.

Explica el concepto de derivada a_ partir de las
construcciones de Newton y de Leibniz.
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Conclusiones y recomendaciones

En este capitulo se hace referencia a las conclusiones que sintetizan los aspectos méas
relevantes que emergieron del proceso de investigacion, las cuales se establecen a partir de la
respuesta a la pregunta de investigacion y la consecucion del objetivo general y los objetivos
especificos; asi mismo, se mencionan algunos aportes a la Educacion Matematica y se precisan
ciertas lineas de investigacion que abre el presente estudio; finalmente, se sugieren algunas
recomendaciones para los maestros que deseen aplicar las diferentes tareas de formacion o

utilizar la rdbrica de desempefios de comprension.

Conclusiones con respecto a la pregunta de investigacion

La pregunta de investigacion que se planted para el desarrollo del estudio fue la siguiente:
¢como comprenden los maestros en formacién el concepto de derivada en el contexto de Newton
y de Leibniz a partir de la EpC? Para abordar este interrogante, en primer lugar, se disefiaron y
evaluaron diferentes tareas de formacion, las cuales contaron con diversos formatos relacionados
con el performance para la Educacion Matematica, como la construccion de videos e historietas a
partir de herramientas web, o el uso del programa GeoGebra en el que se reprodujeron las
representaciones geométricas desarrolladas por Newtony por Leibniz sobre el concepto de
derivada. Esta estrategia, llevada a cabo a partir de tecnologias digitales, permitié que el estudio
pudiera realizarse de manera virtual y sincronica con los participantes, ademas posibilitd su
participacion durante todo el proceso de formacion.

En segundo lugar, se disefi6 y evalud una rabrica, la cual propicio el anélisis y valoracion
de la comprension alcanzada por los maestros en formacion con respecto al concepto de derivada;
esta rabrica se construyd con base en las dimensiones de comprensiéon (contenido, métodos,
propositos y formas de comunicacion) referidas en el marco tedrico de la EpC y consideré las
caracteristicas necesarias para comprender el concepto de derivada a partir de los contextos de
Newtony de Leibniz; esto ultimo se hizo explicito en los descriptores, diferenciados segun los
niveles de comprensiéon del marco (ingenuo, novato, aprendiz y maestria); del mismo modo, estos

descriptores se fueron refinando y ajustando a medida que se desarrollaba el estudio.
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Las diferentes tareas de formacion que se desarrollaron en el trabajo de campo con los
maestros en formacién permitieron analizar su comprension a la luz de los descriptores de cada
una de las dimensiones de comprension, lo que, a su vez, posibilitd establecer el nivel o niveles
alcanzados por los participantes en las tres fases referidas en el marco de la EpC. A partir de las
observaciones realizadas mediante los encuentros sincronicos y el estudio de los diferentes
aportes de los maestros en formacion en la realizacion de las tareas, se identificaron en tres de los
participantes el progreso en tres niveles de comprension diferentes (novato, aprendiz y maestria),
los cuales se retomaron para la realizacion del analisis.

En la fase de exploracion, los participantes Karen, Mateo y Jhordan, a partir de la
solucion del cuestionario de indagacién, exhibieron dificultades a la hora de definir el concepto
de derivada, puesto que lo presentaron de forma memoristica sin establecer relaciones con las
construcciones elaboradas por Newton o por Leibniz relacionadas con el concepto; ademas, no se
observd una vinculacién del concepto con su contexto histdrico, por lo que, para esta primera fase
de exploracion, los participantes respondieron a los descriptores de comprension de las
dimensiones de contenido, métodos, propositos y formas de comunicacion, referidos, en su
mayoria, en el nivel de ingenuo.

En la fase de investigacion guiada, se pudo notar un avance en los niveles de comprension
de los participantes, puesto que en cadauno de los casos se lograron descriptores de comprension
referidos a los niveles de novato o aprendiz y, para uno de los participantes, los establecidos en el
nivel de maestria para las dimensiones de contenidoy métodos, particularmente. Por medio de la
realizacion de las tareas de formacion, se abarcaron los aspectos mas significativos del concepto
de derivada con respecto a su origen, construccion, representacion geométrica y fundamentacién
numérica; ademas, se abordaron las consecuencias sociales, personales y cientificas, que
permitieron reconocer la importancia del contexto histérico del concepto.

Los participantes lograron, total o parcialmente, identificar y relacionar las construcciones
geométricas y numéricas trabajadas por Newton y por Leibniz, estableciendo sus diferencias y
planteando una definicion del concepto de derivada, al vincular conceptos como la pendiente o
los abordados en ambas construcciones y al destacar, en esta definicion, la relacion de la derivada
con su contexto histdrico y todas las consecuencias que trajo consigo. Lo anterior fue posible

gracias a la visualizacion de los tres videos con el analisis de los cuestionamientos respectivos, la
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reflexion que se realizé en torno a la historieta, la construccion del paralelo conjuntoy la
actividad practica con GeoGebra.

La fase de proyecto final de sintesis permitié dara conocer las comprensiones alcanzadas
por los participantes en lo que se referia al concepto de derivada en el marco del contexto de
Newtony de Leibniz; mediante la socializacion de sus propuestas de ensefianza, lograron poner
en evidencia la consecucion de desempefios superiores a los que tenian al inicio del trabajo de
campo, consiguiendo alcanzar niveles de comprension que van desde novato hasta maestria. Es
importante destacar que la entrevista final contribuyd, de manera relevante, en la conclusién del
proceso de analisis de dichas comprensiones, puesto que las preguntas de indagacion que
dirigieron estos encuentros recogieron las categorias de comprension referidas en cada una de las
dimensiones, reflejando, a través de las respuestas, el nivel o niveles de comprension obtenidos
por cada uno de los participantes.

Particularmente, los descriptores alcanzados por Karen, por medio del desarrollo de las
diferentes tareas de formacion en cada una de las dimensiones de comprension, se vincularon al
nivel de novato; se aclara que esta estudiante no tuvo un avance significativo en la comprension,
pues pasd del nivel de ingenuo al nivel de novato; algunos de los desempefios alcanzados se
mencionan a continuacion:

e Relaciona parcialmente la construccion geométrica de la derivada con la formulacion

numerica realizada por Newton.

e Relaciona parcialmente la construccion geométrica de la derivada con la formulacion

numérica realizada por Leibniz.

e Repite diferentes fundamentos sobre el concepto de derivada planteados por Newtony

abordados en los encuentros sincronicos.

o Repite diferentes fundamentos sobre el concepto de derivada planteados por Leibniz y

abordados en los encuentros sincronicos.

e Define memoristicamente el concepto de derivada o lo hace de manera errada.

e Establece algunas consecuencias sociales, cientificas y personales que rodearon la

construccion del concepto de derivada.

e Reconoce eventualmente la importancia del aspecto histérico en la fundamentacion

actual del concepto de derivada.

110



¢ Relaciona parcialmente el concepto de derivada con otros conceptos matematicos
presentes en las construcciones de Newtony de Leibniz.
e Expone el concepto de derivada desde las construcciones de Newtony de Leibniz,

pero lo hace de manera confusa.

Del mismo modo, Mateo, en las dimensiones de contenido, métodos, propositos y formas
de comunicacion, referidas en el marco de la EpC, logré desarrollar desempefios que
correspondian al nivel de aprendiz, gracias a su participacion en el trabajo de campo; dentro de

estos desempefios, se destacaron los siguientes:

Relaciona la construccion geométrica de la derivada con la formulacién numérica

realizada por Newton.

¢ Relaciona la construccion geometrica de la derivada con la formulacion numérica
realizada por Leibniz.

e Establece diferencias entre los desarrollos geomeétricos de Newton y de Leibniz con
respecto al concepto de derivada.

e Establece diferencias entre los desarrollos numericos de Newtony de Leibniz con
respecto al concepto de derivada.

e Establece las consecuencias sociales, cientificas y personales presentes en la
construccion del concepto de derivada

e Reconoce la importancia del aspecto histérico en la fundamentacion actual del
concepto de derivada

e Explica el concepto de derivada con el uso de lenguaje matematico.

e Expone el concepto de derivada a partir de las construcciones de Newtony de

Leibniz.

Finalmente, como producto del desarrollo de las tareas de formacion, Jhordan logro
alcanzar los descriptores de comprension para las dimensiones de contenido, métodosy formas
de comunicacion referidos en el nivel de maestria; por otra parte, para la dimension de

propasitos, el participante se ubicé en el nivel de aprendiz, esto con base en las caracteristicas
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que se describen en los desempefios de comprension para este nivel; por lo tanto, se puede

afirmar que Jhordan:

Aplica el concepto de derivada mediante la fundamentacion geométrica y numérica
desarrollada por Newton en construcciones con GeoGebra

Explica el concepto de derivadaa partir de las construcciones realizadas por Newton.
Explica el concepto de derivada a partir de las construcciones realizadas por Leibniz.
Argumenta relaciones y diferencias entre las construcciones del concepto de derivada
abordadas por Newtony por Leibniz.

Valida y explica las diferencias entre los desarrollos geométricos de Newtony de
Leibniz con respecto al concepto de derivada.

Valida y explica las diferencias entre los desarrollos numéricos de Newtony de
Leibniz con respecto al concepto de derivada.

Establece relaciones entre el contexto historico y la construccién y fundamentacion
del concepto de derivada

Reconoce la importancia del aspecto historico en la fundamentacion actual del
concepto de derivada.

Utiliza de manera creativa los conceptos geométricos y numéricos presentes en las
construcciones de Newtony de Leibniz para explicar el concepto de derivada.
Explica con diferentes ejemplos el concepto de derivada.

Explica el concepto de derivadaa partir de las construcciones de Newtony de

Leibniz.

A partir del analisis de la comprension de los estudiantes, se logré realizar una

caracterizacion de dicho proceso, que permitio establecer los desempefios alcanzados en las

diferentes fases por cada uno de los maestros en formacion, con relacion al concepto de derivada

en el contexto de Newtony de Leibniz bajo el marco de la EpC. En este proceso investigativo se

identificaron diversas caracteristicas en los aportes y en los productos de los participantes, lo que

brind6 la informacion necesaria para establecer su comprension final, tal como se expuso

anteriormente en los descriptores logrados por cada uno de ellos, permitiendo asi dar respuesta a

la pregunta de investigacion y resolver el problema planteado al inicio del estudio.
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Conclusiones con respecto a los objetivos

Para verificar el alcance del estudio de maestria, se retomaran el objetivo general y los

especificos para establecer en qué medida se dio cumplimiento a cada uno de ellos.

Respecto al objetivo general

Se propuso en el estudio el siguiente objetivo general: analizar cémo comprenden los
maestros en formacién el concepto de derivada en el contexto de Newton y de Leibniz a partir de
la EpC. Para dar consecucion a este, fue necesario abordar con profundidad el marco tedrico de la
Ensefianza para lo Comprension, estableciendo los aspectos mas importantes que alli se
consideran y, dentro de los cuales, se encuentran las fases de comprension que permitieron
estructurar la propuesta de investigacion. Teniendo en cuenta las fases de exploracion,
investigacion guiada y proyecto final de sintesis, se estructuraron unas actividadesa la luz de los
desempefios de comprension referidos en la EpC; en cuanto a la fase de exploracion, se busco
indagar por los conocimientos previos de los maestros en formacion en torno al concepto de
derivada a partir de su contexto historico, por lo que se disefid un cuestionario inicial de
indagacion, en el que se pregunt6 sobre algunos aspectos como definicion del concepto,
interpretacion geomeétrica, ejercicios numéricos, proceso de construccion y fundamentacion, e
importancia del mismo.

La fase de investigacion guiada conté con la ejecucion de diferentes actividades que
tuvieron como proposito considerar los conocimientos previos de los maestros para contribuir a
la comprensién del concepto de derivada desde el contexto de Newtony de Leibniz. El desarrollo
de las diferentes tareas de formacion hizo énfasis en la importancia de la historia de la derivada
para su comprension; estas tareas estuvieron conformadas por un video sobre la historia de la
derivada, dos videos de entrevistas a Newton y a Leibniz, el analisis de las construcciones
geométricas y numéricas de ambos matematicos a partir de una historieta, la construccion de un
paralelo conjunto en el que se analizaron aspectos significativos del concepto de derivaday su
contexto histérico vy, finalmente, una actividad con el software GeoGebra, en la que se abordaron
las construcciones geométricas del concepto, a partir de las miradas de ambos matematicos; cada

una de las actividades en esta fase, se desarrollé de manera sincronica con los maestros en
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formacion, orientadas por diferentes preguntas y aportes. En la fase de proyecto final de sintesis,
los participantes pudieron dar a conocer lo comprendido con respecto al concepto de derivadaen
el contexto de Newton y de Leibniz, por medio de la construccién de una propuesta de ensefianza
que fue socializada a los deméas maestros en formacion; ademas, la entrevista final individual
permitio exhibir la comprension que cadauno de los participantes alcanz6 del concepto en
mencion.

Con el proposito de realizar el proceso de analisis del material de los participantes,
observaciones Yy aportes que surgieron en la ejecucion de las diferentes tareas de formacion, se
construyé una rabrica de descriptores de desempefio, en la que se retomaron cada una de las
dimensiones* de comprension referidas en la EpC, con la finalidad de apoyar el anélisis de la
comprension alcanzada por los maestros en formacion, en cuanto al concepto de derivadaen el
contexto de Newtony de Leibniz. Para realizar este proceso de analisis, fue necesario transcribir
cadauno de los aportes de los participantes, los cuales emergieron del desarrollo de las tareas de
formacion; también se retomé el material realizado por cada uno de ellos, como los cuestionarios
de indagacién y los instrumentos disefiados para el proyecto final de sintesis, lo anterior, sumado
al registro de las observaciones que realicé como investigadora durante el estudio; toda la
informacion recolectada fue contrastada a la luz de los desempefios de comprension construidos
con base a las dimensiones y que estaban contenidos en la rubrica. Todo lo anterior, posibilitd la
realizacion de una evaluacién continua del proceso de comprension de los participantes durante el
abordaje de las diferentes tareas de formacion disefiadas y evaluadas dentro del estudio en
cuestion.

Finalmente, considerando el desarrollo de las tareas de formacion por parte de los
participantes respecto al concepto de derivada a partir de su contexto historico, se pudo realizar
un andlisis detallado de sus aportes y elaboraciones, en el marco de los descriptores de
desempefio referidos en la rubrica para cada una de las dimensiones de comprensién; por lo tanto,
se pudo establecer el nivel de comprension general de novato, aprendiz y maestria alcanzado por
los participantes Karen, Mateo y Jhordan, respectivamente, al finalizar el trabajo de
investigacion; asi mismo, se constato un progreso en los procesos de comprension, puesto que
todos los maestros en formacién avanzaron, minimamente, al nivel siguiente; en consecuencia, se

puede concluir que se dio consecucion al objetivo general planteado inicialmente en el estudio.

4 Contenido, Métodos, Propdsitos y Formas de comunicacion.
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Respecto a los objetivos especificos.

Para dar consecucion al objetivo general, se considerd necesario el desarrollo de los
siguientes objetivos especificos:

e Analizar el contexto sociocultural de Newtony de Leibniz presente en el concepto de

derivada.

e Evaluar tareas de formacion en torno al concepto de derivada, disefiadas para los

maestros en formacion a partir de las dinamicas socioculturales de Newtony de
Leibniz, en el marco de la EpC.

e Describir la comprension del concepto de derivada de maestros en formacion en el

contexto de Newtony de Leibniz a partir de la EpC

Las diferentes tareas de formacion trabajadas en las tres fases planteadas en la EpC, se
disefiaron con base en el contexto histérico y en las construcciones geométricas y numéricas que
rodearon el concepto de derivadaa partir de lo desarrollado por Newtony por Leibniz,
convirtiéndose en el medio que posibilitdé la comprension del concepto a los maestros en
formacion; por lo tanto, fue necesario analizar dicho contexto sociocultural para poder asi
construir y evaluar las diferentes tareas, las cuales, a su vez, posibilitaron describir el proceso de
comprension de los maestros en formacién teniendo en cuenta los desempefios comprendidos en
el marco teorico de la EpC; precisamente, en el capitulo 5, se puede visualizar el analisis y
descripcion del proceso de comprension de los tres maestros en formacion representantes de los
niveles novato, aprendiz y maestria.

Los participantes, a partir del abordaje de las actividades en las diferentes fases, lograron,
total o parcialmente, explicar y definirel concepto de derivada a partir de las construcciones
geométricas y numéricas de Newtony de Leibniz, estableciendo las diferencias entre ambos
constructos y destacando la relacién e importancia del contexto historico para dicha
fundamentacion; asi mismo, se resaltaron las consecuencias sociales, cientificas y personales que
se generaron de dicho proceso; por consiguiente, se logrd dar respuesta a la pregunta de
investigacion y dar consecucion al objetivo general y, como resultado, esto permitié cumplir los

objetivos especificos referidos en el estudio.
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Conclusiones con relacion a los aportes a la Educacion Matematica

El presente trabajo de investigacion busco contribuir a la ensefianza del concepto de
derivada a partir del contexto de Newton y de Leibniz; por lo tanto, la implementacion de la
historia para la comprension del concepto se constituye en un referente metodoldgico no
solamente para la ensefianza de las matematicas sino también en lo referido al concepto de
derivada. Particularmente, los maestros en formacion, a través de la puesta en marcha del
presente estudio, lograron superar concepciones equivocadas que tenian del saber matematico; de
hecho, pasaron de ciertas ideas ligadas con la parte algoritmica de los conceptos a una visién mas
amplia de este conocimiento matematico, en el que se consideran las dindmicas sociales como
aspectos que influyen y determinan la estructuracion de las ciencias. De esta manera, con el
desarrollo de las tareas de formacion se busco consolidar un conocimiento mas integral del
concepto de derivada en los maestros en formacion, que les permitiera reflexionar sobre su
préactica de aula y les facilitara la incorporacion de estrategias de ensefianza vinculadas a la
historia, para que, con esto, pudieran apoyar procesos de aprendizaje y brindar mayor significado
al conocimiento llevado a sus estudiantes.

El marco teorico de la EpC ilumind la construccion de las tareas de formacion, puesto que
se estructuraron a partir de unas metas de comprension formuladas con base al objeto de estudio
y que dirigieron el trabajo con los maestros en formacion durante las fases de investigacion; asi
mismo, las dimensiones de comprensién permitieron lograr una delimitacion de categorias
necesarias para la comprension del concepto de derivada desde su contexto histérico; ademas, las
caracteristicas generales que describen los niveles de comprension, se convirtieron en una guia y
aliciente que motivo a los participantes hacia el logro de niveles de comprension superiores, por
medio de un trabajo activo durante la realizacion de las tareas de formacion. El marco teorico de
la EpC es un referente que permite abordar y desarrollar diferentes estrategias didacticasy
diversos objetos de estudio; incluso, posibilita vincular otras herramientas o medios
metodoldgicos para contribuir a la comprension de los estudiantes.

Las herramientas audiovisuales usadas en el estudio propiciaron una dinamizacion del
trabajo de campo con los participantes y se consolidaron en un medio que contribuyé a la
comprension del concepto de derivada. Del mismo modo, proporciond una interaccion continua

entre los participantes y la investigadora, que permitio el desarrollo de diferentes procesos de
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formacion y el establecimiento de caracteristicas necesarias para realizar el anélisis de
comprension de los participantes por medio de la observacion, discusion y el didlogo continuo,
facilitado por dichas herramientas. En este sentido, el empleo de tecnologias digitales se convirtié
en un puente entre el objeto de estudio y la comprension de los maestros en formacion que
participaron de las diferentes fases de investigacion, ya que los vinculé directamente con el
desarrollo de su comprension, mediante herramientas propias del performance en Educacién
Matematica.

Por otra parte, la rubrica construida a partir de las dimensiones de comprension referidas
en el marco tedrico de la EpC, puede ser un mecanismo de apoyo para los maestros en la
elaboracién de procesos de evaluacion de los niveles de comprension alcanzados por los
participantes, no solamente para la ensefianza del concepto de derivada, sino que, a partir de las
adecuaciones necesarias, puede ser un referente para la construccion de otras rubricas que se
deseen implementar en el anlisis de procesos de comprension de otros conceptos matematicos
que sean abordados a partir de su contexto histérico. De igual manera, tanto las tareas de
formacién como la rdbrica de comprension, ambas disefiadas, refinadas y evaluadas durante la
investigacion, se convierten en herramientas fundamentales para apoyar los procesos de
ensefianza para la comprension en el aula, para ser implementadas de manera presencial o virtual,
de acuerdo con las particularidades del contexto.

Por lo tanto, el estudio disefid e implementd dos herramientas metodologicas centrales, las
tareas de formacion y la rabrica de evaluacion de la comprension; ambas buscaron fortalecer el
proceso de comprension del concepto de derivaday contribuir a la consolidacién de
conocimiento matematico flexible en los estudiantes, que les posibilitara actuar en su contexto de
manera acertada; ademas, otra de las intenciones de la investigacién, fue generar mecanismos que
permitieran la puesta en marcha de procesos de evaluacion continua de los estudiantes, los cuales

se podrian constituir en medios para propiciar y apoyar su comprension.

Conclusiones con relacion a las posibles lineas de investigacion

El desarrollo de la presente investigacion permite reconocer diferentes lineas que podrian

ser consideradas y profundizadas en futuros estudios, como las siguientes:
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Construccion de propuestas que vinculen la historia como un medio para la ensefianza
de las matematicas, permitiendo asi poner en evidencia el caracter sociohistorico de
las ciencias.

Uso de herramientas de performance para la ensefianza de las matematicas, que
permitan la vinculacion de elementos artisticos, como la construccion audiovisual o la
creacion de caricaturas, con el proceso de ensefianza de las matematicas,
propendiendo por generar dinamismo del proceso de aprendizaje de los estudiantesy,
de esta manera, contribuir a su comprension.

Elaboracion de estrategias de ensefianza en las que las herramientas audiovisuales se
conviertan en el eje fundamental para solventar diferentes problematicas de
presencialidad en los procesos de ensefianza, como los que se viven en la actualidad a
causa del COVID-19, permitiendo asi que no haya un desmejoramiento o retraso en la
ensefianza y comprension de las matematicas, por situaciones sociales, econdémicas o

de salubridad.

Recomendaciones

Considerando las diferentes dindmicas y observaciones que emergieron en la puesta en

marcha del estudio en cuestion, se establecen diferentes aspectos que pueden ser tenidos en

cuenta para mejorar la implementacion de las tareas de formacion y para el uso de la rabrica

como herramienta para evaluar la comprension del concepto de derivada a partir del contexto de

Newtony de Leibniz, bajo el marco de la EpC; por lo tanto, se recomienda:

Aunqgue las tareas de formacion estuvieron orientadas por preguntas
problematizadoras durante su desarrollo, seria importante llevar un registro por medio
de un instrumento como una bitacora o diario de campo, en el que los estudiantes
puedan mencionar los aportes, conocimientos, preguntas y dificultades que hayan
presentado durante la implementacién de las diferentes tareas de formacion, para que,
desde alli, y junto a la interaccion que se tenga en los encuentros presenciales o
virtuales, se pueda realizar un analisis sobre las actividades realizadas y sobre su

proceso de comprension.
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Se hace necesario que se propicien continuamente espacios de dialogo y socializacion
que permitan aportar al proceso formativo de los participantes y que, al mismo
tiempo, contribuyan en la realizacién delandlisis de la informacion obtenida durante
el trabajo de campo.

Las tareas de formacion se disefiaron especificamente para los maestros en formacion;
sin embargo, la mayoria de ellas se pueden implementar, con ciertos cambios, en el
Gltimo grado de secundaria, puesto que el objeto de estudio hace parte de los
conocimientos considerados en los Estandares Basicos de Competencias de
Matematicas del MEN (2006); adicionalmente, en este nivel de escolaridad, los
estudiantes suelen contar con procesos de razonamiento y analisis desarrollad os, con
los cuales se pueden abordar las diferentes actividades disefiadas para las tres fases de
investigacion referidas en el marco de la EpC.

El abordaje de la historieta, en particular, precisa de unos conocimientos previos que
se relacionan directamente con el calculo diferencial; por lo tanto, esta tarea de
formacién podria ajustarse para ser abordada por los estudiantes de Gltimos grados de
secundaria, pero enfocadaen la polémica por la invencion del célculo que se genero
entre Newton y Leibniz, puesto que las construcciones geométricas y numéricas sobre
el concepto de derivada requieren de conocimientos mas avanzados.

Las tareas de formacion se construyeron, inicialmente, para trabajar en la virtualidad
mediante encuentros sincrénicos, debido a una situacion de cuidado frente al contagio
del COVID-19; sin embargo, estas pueden trabajarse de manera presencial sin ningin
inconveniente, contando con los equipos audiovisuales y de computo necesarios para
proyectar imagenes, videos y donde sea posible utilizar el software GeoGebra.

La rabrica disefiada con diferentes descriptores que corresponden a las dimensiones
referidas en la EpC para realizar el analisis de la comprension del concepto de
derivada a partir de las construcciones de Newtony de Leibniz, fue generada con base
al contexto y a los participantes gue hicieron parte del estudio; por lo tanto, no debe
concebirse como un instrumento rigido; por el contrario, puede ser una guia flexible
que considere las categorias que se deseen analizar y tenga en cuenta el contexto, los

estudiantes e, incluso, el objeto de estudio.
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e Este trabajo de investigacion considerd diferentes tareas de formacion en las que se
esperaba el progreso de los estudiantes en los niveles de comprensién, con base en los
descriptores de la rabrica de dimensiones por niveles; por lo tanto, si se desea realizar
un adecuado proceso de enseflanza y aprendizaje, es necesario gque se propicien
suficientes sesiones para su desarrollo, lo que implica contar con varios espacios para

garantizar la ejecucion de las tareas, en su totalidad.
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Anexos
Guion video: entrevista a Newton

Tnvestigadora

Buenas rardes. Estamos agui con el sefior Isaac Newiton, el cual ha investigado v abordado diferentes
campas del conocimiento, camo la filosofia natural, las matematicas, la teologia, entre otros. Pero

dejemos gue sea él quien nos relate los apartados mds imporiantes de su vida v obra.

Newion

No acostumbre a hablar mucho sobre mi vida v mis imvestigaciones, pero haré una excepeion con usted.
Investigadora

Se lo agradezco, iniciemos con su nifiez, jpodria contarnes un poco sobre su infancia’?

Newton

Clare, mi infancia fue algo triste, naci en Grantham, Inglaterra, el 4 de enero de 1643 mi padre, del
crual llevo el mismo nombre, murid tres meses antes. Mi madre, Hannah Avscough, volvid a casarse tres

afas después con el clériga Barnabds Smith.
Investigadora

Seilor Newton, ;qué recuerdos tiene de su padrastra?
Newion

La verdad muy pocos, puesto gue después de casarse con mi madve, se fueron a vivir lefos v me dejaron
al cuidado de mis abuelos. Como puede ver, la niftez fite una época dificil para mi, pues naci sin padre y

tres afios después fui abandonada por mi madre v su nueve esposa.

Recuerdo que mi madre regreso a casa de los abuelos, viuda de nueve, en 1653, Traia consigo los tres
vastagos, hijfos del reverendo Smith durante sus siete aifos de union, mds unos pocos cientos de libros
gue gustosamente heredé de mi padrastro; en su mayoria eran de tealogia, los cuales alimentaron mi

dficion par este campo, durante toda mi vida.

Investigadora
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¢ Cuande inicic su formacion en ciencias?
Newton

Inicié en la escuela de Grantham a los 12 afios, a unos kilometros de mi casa, y vivia en la casa del
Jarmaceuta. Unos afos después, comencé mis estudios e investigaciones en Cambridge a principios del

verana de 1661 v, a pesar del desacuerdo de mi madre, alli pasé treinta y cinco ailos de mi vida.

En exe tiempa desarrollé toda mi ciencia, aungue confieso gue la mayor parte de los dias los dedigué a
otros estudios v menesteres come la teologia, historia biblica v, sobre todo, a la alguimia. En muchas
acasiones mi pasian por el estudio v trabajo sobre el conocimiento del mundo, me hacian olvidar de

comer a dormir, pasaba siempre encerrado, solitario en mi cuarto.

Investigadora

Sir Newton, me gusitaria que me contara came inicio su afinidad y su amaor por las matemdticas.
Newion

Esa es una larga historia, podria decir que inicia con la lectura de los Elementos de Euclides, que
confieso me parecieron triviales en un comienzo, pero después de una mirada mds minuciosa v de
abordar el teorema de Pitagoras, percibi su importancia. También realicé estudios sobre la geometria
de Descartes; lo hice en tantas ocasiones hasta gue logré dominarias completamente, ignalmente que
las matemdticas producidas hasta el siglo XVII, heredadas del mundo griego a partir de las

construcciones de Arguimedes, Apolonio, Prolomeo, Pappus y Diafanto.

En este perindo fue donde empecé a producir mis propios resultados originales; en un principio tan solo
iba un paso mds alld de lo gue aprendia en los libros, aclaraba las dudas con nuevos ejemplos o
resolvia los problemas alternatives que se me iban planteando. En este momento comencé las
investigaciones sobre cdlculo de tangenies v cuadraturas, gue dieron lugar al cdalculo infinitesimal, a

pariir de mi propio método para el calculo de tangentes basado en los infinitesimales.

Posteriormente, en mayo de 1665, encontré un algovitme para derivar funciones algebraicas que,
esencialmente, corvespondia con el ya descubierta por Fermai; poca después va tenia los algoritmos
para las derivadas v las investigaciones gque me llevaron a deducir gue el cdlenlo de tangentes v el de

cradratiras eran Procesos INVersos ..
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Investigadora

Un momenio sefior Newton, me gustaria que fuera un poco mds especifico al relatar el praoceso de

construccian v fundamentacion del calowlo infinitesimal v de la derivada.

Newton

Con gusto. A principios del verano de 1665, me vi en la obligacion de regresar a mi casa de
Woolstharpe, debido a la epidemia de peste que afectaba a buena parte de Inglaterra, Cambridge
incluido. Alli, alejado de los libros de estudio, reestructuré las bases del calculo y, tratando de evitar
las cantidades infinitesimales, lo encaucé hacia el concepio fundamental de fluxion, gue no es mads que

la velocidad con que una variable fluye con el tiempo.

Esto me llevo a imerpretar las curvas generadas por el movimiento de un punte v a calcular la tangenie
a la cwrva por medio de la descomposicion de sus componentes con respecto a los efes coordenados,
esto es, la tangente se obtiene como el cociente de las velocidades con que varian las coordenadas y v x
del punto (x, y), para lo cual es necesavio aclarar que el punte (x{t), y{t)) describe la civa conforme

transcurre la variable t del tiempo.

Sin embargo, este razonamiento no me permitio superar la presencia de lo infinitamente pequeiio en mi
cdlewlo, puesto que necesariamente aparecian cuando se definian esas velocidades, que son velocidades

instantdneas, con gue varian x y y.

En octubre de [666, compuse un tratado mds compleio, pero inacabado, sobre mi método de fluxiones,
el cual nunca fire publicado, aungue si circularon unas pocas copias entre una parte de los matemdticos

ingleses.

En este tratado hay algoritmos necesarios para el edlewlo de devivadas, ademas se identifica
claramente que el proceso inverso de derivacion corresponde con el calenlo de dreas, lo que es, ni mds
ni menos, el teorema fiundamental del cdlculo. Todo esto, sefforita, es prueba fehaciente de que soy el

nice y definitivo descubridor del calculo infinitesimal.
Tnvestigadora

¢ Oué sucedio después de este descubrimiento, sefior Newton?

Newion
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Después de esta gran consiruccion matemdtica, pasé muchos ailos tratando de ampliar lo yva

descubierto v de revisar y redactar mis ratados para ser entregados a la imprenta. Recuerdo que desde

el tratado de octubre de 1666 sobre las fluxiones, escribi “De Analysi per aequatlones numero
terminorum infinitas ", lo gue en espaiiol se entiende como: andlisis de ecuaciones con un niimers
infinito de términos; sin embargo, esta obra la mantuve en secreto, solo para mis investigaciones. El
primer trabajo que di a conocer a imporiantes personajes fue el “Account™, va que era un escrito de

gran importancia personal,

Fnvestigadora

¢ Por qué es tan especial ese escrite sefior Newton?
Newton

Esta obra ex la prueba fehaciente de mi legitima awtoria en la invencion del cdlewlo infinitesimal,
aungue la redacté en pocos dias, basada en el tratado de fluxiones y en las investigaciones contenidas
en De Analysi; esta obra me permitio divulgar resiringidamente todos mis adelantos matemdticos; a
saber, el problema abstracto de calcuwlar una funcidn conocida su derivada, establecer el cardcter
inversa del proceso con el del edlcwlo de la variacion de la funcian v, finalmente, mostrar un
procedimiento algoritmico para el calcudo de esa variacion o para ser mas claro para el calculo de

devivadas.
Todas estas construcciones matemdiicas constituyen el fundamento del calculo infinitesimal.
Fnvestigadora

Sefior Newton, por favor, podria explicarme detalladamente ;por gué estd convencido quie sus
investigaciones y construcciones sobre el calculo infinitesimal fueron copiadas? ;Come pudo suceder

algo asi?
Newton

Una vez gue escuche mis argumentos, no le parecerd tan descabelladas mis afirmaciones. Cuando
redacté De Analysi. lo comparti con Barrow, quien me propuso enviarlo de inmediato a Collins, quien,
ademas de ser mi amigo, se dedicaba a la difusion cientifica. Aungue no estaba muy convencido de

compartir mis investigaciones, pues sentia cierto pdanico a publicar mi trabajo.
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Investigadora
¢ Par qué sentia ese temor? ;Acase no era muy gratificante ser reconocido por su genialidad?

Newton

Seflorita, exponer mis obras también significaba que fueran someiidas a reclamaciones sobre la
paternidad de fas mismas v, no solamente eso, sino que recibieran muchas criticas, tal como sucedio
con el problema del movimiento planetario, donde descubri que las fuerzas centrifugas generadas par
los planetas variaban inversamente al cuadrado de sus distancias al Sol y que la aceleracian prodiscida
por la fuerza centrifuga que hace mover a la Luna es similar a la aceleracion de la gravedad en la

superficie terrestre.

En jin, alguien mds habia considerado planteamientos similares a los mios en tarne al movimiento de
los cuerpas celestes, este fue Robert Hooke, los cuales expuso en 1670 en una conferencia pronunciada
en la Roval Society; sus ideas se pueden resumir asi: todos los cuerpos celestes tienen una atraccion o
gravitacion hacia su centro v atraen a todos los demds cuerpos celestes que estén bajo su radio de
accidn; los cuerpos se mueven en linea recta salve gue se vean afectados por una fiier=a gue les obligue
a describir otras travectorias curvas, tales come civculos, elipses o cualguier otra curva mds
complicada; y la atraccidn de las fuerzas atractivas disminuye a medida que la distancia aumenta, la

cual es proporcional al cuadrado de la distancia,

Sin embargo, a todos estos descubrimientos de Hooke les hacia falta algo, y fie alli cuando Edmund

Halley, en 1684, me husco para que le diera una respuesta a la pregumia que surgio, naturalmente, del
planteamiento de fuerzas centrales de Hooke: ;qué tipo de drbita seguird un planeta sobre el que actiie
una fuerza atractiva central inversamente proporcional al cuadrado de la distancia® A o que respondi

inmediatamente gque, en efecto, era una elipse.

Desafortunadamente, en ese momento en el que estaba con Halley no encontré mis apuntes donde llegué
afios atrds a esa conclusion; no obsianite, posteriormente los hallé v, después de revisarlos y
analizarlos, le envié una copia de nueve pdginas a Halley, donde se eshozaba una demastracion de gue
la trayectoria que genera una fierza de atraccion inversamente proporcional al cuadrado de la

distancia es una cénica que, ante velocidades por debajo de cierto limite, es, en efecto, una elipse.
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Esta consulta de Halley sobre la forma de las drbitas de los planetas generd un colosal enfrentamiento
con Hooke, pues tuvo el descaro de acusarme de plagio. Aungue también permitis, con el apoyo moral y
ecandgmice del seffor Halley, redactar y publicar los “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica ™,
rrabajo gue recogia todas mis investigaciones sobre las tres leyes de la fisica v donde se deducen los
mavimientas de los cuerpos celesies; asi mismo, hago explicita la universalidad de la fuerza de
gravedad. Fue la Rayal Society quien decidia, con la ayuda de Hallev, que Los principia, como se

conoce la obra, fuese publicada sin tardanza en edicion en cuarto de caracteres legibles.

Con el seilor Hooke muve diferentes enfrentamientos por la atribucion de diferentes construcciones, por
lo gue esta es [ razon de preferir guardar las investigaciones para mi propio estudio v andlisis, y no

buscar gue sean publicadas.
Investigadora

Seilor Newton, comprendo su angustia, pevo no nos desviemos de lo que veniamos hablando, me estaba
contanda por gué estd convencido del plagio de sus construcciones matemdticas sobre el cdlewlo

infinitesimal.
Newton

Si, retomemos y disculpe gue me hava extendido en este tema, pero comprenderd que es algo

complicada para mi.
Investigadora: Claro que lo comprenda.
Newton

Bueno, como venia diciendo, le comparti mi manuscrito De Analysi a Colling, el cual se me fue devuelto
a través de Barrow, no sin antes hacer una copia de su propia mano, la cual fue encontrada junto con
carias de Barrow en un paguete de documentos de Collins, en 1708, Esta copia se convirtio en una de
las pruebas independientes que venian a demostrar mi priovidad en el descubrimiento del calculo
infinitesimal, presentada ante el comité propuesto por la Roval Society para dictaminar sobre la

polémica con Leibniz.

Recuerdo que, en 1672, Collins, después de conocer el De Analysi, escribio a un buen niimero de
matemdticas sobre mis descubrimienios, por esta razdn en mi obra el Account, censura la ligereza con

la que Collins difundio con copias mis resultados, pues dicha informacion fue recibida sin duda, entre
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diferentes personajes, por Goitfried Withelm Leibniz, guien se valic de las mismas para consiruir sus

desarrellos matemdticos, basados en mis imvestigaciones previas.

Esta es la razon por la que no tengo ninguna duda de gue el descubrimiento del calculo se debe vnica y

exclusivamente a mis investigaciones y trabajos matematicos.
Investigadora

Para finalizar seifor Newtan, ;como describiria su trabajo en el campo de las matematicas y, por lo

tanto, en el calewlo infinitesimal?

Newion

Déjeme decirle, sefiorita, gue no es un trabajo facil ni simplista, es un proceso avduo, esforzado y
prolongado en el tiempo gue supone concebir un gevmen de idea, depuraria, delimitar lo esencial de
ella, de lo gue es ganancia o, incluse, error, encajarla con oiras ideas, hasia Negar a parir,
rrabajosamente, no sin dolor y a menudo ayudado por lo gue ptros han descubierto o investigado antes,
lo que propiamente es ya un descubrimiento. Las matemdticas, pava mi, fueron la primera gran pasion
intelectual, de donde aprendi criterios de rigor, tienen un significado especial, la caja de herramienias
de la verdad, con una belleza interior y un vigor independiente de todas las motivaciones externas y

aplicaciones.

Tada este trabajo me hizo mevecedor a la catedra Lucasiana en Cambridge, adems de reconocimienios
cientificos v sociales; fui nombrado en 1703 presidente de la Roval Society y, en 1703, en el Trinity

College de Cambridge, la reina Ana me nombro Sir.
Investigadora

Lo felicito sinceramente, sefior Newton, v guisiera agradecerle por la apartunidad de conocer, de sus
propias palabras, su vida y trabajo matematico, particularmente las construcciones en torng al caleulo

diferencial y a la derivada.

Newrton

Fue un placer, espero gue hava sido de gran utilidad para usted esie espacio, como [o fueron mis
descubrimientos pava la humanidad.

Referencias
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Guion video: entrevista a Leibniz

Investigadora

Buenas tardes. Estamos agui con el seitor Gottfried Wilhelm Leibniz, guien se ha destacade en
numerosos campos del conocimiento, como la filosafia, las matemdticas, la légica, la teologia, entre

atros. Pere dejemos que sea &l guien nos relate los apartados mas importantes de su vida v obra.
Leibniz

Claro gue si.

Investigadora

Comencemos por la época de su infancia, ;qué tal si nos cuenta sobre su lugar de orvigen v su familia?
Leibniz

Por supuesto, naci el 1 de julio de 1646 en Leipzig, Alemania; mi padre era profesor de moral y jurista

de la universidad de esta misma cindad, wistemente murico cuanda yo solo tenia seis affos; disfruté

mucho de la gran coleccion de libros que dejo tras su fallecimiento.

Investigadora

Sefor Leibniz, jcomo fue su formacion en ciencias?

Leibniz

En reafidad, mi campo de conoacimienio fue amplio, tuve la oportunidad de desempefiarme en diferenies

ciencias, saberes v técnicas. En 1661, ingresé en la Universidad de Leipzig como estudiante de leves,

luego, en 1666, raté de doctorarme, pero no fui aceptado, puesto gue atin era demasiado joven.

No desisti, y realicé mi doctorado en devecho en la Universidad de Alidorf en Nuremberg; jhasia me
affecieron un puesto para trabajar come catedrdtico!, pero, la verdad, gueria innovar en otra clase de
universidades, por lo gue participé en la creacion de sociedades o academias cientificas, como la de

Berlin y la de San Petersburgo.
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Diespués de viajar a Nuremberg, en 1667, fui a Paris con fines politicos, ya que era comisionado frente
a la corte francesa de Luis XTV; sin embargo, mi estadia en Francia la aproveché para afianzar mis
ranacimieniag .-"iaﬂ.n_'ﬁmt', an pﬂrﬂ'ﬂ:lﬂr Tne matematicos, In e din roma recultado &l deccuhrimienio

del caleulop infinitesimal, si, lo recuerdp, fue en los iiltimos meses gue estuve en Paris.

Curande regresé, lo hice como bibliotecario al servicio del elecior de Hannover, el cual me exigia
residir en la capital de la Baja Sajonia, muy lejos de Paris, lejos del centro cultural, cientifico v
Silosafico de Eurapa. Alos después, pasé a ser mds que bibliotecario en la casa de Hannover, me

nombraran consejero privado v, en 16835, historiador de la familia.

Aungue, debo decir, las actividades que realizaba fueron mucho mas amplias, yva gue asesoraba en
cuestiones educativas, gjerci de ingeniero, productor de lino y gedlogo en las minas del Harz; alli
diseiie molinos de viento para drenar las minas, no obstante, nunca Negaron a funcionar bien, por lo
gque me tocd pagar parte de la inversion gue se habia hecho en ellos; este dinero lo pretendia invertir en
la creacion de una academia. Pero, mi labor principal para los Hannover era la creacion de su drbol

genealdgico, obra que se convertiria en mi aliada y en mi mayor tormento.

Investigndora

£ qué se refiere con su mayor aliada v tormento sefior Leibniz? ; Podria ser un poco mds preciso, por

Javor?

Leibniz

Me refiero a esta obra del drbol genealdgico como mi aliada, porgue gracias a su consiruccion,
encontraba un sinndmers de motivos para recorrer el mundo v aprovecharlo en mi formacidn: que si a
Berlin para atender los asuntos de la Academia de Ciencias, que 5i a Viena para atender al emperador,

gue si a ver al zar Pedro el Grande de Rusia aprovechando gque pasaba por alli; ademds, también lo

aproveché para ocupar une gue ofro cargo impartante, en mis largas estadias.

Por otra lado, fue mi tormento porgue me obligd a abandonar mis estudios en Francia v a volver a
Londres a continuar la construccion genealdgica de los Hannover, aungue, debo confesar, gue se torng

mds dificil de lo que imaginé y, por lo tanto, nunca pude culminario.
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Me encamiaria contarle gue, coma producto de una de mis producciones filosdficas, se concluyé el
principio de continwidad,; para ser mds claro, quiero compartivle mi reflexion: “una sustancia simple
gque forma parte de los compuestos; simple, es decir, sin partes ™. De esta idea, se puede deducir gue
una recia esia compuesia por paries irreducibles de longitud infinitesimal; precisamente este principio
JSue muy fructifera, pues me permiiio pasar de las sucesiones de nimeros a las sucesiones de
infinitésimos que conforman un continue o, pava decirle de otra forma, esto es pasar de las diferencias

al calcwlo diferencial.

Investigadora

¢ Como fue todo el proceso de su invencion del calculo infinitesimal?
Leibniz

Realmente, mi inicio en las matemdricas fue tardio, empezd cuando Negué a Paris a los veintiséis aifos,
apenas conocia, y mal, el primer libro de (os Elementos de Euclides y sabia poco mds que la aritmética
aprendida en la escuela v lo poco gue aprendi en la universidad del [ibro de la Géométrie de Descartes.

Le confieso gue este tltimo me parecio demasiado complicado.

Buena, este era mi deplovable conocimiento matematico cuando Wegué a Paris en marzo de 1672;
durante el primer afio largo de mi estancia, fui bastante ignorante en lo gue a las matemdticas respecta,
esta lo precisa en mi obra La Historia ef origo. En ese tiempo, también tuve la fortuna de visitar

Landres por primera ves, e inicié mis contacios con los matemdticos ingleses a través de (Ndenburg y

Collins.

Recuerdo que. en el otoiio de 1672, me contacté con Christian Huygens, quien era ni nada mas ni nadg
menas que el cientifico y matematico mas reconocido en Europa, perteneciente a la Académie Royale
des Sciences de Paris. Para ese entonces, ya habia hecho mi primer descubrimiento matemdtico: como
usar las diferencias para sumar nimeros, lo gue me permitié establecer la relacion inversa enire la
diferenciacion y la imtegracion, la cual perfeccioné con la solicitud de Huygens, para, posteriormente,
publicar mi primer tratado, lo cual era una prueba muy importanie de mi avance en el campo de las

matemdiicas.
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En enero de 1673, visité por primera vez Londres, alli, por medio del Henry Oldenburg, el secretario de
la Raval Society, presenté mi magquina, en madera, que podia calcwlar, sumaba, vestaba, multiplicaba y

dividia; este invenio me permitio el ingreso a la Roval Society.

Quisiera que supiera gue Oldenburg fite muy importante para las construcciones cientificas pues,
gracias a él, se mantuvo un completo sistema de archivos con corresponsales cientificos dentro y fuera

de fnglaterra, entre tantas, se destacan mis comunicaciones con Newtan.

Investigadora

¢ Dué cartas intercambio con Newtan v por gué?

Leibniz

Las cavias que compartiamos hacian referencia a los avances gue cada uno habia desarrollado en

torng al cdalculo diferencial. Aungue reconozco que el sefior Newton era muy misterioso, solo hacia

pegueiias alusiones a sus investigaciones, yo, por el contravio, lo hacla de manera abierta y precisa.
Investigadora

Seflor Leibniz, retomemos lo que me estaba relatando sobre el proceso de invencidn del cdlewlo

infinitesimal.

Leibniz

Clare, aungue antes permitame contarle unos evenios que considero importanies de mencionar, jestd
de acuerdo?

Investigadora

Por supuesto, encantada de escuchario.

Leibniz

Infinitas gracias, bueno, como le iba contando, mi ingreso en la Roval Society también me produjo un
incidente con Jahn Pell, al cual conaci durante una visita a Robert Boyle, Alli le comenté a Pell que
habia descubierto un método general para representar e interpolar series usando diferencias; la

verdad, se mostrd sovprendido, pevo no por mi descubrimiento, sino porgue dichos resultados ya habian

sido publicadas en Francia e Inglaterra, descubiertos por Regnaud; sin embarge, no e crei, entonces
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acudi de inmediato a la biblioteca de la Roval Saciety, para comprobar la veracidad de lo que Pell me

habia dicho, que par cierto resultd afirmativa.

Fue tervible para mi este incidente, incluso, lo utilizaron en mi contra en la polémica de la invencidn del
cdlewls infinitesimal con Newtan, al igual gue las cartas gue me enviaba Oldenburg, que contenian los
resultados mds representativas de los matemdticos britdnicos. Es importante aclarvar que estas
colecciones de resultados, al ser transcritos, contenian muchos errores matemdticos, lo gue los hacia
practicamente incomprensibles; esta es la razon por la gue no puede constituirse como una prueba del

plagio que fui culpado.

En fin, esta correspondencia me motivd a dedicarle mads tiempo v esfuerzo a las matematicas, en
paviicular, a completar mi formacion. Afios después, en una caria a Jacobo Bernowlli, le expresé que,
gracias al triangulo de Pascal, pude ver con elarvidad que los problemas de tangentes v cuadratiras
eran inversos; asi mismo, me permitio hacer algunos descubrimientos importantes, como el método de
transmuiacion, el desarrollo en series para el arco tangente a partir del cual obtuve mi célebre serie
para el niimero x v, por supnesto, la cuadratura aritmética del cirewlo, que me leve finalmente al

estudio de tangentes.
Investigadora

¢ Ex en este momema donde se origina su invencion del cdleulo infinitesimal v en particular de la

derivada?
Leibniz

Auin falta un poco para llegar alli. Comao le venia ilustrando, nuevamente en 1674 me contacté con
(Ndenburg por medio de varias cartas, donde le informaba sobre mis progresos en matemdticas, aungue
cuidandame de no darle ninguin detalle ni formula. Qldenburg reinicic la correspandencia, en la que me
compartia los resultados matemdaticas desavvollados hasta el momento por Newton y Gregory, los

cuales le habia proporcionado Collins.

Sinceramente, yo solo queria comprender aguellas consirucciones matemdiicas v compararias con las

mias para, finalmente, pader dar una apinion mas formada.

Para responder a su pregunta, podria decir gue el nacimienio del cdleulo infinitesimal ocurric en 1675,

puesto que fue en este periodo donde imtroduje mi notacién y el proceso algoritmico gue marcaria las
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diferencias con lo construide por oivos matemdiicos. Indagué sobre las reglas gue lo rigen e identifigue
los procesos de integracion y diferenciacion como inversos, ademds, gracias a mis investigaciones
sobre los inversos a las tangentes, fuve una idea clara de lo mucho que le faltaba a mi calculo, pero

sabia gque sus defectos podian ser remediados y que el camino a un nuevo mundo habia sido abierto.
Investigadora

Podria, por faver, ser mas especifico, seior Leibniz.

Leibniz

Faltaba un lenguaje formal, gue diera cuenta de aguellas construcciones de una manera integral v no
dispersa, como se habia manejado hasta el momento. Por ello, me di a la tarea de edificar este lenguaje
¢ introduje diferentes simbolos, como el caso de | para denotar la suma de los infinitésimos, lo cual
permitia determinar el area bajo una superficie dada, al igual gue la letra d para denotar las

diferencias, concluyendo finalmente que eran operaciones inversas y mientras que | aumenia, d

disminuye. Este lenguaje lo comparti con Newton y fue de gran wtilidad para muchos matemaricos.

Para esta constriccion, consideré las curvas como poligonales de lados rectos de longitud infinitesimal,
cuya prolongacion generaba la tangente en cada punto a la curva, y de cuva geametria, descrita a
traves de las relaciones algebraicas explicitas en la formula gue define la curva, se obtiene la

correspondiente relacion entre los diferenciales.

Pero todo este proceso fiie opacado, cuando en 1676, por motivos economicos y de trabajo, me vi en la
abligacion de estar al servicio del dugue Johann Friedvich; oferta que me obligaba a retornar a
Hannover, aislado de los principales centros cientificos, aungue me vali de toda clase de pretextos para

no regresar directamente a Hannover, puesto que me guedé un tiempo en Londres v otra en Amsterdam.

En Londres visité a Collins, donde me levo el De Analysi. de Newton, entre otros tratados. ;Quién iba a
imaginarse gue, veinficinco afos después, cuando empezara la polémica por la prioridad en el
descubrimiento del calculo, lo gue vi en esta visita a Collins, junto con las carias mencionadas

anteriprmente gue recibia de Oldenburg, seria wtilizado en mi contra?
Investigadora

¢ Cudles fueron los argumenios para su defensa, con los que se verifica su autoria del calculo

infinitesimal?
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Leibniz

La prueba mas importante para la historia de las ciencias, en general, v de las matemdticas, en
particular, file gue en 1684 hice la primera publicacion de un trabajo sobre calculo infinitesimal, al
igual que el primer articulo referido al cdlewlo diferencial, seguido por uno publicada con relacién al
cdlewle integral. Me gustaria remitirme a nombrar mi obra con los setenta articulos publicados por mi,

en las Acta Ernditorum sobre el calcwlo o usande el calculo, donde no se incluven los manuscritos no

publicados.

También describi el funcionamiento de los concepros de diferencial e integral; el diferencial de una
Juncion lo fomé como una cantidad infinitesimal, mostrando el desarrollo correspondiente para el
cdlcula de diferenciales, reglas de derivacidn v los diferenciales de las finciones elementales; esto
ultime de manera mucho mds simbalica que Newion, lo que mostraba, de paso, mi inmenso esfuerzo

intelectual invalucrado en fa creacion del cdfculo.

Investigadora

¢ Podria, por favar, explicarme las diferencias que hay en sus construcciones con las hechas por el

sefior Newton ?
Lethniz

La gran diferencia radica en que, pava mi, los desarrollos de las series de potencias son diferentes a las

del caleulo; mientras que Newiton los considera como un todo.

Pero esta diferencia no fue apreciada por la Roval Society, a quien solicité justicia por lo polémica de
la invencidgn del calcudo infinitesimal; aungue, vale la pena precisar, que la comision que definiria esta
disertacion estaba conformada por seis miembras, amigos todos de Newton, enire los gue se
encontraban Halley y Jones; el primero era editor de la primera edicion de Los Principin, el segundo
era editor del De Analysi; a dicha comision se unieran, con posterioridad, cinco mds, cuatre de ellos
gran oiros tanios partisanos sin escripulos v, para dar alguna apariencia de imparcialidad, el quinto
miembro era el representante en Londres del reino de Prusia -Frederick Bonet-. gue se unié a la
comision una semana antes de que esta dictaminara v, por tanto, no participd en la redaccion del

dictamen.

Investigadora
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¢ Podria compartirme la decision que se toma?
Leibniz

FPara mi pesar, y muy injustamente, la comision concluyé que el métode diferencial es uno v el mismo
gue el método de fluxiones, excepiuando el nombre v la forma de las notaciones, reconociendo al sefior
Newion como el primer inventor. Esta decision fue publicada en 1713 por la Roval Society, con una
distribucicn intencionada, pues solo obtuve los resultados meses después, aungue instituciones

aprapiadas de Alemania, Francia e lialia va la conocian ampliamente.

Pero en pelea larga hay revancha, mis sucesores, los Bemoulli v después Euler, hicieron gque mi calculo
diferencial rriunfara conforme pasaba el siglo XVIIl, de manera que a principios del XIX, incluso los

ingleses uvieraon que aceptar el mayor desarrallo v potencia alcanzada en el continente ...

. Precisamente en 1803 Robert Woodhouse pramovia el use de mi notacion y no la de Newton, lo cual
Sie aceprado posteriormente por la Asociacion Analitica de la Universidad de Cambridge, la razdn ex
gue mi lenguaje matemdtico para el calewlo, facilita el trabajo con las Derivadas parciales v
operadares, ademas, permite identificar en la funcion cual es la variable independiente y cudl es la

constante, lo cual no es muy complicado de establecer y trabajar con la notacidn de Newiton.
Investigadora

Sefior Leibniz, quedo muy agradecida, su narracion fiie muy precisa y amena, conocer de su propia voz

las diferentes construcciones v obras cientificas, en particular las matematicas, fue todo un privilegio.
Leibniz

El placer es mio v espera poder escribirle en alguna ocasion, para seguir ampliando esta conversacion

en tarno @ mis invenciones matemadfticas.

Referencias

Durian, A. 1. (Ed). (2006). fsaac Newion v Gottfried Leibniz. La polémica sobre la invencion del cdleulo

infinitesimal. Critica.
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Carta de aceptacion CILAT 2021

&= CILAT 2021

CONGRESO LATINOAMERICANO DE CIENCIAS

Junio 23 al 25
Modalidad Virtwal

Medellin, Colombia mayo 15 de 2021

Estimadas autoras
América Maria Cardona Arias
Zaida Margot Santa Ramirez

Cordial saludo

WNos complace informarles que su propuesta: Comprensidn del concepto de la derivada a partir
de las construcciones de Newton y de Leibniz en el Marco de la Ensefdanza para lo Comprensidn
EpC: Un estudio de caso de profesores en formacidn, fue aprobada en el Congreso CILAT 2021,

Para presentar su ponencia y que el trabajo sea publicado como capitulo en libro resultado
de investigacion, por lo menos uno de los autores se debe registrar y pagar la inscripcidn
como ponente, de acuerdo con los valores en la pigina del Congresao.

Reiteramos el agradecimiento por confiar en nuestro evento para presentar su trabajo y
esperamos contar con nuevos aportes en el futuro. Igualmente, les recordamos la
responsabilidad que ustedes asumen luego de la publicacion, en el sentido ético, de
divulgacidn y de derechos de autor.

Cordial saludo,

—

Prof. erna M.
Director CILAT
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Certificado de participacion CILAT 2021

&= CILAT 2021

CONGRESO‘.l:ATlNOAMERlCANO DE CIENCIAS
Junio 23 - 25
Medellin - Antioquia

Medellin, junio 25 de 2021
A quien corresponda.

El Instituto Antioqueiio de Investigacién certifica que el investigador América Maria Cardona
Arias, vinculado al Tecnolégico de Antioquia - Colombia, participé en el Congreso
Latinoamericano de Ciencias CILAT 2021, donde presenté la ponencia: Comprensién del
concepto de la derivada a partir de las construcciones de Newton y de Leibniz en el Marco de la
Ensenanza para la Comprensién EpC: Un estudio de caso de profesores en formacion.

Ademads, que su participacién fue activa durante el Congreso y asistié a las conferencias y
sesiones de ponencias programadas en la agenda con una duracién de 24 horas.
Cordial saludo,

Prof. g%a;a:erna M.

Director CILAT
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Certificado de participacion al 7° seminario de ensefianza y aprendizaje del célculo

— @

PROGRAMA DE ATENCION, SEGUIMIENTO Y ACOMPARNAMIENTO “
A LAS ASIGNATURAS DE MATEMATICAS s

ASAE

Bucaramanga, & de octubre de 2021

Estimadas:
América Maria Cardona Arias, Zaida Margot Santa Ramirez

Tecnoldgico de Antioguia, Universidad de Antioquia

Asunto: Participacidn como ponente al 7° Seminario de Ensefianza y Aprendizaje del Calculo

Cordial saludo, el grupo de investigacion en Educacidén Matemdtica de la Universidad
Industrial de Santander (EDUMAT- UIS), se complace en informarle que la ponencia, "La
derivada y su comprension a partir de las construcciones de Newton y de Leibniz en
maestros en formaciéon” ha sido aceptada para ser presentada en la séptima version del
Seminario de Ensefianza y Aprendizaje del Célculo, gue se realizarda mediante presencialidad
remota (a través de la plataforma zoom), el 3, 4 y 5 de noviembre.

Dada gue la modalidad del evento es presencialidad remota y gue se requiere una excelente
conectividad, la coordinacion del evento ha decidido solicitar gue todas las ponencias sean
presentadas mediante un video, con el fin de poder controlar los tiempos y la calidad de la
presentacion. Por ello, solicitamos que envié un video de 15 minutos en formato mp4d, en
una plataforma que permita visualizar la presentacién y a su vez ver la imagen del ponente
a mas tardar el 22 de octubre de 2021. Le reitero que es necesario gque no le falte, pues se
pretende prevenir cualguier eventualidad.

Agradecemos su participacién en el 7° Seminario de Ensefianza v Aprendizaje del Calculo,
el cual enriguecerd los objetivos propuestos en el mismo, ademas gue contribuird al
fortalecimiento de esta linea de investigacién y en general de la educacion matemadtica.

Praximamente le haremos llegar la agenda definitiva del evento, en el cual se determina las
fechas, horarios y tiempos asignados a cada ponente, y el enlace para establecer la conexion
al evento.

Agradecemos su participacion v guedamos atentos a cualguier inguietud

Atentamente,
Dandre (hxada Beo
SANDRA EVELY P RICO

Profesora Escuela de Matemadticas UIS
Coordinadora Seminario de Ensefianza y aprendizaje del Calculo (Edumat-UIS)
Coordinaduora SEA-ASAE LIS

145



Consentimiento informado de Karen

Universidad de Antioguia
Facultad de Educacion
Maestria en Educacion

Proyecto de Investigacion: Comprension del concepto de derivada de maestros en
formacion en el contexto de Newton v de Leibniz a partir de la EpC,

INVESTIGADOEA: América Maria Cardona Arnias

OBJETIVO GENERAL: analizar come comprenden los masstros en formacion el concepto
de derivada en el contexto de Newton v de Leitbniz a partir de la Ep.

Apreciadofz) maestroa) en formacicn:

Le solicitamos el favor de finmar el signiente consentimiento informado, en el que acepta, de
manera voluntaria, ser observado(a), filmado(a), grabade{z) o fotografizdo(a), cuando se
realicen actividades relacionadas con el provecto Comprension del concepto de devivada de
magstros en formactdn en ¢l contexte de Newton v de Letbniz a partiv de la EpC de la
Universidad de Anfioquia; ademés, permita la revision de todas sus producciones orales y
ezcritag, con el fin de dar consecucidn al objetive general del mencionado proyecto.

Es importante zclarar que, en todo momento del estudio, la investipadera se compromete a:

» Guardar v proteger la privacidad de los v las participantes.

# Proteger tanto la identidad de los v las participantes. come sus confribuclones al
provecto.

# (Garantizar que solo los investizaderes tendrén acceso a la informacion brindada por los
v las participantes.

Su firma abajo indica que usted decidid participar en este proyvecto.

MNombre del o la participante: Dz
caau: 1L s

Fecha: ¢ de noviembre del 2020

Firma: V 7
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Consentimiento informado de Mateo

Universidad de Antiogquia
Facultad de Educacidn
Maestria en Educacidn

Provecto de Investigacion: Comprension del concepto de derivada de maestros en
formacion en el contexto de Newton v de Leibniz a partir de la EpC.

INVESTIGADOEA: Ameérica Maria Cardona Arnas

OBJETIVO GENERAL: analizar como comprenden los maestros en formacion el concepto
de derivada en el contexto de Newton v de Letbniz a partir de la Ep.

Apreciadeda) maestro(a) en formacion:

Le solicitamos el favor de firmar el siguiente consentimiento imformado, en el que acepta, de
manera voluntaria, ser observado(a), filmado(a), grabado(z) o fotografiado(a), cuando se
realicen actividades relacicnadaz con el provecto Comprension del concepto de derivada de
magstros en formacion en el contexte de Newton v de Leibniz a pariir de la EpC de la
Universidad de Anfioquia; ademas, permita la revision de todas sus producciones orales v
escritas, con el fin de dar consecucicn al objetivo general del mencionade proyecto.

Es importante aclarar que, en todo momento del estudio, la investigadora se compromete a:

# Guardar v proteger la provacidad de los v las parhicipantes.
# Proteger tanto la identidad de los v las participantes, como sus contribuciones al

provecto.
& (Garantizar que solo los nvestigadores tendran acceso a la mformacion brindada por los
v las participantaz.

Su firma abajo indica que usted decidio participar en este proyecto.

Nombre del o la participante: E-.-Ia* da

Cédula: 1.0

Fecha: ¢ de noviembre del 2020

Fima:
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Consentimiento informado de Jhordan

Universidad de Antioguia
Facultad de Educacion
Maestria en Educacion

Provecto de Investigacion: Comprension del concepto de derivada de maestros en
formacion en el contexto de Newton y de Leibniz a partir de la EpC,

INVESTIGADORA: Ameénica Maria Cardona Anas

OBJETIVO GENEEAL: analizar comoe comprenden los maestros en formacion el concepto
de denvada en el contexto de Newton v de Letbniz a partir de la EpC.

Apreciadol{z) maestro(a) en formacion:

Le solicitamos el favor de firmar el siguiente consentimiento informado, en el que acepta, de
manera voluntaria, ser observado(a), filmado(a), grabado(z) o fotografiado(a), cuando se
realicen actividades relacionadas con el provecto Comprension del concepio de dertvada de
maestros en formacion en el contexte de Newton v de Leibmiz a partir de la Ep( de la
Universidad de Amfioquia; ademas, permita la revision de todas sus producciones crales y
escritas, con el fin de dar consecucion al objetive general del mencionado proyecto.

Es importante aclarar que, en todo momento del estudio, la mvestigadora se compromete a:

# (Guardar y proteger la privacidad de los v las participantes.

e Proteger tanto la identidad de los v las participantes, como sus contribuciones al
provecto.

# (Garanfizar que solo los mvestigadores tendran acceso a la mformacion brindada por los
v las participantes.

Su firma abajo indica que usted decidio participar en este proyecto.

MNombre del o la participante: Jh 10

Cedular 1]

Fecha: & de noviembre del 2020

Firma: &;fj
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Distincién trabajo de grado

7% UNIVERSIDAD
. DE ANTIOQUIA

Facultad de Educacidn

2020002-0541-2021
Medellin, 15 de octubre de 2021

Estudiante

AMERICA MARIA CARDONA ARIAS
Maestria en Educacion Metodologia Virtual
Linea Educacion Matematica

Asunto: Otorgamiento de distincidn a trabajo de investigacion

Atento saludo.

Me permito informar que, el Consejo de Facultad en su sesion del 15 de octubre de 2021 (Acta
n” 2454 avalo el otorgamiento de distincidon Magna Cum Laude a su trabajo de investigacion:
“Comprension del concepio de derivada de maesiros en formacion en el contexio de Newton
v de Leibniz a partir de la EpC", recomendada por los jurados Rubén Dario Henao Ciro y
Elgar Guadron Pinto.

Esta distincion se debe a la nota definitiva obtenida (4,8) y a su participacidn en calidad de
ponente en CILAT 2021: CONGRESO LATINOAMERICAND DE CIENCIAS, por lo cual,
cumple con los requisitos estipulados en el Reglamento Especifico para los programas de
posgrados de la Facultad de Educacion (Acuerdo de Consejo de Facultad 385 de 2017).

Cordialmente,

RUTH ELENA QUIROZ POSADA
Jefa

Departamento de Educacion Avanzada
Facultad de Educacion
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