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1. Resumen

En principio se abordan algunos antecedentes de la ensefianza de la geometria, desde la
semejanza, sobre el marco tedrico de Pirie y Kieren, el doblado de papel entre otros. Dentro
del paradigma cualitativo y el método del estudio de casos se analizan los procesos que
realizan los estudiantes. Este presente trabajo investigativo se hace desde la linea del marco
tedrico de Pirie y Kieren en el &mbito del grado décimo, cuyo proposito es observar y
facilitarle a los estudiantes procesos de comprension en la geometria, especialmente sobre la
congruencia como caso particular de la semejanza, tomando como medio didactico el
doblado de papel. Consta de cuatro actividades la primera es una actividad diagnostica sobre
lo que comprenden los estudiantes acerca de la semejanza y la congruencia, la segunda es la
construccién de un cubo con doblado de papel, la tercera y la cuarta son actividades que
tienen que ver con la construccion de cubos, tratando siempre de mostrar un refinamiento del
concepto de semejanza; después de la recoleccidn de las entrevistas, las actividades etc, se
hace un analisis a tres estudiantes Damian, Donatello y Délmata, a quienes se les registra
como fueron comprendiendo el concepto de semejanza y hasta qué punto lo hicieron. De esta
manera se logra dar un gran aporte a la educacion matematica primero un conjunto de
actividades que apuntan a facilitar la comprension del concepto de semejanza y la
congruencia como caso particular de la semejanza bajo el modelo de Pirie y Kieren, y
segundo una rica tabla de descriptores donde se visualiza el proceso de comprension de los
estudiantes.

PALABRAS CLAVES: Teoria de la evolucion matematica, semejanza, congruencia,
comprension, doblado de papel, folding back.

2. Introduccion

Este trabajo de investigacion se pretende realizar en el &mbito del grado décimo, con el
propdsito de observar y facilitar procesos de comprension en los estudiantes cuando se les
proponen actividadesmediante el doblado de papel, especificamente en geometria. Por lo
tanto, a través de las construcciones elaboradas se busca que los aprendices puedan, con la

ayuda del maestro, comprender la congruencia como un caso particular de lasemejanza.
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Nosotros, como maestros en formacién, debemos establecer una relacion didactica
entre el contenido geométricoque pretendemos ensefiar, con aquello que los estudiantes son
susceptibles de aprender significativamente en el transcurso de su proceso de ensefianza y
aprendizaje. Sin embargo, se han encontrado algunas dificultades en dicho proceso; una de

estasla menciona Chavez (2012), cuando afirma:

La presentacion de los temas de geometria se hace desde fundamentos teéricos dificiles de
asimilar por parte de los estudiantes, sin antes generar un espacio de exploracion de los
conceptos y definiciones respectivas. La causa de esta situacion en la ensefianza de la
geometria parece mantener una estrecha relacién con los inicios de la Ilamada matematica

moderna de finales de 1960. (Chévez, 2012, p.3)

La relacion que se puede establecer entre las dificultades en la ensefianza de la
geometria y las matematicas modernas, se explicaporque en esta época se dio inicio a
una pérdida dela intuicion espacial,es decir, el trabajo con imagenes, la orientacion, la
vista, el plano, el espacio, se empezé a demeritar, dando paso a una geometria formal,
donde se privilegianlas demostraciones rigurosas con ejercicios de rutina. La situacion
anterior trajo como consecuencia,variadas dificultades en los estudiantes, debidoa la
pérdida de la intuicion espacial, que es la que brinda, precisamente, los elementos
necesarios para introducirlosen un razonamiento formal, que les permita comprender y

realizar demostraciones rigurosas en geometria.

Es importante considerar que los objetos de estudio geométricos abordados en

estainvestigacion, son propios del nivel de secundaria; ademas, se torna fundamental
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revisarcudles son las dificultades méas primariasque podrian presentarse en los estudiantesa la
hora de comprender, en particular, los conceptos de semejanza y congruencia. Debido a que
existen obstaculos de diferente indole, los cuales no permiten que los estudiantes logren un
avance en su compresion, se proponeutilizar el doblado de papel como practica tangible, para

que ellos realicen una actividad desdelo concreto y lo puedan llevar a lo abstracto o mental.

Al respecto,Santa y Jaramillo (2010) afirman:

El doblado de papel se ha venido consolidando como una alternativa para mejorar el
razonamiento en el area de la geometria, debido principalmente a su caracter visual y
experimental que le permite al estudiante no s6lo manipular una hoja de papel para hacer
unos dobleces determinados, sino también para visualizar algunos conceptos

geométricos.(p.3)

Por otro lado, en nuestra préactica como maestros en formacion, nos hemos hecho varios
interrogantes sobre los procesos educativos en geometria, como: ¢qué piensan los estudiantes
del estudio de la geometria? ;Qué estrategias pueden implementarse para contribuir con el
proceso de ensefianza y aprendizaje de la misma? Por lo tanto, con estetrabajo de
investigacion se pretende estructurar una serie de actividades y sugerencias, a partir del
doblado de papel, que podrian servir de apoyo al docente en el desarrollo de métodos de
ensefianza que favorezcan su labor dentro del aula, especificamente conrespecto a los
conceptos desemejanza y de congruencia, como caso particular de esta, de tal manera que se
puedan abrir nuevos horizontes para propiciar procesos de comprension de conceptos en esta

area.
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3. Justificacion

La comprensién del concepto de semejanza y de congruencia como caso particular de
esta, hace parte de un proceso que le permite al estudiante comprender otros conceptos de la
geometria, como el teorema de Thales, razon de proporcionalidad, escala,entre otros, esto es,
la apropiacion de los conceptos objeto de estudio de la investigacion, posibilita el
entendimiento de aplicaciones (la creacién de mapas, maquetas a escala, planos, fotocopias,
Entre otras).Gualdron (2011)expone, desde su experiencia como docente de
matematicas,sobre las serias dificultades que presentan los estudiantes con los temas que se
relacionan directa o indirectamente con el concepto de semejanza; afirma que cualquier
docente de educacion media o primeros semestres de universidad, puede corroborar que el
desconocimiento o la incomprension de este concepto, puede dificultar el aprendizaje de
otros conceptos matematicos y procedimientos habituales como los que mencionamos

anteriormente. En este sentido, Chavez (2012) afirma:

Se requiere dotar de significado al concepto de semejanza de figuras planas ya que a partir de
este se ha podido solucionar numerosos problemas, que desde la antigiiedad ocuparon las
mentes de grandes pensadores a través de la historia. Este concepto tiene aplicaciones que
bien pueden ser entendidas por nuestros estudiantes, como son las construcciones de mapas,
disefio de planos, maquetas a escala y la identificacion de patrones geométricos en la

naturaleza como la proporcion y la espiral aurea. (p.20)
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En nuestra experiencia como estudiantes en formacion de la Licenciatura en
Matematicas y Fisica, hemos observado la dificultad que tienen los estudiantes de educacion
bésica y media, con respecto a la comprension del concepto de semejanza y la interpretacion
de la congruencia como un caso particular de esta. Incluso, muchos de ellos, llegan con estos
vacios a los primeros semestres de la universidad, donde nuevamente deben enfrentar la

geometria, desde situaciones mas abstractas y complejas.

En esta linea, Chavez (2012) manifiesta que:
Uno de los temas donde se ha creado mas controversia y diferencia de opiniones es el de
llevar o no, a los estudiantes a las demostraciones en geometria; y en caso de aceptarlas, en
qué grado se debe empezar con dicha actividad. Asi pues, el panorama de la ensefianza de la
geometria no es nada facil, y en algunos paises, optaron por hacer caso omiso a estas
dificultades sin intentar superarlas. Lo anterior generd, en muchos casos, la desaparicion de

muchos topicos de vital importancia, como es el caso de la geometria tridimensional. (p.67)

A raiz de estos hechos, es importante intentar cambiar la concepcion de la ensefianza en
geometria.Desde este punto de vista, es posible usar el doblado de papel como un aporte en la
didactica de la geometria, dado que puede brindarnuevas alternativas que ayuden a la
comprension y apropiacion de conceptos, en este caso de semejanza y congruencia, que para
los estudiantes se tornan dificiles de comprender, tal comose mencion6anteriormente, debido

principalmente a que suelen confundir congruencia, semejanzay equivalencia.

El doblado de papel brinda una alternativa de comprension mas tangible,precisamente

por las actividades que se pueden generar a través de este, donde el estudiante puede
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percibir,por medio de una hoja y sus dobleces, ciertas construcciones que brindan de apoyo a
la comprension del concepto de semejanza y abordarla congruencia como un caso particular
de esta. Al trabajar con el doblado de papel, se obtiene un beneficio tanto para los estudiantes
como para el docente en el proceso de ensefianza y aprendizaje, pues esun aporte didactico a

la geometria que facilita el quehacer del docente y la compresion del estudiante.

Al respecto, Monsalve y Jaramillo (2003) precisan:

Como actividad ludica, [el doblado de papel] proporciona un potencial cognoscitivo que no
se puede desperdiciar cuando se le considera un simple juego agradable para pasar el
tiempo. Su utilidad didactica radica en que permite a los estudiantes, desde los primeros
afios escolares, acercarse en forma intuitiva a muchos conceptos matematicos implicitos en
dicha actividad ludica. En otras palabras, en el nivel primario se justifica programar toda una
serie de actividades papirofléxicas por la diversidad implicita de conceptos matematicos que

ella brinda. (p. 3)

Aprovechar el doblado de papel como medio para la comprensién de la semejanzay la
congruencia, podria permitir, ademas, larecuperacion de la intuicion espacial, en la que se
buscatrabajar con figuras geométricas, imagenes, material concreto para simular el plano y el
espacio, con el proposito de ayudar al estudiante a apropiarse de los conceptos geométricos.
Es en esta perspectiva, donde toma relevancia el trabajo de investigacion que se presenta,

puesto que con este, se pretende responder de qué manera la geometria del doblado de papel
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puede permitir la comprension del concepto de congruencia como caso particular de la

semejanza.
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4, Planteamiento del problema

Es comun encontrar en los estudiantes interpretaciones erroneas con respecto al
concepto de semejanza y, mas aun, si se analiza que la congruencia es un caso particular de la
semejanza; incluso, es habitual que confundan ambos conceptos, pensando que es lo mismo
hablar de congruencia que de semejanza; de hecho, en muchos casos hasta confunden ambos
términos con el concepto de equivalencia. Esto lo pudimos corroborar con una prueba
diagnostica realizada a los estudiantes del grado 10°. De acuerdo con los Estandares
Curriculares Basicos de Competencias de Matematicas, estos estudiantes ya debieron haber

abordado, en afios anteriores, los conceptos de semejanza y de congruencia.

De dicha prueba diagnostica se infirié la incomprensién de los conceptos de semejanza
y congruencia por parte de algunos estudiantes. En las imagenes 1y 2, se puede apreciar que
confunden la semejanza con la igualdad de figuras (igualdad de lados, tamafio, volumen,
medida) y relacionan la congruencia con figuras parecidas, pero que tienen diferente medidas,
angulos, volumen y tamafio. Adicionalmente, se percibe que no se establece una relacion

entre ambos conceptos, pues se analizan de manera aislada.
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1. Escriba con sus propias palabras ; cuando dos figuras son semejantes?

/ L / /) 2 / / )
Coandd oS mMismas lagls  Son iqualeS — [lmglen o misma/
— . 4

2. Escriba con sus propias palabras ;cuando dos figuras son congruentes?

3. ¢Si una figura es congruente con otra, entonces también seran tgr\ojnnus? ue su
respuesta mediante un ejemplo. éuqun - 6“
A

o Sevan Semg\ane/ Fo'rg\‘pt

4. ¢ Sidos figuras son semejantes, entonces seran congruentes? Explique su respuesta
mediante un ejemplo. =

=

AN

[ 5% £ ko
congrvuniJ )

[ 5@m meQS \ f
\ T

S e

Imagen 1. Respuestas prueba diagndstica estudiante 1
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1. Escriba con sus propias palabras ;cuando dos figuras son semejantes?

] L Yo T
“Jlenen ¢! mismo  Adumano, Volvmen Y mechdO

NG

2. Escriba con sus propias palabras ;cuando dos figuras son congruentes?

i / poof L Lol ! o
/)é/\gn U/ ,e/en’#ey /‘/€O‘FO/OI, ar'!?u /of 2 Vo (v "’lé’n, FOmMa no
-7//&0 @g/e(faa/al / 4

3. ¢Si una figura es congruente con otra, entonces también seran semejantes? Explique su

respuesta mediante un ejempio. (qu“’éa o ; “"Zi':) e
\$
.
4. ;Si dos figuras son semejantes, entonces seran congruentes? Explique su respuesta
mediante un ejemplo. SO ede g
i
, [ . /
== o Sen0n  Conquentel
/

Imagen 2. Respuesta prueba diagnostica estudiante 2

Percibir dicha problematica en los estudiantes, nos permite preguntarnos de qué forma
se esta ensefiando la geometria en el salon de clase y, de qué manera,especificamente estos
conceptos.Ademas, nos preguntamosqué opciones se podrian plantear para buscar una

solucion a dicho problema.

Al respecto, el MEN (2004), por ejemplo, plantea una alternativa para la ensefianza de
la geometria, en la que motiva a los docentes a una constante capacitacion y a la utilizacion
de lasTIC, buscando que los estudiantes manipulen de forma directa y dindmica las figuras
geométricas. Esta experiencia les sirve a los estudiantes para desarrollar las habilidades

mentales que les posibilitaran acceder posteriormente al estudio formal de la geometria.
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Gualdrén (2011) sugiere una construccion del concepto de semejanza desde los niveles
de Van Hiele, trabajando desde el pensamiento informal al mas formal; para ello, disefia una
secuencia de ensefianza que esta orientada de acuerdo a los parametros del mencionado
modelo y en la que utiliza algunos elementos de visualizacion. Ademas, hace hincapié en el
gran aporte que estos elementos brindan a los estudiantes para apropiarse del concepto y
poder encontrar relaciones de semejanza con otros temas como homotecia, teorema de Thales

y escala, y asi crear habilidades de razonamiento.

Por su parte, Chavez (2012) hace una propuesta didactica, con la intencién de acercar al
estudiante al concepto de semejanza de figuras planas, con el uso de herramientas de
geometria dindmica, como el Cabri; en este trabajo, el autor pretendié relacionar los procesos

de visualizacion con los procesos de justificacion en geometria.

Sin embargo, estas alternativas no dan solucion a la problemética que se plantea en este
trabajo de investigacion sobre la comprension de la semejanza y la congruencia como un caso
particular de esta, principalmente por los contextos en los que fueron desarrollados; en el
contexto donde se realiza esta investigacion, los estudiantes no tienen acceso, de manera
facil, al aula de sistemas, ya que grupos como la media técnica y el SENA hacen uso
frecuente de estos espacios; ademas, no se cuenta con la capacitacién de los docentes para el
manejo y manipulacion de software disefiados para la ensefianza de la geometria. De hecho,
se torna dificil el trabajo con regla y compas, porque los estudiantes a menudo extravian estos
elementos y argumentan no tener los recursos econdémicos para volverlos a adquirir. Por otra

parte, la revision de la literatura que se ha hecho hasta el momento, nos muestra que no hay
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utiliza el doblado de papel como alternativa didactica. Por lo tanto, esto nos llevoa

plantearnos la siguiente pregunta de investigacion:

¢De qué manera la geometria del doblado de papel permite a los estudiantes del grado
décimo de una Institucion Educativa de la ciudad de Medellin, la comprension del concepto
de congruencia como un caso particular de la semejanza, en el contexto del Modelo de Pirie y

Kieren?

5. Objetivos

5.1. General

Para dar respuesta a la pregunta de investigacion, nos planteamos el siguiente

objetivo general:

Analizar de qué manera la geometria del doblado del papel permite a los estudiantes del

grado décimo, la comprension del concepto de congruencia como caso particular de la
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semejanza, en una institucion del municipio de Medellin, en el contexto del Modelo de Pirie

y Kieren.

5.2.  Especificos

Para dar consecucion al objetivo general, nos propusimos los siguientes objetivos

especificos:

o Describir cdmo comprenden los estudiantes del grado décimo, el concepto de
congruencia como caso particular de la semejanza, en el marco del Modelo de Pirie y Kieren.
o Disefar y evaluar actividades con doblado de papel, que permitan la

comprension del concepto de congruencia como caso particular de la semejanza.

6. Antecedentes

6.1.  Antecedentes desde la ensefianza de la geometria

Es un hecho que en la formacion escolar, hoy dia, se tienda a estandarizar los procesos
de ensefianza y aprendizaje hacia la resolucion de pruebas de Estado, como las del ICFES o

pruebas externas como las Pisa; este hecho esté convirtiendo paulatina y peligrosamente a la
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educacidn en una receta para desarrollar este tipo de pruebas. Al respecto, Jabonero

(2014)afirma:

PISA, con su contribucidn estratégica a la calidad y equidad de la educacién, a la rendicién de
cuentas ante la ciudadania y a la transparencia, permite a los responsables politicos saber
cuéles son los conocimientos y habilidades de los alumnos de cada pais, compararlos con los
de otros paises, establecer objetivos concretos y evaluables y aprender de las politicas y

précticas de éxito llevadas a cabo en otras naciones.(p.5)

De esta manera, con el hecho de mejorar la calidad en la educacion basados en los
resultados de pruebas externas y de estado, se percibe que se estan desviando las
implicaciones que deberia tener la ensefianza en los alumnos, hacia las implicaciones que
tienen las pruebas para las instituciones; lo anterior, repercute negativamente en el
aprendizaje de los estudiantes, pues las matematicas se convierten, finalmente, en una serie
de estrategias para resolver preguntas y cuestionarios, y no para la resolucion y proposicion
de problemas matematicos de la vida real, donde deben comprenderse y usarse los conceptos

matematicos.

A raiz de estos hechos, es imperante intentar cambiar la concepcion de la ensefianza
matematica. En este sentido, varios trabajos de investigacion como el de Chavez
(2012),Escudero (2005) yGualdron (2011),han tratado de incentivar a los docentes para que
realicen un cambio en la forma de ensefiar y percibir las matematicas y, en particular, la
geometria; sobre ello expresa el MEN (2003) que “las competencias matematicas no se

alcanzan por generacion espontanea, sino que requieren de ambientes de aprendizaje
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enriquecidos por situaciones problema significativas y comprensivas, que posibiliten avanzar

a niveles de competencia mas y mas complejos” (p. 49).

Por otro lado, elMEN (2004) también precisa que “la diferencia fundamental entre un
entorno de papel y 1apiz y un entorno de geometria dindmica es precisamente el dinamismo.
Como las construcciones son dindmicas, las figuras en la pantalla adquieren una

temporalidad: ya no son estaticas, sino moviles”. (p, 19).

Es importante la utilizacion de herramientas didacticas, tal como se mencion6
anteriormente, ya que brindan diferentes alternativas para los docentes; en este trabajo de
investigacion utilizamos el doblado de papel, dado que se ha encontrado que ayuda a
dinamizar los ambientes de ensefianza y aprendizaje, con la intencion de mejorar la
comprension de los estudiantes de conceptos geométricos como lo son la semejanzay la

congruencia como un caso particular de la misma.

6.2.  Antecedentes desde el objeto de estudio

El presente trabajo de investigacion, se centra en el concepto de congruencia como caso
particular dela semejanza.En el rastreo literario que hasta el momento se ha hecho, no se
encontré material que trabaje esta relacion entre los conceptos de congruencia y semejanza,

pero encontramos algunos materiales que serelacionan con alguno de los conceptos.
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6.2.1. Semejanza.

Un trabajo de investigacion de maestria donde se abord6 exclusivamente el concepto
de semejanza de figuras planas, y buscé una alternativa didactica diferente a la educacion
tradicional, es el de Chavez (2012).En esta propuesta, que quiere enriquecer los espacios de
reflexion y exploracién para evitar las clases magistrales y exposiciones con ejercicios que
expliquen los conceptos geométricos sin avances significativos para los estudiantes, se realizé
un rastreo historico del concepto yse establecid una dificultad desde la experiencia docente,
con respectoal concepto de semejanza; dicha dificultad, segln el autor, es causada
principalmentepor la explicacion magistral y la exposicion repetida de ejercicios mediante
ejemplos, donde se abandond el uso de algunos materiales concretos como figuras de papel,
pantografo y, en muchos casos,se obvid el uso de herramientas tan simples como la regla y el
compas. Para el caso del estudio de Chéavez (2012), no fue pertinente utilizar estos recursos
sino quepropuso el uso de herramientas de geometria dindmica para la ensefianza, con el
firme propdsito de estar a la vanguardia con el uso de las TIC.Por Gltimo, este autor disefio

una propuesta didactica mediante el uso del CabriGeometry Il plus.

Este trabajo, a pesar de eshbozar una propuesta dinamica a partir del uso del Cabri, no
da respuesta a nuestra pregunta de investigacion ya que los contextos son diferentes y en
nuestro contexto no es posible trabajar en la sala de informatica, pues los horarios se cruzan
con los de otros grupos, que requieren el uso de estos espacios, tal como se menciono en
parrafos anteriores. Por otro lado, muchos docentes no se encuentran capacitados para el

manejo de algunsoftware, por lo que se hace dificil el trabajo con Cabri.



UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educaciényq

Siguiendo con el rastreo bibliografico de autores que encontraron dificultades con los
temas relacionados en nuestra investigacion, tenemos el trabajo de maestria de Castro,
Céspedes, Cifuentes y Romero(2009), estudio que abordo el concepto de semejanza; este
plantea una problematica en la que la planeacion de unidades de ensefianza basadas en
organizaciones distintas de un mismo concepto, producen concepciones diferentes en los

estudiantes.Esta problemaética se fundamenta en tres aspectos:

- “Con frecuencia se trabajan los conceptos matematicos de forma fragmentada
y descontextualizada” (p. 13).

- “La poca relacion que se establece entre los diferentes pensamientos
matematicos” (p. 13).

- “No se ofrecen suficientes formas de representacion para lograr la

comprension de los conceptos matematicos”.(p. 13)

Por lo tanto, el estudio de Castro, Céspedes, Cifuentes y Romero (2009),implement6
unas actividades con fractales como propuesta didactica para la ensefianza de la semejanza,
teniendo en cuenta que la comprension de los conceptos esta ligada al desarrollo del
pensamiento operativo y figurativo de los estudiantes que permite la construccién y la
comprension de diferentes conocimientos y una participacién mas activa por parte de estos en
la construccidn del conocimiento; adicionalmente, le posibilita a los docentes una serie de

herramientas pedagdgicas que pueden utilizar para la construccién de conceptos matematicos.
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Como este es un trabajo que trata del estudio de las concepciones que tienen los
estudiantes de grado octavo sobre la semejanza, no responde a nuestra pregunta de
investigacion ya que no relaciona la congruencia con la semejanza, que es nuestro proposito
en este estudio, no utiliza como herramienta de construccion de conocimiento el doblado de

papel y, ademas, los contextos socioculturales en los que se dan los procesos, son diferentes.

El trabajo doctoral de Gualdrdén (2011)describe las dificultades que presentan los
estudiantes de la educacion media y primeros semestres de universidad, al resolver problemas
que relacionan directa o indirectamente el concepto de semejanza;él presenta el
desconocimiento o la incomprensidn de dicho concepto, planteando que una de las causas de
esta problematica es el modo como se ensefia este concepto, de una forma limitada e
intuitiva,en la cual los profesores no hacen a diario una seleccion ni uso de materiales

curriculares apropiados, ni técnicas de ensefianza oportunas.

Plantea que la geometria es mas que definiciones y, para ello, ofrece como alternativa
una construccién del conocimiento a través de los niveles de VVan Hiele, para lograr un
avance del pensamiento informal al mas formal; este autor reconoce la visualizacién como
medio para la construccién y manipulacion mental ya que permite a los estudiantes no solo

aprender matematicas sino también ver las aplicaciones que estas tienen en la vida cotidiana.

Este trabajo doctoral no resuelve nuestra pregunta de investigacion debido a que los
contextos son diferentes; por otro lado, solo se trabaja la semejanza y algunos temas

relacionados a esta, pero en ninguno plantean la relacion que hay entre la semejanza y la
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congruencia, y su propuesta esta basada en los niveles de Van Hiele; en nuestro
trabajo,pretendemos presentar como alternativa el doblado de papel como método didactico
para la comprensidn de estos conceptos y la relacion de la congruencia como un caso

particular de la semejanza.

6.3. Antecedentes del marco tedrico

Dado que nuestro trabajo de investigacion se fundamenta en el marco teérico de Pirie

y Kieren, es necesario tener en cuenta algunos trabajos de investigacion que utilizaron este
marco tedrico para su desarrollo. En particular, tenemos el trabajo de doctorado de Londofio
(2011) que tuvo como objeto de estudio la comprension del teorema fundamental del calculo.
En esta perspectiva, Londofio (2011) afirma que la teoria de Pirie y Kieren:

Ofrece multiples ventajas en lo que respecta a: lasexperiencias de ensefianza y aprendizaje

publicadas por los autores y otros investigadores, que dan cuenta de como evoluciona la

comprension de los estudiantes en conceptos como los de Fracciones, Funcion Cuadrética,

Limites, Derivadas e Integrales; las caracteristicas como El Folding Back, los limites de

falta de necesidad y las complementariedades de la accién y la expresién, observadas por

Pirie y Kieren en los analisis realizados en sus investigaciones y, finalmente, la estructura

del modelo fractal propuesto, en el cual exhiben sus niveles de comprension. (p. 1)

Siguiendo con el rastreo de trabajos de investigacion, debemos hablar del trabajo de
doctorado de Villa (2011), que tiene como objeto de estudio la tasa de variacion como una
manera de ofrecer una interpretacion variacional de la derivada, destacando la teoria de Pirie

y Kieren para el desarrollo de su investigacion. Al respecto, Villa (2011) afirma:
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Los resultados del estudio muestran que en el proceso de comprension se presentan ciertas
“imagenes arraigadas” las cuales se convierten en un factor desencadenador de folding back
con lo cual se genera un aporte sobre la naturaleza de esta caracteristica de la comprension
matematica descrita por la Teoria de Pirie y Kieren.(p.11)

Por otro lado, debemos mencionar también un texto que se torna importante para
profundizar ennuestro marco teérico y es el articulo de Meel (2003).En el presente texto
hacen referencia al modelo de Pirie y Kieren sobre la evolucion de la compresion
matematica; ademas, se explica la definicion de comprension para este modelo, que méas

adelante en este trabajo seré tratado con detenimiento.

En el capitulo 6 se tratara en detalle el marco tedrico de Pirie y Kieren; por ende, en
nuestros antecedentes no pretendemos definir ni profundizar, solo se hace referencia a los
trabajos de investigacion que han usado esta teoria para fundamentar sus estudios y esto nos

permite, de alguna manera, justificar nuestra decision teorica.

6.4. Antecedentes del doblado de papel

Como propuesta didactica, en nuestra investigacién tenemos el doblado de papel
como medio para facilitar la comprension. Hay diferentes trabajos de investigacion, libros y
articulos como los de Santa (2011), Santa y Jaramillo (2010), Monsalve y Jaramillo (2003),
Royo (2002), entre otros, que hablan y utilizan este como herramienta didactica. Estos
trabajos le dan una vision diferente al doblado de papel, pasando de lo ludico, a una

estructura tedrica que tiene su propia axiomatica.
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Tenemos el trabajo de investigacion de maestria de Santa (2011) en el que se realiza
una entrevista de caracter socratico con actividades basadas en construcciones con doblado
de papel. En uno de sus capitulos, se construyen las secciones conicas mediante dicha
estrategia, que les permite a los estudiantes la comprension de estos conceptos como lugares

geomeétricos.

Este trabajo de investigacion, en particular, es importante para nuestro estudio, dado
que se puede evidenciar como, desde el doblado de papel, se pueden hacer construcciones
geomeétricas tan precisas que ayudan a la comprension de conceptos geométricos; es decir, los
estudiantes responden adecuadamente a las actividades generadas a partir de esta estrategia,

al dar el paso de lo concreto a lo abstracto.

También debemos mencionar el articulo escrito por Monsalve y Jaramillo (2003), en
el que se precisa que no solo el doblado de papel permite la comprension de conceptos
geomeétricos, sino que también se traslada al calculo y a la matematica en general; se realizan
actividades con doblado de papel y se trabajan conceptos como limite, convergencia de series
y algunas nociones de geometria euclidiana. Estos trabajos muestran la importancia del
doblado de papel como herramienta tangible para los estudiantes y para los docentes, que
desde una perspectiva concreta quieran trabajar temas de la geometria y la matematica para

favorecer la comprension de los conceptos y teorias.

El trabajo desarrollado por Royo (2002) es importante para nuestra investigacion,

dado que menciona la importancia de la papiroflexia; expone su historia que inicia en Japon
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con AkiraYoshizawa que es a quien se le debe la simbologia actual de las instrucciones del
plegado de modelos; establece la relacion de las matematicas y la papiroflexia por medio de
las cicatrices que se pueden observar al desdoblar un modelo y visualizar el cuadrado inicial,
que si se analiza con detenimiento, cumple con algunas propiedades matemaéticas y
geomeétricas. Este autor también hace alusion a la papiroflexia modular, aspecto fundamental
de nuestro estudio; en este sentido, menciona que esta técnica se basa en utilizar varias hojas
de papel, con la intencion de construir mddulos y ensamblarlos de una determinada manera,
para formar una figura geométrica; en particular, en nuestro trabajo de investigacion,

realizamos un cubo que se forma con seis médulos.

Por su parte, Santa y Jaramillo (2010) presentan una formalizacion del doblado del
papel, al establecer algunos conceptos primitivos y unos axiomas para la geometria del
doblado de papel. Asi mismo, explican la importancia que estos axiomas tienen en algunas
aplicaciones de la geometria, como en la construccién de las secciones conicas. Por lo tanto,
precisan que con el doblado de papel se pueden hacer construcciones tan precisas como las
que se pueden realizar con regla y compas. Segun Santa y Jaramillo (2010), los conceptos

primitivos para el doblado de papel son:

Dobles: de manera andloga a la recta, hecho en un pedazo de papel que aparece tanto
al anverso como al reverso de este, se considerara como un concepto primitivo no definido, el
cual esta estrechamente relacionado con un segmento de linea recta, porque un pedazo de
papel es limitado; pero se enfatizara que este doblez representa de manera abstracta una linea

recta.
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Punto: es un concepto no definido. Sin embargo, se establece una relacién directa de
manera natural con la interseccion de dos dobleces o con las esquinas (angulos) de la hoja de
papel. Sin pérdida de generalidad, en algunos casos, los puntos se van a asumir de manera
intuitiva como la marca mas pequefia que se puede dibujar con un lapiz. Es decir, un punto

puede ser dibujado o construido en la hoja de papel.

Hoja de papel: una cara de la hoja de papel se puede tomar como una porcion del
plano. Por lo tanto, tiene limites y es finito, pero puede ser una representacion abstracta de un

plano infinito. (pp. 341 - 342)

Establecidos los conceptos primitivos en este articulo, se plantea el sistema

axiomatico de Huzita-Hatori, que en conjunto presenta los seis axiomas expuestos por el

italo- japonés HumiakiHuzita (1989, citado por Santa y Jaramillo, 2010) y el séptimo,

expuesto por KoshiroHatori (2003, citado por Santa y Jaramillo, 2010). Santa y Jaramillo

(2010) intentan mostrar que el sistema axiomatico, antes mencionado, cumple tres

condiciones: suficiencia, independencia y compatibilidad. De esta manera, se fundamenta el

sistema axiomatico del doblado de papel, de la siguiente forma:

Axioma 1: dados dos puntos P1 y P2, se puede hacer un doblez que pasa a través de

ellos.

Axioma 2: dados dos puntos P1y P2, se puede hacer un doblez que lleva a P1 sobre

P2.

Axioma 3: dadas dos lineas I1 y 12, se puede hacer un doblez que pone a |1 sobre 2.
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Axioma 4: dado un punto P1 y una linea I1, se puede hacer un doblez que pone a 11

sobre si misma y pasa por P1.

Axioma 5: dados dos puntos P1y P2 y una linea 11, se puede hacer un doblez que

pone a P1 sobre 11y pasa por P2.

Axioma 6: dados dos puntos P1y P2y dos lineas 11y 12, se puede hacer un doblez

gue pone a P1 sobre 11y a P2 sobre 12.

Axioma 7: dados un punto P1y dos lineas 11 y 12, se puede hacer un doblez

perpendicular a 12 que ponga el punto P1 sobre la linea I1. (pp. 343 - 349)

Este trabajo es importante para nuestro estudio, porque muestra la formalizacién del
doblado de papel, estableciendo conceptos primitivos y axiomas. En esta perspectiva, un
simple doblez se relaciona, de manera abstracta, con una linea recta, y la hoja de papel, se
convierte en una porcion del plano, donde se pueden probar hechos geométricos. Por lo tanto,
se infiere que se pasa de lo ludico, es decir, de lo concreto, hacia la generacion de teoria o la
abstraccion; esta situacion puede ser aprovechada por los docentes para generar procesos de

comprension de conceptos geométricos y matematicos.

7. Marco tedrico

El modelo de Pirie y Kieren de la comprension es un marco teérico que tiene origenes
constructivistas y que permite analizar como se ha venido desarrollado la comprension de los

conceptos en matematicas. De este modo, Meel (2003) afirma que no todo acto de
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comprension le corresponde la superacion de un obstaculo epistemoldgico, es decir, el
superar un obstaculo y llegar a la comprension de un concepto son dos representaciones
complementarias; pero el uso de un analisis epistemologico de cierto concepto, puede ayudar

a la comprension que un estudiante logre de este.

De esta manera Sierpinska (1990, citada por Meel, 2003) expone que “superar los
obstaculos epistemoldgicos y llegar a la comprensién son dos imagenes complementarias de
una realidad desconocida sobre los cambios cualitativos importantes de los humanos”
(p-228). Por lo tanto, Meel (2003)indica que tal desarrollo de la comprension se asume en
muy diversos casos, como la conciencia vigilante de los obstaculos de aprendizaje, que
pueden presentar los estudiantes; es decir la comprension errénea de un concepto, da cuenta
de la presencia de un obstéaculo epistemolégico; de igual manera, el estudio epistemoldgico
de un concepto, puede ayudar fuertemente a hallar la comprension lograda de un concepto

matematico en el sujeto.

7.1. Generalidades

Aunque en este trabajo el marco teérico de referencia es la teoria de Pirie y Kieren 'y
su modelo de comprensidn, haremos una descripcion de aquellos marcos teéricos de la
comprension en Educacion Matematica, que al respecto nos aporta Meel (2003) en su
articulo, en el cual se hace una caracterizacion detallada de como ha ido evolucionando el
concepto de comprension y los modelos de comprension en matematicas, recientes para la

época.
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Si bien los investigadores en la comunidad matematica hacen una distincion entre la
comprension y el conocimiento, todavia no existe un acuerdo unilateral respecto al
significado de comprensidn (Meel, 2003). En esta perspectiva, Meel (2003) menciona que
“en particular, se han propuesto conceptos constructivistas recientes de la comprension,
ademaés del modelo de Pirie y Kieren sobre la evolucién de la comprension matematica y de
la teoria APOE de Dubinsky” (p. 227). Por lo tanto, nos remitimos a los siguientes cuatro
marcos que son fundamentales, porque clarifican como se ha ido evolucionando en la

construccion del concepto de comprension.

En la basqueda de una descripcion significativa de la comprension del conocimiento
de més de medio siglo, en Meel (2003) se puede ver que en las tres Ultimas décadas antes de
1987 se han desarrollado nuevas e integradoras perspectivas de este concepto, alejadas de la
manera en que Skemp (1976, citado por Meel, 2003) distinguia la comprension del
conocimiento; puesto que antes de este documento se identificaba el conocimiento con la
comprension. Ademas, Skemp (1976, citado por Meel, 2003) hace una distincion entre la
comprension instrumental y la comprension relacional. Meel (2003) toma el trabajo de
Schroeder (1987, citado por Meel, 2003) y documenta la evolucién de esta, conforme a esta

perspectivas de comprension.

Respecto a esto, a continuacion exponemos la linea del tiempo de la comprension de
acuerdo con Meel (2003), antes y después de 1978. Posteriormente, haremos una breve
descripcion de cuatro marcos teoricos relacionados con la comprension en Educacion

Matematica: la comprension desde el punto de vista de la superacion de obstaculos
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cognitivos; la comprension desde el punto de vista generador de imagenes del concepto y
definiciones del concepto; la comprension durante la operacion con representaciones
multiples y la comprension desde el punto de vista de las construcciones de las concepciones

operacionales y estructurales.

Antes de 1978.

Brownell y Sims (1945, citados por Meel, 2003) describen la comprension como:

-Una actuacion de manera inteligente.

-Que varia respecto al grado de exactitud pero también respecto a situaciones

problemas.

- Que necesita tener verbalizaciones.

- Se encuentra influenciada por el maestro y los métodos que usa.

Luego, Polya (1962, citado por Meel, 2003) asume la comprension como un elemento
complementario a la resolucién de problemas. De esta manera, identificé cuatro niveles de
comprension, los cuales son: Mecanica: que es solo un método memorizado aplicado de
forma correcta; Inductiva: que va desde casos simples y se generaliza en casos complejos;
Racional: la aceptacion de la rigurosidad de la regla; Intuitiva: la conviccion personal como
una verdad indudable. Meel (2003) afirma que “dichos niveles califican la comprension como

un conocimiento asociado con reglas matematicas” (p. 226).
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Skemp (1976, citado por Meel, 2003) relaciond la comprension instrumental con tener
reglas sin una razon y, la comprension relacional, con saber qué hacer y por qué se debe
hacer; a su vez identificé la comprension como un asunto distinto del conocimiento.Después,
Lehman (1977, citado por Meel, 2003) realiza una asociacion de la comprension con tres

tipos de conocimientos: Aplicaciones, significados, relaciones logicas.

En esta misma linea de tiempo, se encuentra que Byers (1977, citado por Meel, 2003),
afirma que "mediante la combinacion de ideas de Brunner y Skemp, desarroll6 una
clasificacion tetraédrica sobre la comprension, con las siguientes categorias: instrumental,

relacional, intuitiva y formal™(p. 226).

Después de 1978.

Mas tarde, el mismo Skemp (1979, citado por Meel, 2003) incluye una tercera
categoria llamada l6gica y, finalmente, en 1982, incluye la cuarta categoria llamada
simbdlica, de este modo, se crearon cuatro categorias.Estas clasificaciones generaron una

variedad de descripciones diversas sobre la comprension como:

a) De procedimiento y de concepto.

b) Concreta y simbolica.

c) Intuitiva y formal.

La comprension desde el punto de vista de la superacion de obstaculos cognitivos
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Aunque los obstaculos cognitivos fueron en primera medida definidos por Bachelard
(1938, citado por Meel, 2003) “se clasificaron como obstaculos genéticos o psicologicos,
obstaculos didacticos u obstaculos epistemoldgicos” (p. 227); asi es como Meel (2003), a
través de Cornut (1991, citado por Meel, 2003), menciona que los obstaculos cognitivos son
fundamentales no solo para identificar las dificultades de los estudiantes, las cuales estan
relacionadas con el aprendizaje sino que también se usan para el disefio de nuevas estrategias

de ensefianza. Es decir, se realizan ciertas acomodaciones o adaptaciones para la ensefianza.

Por otro lado, retoma a Sierpinska (1990, citada por Meel, 2003), quien afirma que:
“comprension es un acto, pero un acto relacionado con un proceso de interpretacion, que es
una dialéctica del desarrollo, entre mas y mas se elaboren suposiciones y se validen dichas
suposiciones” (p. 227). Meel (2003) afirma que se puede decir que la comprension tiene
varias derivaciones dependiendo de los conflictos mentales que experimente el estudiante, los
cuales ponen en tela de juicio sus conocimientos o convicciones. En este sentido, “la
comprension deriva su fundamento en las ideologias, predisposiciones, preconcepciones,

conexiones y esquemas de pensamientos no percibidos del estudiante” (p. 227).

En este orden de ideas y en cierto momento, la comprensién puede servir como
identificador de obstaculos en el estudiante, quien puede reconocer, detectar, evaluar y
confrontar sus convicciones entre las propiedades, hechos y objetos en pro de la superacion y
la organizacion consistente de un concepto como tal; pero también sirve para detectar el
refinamiento de los conceptos y su evolucidn con el fin de que se vaya acercando al concepto

formal, avalado por la comunidad matematica.
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La comprension desde el punto de vista generador de imégenes del concepto y

definiciones del concepto

Los autores principales y pioneros de estas ideas, son Vinner y Tall (1981, citados por
Meel, 2003), quienes mencionan que un estudiante va adquiriendo conceptos, en tanto
construya imagenes de los mismos; esa evocacion de imagenes permite que se construya un
puente entre el concepto y lo que el estudiante percibe de este, pero no significa que siempre
haya coherencia entre las partes, es decir, la imagen del concepto puede ser diferente de la

definicion formal del concepto.

Como lo afirma Meel (2003), en este caso, el término imagen del concepto incluye
todas las imégenes mentales, las propiedades y procesos, ejemplificando la forma en que un
estudiante comprende un concepto en particular; ademas, las imagenes del concepto no son
necesariamente coherentes en todo momento. Desde este punto de vista, Villa (2011)
establece que cuando la imagen del concepto que tiene el estudiante, tiene coherencia con la
definicion formal del concepto, es entonces, que se puede hablar de comprensién; Tall y
Vinner (1981, citado por Meel, 2003) establecen que en esta simultaneidad y
complementariedad surge la comprension y ello presenta algun sentido real de conflicto o
confusion; donde la confrontacién de la imagen del concepto del estudiante y el concepto
formal admitido es fundamental para determinar y evidenciar cual puede ser la comprension

de un concepto en particular.

La comprension durante la operacion con representaciones multiples
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Meel (2003) retoma a Kaput (1987, citado por Meel, 2003) para mencionar que “la
energia cognitiva existe en representaciones multiples y vinculadas” (p. 230), proporcionando
una redundancia y permitiendo al estudiante suprimir algunos aspectos de ideas complejas y
enfatizar en otras. De hecho, estas mismas representaciones y sus vinculos posibilitan en los
estudiantes la comprension de ideas complejas de forma nueva y aplicarlas efectivamente

(Kaput, 19892, citado por Meel, 2003).

Adicionalmente, Meel (2003) retoma el término representaciones de Kaput
(1985,1987b, citado por Meel, 2003) como “un término trans-tedrico que contiene
definiciones: cognitiva y perspectiva, computarizada, explicativa, matematica y simbodlica”
(p- 229), que dentro de la matemadtica “coopera en la instalacion de objetos matematicos,
relaciones y procesos mediante la creacion de un ambiente en el cual se comparten los

artefactos culturales lingiiisticos que pueden expresarse en la comunidad” (pp. 230-231)

En esta perspectiva, Villa (2011) afirma que “desde este punto de vista la
comprension esta asociada con la construccion de significado, el cual a su vez, evoluciona en
la construccion y la utilizacion de representaciones y simbolizaciones” (p. 41), logrando el
desarrollo de la comprension, que se alcanza desde las operaciones fisicas observables a las
operaciones mentales hipotéticas; desde estos parametros se consigue una negociacion entre
lo observable y lo mental; haciendo el cambio de las operaciones fisicas a las operaciones

mentales (Meel, 2003).
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La comprension desde el punto de vista de las construcciones de las concepciones

operacionales y estructurales

Se utiliza la afirmacién de Sfard (1991, citado por Meel, 2003) donde define “los
cimientos de las matematicas como dos entidades: conceptos y concepciones” (p. 232). En
este sentido, en Sfard (1991, citado por Meel, 2003) se establece que aquellos conceptos
expresados por ideas oficiales y formales, definidos mateméaticamente, son los aceptados por
la comunidad matematica. Ademas, Meel (2003) menciona que las concepciones son aquellas
que estan representadas y vinculadas internamente en el estudiante y que, a su vez, estas son

causadas por el concepto en si; es decir es la manera como el estudiante entiende el concepto.

Sfard (1991, citado por Villa, 2011) sefiala que las concepciones operacionales
pueden visualizarse y permitir una mirada dindmica y secuencial; son dificiles de describir
pero se relacionan con procesos, algoritmos y acciones a nivel fisico o mental, mientras que
la concepcidn estructural es mucho més abstracta, integrada y detallada que la concepcion

operacional.

Desde este punto de vista, Sfard (1994, citado por Meel, 2003) menciona que asi se
lleva la comprension més alla de la capacidad de resolver problemas o probar teoremas,
igualando “la comprension con la construccion de vinculos entre los simbolos y la evolucion
de una concepcion estructural” (p. 233);Meel (2003) precisa que esta dualidad de las dos
concepciones no opera separadamente, por el contrario, son complementarias, en el sentido

de que ambas son visiones del mismo concepto formalmente albergado por la matematica.
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7.2.  Concepto de comprension de Pirie y Kieren

Pirie y Kieren (1990, citados por Meel, 2003) consideran, en su trabajo de evolucion
de la comprension matematica, algunas respuestas sobre este concepto de comprension, desde
las ideas de Sierpinska (1990, citada por Meel, 2003). La teoria de la evolucion de la
comprension de estos autores se desarrolla a partir de la definicion constructivista de VVon
Glasersfeld (1987, citado por Meel, 2003) sobre la comprensidn, quien la percibié como “un
proceso continuo para organizar las estructuras del conocimiento de una persona” (p. 235).
Igualmente, abordamos el concepto de comprension de la forma en que Pirie y Kieren (1989,

citado por Meel, 2003) lo conciben:

La comprension se puede definir como estable pero no lineal. Es un fendmeno recursivo, y
la recursién parece ocurrir cuando el pensamiento cambia los niveles de sofisticacion. De
hecho cada nivel de comprensién se encuentra contenido dentro de los niveles subsiguientes.
Cualquier nivel particular depende de las formas y los procesos del mismo y, ademas, se

encuentra restringido por los que estan fuera de él. (p.235)

7.3. Los niveles o estratos del modelo

Los elementos del modelo de Pirie y Kieren sobre la evolucién de la comprension

matematica, se encuentran descritos por ocho niveles, que se muestran en la imagen3.
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Imagen3 Diagrama que representa el modelo para la comprension de Pirie y Kieren.

(Villa, 2011, p. 44).

Retomando las ideas de Pirie y Kieren (2006, citados por Villa, 2011), con respecto al

marco teorico, se puede utilizar para:

Describir no solo estos niveles de comprension, sino también para trazar las conexiones
entre los conceptos y el crecimiento del entendimiento en el tiempo, asi mismo, para

enfatizar en que cada estrato de comprension esta contenido en los niveles sucesivos. (p.45)
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De esta manera, Pirie y Kieren (2006, citados por Villa, 2011) afirman que este
modelo no esta pensado para usarse como herramienta para categorizar, ubicar en estratos o
niveles, sino que su filosofia esta pensada para ofrecer una alternativa de conceptualizacién y
descripcion de las complejidades inherentes a la comprension matemaética. De acuerdo con
Pirie y Kieren (2006, citados por Villa, 2011), esta teoria para la evolucion de la
comprension se convierte en una herramienta para visualizar los procesos de evolucién de la

comprension matematica de individuos o colectivos.

Este modelo de la evolucion de la comprension matematica esta clasificado en ocho

estratos, que se describen a continuacion.

Nivel 1. Primitiveknowing (conocimiento primitivo). Meel (2003) se refiere al
punto inicial del conocimiento, un punto basico y no un bajo nivel especifico de matematicas.
Es decir, “el contenido central es toda la informacion que el estudiante atrae a la situacion de
aprendizaje” (p. 236). En relacion a dichos contenidos, estos se han analizado y reflexionado
con distintos nombres, de acuerdo con los autores: Leinhardt (1988, citado por Meel, 2003)
“conocimiento intuitivo” (p. 236); Brown, Collins y Duguid (1989, citado por Meel, 2003)
“conocimiento situacional” (p. 236) y Saxe (1988, citado por Meel, 2003) “conocimiento

previo o informal” (p. 236).

Meel (2003) precisa que este nivel es un cuestionamiento nuevo del sujeto. Kieren y
Pirie (2006, citados por Villa, 2011), mencionan que “como observadores, nunca podremos

saber exactamente el conocimiento primitivo de otra persona; sin embargo, podemos
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construir diversas interpretaciones a partir de la evidencia de que se ponga a nuestra

disposicion a través de unas acciones fisicas, verbales o escritas” (p. 45).

Nivel 2. Imagemaking (creacion de imagen). De acuerdo con Meel (2003) en este

segundo estrato:

El estudiante es capaz de realizar distinciones con base en capacidades y conocimientos
anteriores. Estas imagenes pueden ser representaciones pictoricas, pero también se presentan
como imagenes mentales como resultado de otras representaciones; las acciones que se
realizan en este estrato involucran el desarrollo de las concesiones entre los referentes y los

simbolos. (p. 237)

Por lo tanto, “las acciones que se realizan en este estrato se relacionan con que el
estudiante realiza algo mental o fisico, para obtener una idea sobre el concepto” (Meel, 2003,
p. 237). El resultado de las actividades y las acciones realizadas en este nivel, implican el
desarrollo de conexiones entre los referentes y los simbolos de un concepto en

especifico(Meel, 2003).

Nivel 3. Imagehaving (comprension de la imagen). Pirie y Kieren (1992, citados

por Meel, 2003) afirman que:

Las imégenes asociadas con una sola actividad se reemplazan por una imagen mental. El
desarrollo de estas imagenes mentales, 0 mas precisamente iméagenes orientadas por un
proceso mental, libera las matematicas del estudiante a partir de la necesidad de realizar

acciones fisicas particulares. (p. 237)
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En la perspectiva de Pirie y Kieren (1992, citados por Meel, 2003), dichas imégenes
mentales han sido analizadas y reflexionadas con diferentes nombres, Davis y Vinner (1986,
citado por Meel, 2003) como “imagen de conceptos” (p. 237); Davis (1984, citado por Meel,
2003) como “marcos” y “representacion de estructuras de conocimiento” (p. 237) y Driver y
Easley (1978, citado por Meel, 2003) como “esquemas alternativos de los estudiantes” (p.
237). En la linea de Meel (2003), la libre imaginacion de cierto concepto irrestricto en
desarrollos fisicos, desencadena una imagen notoria en afinidad a la evolucion del
conocimiento matematico en cuestion; ello hace que el estudiante pueda reconocer y utilizar
estas imagenes para efectivamente reconocer las propiedades globales de los objetos e
imagenes matematicas que se estudien. En este estrato, el estudiante puede elaborar, sostener,

ademas de entender imagenes particulares de la comprension del concepto (Villa 2011).

Nivel 4. Propertynoticing (observacion de la propiedad). De acuerdo
conMeel(2003), un estudiante después de haber construido diversas imagenes de un
concepto, puede estar en la capacidad de examinar dichas iméagenes; en consecuencia, él
puede establecer y determinar los atributos, conexiones, y distinciones relacionadas de dichas
imagenes con una imagen en particular. Segin Meel (2003) “la diferencia entre las acciones
del estrato de observacién de la propiedad y las del estrato de obtencién de la imagen es la
capacidad de observar las equivalencias y explicar las técnicas necesarias para desarrollarlas”

(pp. 237-238).

Nivel 5. Formalizing (formalizacion). Segun Meel (2003), en este estrato,
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El estudiante es capaz de conocer las propiedades para abstraer caracteristicas comunes de
clases de imagenes. El lenguaje usado para describir un concepto no tiene que ser un lenguaje
matematico formal; sin embargo, las descripciones generales suministradas por los estudiantes

deben ser equivalentes una definicién matematica adecuada. (p. 238)

En esta perspectiva, Meel (2003) afirma que en este nivel, el estudiante debe estar
familiarizandose con el concepto formal y sus conceptos periféricos; estas imagenes mentales
construidas a través de propiedades observadas, admiten el abandono de acciones mentales
propias de la persona para darle paso a la adquisicion de las definiciones matematicas
completas, pero focalizandose en el concepto en especial; la conectividad entre este y otros

conceptos se mantiene minima y local.

Nivel 6. Observing (observacién). Meel (2003) menciona que en este estrato, el
estudiante debe estar en capacidad de referenciarse bajo su pensamiento formal. Es decir, de
acuerdo con Villa (2011),“posee la habilidad para considerar y consultar su propio
razonamiento (aspecto metacognitivo) formal” (p. 47). Ademas, Meel (2003) afirma queel
estudiante estd en la capacidad de “observar, estructurar y organizar los procesos de
pensamiento personales” (p. 238). De la misma manera, el estudiante debe tener la facultad

de “producir verbalizaciones relacionadas con la cognicidn, sobre el concepto formalizado”

(p.238).

Nivel 7. Structuring (estructuracion).Tal como Meel (2003) precisa, si el estudiante

es capaz de lograr una organizacion en las observaciones formales, la coherencia se
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determina cuando estas observaciones formales son verdaderas; luego, el estudiante toma
conciencia de las interrelaciones, y explicita dichas observaciones a través de un sistema
axiomatico; en este estrato o nivel, el estudiante va de lo particular hacia una estructura
general mayor. En esta misma perspectiva el estudiante, segiin Michener (1978, citado por
Meel, 2003) relaciona esta idea formal, “a través de varios dominios y percibe la
interconexion de diversas teorias™ (p. 239);es decir, dicho estudiante en el nivel de
estructuracion, esta capacitado para explicar y teorizar las organizaciones de las
observaciones formales en términos de una estructura logica, asi como lo es un sistema

axiomatico (Meel, 2003).

Nivel 8. Inventizing (invencion):Los planteamientos de Meel (2003) establecenque
el uso de lainvencidn no es exclusivo solo en este estrato, ello también puede ocurrir en otros
niveles, y se utiliza para sefialar la capacidad del estudiante para desprenderse del
conocimiento ya estructurado, de una comprension total de un concepto, con el propdésito de
crear nuevas preguntas que pueden desencadenar y dar como resultado un concepto nuevo y

diferente.

7.4. Caracteristicas fundamentales del modelo

Caracteristica de la Fractalidad.Esta es una de las caracteristicas mas importantes
del modelo de comprension de Pirie y Kieren (1990, citado por Meel, 2003), donde los

nivelas mas externos cubren los internos, por ejemplo, se “podria observar a una persona
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durante el nivel de invencién como si tuviera su comprension previa total como una nueva

accion primitiva” (p. 239).

Es decir, Pirie y Kieren (1990, citados por Meel, 2003), establecen que una nueva
invencion se presenta como un conocimiento primitivo, el cual trae el estudiante en su mente;
0 sea, que se observa el conocimiento primitivo como una composicion de modelos
completos analogos a la totalidad; ello advierte la importancia que tiene el centro interno del
modelo, que es el conocimiento primitivo, en nuevas invenciones que envuelven los niveles

anteriores de este modelo; logrando una comprension no finita e inacabada de los conceptos

estudiados. Asi lo muestra la siguiente imagen 4.
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Imagen 4. Diagrama de las caracteristicas fractales del modelos de Pirie y Kieren

(Villa, 2011, p. 50).
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Caracteristica de redoblado (Folding back). De acuerdo con Pirie y Kieren (1991-
1992, citado por Meel, 2003), es la caracteristica mas importante de este modelo de
comprension; su dindmica consiste en la posibilidad de redoblar o volver hacia atras, para
Ilegar a niveles més internos; en esta repeticion o reexaminacion, el estudiante extiende la
comprension actual y no adecuada que tiene acerca de un concepto, por lo cual, permite una
mayor vision y avance respecto a su punto de partida, perfeccionando en cada folding back
su comprension. En palabras de Meel (2003), “la extension se presenta doblando de nuevo
hasta que repetidamente se construya y reorganice el conocimiento del estrato interno de la

persona, y de esta manera se extienda mas atin la comprension del estrato interno” (p. 241).

Los limites de falta de necesidad. Esta caracteristica del modelo de Pirie y Kieren
(1992b, citado por Meel, 2003) se refiere a una comprension méas desarrollada y radica en
“que no requiere necesariamente los elementos de los estratos mas bajos” (p. 243).En la
imagen3, se nota que, segin Meel (2003), la primera frontera es la creacidn de imagen pero
mas alla de ella el estudiante no tiene la necesidad de una imagen o de un significado preciso
para una actividad eminentemente matematica; esto no significa que aunque el estudiante no
necesite de los niveles anteriores, él no pueda usarlos; de hecho, en la caracteristica de
redoblado, la persona nuevamente reorganiza y reconstruye la comprension de niveles mas
interiores; es decir, que tiene un acceso si lo desea 0 de ser necesario frente a las anteriores
comprensiones, con la finalidad de expandir su proceso de comprension en los niveles méas

externos. Ocurren en esta caracteristica, en la perspectiva de Pirie y Kieren (1994, citado por
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Meel, 2003), otros limites de la falta de necesidad, los cuales se encuentran en la imagen5,

entre la observacion de la propiedad y la formalizacidn, y entre la observacion y la estructura.

Imagen 5. Caracteristica de los limites del modelo de Pirie y Kieren (Villa, 2011, p.

52).

La complementariedad de la accion y la expresion, orientada a la forma.Con
respecto a esta caracteristica del modelo de comprension de Pirie y Kieren, Meel (2003)
precisa que, excepto en el nivel del conocimiento primitivo y, a su vez, en el nivel de
invencidn, en cada uno de los demas niveles, esta contenida una complementariedad tanto en
forma como en proceso, de acuerdo con la imagen 6. De igual manera, Meel (2003) afirma

que:
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Estas acciones orientadas a la forma se presentan como una demostracion de un agente
externo que intenta determinar el estrato de comprension en el que un estudiante se encuentra
operando. Por lo tanto la ausencia de la accién complementaria que se presenta en el estrato

no demuestra que un estudiante esté trabajando en un estrato en particular. (p.241)

Por ejemplo, Pirie y Kieren (1991, citado por Meel, 2003) precisan que el nivel de
creacion de imagen, estad conformado por dos elementos complementarios que son:
realizacion de la imagen, donde la persona observa el trabajo previo como algo terminado sin
regresar a este, y el andlisis de la imagen, que es la oportunidad de revisar la imagen, para

dar construccion al concepto, sin necesariamente seguir un derrotero o patron.

Imagen 6. Los elementos complementarios de nivel interno (Meel, 2003, p. 241).

Pirie y Kieren (1991, citado por Meel, 2003) retoman que la comprension de una

imagen, también tiene dos elementos complementarios que son: la primera es la
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visualizacion de una imagen, donde la persona reconoce un elemento diferente, pero no
relacionado con su imagen mental de un concepto en especifico, ademas posee la capacidad
de explicar el porqué; vy, la segunda, es la expresion de una imagen, donde la persona puede
articular y razonar acerca de los elementos que difieren o se adecuan a cierta imagen. De
acuerdo con Pirie y Kieren (1994, citado por Meel, 2003), el nivel de observacion de la
propiedad tiene como elementos complementarios: la prediccion de la propiedad y el registro

de la propiedad. Por lo tanto, Meel (2003) puntualiza que:

El acto de la prediccién de la propiedad relaciona la imagen con una propiedad observada por
el estudiante, y el registro de la propiedad es un acto que incorpora dentro de la estructura
cognitiva del estudiante la propiedad observada como algo que existe y parece funcionar. (p.

243)

En la linea de Pirie y Kieren (1994, citado por Meel, 2003), el nivel de la observacién
de la imagen y el de la observacion de la propiedad, producen comprensiones temporales que
pueden disminuir sino se regula con la expresion complementaria, y asi puede obstaculizar el

movimiento a otros niveles mas elevados de este modelo de comprension.

El estrato o nivel de la formalizacién de Pirie y Kieren (1994, citado por Meel, 2003),
los dos elementos complementarios son: “la aplicacion del método y la justificacion del
método” (p. 142); en tanto, la observacion tiene dos elementos que se complementan que son:

“la identificacion de las caracteristicas y la descripcion de las caracteristicas” (pp. 242-243).
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Y, por ultimo, el nivel de estructuracion de Pirie y Kieren (1994, citado por Meel,
2003) posee dos elementos complementarios que son: “la conjetura de un teorema y la

demostracion de un teorema” (p. 243).

A continuacion, se muestra, en la imagen 7, los anillos con complementos de accion y

expresion, donde se puede visualizar mejor cada nivel y su respectiva complementariedad.

Imagen 7. Anillos con complementos de Accidn y Expresion (Meel, 2003, p. 242).
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Abreviaciones de los anillos con complementos de accion y expresion de Pirie y

Kieren (Meel, 2003, p. 242)

NIVEL Y ABREV. [ ABREV. NOMBRE ABREV. NOMBRE

Conocimiento

primitivo CP

Creacion de la Al Anadlisis de laimagen | RI Realizacion de la

imagen CR-I imagen

Comprensién de | El Expresion de la Vi Visualizacion de la

la imagenCO-I imagen imagen

Observacionde | RP Registro de la PP Prediccion de la

la propiedad OP propiedad propiedad

Formalizacion F | JM Justificacion del AM Aplicacion de método
método

Observacion O | DC Descripcion de las IC Identificacion de las
caracteristicas caracteristicas

Estructuracion E | DT Demostracionde un | CT Conjetura de un
teorema teorema

Invencion |

8. Metodologia

8.1. Paradigma

El enfoque cualitativo es el que mejor se ajusta a la consecucién del objetivo general
y, claro esta, a responder la pregunta de investigacion; en este sentido, sera la base para los
métodos de recoleccidn de informacidn y sus respectivos analisis. Este paradigma se centra,
seglin Alvarez- Gayou (2003), en que la observacion, medicion o apreciacion se enfoquen

en la realidad o contexto que se quiere conocer. Por este hecho, es importante no perder de



UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educaciéngq

vista que cada persona o estudiante tiene su propio contexto y realidad y, por ende, su
subjetividad es construida de manera diferente, tanto en su forma de avanzar en sus procesos
de comprension o desarrollar algin aprendizaje. Por ello, es importante partir de pruebas
diagndsticas y realizar actividades con doblado de papel, que permitan analizar la
comprension de los estudiantes acerca del concepto de semejanza y de congruencia como

caso particular de esta.

Cada sujeto tiene un avance en la comprension diferente de los demas y, en el
presente trabajo, aprovechamos las ventajas que tiene el enfoque cualitativo de investigacion.
Una de ellas es que va desde los particular a lo general; de acuerdo con Hernandez,
Fernandez y Baptista (2010) “las investigaciones cualitativas se basan mas en una légica y
proceso inductivo (explorar y describir, y luego generar perspectivas tedricas). Van de lo
particular a lo general” (p. 9). En cuanto a esto, Londofio (2011) afirma que el enfoque
cualitativo basa su importancia en la recoleccion de informacion no estandarizada y en el
andlisis de cada caso y cada dato investigado, asi se llega entonces a una perspectiva
compacta y general de lo investigado que podria posibilitar soluciones para la comprension

de un concepto en especifico, dependiendo del contexto de los sujetos.

Por otro lado, Hernandez, Ferndndez y Baptista (2010) afirman que el método
cualitativo es flexible en cuanto permite regresar a etapas anteriores, lo cual puede ser
notado en la eleccion de los participantes, dado que, por razones relativas al contexto, se
debid realizar un cambio en las caracteristicas de los estudiantes elegidos y, en general, del

grupo que se queria investigar; por lo tanto, esto hizo que se generaran modificaciones y
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ajustes en el disefio de la investigacion. Con el andlisis de la informacidn también puede
suceder: pueden resultar modificaciones, como aquellas relacionadas con la evaluacion de
otro tipo de informacion o tener que aumentar o disminuir el nimero de participantes, para

poder comprender sus realidades y poder extraer conclusiones generales.

8.2. Método

En esta investigacion se ha optado por usar el método de estudio de casos, como
disefio particular de la investigacion pues, segun Yin (2009), es abordado cuando se
responden preguntas relacionadas con el como o0 por qué en una investigacion; pero también
cuando se posee un control precario sobre los eventos y, sobre todo, cuando el foco de la
problemaética se encuentra en un fenébmeno contemporaneo dentro de un contexto real como

el que se encuentra en este trabajo.

Por otra parte, Londofio (2011) afirma que el estudio de caso es utilizado para el
andlisis de informacion, en diversas disciplinas cientificas y, por ende, en el &mbito
educativo; dado que este método sirve de lupa para observar y analizar aspectos de una
investigacion, que de otra manera no se llagaria a su identificacion. Para nuestra
investigacion es fundamental, puesto que estamos en un contexto real, con sujetos o
estudiantes diversos, los cuales tienen maneras diferentes para alcanzar la comprension de

uno u otro concepto.
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De esta manera, Stake (1999) considera que los investigadores que utilizan el
paradigma cualitativo “destacan la comprension de las complejas relaciones entre todo lo que
existe” (p. 42). De igual forma, de acuerdo con Stake (1999), la comprension tiene un
componente psicoldgico bien pronunciado, desde el punto de vista de la empatia,
sentimientos, pulsiones y motivaciones. En este sentido, el método de estudio de casos,
resulta ser una herramienta poderosa para visualizar los ritmos de comprension de los sujetos

en estudio.

Por su parte, Martinez (2006) afirma que el estudio de casos es una herramienta muy
valiosa que ayuda al investigador a comprender conductas de las personas involucradas en la
investigacion; los datos se pueden obtener de diferentes fuentes tanto cualitativas como
cuantitativas (entrevistas, registro de archivos, observaciones directas, observaciones de los
participantes, encuestas, y objetos fisicos); esta combinacién de fuentes ayuda a describir,

verificar o generar teoria que permita la explicaciéon de nuevos fenémenos.

8.3.  Participantes

Los participantes de este trabajo de investigacion son estudiantes del grado décimo de
una Institucion Educativa de la ciudad de Medellin, de caracter pablico, cuyo modelo
pedagdgico esta basado en lo social (social activo). La mayoria de los estudiantes pertenecen
a los estratos 1 y 2. En particular, el grupo del grado décimo tiene 40 estudiantes; si bien, las

actividades se llevaron a cabo con todos los estudiantes, solo se analizara el proceso de
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comprension de tres de ellos, ya que cada estudiante tiene su propio proceso de aprendizaje y

su propia realidad. En este sentido, Hernandez, Fernandez y Baptista (2010) postulan que:

La “realidad” se define a través de las interpretaciones de los participantes en la

investigacion respecto de sus propias realidades. De este modo convergen varias “realidades”,

por lo menos la de los participantes. Ademas son realidades que van modificandose conforme

transcurre el estudio y son las fuentes de datos. (p. 9)

Por lo anterior, es complejo analizar el proceso de comprension de cuarenta
estudiantes; por lo tanto, se eligieron tres estudiantes que poseian las siguientes

caracteristicas:

- Facilidad en el doblado de papel

- Tengan conceptos previos de geometria como punto, segmento, figuras
geomeétricas (triangulos, cuadrados, por ejemplo), figuras tridimensionales (cubos), entre

otros.

- Que tengan facilidad para expresar sus ideas de forma escrita y oral, con el

propdsito de poder identificar los procesos de comprension de los estudiantes.

Con estos estudiantes, se procedera a realizar un analisis de las maneras en que el
doblado de papel permite la comprension de la congruencia como caso particular de la

semejanza, para intentar responder a nuestra pregunta de investigacion.
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8.4. Meétodos de recoleccidn de la informacién

Este trabajo de investigacion utiliza como métodos de recoleccién de la informacion:

- La observacion en contexto de los sujetos implicados en el proyecto. Stake (1999)
menciona que los contextos se deben describir pues ayudan a encontrar semejanzas entre los
casos; ademas, también ayudan al lector a involucrarse con el mismo, como si estuviera ahi
presente. De la misma manera, Hernandez, Fernandez y Baptista (2010) afirman que la
observacién no solo se limita al sentido de la vista, sino que implica los demés sentidos, para
poder hacer una observacion del ambiente fisico, del ambiente social y humano, de las

actividades individuales y colectivas, de hechos relevantes, entre otros.

- La entrevista. Esta es una herramienta que ayuda a describir en profundidad los
contextos y los procesos que cada estudiante vivio durante el proceso de las actividades Stake
(1999) establece que la entrevista es el cauce principal para llegar a las realidades multiples,
al considerar que cada entrevistado haya tenido una experiencia Unica y brinde respuestas que
den cuenta de una descripcion de un episodio. Hernandez, Fernandez y Baptista (2010)
afirman que es un dialogo en el cual se intercambia informacion entre el entrevistado y el

entrevistador que ayuda a la construccién conjunta de significados de un tema en especifico.

- Revision del material de los estudiantes. Las construcciones hechas mediante el
doblado de papel y las respuestas de las actividades, se van a revisar para poder analizar los

procesos de comprension de los estudiantes del estudio de casos, en cuanto a los conceptos de
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semejanza y congruencia. Hernandez, Fernandez y Baptista (2010) explican que la
recoleccion de informacion tiene una funcion fundamental y es dar un mayor entendimiento

de las experiencias de los estudiantes.

8.5.  Camino metodoldgico propuesto

A continuacion, se hace una breve descripcion de las actividades que se desarrollaron

con los estudiantes del grado 10°, para dar consecucion a los objetivos del estudio.

- Prueba diagndstica que nos muestra las dificultades que tienen los estudiantes sobre la

comprension de la semejanza y la congruencia como caso particular de esta.

- Laconstruccién de un cubo con doblado de papel, en la cual se realizan preguntas
intencionadas a los estudiantes a medida que se desarrolla la actividad, con el fin de ir
encontrando pistas acerca de lo que ellos comprenden del concepto de semejanza y de

congruencia.

- Laconstruccién de un cubo con doblado de papel, que a diferencia de la actividad
anterior, en esta se pretende desarrollar un cubo mas grande, con el propdsito de que los

estudiantes comparen la figura pequefia con la méas grande.

- Actividad de modelacion, donde se trabajara a la par con los dos cubos, con la
intencion de encontrar y comparar sus volumenes; se realizaran, a su vez, preguntas

intencionadas para que el estudiante pueda encontrar constantes de proporcionalidad y pueda
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reconocer cuando dos figuras son congruentes o semejantes, y pueda, ademas, encontrar la

relacion entre semejanza y congruencia.

El esquema de actividades para la evolucion de la comprension del concepto de

semejanza, a través del refinamiento continuo en las actividades propuestas, es el siguiente:

NIVEL 1: NIVEL 2: NIVEL 3: NIVEL 4:
CONOCIMIENTO | CREACION DE | COMPRENSION | OBSERVACION
PRIMITIVO LA IMAGEN DE LA IMAGEN | DELA
PROPIEDAD
Actividad | Actividad Il: Se Actividad I11I: Se Actividad IV:
odiagnostica: que elabora la realiza nuevamente | Actividad de
pretende visualizar | construccion de un | la actividad II, modelacién, donde
qué comprenden los | cubo con doblado sobre la se trabajara a la par
estudiantes sobre el | de papel, con una construccién del con los dos cubos,
concepto de medida especifica, | cubo; pero estavez | con laintencion de
semejanza, y de realizado con seis se realiza con un encontrar y comparar
congruencia, a maodulos idénticos, | modulo mas sus volimenes; se
través de ciertas los cuales se grande. La realizaran, a su vez,
preguntas que se ensamblan y intencionalidad de | preguntas
encuentran en dicha | generan la figura. A | las preguntas, es intencionadas para
actividad. medida que se que el estudiante que el estudiante
desarrolla esta explore en sus pueda encontrar
construccion se conocimientos constantes de
hacen unas primitivos y proporcionalidad y
preguntas establezca pueda reconocer
intencionadas, que | distinciones que cuando dos figuras
faciliten el proceso | ayuden al proceso | son congruentes o
de comprension. evolutivo de la semejantes, y pueda,
comprension del ademas, encontrar la
concepto como tal. | relacion entre
semejanzay
congruencia. El
estudiante podria
reconocer y utilizar
estas imagenes para
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identificar
propiedades globales
de los objetos e
imagenes
matematicas del
concepto de
semejanzay, en
consecuencia, pueda
entender imagenes
particulares de la
comprension del
concepto. Con esta
actividad el
estudiante puede
establecer algunos
atributos especificos
del concepto que le
podrian permitir
llegar a la
comprension del
concepto de
semejanza, ademas,
comprender que la
congruencia es un
caso especial de la
semejanza.

8.6.

Actividades disefiadas

Las actividades disefiadas se presentan a continuacion:
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PRACTICA PEDAGOGICA |

ACTIVIDAD DIAGNOSTICA

NOMBRE:

Estimado(a) estudiante: la presente actividad diagnostica pretende recolectar informacion
acerca de los conceptos geométricos de congruencia y semejanza; por lo cual, le solicitamos
responder con seriedad y sinceridad, ya que sus aportes son de gran importancia para el
trabajo de investigacion que se esta realizando en el area de geometria, en la Licenciatura de
Matematicas y Fisica de la Universidad de Antioquia.

A continuacion se presentan varias preguntas, en algunas de ellas se solicita dar respuestas

que estén relacionadas con surealidad; favor escribir con claridad opiniones y experiencias.

1. ¢Escriba con sus propias palabras cuando dos figuras son semejantes?
2. ¢Escriba con sus propias palabras cuando dos figuras son congruentes?
3. ¢Si una figura es congruente con otra, entonces también seran semejantes?

Explique su respuesta mediante un ejemplo.
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4. ¢ Si dos figuras son semejantes, entonces seran congruentes? Explique su
respuesta mediante un ejemplo.
5. Relacione mediante flechas, las figuras de la columna A con sus respectivas figuras

semejantes de la columna B.

COLUMNA A COLUMNA B

/\
[
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6. Relacione mediante numeros, las figuras de la columna A con sus respectivas figuras

congruentes de la columna B (pueden sobrar figuras en la columna B).

COLUMNA A COLUMNA B
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FACULTAD DE EDUCACION

DEPARTAMENTO DE ENSENANZA DE LAS CIENCIAS Y LAS ARTES

PRACTICA PEDAGOGICA 11 A
; UNIVERSIDAD
ACTIVIDAD 1: CONSTRUCCION DE UN CUBO CON DOBLADO DE PAPE DE ANTIOQUIA

NOMBRE:

A continuacion, se realizara la construccion de una figura modular por medio del doblado de
papel. Se formularan preguntas concernientes tanto al mosaico de pliegues que surge de la
construccién del médulo, como del cubo mismo. Se sugiere que sean respondidas con la

mayor claridad que sea posible.
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Preguntas:

Sobre el modulo:

1. ¢ Qué relacién puede establecer entre las figuras AEOG, EBHO, OHDF y GOFC?

2. Corrobore, mediante el doblado de papel, si los lados y los angulos de las figuras

AEOG, EBHO, OHDF y GOFC son iguales. Explique el procedimiento realizado.

3. ¢ Qué relacién encuentra entre el lado del cuadrado ABDC vy el lado del cuadrado

AEOG?

4, ¢Qué porcion del area total del cuadrado ABDC, equivale el cuadrado OHDF?
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5. ¢Qué relacién puede establecer entre las 16 figuras que se formaron en el mosaico de

pliegues?

6. ¢ Qué relacién encuentra entre el lado del cuadrado ABDC y el lado del cuadrado

IING?

7. ¢Qué porcion del area total del cuadrado ABDC, equivale el cuadrado GNRQ?

Con la figura construida:
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1. Expligue si la figura que se construyd es un cubo.
2. ¢ Qué relacién puede establecer entre las caras del cubo?
3. Corrobore si los lados y los angulos de las caras del cubo son iguales. Explique el

procedimiento indicado.

4. ¢Qué relacién puede establecer entre los triangulos que se formaron en las caras del

cubo?

FACULTAD DE EDUCACION

DEPARTAMENTO DE ENSENANZA DE LAS CIENCIAS Y LAS ARTES

UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA
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PRACTICA PEDAGOGICA 11

ACTIVIDAD 2: CONSTRUCCION DE UN CUBO CON DOBLADO DE PAPEL

NOMBRE:

En esta actividad se realizard la misma figura modular de la actividad 1. Se formularan

preguntas concernientes tanto al mosaico de pliegues que surge de la construccién del
modulo, como del cubo mismo. Igualmente se preguntara por las relaciones que pueden
existir entre el cubo menor y el cubo mayor. Este resultado nos dara pie para encontrar y
visualizar relaciones que van en via de la comprension. Se sugiere que sean respondidas con

la mayor claridad que sea posible.
Preguntas:

Sobre el modulo:

1. ¢Qué relacion puede establecer entre las figuras A'E'O'G", EEB'H'O", OH'D'F" y

G OFC?
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2. ¢ Qué relacién puede establecer entre el cuadrado AEOG del médulo menor y el
cuadrado A'E"O°G” del médulo mayor?Establecer también la relacion entre el cuadrado
EBHO con E'B'H"O’; el cuadrado OHDF con O'"H'D’F" y el cuadrado GOFC con G'O'F'C’

del mddulo menor y el médulo mayor, respectivamente

3. Corrobore, mediante el doblado de papel, si los lados y los angulos de las figuras
AEO'G,EBHO,OHDF yGOFC soniguales. Explique el procedimiento

realizado.

4. ¢ Qué relacién encuentra entre el lado del cuadrado ABDC del mddulo menor y el lado
del cuadrado A'B"'D’C” del médulo mayor?Ademas,¢qué relacion encuentra entre el lado del

cuadrado AEOG del mddulo menor y el lado del cuadrado A"E'O"G” del médulo mayor?

5. ¢ Qué porcion del area total del cuadrado A"B"D"C’, equivale el cuadrado
O’H'D’F?A su vez, analice qué porcion de area total corresponde el cuadrado ABDC del

modulo menor con respecto al cuadrado A"B"D”C’ del médulo mayor?
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6. ¢ Qué relacién puede establecer entre las 16 figuras que se formaron en el mosaico de

pliegues del modulo menor con las 16 formadas en el médulo mayor?

7. ¢ Qué relacién encuentra entre el lado del cuadrado A'B"D’C” y el lado del cuadrado
I"J’N"G"?Comparelos con el lado del cuadrado respectivo ABDC y el lado del cuadrado

IING?

8. ¢Qué porcion del area total del cuadrado ABDC, equivale el cuadrado A'B'D"C"?

Con la figura construida:
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1. Explique si la figura que se construy6 es un cubo.
2. ¢ Qué relacién puede establecer entre las caras de ambos cubos?
3. Determine si los lados y los angulos de las caras de uno de los cubos son iguales a los

lados y los angulos de las caras del otro. Explique el procedimiento empleado.

4. ¢ Qué relacién puede establecer entre los triangulos que se formaron en las caras de

cada cubo?Compare ambos cubos
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FACULTAD DE EDUCACION

ACTIVIDAD IV: CONSTANTES DE PROPORCIONALIDAD Y VOLUMEN DE
LOS CUBOS

NOMBRE:

Para tener en cuenta: en la presente actividad hallaremos el volumen de las dos figuras
construidas con doblado de papel, para encontrar constantes de proporcionalidad; esto nos

ayudard a identificar cuando dos figuras son congruentes o semejantes.

Tendremos presente las siguientes variables:

L: medida del lado de la hoja del médulo grande.

I: medida del lado del cubo grande.

En uno de los médulos, con la ayuda de un 1apiz, marcamos uno de los bordes de alguna de
las caras del cubo; posteriormente, desarmamos ese médulo y, al observarlo detenidamente,

veremos el segmento subrayado, el cual nos servira para encontrar el volumen del cubo;
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notemos, en las cicatrices del moédulo, que el lado del cubo es una diagonal de un cuadrado.

Por medio del Teorema de Pitagoras, podemos hallar el valor de la diagonal.

¢Qué dice el teorema de Pitagoras?

Recuerde que el teorema de Pitagoras establece que en un triangulo rectangulo con

hipotenusa h y catetos c¢; Y c,, se cumple que: h? = (c1)? + (C2)?

¢ Qué clase de triangulo se forma con el lado del cubo I? ;Por qué?

¢Puede usar el teorema de Pitagoras? ,Coémo?

Si L es el lado de la hoja de papel, con la que se inici6 la construccion, ¢cuanto miden los

catetos del triangulo rectangulo que tiene hipotenusa 1?

Esboce el teorema de Pitagoras, considerando los catetos en términos de L:
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Con respecto a lo anterior, realice las siguientes acciones:

1. Encontrar la medida del lado I, en términos de L (segmento subrayado en la cicatriz

del moédulo, que en este caso es una hipotenusa).

2. Hallar el volumen del cubo grande. Recuerde que la expresion para hallar el volumen

del cubo es V = (1)

Ahora, repetiremos el procedimiento anterior para encontrar el volumen del cubo pequefio.

Para ello, tenga en cuenta los siguientes cambios:
M: medida del lado de la hoja del médulo pequefio.
m: medida del lado del cubo pequefio.

3. Encontrar la medida del lado m, en términos de M (segmento subrayado en la cicatriz
del médulo, que en este caso es una hipotenusa).
4. Hallar el volumen del cubo pequefio. Recuerde que la expresion para hallar el

volumen del cubo es V’ = (m)*

De acuerdo con las construcciones de los cubos en doblado de papel, se puede determinar que

L ,
M = > ¢Por que?

5. Teniendo en cuenta lo anterior, encuentre el volumen V’ en términos de L
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6. Después de encontrar las medidas de los volimenes del cubo grande y del cubo

pequefio (V y V’) en términos de L, analice la siguiente proporcion:

V' medida del volumen del cubo pequefio

V  medida del volumen del cubo grande

Note gue algunos términos iguales se simplifican, arrojando como resultado una constante de
proporcionalidad. ¢Qué significado matematico cree que tiene? ¢ Cuantos cubos pequefios

caben en el cubo grande?

7. Corroborar la respuesta con las construcciones realizadas con doblado de papel, es
decir, en este caso introduzca el cubo pequefio dentro del cubo grande. ¢ Qué puede concluir
al respecto?

8. Si tuviéramos cuatro cubos pequefios dentro del cubo grande, ¢ cual seria la fraccion
de volumen que los representa?

9. Si tuviéramos ocho cubos pequefios dentro del cubo grande, ¢cual seria la fraccion de
volumen que los representa?

10.  Siunen cuatro caras de los cubos pequefios, formando un nuevo cuadrado, visto desde
el plano, ¢qué relacién tiene este con la cara del cubo grande? ¢ Son semejantes? ¢ Son
congruentes? ¢Por qué?

11.  ¢Qué relacién puede establecer entre los lados del cubo grande y los lados del cubo

pequefio? ¢Son figuras semejantes o son figuras congruentes? ¢Por qué?
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12.  ¢Siconsideras el cubo grande y lo comparas con los 8 cubos pequefios
distribuyéndolos de tal manera que se forme otro cubo similar al grande, ¢son las caras de
ambos cubos congruentes? ¢Son semejantes? ¢Por qué?

13.  Considera las respuestas de las tres preguntas anteriores, ¢podrias encontrar una
relacion entre la semejanza y la congruencia? ¢Cudl seria esa relacion?

14.  ;Se podria decir que dos figuras que son semejantes, son congruentes?

15. ¢ Se podria decir que dos figuras que son congruentes son semejantes? ;Cuél es la

constante de proporcionalidad?

7.7.  Tabla de descriptores

A continuacion, presentamos una tabla de descriptores hipotéticos que pueden

caracterizar la comprension de los conceptos de semejanza y de congruencia, como caso
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particular de la semejanza. Esta tabla surgi6 del analisis del Modelo de Pirie y Kieren y de las
actividades desarrolladas en la investigacion, que se mostraron en el apartado anterior. La
comparacion continua y constante de los descriptores con las actuaciones de los estudiantes
durante el trabajo de campo, nos permiten analizar su proceso de comprensién y ubicarlos en
alguno de los niveles del marco teérico. Es importante mencionar que en este trabajo de
investigacion, solo se propusieron actividades hasta el nivel 4 del modelo, pues se considera

que no es posible alcanzar los demas, en un proceso de ensefianza y aprendizaje en

secundaria.
NIVEL 1: NIVEL 2: NIVEL 3: NIVEL 4.
CONOCIMIENTO | CREACION DE COMPRENSION | OBSERVACION
PRIMITIVO LA IMAGEN DE LA IMAGEN | DELA
PROPIEDAD

1.1 Reconoce 2.1 Reconoce 3.1 Comprende el 4.1 Reconoce
cuando dos figuras | algunas nociones de | concepto de relaciones de
tienen la misma geometria como: semejanza de proporcionalidad.
forma. punto, segmento, figuras, mediante

rectas paralelas, construcciones con

rectas doblado de papel.

perpendiculares,

entre otras, en

construcciones con

doblado de papel.
1.2 ldentifica las 2.2 Realiza algunas | 3.2 Comprende el 4.2 Establece
clasificaciones de construcciones concepto de relaciones
los triangulos y de | geométricas con congruencia de matematicas de
los cuadrilateros. doblado de papel. figuras, mediante proporcionalidad

construcciones con | entre lados
doblado de papel. correspondientes de
figuras semejantes

1.3 Identifica los 2.3 Reconoce la 4.3 Concluye que la
angulos y los lados | definicion de congruencia de
de una figura congruencia de figuras es un caso
geomeétrica. figuras. particular de la
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semejanza de

figuras.

1.4 Percibe el 2.4 Reconoce la
concepto de definicion de
semejanza. semejanza de

figuras.
1.5 Percibe el
concepto de 2.5 Realiza
congruencia. comparaciones

entre dos figuras
geomeétricas y sus
partes, para
establecer
relaciones.

0. Analisis de la informacion

9.1. Metodologia del analisis de la informacion

El anélisis de la informacién, al ser realizado con datos no centralizados, se convierte

en un analisis no es estadistico; al respecto, Hernandez, Fernandez y Baptista (2010) afirman:

La recoleccion de los datos consiste en obtener las perspectivas y puntos de vista de
los participantes (sus emociones, prioridades, experiencias, significados y otros aspectos
subjetivos). También resultan de interés las interacciones entre individuos, grupos y
colectividades. Debido a ello, la preocupacién directa del investigador se concentra en las

vivencias de los participantes tal como fueron. (p. 9)
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Para la recoleccion de la informacidn, se utilizaron técnicas como las que se

mencionan a continuacion:

1. Observaciones no estructuradas realizadas por los integrantes de la

investigacion durante la realizacion delas actividades, luego fueron transcritas y analizadas.

2. Revision del material de los estudiantes, resultado de la realizacion de las
actividades.
3. Transcripcion de las entrevistas realizadas a los estudiantes escogidos.

Esto nos da a entender que cada estudiante vive su propio proceso de comprension y
vive su propia realidad; por ende las técnicas utilizadas en la investigacion deben dar cuenta
de cada proceso de los estudiantes que participan en la investigacion, y su modo de
comprender un concepto, en este caso la congruencia como un caso particular de la

semejanza.

9.2. Secuencia de las actividades

La actividad diagnostica 1, que fue aplicada al grupo del grado 10° de una Institucion
Educativa situada en la ciudad de Medellin, se realiz6 con todos los estudiantes del mismo; el
propdsito era reconocer los conocimientos previos de los estudiantes (conocimientos
primitivos), aspecto que nos ayudaria a fortalecer el planteamiento del problema del trabajo

de investigacion y, a su vez, identificar en que nivel del modelo de Pirie y Kieren se
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encontraban los estudiantes. Se pudo inferir que la mayoria de estudiantes no pasaban del

nivel 1 de conocimiento primitivo.

Actividad 2, construccién de un cubo por medio del doblado de papel. Esta actividad
también se realiz6 con todo el grupo, con la intencién de motivarlos con una clase diferente
a una magistral. Los estudiantes, al ir respondiendo unas preguntas guiadas, se fueron
apropiando de algunos conceptos geométricos. Este momento fue aprovechado por los
investigadores, para observar los estudiantes que podrian hacer parte del estudio de casos de
la investigacion. Se pudo percibir que esta actividad dio un buen resultado, dado que se
destacd el trabajo en grupo; algunos estudiantes mostraron ciertas destrezas con los dobleces,
para crear los modulos; a su vez, ayudaban a los que eran menos héabiles. Entre todos los
integrantes del grupo, se hacian puestas en comdn para responder las preguntas; esto permitio
que la actividad fuera méas interesante, pues los estudiantes lograban establecer relaciones

geomeétricas para responder los interrogantes.

Actividad 3, de construccién de un cubo de diferente tamafio al anterior. Con esta
actividad, se buscaba que los estudiantes pudieran comparar las dos figuras construidas y
establecer relaciones entre los dos médulos con sus cicatrices. Estas construcciones se
Ilevaron a cabo con todo el grupo, pero se observaron con méas profundidad las actuaciones de
aquellos que hacian parte del estudio de casos. Es importante rescatar el trabajo en grupo,
pues se ha percibido que las interacciones entre los estudiantes permiten la comprension de
algunos conceptos geométricos, asociados con las construcciones. Se noto, ademas, mas

habilidad para los dobleces y mas rapidez para el analisis de las preguntas.
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Actividad 4 donde se obtiene la medida de los volimenes del cubo grande y pequefio
para realizar comparaciones y llegar a constantes de proporcionalidad, que ayudaran a
comprender los conceptos de semejanza y de congruencia. Esta actividad solo se realiz6 con
los tres estudiantes seleccionados para el estudio de casos. Se percibié que fue muy
enriquecedora, dado que los estudiantes compartian sus respuestas, las argumentaban y
lograron responder, de buena manera, a las tareas propuestas. Es claro que se notaron
dificultades a la hora de realizar calculos en términos de una variable, o de llegar a alguna
formalizacién. Normalmente, a los estudiantes se les facilita mas el trabajo con constantes o
medidas fijas; trabajar con variables se les convirtié en un obstaculo, que dificulto el
célculode los volimenes de las figuras construidas,el cual era un paso fundamental para
poder encontrar proporciones entre los volumenes y llegar a la relacion entre la semejanza y
la congruencia, pero este aspecto no fue motivo de estudio en la investigacion. Sin embargo,
si se considera fundamental analizarlo dentro de un proceso general de ensefianza y

aprendizaje de geometria.

9.3.  Anadlisis del proceso de los estudiantes

9.3.1. Proceso de Damian.

El estudiante, cuyo seuddnimo es Damién, es atento y disciplinado; fue elegido para
ser parte del estudio de casos; su disposicion permitio que el desarrollo de las actividades
fuera dindmico porque participd activamente de las discusiones, construyendo las figuras y

formulando nuevos cuestionamientos. Es importante mencionar que este estudiante es
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repitente del grado décimo, por sus falencias en lengua castellana y en algunas materias de la
media técnica, que fueron las que le ocasionaron la pérdida del afio lectivo.

Para realizar un analisis de cbmo Dami&n comprende el concepto de semejanza, y la
congruencia como caso particular de la misma, a continuacion se hara explicito su proceso en

el desarrollo de cada una de las actividades:

Actividad I. Las respuestas del estudiante Damian en la prueba diagnostica, cuyo
proposito era reconocer el estrato del conocimiento primitivo, se presentan en las imégenes
8a,8b y 8c.En dicha actividad, Damian contestd cuatro preguntas y dos ejercicios de
comparacion, los cuales nos permiten dilucidar en qué estrato de comprension se encuentra 'y
cémo comprende el concepto de congruencia como caso particular de la semejanza,
considerando los conocimientos previos que tiene sobre los conceptos de poligonos,

semejanza y congruencia.
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Imagen 8a.Respuestas escritas por Damién en la Actividad Diagnostica.

Tal como se percibe en la imagen 8a, en las tres primeras preguntas, se nota que el
estudiante reconoce las nociones de semejanza o de congruencia, pues manifiesta que la
semejanza se relaciona con figuras parecidas que tienen la misma forma y, la congruencia, la
asocia con figuras de igual tamafio y forma; sin embargo, en la pregunta cuatro, parece
manifestar que la congruencia implica semejanza y viceversa. Es decir, cree que son
conceptos iguales. Esto nos permite inferir que no comprende los conceptos objeto de

estudio, ni distingue que la congruencia es un caso particular de la semejanza; de acuerdo con
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sus respuestas, parece recurrir a unos conocimientos previos que tiene y que consideramos
errados, los cuales deberian estar claros, por ser conceptos trabajados en afios anteriores. Por

lo tanto, no ha alcanzado la comprensién de los conceptos ni las relaciones que se dan entre

ambos.
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elacione mediante nimeros, las figuras de la columna A con sus respectivas figuras
congruentes de la columna B (pueden sobrar figuras en la columna B).
|

COLUMNA A COLUNMNA B |
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Imagen 8b.Respuestas escritas por Damian en la Actividad Diagndstica.

elacione mediante flechas, las figuras de la columna A con sus respectivas figuras
semejantes de la columna B.
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Imagen 8c. Respuestas escritas por Damién en la Actividad Diagndstica.

De acuerdo con las respuestas de Damian a las comparaciones que se presentaron en
las imagenes 8b y 8c, percibimos que identifico que dos objetos son congruentes, pero
también reconocio el concepto de semejanza parcialmente; ademas, reconocio figuras planas
identificando sus caracteristicas como: lados, angulos, entre otros. Al mismo tiempo, se

observa que acerté en ambas comparaciones.



UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educaciéngs

Anélisis de los descriptores del nivel 1, para el conocimiento primitivo.

La actividad | o actividad diagnostica se asocia con los descriptores del segundo
nivel: conocimiento primitivo. A continuacion, se caracterizara el proceso vivido por el

estudiante, de acuerdo con dichos descriptores.

1.1. Reconoce cuéndo dos figuras tienen la misma forma. Mediante las actividades
y el rastreo que se hizo de Damian, podemos establecer que reconoce la igualdad de la forma
entre figuras. Por ejemplo, se pudo constatar en la actividad diagndstica, en las imagenes 6b y
6c, que puede relacionar objetos que tienen la misma forma, pues realizé de manera correcta
la asociacion y comparacion entre figuras geométricas, tanto congruentes como semejantes.

1.2.  Identifica las clasificaciones de los triangulos y de los cuadrilateros. De
acuerdo con las respuestas de la actividad diagndstica, se puede inferir que identifica algunas
figuras geométricas, como cuadrilateros y triangulos, pero no es posible afirmar que reconoce
las clasificaciones de los mismos. Es probable que en actividades posteriores, se pueda
establecer el cumplimiento del descriptor.

1.3.  Identifica los &ngulos y los lados de una figura geométrica. El
desenvolvimiento del estudiante en esta actividad, al relacionar de manera correcta formas
independientes de la posicion, nos lleva a inferir que identifica los conceptos de angulos y de
lados, en las figuras geométricas.

1.4.  Percibe el concepto de semejanza. De las respuestas de la actividad I, las

cuales pueden ser observadas en la imagen 6a, se nota que el estudiante lo escribe, entonces
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podemos inferir que Damian percibe cuando dos figuras son semejantes y lo hace de una
manera explicita mediante la forma de comparacion de las figuras en las iméagenes 8b, 8c.
1.5.  Percibe el concepto de congruencia. De las respuestas de la actividad I, como
se observa en la imagen 8a, se nota que el estudiante lo redacta, de manera tal que podemos
inferir que Damian percibe cuando dos figuras son congruentes y lo hace de una manera

explicita mediante la forma de comparacion de las figuras en las iméagenes 8b y8c.

De acuerdo con las actuaciones del estudiante en los dos ultimos descriptores, el 1.4y
el 1.5 podemos encontrar que percibe e identifica cuando dos figuras son semejantes o
cuéando son congruentes; pero debido a que en la pregunta cuatro de la imagen 6a su respuesta
no es satisfactoria, entonces Damién no ha logrado percibir la relacion que hay entre
congruencia y semejanza; por lo tanto podemos decir que no comprende que la congruencia

es un caso particular de la semejanza.

Teniendo en cuenta el andlisis anterior y, considerando los ejercicios de la actividad |
o diagndstica, podemos concluir que el estudiante quedé ubicado en el nivel 1: conocimiento
primitivo de Pirie y Kieren (1990, citado por Meel, 2003). Sus actuaciones posteriores, en las
actividades siguientes, nos posibilitaran analizar los descriptores de los demas niveles y, asi
mismo, establecer si ha comprendido que la congruencia es un caso particular de la

semejanza.

Actividad I1.Se realiz6 la construccion de un cubo en origamimodular (de seis

modulos) por medio del doblado de papel (ver imagen 9b). También se formularon preguntas
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intencionadas tanto al mosaico de pliegues (imagen 9a), que surge de la construccion del

moddulo, como al cubo mismo.

Imagen 9a. Modulo realizado por el estudiante Damian.
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Imagen 9b. Cubo realizado por el estudiante Damian.

Este estudiante, como tiene habilidades de motricidad fina, realiza correctamente los
pasos que el orientador va indicando con el doblado de papel. Cada uno de los seis modulos,
son hechos de igual manera; por ultimo, se arma el cubo con los médulos. Logrando un cubo

tridimensional y tangible.

De acuerdo con la actividad realizada, Damian encontrd figuras semejantes a partir de
los pliegues que quedaron después de la construccion del médulo y en la visualizacién de las
caras del cubo, reconociendo el concepto de semejanza y de congruencia por separado. Como
por ejemplo, en observaciones y dialogos casuales sostenidos con €l, nos dijo que facilmente
se notan dieciséis cuadrados iguales o congruentes, o también en cada cuadrado encontr6 dos
triangulos isdésceles, que a su vez son rectangulos y congruentes, como se percibe en la
imagen 9a. De igual manera, lo ratificé al volver a armar la figura de la imagen 9b

mostrando notoriamente sus actitudes frente al doblado de papel. Algunos conceptos



VY .

UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educaciéngg

geométricos los pudo enunciar facilmente: “el punto es en donde dos pliegues se cruzan, una

recta es el pliegue...”. Esto indica que algunas nociones de geometrias las comprende.

Asi mismo, sefiala algunas figuras geométricas que se forman tanto en el cubo armado
como en los pliegues que quedan al desdoblar uno de los modulos; ademas de percibir el
concepto semejanza y de congruencia, identifica tangible y visualmente dichas figuras,
reconociendo de alguna manera el concepto de semejanza y congruencia por separado;
Damiéan muestra en los médulos cuando dos figuras son semejantes y cuando dos figuras son

congruentes.

En la imagen 9c, se registraron algunas preguntas escritas a las que Damian
respondié mientras trabajé armando el cubo y, al mismo tiempo, se le observaba de manera

continua; estas preguntas permitieron caracterizar sus conocimientos geométricos.
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Imagen 9c: Respuestas de Damién a las preguntas intencionadas.

El trabajo que registra Damian en esta actividad, muestra que tiene un conocimiento
primitivo adecuado; de acuerdo con la pregunta 1, en la figura 9c, Damian encontrd
relaciones entre los cuadrados, y ademas sabe corroborar con el doblado de papel que tienen

la misma medida. De acuerdo con las preguntas 2 y 3 de la figura 9c, el estudiante encontrd
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una relacion de proporcion entre los dos cuadrados tanto en los lados como en el area, al
responder que el lado pequefio expuesto, es un cuarto del lado del cuadrado més grande; asi
mismo, en las preguntas 4, 5y 6 de la figura 9c, determind la proporcién de area de los
dieciséis cuadrados pequefios en comparacion con el cuadrado del moédulo total 1:16. Con
respecto a las cuatro preguntas relacionadas con el cubo construido (figura 9c) se noté su
versatilidad en la construccion con doblado de papel del cubo, declarando en cada respuesta,

un conocimiento adecuado.

Anaélisis de los descriptores del nivel 2, para la creacion de la imagen.

La actividad Il se asocia con los descriptores del segundo nivel: Creacion de la
imagen. A continuacion, se caracterizara el proceso vivido por el estudiante, de acuerdo con

dichos descriptores.

2.1 Reconoce algunas nociones de geometria como: punto, segmento, rectas paralelas,
rectas perpendiculares, entre otras, en construcciones con doblado de papel. De acuerdo con
la construccién del cubo y, a partir de las ejemplificaciones realizando los dobleces,
reconocemos que las nociones de punto, segmento, rectas paralelas, entre otras, las recrea

por medio del doblado de papel, tal y como se muestra en las imagenes 9a y 9b.

2.2 Realiza algunas construcciones geométricas con doblado de papel. El estudiante

mostrd, durante esta actividad, que tenia habilidades para las construcciones con doblado de
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papel, tal y como se muestra en la imagen 9a, la cual representa un solo modulo de los seis

necesarios para construir el cubo pequefio que se muestra en la imagen 9b.

2.3 Reconoce la definicion de congruencia de figuras. De acuerdo con las preguntas
intencionadas que se le hicieron y, considerando la observacion del proceso hecha por los
investigadores, se percibe que Damian muestra algunas figuras congruentes, esto se hizo a
partir del cubo mostrado en la imagen 9b.

2.4 Reconoce la definicion de semejanza de figuras. De acuerdo con las preguntas
intencionadas que se le hicieron, se pudo determinar que Damian muestra algunas figuras
que son semejantes, a partir del cubo que se muestra en la imagen 9b.

2.5 Realiza comparaciones entre dos figuras geométricas y sus partes, para
establecer relaciones. A partir de las respuestas del estudiante en la imagen 9c, podemos
observar que cumple con este descriptor, dado que puede encontrar las caracteristicas de
figuras como cuadrados y triangulos; ademas compara formas y tamafios, para establecer
relaciones de semejanza y/o congruencia.

Anélisis de la caracteristica FOLDING BACK. Cuando Damién hace los médulos
para la construccion del cubo y luego desarma uno de ellos, repite en su propia interlocucion
“estos triangulos son semejantes, estos son iguales”. En este orden de ideas, Damian transita
constantemente por un FOLDING BACK respecto al tipo de tridngulos o cuadrilateros,
refinando cada vez mas esos modelos de conceptos en geometria; ademas, arma el cubo
nuevamente, después construye un séptimo mddulo y, de igual manera, compara los
triangulos que se observan en el mosaico de pliegues de dicho modulo con los triangulos del

cubo armado; revisando en cada momento si son figuras congruentes o semejantes.

De acuerdo con el analisis anterior, aunque sus respuestas son cortas pero acertadas y,
considerando los ejercicios de la actividad |1, podemos concluir que el estudiante quedd

ubicado en el nivel II: creacion de la imagen de Pirie y Kieren (1990, citado por Meel, 2003).
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Sus actuaciones posteriores, en las actividades siguientes, nos posibilitaran analizar los
descriptores de los demas niveles y, asi mismo, establecer como ha comprendido que la

congruencia es un caso particular de la semejanza.

Actividad I11.En esta etapa se hace la misma actividad Il; pero ahora se realiza la
construccién del modulo del cubo con una hoja de papel méas grande. Se percibi6 que este
estudiante, en particular, tuvo un avance en su comprension; por lo tanto, decidimos hacerle
algunas preguntas verbales, en virtud de que parecia haber llegado a que la congruencia es
un caso particular de la semejanza. De igual manera, fuimos comparando algunas respuestas
orales con las respuestas que escribio en las preguntas de la imagen 9c de la actividad II;
estas preguntas intencionadas tenian el proposito de que el estudiante explorara nuevamente
en sus conocimientos primitivos y de creacion de la imagen, para establecer distinciones que

ayuden al proceso evolutivo de la comprensién de los conceptos como tal.
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Imagen 10a.Mddulo hecho por Damian para construir el cubo grande.
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Imagen 10b.Construccién del cubo grande por parte de Damian.

Los seis modulos grandes son construidos por el estudiante de una manera facil y
relativamente rapida. El estudiante se le convoca a reflexionar y a contestar mentalmente
cada una de las preguntas mostradas en la imagen 9d. Damian dice en voz baja, “pues s
exactamente lo mismo”. Luego, para constatar si realmente comprende el concepto de
congruencia, se le pregunta, al desdoblar dos de los modulos grandes después de haber

armado el cubo, lo siguiente:
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Profesor: ¢puedes notar en algunas como son las figuras geométricas que dejan las

trazas de dos de los médulos?

Damian: “hombre profe, algunas son semejantes con los del modulo pequerio”.

Profesor: ahora escoge un mddulo desdoblado del cubo pequefio y comparalo.

Damian: “son iguales en forma... ah y tienen las mismas trazas de doblado, pero uno

es mas pequerio que el otro”.

Profesor: ¢conoces la palabra semejanza?
Damian: “si, es cuando algo se asemeja a otra cosa... como por decir los mellizos se
asemejan. También en los modulos anteriores se tiene semejanza. Es mas el grande y el

pequerio son semejantes, pues son cuadrados”.

Profesor: ¢conoces la palabra congruente?

Damian: “Uff profe... Ah, ya, es cuando son igualitos; asi por ejemplo como en los
seis modulos del cubo grande o también en los seis modulos pequerios ™.

Profesor: ¢entonces qué se puede decir de dos médulos del cubo pequefio?

Damian: “son iguales también”.

Profesor: ¢ entonces como son?
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Damian: “ah, congruentes. Pero profe en cada modulo se ven triangulos, cuadrados
y segmentos congruentes, mejor dicho salen varias cosas como por ejemplo: rectas paralelas
0 rectas perpendiculares, triangulos isosceles, triangulos rectangulos”.

Profesor: ¢qué relacion encuentras entre la congruencia y la semejanza?

Damian: “No sé, pero en la semejanza las figuras tienen la misma forma, y la
congruencia es cuando las figuras tienen las mismas medida y forma”.

Profesor: ¢entonces qué es la congruencia respecto a la semejanza?

Damian: “No profe no le veo, es que son diferentes la semejanza y la congruencia”.

En este caso, Damién realiza correctamente con doblado de papel las figuras
orientadas por el profesor como se muestra en la imagen 10a; pero también utiliza esta
estrategia en la construccién del cubo mostrado en la figura 10b. En esta misma linea, se
percibid, ademas, la manera como fue relacionando sus conceptos al compararlos con las
preguntas de la imagen 9d, pero finalmente no alcanza la comprension de la congruencia

como caso particular de la semejanza; es decir, Damian no encuentra la conexion.

Anélisis de los descriptores del nivel 3, para la comprension de la imagen.

La actividad Il se asocia con los descriptores del tercer nivel: comprension de la
imagen. A continuacion, se caracterizara la informacion recolectada sobre el proceso vivido

por el estudiante, de acuerdo con dichos descriptores.



UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educaciéngg

3.1 Comprende el concepto de semejanza de figuras, mediante construcciones con
doblado de papel. En esta ocasion, mediante los pliegues que quedan después de desdoblar
uno de los médulos, pudimos percibir, en sus comparaciones, que comprende el concepto de
semejanza al sefialar que el médulo pequefio y el mddulo grande son semejantes; de igual
manera, expone que los dobleces y las figuras geométricas correspondientes de cada modulo

también son semejantes.

3.2 Comprende el concepto de congruencia de figuras, mediante construcciones con
doblado de papel. Al respecto, se visualizd en toda la actividad que comprende por medio del
doblado de papel qué es la congruencia y la sefiala en la comparacion entre los médulos del

mismo cubo; asi mismo, lo enuncia en las preguntas intencionadas que se le hicieron.

Damian también transita por un FOLDING BACK al hacer uso de otros conceptos
béasicos de la geometria; ademas, revisa esos conceptos por medio de la actividad 111 en
comparacion con la actividad Il. Este estudiante reconoce la semejanza y la congruencia;
igualmente lo percibe por medio de las construcciones hechas con doblado de papel. El
origami se podria presentar como un medio para que Damian pueda alcanzar la comprension

de la congruencia como un caso particular de la semejanza.

De acuerdo con el analisis de toda la actividad 111, se infiere que respondié de manera
acertada las preguntas, entonces podemos concluir que el estudiante quedo ubicado en el
nivel 111: de comprension de la imagen de Pirie y Kieren (1990, citado por Meel, 2003). Falto

que encontrara la relacion que hay entre la congruencia y la semejanza, pero esto lo puede
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alcanzar en el nivel IV. Sus actuaciones posteriores, en las actividades siguientes, nos
posibilitardn analizar los descriptores del dltimo nivel considerado en esta investigacion y asi
mismo establecer cbmo ha comprendido el concepto de congruencia como caso particular de

la semejanza.

Actividad V. En esta actividad se retoman las construcciones de los cubos pequefio y
grande, tal como se hicieron en las actividades Il y 11, respectivamente. EI propoésito era que
el estudiante planteara reflexiones e hiciera un andlisis sobre el concepto de semejanza y de
congruencia como caso particular de esta. Se presentan, ademas, una serie de preguntas que
se realizan de forma escrita. Se espera que Damian pueda reconocer y utilizar imagenes para
identificar propiedades mas globales de los objetos, en particular, imagenes matematicas del
concepto de semejanza. Las construcciones de los cubos, tanto de los pequefios como del
grande, se realizaron en grupos de estudiantes, asesorados por los investigadores, de tal forma
que la actividad fuera més dinamica y en colectivo; intencionalmente se logré que los tres

estudiantes del estudio de casos trabajaran de manera conjunta.

Las actividades de construccion con doblado de papel de los diferentes cubos se

muestran en la imagen 11a.
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Imagen 11a.Construccién de los diferentes cubos.

Se realiza la actividad y luego se procede a desdoblar algiin médulo del cubo grande y
algunos de los pequefios, para resolver las preguntas de la actividad IV, cuyas respuestas se
pueden observar en las imagenes 11d, 11e y 11f. Los estudiantes pudieron construir y
desarmar los diferentes cubos, segln lo que se pedia, pero cada uno contesto las preguntas de
manera independiente; de acuerdo con esto procedieron a responder las preguntas; en algun

momento ellos necesitaron aclaraciones sobre las preguntas y pertinentemente lo hicimos.
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Para tener en cuenta: en la presente actividad hallaremos e volumen de las dos figuras construikias con doblado de

papel, para encontrar constantes de proporcionalidad; esto nos ayudard a identificar cuando dos figuras son congruentes
0 semejantes.

Tendremos presente |as siguientes variables:
L: medida dei lado de la hoja del médulo grande.
I: medida del lado del cubo grande,

En uno de los mbadulos, con la ayuda de un lapiz, marcamos uno de los bordes de alguna de las caras del cubo;
posteriormente, desarmamos ese modulo y, ot observario detenidamente, veremos el segmento subrayado, el cual nos
sewiréparaonoomarelvohmondolcubo:no!em.mbsmddmédub,meelladoddcuboesumdlagond
de un cuadrado. Por medio del Teorema de Pitagoras, podemos hallar el valor de la diagonai.

) ’ Suma
i 2 é' &n(‘vado o’? ‘0 "Ifblfuuﬂo L 'QV(" alee 2

L Qué dice el teorema de Pithgoras e T —Zvadhe Jo 4
RocuemqueeltoaomadePMgotasestablooaqueenunme\guboonhipotmahywﬁmc,yc,.se
cumple que: b = (cs)* + (c2)’

|
LQué clase de tridngulo se forma con el kado del cubo 17 4 Por qué? (V'CW‘C’N‘O NE(TO Pof 954' L
J -
of lado  del tbo guede dividicls exm 2
" Fiaaad ey Y
. Puede usar ¢l teorema de Pitdgoras? ;Coémo? 51, UhlQouw oo mMeg dos
Mu”"PI' caundo @l OVOC{quo y batondo vatd Pova ol tesyllocdp

Si L es ol lado de la hoja de papel, con ia que se inicid la i6n, Lcudnto miden los catelos del tridngulo rectanguio
que tiene hipotenusa I? ’OP). L 25 do 419_1(/‘3(4 f entoutes | o4 tqua o /4

o SR J L
Esbocedtooremadeﬁtégotu.conmerandoloswetosenwmhosdeu -

Con respecio a lo anterior, realice las siguientes acciones: =

1. Encontrar la medida del lado |, en términos de L (segmento subrayado en [a cicatriz del médulo, que en este caso es

una hipotenusa).
L Y R o> Ml £ 1671 2 3D
L‘ 4" '6 Tg lé -~ - —-'—8
2. Hallar el vdumenddcubow\do.Rocwdoquehexprubnpmhalardvowmendawbouv-(l)’
- 4
VR

Imagen 11d. Respuestas de Damian en la actividad 1V.

En esta parte de la actividad, después de haber construido seis cubos pequefios y un
cubo grande y al analizar los modulos desdoblados, podemos observar en la imagen 11d que
Damian utiliza el teorema de Pitdgoras y muestra conocimientos geométricos generales
fundamentales para seguir con el proceso, aungue con algunos errores argumentativos y
procedimentales. Por ejemplo, el estudiante afirmo que el triangulo formado es recto, pero la

razon que utiliza para ello no la escribe correctamente y, sin embargo, comenta “es
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rectangulo y tiene dos lados iguales”; de igual manera, al realizar la accién uno recurre a la
medida y determina que el largo de los lados del triangulo “es un cuarto del grande ”, pero
cuando hace la operacion fraccionaria, se equivoca en el resultado de “h?”, aunque debid
escribir la relacion en términos de “1”, al mismo tiempo comenta “pero eso no da”. Al
realizar la accion dos, toma a “l” como una medida, y comenta que da uno a la tres. Damian
en este instante no logra comprender lo que visualiza e interpreta del ejercicio. A pesar de
ello, en este caso afirma verbalmente con seguridad “profes es que el lado de la hoja del
modulo del cubo pequefio es la mitad del lado de la hoja médulodel cubo grande™. Se puede
inferir que Damian quedd con dudas frente a su procedimiento. En lo que sigue de la
actividad, tomd decisiones importantes que notan el convencimiento intuitivo del estudiante

frente a los conceptos objeto de estudio y permiten que el proceso continde.
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mmdMWMmmdm.dﬂmmﬁo.anwmmm
cambios:

M: medida del lado de la hoja del modulo pequefio.
m: medida del lado del cubo pequefio,

3. Encontrar la medida del lado m, en términos de M (segmento subrayado en la cicatriz del médulo, que en este caso
¢s una hipotenusa).

QJO (a Med'da a/é/ /aJO mayor €5 e/ t‘/oé/e
que la medido de lado meuor.
4. Hallar el volumen dol cubo pequet , erde que la expresién para halar el volumen del cubo o5 V' = (m)’
Ve () - A
&7 2l

De acuerdo con las construcciones de los cubos en doblado de papel, se puede determinar que M =

i

5. Teniendo en cuenta lo anterior, encuentre el volumen V' en términos de L
(B L -

2 8
6. m«mmmmmmummywmmwwmmy‘uau

mgxgﬁmw
f_t) ) { V' _ medida del vohumen del cubo pequefo
G "; V ~ Tmedida del volumen del cubo grande
i mmmhmmmumm.mmmmmmmwmmw.¢m
significado matematico cree que tiene? ; Cudntos cubes pequedios caben en el cubo grande?
L el tbo Wa“de Cabe. ¢ Wwbos Fegueuos
7. Corroborar la respuesta con las construcciones realizadas con doblado de papel, es decir, en este caso Introduzca ef
cubo dentro del grande. ; Qué puede concluir al respecto?
LIG, dilentes medidos  entie (66 dys  Gbos

8, smmmmmdmmddwbom.wﬂmmmdoﬂdovwmonmbswu?

% < 0.5 4 CU‘:O‘S /)41./050‘5 Cutuc\. 'a

ol Lad do{ rand ¢
9. Situviéramos ocho cubos pequedios dentro del cubo grande, ;cudl serfa la f de volumen que los represénta?

_@ = 9 8 libos Pege 508 whre (o
© todaoldod d// Yauolp.
10. Sl unen cuatro caras de los cubos pequefios, formando un nuevo cuadrado, visto ¢l plano, Lqué relacién tiene
este con la del cubo grande? ; Son semejantes? ¢ Son ? ¢ Por qué?
Sow u 1vUAﬁ€5 fovgue ol Oair (o5 A legueios
e.‘(,awofw a f{a s ma medfdg Luo (aro jrauJe
11.¢Mmmmmmmwwwmymmwmmmnmm
semejantes o son figuras 7 ¢ Por qué?
on Dewelau 3.4 !)ctgue b éu e o migma

[‘cjwa, ﬂ&vo lo medidg €5 6/’ ""‘61419

-
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Imagen 11e.Respuestas de Damian en la actividad 1V.

En la imagen 11e se perciben las decisiones que tomé Damian, de forma tal que
cambia la manera de realizar la actividad; asi mismo, se percibe que la parte procedimental
no se realiza como en la imagen 11d y toma los resultados que él percibe visualmente por
medio del trabajo realizado con la papiroflexia. La ventaja de tomar el doblado de papel
como medio para realizar la actividad, es que permite que los estudiantes con dificultades en
matema@ticas, puedan resolver problemas con otros métodos no formales y comprender
conceptos que no fueron alcanzados con otros modelos formales, quizas ensefiados de forma
tradicional.

Después de todo, se percibe que utiliza sus resultados y los expone claramente de
manera verbal, debido a que tuvo en cuenta las expresiones matematicas de comparacion,
medida, volimenes y proporciones. Igualmente, la forma explicativa que dio la plasmo en el
papel como se observa en la imagen 9d, razon por la cual llega a unos resultados aclaratorios
tangibles, en las respuestas de las acciones tres, cuatro, cinco, y seis de esta misma imagen. Si
consideramos de manera global las acciones siete, ocho, nueve, diez y once, reconocemos
una versatilidad en el manejo de los conceptos y en las comparaciones de los diferentes cubos
y los diferentes médulos, encontrando relaciones importantes para que planteara la
comprension de los conceptos de semejanza y de congruencia; por ende, coadyuvando en la
comprension de la congruencia como caso particular de la semejanza, que fue lo que nos

convoco para la realizacion de este proyecto.
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/ consideras ol cubo grande y lo comparas con los 8 cubos pequelios distribuyéndolos de tal manera que se forme
¥ otro cubo similar al grande, ¢ son las caras de ambos cubos congruentes? ¢ Son semejantes? ¢ Por qué?

. [ / ; @
6(,;\A /v()\/\avs«'@\}(z“s f)’J".q“('- i €an €rn ] mMIiS PG M-(’(‘l()/
13, Considera las respuestas de las tres preguntas anteriores, ¢ podrias ancontrar una refacién entre ia semejanza y la
congruencia? , Cudl seria esa relacdn? 4 A
5, Poigse hene Ya mitSma fqura,

14. ¢ Se podria decir que dos figuras que son semejantes, son congruent M (.(f, da
No ‘p), @ no oy Vv & Mi™ e
15. ,Se podr'la decir th dos figuras que son congruentes son semejantes? , Cudl es la constante de proporcionalidad?

. {)n' ))0,(,‘,‘,(/ }'6\/‘6‘ W (o M I omea

/JOVsMC{
. Ja - Guobaule Geria el Gbo grande

/ Y
Vol a6(0 /’)I’O fjo‘ (‘U(f‘(’/ es P/ Cubo /)‘J(N(VO

\_f d(l é {}/

il ks
’?O Q0@ es QJ' Ean 5o Mo fll r’l' ra
A —/1’1 %

ce sy ! /ado

Imagen 11f.Respuestas de Damian en la actividad IV.

Hasta el momento Damian, en su proceso, pareci6 estar alcanzando la comprension
total del concepto de semejanza y la forma particular en que se presenta, bajo el término de
congruencia, pero en la accién quince no llega a describir las relaciones de proporcionalidad
que hay entre dos objetos congruentes, que a su vez son semejantes, cuya constante de
proporcionalidad al comparar las medidas de los lados correspondientes es uno.

En el contexto en el que se realizo este proyecto, nos dimos cuenta de la necesidad de

utilizar una entrevista semiestructurada, ya que debiamos caracterizar si algin estudiante,
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después de realizar la actividad 1V, habia logrado la comprension de los conceptos de
semejanza y de congruencia, como caso particular del primero. A continuacion, se presentan
algunos apartados de la entrevista transcrita.

Apartes de la entrevista semiestructurada. Este instrumento de recoleccion de
informacion nos sirvio para constatar si en el transcurso de los dias, después de desarrolladas
todas las actividades, el estudiante analiz6 y reflexiond el concepto de semejanza y, en
especial, el caso particular de congruencia, de manera que se pueda establecer si hubo un
proceso de refinamiento recursivo, tal como lo planteanPirie y Kieren (1990, citado por Meel,
2003).

Profesor: ¢Coémo reconoces que dos figuras son semejantes?

Damian: “Cuando tiene la misma forma, es decir tienen los mismo angulos en este
caso de la actividad que hicimos los &ngulos son rectos de cada cara de un cubo grande y
otro pequerno”.

Profesor: ¢Coémo reconoces que dos figuras son congruentes?

Damidan: “Cuando ademds de tener la misma forma, 0 sea los mismos angulos,
también sus lados son iguales, pues el lado enfrente del angulo; por ejemplo dos cubos de los
pequerios”.

Profesor: ¢ Cuantas veces cabe el cubo pequefio en el cubo grande?

Damian: “caben ocho cubitos”.

Profesor: ¢Cual es la proporcion o relacion de un cubo pequefio respecto al grande?

Damian: “Es un octavo del grande”

Profesor: Ahora, ¢cudl es la proporcion de uno pequerio respecto a otro pequefio?
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Damian: jAhora sila vi... es uno?

Profesor: ¢Dos figuras son semejantes, entonces se puede decir que son congruentes?

Damian: “no, porque su relacion es diferente de uno... en cambio cuando son
congruentes la division... ah relacion de las dreas es uno, eso es que la congruencia esta
incluida en la semejanza”

Profesor: ¢Coémo entiendes que la congruencia es un caso particular de la
semejanza?

Damian: “Bueno, primeramente la proporcion es uno, y si €so es asi, de una son
semejantes, 0 sea toda cosa congruente con otra también es semejante; entonces la
congruencia es un caso especial de la semejanza, o sea si tienen los lados iguales y los

angulos iguales, pues uno a uno”

Anaélisis de los descriptores del nivel 4, para la observacion de la propiedad.

La actividad IV y la entrevista semiestructurada se asocian con los descriptores del
cuarto nivel: observacion de la propiedad. A continuacion, se caracterizara el proceso vivido

por el estudiante Damién, de acuerdo con dichos descriptores.

4.1 Reconoce relaciones de proporcionalidad. Podemos observar mediante las
imagenes 11e y 11f y en la transcripcion de la Gltima entrevista, que Damian reconoce lo
dicho por este descriptor; de hecho, estas relaciones de proporcionalidad son necesarias para

indicar si las figuras son semejantes o si particularmente son congruentes.
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4.2 Establece relaciones matematicas de proporcionalidad entre lados
correspondientes de figuras semejantes. A traves de las actividades desarrolladas con este
estudiante y, en especial con esta cuarta actividad, hemos percibido que Damién, aunque no
hace un proceso formal escrito, en el doblado de papel encontr6é una forma rapida para hallar
areas y volumenes de dos figuras semejantes y, por ende, pudo establecer la proporcionalidad
de lados correspondientes de figuras semejantes. En la manipulacion visual y tangible que
hizo Damian en las figuras construidas, hemos percibido que las operaciones las hacen
mentalmente y, ademas, las plasma en las hojas de respuestas, como por ejemplo en las

figuras 11e y 11f registra los resultados correctamente.

4.3 Concluye que la congruencia de figuras es un caso particular de la semejanza de
figuras. En la entrevista semiestructurada que se le hizo a Damian, pudimos percibir que
comprende las relaciones de proporcionalidad que se presentan entre los lados
correspondientes dedos figuras congruentes, ademas expresa que es uno y concluye que la

congruencia es un caso particular de la semejanza.

Analisis de la caracteristica FOLDINGBACK. Durante toda la actividad IV, hemos
percibido que Damian transita por esta caracteristica de FOLDINGBACK cuando, por
ejemplo, en las primeras dos acciones, mostradas en la imagen 11d,se observan obstaculos
para resolver los procedimientos solicitados; pero al proseguir con las acciones mostradas en
la imagen 11e, notamos un acercamiento mas forma la los conceptos de manera mental, pero
que, de igual manera, son registrados certeramente en la hoja de respuestas. La forma en que

Damian resolvio las acciones, se debe a la construccion y analisis de las figuras que se
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hicieron con el doblado de papel, dado que él pudo observar las propiedades globales y
particulares de los diferentes médulos debido a la visualizacion de su construccién con
origami, el cual es el medio que se utilizd para caracterizar como comprende el estudiante la
congruencia como caso particular de la semejanza.

En esta perspectiva, pudimos advertir que a Damian le toco volver a revisar los
conceptos de semejanza y de congruencia, para resolver las acciones mostradas en la imagen
11f. De igual manera, en la entrevista semiestructurada, retoma los conceptos de semejanza y
de congruencia, refinandolos cada vez mas y llegando a comprender que la congruencia es un
caso particular de la semejanza, tal y como lo enuncia cuando se le pregunta ;cémo entiendes
que la congruencia es un caso particular de la semejanza? “Bueno, primeramente la
proporcion es uno, y si eso es asi, de una son semejanza, 0 sea toda cosa congruente con otra
también es semejante; entonces la congruencia es un caso especial de la semejanza, o sea sSi
tienen los lados iguales y los angulos iguales, pues uno a uno”

De acuerdo con el analisis de toda la actividad IV y de la entrevista semiestructurada,
ambos asociados con los descriptores del nivel cuatro, donde Damién responde de manera
pertinente a la mayoria de las acciones de esta actividad y, considerando los desempefios de
las anteriores actividades, podemos concluir que este estudiante qued6 ubicado en el nivel 1V:
de observacién de la propiedad de Pirie y Kieren (1990, citado por Meel, 2003). De esta
manera, se registra que Damian comprende la congruencia como caso particular de la

semejanza, en las actividades realizadas, cuyo medio fue el doblado de papel.
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9.3.2. Proceso de Dalmata.

El estudiante, cuyo seudénimo es Dalmata, es atento y reflexivo; fue elegido para ser
parte de este estudio de casos,por su destreza con el doblado de papel, dado queél busca una
perfeccion en los dobleces y en la construccion de la figura como tal, para poder identificar
las propiedades que se generan y dar respuesta a las preguntas de las diferentes actividades; a
pesar de que es un estudiante callado, que casi no participa verbalmente en las discusiones,
hace un analisis y da respuestas concretas en las diferentes actividades, dando indicios de su

comprension y capacidad de interpretacion.

Para realizar un andlisis de como Dalmata comprende el concepto de semejanza, y la
congruencia como caso particular de la misma, a continuacion se hara explicito su proceso en

el desarrollo de cada una de las actividades:

Actividad I. Las respuestas del estudiante Dalmata en la prueba diagndstica, cuyo
propdsito era reconocer el estrato del conocimiento primitivo, se presentan en las imagenes
12a,12b y 12c.En dicha actividad, Dalmata contest6 cuatro preguntas y dos ejercicios de
comparacion, los cuales nos permiten dilucidar en qué estrato de comprension se encuentra y
cémo comprende el concepto de congruencia como caso particular de la semejanza,
considerando los conocimientos previos que tiene sobre los conceptos de poligonos,

semejanza y congruencia.
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Estimado (a) estudiante: la presente actividad diagnéstica pretende recolectar informacion acerca de
los conceptos geométricos de congruencia y semejanza; por lo cual, le solicitamos responder con
seriedad y sinceridad, ya que sus aportes son de gran importancia para el trabajo de investigacion
que se esta realizando en el area de geometria, en la Licenciatura de Matematicas y Fisica de la
Universidad de Antioquia.

A continuacion se presentan varias preguntas, en algunas de ellas se solicita dar respuestas que
estén relacionadas con su realidad; favor escribir con claridad opiniones y experiencias.

1. Escriba con sus propias palabras ¢cuando dos figuras son semejantes?

COoadD doa TAER0a 50N \GLANED

2. Escriba con sus propias palabras ;cuando dos figuras son congruentes?

OO0 A0S TGOS PO YKARN S0 e\ O A ONaAd

3. ¢Si una figura es congruente con otra, entonces también seran semejantes? Explique su
respuesta mediante un ejemplo.

oo, Meas OF pisels e TG F ol SLENe S0
a\am oS NeAACS

4. ;Si dos figuras son semejantes, entonces seran congruentes? Explique su respuesta
mediante un ejemplo.

Roy QUC 00 Ke08Q 50 g Yoaead { Gog
NCARSS 400 ESIROLES

Imagen 12a. Respuestas escritas por Dalmata en la Actividad Diagnostica.

Tal como se percibe en la imagen 123, en las cuatro preguntas, se nota que el
estudiante no reconoce las nociones de semejanza o de congruencia, pues manifiesta que la
semejanza se relaciona con figuras iguales desconociendo que figuras de la misma forma con
tamano diferente también son semejantes, a pesar que la respuesta dada en la pregunta uno no
es falsa, con las demas respuestas queda evidenciado que no tiene la nocion de semejanza, ya
que la congruencia, la asocia con figuras de diferente tamafio, respuesta que es errénea; en la

preguntas tres y cuatro, no manifiesta la relacion que existe entre la congruencia y la
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semejanza. Es decir, cree que no existe relacion. Esto nos permite inferir que no comprende
los conceptos objeto de estudio, ni distingue que la congruencia es un caso particular de la
semejanza; de acuerdo con sus respuestas, parece recurrir a unos conocimientos previos que
tiene y que consideramos errados, los cuales deberian estar claros, por ser conceptos
trabajados en afios anteriores. Por lo tanto, no ha alcanzado la comprension de los conceptos

ni las relaciones que se dan entre ambos.
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Imagen 12b. Respuestas escritas por Dalmata en la Actividad Diagnostica.

elacione mediante flechas, las figuras de la columna A con sus respectivas figuras
semejantes de la columna B.

COLUMNA A COLUMNA B

Imagen 12c. Respuestas escritas por Dalmata en la Actividad Diagnostica.

De acuerdo con las respuestas de Dalmata a las comparaciones que se presentaron en
las imégenes 12b y 12c¢, percibimos que identificd que dos objetos son congruentes, pero

también reconocid el concepto de semejanza parcialmente;por lo tanto, se nota que las
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respuestas se contradicen con las de la imagen 12a, debido a que en la parte escrita manifiesta
no tener claro los conceptos,pero reconocio figuras planas identificando sus caracteristicas
como: lados, &ngulos, entre otros. Al mismo tiempo, se observa que acerté en ambas

comparaciones.

Anélisis de los descriptores del nivel 1, para el conocimiento primitivo.

La actividad | o actividad diagndstica se asocia con los descriptores del primer nivel:
conocimiento primitivo. A continuacion, se caracterizara el proceso vivido por el estudiante,

de acuerdo con dichos descriptores.

1.1. Reconoce cuédndo dos figuras tienen la misma forma. Mediante las actividades
y el rastreo que se hizo de Dalmata, podemos establecer que reconoce la igualdad de la forma
entre figuras. Por ejemplo, se pudo constatar en la actividad diagndstica, en las imagenes 12b
y 12c¢, que puede relacionar objetos que tienen la misma forma, pues realizé de manera
correcta la asociacion y comparacion entre figuras geométricas, tanto congruentes como
semejantes.

1.2.  ldentifica las clasificaciones de los triangulos y de los cuadrilateros. De
acuerdo con las respuestas de la actividad diagndstica, se puede inferir que identifica algunas
figuras geométricas, como cuadrilateros y tridngulos, pero no es posible afirmar que reconoce
las clasificaciones de los mismos. Es probable que en actividades posteriores, se pueda

establecer el cumplimiento del descriptor.
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1.3.  Identifica los &ngulos y los lados de una figura geométrica. El
desenvolvimiento del estudiante en esta actividad, al relacionar de manera correcta formas
independientes de la posicion, nos lleva a inferir que identifica los conceptos de &ngulos y de
lados, en las figuras geométricas.

1.4.  Percibe el concepto de semejanza. De las respuestas de la actividad I, las
cuales pueden ser observadas en la imagen 12a, se nota que el estudiante escribe que la
semejanza se asocia con la igualdad de las figuras, lo cual no es cierto en todos los casos, solo
cuando las figuras son congruentes; entonces podemos inferir que Dalmata no percibe
cuéndo dos figuras son semejantes, pero silo hace de una manera explicita mediante la forma
de comparacion de las figuras en las imagenes 12b y 12c.

1.5.  Percibe el concepto de congruencia. De las respuestas de la actividad I, como
se observa en la imagen 12a, se nota que el estudiante no logra redactar una definicion
correcta del concepto, de manera tal que podemos inferir que Dalmata no percibe cuando dos
figuras son congruentes, pero si lo hace de una manera explicita mediante la forma de

comparacion de las figuras en las iméagenes 12b, 12c.

De acuerdo con las actuaciones del estudiante en los dos ultimos descriptores, el 1.4y
el 1.5, podemos encontrar que no percibe ni tampoco identifica cuando dos figuras son
semejantes o cuando son congruentes; en la preguntas tres y cuatro de la imagen 12a sus
respuestas no son satisfactorias, entonces Dalmatatampoco ha logrado percibir la relacion que
hay entre congruencia y semejanza; por lo tanto, podemos decir que no comprende que la

congruencia es un caso particular de la semejanza.
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Teniendo en cuenta el andlisis anterior y, considerando los ejercicios de la actividad |
o diagndstica, podemos concluir que el estudiante quedd ubicado en el nivel 1: conocimiento
primitivo de Pirie y Kieren (1990, citado por Meel, 2003). Sus actuaciones posteriores, en las
actividades siguientes, nos posibilitaran analizar los descriptores de los demas niveles y, asi
mismo, establecer si ha comprendido que la congruencia es un caso particular de la

semejanza.

Actividad Il. Se realizé la construccion de un cubo en origami modular (de seis
modulos) por medio del doblado de papel (ver imagen 13b). También se formularon
preguntas intencionadas tanto al mosaico de pliegues (imagen 13a), que surge de la

construccion del médulo, como al cubo mismo.
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Imagen 13a. Mddulo realizado por el estudiante Dalmata.
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Imagen 13b. Cubo realizado por el estudiante Dalmata.

Este estudiante, como tiene habilidades de motricidad fina, realiza correctamente los
pasos que el orientador va indicando con el doblado de papel. Cada uno de los seis modulos,
son hechos de igual manera; por ultimo, se arma el cubo con los médulos. Logrando un cubo

tridimensional y tangible.

De acuerdo con la actividad realizada, Dalmata encontro figuras semejantes a partir de
los pliegues que quedaron después de la construccion del médulo y en la visualizacién de las
caras del cubo, reconociendo el concepto de semejanza y de congruencia por separado. Como
por ejemplo, en observaciones y dialogos casuales sostenidos con €l, nos dijo que facilmente

se notan dieciséis cuadrados iguales o congruentes, o también en cada cuadrado encontr6 dos
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triangulos isésceles, que a su vez son rectangulos y congruentes, como se percibe en la
imagen 13a. De igual manera, lo ratifico al volver a armar la figura de la imagen 13b
mostrando notoriamente sus actitudes frente al doblado de papel. Algunos conceptos
geométricos los pudo enunciar facilmente: “un punto es en donde dos dobleces se cruzan...”.

Esto indica que algunas nociones de geometria las comprende.

Asi mismo, sefiala algunas figuras geométricas que se forman tanto en el cubo armado
como en los pliegues que quedan al desdoblar uno de los modulos; ademas de percibir el
concepto semejanza y de congruencia, identifica tangible y visualmente dichas figuras,
reconociendo de alguna manera el concepto de semejanza y congruencia por separado;
Déalmata muestra en los modulos cuando dos figuras son semejantes y cuando dos figuras son

congruentes.

En la imagen 13c, se registraron algunas preguntas escritas a las que Dalmata
respondié mientras trabajé armando el cubo y, al mismo tiempo, se le observaba de manera

continua; estas preguntas permitieron caracterizar sus conocimientos geométricos.
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A continuacién, se realizar4 la construccién de una figura modular por medio del doblado de papel. Se formularan
preguntas concemientes tanto al mosaico de pliegues que surge de la construccion del médulo, como del cubo mismo.
Se sugiere que sean respondidas con la mayor claridad que sea posible.

Preguntas:
Sobre el mddulo:
1. ¢Qué relacion puede establecer entre las figuras AEOG, EBHO, OHDF y GOFC?_~
C U0 \or 0 1eati0. Calne VS Nlenad  ov RE
oG0S a0 S 1S
Corrobore, mediante el doblado de papel, si los lados y los angulos de las figuras AEOG, EBHO, OHDF y GOFC son
iguales. Explique el procedimiento realizaio. : =
Son \gualed, \e&v cee pdes Vos ceodros Son (guales, Je doblo
A ‘

o Woya B veeeh ﬁ"‘d; A\ salicvon 4 Ccodvos 719 «ibes
2. $Qué relacién encuentra entre ellado del cuadrado ABCD y el lado del cuadrado AEOG?
\Q «%\ggxg’a S‘Ug NWGF &\ coatd A%gg 7 % %m(\oe 1O,
o€ €\ ONO OO0 AEon €4 un (bavdo K QQ
3. LQgé porcién del drea total del cuadrado ABCD, equivale el cuadrado OHDF?
sl (1,/4 Ae\ coadyo

4. ;Qué relacién puede establecer entre las 16 figuras que se formaron en el mosaico de pliegues?
dadas son (owswuwnks '

5. ¢Qué relacion encuentra entre el lado del cuadrado ABCD y el lado del cuadrado IJNG?

on Seyngyon s d\aey de\ weitos (OW Qe o\ wodyg WVE es
oS P;g;ém:g' e Fo-del wodvo ABCD

6. ¢Qué porcién del érea total del cuadrado ABCD, equhﬂ!; el cuadrado GNRQ?
€\ (vadyo ONRA Q%@au\t a Ae\ coolyo ABRCH

Con la figura construida:

1. Explique si la figura que se construy6 es un cubo.
O QOv c/\‘v( \los & laden son \30(,\\("»

2. ¢Qué relacion puede establecer entre las caras del cubo?
dodos Lo caves on Wodves \Gualed
~

/

3. Cormobore si los lados y los dngulos de las caras del cubo son iguales. Explique el procedimiento indicado.
don Qoo s covod  gevo wom omgules gueden sex Cilereniey yo
d_‘u o Vh'\d('\ Qoales : i
4. ;Qué relacién puede establecer entre los triangulos que se formaron en las caras del cubo?

ace lon ﬁ(bw%v\os Son  (QualeS,ioxicin de color pero MO Je {0"*"'\6\

Imagen 13c: Respuestas de Dalmata a las preguntas intencionadas.

El trabajo que registra Dalmata en esta actividad, muestra que tiene un conocimiento
primitivo adecuado; de acuerdo con la pregunta 1, en la figura 13c, Dalmata encontr6 una
relacion de igualdad entre los cuadrados y, ademas, sabe corroborar con el doblado de papel

que tienen la misma medida. De acuerdo con las preguntas 2 y 3 de la figura 13c, el
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estudiante encontrd una relacion de proporcion entre los dos cuadrados tanto en los lados
como en el area, al responder que el lado pequefio expuesto, es un cuarto del lado del
cuadrado més grande; asi mismo, en las preguntas 4, 5y 6 de la figura 13c, determind la
proporcion de rea de los dieciseis cuadrados pequefios en comparacién con el cuadrado del
modulo total 1:16. Con respecto a las cuatro preguntas relacionadas con el cubo construido
(figura 11c) se noto su versatilidad en la construccion con doblado de papel del cubo,

declarando en cada respuesta, un conocimiento adecuado.

Anaélisis de los descriptores del nivel 2, para la creacion de la imagen.

La actividad Il se asocia con los descriptores del segundo nivel: Creacion de la
imagen. A continuacion, se caracterizara el proceso vivido por el estudiante, de acuerdo con

dichos descriptores.

2.1 Reconoce algunas nociones de geometria como: punto, segmento, rectas paralelas,
rectas perpendiculares, entre otras, en construcciones con doblado de papel. De acuerdo con
la construccién del cubo y, a partir de las ejemplificaciones realizando los dobleces,
reconocemos que las nociones de punto, segmento, rectas paralelas, entre otras, las recrea

por medio del doblado de papel, tal y como se muestra en las imagenes 13a'y 13b.

2.2 Realiza algunas construcciones geométricas con doblado de papel. El estudiante

mostrd, durante esta actividad, que tenia habilidades para las construcciones con doblado de
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papel, tal y como se muestra en la imagen 13a, la cual representa un solo médulo de los seis

necesarios para construir el cubo pequefio que se muestra en la imagen 11b.

2.3 Reconoce la definicién de congruencia de figuras. De acuerdo con las preguntas
intencionadas que se le hicieron y, considerando la observacion del proceso hecha por los
investigadores, se percibe que Dalmata muestra algunas figuras congruentes, esto se hizo a

partir del cubo mostrado en la imagen 11b.

2.4 Reconoce la definicién de semejanza de figuras. De acuerdo con las preguntas
intencionadas que se le hicieron, se pudo determinar que Dalmata muestra algunas figuras

que son semejantes, a partir del cubo que se muestra en la imagen 13b.

2.5 Realiza comparaciones entre dos figuras geométricas y sus partes, para
establecer relaciones. A partir de las respuestas del estudiante en la imagen 13c, podemos
observar que cumple con este descriptor, dado que puede encontrar las caracteristicas de
figuras como cuadrados y triangulos; ademas compara formas y tamafios, para establecer

relaciones de semejanza y/o congruencia.

Analisis de la caracteristica de FOLDING BACK. Cuando Dalmata hace los médulos
para la construccion del cubo y luego desarma uno de ellos, repite en su propia interlocucion
“estos triangulos son semejantes, estos son similares”; estas respuestas se pueden corroborar
en la figura 11c, donde él identifica figuras congruentes y semejantes. En este orden de ideas,

Dalmata transita constantemente por un FOLDING BACK respecto al tipo de triangulos o
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cuadrilateros, refinando cada vez mas esos modelos de conceptos en geometria; ademas, arma
el cubo nuevamente, después construye un séptimo modulo y, de igual manera, compara los
triangulos que se observan en el mosaico de pliegues de dicho modulo con los tridngulos del

cubo armado; revisando en cada momento si son figuras congruentes o semejantes.

De acuerdo con el analisis anterior, aunque sus respuestas son cortas pero acertadas y,
considerando los ejercicios de la actividad 11, podemos concluir que el estudiante quedd
ubicado en el nivel I1: creacion de la imagen de Pirie y Kieren (1990, citado por Meel, 2003).
Sus actuaciones posteriores, en las actividades siguientes, nos posibilitaran analizar los
descriptores de los demas niveles y, asi mismo, establecer como ha comprendido que la

congruencia es un caso particular de la semejanza.

Actividad I11. En esta etapa se hace la misma actividad Il; pero ahora se realiza la
construccién del modulo del cubo con una hoja de papel méas grande. Se percibid que este
estudiante, en particular, tuvo un avance en su comprension; por lo tanto, decidimos hacerle
algunas preguntas verbales, en virtud de que parecia haber llegado a que la congruencia es
un caso particular de la semejanza. De igual manera, fuimos comparando algunas respuestas
orales con las respuestas que escribiden las preguntas de la imagen 13c de la actividad II;
estas preguntas intencionadas tenian el proposito de que el estudiante explorara nuevamente
en sus conocimientos primitivos y de creacion de la imagen, para establecer distinciones que

ayuden al proceso evolutivo de la comprension de los conceptos como tal.
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Imagen 14a.Modulo hecho por Dalmata para construir el cubo grande.
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Imagen 14b.Construccion del cubo grande por parte de Dalmata.
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Nota: En la anterior actividad al médulo se nombraron ciertos puntos con letras del alfabeto, en esta actividad de forma
andloga se nombraran los mismos puntos de la siguiente forma; se pondré la misma letra con una coma en la parte
superior de Ia fetra por ejemplo si el modufo anterior ef punto se liama A, en este mobdulo seré A’ y asi ser haré con los
demas puntos del médulo.

Comparando los dos médulos el pequerio con el grande responda lo siguiente:

1. Nombre las figuras qug.considere sevgejantes al comparar los dos mddulos.
5 oo Boves de  lon  tmodules con Semegn e V. <]

Ot Lienen \%T;cx\ tovnd, Pevo dievinte Yamaio N

2. Nombre las figuras que considere congruentes al comparar los dos médulos.

o Son Congucntes Wiwgono de {as  TQovaS Covae seon
diteonke Mveow0 = &

3. ¢Cuéntas veces crees que cabe el segmento Al en el segmento A'l'?
abe 2 veces,

4. ;Cree usted que el segmento A’l’ es la mitad del segmento Al? ¢por qué? ‘ \ |
A1 povge - =5 e\ er\ey Al Cave 2 veces ene! segmenio A']
loowNad del acgimento AV 4evia A\ 2

5. Silos lados del médulo grande fhiden L, por ser cuadyado ¢ Cuénto medirdn los lados del médulo pequefio?
m\den L2 gov sev la m\\ug e

]

Comparando las dos figuras el cubo grande con el cubo pequefio responda o siguiente:

6. ¢Las figuras son congruentes o semejantes? /por qué?
N Seme Yes, forgee fiepen lauc\\ fof wma pevo
t feven D0 s
7. ¢Los lados del cubp pequefio que ida tiene comparandolo gon el lado del médulo grande? /
(s \andeS Oc\ mdu‘]‘gd pegetrg miden (o onidd (/W’OQOA/J .

%1(»\()‘{.

Imagen 14c. Respuestas de la actividad 111 realizadas por Dalmata.

Los seis modulos grandes son construidos por el estudiante de una manera facil y
relativamente rapida. El estudiante se le convoca a reflexionar y a contestar mentalmente
cada una de las preguntas mostradas en la imagen 14c. Dalmata dice en voz baja, “pues
parecen como iguales... son iguales”. Luego, para constatar si realmente comprende el
concepto de congruencia, se le pregunta, al desdoblar dos de los médulos grandes después de

haber armado el cubo, lo siguiente:

Profesor: ¢puedes notar en algunas como son las figuras geométricas que dejan las

trazas de dos de los médulos?

Dalmata: “profesor, todasson semejantes si comparamos los dos médulos profe ”.

Profesor: ahora escoge un mddulo desdoblado del cubo pequefio y comparalo.
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Dalmata. “son de igual forma profesor... ah y tienen las mismas trazas de doblado;

pero el tamafio es diferente al otro”.

Profesor: ¢conoces la palabra semejanza?
Dalmata. “pues si, son figuras que se parecen en su forma pero no tiene como la
misma medida profe ”.

Profesor: ¢conoces la palabra congruente?

Délmata: “profesor... pues acordandome de las actividades que hemos hecho son las
figuras que son iguales en todo ”.
Profesor: ¢entonces qué se puede decir de dos mddulos del cubo pequefio?

Dalmata: “son los mismos ”.

Profesor: ¢entonces como son?

Dalmata.: “hum, congruentes. Porque las figuras que uno pilla en ellas son iguales

todas .

Profesor: ¢qué relacion encuentras entre la congruencia y la semejanza?

Damian: “huy profe,ahi si no sé qué decir en una las figuras son iguales en otras son
diferentes”.

Profesor: ¢entonces qué es la congruencia respecto a la semejanza?

Damian: “a lo bien profe, no sé qué decir que son iguales en la otra son diferentes ”.
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En este caso, Damian realiza correctamente con doblado de papel las figuras
orientadas por el profesor como se muestra en la imagen 14a; pero también utiliza esta
estrategia en la construccién del cubo mostrado en la figura 14b. En esta misma linea, se
percibio, ademas, la manera como fue relacionando sus conceptos al compararlos con las
preguntas de la imagen 14c, pero finalmente no alcanza la comprensién de la congruencia

como caso particular de la semejanza; es decir, Dalmata no encuentra la conexion.

Anélisis de los descriptores del nivel 3, para la comprension de la imagen.

La actividad Il se asocia con los descriptores del tercer nivel: comprension de la
imagen. A continuacion, se caracterizara la informacion recolectada sobre el proceso vivido

por el estudiante, de acuerdo con dichos descriptores.

3.1 Comprende el concepto de semejanza de figuras, mediante construcciones con
doblado de papel. En esta ocasion, mediante los pliegues que quedan después de desdoblar
uno de los médulos, pudimos percibir, en sus comparaciones, que comprende parcialmente el
concepto de semejanza al sefialar que el mddulo pequefio y el modulo grande son semejantes;
de igual manera, expone que los dobleces y las figuras geométricas correspondientes de cada

modulo también son semejantes.

3.2 Comprende el concepto de congruencia de figuras, mediante construcciones con
doblado de papel. Al respecto, se visualizo en toda la actividad que comprende parcialmente,

por medio del doblado de papel, qué es la congruencia y la sefiala en la comparacion entre los
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modulos del mismo cubo; asi mismo, lo enuncia en las preguntas intencionadas que se le

hicieron.

Déalmata también transita por un FOLDING BACK al hacer uso de otros conceptos
bésicos de la geometria; ademas, revisa esos conceptos por medio de la actividad 111 en
comparacion con la actividad 1. Este estudiante reconoce la semejanza y la congruencia
como conceptos separados; igualmente lo percibe por medio de las construcciones hechas con
doblado de papel. El origami se podria presentar como un medio para que Dalmata pueda

alcanzar la comprension de la congruencia como un caso particular de la semejanza.

De acuerdo con el analisis de toda la actividad 11, se infiere que respondié de manera
acertada a las preguntas, a pesar de que no pudo percibir algunas relaciones en el didlogo
presentado anteriormente, por lo tanto, podemos concluir que el estudiante qued6 ubicado en
el nivel 111: de comprension de la imagen de Pirie y Kieren (1990, citado por Meel, 2003).
Falt6 que encontrara la relacion que hay entre la congruencia y la semejanza, pero esto lo
puede alcanzar en el nivel 1V. Sus actuaciones posteriores, en las actividades siguientes, nos
posibilitaran analizar los descriptores del ultimo nivel considerado en esta investigacion y asi
mismo establecer cbmo ha comprendido el concepto de congruencia como caso particular de

la semejanza.

Actividad 1V. En esta actividad se retoman las construcciones de los cubos pequefio y
grande, tal como se hicieron en las actividades 11 y 111, respectivamente. EI propdsito era que

el estudiante planteara reflexiones e hiciera un analisis sobre el concepto de semejanza y de
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congruencia como caso particular de esta. Se presentan, ademas, una serie de preguntas que
se realizan de forma escrita. Se espera que Dalmata pueda reconocer y utilizar imagenes para
identificar propiedades mas globales de los objetos, en particular, imagenes matematicas del
concepto de semejanza. Las construcciones de los cubos, tanto de los pequefios como del
grande, se realizaron en grupos de estudiantes, asesorados por los investigadores, de tal forma
que la actividad fuera mas dindmica y en colectivo; intencionalmente se logr6 que los tres

estudiantes del estudio de casos trabajaran de manera conjunta.

Las actividades de construccion con doblado de papel de los diferentes cubos se

muestran en la imagen 15a.
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Imagen 15a. Construccion de los diferentes cubos.

Se realiza la actividad y luego se procede a desdoblar algin modulo del cubo grande y
algunos de los pequefios, para resolver las preguntas de la actividad IV, cuyas respuestas se
pueden observar en las imagenes 15b, 15c y 15d. Los estudiantes pudieron construir y

desarmar los diferentes cubos, segin lo que se pedia, pero cada uno contesto las preguntas de
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manera independiente; de acuerdo con esto procedieron a responder las preguntas; en algun

momento ellos necesitaron aclaraciones sobre las preguntas y pertinentemente lo hicimos.

Para tener en cuenta: en la presente actividad hallaremos el volumen de las dos figuras construidas con doblado de
papel, para encontrar constantes de proporcionalidad; esto nos ayudara a identificar cuando dos figuras son congruentes
o semejantes. :

Tendremos presente las siguientes variables:
L: medida del lado de la hoja del médulo grande.
I: medida del lado del cubo grande.

En uno de los modulos, con la ayuda de un lapiz, marcamos uno de los bordes de alguna de las caras del cubo;
posteriormente, desarmamos ese modulo y, al observarlo detenidamente, veremos el segmento subrayado, el cual nos
servira para encontrar el volumen del cubo; notemos, en las cicatrices del médulo, que el lado del cubo es una diagonal
de un cuadrado. Por medio del Teorema de Pitagoras, podemos hallar el valor de la diagonal.

¢ Qué dice el teorema de Pitagoras? \C\ 50«0 ée CO\OO \QGO

Recuerde que el teorema de Pitagoras establece que en un tridngulo rectangulo con hipotenusa h y catetos ¢, y ¢;, se
cumple que: h? = (c1)? + (c2)?

¢ Qué clase de triangulo se forma con el lado del cubo 1? ¢Por qué? z \'\ \(_1(\@0\63 N Q(WO S
v Yo e\ coadiado 65 180
¢ Puede usar el teorema de Pitagoras? ;Cémo? \OS Y QQQO 0‘ \\\?_ON Y @'( q&)e \O

uedO Awndly, 0 a3 aves e\ haeulo ca \a
SiL eg(;%%\c%% hoj GZ\QO*Q

a de papel, cori la que se inicid la construcciop, ¢cuanto miden los catetos del triangulo rt cténfulo
que tiene hipotenusa |? QO*Q QO \ GxO
cQ A \ \ N,
elL: ‘(\1\'_7' 1%

Esboce el teorema de Pitagoras, considerando los catetos en términos d

Con respecto a lo anterior, realice las siguientes acciones:

1. Encontrar la medida del lado |, en términos de L (segmento subrayado en la cicatriz del médulo, que en este caso es
una hipotenusa).

2. Hallar el volumen del cubo grande. Recuerde que la expresion para hallar el volumen del cubo es V = m?®

= (gf: Sz

Imagen 15b. Respuestas de Dalmata en la actividad 1V.
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En esta parte de la actividad, después de haber construido seis cubos pequefios y un
cubo grande y al analizar los médulos desdoblados, podemos observar en la imagen 13b que
Déalmata utiliza el teorema de Pitdgoras y muestra conocimientos geométricos generales
fundamentales para seguir con el proceso, aungue con algunos errores argumentativos y
procedimentales. Por ejemplo, el estudiante narra de una manera dudosa que el tridngulo
formado es recto, pero no claramente explicita la razén que utiliza para ello, ademas no la
escribe correctamente y, sin embargo, comenta “ tiene dos lados iguales,pero también es un
rectangulo ”; de igual manera, al realizar la accion uno recurre a la medida y determina que
el largo de los lados del triangulo “uno compara y cabe cuatro veces en el grande ”, pero
cuando hace la operacion fraccionaria, se equivoca en el resultado de “h?”, aunque debid
escribir la relacion en términos de “1”, al mismo tiempo comenta “yo no tengo ni idea de
como sé hallar el valor”. Al realizar la accion dos, toma a “1” como una medida, y comenta
que da uno y lo multiplica tres veces y le da uno al cubo. Dalmata en este instante no logra
comprender lo que visualiza e interpreta del ejercicio. A pesar de ello, se puede inferir que
Déalmata qued6 con dudas frente a su procedimiento, pues se puede observar que en una de
las preguntas, donde se debe hallar un lado en términos de otro, queda en blanco y no
encuentra el procedimiento para calcularlo. En lo que sigue de la actividad, tomo decisiones
importantes que notan el convencimiento intuitivo del estudiante frente a los conceptos objeto

de estudio y permiten que el proceso continde.
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ra, repetiremos el procedimiento anterior para encontrar el volumen del cubo pequefio. Para ello, tenga en cuenta los
siguientes cambios:

M: medida del lado de la hoja del médulo pequeﬁe\j;(A? <G4

m: medida del lado del cubo pequefio.

3. Encontrar la medida del lado m, en términos de M (segmento subrayado en la cicatriz del médulo, que en este caso

es una hipotenusa).‘_- QU € e\ \(m mcwlo}' @ o \Q (Y\\)‘QG m
\OQO E0\0n

4. Hallar el volumen del cubo pequefio. Recuerde que la expresion para hallar el volumen del cubo es V' = (m)?
\J ;( 4\5: 64
De acuerdo con Igs ~onsfrucciones de los cubos en doblado de papel, se puede determinar que M = %

‘ 7
5. Teniendo en cue[ia- lo anterior, encuentre el volumen V' en términos de L
.

6. Después de encontrar las medidas de los volimenes del cubo grande y del cubo pequefio (V y V') en términos de L,
analice la siguiente proporcid

o \oeaed R\ O Gvoade £ e\ ke o

. 2O.\T V' medida del volumen del cubo pequefio

L 5\2) V ~ medida del volumen del cubo grande

Note que algunos términos iguales se simplifican, arrojando como resultado una constante de proporcionalidad. ¢, Qué
significado matemético cree que tiene? ¢, Cuéntos cubos pequefos caben en el cubo grande?

7. Corroborar la respuesta con las construcciones realizadas con doblado de papel, es decir, en este caso introduzca el
cubo peguerio dentro del cubo_grande. ¢ Qué (Ea%e concluir al reqspecto? ; \
\ Cooo O cmdel 105 cdoos  seleaod oven g o
Ye0 9

8. Situviéramos cuatro cubg pequefios dentro del cubo grande, ¢ cuél seria la fraccion de volumen que los representg?

%g@c e Ovicvention 06 oo & \arEiod | o 0L

%_:Kz:l PRVSSRAR o SR TR N8 0 te e = (‘b\QQB -3
9. Situviéramos ocho cubos pequgi‘os dentro del cubo grande, ;cual seria la fsaccién de volumen que los representa?

109 ocd® M Eedery Wooe e\ eYonoe

10. Si unen cuatro caras de los cubos pequefios, formando un nuevo cuadrado, visto desde el plano, ¢qué relacion tiene
. este con la cara del cubo irande? ;Son semejantes? ¢ Son congruentes? ¢ Por qué?

400 200 ROY AE al parr \osy VOO PObOS
e a0y 86 Toye €\ W Cyvode

11. ¢ Qué relacién puede establecer entre los lados del cubo grande y los lados del cubo pequeiio? ¢ Son figuras
semejantes o son figuras congruentes? ¢ Por qué?

5o CondEQte s Rev Qoo d@fe Lo g SOrao.
4 YO O

L
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Imagen 15c.Respuestas de Dalmata en la actividad IV.

En la imagen 15c se perciben las decisiones que tomé Délmata, de forma tal que
cambia la manera de realizar la actividad; asi mismo, se percibe que la parte procedimental
no se realiza como en la imagen 15b y toma los resultados que él percibe visualmente por
medio del trabajo realizado con la papiroflexia. La ventaja de tomar el doblado de papel
como medio para realizar la actividad, es que permite que los estudiantes con dificultades en
matematicas, puedan resolver problemas con otros métodos no formales y comprender
conceptos que no fueron alcanzados con otros modelos formales, quizas ensefiados de forma
tradicional.

Después de todo, se percibe que utiliza sus resultados y los expone claramente de
manera verbal en este momento, debido a que tuvo en cuenta las expresiones matematicas de
comparacion, medida, volimenes y proporciones. Igualmente, la forma explicativa que dio la
plasmo en el papel como se observa en la imagen 15c, razon por la cual llega a unos
resultados aclaratorios tangibles, en las respuestas de las acciones tres, cuatro, cinco, y seis de
esta misma imagen. Si consideramos de manera global las acciones siete, ocho, nueve, diez y
once, reconocemos una versatilidad en el manejo de los conceptos y en las comparaciones de
los diferentes cubos y los diferentes mddulos, encontrando relaciones importantes para que
planteara la comprension de los conceptos de semejanza y de congruencia; por ende,
ayudando en la comprension de la congruencia como caso particular de la semejanza, que fue

lo que nos convoco para la realizacion de este proyecto.
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¢ Si consideras el cubo grande y lo comparas con Jos 8 cubos pequefios distribuyéndolos de tal manera que se forme

imi ; entes? ; Son semejantes? ¢ Por EUS?
otro cubo snmllar(‘aol{g;agng%gg\ laes%araédge‘?n@ osecgc I'L(J\ e\Cﬁ'\_ (“\% (‘(\Q @0 )’

P
tﬁé\‘ o i ; podrf ontrar una relacion entre la semejanza y la
5 i [ puestas de las tres preguntas anteriores, ¢ podrias enc i 2
b mencsaa: Zecsuél seria esa relacién? :Q(\ \G&oales QQ‘C} \0\(‘\@6\ NO
5 coacio B0 RN \O  AGMS FOTNG:

14. ;Se podria decir que dos figuras que son semejantes, son congruentes?

oy R Qo Reden \o IO PENO™

: ; oralidad?
15. ;Se podria decir que dos figuras que son congruentes son semejantes? ;Cual es la constante de proporcionalidad

00 avoqde 1 \o
A e-\a oM \O
eweﬁ\oe(%&g@\m o) OO’W’ si‘?goxcxoé\%\\deod
% aYelle ) oo Y@ 6) (Vo oo
de\ 1,

Imagen 15d. Respuestas de Damian en la actividad V.

Hasta el momento Dalmata, en su proceso, parecio estar alcanzando la comprensién
total del concepto de semejanza y no la forma particular en que se presenta, bajo el término
de congruencia, pero en la accidn quince no llega a describir las relaciones de
proporcionalidad que hay entre dos objetos congruentes, que a su vez son semejantes, cuya
constante de proporcionalidad al comparar las medidas de los lados correspondientes es uno.

En el contexto en el que se realiz6 este proyecto, nos dimos cuenta de la necesidad de
utilizar una entrevista semiestructurada, ya que debiamos caracterizar si algin estudiante,
después de realizar la actividad IV, habia logrado la comprension de los conceptos de
semejanza y de congruencia, como caso particular del primero. A continuacion, se presentan
algunos apartados de la entrevista transcrita.

Apartes de la entrevista semiestructurada. Este instrumento de recoleccion de

informacion nos sirvio para constatar si en el transcurso de los dias, después de desarrolladas
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todas las actividades, el estudiante analizé y reflexion6 el concepto de semejanzay, en
especial, el caso particular de congruencia, de manera que se pueda establecer si hubo un
proceso de refinamiento recursivo, tal como lo planteanPirie y Kieren (1990, citado por Meel,
2003).

Profesor: ¢ Coémo reconoces que dos figuras son semejantes?

Délmata: “por la misma forma y tamafio diferente ”.

Profesor: ¢Coémo reconoces que dos figuras son congruentes?

Dalmata. “cuando son del mismo tamafio y ademas tienen el mismo tamafio .

Profesor: ¢ Cuantas veces cabe el cubo pequefio en el cubo grande?

Déalmata: “ocho veces cabe ”.

Profesor: ¢Cual es la proporcion o relacién de un cubo pequefio respecto al grande?

Dalmata: “Es un octavo del grande”

Profesor: Ahora, ¢cuél es la proporcion de uno pequefio respecto a otro pequefio?

Dalmata: ¢Si trato de meter uno en otro cabria una vez, ah uno?

Profesor: ¢Dos figuras son semejante, entonces se puede decir que son congruentes?

Dalmata: “no, no sabria como explicarlo pero pienso que no por qué ser semejante
no es ser congruente ”

Profesor: ¢ Coémo entiendes que la congruencia es un caso particular de la
semejanza?

Dalmata: “pensando en todas las actividades que realicé no veo la particularidad,

pienso que cada uno tiene propiedades diferentes ”
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Anélisis de los descriptores del nivel 4, para la observacion de la propiedad.

La actividad IV y la entrevista semiestructurada se asocian con los descriptores del
cuarto nivel: observacion de la propiedad. A continuacion, se caracterizara el proceso vivido

por el estudiante D&lmata, de acuerdo con dichos descriptores.

4.1 Reconoce relaciones de proporcionalidad. Podemos observar mediante las
imagenes 13c y 13d y en la transcripcion de la Gltima entrevista, que D&lmata reconoce lo
dicho por este descriptor; de hecho, estas relaciones de proporcionalidad son necesarias para

indicar si las figuras son semejantes o si particularmente son congruentes.

4.2 Establece relaciones matematicas de proporcionalidad entre lados
correspondientes de figuras semejantes. A traves de las actividades desarrolladas con este
estudiante y, en especial con esta cuarta actividad, hemos percibido que Délmata, aunque no
hace un proceso formal escrito, en el doblado de papel encontré una forma rapida para hallar
areas y volumenes de dos figuras semejantes y, por ende, pudo establecer la proporcionalidad
de lados correspondientes de figuras semejantes. En la manipulacion visual y tangible que
hizo Dalmata en las figuras construidas, hemos percibido que las operaciones las hace
mentalmente y, ademas, las plasma en las hojas de respuestas, como por ejemplo en las

figuras 13c y 13d registra los resultados correctamente.
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4.3 Concluye que la congruencia de figuras es un caso particular de la semejanza de
figuras. En la entrevista semiestructurada que se le hizo a Dalmata, pudimos percibir que
comprende las relaciones de proporcionalidad que se presentan entre los lados
correspondientes dedos figuras congruentes, ademas expresa que es uno,pero concluye que la
congruencia y la semejanza son dos conceptos diferentes ya que tienen propiedades distintas,
no visualiza cdmo una puede ser un caso particular de la otra, en este caso la congruencia

caso particular de la semejanza. Por lo tanto, no logra cumplir este descriptor.

Anaélisis de la caracteristica de FOLDINGBACK. Durante toda la actividad IV, hemos
percibido que Dalmata transita por esta caracteristica de FOLDINGBACK cuando, por
ejemplo, en las primeras dos acciones, mostradas en la imagen 13c,se observan obstaculos
para resolver los procedimientos solicitados; pero al proseguir con las acciones mostradas en
la imagen 15d, notamos un acercamiento mas formala los conceptos de manera mental, pero
que, de igual manera, son registrados certeramente en la hoja de respuestas. La forma en que
Déalmata resolvid las acciones, se debe a la construccién y analisis de las figuras que se
hicieron con el doblado de papel, dado que él pudo observar las propiedades globales y
particulares de los diferentes mddulos, debido a la visualizacion de su construccion con
origami, el cual es el medio que se utilizé para caracterizar cdmo comprende el estudiante la
congruencia como caso particular de la semejanza.

En esta perspectiva, pudimos advertir que a Dalmata le tocé volver a revisar los
conceptos de semejanza y de congruencia, para resolver las acciones mostradas en la imagen

15d. De igual manera, en la entrevista semiestructurada, retoma los conceptos de semejanza y
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de congruencia, refinandolos cada vez mas,pero no llega a comprender que la congruencia es
un caso particular de la semejanza, tal y como lo enuncia cuando se le pregunta ¢;como
entiendes que la congruencia es un caso particular de la semejanza? “pensando en todas las
actividades que realicé no veo la particularidad, pienso que cada uno tiene propiedades
diferentes”

De acuerdo con el analisis de toda la actividad IV y de la entrevista semiestructurada,
ambos asociados con los descriptores del nivel cuatro, donde Dalmata responde de manera
pertinente a la mayoria de las acciones de esta actividad, pero no cumple con el objetivo de
llegar a que la congruencia es un caso particular de la semejanza y, considerando los
desempefios de las anteriores actividades, podemos concluir que este estudiante quedo
ubicado en el nivel 111: de observacién de la propiedad de Pirie y Kieren (1990, citado por
Meel, 2003). De esta manera, se registra que Dalmata no comprende la congruencia como

caso particular de la semejanza, en las actividades realizadas, cuyo medio fue el doblado de

papel.

9.3.3. Proceso de Donatello

El estudiante, cuyo seuddnimo es Donatello, fue elegido para ser parte del estudio de
casos; su disposicion permitié que el desarrollo de las actividades fuera dindmico porque
participo activamente de las discusiones, construyendo las figuras y formulando nuevos

cuestionamientos.
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En consecuencia, para realizar un andlisis de como Donatello comprende el concepto
de semejanza, y la congruencia como caso particular de la misma, a continuacion se hara
explicito su proceso vivido, en el desarrollo de cada una de las actividades:

Actividad I. Las respuestas del estudiante Donatello en la prueba diagndstica, cuyo
proposito era reconocer el estrato del conocimiento primitivo, se presentan en las imégenes
16a, 16b y 16c. En esta actividad, Donatello contesto cuatro preguntas y dos ejercicios de
comparacion, los cuales nos permiten dilucidar en qué estrato de comprension se encuentra 'y
cémo comprende el concepto de congruencia como caso particular de la semejanza,
considerando los conocimientos previos que tiene sobre los conceptos de poligonos,

semejanza y congruencia.
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eﬁ cnatello

Estimado (a) estudiante: la presente actividad diagndstica pretende recolectar informacion acerca de
los conceptos geométricos de congruencia y semejanza; por lo cual, le solicitamos re§pondgr oon
seriedad y sinceridad, ya que sus apories son de gran importancia para el trabajo de mvgsbgac»on
que se esta realizando en el area de geometria, en la Licenciatura de Matematicas y Fisica de la
Universidad de Antioquia.

NOMBRE: ___

A continuacion se presentan varias preguntas, en algunas de ellas se solicita dar_ respuestas que
estén relacionadas con su realidad; favor escribir con claridad opiniones y experiencias.

1. Escriba con sus propias palabras ;cuando dos figuras son semejantes?
foondO 2 fome®  henenN  Covockeisfead stmtiove? Unct © lo ghvar-
i ]

2. Escriba con sus propias palabras jcuando dos figuras son congruentes?
& oo AP i"(jva’ con '6]100 &

3. ¢Si una figura es congruente con otra, entonces también seran semejantes? Explique su

respuesta mediante un ejemplo. 2 (Ucwod, _\»u\c U kdq) K’gdl(;) Y <O
C.eame \onk'> uno (‘\O‘n

4. ;Si dos figuras son semejantes, entonces seran congruentes? Explique su respuesta

mediante un ejemplo. - o =L "
2 (uodw’ \oncd lodo’ wgale s 3 £ s ‘f~| o 6l

o

Imagen 16a.Respuestas escritas por Donatello en la Actividad Diagndstica.

Tal como se percibe en la imagen 16a, en las cuatro preguntas, se nota que el
estudiante reconoce las nociones de congruencia pero no reconoce la semejanza, pues
manifiesta que la semejanza se relaciona con figuras que tienen caracteristicas similares, pero
no reconoce que tienen la misma formay, la congruencia, la asocia con figuras de igual
tamafo. En esta ocasion percibimos que el estudiante tiene ideas sobre lo que es congruencia,
pero se nota muy perdido acerca del concepto de semejanza. Esto nos permite inferir que no

comprende los conceptos objeto de estudio, nimucho menos distingue que la congruencia es
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un caso particular de la semejanza; de acuerdo con sus respuestas, parece recurrir a unos
conocimientos previos que tiene y que consideramos errados, los cuales deberian estar claros,
por ser conceptos trabajados en afios anteriores. Por lo tanto, no ha alcanzado la comprension

de los conceptos ni las relaciones que se dan entre ambos.
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acione mediante nimeros, las figuras de la columna A con sus respectivas figuras
gruentes de la columna B (pueden sobrar figuras en la columna B).

COLUMNA A COLUMNA B

<
.

=Y

i

\
/
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Imagen 16b.Respuestas escritas por Donatello en la Actividad Diagnostica.

acione mediante flechas, las figuras de la columna A con sus respectivas figuras
mejantes de la columna B.

r COLUMNA A COLUMNA B

~
e \_A

«‘\ /" .7—/’
/ <=
\" 8 ) \ //

~

e

Imagen 16¢. Respuestas escritas por Donatello en la Actividad Diagnostica.

De acuerdo con las respuestas de Donatello a las comparaciones que se presentaron en
la imagen 16b, percibimos que identificvisualmente que dos objetos son congruentes
parcialmente, pues tiene un error en la imagen de la figura cuadrada de la columna A, cuya

respuesta escribe que es la 3 de la columna B (y realmente es la 1 de la columna B); de la
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misma manera, también comete un error al relacionar que un octagono es congruente con uno
de menor medida; por otra parte, en la imagen 16¢ también reconocio el concepto de
semejanza parcialmente, identificando visualmente y escribiendo correctamente las
respuestas en la comparacion; ademas, reconoci6 figuras planas identificando sus
caracteristicas como: lados, angulos, entre otros. Al mismo tiempo, se observa que acerto
totalmente en las comparaciones de la imagen 16c, pero tuvo dos errores en las

comparaciones de la imagen 16b.

Anélisis de los descriptores del nivel 1, para el conocimiento primitivo.

La actividad | o actividad diagnostica se asocia con los descriptores del primer nivel:
conocimiento primitivo. A continuacion, se caracterizara el proceso vivido por el estudiante,

de acuerdo con dichos descriptores.

1.1. Reconoce cuando dos figuras tienen la misma forma. Mediante las actividades
y el rastreo que se hizo de Donatello, podemos establecer que reconoce la igualdad de la
forma entre figuras. Por ejemplo, se pudo constatar en la actividad diagndstica, en las
imagenes 16b y 16c, que puede relacionar objetos que tienen la misma forma, pues realiz6 de
manera correcta la asociacion y comparacion entre figuras geométricas, tanto congruentes,
excepto por un error, como semejantes, las cuales relaciono con claridad.

1.2.  Identifica las clasificaciones de los tridngulos y de los cuadrilateros. De

acuerdo con las respuestas de la actividad diagnostica, se puede inferir que identifica algunas

figuras geométricas, como cuadrilateros y tridngulos, pero no es posible afirmar que reconoce
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las clasificaciones de los mismos. Es probable que en actividades posteriores, se pueda
establecer el cumplimiento del descriptor.

1.3.  Identifica los &ngulos y los lados de una figura geométrica. El
desenvolvimiento del estudiante en esta actividad, al relacionar de manera correcta formas
independientes de la posicion, nos lleva a inferir que identifica los conceptos de &ngulos y de
lados, en las figuras geométricas.

1.4.  Percibe el concepto de semejanza. De las respuestas de la actividad | en la
imagen 16a, se observa que el estudiante no escribe correctamente las definiciones de los
conceptos, por tanto tiende a confundir la semejanza y la congruencia; sin embargo, se puede
inferir que Donatello tiene ciertas ideas sobre la semejanza, las cuales hacen notar de una
manera explicita, mediante la forma de comparacion de las figuras en la imagen16c.

1.5.  Percibe el concepto de congruencia. De las respuestas de la actividad | en la
imagen 16a, se observa que no logra redactar una definicion formal, acerca de lo que se le
pregunto; pero en el caso tal de las comparaciones en las iméagenes, podemos inferir que
Donatello tiene dificultades con la comprensién del concepto de congruencia, pues lo
confunde con la semejanza. Esto se puede percibir en las comparaciones hechas, en la imagen

16b.

Considerando los dos ultimos descriptores, el cuatro (1.4) y el cinco (1.5), podemos
encontrar que percibe e identifica, parcialmente, de forma visual cuando dos figuras son
semejantes o cuando son congruentes; pero debido a que en las preguntas del uno al cuatro de

la imagen 16a, sus respuestas no fueron claras y no tan satisfactorias y, considerando sus
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errores en la segunda actividad (imagen 16b) entonces Donatello no conoce bien qué es la
semejanza y la congruencia y mucho menos ha establecido la relacion que puede establecerse
entre ambos conceptos; por lo tanto podemos decir que no comprende que la congruencia es

un caso particular de la semejanza.

De acuerdo con el analisis anterior y, considerando los ejercicios de la actividad | o
diagndstica, podemos concluir que el estudiante quedd ubicado en el nivel 1: conocimiento
primitivo de Pirie y Kieren (1990, citado por Meel, 2003). Sus actuaciones posteriores, en las
actividades siguientes, nos posibilitaran analizar los descriptores de los demas niveles y asi
mismo dimensionar si ha comprendido que la congruencia es un caso particular de la

semejanza.

Actividad I1.Se realiz6 la construccion de un cubo en origamimodular(de seis
modulos) por medio del doblado de papel (ver imagen 17b). También se formularon
preguntas intencionadas tanto al mosaico de pliegues (imagen 17a), que surge de la

construccion del médulo, como al cubo mismo.
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Imagenl7a. Médulo realizado por el estudiante Donatello.

Ll

Cubo realizado por el estudiante Donatello.

Imagen'17b.
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El estudiante Donatello tiene habilidades de motricidad fina ylogra realizar
correctamente los pasos que el orientador va indicando con el doblado de papel. Cada uno
de los seis modulos, son hechos de igual manera; por ultimo, se arma el cubo con los

maodulos, logrando un cubo tridimensional y tangible.

De acuerdo con la actividad realizada, Donatello encontro figuras semejantes a partir
de los pliegues que quedaron después de la construccién del médulo y en la visualizacion de
las caras del cubo, reconociendo el concepto de semejanza y de congruencia por separado. En
observaciones y dialogos casuales sostenidos con él, nos dijo que facilmente se notan
dieciséis cuadrados iguales o congruentes, o también en cada cuadrado encontrd dos
triangulos rectangulos, que a su vez son isosceles e idénticos, como se percibe en la imagen
17a. De igual manera, lo volvié a decir cudndo armé por segunda vez la figura de la imagen
17b, mostrando notoriamente sus actitudes frente al doblado de papel. Algunos conceptos
geomeétricos los pudo dilucidar facilmente, dado que mostrd que un doblez es unarecta en la
hoja que se trabaja; también cuando expresa “el cruce de dos dobleces forman un angulo”.

Esto nos muestra que algunas nociones de geometria las comprende.

Asi mismo, sefiala algunas figuras geométricas que se forman tanto en el cubo armado
como en los pliegues que quedan al desdoblar uno de los modulos; ademas de percibir el
concepto semejanza y de congruencia, identifica tangible y visualmente dichas figuras,

reconociendo de alguna manera el concepto de semejanza y de congruencia por separado.
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En la imagen 17c, se registraron algunas preguntas escritas a las que Donatello
respondié mientras trabajé armando el cubo y, al mismo tiempo, se le observaba de manera

continua; estas preguntas permitieron caracterizar sus conocimientos geometricos.
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FACULTAD DE EDUCACION
INSTITUCION EDUCATIVA GILBERTO ALZATE AVENDANO
ACTIVIDAD 1: CONSTRUCCION DE UN CUBO CON DOBLADO DE PAPEL

i cﬁonate”o I
Awmumummammmwmamam &M
preguntas concemientes tanto al mosaico de pliegues que surge de la construccion del méduio, como del cubo mismo.
Se sugiere que sean respondidas con la mayor claridad que sea posibie.

Preguntas:

Sobre e médulo:

1. ¢Qué relacidn puede establecer entre nmmm OHJFyGOFC?
Gue  Son uqucﬂo dconon lg moN2 wearday

Corrobore, mediante el doblado de papel, si los lados y los dngulos de las figuras AEOG, EBHO, OHDF y GOFC son
Explique el procedimiento realizado. < ¢ detle | qucdor b v ine (ol rundic
led vuisma ™ iddoy  Y-lod®

2 o S SR PSSR e e anao aua) ) 5o lodo
- "Q‘afupo““?uwﬁw&%'mwgo v Cocl wod@ x\o;}qv'

4., Qué relacion puede establecer entre las 16 uummndmclm

Que ldo 5o loday  Son ‘M%ﬂw

5 mmmmdwwmm ol lado del 1ING?
y (LoAA@P o Aiene Y ut.s

8. ¢Qué porcién del drea total del cuadrado ABCD, equivaie el cuadrado GNRQ?

_‘_wg a 1/1é

Con la figura construida: -

1. Explique si la figura que se construyd es un cubo.
C> N (ubo

2. 1 Qué relacidn puede establecer entre las caras del cubo?

B \odo  San (o) =m%rgk'5 ¥ o R o mukﬂ

3 mummymmabmummMdeM
St son \%wk-')

4. 4 Qué relacién puede establecer entre los que se formaron en las caras del cubo?

A W

Imagen 17c: Respuestas de Donatello a las preguntas intencionadas.
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El trabajo que registra Donatello en esta actividad, muestra que tiene un
conocimiento primitivo adecuado; de acuerdo con la pregunta 1, en la imagen 17c, Donatello
encontré relaciones entre los cuadrados y, ademas, sabe corroborar con el doblado de papel
que tienen la misma medida. De acuerdo con las preguntas 2 y 3 de la figura 17c, el
estudiante encontrd una relacion de proporcion entre los dos cuadrados tanto en los lados
como en el area, al responder que el cuadrado estd compuesto por cuatro cuadrados OHDF;
asi mismo, en las preguntas 4, 5y 6 de la figura 17c, determind la proporcién de area de los
dieciséis cuadrados pequefios en comparacion con el cuadrado del modulo total 1:16. Con
respecto a las cuatro preguntas relacionadas con el cubo construido (figura 15c) se not6 su
versatilidad en la construccion con doblado de papel, declarando en cada respuesta, un

conocimiento adecuado.

Analisis de los descriptores del nivel 2, para la creacion de la imagen.

La actividad Il se asocia con los descriptores del segundo nivel: Creacién de la
imagen. A continuacion, se caracterizara el proceso vivido por el estudiante, de acuerdo con

dichos descriptores.

2.1 Reconoce algunas nociones de geometria como: punto, segmento, rectas paralelas,
rectas perpendiculares, entre otras, en construcciones con doblado de papel. De acuerdo con
la construccion del cubo y, a partir de las ejemplificaciones realizando los dobleces,
reconocemos que las nociones de punto, segmento, rectas paralelas, entre otras, las recrea

por medio del doblado de papel, tal y como se muestra en las imagenes 17ay 17b.
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2.2 Realiza algunas construcciones geomeétricas con doblado de papel. El estudiante
mostro, durante esta actividad, que tenia habilidades para las construcciones con doblado de
papel, tal y como se muestra en la imagen 15a, la cual representa un solo médulo de los seis

necesarios para construir el cubo pequefio que se muestra en la imagen 15b.

2.3 Reconoce la definicién de congruencia de figuras. De acuerdo con las preguntas
intencionadas que se le hicieron y, considerando la observacion del proceso hecha por los
investigadores, se percibe que Donatello muestra algunas figuras congruentes, esto se hizo a

partir del cubo mostrado en la imagen 17b y en las respuestas dadas en la imagen 17c.

2.4 Reconoce la definicién de semejanza de figuras. De acuerdo con las preguntas
intencionadas que se le hicieron, se pudo determinar que Donatello muestra algunas figuras
gue son semejantes, a partir del cubo que se muestra en la imagen 17b y en las respuestas

dadas, las cuales se muestran en la imagen 17c.

2.5 Realiza comparaciones entre dos figuras geométricas y sus partes, para
establecer relaciones. A partir de las respuestas del estudiante en la imagen 17c, podemos
observar que cumple con este descriptor, dado que puede encontrar las caracteristicas de
figuras como cuadrados y triangulos; ademas compara formas y tamafios, para establecer

relaciones de semejanza y/o congruencia.

Analisis de la caracteristica FOLDING BACK. Cuando Donatello hace los modulos

para la construccion del cubo y luego desarma uno de ellos, repite en su propia interlocucion
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“estos cuadrados son semejantes, estos son iguales”. En este orden de ideas, Donatello
transita constantemente por un FOLDING BACK respecto al tipo de cuadrilateros, refinando
cada vez més esos modelos de conceptos en geometria; ademas, arma el cubo nuevamente,
después construye un séptimo modulo y, de igual manera, compara los triangulos que se
observan en el mosaico de pliegues de dicho médulo con los cuadrados del cubo armado;
revisando en cada momento si son figuras congruentes o semejantes; percibimos que
Donatello tuvo una asimilacién del concepto de congruencia y semejanza de una manera
parcial, porque en su interlocucion todavia los confunde, pero al sefialar cada uno de los

modulos muestra que las visualiza de una manera clara.

De acuerdo con el analisis anterior, aunque sus respuestas son cortas y algunas de las
cualesacertadas y, considerando los ejercicios de la actividad 11, podemos concluir que el
estudiante quedd ubicado en el nivel 11: creacion de la imagen de Pirie y Kieren (1990, citado
por Meel, 2003). Sus actuaciones posteriores, en las actividades siguientes, nos posibilitaran
analizar los descriptores de los demas niveles y, asi mismo, establecer como ha comprendido
que la congruencia es un caso particular de la semejanza.

Actividad I11.En esta etapa se hace la misma actividad II; pero ahora se realiza la
construccién del modulo del cubo con una hoja de papel méas grande. Se percibi6 que este
estudiante, en particular, tuvo un avance en su comprension; por lo tanto, decidimos hacerle
algunas preguntas verbales, en virtud de que parecia haber llegado a que la congruencia es
un caso particular de la semejanza. De igual manera, fuimos comparando algunas respuestas

orales con las respuestas que escribio en las preguntas de la imagen 17¢ de la actividad
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I1;estas preguntas intencionadas tenian el propdsito de que el estudiante explorara
nuevamente en sus conocimientos primitivos y de creacion de la imagen, para establecer

distinciones que ayuden al proceso evolutivo de la comprensién de los conceptos como tal.

Imagen 18a.Mddulo hecho por Donatello para construir el cubo grande.



{.‘:;3 4 ¥
UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

1 803

Facultad de Educaciénsg

Imagen 18b.Construccion del cubo grande por parte de Donatello.

Nota: En la anterior actividad al médulo se nombraron ciertos puntos con letras del alfabeto, en esta actividad de forma
analoga se nombraran los mismos puntos de la siguiente forma; se pondra la misma letra con una coma en la parte
mbrdebmpmepmpbsidnmhammﬂmamA.mmnWowéA'yuiwhaéombs
demas puntos del médulo.

Comparando los dos médulos el pequefio con el grande responda lo siguiente:
1. Nombre las figuras que considere semejantes ai comparar los dos méduios.

_a- Tolod, ,SAG!.\;’-___’%P‘V\U\‘QN\CS‘ -Doquc dcenen lamismo ey v i
?m e, & U MOME 4 gmanc! e

2. Nombre las figuras que considere congruentes al comparar los dos médulos. =
Mg unG _oon  Onavuenk> pogue MO 4 ench @ misMe fumone, peg 4ienen
J & wwowmb r(c:s\.v& oy mome «hmynm
| ' ¢

3. ;Cuantas veces crees que cabe el segmento Al en el segmento A'l'”?
cabe Cyatmg Vecco
4. (;CmeustsdqmelsegmmoA‘l'eslamiaddelsegrmtoAl?mqué?
}o Qved qluc g \m.q'uz Alled § Usced ma

oponde guc Al

V) :

5 Si Io/ﬂados del médulo grande miden L, por ser cuadrado ¢ Cuénto mediréan los lados del médulo pequefio?
2 :

Comparando las dos figuras el cubo grande con el cubo pequefio responda lo siguiente:

6. ¢Las figuras son congruentes o semejantes? ;gor qué? =
cht'\'(JoMC) PC\C)U& Sienens ¢ Woo '5‘(3%7 no <\ fovone.

7. LLWrLTsddeqnmmemdmwMM?
1
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Imagen 18c.Respuestas de Donatello a la actividad 111

Los seis modulos grandes son construidos por el estudiante Donatello de una manera
facil y relativamente rapida. El estudiante se le convoca a reflexionar y a contestar
mentalmente cada una de las preguntas mostradas en la imagen 18c. Luego, para constatar si
realmente comprende el concepto de congruencia, se le pregunta, al desdoblar dos de los

modulos grandes después de haber armado el cubo, lo siguiente:

Profesor: ¢puedes notarcomo son las figuras geométricas que dejan las trazas de dos

de los médulos?

Donatello: “hay unas queson semejantes ”.

Profesor: ahora escoge un mddulo desdoblado del cubo pequefio y comparalo.

Donatello: “tienen igual forma”.

Profesor: ¢conoces la palabra semejanza?

Donatello: “si, porque son figuras iguales, entonces se dice que son semejantes”.

Profesor: ¢conoces la palabra congruente?

Donatello: “también son semejantes e iguales ”.

Profesor: ¢entonces qué se puede decir de dos mddulos del cubo pequefio?
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Donatello: “que son iguales”.

Profesor: ¢entonces como son?

Donatello: “iguales”.

Profesor: ¢qué relacion encuentras entre la congruencia y la semejanza?
Donatello: “No sé”.

Profesor: ¢entonces qué es la congruencia respecto a la semejanza?

Donatello: “No profe, no sé”.

En este caso, Donatellorealiza correctamente con doblado de papel las figuras
orientadas por el profesor como se muestra en la imagen 18a; pero también utiliza esta
estrategia en la construccién del cubo mostrado en la figura 18b. En esta misma linea, se
percibid, ademas, la manera como fue relacionando sus conceptos al compararlos con las
preguntas de la imagen 17d, pero finalmente, Donatello confunde semejanza con congruencia
y, ademas, no alcanza la comprensién de la congruencia como caso particular de la semejanza
pues se le dificulta verbalizar la relacion entre los conceptos,es decir, Donatello no encuentra

la conexioén.

Anélisis de los descriptores del nivel 3, para la comprension de la imagen.

La actividad Il1 se asocia con los descriptores del tercer nivel: comprension de la
imagen. A continuacion, se caracterizara la informacion recolectada sobre el proceso vivido

por el estudiante, de acuerdo con dichos descriptores.
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3.1 Comprende el concepto de semejanza de figuras, mediante construcciones con
doblado de papel. En esta ocasion, mediante los pliegues que quedan después de desdoblar
uno de los médulos, pudimos percibir, en sus comparaciones a la hora de la visualizacion,
que comprende el concepto de semejanza al sefialar que el mddulo pequefio y el modulo
grande son semejantes; pero a la hora de expresar conceptualmente la diferencia o qué es en

si el concepto formal, no lo logra hacer de una forma correcta.

3.2 Comprende el concepto de congruencia de figuras, mediante construcciones con
doblado de papel. Al respecto, se visualiz en toda la actividad que comprende por medio del
doblado de papel qué es la congruencia y la sefiala en la comparacion entre los médulos del
mismo cubo; pero no logra enunciar formalmente en las preguntas intencionadas lo que es.
En este caso, no comprende el concepto de congruencia y, en ocasiones, lo confunde con la

semejanza.

Donatello también transita por un FOLDING BACK al hacer uso de otros conceptos
béasicos de la geometria; ademas, revisa esos conceptos por medio de la actividad 111 en
comparacion con la actividad Il. Este estudiante parece reconocer la semejanzay la
congruencia visualmente pero no logra diferenciar un concepto del otro, a la hora de dar una
definicion formal; asi es como lo percibe por medio de las construcciones hechas con doblado
de papel. El origami se podria presentar como un medio para que Donatello pueda alcanzar la
comprension de la congruencia como un caso particular de la semejanza pero, hasta el

momento, no logra conectar lo visual con la conceptualizacion formal.
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De acuerdo con el analisis de toda la actividad 11, se infiere que respondié de manera
no muy acertada las preguntas, entonces podemos concluir que el estudiante no alcanza a
ubicarse como tal en el nivel I11: de comprension de la imagen de Pirie y Kieren (1990, citado
por Meel, 2003). Ya que le faltéla comprensién formal de concepto y, ademas, que
encontrara la relacion existente entre la congruencia y la semejanza, pero esto lo podria
alcanzar en las actividadesdel nivel V. Sus actuaciones posteriores, en las actividades
siguientes, nos posibilitaran analizar los descriptores del ultimo nivel considerado en esta
investigacién y asi mismo establecer si se ha comprendido el concepto de congruencia como

caso particular de la semejanza.

Actividad V. En esta actividad se retoman las construcciones de los cubos pequefio y
grande, tal como se hicieron en las actividades 11y 11, respectivamente. El propoésito era que
el estudiante planteara reflexiones e hiciera un analisis sobre el concepto de semejanza y de
congruencia como caso particular de esta. Se presentan, ademas, una serie de preguntas que
se realizan de forma escrita. Se espera que Donatello pueda reconocer y utilizar imagenes
para identificar propiedades mas globales de los objetos, en particular, imagenes
matematicas del concepto de semejanza. Las construcciones de los cubos, tanto de los
pequefios como del grande, se realizaron en grupos de estudiantes, asesorados por los
investigadores, de tal forma que la actividad fuera mas dindmica y en colectivo;
intencionalmente se logré que los tres estudiantes del estudio de casos trabajaran de manera

conjunta.
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Las actividades de construccion con doblado de papel de los diferentes cubos se

muestran en las imagenes 19a.

Imagen 19a.Construccion de los cubos hechos por Donatello

Se realiza la actividad y luego se procede a desdoblar algiin médulo del cubo grande y
algunos de los pequefios, para resolver las preguntas de la actividad 1V, cuyas respuestas se
pueden observar en las imagenes 19b, 19c y 19d. Los estudiantes pudieron construir y
desarmar los diferentes cubos, segun lo que se pedia, pero cada uno contesto las preguntas de
manera independiente; de acuerdo con esto, procedieron a responder las preguntas; en algin

momento ellos necesitaron aclaraciones sobre las preguntas y pertinentemente lo hicimos.
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Para tener en cuenta: en la presente actividad hallaremos el volumen de las dos figuras construidas con doblado de
papel, para encontrar constantes de proporcionalidad; esto nos ayudara a identificar cuando dos figuras son congruentes
0 semejantes.

Tendremos presente las siguientes variables:
L: medida del lado de la hoja del médulo grande.
I: medida del lado del cubo grande.

En uno de los médulos, con la ayuda de un lapiz, marcamos uno de los bordes de alguna de las caras del cubo;
posteriormente, desarmamos ese médulo y, al observarlo detenidamente, veremos el segmento subrayado, el cual nos
servira para encontrar el volumen del cubo; notemos, en las cicatrices del médulo, que el lado del cubo es una diagonal
de un cuadrado. Por medio del Teorema de Pitagoras, podemos hallar el valor de la diagonal.

¢Qué dice el teorema de Pitagoras? L0 SOma de ¢ada lado

Recuerde que el teorema de Pitagoras establece que en un triangulo rectangulo con hipotenusa h y catetos ¢, y c,, se
cumple que: h? = (c)? + (c,)?

¢ Qué clase de triangulo se forma con el lado del cubo |2 ¢ Por qué? VO'Q‘UC hene? %"Q“‘cjbbj Yeckos
Poque d  (ycdvaDa € vcdo
¢Puede usar el teorema de Pitagoras? ; Cémo? S‘I pove €l ‘EO'JUY\O €ndena a oV

a Socav Medid® a\e» )(v-'ong\do’? 3 OIUOC—IO"

SiL es el lado de la hoja de papel, con la que se inigio la construccion, ¢ cuanto miden los catetos del triangulo rectéangulo
que tiene hipotenusa 17 Supon Cap® (Z VW:_"P "\C\!O‘ e 1gCm - Y Scdvmgc yy qL/w
con la wjod dc g~ ) ' e :

Esboce el teorema de Pitagoras, considerando los catetos en términos de L:

Con respecto a lo anterior, realice las siguientes acciones:

1. Encontrar la medida del lado I, en términos de L (segmento subrayado en la cicatriz del médulo, que en este caso es
una hipotenusa).

2. Hallar el volumen del cubo grande. Recuerde que la expresion para hallar el volumen del cubo es V = 0X

\/:@j: i

Imagen 19b.Respuestas de Donatello en la actividad V.

En esta parte de la actividad, después de haber construido seis cubos pequefios y un
cubo grande y al analizar los médulos desdoblados, podemos observar en la imagen 19b que
Donatello no responde la pregunta 1 en la que deberia tener un conocimiento geométrico mas

formal, en relacion con el Teorema de Pitadgoras y, ademas,observamos que tiene algunas
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debilidades a la hora de responder. Por ejemplo, el estudiante afirmé que el triangulo formado
es recto, lo que puede ser verdad si estamos hablando del triangulo rectangulo, o una
dificultad de confusion entre los términos angulo y tridngulo; de igual manera, al realizar la
accion uno recurre a una medida especifica y determina que la medida del catetodel tridngulo
“es un cuarto del grande ”, pero él no lo logra determinar. A pesar de ello, en este caso afirma
verbalmente con seguridad “que el lado de la hoja del médulo del cubo pequefio es la mitad
del lado de la hoja médulodel cubo grande”. Se puede inferir que Donatello quedd con dudas
y ademas no logra hacer un procedimiento. En lo que sigue de la actividad, trata de seguir
respondiendo aungue aun tenga dudas que notan cierta inestabilidad del estudiante, en cuanto
a su comprension, ya que da respuestas cortas y poco concretas, ademas,suele darlascon

inseguridad.
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ora, repetiremos el procedimiento anterior para encontrar el volumen del cubo pequefio. Para ello, tenga en cuenta los
siguientes cambios:

M: medida del lado de la hoja del médulo pequefie.

M-y

m: medida del lado del cubo pequefio.

i 3. Encontrar la medida del lado m, en términos de M (segmento subrayado en la cicatriz del médulo, que en este caso
es una hipotenusa).

Qued \odo Mojok © \o rfad del Pecpero

4. Hallar el volumen del cubo pequefio. Recuerde que la expresion para hallar el volumen del cubo esV'= (m)°®
N= C‘—\) >z 6Y

De acuerdo con las construcciones de los cubos en doblado de papel, se puede determinar que M = %

5. Teniendo en cuen_t’a lo anterior, encuentre el volumen V' en términos de L
v= (ke e -
6. Después dez'ncontrar las medidas de los volimenes del cubo grande y del cubo pequefo (V y V') en términos de L

analice la siguiente proporcion: 64 = 0,4'),5 Lo velouon Od cubo Cd—{mde \ (7,30 (1(,6((/0’ hO

(8
V' : medida del volumen del cubo pequefio

V ~ ‘medida del volumen del cubo grande

Note que algunos términos iguales se simplifican, arrojando como resultado una constante de proporcionalidad. ;,Qué
significado matematico cree que tiene? ;,Cuéntos cubos pequefios caben en el cubo grande?

coben @ cobon Ptqmn’(ﬁ en ﬁ)v&nolg-

7. Corroborar la respuesta con las construcciones realizadas con doblado de papel, es decir, en este caso introduzca el
cubo pequefio dentro del cubo grande. ¢ Qué puede concluir al respecto?

Que oy dirawie tomoro madded  \ongied.
8. Si tuviéramos cuatro cubos pequefios dentro del cubo grande, ¢ cudl seria la fraccién de volumen que los representa?

R % veralo mred del wadio G

9. Situviéramos ocho cubos pequefios dentro del cubo grande, ¢ cuél seria la fraccidn de volumen que los representa?

Que \@ B (uud@  D@ud Y| cuon ¢ (0BT  Gravde

10. Si unen cuatro caras de los cubos pequefios, formando un nuevo cuadrado, visto desde el plano, ¢ qué relacién tien
este con la cara del cubo grande? ; Son semejantes? ;Son congruentes? ;Por qué?

] Son (ondiuendc’ Po‘ﬁ% fenen g mowo Py o o mong
a

11. ¢ Qué relacion puede establecer entre los lados del cubo grande y los lados del cubo pequefio? ¢ Son figuras
semejantes o son figuras congruentes? ;Por qué?

<o~ W pm&w aouniv |92 Ccoafrg Pucno? Con oy
dd Wbo doR Lo misme wmda

1

5
£
13
bl

B
L B
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Imagen 19c.Respuestas de Damian en la actividad 1V.

En la imagen 19c se percibe como abordo Donatello la actividad, de forma tal que sin
importar sus dificultades de comprension, sigue respondiendo normalmente laspreguntas y
sigue tomando los resultados que él percibe visualmente por medio del trabajo realizado con
la papiroflexia. La ventaja de tomar el doblado de papel como medio para realizar la
actividad, es que permite que los estudiantes con dificultades en matematicas, puedan
resolver problemas con otros métodos no formales y comprender conceptos que no fueron
alcanzados con otros modelos formales, quizds ensefiados de forma tradicional.

Después de todo, se percibe que utiliza sus resultados y los expresa también de forma
verbal, debido a que tuvo en cuenta las expresiones matematicas de comparacion de las
medidas de volumenes y proporciones. Igualmente, la forma explicativa que dio la plasmé en
el papel como se observa en la imagen 19b, razén por la cual llega a unos resultados
correctos, en las respuestas de las acciones tres, cuatro, cinco y seis de esta misma imagen. Si
consideramos de manera global las acciones siete, ocho, nueve, diez y once, observamosque
es concreto y no es tan conceptual a la hora de hablar de los conceptos y en las
comparaciones de los diferentes cubos y los diferentes médulos, encontrando relaciones que

plasman suincomprension de los conceptos de semejanza y de congruencia.
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. ¢Si consideras el cubo grande y lo comparas con los 8 cubos pequefios distribuyéndolos de tal manera que se forme
otro cubo similar al grande, ¢son las caras de ambos cubos congruentes? ; Son semejantes? ¢ Por qué?

Son S prque Aeenen \a M Pme wedidO [ deveal2o @ pete,
13. Considera las respuestas de las tres preguntas anteriores, podrias encontrar una relacién entre la semejanza y la

1. ~C 557 0< 16 monea IEATOC, o O¢ La IMoME Fany

14. ;Se podria decir que dos figuras que son semejantes, son congruentes?
?o‘qw nJg {,u/\m \O wWoOmG \Mtd\‘da

15. ;Se podria decir que dos figuras que son congruentes son(semejantes? ¢ Cudl es la constante de proporcionalidad?
¢ g Dagut ndin e W0 wsmg G
% outoc S0 Paqut ?“‘ @i % 4 4010
o0\

Imagen 19d.Respuestas de Donatello en la actividad IV.

Hasta el momento Donatello, en su proceso, parecio no estar alcanzando la
comprension total del concepto formal de semejanza y la forma particular en que se presenta,
bajo el término de congruencia, y como lo vemos en la accion quince no llega a describir las
relaciones de proporcionalidad que hay entre dos objetos congruentes, que a su vez son
semejantes, cuya constante de proporcionalidad al comparar las medidas de los lados
correspondientes es uno y, aunque lo hace en una operacion, no logra plasmar
explicativamente porqué lo es.

En el contexto en el que se realizo6 este proyecto, nos dimos cuenta de la necesidad de
utilizar una entrevista semiestructurada, ya que debiamos caracterizar si algin estudiante,
después de realizar la actividad IV, habia logrado la comprension de los conceptos de
semejanza y de congruencia, como caso particular del primero. A continuacion, se presentan

algunos apartados de la entrevista transcrita.
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Apartes de la entrevista semiestructurada. Este instrumento de recoleccién de
informacion nos sirvio para constatar si en el transcurso de los dias, después de desarrolladas
todas las actividades, el estudiante analizé y reflexion6 el concepto de semejanzay, en
especial, el caso particular de congruencia, de manera que se pueda establecer si hubo un
proceso de refinamiento recursivo, tal como lo plantean Pirie y Kieren (1990, citado por
Meel, 2003).

Profesor: ¢Coémo reconoces que dos figuras son semejantes?

Donatello: “porque tienen la misma forma”.

Profesor: ¢Coémo reconoces que dos figuras son congruentes?

Donatello: “porque son iguales en todo ”.

Profesor: ¢ Cuantas veces cabe el cubo pequefio en el cubo grande?

Donatello: “ocho cubitos caben”.

Profesor: ¢Cual es la proporcion o relacién de un cubo pequefio respecto al grande?

Donatello: “es ocho veces”

Profesor: Ahora, ¢cuél es la proporcion de uno pequefio respecto a otro pequefio?

Donatello: “me acuerdo que en la pregunta la operacion medio uno”

Profesor: ¢Dos figuras son semejante, entonces se puede decir que son congruentes?

Donatello: “no, porque varia el tamafio ”

Profesor: ¢Como entiendes que la congruencia es un caso particular de la
semejanza?

Donatello: “creo que como en la congruencia todo tiene que ser igual entonces por

esto la congruencia es la que es un caso particular de la semejanza”
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Anélisis de los descriptores del nivel 4, para la observacion de la propiedad.

La actividad IV y la entrevista semiestructurada se asocian con los descriptores del
cuarto nivel: observacion de la propiedad. A continuacion, se caracterizara el proceso vivido

por el estudiante Donatello, de acuerdo con dichos descriptores.

4.1 Reconoce relaciones de proporcionalidad. El estudiante hace uso de estas
relaciones pero muy visualmente, situacion quepodemos observar mediante las imagenes 19¢
y 19d y en la transcripcion de la Gltima entrevista; es importante teneren cuenta que estas
relaciones de proporcionalidad son necesarias para indicar si las figuras son semejantes o si
particularmente son congruentes y por esto es que al estudiante se le dificulta mucho

responder acertada y globalmente las preguntas.

4.2 Establece relaciones matematicas de proporcionalidad entre lados
correspondientes de figuras semejantes. A través de las actividades desarrolladas con este
estudiante y, en especial con esta cuarta actividad, en la manipulacion visual y tangible que
hizo Donatello en las figuras construidas, hemos percibido que las operaciones las hace
mentalmente y, ademas, las plasma en las hojas de respuestas, como por ejemplo, en las

figuras 19c y 19d registra los resultados a llevar a cabo. Por lo tanto, establece parcialmente



UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educaciénizq

algunas relaciones matematicas de proporcionalidad entre los lados correspondientes de las

figuras que considera semejantes.

4.3 Concluye que la congruencia de figuras es un caso particular de la semejanza de
figuras. En la entrevista semiestructurada que se le hizo a Donatello, pudimos percibir que
no comprende las relaciones de proporcionalidad que se presentan entre los lados
correspondientes dedos figuras congruentes, a pesar deexpresar que es uno,no profundiza en
su respuesta y, debido a esto, logra concluir que la congruencia es un caso particular de la

semejanza.

Anélisis de la caracteristica FOLDINGBACK. Durante toda la actividad IV, hemos
percibido que Donatello transita por esta caracteristica de FOLDINGBACK cuando, por
ejemplo, en las primeras dos acciones, mostradas en la imagen 19c,se observan obstaculos
para resolver los procedimientos solicitados; pero al proseguir con las acciones mostradas en
la imagen 19d, notamos un acercamiento mas formal a los conceptos de manera mental y
ademas verbal, pero que, de igual manera, son registrados en la hoja de respuestas. La forma
en que Donatello resolvié las acciones, se debe a la construccion y analisis de las figuras que
se hicieron con el doblado de papel, dado que él pudo observar las propiedades globales y
particulares de los diferentes mddulos debido a la visualizacion de su construccién con
origami, el cual es el medio que se utilizo para caracterizar como comprende el estudiante la
congruencia como caso particular de la semejanza.

En esta perspectiva, pudimos advertir que a Donatello le toco volver a revisar los

conceptos de semejanza y de congruencia, para resolver las acciones mostradas en la imagen
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19c. De igual manera, en la entrevista semiestructurada, retoma los conceptos de semejanza y
de congruencia, pero con algunas confusiones para llegar a comprender que la congruencia es
un caso particular de la semejanza, tal y como lo enuncia cuando se le pregunta:Profesor:

¢ Como entiendes que la congruencia es un caso particular de la semejanza? Donatello:
“creo que como en la congruencia todo tiene que ser igual entonces por esto la congruencia

es la que es un caso particular de la semejanza”.

De acuerdo con el analisis de toda la actividad IV y de la entrevista semiestructurada,
ambos asociados con los descriptores del nivel cuatro, donde Donatello responde de manera
confusa algunas de las acciones de esta actividad y, considerando los desempefios de las
anteriores actividades, podemos concluir que este estudiante queddé en el nivel 111: de
comprension de la imagen de Pirie y Kieren (1990, citado por Meel, 2003). De esta manera,
se registra que Donatello no comprende la congruencia como caso particular de la semejanza,

en las actividades que se hicieron, cuyo medio fue el doblado de papel u origami.

10.Conclusiones

Con este trabajo de investigacion, se evidenciaron algunasfalencias que presentanel
sistema educativo y, en particular, la Educacion Matematica, por diferentes aspectos que en
los primeros capitulos quedan evidenciados.En este sentido, es importante hacer mencion que
los estudiantes no estan logrando el nivel 6ptimo para poder avanzar en la comprension de los

conceptos tanto matematicos como geometricos;desafortunadamente, los fines educativos no
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estan cumpliendo con lo que se espera de la ensefianza en nuestro pais; aunque esto es motivo
de discusion, en este trabajo solo se mencionaron algunos aspectos relacionados con tal

situacion.

Por eso, la preocupacion de la comunidad matemaética propende por superar las
adversidades en la Educacion Matemaética, con diferentes trabajos de investigacion que
aporten estrategias didacticas para la ensefianza y el aprendizaje, es decir,que brinden
herramientas a los docentes para que puedan orientar un buen proceso de ensefianza y a los
estudiantes para que logren mejores niveles de comprension; queda en manos de los docentes
la utilizacion de dichas herramientas, con el propdsito de ir mejorando en el aula de clase la
educacion de los estudiantes; en este sentido, las conclusiones de este trabajo de investigacion
surgen a partir de: dar respuesta a la pregunta de investigacion, consecucion de los objetivos,
aportes a la Educacién Matematica e importancia del doblado de papel como herramienta

didactica.

10.1. Respuesta a la pregunta de investigacion

La pregunta de investigacion que nos planteamos en este trabajo de investigacion fue
la siguiente: ¢ De qué manera la geometria del doblado de papel permite a los estudiantes del
grado décimo de una Institucion Educativa de la ciudad de Medellin, la comprension del
concepto de congruencia como un caso particular de la semejanza, en el contexto del Modelo

de Pirie y Kieren?
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Durante todo el trabajo de investigacion se fue dando respuesta a la pregunta de
investigacion, teniendo en cuenta las directricesdel modelo de PirieyKieren y sus niveles, las
cuales nos ayudaron a plantear unos descriptores acordes a dichos niveles, que se fueron
refinando durante la investigacion, y tabla de actividades por nivel, que brindé informacion
valiosa para el analisis de como los estudiantes comprendian el concepto de congruencia
como caso particular de la semejanza, con el uso del doblado de papel como medio didactico,
el cual facilité el razonamiento de los estudiantes a medida que iban avanzando en los niveles
del modelo de Pirie y Kieren. Es fundamental mencionarque los estudiantes hicieron uso de
la caracteristica del FOLDINGBACK, la cual esmuy importante para modelo, pues ayuda a
afianzar y a reforzar la apropiacion del concepto. Por ende, la utilizacion del doblado de
papel para la comprensién de los conceptos objetos de estudio, bajo los parametros del
modelo de Pirie y Kieren, nos permitieron la creacion de unos descriptores, iluminados por

unas actividades, que nos posibilitaron dar respuesta a la pregunta de investigacion.

10.2. Consecucion de los objetivos

En este trabajo de investigacion nos planteamos los siguientes objetivos

10.2.1. Objetivo general.

Analizar de qué manera la geometria del doblado del papel permite a los estudiantes

del grado décimo, la comprension del concepto de congruencia como caso particular de la
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semejanza, en una institucion del municipio de Medellin, en el contexto del Modelo de Pirie

y Kieren.

Para lograr este objetivo nos basamos en los niveles del modelo de Pirie y Kieren'y su
caracteristica de FOLDINGBACK, para el planteamiento de unos descriptores hipotéticos
por cada nivel del modelo, que se fueron refinando en el transcurso de la investigacion;
adicionalmente,se construyeron unas actividades con doblado de papel, para la comprension

del concepto de congruencia como caso particular de la semejanza.

Se disefid una entrevista semiestructurada, como método de recoleccion de
informacion,para analizar la experiencia vivida por parte de los estudiantes que participaron
en el estudio de casos de esta investigacion; esta entrevista se hizo de forma individual ya que
cada estudiante vivio un proceso diferente para lograr la compresion del concepto de
congruencia como un caso particular de la semejanza. Las actividades, descriptores y
entrevista, nos permitieron ubicar a los participantes en uno de los niveles del modelo segun

los descriptores propuestos.

Por lo tanto, el objetivo se pudo cumplir totalmente, pues se hizo un anélisis
individual profundode todas las situaciones vividas por los tres estudiantes,en el proceso de
esta investigacion, el cual se encuentra en el capitulo ocho. Finalmente, se puede establecer
que los tres estudiantes tuvieron ciertos avances en la comprension de los conceptos; sin

embargo solo uno llego al nivel 1V y dos al nivel I1I.
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10.2.2. Objetivos especificos.

Los objetivos especificos planteados en esta investigacion fueron los siguientes:

Describir como comprenden los estudiantes del grado décimo, el concepto de

congruencia como caso particular de la semejanza, en el marco del Modelo de Pirie y Kieren.

Disefiar y evaluar actividades con doblado de papel, que permitan la comprension del

concepto de congruencia como caso particular de la semejanza.

En consecuencia, para cumplir estos objetivos, se realizo el estudio de casos con tres
estudiantes del grado décimo; en el capitulo 8.3 se encuentra la descripcién profunda de cada
uno de los estudiantes, en la cual se caracterizacdémo comprendian el concepto de
congruencia como caso particular de la semejanza, teniendo en cuenta los descriptores que se
fueron refinando y que ayudaron a ubicar a los participantes en alguno de los cuatro primeros

niveles del modelo de Pirie y Kieren.

Se plante6 un esquema de actividades, paracada uno de loscuatro niveles trabajados
en esta investigacion del modelo de Pirie y Kieren; las caracteristicas principales de cada
nivel nos orientaron paragenerar actividades con doblado de papel, las cualesse encuentran
descritas en el capitulo 7.6. Pudimos concluir que estas actividadesayudaron a la comprension
del concepto de congruencia como caso particular de la semejanza.De esta manera,se dio

consecucion a los objetivos especificos planteados en la investigacion.
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10.3. Aportes a la Educacion Mateméatica

La comprensién del concepto de congruencia como caso particular de la semejanza, es
uno de nuestros aportes, debido a que en nuestro rastreo bibliogréafico, no se encontrd, hasta
el momento,algun trabajo de investigacion queaborde esta relacion entre la congruencia y la
semejanza;percibimos que si trabajamos esta relacién puede haber una mejor comprension de
ambos conceptos, dado que hay una articulacion importante entre estos, que muchos

estudiantes o profesores no consideran.

Las guias de actividades, junto con el esquema de actividades, es otro de nuestros
aportes, ya que fueron creadas con el objetivo de que los estudiantes fueran avanzando en la
comprension del concepto de congruencia como caso particular de la semejanza. Asi mismo,
la tabla de descriptores es otro de nuestros aportes a la Educacion Matematica, debido a su
gran importancia, ya que ayuda a ubicar el estudiante en qué nivel del modelo de Pirie y
Kieren se encuentra; nos permitié generar las actividades adecuadas para cada nivel, que
posibilitaranla comprension de los conceptos y, de esta manera, intentar lograr que los
estudiantes avancen en los niveles y se apropien de los conceptos; en el capitulo 7.7 se

encuentra la tabla de descriptores detallada, junto con el esquema de actividades.

En consecuencia, con la realizacion de este trabajo de investigacion se hicieron
aportes importantes a laEducacion Matematica, que pueden ayudar a mejorar el proceso
educativo ylograr avances significativos en la comprension de los estudiantes para que

puedan obtener un aprendizaje significativo.
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10.4. Importancia del doblado de papel como herramienta didactica

El doblado de papel tiene ventajas en la ensefianza de la geometria, pues permite que
los estudiantes trabajen visual y tangiblemente para una mejor comprension de los concepto;
en este estudio, en particular, el estudiante logra acercarse de una manera pertinente al
concepto de congruencia como caso particular de la semejanza, tal como se percibe en el caso
de Damian, que logra llegar al cuarto nivel evolutivo (observacion de la propiedad) del marco
tedrico del Modelo de Pirie y Kieren. Esto ratifica que el disefio y evaluacion de las
actividades con doblado de papel, son acciones propicias para elanalisisde como evoluciona
el estudiante en la comprension del concepto de congruencia como caso particular de la

semejanza.

Las actividades con doblado de papel dinamizan una clase de geometria, razon por la
cual consideramos este medio como un método didéctico para facilitar la comprensionde

conceptos matematicos en personas con dificultades a la hora de entenderalgtn concepto.

Finalmente, cabe aclarar que el proceso de descripcion de las actividades, con
respectoa la informacién recolectada de los estudiantes, se registra de una manera clara, pues
las evidencias se encuentran de modo tangible, tanto las que construyeron con doblado de
papel, como las preguntas que contestaron los estudiantes, de manera escrita y de manera

verbal, en las entrevistas semiestructurada.
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11.Sugerencias y recomendaciones

Sugerimos que los docentes utilicen el doblado de papel u origami como medio para
trabajar actividades en geometria frente a un concepto, ya que lo consideramos un buen
apoyo didactico para la evolucién y comprension del estudiante frente a los obstaculos que
se presentan a la hora de entender y desarrollar un concepto. En el caso especial de la
semejanza los docentes pueden realizar actividades para observar como comprenden los
estudiantes la congruencia como caso particular de la semejanza y asi hacer un trabajo de
realimentacion donde el Folding Back de manera que el refinamiento de los conceptos
geomeétricos se cualifiquen. De igual manera desde lo tangible y lo visual el estudiante logra
acercarse de una manera pertinente al concepto de congruencia como caso particular de la
semejanza; tal como se percibe en el caso de Damian que logra llegar al cuarto nivel evolutivo
(observacion de la propiedad) marco tedrico del modelo de Pirie y Kieren . Esto ratifica que el disefio
y evaluacién de las actividades con doblado de papel son propicias para la observacién de cémo
evoluciona el estudiante en la comprension del concepto congruencia como caso particular de la

semejanza.
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