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Resumen

La esencia de este trabajo es examinar los fundamentos de la fisica a través del concepto
de simetria. ;Qué define una simetria en fisica? Esa es la pregunta inicial. El Cap. 1 esta
dedicado a desarrollar esta pregunta en el contexto de la mecanica clasica, y la respuesta
se logra a través del teorema de Noether: las simetrias se representan en mecdanica clésica
por medio de transformaciones canonicas. Se establece pues la profunda relacién entre el
concepto de simetria y las leyes de conservacion.

El Cap. 2 esta dedicado a desarrollar esta misma pregunta, pero esta vez en el contexto
de la teoria cuantica, y ademas, bajo el influjo de las ideas de Asher Peres. «Los fenomenos
cuanticos no suceden en un espacio de Hilbert, suceden en un laboratorio», dice en el prefacio
de su libro. Tal como se propone alli, en el Cap. 2 se desarrolla la pregunta en teoria cuantica
con un enfoque pragmatico y estrictamente instrumentalista. Con la ayuda de experimentos
conceptuales se intenta adivinar la respuesta, y al fin, a través del teorema de Wigner, se
logra una en que se acentua el valor de la observacién: las simetrias se representan en teoria
cuantica por medio de transformaciones unitarias y antiunitarias, i.e., aquellas que preservan
las probabilidades de transicién. Sin embargo, en particular, ;por qué la evolucién temporal
tiene que ser unitaria? Esta sera una pregunta recurrente.

En el Cap. 3 se relaja la severidad de aquel enfoque instrumentalista y se procura plantear
la primera pregunta en el contexto de los sistemas abiertos y en relacién con los conceptos de
informacion y entropia. Como sabemos, el concepto de entropia surgié originalmente en la
termodindmica clasica y luego fue introducido en la teorfa de la informacion por Shannon. Sin
embargo, debido a su estrecha relacion, es interesante que la asimetria entre pasado y futuro,
intrinseca en el procesamiento de informacion, es equivalente a la flecha de tiempo que surge
en los fenémenos termodindmicos irreversibles [8]. En este contexto, se propone un teorema
que sugiere que un sistema es informacionalmente aislado si y solo si da lo mismo si el tiempo
fluye en un sentido o en otro: un “mundo sin friccién” en que la entropia es constante, la
de los sistemas y la del universo. Pero faltan ingredientes, la evolucion temporal generalizada
para sistemas abiertos y el analisis del proceso de medicion. jPorqué se asume unitaria la
evolucion temporal en teoria cuantica? ;Qué es una medicién? ;Es la medicion un proceso
irreversible? Estas son preguntas esenciales. La parte final del Cap. 3 se dedica justamente
a sazonar aquel teorema y a examinar estas preguntas a través de la reinterpretacion del
teorema de Kraus y del teorema de Neumark. Asi que la discusion final es sobre asimetria
temporal.
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Capitulo 1

SIMETRIA Y LEYES DE
CONSERVACION EN MECANICA
CLASICA

La unica justificacion para nuestros conceptos y sistemas de conceptos es que
ellos sirven para representar la complejidad de nuestras experiencias; fuera de
esto no tienen legitimidad.

A. Einstein

1.1. Principio de minima accion

En mecéanica clasica existe una forma de unificar las leyes fundamentales en un tnico
principio.! Sea cual sea el sistema fisico?, sea un sistema de particulas libres o un sistema
de particulas sometidas a un campo gravitacional, sea un sistema de particulas sometidas a
fuerzas restauradoras, o uno de particulas cargadas sometidas a un campo electromagnético,
incluso un sistema de particulas relativistas, sus leyes de movimiento se obtienen al exigir
que una cantidad llamada accion sea minima.

Supdngase que en un tiempo t; un sistema de n particulas se encuentra en una posicién
fija. La evolucién del sistema en el tiempo esta descrita por una curva

xi(t), vi(t), z(t) (i=1,...,n),

en un espacio de configuracién 3n-dimensional. En un intervalo de tiempo [t1, 5], la cues-
tién es jcudl de las infinitas curvas que unen el par de puntos (¢1,x;(t1),yi(t1), zi(t1)) y

Wer [7], Vol. 11, Cap. 19.
2Siempre y cuando todas las fuerzas se puedan obtener de una funcién potencial

U=U(t,Z1,Y1,21s - TnyYns Zn)-



(t2, zi(t2), yi(t2), 2i(t2)) en aquel espacio?

El principio de minima accion establece que el movimiento del sistema de particulas
en un intervalo de tiempo [t1, t5] estd descrito por la curva que minimiza la integral

to
S:/ L(t,xl,yl,zl,...,xn,yn,zn,:&l,yl,zl,...,j:n,yn,z'n)dt, (11)
t1

llamada accién, donde L es la funcién Lagrangiana o Lagrangiano. Una condicién necesaria
para que S[z;, y;, z;] tenga un eztremo para una cierta curva x;(t), y;(t), z;(t),1 < <n, es
que esta curva satisfaga las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.15) [3], es decir, las ecuaciones
de movimiento del sistema fisico.

Muy bien, entonces el problema de formular las ecuaciones de movimiento de un sistema
se reduce a determinar su Lagrangiano, y jcémo lo hacemos? Lamentablemente no existe un
método general. Por ejemplo, para una particula de masa m y carga eléctrica ¢ en un campo
electromagnético E y B,

1
Lzémvz—cm—qv-A,
donde ¢ y A son los potenciales electromagnéticos. Aplicando las ecuaciones de Euler-
Lagrange se obtiene pues la fuerza de Lorentz F' = qF + qu x B. En el caso de una particula
relativista, casi que por prueba y error [7], se sabe que

2
L:—mocﬂll—Z—z—ng—qv-A,

donde myg es la masa de la particula en reposo v ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, funcién
0 )
que de nuevo conduce a la fuerza de Lorentz.

Sin embargo, si en un sistema (no relativista) todas las fuerzas pueden ser obtenidas de
una funciéon potencial

U:U(thlaylazlw"vrnaynazn)a (12)
el Lagrangiano toma la siguiente forma:

L=T-U, (1.3)
donde T es la energia cinética del sistema. En un sistema de n particulas de este tipo, donde
la i-ésima particula tiene masa m; y coordenadas x;, y;, z; (i =1,...,n),

Tzlim»(x'2+y-2+z2) (1.4)
2 — (2N 7 1/ .
y la fuerza que actia sobre la i-ésima particula tiene componentes
ou ou ou
Xi=—— Y, =———, Z;=——. 1.5

Segun el principio de minima accién, si (1.1) tiene un minimo, la curva que describe su
movimiento debe satisfacer las ecuaciones de Euler-Lagrange,
8L_d8L_O OL_daL_O 8L_d8L_O

(1.6)

2



o equivalentemente,

ou d ou d ou d
- - 5 zz:()a — 7 T zz:()a a7 zzzoa L7

que de acuerdo con (1.5), significa que debe satisfacer las ecuaciones de Newton:

Xi = myiy, Y = mylji, Z; = mgz;. (1.8)

Pero jpor qué la accion tiene que ser minima? ;Tiene que ver con que “la Naturaleza
no hace por muchos medios lo que puede ser hecho por pocos”? En realidad el principio de
minima accién solo se cumple para intervalos de tiempo suficientemente pequenos; es mas,
para sistemas con infinitos grados de libertad, como por ejemplo una cuerda vibrante o el
campo electromagnético, este principio se remplaza por el principio de accién estacionaria,
lo que quiere decir que para arribar a sus ecuaciones de movimiento no es necesario que la
accién sea minima, solo que su primera variacién sea igual a cero: jpuede ser mdrima!3

1.2. Conservacion del momento lineal y del momento
angular

Es claro por qué en el contexto de la mecanica Newtoniana se toma por fundamental
la tercera ley de Newton. Aqui se trata sobre todo de “aguzar los sentidos” para advertir
las fuerzas, al menos las que se conocen, puesto que en muchos casos no conocemos las leyes
correctas. De ahi que la tercera ley cobre tanta importancia, pues esta expresa una propiedad
general de las fuerzas que nos permite conocer el estado del sistema sin conocer todos los
detalles.

Segun esta ley, las fuerzas entre un par de particulas son iguales y opuestas, mas aun,
actuan sobre la misma linea, luego, de la segunda ley de Newton:

by __dpy
dt dt
1.9
dp, +p,) _, (19)
dt ’

donde p; es el momento lineal de la primera particula y p, el de la segunda. Es decir, mientras
las fuerzas sean internas, el momento lineal del sistema se conserva. Este argumento se puede
extender facilmente a un sistema de n particulas, y asi, debido a la interaccion entre pares
de particulas, el aumento del momento lineal de una particula siempre se compensara por la
disminucién del momento de la otra.

La ley de conservacion del momento lineal (en colisiones) también se puede construir a
partir de una version particular de la tercera ley de Newton y el principio de relatividad
Galileana [7]. ;{Qué sucede si dos cuerpos con masas iguales, inicialamente en reposo, son se-
parados por una pequena explosién sobre un riel de aire? (Figura 1.1). Puesto que los cuerpos

3Ver [3], Sec. 36.2.
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Figura 1.1: Experimento de accién-reaccién con masas iguales. (Tomada de [7]).

son iguales, la situacion deberia ser simétrica, y ciertamente esto se confirma experimental-
mente: cuerpos iguales tendran la misma rapidez. Igualmente, sin preferencia entre izquierda
y derecha, si los cuerpos se aproximan con la misma rapidez y chocan inelasticamente por
medio de algin tipo de fijador, vuelven al reposo. Esto no es mas que otra forma de enunciar,
en el caso de las colisiones, la aguda observacién de Newton expresada en su tercera ley.
.Y qué hay de la explosién? En la pélvora, debido a la gran atraccién entre la infinidad de
atomos de oxigeno de las moléculas de nitrato de potasio (KNOs) y la infinidad de dtomos
de carbono (C) y sodio (S), se produce una enorme conmocién en forma de energia cinética
en la formacion de las nuevas moléculas (e.g. CO), lo que finalmente se traduce en calor,
incluso en juna llama! (luz), si el movimiento de las moléculas es suficientemente violento.
Estas moléculas golpean contra las paredes del pequeno cilindro que las contiene y este a su
vez golpea los cuerpos que flotan sobre el riel. Lo increible de la observacién de Newton es
que nos permite conocer el estado de los cuerpos sin necesidad de entrar en estos detalles,
sin conocer las leyes para las fuerzas intermoleculares y las fuerzas entre atomos ni los me-
canismos de transformacion de una forma de energia en otra, pues aquella propiedad de las
fuerzas es general.

VIEW FROM VIEW FROM
CENTER OF MASS MOVING CAR
(CAR VELOCITY = —v) A =
e[ m]
Vo - 2V - 0 [p=—2D 14 mmm [Tl D—>q]
m BEFORE COLLISION .~ v 0
pe——0 20 —»[ m m M |=—D—=q]
v=2=0 V- -V V-
AFTER COLLISION im C2m 1N
Figura 1.2: Colisién ineldstica entre masas Figura 1.3: Experimento para verifi-
iguales vista desde diferentes sistemas de re- car la situacién de la Figura 1.2. (To-
ferencia. (Tomada de [7]). mada de [7]).

Analicemos situaciones nuevas a partir de lo que ya sabemos. ;Qué sucederia si uno
de los cuerpos estd en reposo y el otro lo choca ineldsticamente con cierta velocidad? De
acuerdo al principio de relatividad de Galileo, las situaciones de la Figura 1.2 son fisicamente
equivalentes, respondiendo a la pregunta: los dos objetos pegados se moverian a la mitad de
la velocidad inicial. Esto se verifica experimentalmente, como se muestra en la Figura 1.3,
donde, en el viaje de ida y vuelta hasta colisionar inelasticamente y alcanzar de nuevo el
reposo, el objeto de masa m recorre una distancia de casi 4D en el mismo tiempo en que el
de masa 2m recorre 2D. Lo interesante es notar que ya sea que se observe desde el sistema



de referencia del centro de masa o desde el sistema de referencia en movimiento, el momento
lineal se conserva:

mv + m(—v) = 2m(0)
mv —muv = 0 (desde el CM),

m(2v) + m(0) = 2m(v)

mv —muv = 0 (desde el carro).

Para generalizar este resultado podemos continuar del mismo modo. Del resultado del
experimento de la Figura 1.3 y aplicando de nuevo el principio de relatividad de Galileo
podemos averiguar qué sucede cuando un cuerpo de masa m colisiona inelasticamente con un
cuerpo de masa 2m en reposo. Y asi sucesivamente: uno de masa m con uno de masa 3m, uno
de masa 2m con otro de masa 3m, m versus 4m, 3m versus 4m... Asi pues, sirviéndonos de la
simetria del sistema de un par de objetos de masas diferentes —cualesquiera— que al chocar
ineldsticamente permanecen en reposo, sabremos qué sucede cuando uno de estos cuerpos esta
en reposo y el otro lo choca a cierta velocidad, jconservandose siempre el momento lineal! [7]

Cuando la interaccion es por contacto parece claro que la tercera ley de Newton y la ley
de conservacién del momento lineal estén a un mismo nivel, pero jqué cambia si la accion es a
distancia? Al parecer nada, pues segiin Newton las interacciones a distancia son instantéaneas.
Sin embargo, si una carga eléctrica se mueve repentinamente sintiendo una cierta fuerza
de reaccién, la interaccion con otra particula cargada —a una cierta distancia— no sera
instantanea, y por muy poco tiempo que tome, durante este tiempo el momento lineal no se
conservard. Para salvar esta aparente contradiccién, basta iluminar una superficie y medir la
presién mecdanica que se ejerce sobre esta producto del intercambio de mometo entre el objeto
y el campo electromagnético: el campo también posee momento lineal, momento angular y
energia. Si se consideran los momentos mecéanicos de las cargas junto con el momento del
campo?, jel momento siempre se conserval

Suponiendo que en relatividad especial también se conserva el momento lineal en un
sistema donde solo actuan fuerzas internas, debe conservarse para todo sistema de referencia
inercial, lo cual generaliza el principio de relatividad de Galileo para sistemas de referencia
inerciales que se mueven a velocidades comparables con c. En este caso, la equivalencia entre
sistemas fisicos se da bajo transformaciones de Lorentz, y el momento lineal se conserva
siempre y cuando tome la siguiente forma:

p=——— (1.10)

En teoria cuantica también se cumple la ley de conservacién del momento lineal, siem-
pre que el sistema sea informacionalmente aislado [10], aunque, como veremos, es necesario
introducir un nuevo lenguaje (Sec. 2.1).

Aunque en un principio nos dio la impresién de que la ley de conservacién del momento
lineal era una consecuencia natural de la mecanica Newtoniana, sabemos que también se

4Ver [7] Vol. 2, Ch. 27, Field momentum.



cumple en electromagnetismo, relatividad y mecanica cudntica, es por esto que esta ley es
generalmente considerada mas fundamental que las leyes de Newton [5].

Algo similar sucede con la ley de conservacién del momento angular para un sistema de
particulas aislado. Consideremos un sistema de n particulas, donde la i-ésima particula tiene
masa m; (i = 1,...,n) y las fuerzas se deben exclusivamente a las interacciones entre las
particulas. Sean f; y 7 la fuerza y el torque que ejerce la particula [ sobre la particula j,
respectivamente. Respecto al origen de un sistema de referencia conveniente, el torque sobre

la particula j es
n
T; =T, X Z fjl'
=1

Lo que nos interesa comprobar es que efectivamente los torques internos se anulan por
pares, de modo que el torque interno total se anule, o lo que es lo mismo, el momento angular
del sistema se conserve:

T+ T =r; X fu+rixf

0, segun la tercera ley de Newton:

T+ Ty =(ri—7;) % fi

(1.11)

Entonces, el momento angular de un sistema aislado de particulas se conserva siempre
que rj sea paralelo a f,;: en el caso particular del movimiento debido a fuerzas centrales,
se concluye pues, que la ley de conservacién del momento angular se sigue de las leyes de
Newton [5].

1.2.1. ;La ley de conservacién del momento angular se deriva de
las leyes de Newton?

iPero las fuerzas no tienen que ser necesariamente centrales segin las leyes de Newton!

Es claro que existen fuerzas no centrales y que el momento angular, sin embargo, debe
consarvarse; en la electrodindmica, por ejemplo. En la Figura 1.5 se muestran dos protones
que se mueven paralelos al eje x en sentidos opuestos con la misma rapidez. Asi como el
movimiento de un protén ejerce una fuerza F'g + F' g sobre el otro, este ejerce una fuerza
—(F'g + Fp) sobre aquel. Ignorando el delay que se genera mientras una particula siente el
efecto del movimiento de la otra, el momento lineal se conserva siempre, aunque las fuerzas
no sean centrales en todo momento. ;Entonces el momento angular solo se conserva en el
instante mostrado en la Figura 1.57 Claro que no, como se sabe, el campo electromagnético
también posee momento angular, que si se considera junto al de las particulas, explica la
conservacion del momento angular en cada instante.

Sin embargo, la objecién recae directamente sobre las ideas en las que se funda la propia
mecanica de Newton. Imaginemos por un momento que solo contamos con las leyes de Newton
para describir la interacciéon entre un par de particulas aisladas con idéntico espin, e.g. un



par de electrones con espin up. Hasta donde se sabe, un electron, a pesar de tener una masa
bien definida, es una particula con radio cero, una masa extrana que no tiene tamano ni
estructura, justamente la definicién de una particula Newtoniana. Inmediatamente surge un
problema: los espines S; (i = 1,2) definen una direccién espacial adicional a la definida por
el vector ri9, de la misma forma que en la Figura 1.5 las velocidades de los protones definen
al eje x, asi que la fuerza entre los electrones no tiene que ser necesariamente central. Si por
ejemplo esta fuerza fuera

F12 = k’l"12 X (Sl + 52)

donde k es una constante, tendria que concluirse que el momento angular del sistema no se
conserva (Figura 1.6).

Como atn no se conoce experimentalmente ningtin caso en el que el momento angular
total de un sistema aislado no se conserve, debe concluirse que la ley de conservacién del
momento angular es una ley fisica independiente [5].

FE
g :jib S, F21‘|l S,
r
mj /:[ 12 /
f ; '
r; Fi2
J r AL
o .
q
z Figura 1.6: Ejemplo de fuer-

zas no centrales entre dos
Figura 1.4: Caso de fuerzas no Figura 1.5: Fuerza entre dos  electrones con espin up.
centrales. (Tomada de [5]). protones en movimiento. (Tomada de [5]).

1.3. Conservacion de la energia

Como hemos visto, nada que se derive directamente de las leyes de Newton nos dice algo
nuevo. La tercera ley de Newton es equivalente a la ley de conservacién del momento lineal,
lo mismo sucede con la ley de conservacion del momento angular para fuerzas centrales. Este
es el caso también de la ley de conservacion de la energia mecéanica. El teorema del trabajo
y la energia para un sistema de particulas se deduce de la segunda ley de Newton, y expresa
—para el caso de fuerzas conservativas— la conservacion de la energia mecénica:

T,+U, =T, + Uy, = Epee, (1.12)

5Tomada de F. Sears, M. Zemansky, H.D. Young, R.A. Freedman, Fisica Universitaria con Fisica Moderna
Vol. 2, Décimo tercera edicién, Pearson, México (2013).



donde, en coordenadas del centro de masa, U; es la energia potencial (gravitacional o elastica)
del sistema y T; es su energia cinética, ambas en la posicion R; (i = a,b). Ee. es la energia
mecanica del sistema, a este nivel de la discusion, la misma en todo momento, y que en
principio puede ser cualquier ntimero real.

Pero como sabemos, los resortes se detienen, los columpios dejan de pendulear, las bolas
de billar paran..., aunque también los resortes, los pivotes y las bolas de billar se calientan
al cesar su movimiento, y aunque para nuestros toscos sentidos la energia simplemente de-
saparece, basta usar un termometro suficientemente sensible para encontrarla. Las leyes de
Newton incluyen también fuerzas no conservativas (e.g. la friccién), y asf las cosas, la energia
mecanica no se conserva y tampoco se pueden deducir las ecuaciones de movimiento del
sistema a partir del principio de minima accién: ni nuestros sentidos ni las leyes de Newton
son suficientes para ver a un nivel fundamental. A nivel microscopico no existen fuerzas no
conservativas [7], fuerzas como la de friccién son tiles a nivel macroscépico justamente para
evitar las complicaciones que surgen de considerar el movimiento aleatorio de un sinntimero
de atomos, movimiento que en definitiva es el que proporciona una medida de la energia
térmica. La energia térmica es solo energia cinética [7].

La energia parece pues que se “esconde”. jEs esta una peculiaridad de la energia? Pense-
mos en otro tipo de cantidad fisica, e.g. el momento lineal. Resulta que esconderlo no es tan
simple. Un exceso de momento lineal de los atomos del pivote de un columpio, se traduce
en un vaivén, por imperceptible que sea, pues se suman vectores, velocidades en este caso.
Mientras que al sumar las energias cinéticas de los atomos estamos sumando los cuadrados
de las rapideces, cantidades sin direccién: incluso si el columpio esta quieto, el pivote puede
estar caliente. La energia es un concepto fisico mas sutil, entre otras cosas, porque es un
camaleén que puede cambiar de una forma a otra [5].

La energia del campo electromagnético es otra de las formas. Esta se debe al vaivén de

cargas eléctricas: energia mecédnica transformada en energia electromagnética o viceversa:

ou OUpec

at—V-S+ ETER (1.13)
donde u es la densidad de energia del campo y Uy, es la densidad de energia mecanica de
las cargas, ambas dentro de cierta regién del espacio, y S es el vector de flujo de energia
del campo o vector de Poynting. O sea, el campo pierde energia solo si interactia con la
materia dentro de una cierta regién o si su energia escapa de esta region. Por otra parte, para
entender mejor el significado del vector de Poynting, la presién que se ejerce al iluminar una
superficie, la presion de radiaciéon de la que hemos hablado, se estudia justamente por medio
de este vector, siendo proporcional a su promedio temporal (S). Es claro pues que la energia
de la luz es también energia electromagnética.

Otra forma de energia es la energia quimica, que es la que se libera en reacciones quimicas,
explosiones por ejemplo. Asimismo la energia nuclear, que se libera en reacciones nucleares,
y aunque no se conozcan las leyes fundamentales [7], se tienen férmulas para intentar com-
prenderla, como la de la energia total, que surge al remplazar la invariancia Galileana por la
de Lorentz,

E? = (pc)® + (moc?)?.

De esta expresion es interesante notar que una particula sin masa en reposo, e.g. un foton,



con momento p, tiene energia, y que una particula, jpor el mero hecho de existir!, también:
2

moc-.

En este punto la ley de conservacion de la energia parece un acto de desesperacion:
fantasear con movimientos aleatorios de atomos en el vacio, imaginar sopas abstractas con
energia que llenan el espacio, particulas sin masa que viajan a la velocidad de la luz... ;Por
qué creer que cuando aparece o desaparece energia mecanica debemos inventar una serie de
cantidades y procesos abstractos para explicar la conservacion de la energia? Porque ain
no se conoce experimentalmente ningin proceso de la Naturaleza en el que la energia no se
conserve. El experimento del cervecero inglés y fisico aficionado, James P. Joule, para medir
el equivalente mecénico del calor es uno de los ejemplos mds importantes.” Otro ejemplo
es la emisién espontdnea de rayos o (niicleos de *He), pues cuando se pudieron medir con
suficiente precisiéon masas nucleares se comprob6 que el exceso de masa Am en la reaccién
nuclear

220Ra — *2?Rn + “He,

era igual a AE/c?, donde AE era la energfa cinética del retroceso del 4tomo de **Rn més
la energia cinética del niicleo de *He [5]. Esto solo por mencionar algunos ejemplos.

A pesar de todo, aun no se ha discutido qué es la energia, y la razén es muy simple:
no se sabe. Incluso la ley de conservacién de la energia no se entiende profundamente. Por
mas que nos esforcemos por verificar experimentalmente este principio matemdtico, jcomo se
explican las transformaciones? Esta ley no describe ningtin tipo de mecanismo. Ademas, la
energia que a los humanos nos resulta 4til no se conserva tan facilmente [7], complicindolo
todo atiin méas. Pensemos solo en la conservacién de la energia al escribir en Querleaf este
trabajo de grado. ;Cémo es que al teclear estas palabras la energia mecanica de mis dedos se
tranforma en energia eléctrica y energia térmica en un circuito electrénico, y finalmente la luz
de la pantalla del computador me las muestra? Obviamente esta dentro de las posibilidades,
la siguiente pregunta seria, ;qué tan probable es? Construir el computador es imposible sin
tomar energia de algin otro lugar. Ademés de energia, es necesario pues, hablar de entropia,
i.c., de las probabilidades de estas posiblilidades.®

De la relacion entre energia y entropia se ocupan la termodindmica y la mecanica es-
tadistica de Boltzmann-Gibbs. Sin embargo, en las siguientes secciones nos ocuparemos de la
relacién entre la energia y otro concepto fundamental de la fisica: la simetria. Esta relacion es
la que nos ayudara justamente a entender mucho mejor las leyes de conservaciéon. Y a pesar
de que no se discutird profundamente, el triangulo lo completa la relaciéon entre entropia y
simetria, uno de los temas que més genera debate actualmente en el mundo de la fisica.®

"Ver Albert Einstein, Leopold Infeld, La fisica, aventura del pensamiento, Octava edicién, Losada S.A.,
Buenos Aires (1939), p. 47-50.

8Ver Constantino Tsallis, Introduction to Nonextensive Statistical Mechanics, Approaching a Complex
World, Springer, New York (2009), 1.3 Symmetry, Energy and Entropy.



1.4. Simetria y leyes de conservacion

Aunque el principio de minima accién unifica las leyes fundamentales de la mecéanica
clasica en un unico principio, como se mostro, para deducir las ecuaciones de movimiento es
necesario conocer el Lagrangiano del sistema, y no existe un método general para calcularlo.
Como también se mostrd, la ley de conservacion del momento angular no se deriva directa-
mente de las leyes de Newton, y aunque las leyes de conservacién de la energia mecanica y
del momento lineal si, esto no nos dice nada nuevo. Todo esto nos deja con una mecéanica
incompleta y con un principio bastante elegante, pero solo para sistemas conservativos.

El propésito de esta seccion es ir mas alla de las leyes de Newton y, por medio de métodos
analiticos generales, expresados en los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano, lograr mas
flexibilidad y una mayor profundidad en la discusion sobre las leyes fundamentales de la
fisica. En especial, comprender mejor las leyes de conservacion de la mecanica clasica a partir
de su relacién con las simetrias de los sistemas fisicos.

Cuando hablamos de métodos analiticos generales nos referimos a las ideas de una de las
grandes obras de Lagrange, el cdlculo de variaciones, considerada por él mismo como su obra

maestra, y que le permitié unificar la mecanica en su obra Mécanique analytique, y como

dijera Hamilton, hizo de ella “una especie de poema cientifico”.”

1.4.1. La forma canénica de las ecuaciones de Euler-Lagrange (EL)

Las ecuaciones de EL correspondientes a la accion

to
S[ql,...,qn] I/ L(t,ql,...,qn,ql,...,qn)dt, (114)

t1

forman un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden

oL d oL

—————=0 (=1,...,n). 1.15

9a  di oG, ( ) (1.15)
Nuestro proposito es remplazar el conjunto de variables t, ¢, ..., qn, q1, - - ., Gn, L por otro

conjunto de variables que nos permita obtener una forma mas conveniente y simétrica de las
ecuaciones de EL. El truco esta en usar las ecuaciones

)

== (=1,...,n 1.16
para escribir ¢y, ..., ¢, como funciones de las variables
tﬂqlw"vCInvplv"'apna (117)

9E. T. Bell, Los grandes matemdticos (desde Zenén a Poincaré), Editorial Losada, S. A., Buenos Aires
(1948), Cap. X: Una inmensa pirdmide, Lagrange.
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y escribir el Lagrangiano L(t,qi,...,qn,q1,---,qdn) en términos de la funcién Hamiltoniana
H:

H(tﬂqlw"v%’mplv"'?pn):_L+ZQipiﬂ (118)

donde las ¢; se consideran funciones de las variables (1.17).1°

Las nuevas variables
tana vy fn,yP1y - - 7pn7H

son llamadas las variables candnicas correspondientes a la accion S|q, - . ., G-

El siguiente paso es reescribir las ecuaciones de EL en términos de estas nuevas variables.
El cambio consiste basicamente en expresar las derivadas parciales g—; en términos de las
derivadas parciales 85 sin embargo, para evitar cdculos engorrosos, se usa la expresién para
el diferencial de H, dH, y la propiedad de invariancia de este bajo cambios de variables

independientes [3]:

oL " oL " 0L - -
dH = —dz — Y —dg — S =2dg; o jidp;. 1.19
5 0% 2 3y, q ;E; 9 q +—;{;17 q %-gigtz p (1.19)

Imaginen tener que expresar dg; en términos de t,q; v p; para obtener las derivadas
parciales de H. Una de las caracteristicas mas importantes de las variables candnicas es que
justamente las ecuaciones (1.16) permiten cancelar los términos que contienen dg;:

oL oL

dH = ——dx — —d d
ax x a QZ+ZQZ p’L

Se tiene entonces que

oH 9L OH 0L O0H .
ot ot oq  0g op

0, de (1.15) y (1.16),

OH oOH
¥, — —_— o = —— ) = 1 “ e . 1.2
Q’L apz ? p’L 8(]@ (Z Y 777/) ( O)

Estas 2n ecuaciones diferenciales de primer orden reciben el nombre de sistema canonico
de ecuaciones de EL correspondientes a la accién (1.14).

10Siempre que sea posible. H es justamente la transformada de Legendre de L, y esta transformacién
es posible siempre y cuando las ecuaciones (1.16) puedan ser resueltas para ¢;, o equivalentemente, que el
determinante de la matriz Hessiana de L,

8(])1, s apn)
3((]1,... q )

sea diferente de cero. Y esto no es solo una condicién matemdtica, pues hay sistemas fisicos que la violan,
como es el caso del Lagrangiano del sistema del ejercicio 4 del capitulo 8 de [4]

= det ”quqj I8

L:mﬁm%+mm¢fm+w—mmuw%

con a,b,c, f,g v k constantes.
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1.4.2. Conservacién: primeras integrales de las ecuaciones de EL

.Y qué se gana con este cambio de variables? Antes de hablar de la estrecha relacién entre
simetria y leyes de conservacion, es importante poder reconocer cantidades que no cambien
en el tiempo a lo largo de cada una de las curvas integrales o soluciones de las ecuaciones de
EL, y esto ciertamente se facilita en términos de las variables canénicas. Debemos entender
primero qué significa conservacion en este lenguaje.

Que una cierta cantidad se conserve significa que una funcion

A= A(tvqla"'7Qn7p17--'7pn)7

sea constante a lo largo de cada solucién del sistema de ecuaciones (1.20), es decir, a lo
largo de cada solucion de las ecuaciones de movimiento del sistema fisico. Se dice pues que
A(t,q1y- -y Gny D1, - - -, Dn) €8 una primera integral del sistema de ecuaciones de EL (1.20).

Averigiiemos entonces bajo qué condiciones se da:

A Z 0N Ogi | OA Op:
dt dq; Ot 8p,~ ot
Z ONOH 0OAOH (1.21)
0q; Op; api 0q;
OA
= E + [A H]PB?

donde

ONOH OANOH
A, H|pp =
les Z 0q; Opi ~ Op; q

son los corchetes de Poisson de las funmones Ay H. Concluimos de (1.21) que si A no
depende explicitamente del tiempo, una condicion necesaria y suficiente para que sea una
primera integral del sistema de ecuaciones de EL (1.20) es que los corchetes de Poisson
[A, H|pp se anulen idénticamente [3].

1.4.3. Simetria: transformaciones candnicas

., Qué significa entonces simetria? Desde un punto de vista matematico, significa que la
accién (1.14) es invariante bajo ciertas transformaciones, o lo que es lo mismo, que dos
problemas variacionales sean equivalentes bajo ciertas transformaciones de variables, i.e.,
que tengan los mismos extremales o soluciones de las ecuaciones de EL.

Esta invariancia podemos entenderla de dos formas. Se dice que la accién es invariante
bajo la transformacién!!

t* = A(taQIa"'7QH7q17"'a4n) = A(taQ7Q)
q: = Fi(t7QI7"‘7qn7q'17"'7q.n) = Fz(t7Q;Q) (Z = 17"'7”)7
1 Aunque matematicamente t* = A(t, ¢, ¢) representa una transformacién general, fisicamente solo se tratan

la identidad, la traslacién temporal y la reversién temporal, A(t,q,q4) =t, A(t,q,¢) =t+ 0ty At,q,q) = —t,
respectivamente.

(1.22)
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i t

donde la ecuacién vectorial'? ¢* = ¢*(t*) (¢} < t* < t3), es el resultado de remplazar ¢(t) y
q(t) (t; <t <ty)en (1.22) y eliminar ¢.

Asimismo, la equivalencia entre problemas variacionales puede entenderse a partir de
la invariancia de la forma candnica de las ecuaciones de EL bajo la transformacion de las
variables ¢, q; v p; en las nuevas variables

12
Qi:Qi(t7q1;---7%17p17~--7pn)7 (]‘23>
]Di = Pi(t>q17 <o qn,P1y - 7pn)7

es decir, si bajo este cambio de variables, las ecuaciones canodnicas se transforman en las
nuevas ecuaciones

: oH* . OH*
= ——, P=——, 1.24
@Gi="7p 90, (1.24)
donde H* = H*(t,Q1,...,Qn, P1,..., P,). Este tipo de transformaciones reciben el nombre
de transformaciones canénicas. Ciertamente, decir que es posible obtener (1.24) a partir de

(1.20), por medio de (1.23), es lo mismo que decir que

to n
1 =1

t

es igual a

S* Q1. ,Qn, Pi, ..., P :/t2< R@—H*) dt, (1.26)
=1

t1

y dos problemas variacionales son equivalentes si los integrandos de sus acciones correspon-
dientes difieren entre si por un diferencial total [3]:

> pidg — Hdt =) PdQ; — H*dt + dA(t, qu, ..., qu, D1, - -, Pn). (1.27)

i=1 i=1

La funcién A es llamada funcion generatriz, y es la clave, pues si reescribimos (1.27) en
la forma

dA = ipid% - i PdQ; + (H* — H)dt,
i=1 i=1

obtenemos precisamente la transformacion canoénica

oA oA oA
pi=5- bi=- H*=H+ —, (1.28)
9q; 0Q; ot
2Por simplicidad se usa la notacién vectorial: ¢ y ¢ representan los vectores n-dimensionales (qi, ..., q,)
y (1, -..,dn), respectivamente.
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pues esta establece una relacion entre las antiguas variables y las nuevas variables que obvia-
mente satisface (1.27).13

En suma, por medio de estas transformaciones no es posible obtener ningin conocimien-
to fisico, distinguir entre situaciones fisicas diferentes, pues, al preservarse la forma de las
ecuaciones de movimiento, jlas soluciones son las mismas! Una simetria es una equivalencia
entre situaciones fisicas diferentes [8].

1.4.4. Teorema de Noether

Consideremos una familia de transformaciones uniparamétricas

t* = A(t,q,q;¢e),
* (t,q q b (1.20)
q; :Fz(t7QaQa€) (2217"'771)7
donde ¢ es el parametro, las funciones A y I'; son diferenciables respecto a € y
At,q,q;e =0) =t,
(4,46 =0) (1.30)

Li(t,q, ;e =0)=¢; (i=1,...,n),
representa la transformacién identidad.

Ya estamos listos para entender la conexién entre la existencia de ciertas primeras inte-
grales de un sistema de ecuaciones de EL y la invariancia bajo ciertas transformaciones de
su respectiva accién, esto es, la estrecha relacion entre las leyes de conservacién de la fisica y
las simetrias:

Toda familia uniparamétrica de transformaciones que deje invariante a la accién
S[q] conduce a una primera integral de su sistema de ecuaciones de EL [3], i.e.,
toda simetria conduce a una cantidad conservada.

Mateméaticamente:

Teorema 1.1 57 la accion

to
Slal =/ L(t,q.¢)dt, (1.31)
t1
es invariante bajo la familia de transformaciones (1.29) para t; y to arbitrarios, entonces
=%+ |L - ipi | A= t 1.32

13Es posible escribir A como funcién de t, ¢; y Q; por medio de (1.23). Del mismo modo, es posible expresar
la funcién generatriz como funcién de ¢, ¢; y P; reescribiendo (1.27) [3]. En este caso, la funcién generatriz
toma la forma I' = A + Z?=1 P;Q; y la transformacién canénica

or or . or
pi_%a Pi—TPi H —H+a.
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a lo largo de cada extremal de S|q], donde

. OA(t,q,q:¢)
At = b
(t,q,4) e ) o
/Yi(ty q, Q) = T .
e=0

Es interesante notar que el teorema de Noether retine en un solo resultado las leyes de
conservaciéon y el principio de minima accién. Esto se debe a que la primera variaciéon de la

accion es
t2 " oL d oL "\ 0L
— —— | hy(t)dt —~, — H
05 = / (8%’ dt 8611) (6)dt + (Z 8%% /\)

=1

t=to

)

t=t1

donde h;(t) representa la variacién de ¢;(t), de modo que si suponemos que S[g| tiene un
extremo para alguna curva

¢ =q(t) (=1...,n),
entonces esta curva es una solucién del sistema de ecuaciones de EL correspondientes a S [q],
asi que

to

Teorema de Noether en teoria de campos

Vale la pena generalizar el resultado anterior y revisar, desde el punto de vista de la fisica,
las enormes consecuencias que esto supone.

Matematicamente, aunque el problema variacional que hemos tratado puede decirse gene-
ral, pues los extremos no son fijos y la accion depende de n funciones ¢4, . . ., ¢,, estas dependen
de una unica variable independiente, el tiempo. Para extender el resultado anterior a la teoria
de campos es necesario tratar un problema variacional atiin méas general: la variacion de la ac-

cién en una region €2 variable, i.e., en el caso donde las variables independientes xq, 1, ..., T,
varfan, asi como las m+ 1 funciones de campo ug(xg, 1, ..., Tp)s ... Up(To, T1, ..., Ty) Yy SUS
derivadas P
u .
i cq—
5 (1=0,...,m7=0,...,m). (1.34)
L

Si consideramos que zy = t, simplificamos la notacion por medio de los vectores x =
(t,x1,...,xn), u = (Ug,...,Uy) y se entienden Vu como el tensor de componentes (1.34) y
dx como dtdxy - - - dx,, la accién toma la siguiente forma:

to
—/ dt/--~/L(x,u, Vu)dxl---dxn—/.i”(x,u,Vu)dx, (1.35)
t1 R Q

donde L(z,u, Vu) es el Lagrangiano del campo, Z(z, u, Vu) es llamada densidad Lagrangiana
del campo, Q = R X [t, t5] es una regién (n + 1)-dimensional y R es una hipersuperficie.
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Teorema 1.2 ' Si la accién (1.35) es invariante bajo la familia de transformaciones r-
paramétricas'®

i = Nj(x,u, Vu;e) ~ x; + Zakkgk)(x,u, Vu) (i=0,...,n),
k=0

. (1.36)
wf = Tj(w,u, Vuse) ~uy + Y e (w,u, V) (j=0,...,m),
k=0
para una region arbitraria ), entonces
"L 0 N 0L k
Z% ZTV§)+$A§) =0 (k=0,--,r) (1.37)
i=0 v\ j=0 0 <37>
sobre cada superficie extremal de Slu], donde
6uj
. 1.38
e Z 9, (1.38)

Claramente, cuando n = 0 y r = 0 se obtiene el Teorema 1.1:

d [~ OL
— —3;, + LA | =0
di \ = 9, !
;a—qvj-i- L—;ujpi A = const

a lo largo de cada extremal.

Pero detengamonos en este “simple” salto matemaético entre el Teorema 1.1 y el Teorema
1.2 que aumenta en n la dimension de la regién en la que varia la accién S, porque en términos
fisicos tiene profundas consecuencias. Pensemos en el tipo de sistemas fisicos representados
en cada teorema. Por un lado, el primer teorema se ocupa de sistemas fisicos discretos, e.g. un
sistema de particulas que interactian instantaneamente a distancia, como la Tierra y el Sol
en el espacio vacio, donde lo que sucede aqui se debe a las condiciones de alld (y viceversa),
a 151 millones de km; por otro lado, su generalizacién responde a sistemas continuos, como
una cuerda vibrante, la membrana del timbal de Tito Puente, o mas interesante atn, el
campo electromagnético, donde, si sabemos lo que pasa aqui y ahora, se sabra lo que sucedera
un poquito después en el tiempo y un poquito mds alld en el espacio. Sin embargo, en el
ejemplo del campo electromagnético es necesario ir incluso més allé, pensar en la invariancia
bajo transformaciones de Lorentz de las ecuaciones que describen la estructura del campo
electromagnético, las ecuaciones de Maxwell. La geometria del espacio cobra importancia, y
un simple espacio Cartesiano con coordenadas t, x, y, z no es adecuado para expresar su
invariancia relativista. En particular, si se considera un espacio-tiempo plano, los eventos se
localizan por medio del vector

r' = (ct,x,y,2)

14Ta demostracién detallada de este teorema se encuentra en la Sec. 37 de [3].
e = (¢1,...,6,) y ‘~ denota la igualdad para términos de orden 1 en e: transformaciones infinitesimales.
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y el tensor métrico ¢¥ nos dice cémo “medir distancias” en este nuevo “espacio”.'® En
conclusion, mientras por un lado la escena de las leyes mecanicas de Newton se reduce
solamente a los puntos del espacio tridimensional en los cuales la materia o las cargas estan
presentes, por el otro, todo el espacio-tiempo es la escena de las leyes de Maxwell [2]: accidn
a distancia versus accion contigua.

Asimismo, continuando con la comparacion del sistema de particulas en movimiento en el
espacio tridimensional y el campo electromagnético en el espacio-tiempo, esta mera generali-
zacion matematica supone otro abismo conceptual entre las leyes de la mecanica Newtoniana
y las leyes de Maxwell que puso en aprietos a los mejores fisicos y matematicos del mundo a
finales del siglo XIX, y que Einstein aclaré y enmendé en 1905 en su articulo Sobre la elec-
trodindmica de los cuerpos en movimiento.'” Por un lado Newton, imperante, distinguiendo
entre “lo absoluto y lo relativo, lo verdadero y lo aparente, lo matematico y lo comun”, con
ideas sospechosas sobre el espacio, el tiempo y el movimiento absolutos, inalcanzables por
nuestros sentidos, e ideas sobre el espacio, el tiempo y el movimiento relativos, segin él, los
que como hombres comunes empleamos, “sin que esto represente ningiin inconveniente en los
asuntos comunes”; y sus leyes, invariantes bajo transformaciones de Galileo, transformacio-
nes que en principio no plantean ningun limite para la velocidad de la luz y bajo las cuales
las ecuaciones de Maxwell no son invariantes, reforzando asi la idea de un sistema inercial
privilegiado —el éter— en el cual, segiin se crefa, estas toman su forma mas simple y en el
que la velocidad de la luz es justamente c. Por otro, las ecuaciones de Maxwell, invariantes
bajo transformaciones de Lorentz, ademads, ningin experimento que pudiera probar que la
velocidad de la luz dependiera del observador inercial, entre los mas sofisticados, los de Mi-
chelson entre 1881 y 1929 que no pudieron medir el movimiento en el éter. Se plante6 pues la
disyuntiva: conforme al “habito de pensamiento”, o existe un sistema privilegiado respecto al
cual las leyes de la fisica toman formas especiales y la velocidad de la luz es ¢, y otros donde
sus formas se complican y la velocidad de la luz puede aumentar o disminuir sin limite; o,
como asumio Einstein, aceptando los hechos experimentales,

1. las leyes de la fisica tienen la misma forma en todos los sistemas inerciales y

2. la velocidad de la luz en el vacio es la misma para todos los observadores inerciales.

Aceptar estos principios supuso, como dijera Poincaré, “una mecanica completamente
nueva”, con una nueva escena donde se desarrollan todos los eventos fisicos, el espacio-tiempo,
y con una nueva regla de transformacién, la de Lorentz (equivalente a bajas velocidades a
la de Galileo, satisfaciendo asi el principio de correspondencia). Asi pues, de aquel abismo
conceptual nacio la teoria especial de la relatividad, en un principio llamada por Planck teoria
de la relatividad, aun por encima de un nombre que contaba con la anuencia de Einstein:
teoria de los invariantes, el cual se ajustaba mas a lo que postulaba sobre la invariancia de las

16En un espacio-tiempo plano su representacién matricial es

(¢7) =

O O O

OO = O
\

O R OO

_= o O O

"Ver la traduccién de H. Quevedo en http://webs.ftmc.uam.es/juancarlos.cuevas/Teaching/
articulo-original.pdf.
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leyes fisicas bajo transformaciones entre observadores inerciales. ;Las leyes fisicas deben ser
pues simétricas? Fue la relatividad la que consiguié que esta clase de preguntas se volvieran
comunes en fisica.!

1.4.5. Leyes de conservacion

Sean campos clasicos, particulas relativistas, particulas Newtonianas..., inclusive sistemas
cuanticos —como veremos en el Cap. 2—, toda simetria conduce a una cantidad conservada, y
eso es lo que nos interesa discutir. Como se dijo, una simetria es una equivalencia entre situa-
ciones fisicas diferentes. Veamos en términos practicos a qué nos referimos y aproximémonos
de a poco al ideal expresado en el teorema de Noether.

Supongamos que un fisico aficionado, ermitano y neoludita tiene un grave accidente ce-
rebral y desarrolla un sindrome nunca antes visto que le impide saber quién es, de dénde
viene, para dénde va, ubicarse él mismo y ubicar todo lo que le rodea en el espacio y en el
tiempo..., y que milagrosamente le permite conservar intactos todos sus conocimientos sobre
fisica sin ningun tipo de relacién con eventos historicos, sociales, politicos, culturales, etc.,
aislados por completo, en el mar de su mente, de todo lo demas que en algiin momento su-
po de si mismo y del mundo, como un unico islote en tiempos del gran diluvio. De vez en
cuando tiene pequenos episodios de lucidez en que le interesa saber en qué lugar esta y en
qué época. ;Como podria aquel desgraciado por medio de experiencias cientificas saberlo?
En un golpe de gran lucidez recuerda el teorema de Noether, y se pregunta: —; Quién sera el
tal Noether?” pero no puede recordarlo. Sin embargo, iluminado, en seguida comprende que
ninguno de sus rudimentarios y a la vez prolijos aparatos mecanicos, eléctricos, magnéticos,
opticos..., podrian ayudarle a averiguar en qué lugar de este planeta habitable y en qué épo-
ca se encuentra, pues su funcionamiento en nada dependeria del lugar donde estuviese o del
momento de la historia en que se encontrase.

—Mis aparatos eléctricos y magnéticos no son lo suficientemente sensibles para que el cam-
po magnético de este planeta me permita determinar en qué latitud me encuentro. Ademas,
no importa en qué momento los encienda, jfuncionaran igualmente!, pues alguien se los tuvo
que haber inventado, y es un hecho que logré reproducirlos. jUn momento!, ;v mi brijula?
Sabria cudl es el norte, ;o el sur?, ni recuerdo la convencién... jPero la paridad no se conserval!
Aunque, ;valdria la pena aquella parafernalia solo para distinguir entre izquierda y derecha?...
Mucho menos podria servirme del campo gravitacional de este planeta, practicamente cons-
tante sobre la superficie, ;qué podria hacer con mi balanza?, aunque entre latitudes la tinica
diferencia sea que esté trasladada y rotada en el espacio, para el mismo cuerpo jmarcaria
siempre el mismo valor!; un momento..., pero ;trasladada y rotada respecto a qué? Puede
ser respecto al Sol o las estrellas, jclaro, podria observar el cielo! Pero jcomo estar seguro de
que estoy en un lugar del universo y no en otro? Con un universo observable de 93 billones
de anos luz de didmetro, ;por qué no podria existir un planeta habitable como este, con un
sol joven y con este cielo?... Bueno, al menos conozco la edad del universo... —se dijo sin
esperanza.

18Esta discusién se desarrolla con mds detalle en Sepilveda Soto, Alonso, Los conceptos de la fisica:
evolucion historica, Editorial Universidad de Antioquia, Medellin (2012), Cap. 8: Electromagnetismo y éter
y Cap. 9: El espacio-tiempo.
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Pobre hombre, desubicado: jpara qué saber tnicamente fisica? j;Se lo habria siquiera
preguntado?! Con todo, el meollo del asunto es que la imposibilidad de distinguir entre
situaciones fisicas diferentes, i.e, el mismo fenémeno, en las mismas condiciones, pero en
diferentes momentos o lugares del espacio, o en diferentes puntos del espacio-tiempo, redunda
en una ley de conservacion, como veremos.

A continuacién, algunos ejemplos en el contexto de la mecanica de Newton y de la teoria
clasica de campos.

1. Conservacion de la energia. Primero veamos qué representa fisicamente el Hamil-
toniano en un sistema de n particulas. De acuerdo con la Ec. (1.18), la Ec. (1.3), y
considerando que la energia cinética de este sistema estd dada por (1.4) y la energia
potencial por una funcién del tipo de (1.2),

H=-L+ Z(«T’me + YiDiy + ZiDiz)
i=1

==L+ Y (mg} +mg; +m) = —(T—-U)+2T =T +U.

i=1

Habida cuenta de que el Hamiltoniano es la energia total del sistema, si su Lagrangiano
no depende explicitamente del tiempo, y por lo tanto tampoco H,

Slgl = /tQ (T — U)dt (1.39)

t1

es invariante bajo la transformacién canoénica
t"=t+e, q =q, (1.40)
i.e, es invariante bajo traslacion temporal. Segin (1.30) y (1.33), se tiene que
A=1, %=0,
entonces, de (1.32), la energia total del sistema se conserva:

H = const.

Hay otra forma de verlo. Si H no depende explicitamente del tiempo, como
[H> H] rB =0,
H es una primera integral del sistema de ecuaciones de EL, o equivalentemente,

dH
— = 0.
dt

2. Conservacion del momento lineal. Si la accién (1.39) es invariante bajo la trans-
formacién canénica

=t ,=x,+e, Yy =vi, 2z =%, (1.41)
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i.e., si no se puede distinguir fisicamente entre el sistema original de particulas y el
mismo sistema trasladado en x, entonces el momento total del sistema en x se conserva:

P, = Z (91:1 Z Diz = const,

i=1

pues A =0, viy = Vi = 0y 7iz = 1.
Analogamente, la invariancia del sistema bajo traslaciones en y conduce a

P, = Z (91/1 ; Piy = const,

y su invariancia bajo traslaciones en z a

P, = z”: g—i = Zn:piz = const.
=1

Conservacion del momento angular. Del teorema de Noether, si el sistema de
particulas es invariante bajo rotaciones alrededor del eje z, o sea, bajo la familia uni-
paramétrica de transformaciones candnicas

"=t
X, = x; COSE + y; Sin e,
: Y (1.42)
Y, = —T;SInE + y; COSE,
z =z,
como
Oz} B _Oy; - 0z 0
Yix = e g:o—y“ Viy = O 5:0— iy iz = e 520_ )

entonces el momento agular total en z se conserva:

n

L, = DiyTi — DizYi) = const.
Yy Y

i=1
Asimismo, la invariancia bajo rotaciones alrededor del eje y conduce a

n

Ly=— Z (PizTi — piz?i) = const

i=1
y la invariancia bajo rotaciones alrededor del eje x a

n

L,= DizYi — PiyZi) = const.
Y y

=1

Conservacion de la energia y del momento del campo electromagnético.
En consecuencia con la invariancia de Lorentz de las ecuaciones de campo, se usara la
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notacién “covariante”!? para expresar la invariancia relativista, y por simplicidad, la
notaciéon de Einstein.
De acuerdo con el teorema de Noether, la invariancia del campo bajo desplazamientos

paralelos en el espacio-tiempo plano®
=g (i=0,1,2,3), (1.43)
A#TIAJ' (j20,1,2,3), '

donde las funciones de campo no son més que las componentes del cuadripotencial?!

conduce a la “ecuacion de conservacion”

0 [ oz o4

Zg* | =0 (k=0,1,2,3), (1.44)

pues segin (1.36), (1.43) y (1.38),

NG

)

ik 5(k) OAj w04
9 7 %_W‘q T ory

Justo esta ecuacién define el tensor de energia-momento del campo??

g 0L 04
IO
oxt
de modo que
oT*
- =0 (k=0,1,2,3). 1.45
=0 (h=0,1,2,3) (1.45)

Y como sabemos, la Ec. (1.45) es equivalente a decir que la integral del tensor sobre
una hipersuperficie que contiene todo el espacio tridimensional,

. 1 .
pPi==z / T*ds,,
C

se conserva, i.e, el cuadrimomento del campo P se conserva [6].

1913 palabra “covariante” usada de esta manera significa invariante. No significa que las componentes de
los tensores estén expresadas en la base covariante.
20i.e, la densidad Lagrangiana .Z no depende explicitamente de las coordenadas espacio-temporales.
Z[u, Vu] representa pues un sistema cerrado, un campo sin interacciones.
2L A partir de las cuales se obtienen E y B por medio de las ecuaciones
0A

E:—V(b—g, B=Vx A.

22Sin embargo, segtin esta definicién, el tensor 7% no es tinico, pues cualquier tensor de la forma

) awzkl
Tzk + ,
Ox!
. . ikl .
con Y = —4p"F satisface (1.45), ya que % = 0. Para definirlo de manera tinica se elige un ¢**! adecuado,

de forma tal que el tensor sea simétrico, i.e, T"* = T* o equivalentemente, exigiendo la conservacion del
momento angular del campo [6].
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Para finalizar, aterricemos en el mundo real con una pequena reflexion sobre la impor-
tancia de este tipo de resultados.

Del mismo modo que sorprende la insdlita desgracia de aquel hombre: no saber quién es,
de dénde viene, para dénde va..., por haber sufrido un accidente con consecuencias super-
inusuales que lo hacian casi un experto idiota, sorprende lo inusuales e ideales que resultan
los objetos estudiados por los fisicos: superficies perfectamente lizas, conductores perfectos,
particulas y campos en el vacio, espacio-tiempo plano, sistemas inerciales, sistemas cerrados,
etc. “Mundos sin friccién”. Cabria preguntarse: ;y para qué teorias de mundos sin friccién
en un mundo con friccion? En primer lugar, las teorias son ttiles para aprozimar calcu-
los en el mundo real. Teoremas como el de Noether, que “viven” en estos mundos, cobran
importancia en la fisica en la medida en que los objetos abstractos se asocian con objetos
familiares de nuestro mundo. Cuando experimentamos con los objetos del mundo, probamos
sus propiedades fisicas, y solo podemos verificar si efectivamente son realizaciones satisfacto-
rias de los objetos abstractos de la teoria [8]. Ademés, porque no sabemos qué es el mundo
real y las teorias fisicas justamente nos permiten descubrirlo, entenderlo, y hasta predecir
nuevos fenomenos. Por ejemplo, la teoria general de la relatividad fue desarrollada por Eins-
tein de manera puramente deductiva y unicamente después fue sustentada por observaciones
astronémicas [6]. O ;fue necesario esperar la invencién de la bomba de vacio o la llegada del
hombre a la Luna para comprobar que en el campo gravitacional todos los cuerpos se mueven
de la misma manera? No, el poder de la razén fue suficiente.
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Capitulo 2

SIMETRIA EN TEORIA
CUANTICA

Los fenémenos cuanticos no ocurren en un espacio de Hilbert, ocurren en un

laboratorio.
A. Peres

2.1. Necesitamos un nuevo lenguaje

Conservacién de la ignorancia

En tiempos de la Revolucién francesa no saber cuantos huevos eran necesarios para pre-
parar una tortilla normal podia ser un asunto de vida o muerte. Alguna vez un filésofo,
matematico, cientifico y politico francés de la época, Nicolas de Condorcet, amigo de La-
grange, antojado de una tortilla, pidié6 una docena. Inmediatamente el cocinero, receloso, le
pregunto cuél era su oficio.

—Carpintero... —respondié Condorcet azorado.
—Muéstrame las manos —inquirié el cocinero. No eres carpintero.

Terminé en prisién. Tiempo después, fue envenenado u obligado a suicidarse.! En fin, las
brutalidades del progreso.

Su amigo conté con mejor suerte. Lagrange, favorito de Maria Antonieta y respetado por
Napoleon, llegé incluso a ser idolo del pueblo que alguna vez pensé darle muerte. Incluso el
ambicioso Laplace también escapd de la guillotina. El primero por su naturaleza sosegada
y amable. El segundo por zorro. Ambos, segin De Pastoret, porque resultaron tutiles para
calcular trayectorias en la artilleria y para dirigir la preparacién del nitro necesario para la

'E. T. Bell, Los grandes matemdticos (desde Zenén a Poincaré), Editorial Losada, S. A., Buenos Aires
(1948), Cap. XI: De campesino a presumido, Laplace.
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fabricacién de pélvora.?

En aquellos tiempos nadie calculaba trayectorias tan bien como Laplace. Aplicé detalla-
damente las leyes de la gravitacion de Newton a todo el sistema solar, y en su obra, Traité
de méchanique céleste, probd su establidad. La estabilidad de un sistema solar altamente
idealizado, por supuesto. Laplace considero el universo compuesto unica y exclusivamente de
particulas materiales en interaccion, e inspirado en la necesidad de estudiar la astronomia ma-
temdtica, contribuy6 profundamente al desarrollo de la teoria de probabilidades, halldndola
indispensable en todas las ciencias exactas. Sin embargo, consider6 la teoria de probabilidades
como un medio pragmatico para aproximar las verdaderas leyes de la fisica. Decia Laplace:

Una inteligencia que en un momento dado conociese todas las fuerzas que animan la naturaleza
y la posicién respectiva de los seres que la componen, podria condensar en una sola férmula
el movimiento de los cuerpos mas grandes del universo y el tltimo de los dtomos: para tal
inteligencia nada serfa indeterminado, el pasado y el futuro estarfa ante sus ojos [Ullmo, 1959].

Pero el universo no solo estd compuesto de materia. ; Qué hay del campo electromagnético,
por ejemplo? Si conocemos el campo en un cierto punto (cty,xq,y1,21), las ecuaciones de
Maxwell nos permiten saber como evolucionara en todo el espacio-tiempo, nos permiten
estar al tanto de la historia y del destino del campo, su pasado y su futuro “estdn” ante
nuestros “ojos”. Algo similar puede decirse de la geometria del espacio-tiempo, representada
en el tensor métrico, cuya estructura esta descrita por las ecuaciones de campo de Einstein.
En realidad todo esto solo nos deja mas cerca del sueno de Laplace. Es que, tacitamente,

las leyes de la fisica cldsica suponen que si duplicamos exactamente todas las condiciones
de un experimento, el resultado tiene que ser exactamente el mismo [8].

De esto hablaron Newton..., Lagrange, Laplace..., Maxwell..., Einstein, etc. Esta doctrina
es llamada determinismo.

En nuestro tiempo, por “fortuna”, no conocer la receta de la tortilla, o no saber cuanto
cuesta una docena de huevos, no es tan grave.? Incluso es fundamentalmente imposible cal-
cular trayectorias, y se es un sabio por comprenderlo. Pensemos en los caminos que toma la
luz polarizada cuando atraviesa un cristal birrefringente. De acuerdo con la teoria electro-
magnética cldsica, la luz esta formada por ondas electromagnéticas. Como se ilustra en el
esquema de la Figura 2.1, parte de la luz proveniente de una fuente térmica S —la que se
propaga en direccién z— es polarizada linealmente en direccién « respecto al eje x (Figura
2.2). Luego de ser colimada, atraviesa un cristal C con indice de refraccién anisotrépico, cuyo
eje optico es perpendicular al eje z, de modo que las componentes del campo E, y E, se
propagan con diferentes velocidades, i.e., la luz incidente se divide en dos haces con intensi-
dades proporcionales a cos? a v a sin? o, que es lo que finalmente vemos en una pantalla. De
acuerdo con Maxwell, siempre que se repita este experimento, exactamente bajo las mismas
condiciones, el resultado serd exactamente el mismo.

Ahora supongamos que la luz se compone de fotones. Para esto, a diferencia del esquema
clasico, imaginemos una fuente térmica lo suficientemente débil y un aparato muy pintoresco

2«Pero digamos que 1800 pesos la docena o algo asi...», respondié el entonces Ministro de Hacienda
colombiano Alberto Carrasquilla cuando en una entrevista de abril de 2021 le preguntaron cuanto costaba
una docena de huevos.
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Figura 2.1: Experimento con una gran canti- Figura 2.2: Coordenadas usadas para
dad de fotones polarizados. (Tomada de [8] y describir la doble refringencia. (To-

editada). mada de [8]).

Figura 2.3: Esquema del experimento para la
deteccion de fotones individuales. (Tomada de

8])-

con detectores lo suficientemente rapidos, a fin de que puedan registrarse los fotones indivi-
duales y, segtin se active un detector u otro, se imprima el resultado (Figura 2.3).3 Lo primero

3Es cierto que no hablamos estrictamente de fotones, sin embargo la idea a este nivel de la discusién
es simplemente considerar eventos individuales. Segun el efecto Hanbury Brown y Twiss o efecto bunching,
practicamente sin importar lo atenuada que pueda estar una fuente térmica, es sumamente improbable que
en una posicién fija y en un cierto instante no se detecten coincidencias (varios fotones). Nuestro aparato de
deteccién debe ser tan rdpido como para contrarrestar este efecto y al mismo tiempo imprimir ja la velocidad
de la luz! jAsi de pintoresco tiene que ser!

Sin embargo esta no es la tUnica opcién. La fuente térmica podria estar extremadamente atenuada, tan-
to como para tener un numero promedio de fotones mucho menor que uno; aunque continuariamos en el
régimen clasico. También podriamos alejarnos decididamente del mundo clasico y considerar una fuente de
fotones individuales, y asi hablar rigurosamente de fotones. Se trata de procurar un efecto antibunching. Para
ilustrarlo, consideremos un campo con un unico modo en un estado de Fock |n). La funcién de coherencia
cuantica de segundo orden para este estado es

1—L n>2

n?

0, n=0,1
9@ (1) = g@(0) = { :
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que choca con nuestra intucién clasica es que los fotones sean indivisibles: una particula de
energia hr con polarizacion lineal —haciendo un angulo « con el eje — no es dividida por el
cristal en dos de menor energia hv cos? o v hv sin? a. De hecho, fotones como este de energia
completa hr algunas veces toman un camino, y se imprime un signo +, y otras veces toman
el otro, y se imprime un signo —. Pero choca aiin mas con nuestra intuicion clasica el hecho de
que jno podemos predecir el camino que tomard un fotéon! No podemos predecir cudl sera el
siguiente signo. ;Por qué un fotén toma un camino y no el otro? No tenemos una explicacion
[8]. Claramente,

st duplicamos exactamente las condiciones del experimento, el resultado mo necesaria-
mente es el mismo.

Las secuencias aleatorias de signos no necesariamente serian las mismas. Las leyes de la
teoria cudntica se desmarcan radicalmente de la leyes de la fisica clasica en la irreproducibili-
dad intrinseca de los resultados experimentales. ; Estd en juego entonces el método cientifico?
Por supuesto que no. En realidad, si N, es el nimero de signos + y N_ es el nimero de
signos — en la secuencia aleatoria que imprime el aparato de deteccion, a medida que N, + N_
crece, las frecuencias relativas N /(Ny + N_) y N_/(N4 + N_) tienden al resultado clésico
de las intensidades de las componentes del campo:

N N_
+ — cos?

—_— —— > sinfo 2.1
N, r N N TN sin” o (2.1)

Repitiendo muchas veces un experimento, exactamente bajo las mismas condiciones, nos
aprorimamos a las mismas probabilidades.

Asi pues, mas que indispensable, como senal6 Laplace, la aleatoriedad se torna funda-
mental. No se trata de no contar con los medios para resolver analiticamente un problema
de n cuerpos..., no se trata de usar una aproximacién pragmatica de las verdaderas leyes
de la fisica, no se trata de conocimiento incompleto; se trata de una caracteristica inherente
a los fenémenos fisicos. Se trata de ignorancia total. jPor qué un fotén toma un camino
y no el otro? No existe una explicacion, inicamente podemos pronunciarnos acerca de las
probabilidades.

Superposicion de fotones

JEntonces la luz que incide en el cristal es una mezcla de fotones, unos con polarizacién
lineal en x y otros con polarizacién lineal en y? Supongamos que ubicamos entre el cristal
y el detector otro cristal birrefringente idéntico, orientado exactamente del mismo modo, y
que podemos disminuir el grosor del primer cristal tanto como queramos. Cuando el grosor
de este cristal tiende a cero se verifica la misma tendencia de (2.1). Asi pues, al disminuir
el grosor del primer cristal, mientras el par de haces se superponen cada vez mas, se va
recuperando un unico haz de fotones polarizados linealmente en la direccién original E, no
una mezcla de fotones, los unos con polarizacion lineal en x y los otros con polarizacién
lineal en y. En general, al superponer un haz de fotones polarizados en z con otro de fotones

lo que sugiere que en una posicion fija, independientemente del delay T entre detecciones, cuando n = 1, muy
probablemente no habra coincidencias.
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polarizados en y, se obtiene un haz de fotones polarizados elipticamente, no una mezcla de
fotones linealmente polarizados [8].

{Cuadl es la polarizaciéon de un fotén?

Hasta ahora, al menos empiricamente, es posible conciliar los resultados de las teorias
cuantica y clésica, pues para hablar de probabilidades necesitamos muchisimos eventos y una
onda electromagnética clasica tiene una cantidad sumamente grande de fotones. Exploremos
un poco mas este acuerdo entre paradigmas.

Imaginemos dispositivos que nos permitan determinar la polarizacién de un “gran”* niime-

ro de fotones elipticamente polarizados de origen desconocido. Como en el caso clésico, donde
el campo esta representado por

E =E,cos(kz —wt+0,)+ E,cos (kz —wt +6,),

con 0 = 0, — 0, arbitrario, determinar la polarizacién de un gran ntimero de fotones equivale
a medir sus parametros de polarizacién 0 y |E;/E,|. Supéngase que primero se intentan
adivinar (o descartar) los casos més especiales —polarizacion lineal y polarizacién circular—.
Suponemos entonces que los fotones estan polarizados linealmente, i.e., § = 0, y disenamos
un dispositivo que nos permita aproximarnos al valor de |E,/E,|. En realidad ya lo tenemos.
Este dispositivo consta de un cristal birrefringente con su eje 6ptico dispuesto como en la
Figura 2.2 y de un detector muy especial alineado a la salida del cristal, como se muestra en
la parte final de la Figura 2.3. Rotando el dispositivo respecto al eje que define la direccién
de propagacién del haz, es posible obtener una buena aproximacién de |E,/E,| a partir del
angulo en que el detector inicamente imprima signos + o tnicamente imprima signos —.%
Si para todo angulo se obtuviera una secuencia aleatoria de signos + y —, se descartaria la
polarizacion lineal.

Por su parte, para adivinar o descartar polarizacién circular, se remplaza el cristal por
un selector de polarizaciones circulares. Los fotones polarizados circularmente salen de este
dispositivo exactamente con la misma polarizacion, pero en dos haces separados, dependiendo
de sus helicidades.® Si los fotones de origen desconocido estdn polarizados circularmente, i.e,
|E.| = |E,|, dependiendo de su helicidad, el detector deberia imprimir inicamente signos +
o Unicamente signos —. Si por el contrario se obtuviera una secuencia aleatoria, se descartaria
la polarizacién circular.

En general, es posible disenar un selector de polarizaciones elipticas, y con su ayuda,
medir con buena precisién los pardmetros de polarizacién § y |E,/E,| de un gran nimero de
fotones polarizados elipticamente de origen desconocido.”

44oran” significa una cantidad extremadamente grande, tan grande como para conciliar los resultados la
teoria cuantica y la teoria clasica de la luz.

5Significa en realidad la prevalencia de una de las marcas, pues eventualmente algunos fotones habran de
desviarse hacia el otro detector y se imprimird la otra marca.

6Un selector consta de una ldmina de cuarto de onda (qwp por sus siglas en inglés); un cristal birrefringente
alineado a la salida, con su eje 6ptico formando un angulo de 45° respecto al eje 6ptico de la lamina, y una
segunda ldmina de cuarto de onda con su eje éptico perpendicular al de la primera. Ver ejercicio 1.4 de [8].

"Ver ejercicio 1.5 de [8].
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Muy bien, jy si se trata de un wunico fotéon? Como antes, podemos iniciar adivinando
o descartando los casos mas especiales. Comenzamos entonces suponiendo que el fotén esta
polarizado linealmente. Si el foton hubiese sido efectivamente preparado con una polarizacion
lineal haciendo un angulo « con el eje x, jcomo podriamos adivinarlo? En el caso clasico que
analizamos anteriormente es posible adivinar justamente por el hecho de que se trata de
una profusion de fotones. Si al principio obtuviésemos una secuencia aleatoria, bastaria con
rotar el dispositivo respecto al eje de propagacion de la luz hasta alcanzar “uniformidad”
en las impresiones. Pero jsi solo tenemos una oportunidad? ;Existe un dispositivo que nos
permita medir los pardmetros de polarizaciéon § y |E,/E,| de un tnico fotén individual
elipticamente polarizado de origen desconocido? Este instrumento no puede existir [8]. Es
fundamentalmente imposible determinar cudl es la polarizaciéon de un tnico fotén de origen
desconocido. Lo que si es posible responder es si el foton tiene una polarizacion especifica. Por
ejemplo, jaquel foton polarizado linealmente tiene polarizacién en y? Existe una probabilidad
de sin? o de responder afirmativamente.

., Cudl es la polarizacion de un fotén? Esta pregunta no tiene sentido.

En la teoria cuantica la aleatoriedad se torna fundamental y es fundamentalmente imposi-
ble calcular trayectorias; existen objetos sin una contraparte clasica; la intuicion clasica falla
rotundamente; suelen usarse las mismas palabras de la teoria clasica de un modo radicalmen-
te diferente, hasta puede haber lugar a absurdos si se combinan mal... En fin, necesitamos
un nuevo lenguaje para describir el mundo cuantico.

2.1.1. ;Qué es la teoria cuantica?

Los estudiantes de fisica, tarde o temprano, nos vemos enfrentados a esta pregunta. Cuan-
do sucede antes de tiempo, cuando confiamos tozudamente en nuestra intuicién (clésica),
solemos repetir las definiciones que alguna vez nos encontramos en los més famosos libros de
divulgacion o en las charlas de algin cientifico reputado, muy seguramente mal digeridas o
malinterpretadas. Entre lo que repetimos es comin hablar del universo microscopico, de la
Naturaleza a escala atémica y subatémica, de probabilidades, etc. Cuando sucede “tarde”,
o cuando se supone trastocada aquella intuicion clésica por causa de los muchos calculos de
niveles de energia, tasas de transicion, cross sections..., muchos nos damos cuenta, después
de dos o mas cursos de mecanica cuantica, de que tal vez nunca consideramos seriamente
esta pregunta. Esta vez, confiando en nuestra experiencia y con un lenguaje mas formal:
espacios de Hilbert, interpretaciéon probabilistica, relaciones de incertidumbre («aunque de-
berian llamarse de ‘indeterminacién’», decimos), etc., lo intentamos de nuevo: «La mecénica
cuantica es...» Sin embargo, pocos quedamos satisfechos con la nueva definicién. Incluso mu-
chos regresamos nuevamente a nuestros preciados libros de divulgacion y a las palabras de
todos estos personajes que en algin momento nos inspiraron los mas inocentes suenos, y,
entre complacidos y apenados, nos sorprendemos de lo reveladoras que a la sazon resultan
las mismas palabras que antes ni siquiera comprendiamos y, sobre todo, de lo mucho que
aun ignoramos. «El gran Juan Maldacena en una charla sobre agujeros negros y entrelaza-
miento cuantico la define como “el conjunto de leyes que gobiernan la materia, especialmente
atomos y particulas muy pequenas” o como “el conjunto de leyes que usamos para describir
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la Naturaleza”», podria pensar alguno buscando refinar su definicién. Y quiza reflexionaria:
«{Por qué no incluye la luz!; Especialmente?...» Nos gustaria por eso intentar responder esta
pregunta desde el principio, antes de discutir sobre el nuevo lenguaje y sobre simetrias.

Segun Asher Peres, en un sentido estricto,

la teoria cudntica es un conjunto de reglas que permite el calculo de probabili-
dades para los resultados de pruebas macroscopicas.

Preparaciones y pruebas

«jimacroscopicas?!», mas de un fisico replicaria. Pero intentemos entender mejor esta de-
finicién. Segun Peres, existen dos nociones primitivas (no definidas) en teoria cudntica, asi
como los puntos y las lineas rectas en los axiomas de la geometria Euclidiana, que son los dos
tipos de tareas diferentes que realizan los fisicos en los laboratorios: preparaciones y pruebas.
«Una preparacion es un procedimiento experimental que estd completamente especificado,
como una receta de un buen libro de cocina.» «Una prueba inicia como una preparacion,
pero esta también incluye un paso final en el cual informacion, previamente desconocida, es
suministrada al fisico que esta realizando el experimento». Y nos dice: «Note que una prepa-
racion usualmente involucra pruebas, seguidas por una seleccion de resultados especificos.»
En el ejemplo de la Figura 2.3, la informacién nos es dada por medio de los simbolos + y —
impresos en la tira que suelta el aparato de deteccién, una secuencia de marcas nos permite
distinguir en cada prueba cudl detector fue activado, i.e., cudl camino tomé el foton. Esta
secuencia de pruebas que pueden ser realizadas en un laboratorio, comienzan como un pro-
cedimiento experimental riguroso: «Defino un sistema de referencia adecuado; como quiero
moverme en la frontera entre lo cldsico y lo cuantico, usaré una fuente térmica, pero suficien-
temente atenuada para lograr un ntimero promedio de fotones mucho menor que uno; luego
alinearé un polaroid de forma tal que sus fibras absorban las ondas con un vector de campo
eléctrico paralelo a ellas y que la luz resultante surja linealmente polarizada, haciendo un
angulo « con el eje x de mi sistema de referencia, eje definido perpendicular a la direccién de
propagacién de la luz; colimaré el haz, y finalmente usaré un cristal con un indice de refrac-
cién anisotropico con su eje 6ptico perpendicular al eje x, de tal suerte que las componentes
de la onda se propaguen independientemente dentro del cristal y cada uno de estos haces
“busque” su detector correspondiente. Todo deberd estar perfectamente alineado.», diria un
fisico en su laboratorio. Y la informacion obtenida no es para nada trivial: las pruebas que
siguen exactamente la misma receta del fisico no tienen necesariamente el mismo resultado,
como ya discutimos.

En términos de estas nociones primitivas, esta es la definiciéon de Peres:
En un sentido estricto, la teoria cudntica es un conjunto de reglas que permiten
el calculo de probabilidades para los resultados de las pruebas, las cuales siguen

preparaciones especificadas.

Si hablamos de probabilidades, en la practica, tratamos con muchisimas pruebas, pues en
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teoria deben ser infinitas. En nuestro ejemplo:

Ny L2 N_
» cOS”™ q,

» sin? a.
Ny 4+ N_ (Ny+N_)—oo N+ N_ (Ny+N_)=oo

Pero ;cudntas son “muchisimas”? Todo depende del nivel de precision deseado por el
experimentador.

LY qué hay sobre la descripcion de la Naturaleza a escala atomica, subatémica...? En
las siguientes secciones lo aclararemos. Sin embargo debe estar claro que estrictamente nos
referimos a probabilidades de resultados de pruebas macroscopicas. Recordando el epigrafe:
«Los fendmenos cuanticos no ocurren en un espacio de Hilbert, ocurren en un laboratorio.»
En nuestro ejemplo, el resultado de la observacién (un signo + o un signo —) es registrado por
el aparato de forma cldsica. Observamos los sistemas fisicos (fotones, electrones, nucleones,
atomos, etc.) y describimos sus propiedades justamente a través de su interaccién con un
aparato macroscépico.

Pero no debemos confundirnos, macroscopico no significa clasico. Aunque Peres distinga
entre objetos macroscépicos y objetos microscopicos, no significa que estos obedezcan unas
leyes de la fisica y aquellos otras. Lo que quiere decir es que deben usarse diferentes modos de
descripcion. Dejaremos para el iltimo capitulo la discusion sobre la descripcién cuantica del
aparato de medicion. En el presente capitulo usaremos un modelo mas simple, pues lo que
nos interesa discutir en este momento es como se representa matematicamente una simetria.

2.1.2. ;Qué es una medicién?

Como se dijo, en teoria cuantica suelen usarse las mismas palabras de la mecénica clésica,
sin embargo, sus significados pueden ser radicalmente opuestos. La medicién puede ser uno
de los casos mas dramaticos. En principio parece que se hablara de lo mismo. Un aparato
de medicién necesariamente tiene que interactuar con el sistema fisico que estudiamos. La
medicion es un proceso indirecto donde obtenemos informacién acerca de una cierta propiedad
del sistema microscopico a través de su interaccién con la propiedad correspondiente del
dispositivo de medicion, el cual suele ser macroscopico. Segin Peres:

Tenemos que interpretar los resultados experimentales producidos por nuestro equipo. Ha-
cemos esto construyendo un modelo tedrico mediante el cual el comportamiento del equipo
macroscopico es descrito por unos pocos grados de libertad que interactian con aquellos del
sistema microscépico bajo observacién. A esto lo llamamos una “medicién” de un sistema mi-
croscopico.

Un ejemplo concreto de modelo tedrico es el Hamiltoniano de interaccion en el experimento
de Stern-Gerlach (SG):
Hint = —M- B(T’),

donde el momento angular g del &tomo, nuestro sistema de interés, esté acoplado a la posicion
del centro de masa 7, el cual claramente es un grado de libertad macroscépico. En mecéanica
clasica el concepto de medicion es completamente analogo, simplemente cambia el modo
de descripcién del sistema que se estudia. Ya no se habla de un sistema microscépico y el
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Hamiltoniano y el momento angular se tratan en el contexto de la formulacién Hamiltoniana
de la mecanica clésica.

Figura 2.4: Tres posibles orientaciones para el iman del SG, cada una haciendo un angulo de
120° con las otras. (Tomada de [8]).

Sin embargo lo que nos interesa es acentuar las diferencias, pues hemos expresado la
necesidad de un nuevo lenguaje. La diferencia fundamental con el concepto de medicion
clasico es que en teoria cuantica no se asume que la propiedad que va a ser medida eziste
objetivamente antes de la interaccion del aparato de medicién con el sistema. Regresemos
al SG. En la Figura 2.4 se muestran tres posibles orientaciones para el experimento de SG
representadas por los vectores unitarios e; (i = 1,2,3), donde cada una hace un angulo
de 120° con una de las demas y de -120° con la otra. Es un hecho que cada uno de estos
experimentos —realizado por separado— arroja el mismo resultado:

Si asumimos que estas propiedades existen objetivamente, o sea, independientemente del
proceso de medicién, llegamos a una contradiccion:

p1+ po+ps = - (e +ex+e3) =0.

., Como podrian estas componenetes ser todas iguales a 4 y al mismo tiempo sumar cero?
Peres lo resume de este modo:

La contradiccion es fundamental. una vez asociamos valores discretos con las
componentes de un vector que puede ser continuamente rotado, el significado
de estos valores discretos no puede ser el de componentes vectoriales “objetivas”,
las cuales serian independientes del proceso de medicion [8].

En el Cap. 3, Subsec. 3.3.3, se amplia esta discusion.

2.1.3. ;Qué es un estado cuantico?

Un sistema cuantico es cualquier cosa que admita una descripciéon dinamica cerrada dentro
de la teorfa cudntica [8]. Por ejemplo en en el experimento de SG el sistema cuédntico no es
el a&tomo en si mismo, tampoco en los experimentos 6pticos que hemos discutido son los
fotones. En realidad son el momento angular g del atomo y la polarizacion de los fotones,
respectivamente. Este es el problema con el concepto de sistema cuantico, que depende de
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la propiedad en que estemos interesados. En vista de que este concepto no parece tan firme,
nos concentremos mejor en el de estado cudntico, pues tiene una definicion operacional clara
y puede ser definido a partir de las nociones primitivas de preparacion y prueba:

Un estado estd caracterizado por las probabilidades de los diferentes resultados de
toda prueba concebible.

Consideremos una cierta preparacion y un conjunto de pruebas. Si hablamos de probabi-
lidades, necesariamente debemos considerar que cada una de las pruebas concebibles debe
realizarse muchisimas veces siguiendo idénticas preparaciones. Pues bien, después de hacerlo,
encontramos que las frecuencias relativas de los resultados de cada prueba tienden justamente
a sus respectivas probabilidades. Segtn la definiciéon anterior, cada distribucién de probabi-
lidad de cada prueba que nos podamos imaginar, y que en principio sea realizable, i.e, que
no viole las leyes de la fisica, define un cierto estado. Pero esto resulta bastante redundante,
veamoslo con un ejemplo. Consideremos de nuevo un experimento 6ptico con fotones indivi-
duales en que los fotones son idénticamente preparados en el estado de polarizacion circular
derecha |RHC'). Sabemos que si usamos un selector de polarizacién circular podremos pre-
decir con certeza por donde surgira el foton, y ademas, podremos predecir las probabilidades
de los diferentes resultados de cualquier otra prueba concebible, e.g., una lamina de cuarto
de onda seguida por un cristal birrefringente orientado arbitrariamente; incluso la prueba
podria servirse unicamente del cristal, y testear por ejemplo polarizacién vertical; en fin, o
cualquier otra prueba realizable que nos imaginemos. Es decir, la distribucién de probabilidad
de una tunica prueba puede ser suficiente para conocer las distribuciones de todas las demés.
En general, las probabilidades no son independientes y uno puede especificar —de muchas
maneras diferentes— un conjunto restringido de pruebas tales que, si las probabilidades de
los resultados de esas pruebas son conocidas, es posible predecir las probabilidades de los
resultados de cualquier otra prueba [8].

Consideremos ahora un par de definiciones que nos seran ttiles para sintetizar la discusion
de esta subseccién en un postulado.

Pruebas repetibles
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Figura 2.5: Ejemplo de una prueba repetible con luz polarizada. (Tomada de [8]).
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En la Figura 2.5 se muestran dos pruebas consecutivas que arrojan el mismo resultado.
La luz térmica es colimada y luego dividida por un cristal birrefringente en dos haces o
(ordinario) y e (extraordinario). La novedad estd en los tres detectores y en el segundo cristal,
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idéntico al primero, dispuesto justo después, de forma que se realicen pruebas consecutivas
idénticas y que el intervalo de tiempo entre las pruebas sea practicamente despreciable.
Empiricamente se sabe que el detector del medio nunca es excitado, como se ilustra. En este
capitulo unicamente consideraremos pruebas de esta clase, i.e. pruebas que siempre arrojan
el mismo resultado: pruebas repetibles.

Claramente no todas las pruebas son repetibles. Sirviéndonos del mismo esquema, pode-
mos imaginarnos facilmente un contraejemplo. Si la prueba constara del cristal y una lamina
de cuarto de onda, y consideraramos dos pruebas idénticas, una justo después de la otra,
evidentemente el resultado no seria el mismo, pues al final de la segunda prueba los tres de-
tectores se activarian. Es que en realidad casi todas las pruebas son irrepetibles. Las pruebas
repetibles son idealizaciones, tan solo una nocién conveniente para el andlisis tedrico, como
veremos.

Pruebas cuanticas maximales

En el experimento de SG, independientemente de la orientaciéon del imén respecto a la
direccion de movimiento de las particulas de momento angular p, una de espin s siempre
tendra (2s 4+ 1) resultados diferentes. Cada orientacién define una prueba diferente, sin em-
bargo, todas tienen la misma cantidad de resultados distintos. En general, si N es el nimero
de resultados diferentes que se obtienen al realizar una prueba a un cierto sistema cuantico,
una prueba maximal o completa es cualquier prueba que tenga exactamente N resultados
distintos. En nuestro ejemplo, cualquier orientaciéon del iméan define una prueba completa.

Deber estar claro que una prueba se dice completa respecto a un cierto grado de libertad,
justamente el que define el sistema cuantico. Por ejemplo, en el SG la prueba se dice com-
pleta respecto al espin de la particula; si nos ocuparamos de la polarizacion, seria completa
respecto a esta. Los demads grados de libertad son ignorados. En la practica, el resultado de
cada una de estas pruebas es observado correlacionando el valor del grado de libertad interno
—que esta siendo testeado— con la posicion de la particula que sale, lo cual puede ser luego
detectado por medios macroscépicos [8].

Todo lo que hemos discutido puede ser sintetizado de la siguiente manera:

Determinismo estadistico. Si un sistema cudntico es preparado de tal ma-
nera que arroje con certeza un resultado predecible en una prueba mazimal espe-
cificada, los distintos resultados de cualquier otra prueba tienen probabilida-
des definidas. En particular, estas probabilidades no dependen de los detalles del
procedimiento usado para preparar el sistema cudntico, para que este arroje un
resultado especifico en una determinada prueba mazximal. Un sistema preparado
de esa manera se dice que es un estado puro.
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2.1.4. Hacia la evolucion unitaria

El propdsito de este capitulo es comprender —desde una perspectiva instrumentalista—
cdmo se representa una simetria en teoria cudntica. A continuacién, guiados por las ideas
de Peres, discutiremos algunos hechos empiricos que dan lugar a algunos postulados de la
teoria cuantica. Sin embargo, también nos serviremos de la intuicion matematica para es-
tablecer otros, cuyas consecuencias, por supuesto, deben ser verificadas experimentalmente.
No pretendemos desarrollar todos los conceptos y métodos de la teoria ni discutir en toda su
amplitud sus implicaciones, solamente los necesarios para ganar algo de claridad acerca de
su estructura légica, para familiarizarnos con nuestro nuevo lenguaje, con la fenomenologia
de las pruebas cuanticas, y al fin, para comprender el teorema de Wigner y sus profundas
consecuencias; en definitiva, para entender como se representa una simetria en teoria cuantica.

Ley de reciprocidad

Antes de adentrarnos en el corazon de la teoria cuantica, es necesario entender un resultado
que no tiene un analogo clasico y que —en general— esta fundado en la experiencia.

Esta vez, en lugar de considerar pruebas consecutivas idénticas, consideremos pruebas
consecutivas diferentes. En la Figura 2.6 se ilustra el resultado de someter particulas de
espin 1 en un estado mezclado a dos pruebas de SG consecutivas diferentes, siempre que
las separaciones angulares de los haces que surgen de la primera prueba no permitan que
se superpongan, y que la separaciéon de ambos imanes sea la adecuada para que estos haces
practicamente no se dispersen y el segundo iman actie sobre cada haz esencialmente del
mismo modo, tal como lo sugiere la disposicién simétrica de los cimulos. Al menos dos cosas
llaman mucho la atencién. En primer lugar, que todos los nueve caminos son perfectamente
distinguibles y, méas atn, la forma cuasi-clasica en que lo imaginamos, tal como en los expe-
rimentos con fotones (Figura 2.5), jpor medio de trayectorias!, pues ;cémo més podriamos
interpretar los resultados experimentales?

DERE CDEBE

Figura 2.6: Dos experimentos de SG con- Figura 2.7: Las mismas pruebas de la Fi-
secutivos para particulas de espin 1. (To- gura 2.6, pero en orden inverso. (Tomada
mada de [8]). de [8]).

En la figura 2.7 se ilustra un experimento con las mismas pruebas del anterior, pero
intercambiadas, y en principio, con resultados similares. De hecho empiricamente se encuentra
que los resultados son “iguales” [8], desde luego, después de realizar muchisimas pruebas.
Sean P, (u,m = =£1,0) la matriz de probabilidades de transiciéon del primer experimento y
II,,, la del segundo, i.e., la “tabla” de probabilidades para observar el resultado p a partir
de la preparacion del estado puro m y la tabla para observar el resultado m a partir de
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la preparacién del estado puro p, respectivamente. La matriz P,,, se define como I,,,/I,,,
donde I,,, representa las tres intensidades de los haces que surgen del primer imén e I, las
intensidades de los nueves haces que surgen del segundo. Idealmente, I,,, = > oo Lum, por lo
cual se tiene que®

> P=1 (2.2)

Matematicamente, la ley de reciprocidad establece que

P = 0. (2.3)

El principio de interferencia

Adentrémonos pues en el corazon de la teoria cuantica. Veamos varias formas de plantear
la misma cuestion que nos ocupara: jpor qué se asume unitaria la evolucion temporal en
teoria cuantica? ;Como se suman las probabilidades cuanticas? Pese a ser observables, ;json
las probabilidades realmente lo fundamental?
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Figura 2.8: Tres experimentos de SG consecutivos para particulas de espin 1/2. (Tomada de

[8])-

En la Figura 2.8 se muestran tres experimentos de SG consecutivos, dos de los cuales —los
de los extremos— se asumen idénticos. La fuente de particulas de espin 1/2 prepara mezclas
aleatorias, de modo que en cada SG la probabilidad de obtener alguno de los dos resultados
posibles es exactamente la misma. Se asume también que cualquiera de los caminos que
pueda tomar una particula es completamente distinguible de los demas, i.e, los haces no se
superponen a la salida de cada SG, y tampoco se separan demasiado, pues el siguiente SG debe
actuar aproximadamente del mismo modo sobre cada uno. Resultan pues ocho ctimulos y ocho
caminos completamente distinguibles; es mas, los caminos se pueden distinguir sin perturbar
la dinamica de los sistemas cudnticos. Asi pues, el rasgo caracteristico de este experimento
conceptual es la distinguibilidad. ;Cémo se calculan las probabilidades? Por ejemplo, ;cuél

8 P,m también satisface

> Pun =1.

m

Las matrices de elementos no negativos que satisfacen esta ecuacién y la Ec. (2.2) son llamadas matrices
doblemente estocésticas.
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es la probabilidad de que una particula arribe a alguno de los cimulos superiores? Tenemos
dos eventos mutuamente excluyentes, que la particula resulte en el cimulo superior derecho,
o que arribe al cimulo superior izquierdo. Al lanzar dos monedas, jcudl es la probabilidad de
que al final ambas muestren la misma cara? Tenemos dos eventos mutuamente excluyentes,
que ambas monedas muestren un busto, o que ambas lo oculten. En las dos situaciones,
la cudntica y la clésica, las probabilidades se calculan del mismo modo, jpor qué? Por la
capacidad de distinguir con certeza cuando ocurren los eventos. Una vez la particula arriba
a la pantalla, sabemos cual camino tomo; asimismo, una vez las monedas se detienen en
el suelo, sabemos cudl evento ocurrié. ;Cémo se calculan las probabilidades entonces? Por
medio de la regla de adiciéon de probabilidades:

P{AUB} = P{A} + P{B} — P{AN B}, (2.4)

la cual es valida para la ocurrencia de dos eventos A y B. Generalicemos este resultado.
Usemos los indices mun para rotular cada uno de los ocho cimulos, m hace referencia a la
preparacién de los estados del primer SG, p a la de los estados del segundo y n al posible
resultado. Por tanto, la intensidad del cimulo mun es proporcional a

Hnupum = Punpuma

de acuerdo con la ley de reciprocidad. Ahora imaginemos que vamos debilitando de a poco
el campo magnético que produce el SG del medio, de modo que gradualmente la separacion
horizontal de los haces disminuye, hasta que finalmente los haces terminan completamente
superpuestos por pares (Figura 2.9). ;Cémo se calcula ahora la probabilidad de que una
particula arribe a alguno de los cimulos superiores? Ingenuamente podria pensarse que es
cuestion de sumar las probablidades de los posibles eventos, o sea, jque se obtienen cuatro
cumulos, cada uno con aproximadamente el doble de su antigua intensidad!, pero ;cémo
puede ser el paso por un camino indeterminado la ocurrencia de un evento? ;Cémo asi que
un camino indeterminado? u es el indice que nos indica los dos posibles caminos que puede
tomar una particula luego de salir del SG del medio. Justamente la separacion horizontal de
la que hemos hablado es signo de la intensidad del campo del medio. Si aquel campo es tal
que no es posible distinguir entre un valor de y u otro, entre un camino u otro, estamos ante
una situacion radicalmente diferente. ;Y cudl es la diferencia? Justamente la capacidad de
distinguir con certeza entre posibles alternativas: la informacion. Todo esto se resume en el
siguiente postulado:

Principio de interferencia. Si un sistema cudntico puede sequir varios posi-
bles caminos desde una preparacion determinada a una prueba determinada, la
probabilidad para cada resultado de esa prueba mo es en general la suma de las
probabilidades separadas correspondientes a los distintos caminos.

Ademas, si lo pensamos bien, se estaria violando la repetibilidad de las pruebas, o lo que
es lo mismo, el postulado determinismo estadistico. Entonces jcomo se calculan las probabi-
lidades cuando hay superposicion, cuando la indistinguibilidad es esencial? En la Figura 2.9
vemos que de la superposicién de los haces resultan dos que se refuerzan y dos que se “aniqui-
lan”, dos que interfieren constructivamente y dos que interfieren destructivamente. Y esto ya
tiene una explicacién clasica a través de las ecuaciones de Maxwell: las amplitudes del campo
son aditivas y satisfacen un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales, mientras que sus
intensidades no lo son, pues son cuadraticas en las amplitudes del campo. Por paraddjico que
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Figura 2.9: Comportamiento de los ocho haces en el experimento de la Figura 2.8 cuando el
campo del imén del medio es gradualmente apagado. (Tomada de [8]).

pueda sonar, lo que sugiere esto es una teoria cuantica ondulatoria en que las intensidades,
proporcionales al niimero de fotones por unidad de area, esto es, a la probabilidades de arribo
de estos fotones, se deduzcan a partir de amplitudes de transicién. Lo que sugiere esto es la
existencia de amplitudes de transicién complejas, donde

Pym = ‘CMmP y AL, = ‘qu|2'

Y ;por qué complejas? De la ley de reciprocidad ya sabemos que |C,| = |I')ml, ast que
son las fases la que se tornan fundamentales, las que justamente pueden dar lugar a los
fenomenos de interferencia. En lugar de sumar intensidades, es decir, en lugar de sumar
probabilidades de transiciéon, se suman amplitudes de transicién complejas que satisfagan
una ecuacién diferencial lineal. ;Y como se suman? Por analogia con el electromagnetismo
—i.e con una teoria cldsica—, se postula lo siguiente:

Ley de composicion de amplitudes de transicion. Las fases de las ampli-
tudes de transicion pueden ser elegidas de tal manera que, si se dispone de varios
caminos desde el estado inicial hasta el resultado final, y si el proceso dindmico no
deja huella que permita distinguir cudl camino fue tomado, la amplitud completa
para el estado final es la suma de las amplitudes para los distintos caminos.

De modo que en nuestro triple SG, para no violar el postulado de determinismo estadistico
y de acuerdo con la ley de composicion de amplitudes de transicion, tenemos que

Zrnyc,um = 5nm7 (25>
I

y va que de la ley de reciprocidad sabemos que |C,,| = |I';,|, si elegimos las fases de modo
que I',, = C,, llegamos por fin, a partir de experimentos conceptuales, a una relacién
importantisima:

Z O;noum = 5nm7 (26)
o

37



donde el Det C),, = 1 y ademds
Z CoumCs,, = (2.7)

Las matrices que satisfacen esta relacién son llamadas matrices unitarias.

Bien, entonces tenemos dos opciones. La primera es considerar fundamentales las proba-
bilidades de transicién, asumirlas conocidas (después de todo son observables), y a partir de
ellas calcular las amplitudes de transicion, su “raiz cuadrada”. O considerar fundamentales
las amplitudes de transicién, una cantidad que no es observable, y a partir de ellas calcu-
lar las probabilidades, i.e., su médulo cuadrado. Un enfoque estrictamente instrumentalista
sugerirfa tomar la primera opcién, i.e., dada P,,, encontrar una matriz unitaria C,,, que
satisfaga P, = |Cunl®. De hecho, siempre que P, sea doblemente estocdstica, este pro-
blema tiene solucién para un conjunto denso de P,,. Sin embargo también debe satisfacer
desigualdades demasiado complejas.? Esto sugiere entonces que el enfoque mas conveniente
es el segundo. Se toman pues por fundamentales las amplitudes, no las probabilidades. Es-
to no quiere decir que se abandone el enfoque instrumentalista. De todos modos cualquier
consecuencia matemdtica que surja de la relacion entre P, v C, tendrd que ser verificada
experimentalmente.

Veamos una razén mas para considerar fundamentales las amplitudes, no las probabili-
dades. Si modificamos nuestro triple experimento de SG (Figura 2.8), de modo que ya las
pruebas de los extremos no sean idénticas, llegamos a un resultado muy alentador, que nos
indica que vamos por el camino correcto. En general debemos hablar de la probabilidad de
obtener el resultado r a partir de la preparacién m. En situacion de indistinguibilidad, de
acuerdo con la ley de composicién de amplitudes, la amplitud completa para el estado final

Cym €5
Z FruCum = Crma (28>
m

donde |Ty,|*> = II,,, v en situacién de distinguibilidad, o sea, cuando el campo del medio
estd encendido, la probabilidad de transicién del camino mpur es Il,, P, y su amplitud de
transicién I'y,Cy,,. Lo interesante es que jla matriz C,,, también es unitarial Mds ain, las
matrices I' y C estan ordenadas temporalmente. Para conectar el presente con el futuro, i.e.,
para ir de la preparacién m al resultado r, primero actia C' y luego actia I, lo cual eviden-
temente puede ser generalizado, pues C también es unitaria. Esto sugiere que la evolucion
dindamica de los sistemas cudnticos esta representada por el producto de matrices unitarias

8].

. Por qué se asume unitaria la evoluciéon temporal en teoria cuantica? ;Cémo se suman
las probabilidades cuanticas? Pese a ser observables, ;json las probabilidades realmente lo
fundamental? Lo fundamental son las amplitudes de transiciéon, no las probabilidades. En
caso de que la ley de adicion de probabilidad no sea aplicable, a partir de la amplitud
completa C,,, para el estado final, la cual es la suma de las amplitudes para los distintos
caminos, se calcula la probabilidad de obtener el resultado r siguiendo la preparaciéon m:

Pem = |Ceml]?.

9Quien desee profundizar en este problema algebraico puede consultar las paginas 41-43 de [8].
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Y aunque de momento no podamos dar una respuesta definitiva a la primera pregunta, las
ecuaciones (2.5) a (2.8) sugieren que la evolucién unitaria se sigue de la ley de composicién
de amplitudes de transicién, donde es crucial que el proceso dindmico no deje huella alguna
que permita distinguir cual camino fue tomado.

2.2. ;Qué define una simetria en teoria cuantica?

Una simetria es una equivalencia de situaciones fisicas diferentes [8]. Reconsideremos esta
definicién en mecanica clasica para advertir més claramente la diferencia con la definicién en
teoria cuantica. La invariancia de la accion bajo transformaciones infinitesimales de coorde-
nadas y de las funciones de campo definen una simetria en mecanica clasica. Por medio del
cambio de la acciéon —su primera variaciéon— nos es imposible adquirir conocimiento fisico,
informacion, pues jla accion no cambia bajo transformaciones!, nos es imposible distinguir
entre situaciones fisicas diferentes. Eso es lo esencial. Si pensamos un poco mejor lo que se
dijo en el Cap 1, puede resultar contradictorio que sirviera de ejemplo el caso de nuestro fisico
“desubicado” en el contexto de la fisica de los sistemas inerciales, pues su sistema de referen-
cia era el planeta rotante, un sistema de referencia no inercial. De nuevo, debemos entender
que el teorema de Noether en relatividad especial, y en general el cédlculo de variaciones,
nos sirve para aproximar cdlculos en el mundo real. Ademas, la discusién sobre simetria va
mucho mas alla, tiene que ver con indistinguibilidad. Imaginemos nuevamente a nuestro fisico
aficionado con su brujula. Aunque aquel planeta rote respecto a su eje, nuestro personaje,
brijula en mano y parado sobre la superficie mirando hacia el norte, rota junto con el planeta
con jla aguja de la brijula apuntando siempre en la misma direccién! Es decir, por medio de
la direccién del campo magnético del planeta no puede distinguirse entre situaciones fisicas
diferentes.

Dicho de otra forma, la existencia de una simetria implica la equivalencia de una transfor-
macién activa y una transformacién pasiva [8]. Un ejemplo mas simple es la rotacién rigida
de una superficie plana, como se ilustra en la Figura 2.10. Al realizar una transformacion
activa

F, = F,cos6 — F,sinf

2.9
F, = F,sin + F, cos (29)

y una transformacién pasiva
Fy = Fycost + F,sin0

Fy = —F,sin0 + F, cos0

(2.10)

simultdneamente, el resultado es una situacion final y una situacion inicial indistinguibles
(Figura 2.10(c)):

F., =F,, F;, =F, (2.11)

Una simetria cudntica también implica una equivalencia entre una transformacion activa

y una transformacién pasiva. Debemos pues antes responder una pregunta: jde qué tipo

de transformaciones hablamos en teoria cuantica? Del mismo modo que el estado clasico

39



"
1

Y ')’n .
& & N 8

Ry

X

(a) (b) (c)

Figura 2.10: (a) Transformacién activa. (b) Transformaciéon pasiva. (¢) Transformaciones
activa y pasiva simultdneamente. (Tomada de [8]).

representado por F cambia a F’ por medio de una transformacién activa en R? (Figura
2.10(a)), en teorfa cudntica una transformacién activa es un cambio de estado del sistema
cuantico representado por el vector complejo |1)):

) = 191,

pero sobre un espacio de Hilbert . Mientras que una transformacion pasiva, representada
por un operador unitario, es una eleccion de una base diferente —i.e. una prueba maximal
diferente— en J#, andlogo a lo que se ilustra en la Figura 2.10(b) en R?.

En este punto podriamos procurar una situacién anédloga a la expresada en la Ec. (2.11),
donde, luego de realizar una transformacién activa y una transformacion pasiva simultdnea-
mente, no es suficiente conocer las componentes de los vectores para desvelar una posible
transformacién. Sin embargo, ya no es tan simple “traducir” o razonar a partir de analogias,
justamente porque el espacio vectorial de la teoria cuantica es complejo. En teoria cuantica
no existe una relacién uno a uno entre estados y vectores complejos, infinitos vectores para-
lelos entre si representan el mismo estado. Es cierto que la condicion de estar normalizados
constituye un filtro, sin embargo, esto no impide que pueda introducirse una arbitrariedad de
fase, ya que |v) y €® |v) tienen exactamente la misma norma para todo |v) en 2. Entonces
ipor qué no eliminamos aquella arbitrariedad? Porque las fases son fundamentales en teoria

cudntica. Con arreglo al principio de superposicién,*’
|u) + e |v)
y
|u) +[v)

representan estados puros realizables, y ademas, diferentes, pues como sabemos, segin nuestro
estudio de fotones polarizados, una diferencia de fase § entre haces superpuestos da lugar,
en general, a fotones polarizados elipticamente. De manera que el simple hecho de elegir una
nueva base —e.g. {|u'), e [v')}— para expandir el vector que resulta de una transformacién
activa, i.e.,

[¥') = alu) + B(e” V) (a8 € C),

10 Principio de superposicion. Cualquier vector complejo, excepto el vector nulo, representa un estado
puro realizable.
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y que conserva las mismas componentes del vector ‘antiguo’ respecto a la base ‘antigua’
{lu),[v)}, o sea,

¥) = alfu) + Blv),

claramente nos permite distinguir entre situaciones fisicas diferentes.

., Como lidiamos pues con esta arbitrariedad de fase? Aunque ya se sospecha el tipo de
transformacién de la que hablamos, hay que establecerlo formalmente, y para esto basta re-
cordar qué es la teoria cuantica. La esencia de la teoria cuantica es proveer una representacion
matematica de los estados, junto con reglas para calcular las probabilidades de los distintos
resultados de cualquier prueba [8]. Imaginemos un experimento 6ptico en que preparamos
fotones con polarizacion vertical, i.e.,

V) =cosf|0;) +sind|6_),

y donde realizamos pruebas para averiguar si los fotones tienen polarizacion lineal haciendo
un angulo 0 con el eje vertical. Conforme a la regla de Born,!! la probabilidad de pasar una
prueba exitosamente para el estado |0 ) es

|(V|0,) |* = cos? 6.

Ahora imaginemos que otro fisico, en otra latitud de la Tierra, realiza exactamente la misma
preparacién e intenta averiguar si los fotones tienen polarizacion lineal haciendo un angulo 6
respecto al eje vertical de su laboratorio, i.e, el mismo experimento, pero rotado y trasladado
rigidamente, y acaso en otro momento. A pesar de que —respecto a la base antigua— los
fotones hayan sido preparados con diferente polarizacion

V') =cosf|0,) +sind |6 ),

y de que se realicen pruebas para encontrar una polarizacion diferente ‘9;>, como sabemos,
el resultado debe ser el mismo:

| (V'|0') |* = cos? 6.
Por medio de las probabilidades si que es imposible distinguir entre situaciones fisicas dife-
rentes. En suma, las leyes de la fisica no dependen del lugar ni del momento en que suceden
los fenémenos, y en teoria cuantica esto se funda en la preservacién de las probabilidades de
transicion.

2.2.1. Teorema de Wigner

Si una cierta transformacion U es una simetria del sistema fisico, esta preserva las proba-
bilidades de transicién. Esto define una simetria en teoria cuantica.

Consideremos una transformacion U sobre un espacio de Hilbert 2,

U. 7”2 — %
) = [u') .

Y eso es todo, no asumiremos nada mas acerca de U.

1 Regla de expectacion cudntica (regla de Born). Sean |u) y |v) dos vectores normalizados. La
probabilidad de que un sistema cudntico preparado en el estado |u) pasard existosamente una prueba para el
estado |v) es | (ulv) |%.
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Teorema 2.1 2 §;
| (W) 2 =] (ulv) 2, Vu), o) € 2,

es posible redefinir las fases de los nuevos vectores |u')y y |v') de tal forma que, para cualquier
par de coeficientes complejos o y 3, tenemos que la transformacion U es lineal y unitaria,
i.e.

Ulafu) + B1v) =) + B1V) y (W) = (ulv),

o es antilineal y antiunitaria, i.e.

Ulafu) + Bv)) = a"[u) + 8" [) y  (W'|v)) = (v|u).

Este teorema nos dice cémo se representa una simetria en teoria cuantica. Primero, la
transformacion debe respetar el principio de superposicién. Si los estados |u) y |v) se trans-
forman de acuerdo a

ju) = |u'),
[0) = V),

entonces una superposicion de estos dos estados se transforma segin

/ /
alu) + Blv) = alu) + BV),
i.e., un estado puro “evoluciona’!® en un estado puro. Segundo, debe preservar la normali-
zacion de los estados cuanticos y sus productos internos. En palabras de Schumacher, si U es
una simetria del sistema fisico, el sistema cuantico es informacionalmente aislado, tal como
veremos en el Cap. 3.

Ahora si es posible hablar formalmente de una equivalencia entre una transformacion
pasiva y una transformacion activa, ya tenemos la transformacién analoga a aquella transfor-
macion ortogonal (cldsica) expresada en la Ec. (2.9), y que adivinamos en la seccién anterior
a partir de argumentos cualitativos y experimentos conceptuales no demasiado elaborados.
Volvamos a nuestro montaje de tres experimentos de SG consecutivos (Figura 2.8), con el
campo magnético del medio lo suficientemente débil para que haya lugar a interferencia.
Si nos ponemos imaginativos y pensamos nuestro montaje en un laboratorio, con nuestro
sistema de referencia definido en cualquiera de sus esquinas, una transformacion pasiva co-
rresponde por ejemplo a rotar y trasladar rigidamente todo el laboratorio con sus equipos
y el sistema de referencia. Y una transformacion activa, a trasladar y rotar rigidamente las
particulas cuya dinamica describe una cierta ecuacion de movimiento. Ya sabemos que aquel
cambio de base —o la labor hérculea de mover el laboratorio con el montaje en su interior—
se realizaria a través de una tranformacién unitaria en R3?, i.e., a través de un elemento del
grupo Fuclidiano, que a su vez es la tranformacion inversa de otro elemento de este mismo
grupo que describe la labor de mover los a&tomos de plata, la transformacién activa. Del mismo

12T,a demostracién de este teorema se puede encontrar en las paginas 218-219 de [8].

13Es importante advertir que en el teorema de Wigner U se usa de una manera m4s general para trans-
formaciones unitarias y antiunitarias arbitrarias, no solamente para evolucién temporal. Por ejemplo, para
tranformaciones que pertenecen a un grupo continuo, como las traslaciones y rotaciones; o para transfor-
maciones discretas, como la reflexién espacial o la reversién temporal. Sin embargo, al hablar de dindmica,
cuando decimos evolucion nos referimos en particular a evolucién temporal.
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modo que la tranformacién ortogonal pasiva expresada en la Ec. (2.10) es la transformacion
inversa de aquella de la Ec. (2.9). El resultado de nuestra quimera es una situacién final y
una situacion inicial indistinguibles: como Galileo al interior del buque de carga, realizando
experimentos mecanicos mientras ignora que el navio se desliza con velocidad uniforme sobre
el mar, seria imposible saber que el laboratorio se encuentra en otro sitio a través de la mera
observacién del fendmeno de interferencia de las particulas de espin 1/2 (Figura 2.9).

Nuestro sistema cuantico en este caso es el espin de las particulas, esta es la wvariable
dinamica que obedece una ecuaciéon de movimiento. Del mismo modo que para las variables
dinamicas cldsicas una simetria se representa por medio de una transformacion candnica
(Sec. 1.4.3), en teoria cudntica, para sus variables dindmicas, una simetria se representa
mediante una transformacion unitaria. Resultado después de realizar simultaneamente una
transformacién activa y una transformacién pasiva: una ecuacién o un sistema de ecuaciones
de movimiento que preservan su forma, las ecuaciones de Hamilton bajo transformaciones
canodnicas en mecéanica clasica y la ecuacion de Schrédinger bajo transformaciones unitarias
en teoria cuantica.

2.2.2. ;Dinamica cuantica?

Ocupémonos ahora de la evolucion temporal. Ocupémonos ahora de la simetria de trasla-
cion temporal, pues, como hemos mencionado, tampoco es posible conocer el dia o la hora en
que se realiza un experimento simplemente observando el comportamiento de las particulas
cuanticas. Sin embargo, en este caso no es tan simple. El tiempo no es una variable dinamica,
asi que no hay razén para exigir que la traslaciéon temporal sea representada por medio de
una transformaciéon unitaria.

Del mismo modo que en mecanica clasica no hay razén para asumir que existe un Hamil-
toniano H (g, p) tal que las ecuaciones de Hamilton

_om . _on

sean invariantes bajo traslaciéon temporal, en teoria cudntica tampoco hay razén para asumir
que existe un Hamiltoniano H tal que la ecuacién de Schrodinger

()
P < H ()

sea invariante bajo esta traslacién. Por ejemplo, en el ejercicio 8.23 de [8] se pide mostrar que
en el caso de un oscilador armaonico amortiguado es posible escribir ecuaciones de movimiento
—diferentes a las ecuaciones de Hamilton— que son invariantes bajo traslacién temporal.
O sea, existen casos en que pueden formularse otras leyes de movimiento. Sin embargo,
como discutimos en el Cap 1, esto se debe a que la fuerza de amortiguacién —vyp no es
fundamental, es el resultado fenomenoldgico de ignorar un sinntimero de grados de libertad.
Al igual que en mecanica clésica, en teoria cuantica se asume que las leyes fundamentales
surgen al incluir en el Hamiltoniano (o en el Lagrangiano, de ser posible) todos aquellos grados
de libertad, y del mismo modo que clasicamente una traslacion temporal es representada por
una transformacion canodnica, en teoria cuantica esta se representa por medio de un operador
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unitario. Es decir, se asume que la evolucion es unitaria por simple analogia con la mecanica
clasica. Cabe preguntarse: ;qué hubiese sido de la teoria cuantica sin la mecanica clasica?
.Es posible responder a esto, y asi repensar los fundamentos de la evoluciéon temporal en
teoria cuantica?

Evolucién unitaria

Se asume pues que
[P (t0)) = |(1)),
donde
|1(t)) = U(t, to) [¢(t0)) (2.12)

y t > tg. Ademas, que U satisface la propiedad de grupo
U(tg, tl) == U(tg, t2)U(t2, tl),

donde t3 > t; > t;. Seglin se asume en mecanica clasica, a nivel fundamental no existen
fuerzas no conservativas. Analogamente, en teoria cudntica, la evolucion temporal se asume
unitaria, o equivalentemente, como lo establece el teorema de Wigner, esta transformacion
respeta el principio de superposicién y preserva la normalizacién de los estados cuanticos y
sus productos internos. Hechos empiricos sugieren la siguiente regla [8]:

Determinismo cudntico. En un entorno perfectamente reproducible, un estado
puro evoluciona en un estado puro.

Estamos pues ante un escenario altamente idealizado en que el entorno es perfectamente
reproducible, un “mundo sin friccién”. Y de nuevo, verificar experimentalmente el determinis-
mo cuantico, es verificar si efectivamente los objetos del mundo son realizaciones satisfactorias
de estos objetos abstractos de la teoria.

Pero jpor qué determinismo? Que un estado puro evolucione en un estado puro, significa,
segun el postulado de determinismo estadistico, que asi como existe una prueba maximal
en ty que permite descubrir con toda certeza la preparacién inicial que da lugar a |¢ (1)),
también existe —en general— otra prueba maximal que permite descubrir con toda certeza
el estado [1(t)) que resulta de la evolucién. Ademas, para cualquier otra prueba maximal en
t, inicamente podemos predecir las probabilidades de los diferentes resultados.

El Hamiltoniano y la ecuacién de Schrodinger

Ahora nuestro propdsito es establecer formalmente cémo cambia |¢)(t)) en un cierto ins-
tante. Asumiendo —por analogia con la mecédnica clasica— que la traslaciéon temporal se
representa por medio de una trasnformacién unitaria, se define el Hamiltoniano, como el
operador autoadjunto

dUT(t, ty)

dU(t, t,)

H:=ih
R
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Claramente, a partir de esta ecuacién, se tiene que ihU = HU (o —ihUt = U'H). Derivando
respecto al tiempo la Ec. (2.12) y usando este tltimo resultado se deriva la ecuacién de
Schrodinger:

A — ()

1
— i—hHU(t,to) [¥(t0)) 5
asi que
dly(t))

ih— =k = H (1)) (2.13)

Vale la pena aclarar que en general H depende del tiempo ¢ y no del tiempo inicial ¢y:

dt At—0 At

1
= —HU(t,t

dU(t,to) _ . U(t+ At to) — Ut to)

asi que, usando la propiedad de grupo que satisface U,

U(t + At, to)UT(t, o) — U(t, to)UT (¢, )

H(t) = ik lim

At—0 At
Ut ALY -1
O = 0 ™

En suma, la ecuacién de Schrodinger describe una situacion ideal en que un estado puro
evoluciona en un estado puro, sin embargo, como dice el epigrafe, los fenémenos cudnticos
no suceden en un espacio de Hilbert, suceden en un laboratorio. En nuestro analisis de los
fenomenos nos hace falta un ingrediente fundamental, el proceso de medicion, que como
sabemos, no es un proceso pasivo, y como discutiremos en el Cap. 3, puede dar lugar a que
estados puros evolucionen en estados mezclados.

2.2.3. Simetria y leyes de conservacion

En mecanica clasica el teorema de Noether establece que toda simetria conduce a una
cantidad conservada. En teoria cuantica sucede algo similar, sin embargo, las leyes de con-
servacion no solo estan profundamente relacionadas con la simetria de los sistemas fisicos
bajos ciertos cambios, sino también con el principio de superposicion, pues, como establece
el teorema de Wigner, una simetria se representa por medio de un operador unitario. El
propésito de esta ultima subseccion es discutir al respecto.

Usualmente en los textos de mecanica cuantica se responde de otra manera —equivalen-
te— a la pregunta que motivé esta seccion: jqué define una simetria en teoria cuantica? Alll
lo indispensable es asumir — “asi sin mas”— que la evoluciéon temporal es unitaria. Ademas,

45



si se asume que la fisica es simétrica bajo una cierta transformacién Q, se arriba a una ex-
presién simple que define una simetria en teoria cudntica. Veamos. Si el estado [i)) es el
resultado de la evolucién temporal del estado [¢), i.e.,

[2) = Ult),

luego de realizar sobre todo el sistema la tranformacién representada por Q, la evolucién
temporal deberia preservarse, es decir,

[¥5) = U¥h),

donde |[¢)) = Q|¢;) (i = 1,2). Luego, reescribiendo la ecuacién anterior en términos de la
operacién de simetria Q y de la preparacién inicial representada por [¢), se tiene que

Q [¢2) = UQ |¢1)
QU [¢1) = UQ]epy)

Debido a que esta relacién se mantiene para cualquier estado inicial |¢), se concluye que si
la fisica es simétrica bajo la transformacion Q, esta debe conmutar con la transformacién de
evolucién temporal:

QU = UQ.

Y si el sistema no estd sujeto a fuerzas externas dependientes del tiempo, es decir, si la
tranformacion de evolucién temporal esta dada por

U(t, t) = e~ iH(t—to)/h
y si se supone una transformacion infinitesimal
U(t, to) =1 — iHAt/h,
Q también debe conmutar con el Hamiltoniano del sistema:
QH = HQ.

Esto define una simetria en muchos libros de mecanica cuantica. Y aunque es equivalente a
lo que se propuso en esta seccion, este enfoque dista mucho de ser instrumentalista.

Leyes de conservacion

La idea en la que se fundan las leyes de conservacion en teoria cuantica es sencilla: si la
operacion de Q sobre un estado supone simplemente un cambio de fase, esto es verdad por
siempre [7]. Supongamos que

U(t, o) |11) = [iba) - (2.14)
El enunciado anterior significa que si
Q) = e’ 1) (2.15)
entonces también es cierto que '
Qlup2) = € [1h2) . (2.16)
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.Y bajo qué condiciones se cumple esto? Siempre y cuando Q conmute con U, justamente:

Q [1h2) = QU [¢1)
= UQ[¢n)
= Ue® [¢n)
is
= €U |¢r)
_ s
=€ i)
En palabras de Feynman: «Incluso si ignoramos los detalles de la maquinaria por medio
de la cual un sistema pasa de un estado a otro, podemos ain decir que si una cosa esta
originalmente en un estado con un cierto caracter de simetria, y si el Hamiltoniano para esta
cosa es simétrico bajo esa operacion de simetria, entonces el estado tendréd el mismo caracter

de simetria en todo momento. Esa es la base de todas las leyes de conservacién de la mecanica
cuantica.»

[lustremos esto a través de un elemento del grupo Euclidiano; en particular, a través
de una rotacién rigida alrededor del eje z. Consideraremos una situacion en que ningin
pardmetro externo proporcione informacion sobre el tipo de transformacién realizada sobre el
sistema cuantico. Por ejemplo, si el sistema es una particula sometida a un campo magnético
o0 a un campo eléctrico en direcciéon z, una rotacién alrededor de este eje no cambiard en
nada las cosas. Muy bien, supongamos que la transformacién unitaria R,(¢), que representa
una rotacion de un angulo ¢ alrededor del eje z, es tal que al actuar sobre un cierto estado
simplemente cambia su fase:

R.(9) [tbo) = €@ |¢hg) .

Si consideramos rotaciones infinitesimales ¢, es cierto que cualquier angulo ¢ es la suma de
una cantidad n adecuada de rotaciones infinitesimales: ¢ = ne. O sea,

R.(¢) = [R.(e)]"-

Bajo estas circunstancias, necesariamente d(¢) debe que ser lineal en ¢, i.e.,

622 aidi) = 32, aid(¢s)  (a; € R),
pues de lo contrario no se satisfarfa que nd(e) = d(ne):
R-(9) [o) = [R:(e)]" [¢0) = R.(ne) [¢ho)
ez‘né(a) |1/}0> _ eiJ(ns) |¢0> ’

De acuerdo, entonces '
R.(0) [¢0) = €™ 1)  (m € R).

Por otro lado, podemos también escribir que
R.(¢) = ™o/,

donde el operador J, es la componente z del momento angular del sistema y es el generador de
la transformacion continua R,(¢). Si consideramos rotaciones infinitesimales y comparamos
las ecuaciones

R.(e) [¢) = (L +ihJ.e/h) |4)
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R.(e) [v) = ™ i) = (1 +ime) [¥)
encontramos que

L [¢) = mh[y).

Finalmente, segin la idea que se enuncio al principio, expresada matematicamente en las
ecuaciones (2.14), (2.15) y (2.16), si R, es una simetria del sistema, entonces la componente
z de su momento angular J, se conserva.
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Capitulo 3

;ASIMETRIA TEMPORAL EN
TEORIA CUANTICA?

Babuc hizo fundir, por el mejor fundidor de la ciudad, una estatuilla
compuesta por todos los metales, tierras y piedras méas preciosas y mas viles, y
la llevé a Ituriel —una de las deidades de rango mas elevado—, a quien dijo:
— Vais a destruir esta hermosa estatua porque no estd hecha exclusivamente
de oro y diamantes?

Ituriel entendi6 el significado de la pregunta y decidié no pensar més en querer
mejorar Persépolis, y limitarse a dejar marchar el mundo tal como va...

Voltaire

3.1. Teorema de aislamiento’

Hemos hablado de determinismo cudntico en el capitulo anterior, sin embargo, no precisa-
mos qué es un entorno perfectamente reproducible. Para entenderlo, expresemos formalmente
qué es un sistema informacionalmente aislado y mostremos su profunda relaciéon con el con-
cepto de simetria en teoria cuantica. De acuerdo con el principio de interferencia, la regla de
adicién de probabilidades, valida para la ocurrencia de dos eventos A y B,

P{AUB} = P{A} + P{B} — P{AN B},

no siempre aplica para las probabilidades cuanticas, pues en algunos casos hablamos de cami-
nos indeterminados, y jcémo podria ser el paso por un camino indeterminado la ocurrencia
de un evento? En otras ocasiones sin embargo es posible determinar los caminos seguidos
por el sistema, incluso sin perturbar su dindmica, de modo que aquella regla recupera su
validez. ;Cudl es la diferencia? La informacion. informalmente se dice que la informacién es
la capacidad de distinguir con seguridad entre posibles alternativas [10], conocer con certeza
el camino seguido por el sistema cuantico a partir de una huella, un vestigio que el sistema
deje en algin lugar del universo, en el laboratorio o acaso en otro sistema cuantico.

!Gran parte de la discusién estd basada en la Sec. 9.2 de [10].
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Hablamos de la posible interaccion entre el sistema cudntico y su entorno. Asi las cosas,
debemos tratar con sistemas abiertos.

Denominemos Q nuestro sistema y E el sistema externo. Supongamos que los sistemas
Q y E inicialmente no tienen correlaciones entre si, ademas, que (Q inicialmente esté en el
estado |¢) y que E estd en el estado puro fijo |0), i.e, se suponen condiciones externas fijas
para la evolucién de Q.2 Una vez el sistema evoluciona por medio del operador unitario U
sobre Q%) puede haber lugar a interacciones entre Q y E. Se dice que el sistema Q es un
sistema abierto y que E es su entorno.

. Qué significa pues que un sistema sea informacionalmente aislado? Heuristicamente, que
el sistema ) no deje huella en su entorno, o sea, que no transfiera informaciéon a E. Formal-
mente, que el estado final del entorno no dependa del estado inicial del sistema cudantico, i.e,
que

P = TrqU(19,0) (¢, 0)U" (3.1)
sea el mismo para todo |¢) € Q.

Todo esto se asemeja demasiado a lo que ya hemos discutido sobre simetrias. Recordemos
que una simetria es una equivalencia entre situaciones fisicas diferentes. En teoria cuantica
que una cierta transformacion sea una simetria implica que se preserven las probabilidades
de transicion; e.g., son simetrias la rotacion o la traslacién (rigidas) en el espacio de un cierto
sistema éptico, pues las leyes de la 6ptica no pueden cambiar bajo este tipo de transformacio-
nes, i.e., las probabilidades de los diferentes resultados de una prueba maximal se preservan.
Y ;como se relaciona esto con nuestra definicién de sistema informacionalmente aislado?
Veamos. La demostracion del teorema de aislamiento nos ayuda a responder esta pregunta.

Teorema 3.1 Supongase que el sistema compuesto QE evoluciona de acuerdo al operador
unitario U y que E estd inicialmente en algin estado puro |0). La evolucion del subsistema
Q es unitaria si y solo si Q es informacionalmente aislado.

DEMOSTRACION. Supongamos que la evolucién del sistema Q es unitaria, i.e., que el estado
final del sistema compuesto QE, resultado de la evolucién unitaria de |, 0),

Ulg,0) = V]g) @ leg)

es una purificacién de V' |¢),® donde V es una transformacién unitaria sobre (9. Debe pro-
barse que efectivamente |e,) no depende de |¢). Para esto, consideremos elementos diferentes

2Por supuesto que el entorno podria representarse por medio de un estado mezclado, sin embargo, por
simplicidad, se supone un estado puro, pues de todos modos aquel estado mezclado para E podria obtenerse
a partir de otro estado puro entrelazado que represente un sistema més grande E’.

3Sean |W) € #(QF) y p(Q) ¢ #(Q) Se dice que |¥) es una purificacién de p(?) en E si

Tr(g) [¥) (¥] = p(Y.
En nuestro caso es claro que

Trg)V [6) ® leg) (6| VI @ (eg] =V [9) (¢| VI
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de Q) y veamos que |es) no cambia. Sean |¢) y |¢) estados diferentes de Q, de modo que

U[g,0) = V]9) ® leg) ,
Ul¢',0) = V[¢) @ leg)

y su producto interno es

(9,0 UTU |¢,0) = (6| VIV |¢') (eg]es)
(9ld") = (Bl¢') (esley) -

Si |¢) y |¢') no son ortogonales, entonces |ey) = |ey).

Si (¢]¢’') = 0, también se cumple lo anterior. Consideremos otro estado |¢”) de Q que no
sea ortogonal a |¢) ni a |¢'), asi que

(¢",01UTU ¢, 0) = ("] VIV |¢') {egrlew)
(@"¢') = (@"¢) e les)

(@",0[UTU[6,0) = (¢"| VIV [9) (esr]es)
(¢"|¢) = (¢"[0) (egrleq)

por tanto |ey) = |ey).

Probemos la otra la implicacion, la que més nos interesa. Asi que supongamos que Q es
un sistema informacionalmente aislado. Esto significa que la base de autoestados {|ex)} vy el
espectro de valores propios {\;} de p® (Ec. (3.1)) no dependen de |¢). Por otro lado, de
acuerdo con la descomposicién de Schmidt es posible expandir cualquier estado del sistema
compuesto QE, entrelazado o no, en términos de la base de autoestados {|ex)} de p™ y de
la base de autoestados {|gx)} de p@, de modo que nuestro estado final |¥) = U |¢, 0) puede

expresarse como
T) = Ve lawsex) (3.2)
k

Segun nuestra hip6tesis, el hecho de que |¥) dependa de |¢) se debe tinica y exclusivamente
a los |gg). Y ciertamente la dependencia de los |gx) puede verse a partir de los operadores
V;, sobre #(Q que difieren de los operadores de Kraus solo por un factor que asegura la
ortonormalidad de los elementos de la base {|qx) }:

Vi l) = %— (ex] U]6,0) = % (ex V) = o)

Como Q es informacionalmente aislado, se asegura que los operadores V, preserven el
principio de superposicién. Por otra parte, dado que los |g;) estdn normalizados, se tiene que
los operadores Vj, son unitarios:

(| VIVi |0) = (ailar) =1 V) € Y.
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Sin embargo,
(@IVIVL 1) = (aklay =0 V|g) € 2@,

asi que V;LVZ = 0, por lo tanto, para garantizar la unitariedad de V}, k no puede ser diferente
de 1. Lo que nos permite concluir que hay un tnico Vj, i.e., el tnico autovalor de p™ es
A =1, ya que {\x} es una distribucién de probabilidad. Entonces, de acuerdo con la Ec.
(32), |) =lg.e) y
Ulg,0) = |¥) = |g,e) = (V]$)) ® e},

es decir, cada subsistema evoluciona independientemente, el sistema () no interactia con su
entorno E, y su evolucion —por medio de V— respeta el principio de superposicion y es
unitaria.

O

. Qué nos recuerda esto? Sabemos que la transformaciéon
V: #Q 5 pQ
¢) = la)

respeta el principio de superposicion y es unitaria. Asimismo, en general, podemos tener un
estado mezclado para Q representado por p(Q y su evolucién unitaria dada por

JQ vyt

De modo que la probabilidad de que un sistema cudntico preparado en p(®) pase exitosamente
una prueba para el estado [¢) es
Tr pDJy) (]
Si suponemos que
Viv) =Ip),
se tiene que
) (Bl = V [) (] VT,
asi que la probabilidad de que un sistema preparado en p'(?) pase exitosamente una prueba
para el estado |p) es

Tr oY [p) (p| = Tr Vo' QVIV |¢) (| VT
=Tr oY) (],

i.e., se preservan las probabilidades de transicién. En particular, si p/(®) = |¢) (¢|

[(@l) P = [{alp) [, Vo). [v) € 2V,

ijustamente la hipdtesis del teorema de Wigner! Y con esto respondemos a la pregunta sobre
la relacién entre simetria e informacion. Recapitulemos. Si un sistema es informacionalmente
aislado, este y su entorno no interactian durante la evolucion del sistema compuesto, es decir,
estan dindmicamente aislados o desacoplados, de modo que esta evolucion esta representada
por
U=UQ gu®,

O equivalentemente, si el sistema compuesto QE estd inicialmente en un estado producto,
este permanecera en un estado producto después de la evolucion. Asi pues, que un sistema
cuantico Q sea informacionalmente aislado equivale a que —localmente— U(®) =V sea una
simetria del sistema, i.e., se preserven las probabilidades de transicién.
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3.2. Entropia de un sistema informacionalmente aisla-
do

Si hablamos de informacion, necesariamente tenemos que hablar de entropia. Es momento
de servirnos del concepto de entropia de una preparaciéon para entender la relaciéon entre
simetria e informacion en un sistema informacionalmente aislado.

3.2.1. Entropia de una preparacion

Lo que naturalmente puede ser ignorancia, bien podria considerarse como la ocasion de
ganar informaciéon. Como sabemos, previo a una prueba, inicamente podemos pronunciar-
nos acerca de las probabilidades de los distintos resultados, predecirlas. La aleatoriedad se
torna fundamental. Sin embargo, una vez realizada una prueba, uno de los posibles resul-
tados se materializa, y lo que antes fue ignorancia, se convierte en certeza, en informacion.
Supongamos que py,...,px son las probabilidades (conocidas) de los N posibles resultados
de una prueba, i.e., después de haber realizado muchisimas veces —exactamente— la misma
preparaciéon y la misma prueba, la probabilidad de obtener el resultado j es

En otras palabras, si el mismo experimento se realiza n veces, con n muy grande, el resultado
J se presentard aproximadamente n; = np; veces. Como en el ejemplo de nuestro pintoresco
aparato de deteccién que imprime signos + y —, sabemos que luego de repetir muchisimas
veces el mismo experimento las frecuencias relativas se aproximaran a las probabilidades p;;
y eso es todo. Podemos predecir las probabilidades, pero nos resulta imposible predecir el
siguiente tipeo, nos es imposible predecir el orden de la secuencia aleatoria de n signos, cuél

de sus
n!

nllngl s 7’LN!
posibles disposiciones diferentes lograremos al final del experimento. Pero entre tantas posibi-
lidades, una vez realizada la prueba, juna se materializa! Usando la aproximacion de Stirling
se tiene que

n!

log ‘ :nlogn—n—Z(njlognj—nj):—anjlogpj.
J

nylnsg! - - -ny! ,
j

Se define pues la entropia de la distribucién de probabilidad {p;} como

N
Si=—> pjlogp;, (33)
j=1

i.e, una medida de la cantidad promedio de informacion lograda al materializarse un resultado;
o una medida de nuestra ignorancia antes de la prueba, como se prefiera.
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Sin embargo, una distribucién de probabilidad de un estado depende tanto de la prepara-
cién seguida, como de la prueba realizada. Lo mismo la entropia. Vedmoslo con un ejemplo.*
Fotones son preparados por un proceso que tiene el 70 % de probabilidad de producir polari-
zacion circular derecha y un 30 % de probabilidad de producirlos linealmente polarizados en
la direccién x (horizontal). ; Cuédl es la entropia de estos fotones en una prueba de polarizacién
circular? El operador

p=07|RHC)(RHC|+0,3|H) (H| (3.4)

especifica completamente todas las propiedades del ensamble. La representacion matricial de
p depende de la base que se utilice, i.e, de la prueba implementada.? Si medimos polarizacién

circular:
(085 0,151
P=\o15 0,15 )°
asi que, segun la Ec. (3.3), la entropia de los fotones para esta prueba es S ~ 0,42271. ;Y en
una prueba para polarizacién lineal? En este caso

(0,656 —0,35¢
P=\o35 035 )
de modo que S = 0,64745. Como era de esperarse, obtenemos mas informacién acerca de la

preparacién del estado a través de la prueba de polarizacion circular. De hecho, informacion
parcial, pues existen extremos de ignorancia.

Segun el postulado de mezclas aleatorias, es posible preparar un sistema cuantico con N
estados de tal forma que toda prueba maximal tenga la misma probabilidad N~1.% De este
modo no solo la ignorancia se conserva, jes maxima para toda prueba maximal! Veamos:

N-—1
S=-> pjlogp; — pxlogpy.

=1

donde
N-1
PN = 1— ij>
j=1

y ademas, todas las otras p; son consideradas variables independientes, de modo que

s
Opy,

Asi, el tnico extremo de S se da cuando p, = py = 1/N. Se tiene entonces para una mezcla
aleatoria que

= —logpy +logpn.

4Ejercicio 9.1 de [8], pag. 261.
5La relacién entre este par de pruebas maximales esta dada por

[RHC) = %am +iVY)
LHC) = %um iy

SVer Cap. 2, paginas 31 y 32 de [8].
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Por el contrario, segiin el postulado de determinismo estadistico, la maxima cantidad de
informacion que se puede proveer acerca de la preparaciéon de un sistema cuantico corresponde
a la de un estado puro.

LEn qué sentido podemos pues hablar de la entropia de una preparacion, si esta depende de
la prueba que se realice? ;Por medio de cudl distribucién de probabilidad {py} deberiamos
caracterizar una cierta preparacién? Por medio de la mas especial, la que —para aquella
preparacién— minimiza S en (3.3). Se define la entropia de una preparacién como el menor
valor que puede ser alcanzado por la Ec. (3.3) para cualquier prueba maximal realizada
después de esa preparacién [8]. Y la prueba que minimiza la entropia de Shannon para una
cierta preparacion es justamente la que corresponde a la base ortonormal formada por los
autovectores |v,) de su matriz densidad p,” i.e,

S(p) == w,logw, = —Tr (plog p), (3.5)

donde
P ’Uu> =Wy |U,LL> )

y los autovalores {w,} forman una distribucién de probabilidad.

Por ejemplo, en la base en que la matriz de densidad de (3.4) es diagonal se tiene que

(—\/58+10 0 )
p = 20 .
0 V58410

20

Para aquella preparacién, de (3.5), la minima entropia es aproximadamente 0.36535.

3.2.2. Un mundo sin friccién

Volvamos al teorema de aislamiento; pero esta vez supongamos que inicialmente el sistema
compuesto QE esta en un estado producto

p © [0) (0],

de modo que, en general, el subsistema () inicia en un estado mezclado. Sabemos que si el
sistema es informacionalmente aislado, la evolucién de cada subsistema es independiente de
la del otro y que el sistema compuesto permanecera en un estado producto después de la
evolucién. Para el sistema Q

p—p =VpVi,

para el sistema E
10) (0] = U™ {0) (0] U = e) (e|

y para el sistema compuesto
p®10) (0] = p' @|e) (el .

"Una prueba de esto se encuentra en las paginas 262-264 de [8].
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Muy bien, ahora calculemos la entropia del sistema compuesto, antes y después de la
evolucion. En su descomposicion espectral

p= W [vm) (U],

donde su espectro de autovalores {w,,} es una distribucién de probabilidad. Asi pues, la
entropia incial del sistema QE esta dada por

S(IO® ‘0> <OD - - ZWmu log Wm;u

donde Wy, wy, ¥ Wiy = wpw, son autovalores de p, |0) (0] y p ® |0) (0], respectivamente. Ya
que hay un dnico w, y es igual a uno, se tiene que

S(p@10) (0) = S(p)-

Para la entropia final de QE, basta saber que la entropia S = —Tr (plog p) se mantiene
invariante bajo la evolucién unitaria p — VpVT, i.e,

Por lo tanto

S(p' @le) {el) = S(p ©10) (0)).

La otra implicacion también es cierta, de modo que se propone el siguiente teorema:

Teorema 3.2 Supongase que el sistema compuesto QE evoluciona de acuerdo al operador
unitario U y que E estd inicialmente en algin estado puro |0). El sistema Q es informacio-
nalmente aislado si y solo su entropia no cambia después de la evolucion.

Este resultado se torna especialmente interesante cuando hablamos de evolucién tempo-
ral. Como sabemos, el concepto de entropia surgié originalmente en la termodinamica clésica
y luego fue introducido en la teoria de la informaciéon por Shannon. Sin embargo, debido a
su estrecha relacion, es interesante que la asimetria entre pasado y futuro, intrinseca en el
procesamiento de informacion, es equivalente a la flecha de tiempo que surge en los fenéme-
nos termodindmicos irreversibles.® Situado en este contexto, el teorema anterior sugiere que
un sistema es informacionalmente aislado si y solo si da lo mismo si el tiempo fluye en un
sentido o en otro: un “mundo sin friccion” en que la entropia es constante, la de los sis-
temas y la del universo. Pero faltan ingredientes, la evolucion temporal generalizada para
sistemas abiertos y el analisis del proceso de medicion. Ademas, ; porqué se asume unitaria la
evolucion temporal en teoria cuantica?;Qué es una medicién? Estas son a su vez preguntas

8El Cap. 9 de [8] estd dedicado en gran medida a desarrollar esta idea.
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esenciales que en el Teorema 3.2 se soslayan. En lo que resta de este capitulo nos dedicare-
mos justamente a sazonar este teorema y a examinar estas preguntas. Como discutiremos, la
interaccion entre el sistema y su entorno da lugar a entrelazamiento. Asimismo, la medicion
no es un proceso pasivo de adquisicion de conocimiento, es un proceso activo. Dependiendo
de su definicion, puede hablarse de un proceso activo en que se hace uso de operaciones
cuanticas con una evolucién de estado no deterministica, o de uno, segiin A. Peres, donde
se usan dispositivos extremadamente complejos que usualmente involucran mecanismos de
amplificacién irreversibles.

3.3. Dinamica y mediciones generalizadas: ;la simetria
temporal es fundamental?’

En el cierre de la seccién anterior podriamos agregar que este corolario del teorema de
aislamiento describe un “mundo sin friccion” en que la ecuacion de Schrodinger conserva su
validez, un mundo en que estados puros evolucionan en estados puros y estados mezclados
evolucionan en estados mezaclados de manera deterministica:

p—p = UpUr,

donde, como mostramos, la entropia se conserva. Y aunque entendemos el valor de las teorias
sin friccién en un mundo con friccién como el nuestro (segin se discutié en la parte final
del Cap 1), i{por qué no intentar una teoria con friccién, una teoria de evolucién temporal
no unitaria en que —en general— estados puros evolucionen en mezclas, en que el entorno
no sea perfectamente reproducible y tnicamente lo conozcamos estadisticamente, algo asi
como un modelo de evolucién probabilistica donde transformaciones U; —no necesariamente
unitarias— actiien sobre un sistema con probabilidad p;:

p—p = ZPiUz’pUTia Zpi =1, (3.6)

en que jla entropia no se conserve! en general:

S(p') = S(p),

y por supuesto, en que la asimetria entre pasado y futuro, propia del procesamiento de
informacion, y equivalente a la flecha de tiempo que surge en los fenémenos termodinamicos
irreversibles, sea también signo de la evolucion temporal en teoria cudntica?

Intentémoslo. Debemos pues generalizar la dinamica y el proceso de medicion, y ya tene-
mos una pista: si el sistema es abierto, debe interactuar con su entorno, ya sea en el proceso
de evolucion o en el de medicion.

9La discusién de esta seccién consiste en proponer reinterpretaciones del teorema de representacion que se
desarrolla en el capitulo 9 y en el apéndice D de [8] y en los capitulos 14-16 de [1], y del teorema de Neumark
que se desarrolla en la Sec. 9.6 de [8].
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3.3.1. Teorema de Kraus: teorema de representacion para dinami-
ca generalizada

Muchas de las transformaciones més importantes de la teoria cuantica (evolucién tem-
poral, traza parcial, medicién proyectiva, etc.) pueden ser representadas por medio de un
superoperador &(p)*° tal que

p—p=8&(p),
y que satisface simplemente tres condiciones. Primero, ser lineal, i.e., que para toda mezcla
estadistica p = ), pipi,

&p) = Zpiéa(pi)-

Ademads, no aumentar la traza y ser completamente positivo. No aumentar la traza quiere
decir que
Tr[&(p)] < Tr(p) =1

y ser completamente positivo no implica solamente preservar la positividad de los operadores
de densidad, supone también que quepa la posibilidad de considerar nuestro sistema cuantico
Q un sistema abierto, de modo que si &% actia en Q, el sistema compuesto QE puede ser
influenciado. Es decir, si se extiende trivialmente el superoperador &9 a &9 @ 1F sobre
R A, este nuevo superoperador del sistema compuesto debe ser también positivo.'! Y
eso es todo. Schumacher llama a este tipo de superoperadores transformaciones fisicamente
razonables de un sistema cuantico, mientras Audretsch las llama simplemente operaciones
cudnticas.

Teorema 3.3 '2 La transformacion p — j' = &(p) es una operacion cudntica si y solo si
esta tiene una descomposicion

E(p) =) _KipK] (3.7)
con operadores lineales K; sobre 72 que satisfacen la condicion

> KK <1 (3.8)

Varios comentarios. Los operadores K; son usualmente llamados operadores de Kraus. Si
se cumple que
> KK =1,
i

la operacién cuantica &'(p) preserva la traza y se dice que es una operacion cudntica completa.
De lo contrario, es decir, si
E T
Ki K; < 1,
i

1073 tilde encima del operador densidad significa que el estado puede no estar normalizado.

1En el apéndice D, Sec. D.1 de [10] se discute al respecto.

1212 demostracién de este teorema puede encontrarse ya sea en el Cap. 16 de [1] o en el apéndice D de
[10].
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& (p) no preserva la traza y se dice que es una operacion cudntica incompleta. Ademas, como
veremos a continuacion, la descomposicién (3.7) no es tnica.

Con esto queda establecida la principal herramienta para desarrollar una dindmica y un
proceso de medicién generalizados.

Evolucion unitaria de un sistema compuesto

Hasta aqui todo parece servido para intentar arribar a una evolucién como la expresada
en (3.6); pero no tan répido. Recordemos la pista que nos da el Teorema 3.2. La entropia
se conserva si y solo si es sistema es informacionalmente aislado, de modo que jpor qué no
considerar nuestro sistema como un sistema abierto que interactiia con su entorno? Esa podria
ser la clave para arribar a una dindmica generalizada y lograr que la entropia no se conserve.
De hecho esta es la clave, pero hay un pequeno problema: la evolucion del sistema compuesto
debe considerarse unitaria, [PLOP!. Veamos. Supongamos que nuestro sistema compuesto se
encuentra inicilamente en el estado producto p®F = p®|i) (i| y que evoluciona unitariamente
al estado p'@® —en general entrelazado—, provocando a su vez que el subsistema @ evolucione
de pap,ie.

P = U i) p (i UL,

mientras que

pl="Trp(pf %) = (ea U i) p (1| U [en) (3.9)

n

donde {|e,)} es una base ortonormal del entorno. Es evidente que los operadores de Kraus
son

Ki = {ea| U% [1) |

asi que podemos verificar si satisfacen la Ec. (3.8):
D KKy = 37 (11U fen) (ea] U i) = 1.

De acuerdo con el teorema de Kraus, podemos decir pues que

p— o =Ep) =Y KipK], (3.10)

donde &(p) es una operacién cudntica no unitaria que preserva la traza. Este tipo de evolucién
suele llamarse también deterministica debido a que la operaciéon cuantica & se lleva a cabo
con certeza, pues

Tr(p) = Tr[€(p)] = 1,

en oposicion a las transformaciones en que la aleatoriedad se torna fundamental y no se pre-
serva la traza, como veremos en la Subsec. 3.3.3. Ademads, es evidente que la descomposicion
en (3.9) no es unica, pues depende de la base del entorno que se elija. Podemos entonces
resumir el resultado de la siguiente manera:

La evolucion unitaria del sistema QE representada por URE provoca al mismo
tiempo una evolucion no unitaria del subsistema Q

p—p =&
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que preserva la traza.

De hecho la implicacién inversa es también verdadera. Asi que todas las operaciones cudnticas
que preserven la traza pueden ser reducidas de esta manera a transformaciones unitarias [1].
De este modo podemos decir que logramos lo que pretendiamos, pero no sin venderle el alma
a la evolucién unitaria. El precio de una evolucion no unitaria —local— del subsistema Q),
es una evolucién unitaria —global— del sistema cerrado QE.

3.3.2. Teorema de Kraus y entropia: ;un mundo sin friccién?

Sin embargo, asi como lo anterior representa una posible implementacion de evolucion no
unitaria, puede procurarse también —aunque sea localmente— que la entropia no se conserve.
El propdsito de esta subseccién es justamente revisar el teorema de Kraus desde el punto de
vista de la entropia de una preparacién. Propondremos un corolario del teorema de Kraus
sirviéndonos de algunos resultados interesantes y del hecho de que toda operacién cuantica
deterministica puede ser reducida a una transformacién unitaria.

El primero de estos resultados interesantes es el teorema de subaditividad.'® Este teorema
nos dice que un par de sistemas correlacionados supone mds informacion que los dos sistemas
considerados por separado [8]. Es decir, si p@F es en general un estado entrelazado,

S(p¥) < S(p%) + S(p"), (3.11)

donde p? = Tr(p®F), p¥ = Trq(p®) v S(p?) + S(p¥) = S(p? @ p®). El otro resultado
interesante expresa la desigualdad triangular que obedecen S(p®), S(p®) y S(p@):14

S(p) = |S(p?) = S(p"). (3.12)
Por otra parte, ya que la evolucién no unitaria
pY = P =8
se debe a la evolucién unitaria del sistema compuesto
pQF _ QB _ JQE QE(jQE}

nos serviremos también del hecho de que la entropia del sistema QE se conserva. Si en general
pF es una mezcla estadistica de los estados producto |ay, i), i.e,

PQE = Zpk |k, Br) (e, Bl <2pk = 1) g
k k

se tiene que
PN |ay, Br)) = pe (U [ay, Bi)),
y esto significa que la entropia del sistema cerrado QFE se conserva:
S(p¥F) = S(p ). (3.13)

13A. Wehrl, Rev. Mod. Phys. 50 (1978) 221.
14H. Araki and E. H. Lieb, Comm. Math. Phys. 18 (1970) 160.
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Esta es otra forma de entender el nombre de operacién cuantica deterministica que se le da
adé.

Lo que se demostrard es que si &(p?) es que una operacion cudntica deterministica,
entonces la entropia del sistema QQ mo se conserva en general. Segun lo que acabamos de
mostar, decir que &(p?) es que una operacién cudntica deterministica es equivalente a (3.13).
Por otro lado, si —por simplicidad— suponemos que el sistema compuesto evoluciona desde
un estado producto a un estado entrelazado p'@:

P = p @ i) (i| — o',
tenemos que
S(p¥) = S(p%), (3.14)
y en virtud del teorema de subaditividad:

S(p' ) <SP + S (™).

Sirviéndonos de la Ec. (3.13), de la Ec. (3.14) y del resultado anterior, llegamos a la siguiente
desigualdad entre las entropias locales:

S(p?) < S(p'9) + S(p™). (3.15)

Asimismo de (3.13), (3.14) y la desigualdad triangular (Ec. (3.12)), arribamos a esta otra
desigualdad entre las entropias locales:

S(p?) = |S(?) = S(p™). (3.16)

De manera que para combinar las ecuaciones (3.15) y (3.16) debemos considerar dos casos.
También vale la pena recordar que S(p) > 0 para todo p, asi que se considerardn triviales
los resultados de este tipo. Muy bien, considerando entonces el primer caso, i.e., cuando
S(p'?) < S(p'®), concluimos que

S(p™) = S(p?). (3.17)
Y si S(p'Q) > S(p™), alcanzamos un resultado muy interesante:
S(p'?) = S(p?). (3.18)

De cualquier forma la entropia nunca decrece, tal como lo establece el siguiente teorema:

Teorema 3.4 Sea & una transformacion tal que
pY = =),

Si & es una operacion cudntica deterministica entonces alguna de las dos entropias, ya sea
la del sistema o la del entorno, no decrece después de la evolucion, i.e.

S =S5 o S(T) = S(p%).

Debemos decir que al menos localmente logramos nuestro cometido, pues la nueva evo-
lucién temporal no unitaria se da en la direccién del aumento de la entropia. Aunque no
necesariamente la del sistema; de hecho esta puede disminuir durante la evolucién, pero no
sin el aumento de la entropia del entorno. En conclusién, este resultado sugiere tan solo
asimetria local entre pasado y futuro. Globalmente sigue dando lo mismo si el tiempo fluye
en un sentido o en otro.
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Evolucion unitaria probabilistica

Este nombre es extrano, pues puede indicar que la evolucién es unitaria sin serlo, pero de
hecho es el adjetivo probabilistica el que hace el trabajo de invertir el sentido. Veamos por
qué.

Ya estamos en posicién de estudiar casos en que solo conozcamos el entorno estadisti-
camente, i.e., casos en que el entorno no sea perfectamente reproducible. Consideremos el
caso de un ensamble de transformaciones unitarias U; donde a cada una le corresponde una
probabilidad p;. Nuestro sistema evoluciona de acuerdo a

p—p =& = ZpiuipUTia Zpi =1

En palabras de Schumacher, & representa una evolucion temporal “fisicamente razonable”,
pues claramente los operadores de Kraus K; = /p;U; satisfacen la relacion de completez

> KK =1,

i

y al mismo tiempo, conforme al Teorema 3.4, la entropia nunca decrece, siempre y cuando
S(p') = S(p™):
S(p') = S(p).

.Y cuando se da la igualdad? Cuando se tiene una unica transformacion unitaria U;, es
decir, cuando la evolucién del subsistema es también unitaria. O equivalentemente, segiin el
Teorema 3.2, cuando el sistema es informacionalmente aislado.

{Existe realmente la evolucién no unitaria?

Ya tenemos bastantes elementos para entender por qué la evolucion temporal se asume
unitaria en teoria cudntica. Desde el Cap. 2 (Subsec. 2.1.4), antes de discutir sobre simetrias,
la ley de composicion de amplitudes de transicion nos sugirié que la evolucion dindmica de
los sistemas cuanticos esta representada por un producto de matrices unitarias. Y esta ley
es enfatica en algo: el proceso dindmico no puede dejar huella en el ambiente que permita
distinguir cudl camino fue tomado. Luego, cuando se discutié el concepto de simetria, fui-
mos un poco mas alld. Se dijo que si una cierta transformacién preserva las probabilidades
de transicién, entonces esta respeta el principio de superposicién y preserva el producto in-
terno. Es decir, una simetria continua, sea cual fuere, se representa en teoria cudntica por
medio de una tranformacion unitaria y lineal. Siendo la traslacion temporal un caso parti-
cular. Mas adelante, en el Cap. 3, nos servimos del formalismo de los sistemas abiertos para
definir un sistema informacionalmente aislado, y —por medio del teorema de aislamiento—
estos sistemas se identificaron precisamente con la evolucién unitaria y con la conservacion
de la entropia. En suma, tres formas equivalentes de referirse a lo mismo: en un entorno
perfectamente reproducible, un estado puro evoluciona en un estado puro.

Sin embargo, ahora contamos con una operacién cuantica deterministica en que localmente
la evolucion temporal no unitaria puede darse en la direccién del aumento de la entropia.
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Pero jcudl fue el precio? Justamente la evolucién unitaria del sistema compuesto. jPor qué
la evolucion temporal se asume unitaria en teoria cuantica? La respuesta ya es aparente: las
transformaciones unitarias son las transformaciones fundamentales que preservan la traza.

JExiste pues algin tipo de operacion cuantica no deterministica en que la evolucion
realmente se dé en la direccién del aumento de la entropia?

3.3.3. Medicién generalizada: ;un mundo con friccion?

En esta subseccion explotaremos la generalidad del teorema de Kraus, explorando el caso
en que los operadores de Kraus definen una operacién cuantica no deterministica, i.e., en que

> KK < 1.

i

Este es justamente el caso de las mediciones generalizadas. Una operacién cuantica & suele
asociarse con evolucién temporal, tal como lo sugiere Schumacher en el apéndice D de su
libro, pues cuando habla de una transformacién unitaria “fisicamente razonable”, se refiere
exclusivamente a la evolucion temporal de un sistema cuantico. Y con razén, de acuerdo a lo
que recién se discutio en las subsecciones anteriores. Pero ;acaso el proceso de medicion no
marca también un antes y un después? Esto es lo que se intentara aclarar.

preparation —= (ransformation = ——= measurement -
m

Figura 3.1: Las acciones de un aparato experimental sobre un sistema fisico. (Tomada de [1]).

El teorema de Kraus es llamado también el teorema de representacion, y la razén es muy
simple: nos dice como representar cada una de las operaciones de un aparato experimental
sobre un sistema cuantico (Figura 3.1). El proceso de transformacién comprende precisamente
las operaciones cuanticas & que acabamos de discutir, aquellas en que el sistema cuantico
evoluciona —en general no unitariamente— del estado p al estado p/,

p—p =& (p),
y en las que la operacién & se lleva a cabo con certeza, pues
Tr(p) = Tr[&(p)] = 1,

de ahi que reciban el nombre de operaciones cuanticas deterministicas. Por el contrario, en
el proceso de medicion la aleatoridad se torna fundamental, y preguntarse por ejemplo por
la polarizacién de un unico fotéon es un desproposito. En general, se considera un disparate
creer que en teoria cuantica puede determinarse de antemano —a través de una prueba—
el estado en que un tunico sistema fue preparado. Es por eso que en este contexto el proceso
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de medicién comprende las operaciones cuanticas .4, en que el sistema cuantico evoluciona
—no unitariamente— del estado p al estado p/,,,

P = Py = Mm(p),
y en las que la operacién .#,, no se lleva a cabo con certeza, i.e.,
Tr[ A (p)] < 1.

Por eso reciben el nombre de operaciones cuanticas no deterministicas.

Pero ;qué es una medicién en este contexto? Para entender bien lo que acaba de decirse
debe responderse antes esta pregunta, o lo que es lo mismo, deben establecerse los postulados
de lo que en adelante llamaremos una medicion generalizada. En este contexto una medicion
también supone la interaccién de un aparato con el sistema de interés, donde justamente
se procura informacion sobre el sistema. Esta es la esencia del estudio cientifico; la ciencia
estd basada en la observacién de la Naturaleza [8]. Hasta aqui no hay desacuerdo entre este
concepto de medicién y el del Cap. 2. Usualmente se considera —“asi sin mas”— que el
efecto de aquella interacciéon sobre el aparato puede ser precisado por medio de la lectura
de un nimero real; mientras que Peres exige una interpretacion parcialmente cldsica de los
resultados experimentales producidos por el dispositivo. Dice Peres al respecto:

Una medicién no es un proceso pasivo de adquisicién de conocimiento. Es un proceso activo
que hace uso de equipo extremadamente complejo, y que usualmente involucra mecanismos
de amplificacién irreversibles. (La irreversibilidad no es accidental, es esencial, si queremos un
registro indeleble, un registro objetivol[...]). Mds atin, tenemos que interpretar los resultados
experimentales producidos por nuestro equipo. Nosotros hacemos esto construyendo un modelo
tedrico mediante el cual el comportamiento del equipo macroscépico es descrito por unos pocos
grados de libertad que interactiian con aquellos del sistema microscépico bajo observacién.
Llamamos a esto una “medicién” del sistema microscopico.

Por lo pronto no profundizaremos en el concepto de medicién de Peres,'® simplemente en-

tenderemos el efecto sobre el dispositivo de medicion a través de la lectura de un ntmero
entero m. Después de aclarar esto, podemos continuar con la definicién de lo que es una me-
dicién generalizada. Otra caracteristica fundamental es que no se asume que la propiedad!®
medida exista objetivamente antes de la interaccion entre el aparato y el sistema, tal como
se discutié en el Cap. 2. Asimismo —como ya se mencion6— se considera que la aleatoriedad
es fundamental. ;Por qué el fotén toma un camino y no el otro? (Figura 2.3), no se sabe,
simplemente podemos pronunciarnos acerca de las probabilidades de que tome uno o el otro.
Muy bien, pero jqué tiene de “general” esta definicion? Es que ain falta. Comtinmente se
habla de la interaccién de la propiedad del sistema —que se pretende medir— con la pro-
piedad del dispositivo a la cual esta acoplada. Sin embargo, el aspecto fundamental de las
mediciones generalizadas es que no son necesariamente repetibles,'” es decir, si se consideran
dos mediciones idénticas consecutivas, estas no siempre arrojaran idénticos resultados, de
manera que este tipo general de medicion no necesariamente se asocia con la adquisicion de
informacién acerca de una cierta propiedad del sistema (e.g. la energfa, la polarizacion, el
espin, etc.) Segun esto, la medicién es en si misma un proceso de preparacion. La medicién

15Quien lo desee, puede encontrar en el Cap. 12 de [8] esta idea desarrollada.
16En el caso particular de medicién proyectiva.
1"En este contexto medicién es sinénimo de prueba, el concepto que se definié en el Cap. 2.
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proyectiva, que como sabemos supone la medicién de esta clase de propiedades, es solamente
un caso particular de este proceso mas amplio. Por ultimo, la medicién puede ser selectiva o
no selectiva. Aunque el que nos interesa es el caso de medicion selectiva general, pues después
de todo cuando medimos procesamos informacion (Figura 2.3), lo que nos interesa al final
es distinguir. Medicién selectiva significa simplemente que el estado ., (p’) que resulte del
proceso de seleccién debe depender de un estado p’ bien definido, como por ejemplo el que
resulta de una evolucién deterministica &(p), donde p es el estado de un gran ndmero de
sistemas preparados idénticamente (Figura 3.2).

Ahora expresemos todo esto matematicamente. La operacién cuantica de mediciéon pre-
para un estado p cualquiera (bien definido) en el estado p,, asociado con el resultado m de
la medicién, que ocurre con una probabilidad p(m):®

P = P = Mn(p) = Z Mm,ipMInz

y
p(m) = Tel A (p)] <1,

donde los operadores M,, ; son los operadores de Kraus asociados con el resultado m de la

medicion, y por supuesto,
Z MI M <1y Z Ml =1,

lo primero porque .#,,(p) es una operacién cudntica no deterministica y lo segundo por-
que > p(m) = 1. La operacién cuantica ., es no deterministica precisamente porque
Tr[4,,(p)] es la probabilidad de obtener en la medicion el resultado m.

. p . o =Ep) selective  [Mm(0")
preparation »| transformation - 6 measurement ————™
m
» Preparation of a single = Deterministic evolution = Non-deterministic evolution.
system in the state « In-out transformation. » Measurement outcome m.
-Large number of iden- The quantum operation £ .m occurs with probability p(m).
tically prepared systems.  modities the state of The sm%le system is
the system. ared in a state which

15 0 tained by the action
of the respective quantum
operation M,,, on p'.

Figura 3.2: Descripcion de las acciones de un aparato experimental sobre un sistema fisico.

(Tomada de [1]).

En adelante consideraremos por simplicidad el caso de ¢ = 1 en que una medicion selectiva
general esta descrita por un conjunto {M,,} de operadores de medicién lineales:

p = [y = Mm(p) = MypM,

18Recordemos que la tilde en el estado g, significa que el estado no estd normalizado. En caso de usar la
medicién generalizada como uno proceso de preparacion, bastaria agregarle a pl, una constante de normali-
zacion:




p(m) = T[4 (p)] = Tr(p;,) <1,

donde cada resultado m tiene asociado un tinico operador M,,, y de nuevo,

MM, <1y > MM, =1.

En general, los operadores M,, no son hermiticos. Tampoco son operadores de proyeccion
P
MmMm’ 7é 5mm’Mm7

i.e., son ortogonales unicamente cuando M,,, = P,,. Asimismo, el nimero de operadores M,,
puede ser mayor que la dimensién del espacio de Hilbert en que actiia .#,,.!2 Claramente,
este tipo de mediciones no son repetibles, y en general, el conjunto {M,,} no estd relacionado
con la medicién de una cierta propiedad del sistema como la energia o el momento angular.

Reinterpretacion del teorema de Neumark

Recordemos que toda operacion cuantica deterministica puede ser reducida a una trans-
formacion unitaria. Como dijimos, podemos considerar que nuestro sistema es abierto, que
es un subsistema QQ de un sistema mas amplio QE, donde E hace las veces de entorno. La
evolucién no unitaria —local— de Q) se debe justamente a la evolucién unitaria —global—
de QE que entrelaza a QQ con su entorno. En este caso la clave estd en la interaccion de los
subsistemas.

En el caso de las operaciones cuanticas no deterministicas sucede algo similar, pero hay
un elemento adicional que se encarga de inducir la aleatoriedad en el resultado local de Q: la
medicion proyectiva sobre QE. Es decir, la evolucién no deterministica de Q debida a .#,,,
puede reducirse a una transformacién unitaria del sistema QE que entrelaza a Q y a E, y a una
medicion proyectiva sobre el sistema compuesto. Este resultado se conoce como el teorema
de Neumark.?® Sin embargo, para lo que se quiere expresar, es suficiente considerar una
implementacion particular de .4, en donde se realiza simplemente una mediciéon proyectiva
sobre el entorno, y en la que el nimero de operadores M,,, es decir, el nimero de posibles

9La POVM (positive operator valued measure) es un tipo especial de medicién generalizada en que jus-
tamente se evidencia esto. Resulta que todo operador lineal, como es el caso de M,,, puede ser expresado

CcCOomo
Mm = Um \/ MTmMma

donde U,, es un operador unitario univocamente determinado por M,,. Esta expresion suele llamarse des-
composicion espectral izquierda de M,,. De modo que ahora

S En =1y plm) = Tr(pEp),

donde E,,, = M{ M,,. En el ejercicio 9.21 de [8] se pide comprobar que efectivamente el numero de operadores
E,, puede ser mayor que la dimensién del espacio de Hilbert en que actia .#,,. Y la razén es muy simple.
De nuevo, nuestro sistema de interés QQ puede considerarse como un sistema abierto con un entorno E, asi
que lo que se dice una medicion generalizada en Q bien puede considerarse una medicién sobre el sistema
compuesto QE.

20En la Sec. 9.6 de [8] se encuentra la demostracién de este teorema
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resultados de la medicién en Q, se considera igual a la dim(#"). Veamos. Sea L una
transformacion lineal sobre un subespacio de J#Q ® J#:

L¥16,0) = > My, [¢) @ [m),

donde los operadores M,, sobre Q y la base ortonormal {|m)} del entorno definen L®F y se
asume que el sistema inicilamente se encuentra en un estado cualquiera |¢) y el entorno en el
estado fijo |0). Resulta que LYF preserva el producto interno sobre este subespacio. Si |, 0)
y |#’,0) son dos elementos cualesquiera de aquel subespacio,

(@, 0[ LI 6,0) =Y~ (¢/| M], M,y @) (m/|m)

mm/ y

= (¢, 0/¢,0)

yaque ) M! M,, = 1. Satisfecha esta condicién, podemos servirnos de un resultado que nos
permite considerar L9F no solamente como una transformacién lineal sobre aquel subespacio,
sino también como una transformacién unitaria USE sobre el espacio completo 59 ® 52" [1].
Ya tenemos entonces la transformacion unitaria sobre QE que da lugar al entrelazamiento.
Resta considerar la medicion proyectiva sobre el entorno, i.e.

Pn=1® |m) (m|.

Asi pues, el resultado de una evolucion no deterministica de Q, puede entenderse a partir de
la transformacion sobre QE
P U (¢, 0) = My, |¢) [m) ,

o si el sistema Q antes de la medicién se encuentra en un estado mezclado p, como

pQE N plQE — pmuQEpQEuQET P,
= P @ |m) (m|

9

donde p®F = p® [0) (0] y p.,, = M,,pM! . Este resultado es interesante en términos de la
entropia. Como las entropias de los sistemas compuestos son iguales a las entropias de los
subsistemas, respectivamente, i.e.,

S(p?) =S(p) v S(P'Y) = S(7,),

ademas
MiM,, <1

y M, es una operacion cuantica no deterministica, i.e.,
Tr[ M (p)] = Tr(p),) < 1,

entonces

S(Pm) > S(p), (3.19)

o equivalentemente
S(p'¥) > S(pF). (3.20)
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.No era algo asi lo que reclamébamos al final de la subsecciéon anterior? Primero, la evo-
lucion se da en la direccién del aumento de la entropia. Segundo, la operacién cuantica no
deterministica .#,, no solamente produce un aumento en la entropia local, justo como se
consigue a través de la operacién deterministica &, sino que también supone un aumento
de la entropia global. Este resultado sugiere que el proceso de medicion es irreversible. En
palabras de Peres, que la distincion entre preparaciones y pruebas supone una direccion para
el flujo del tiempo. jSugiere esto que la asimetria entre pasado y futuro es fundamental en
teorfa cuantica? En realidad no, y la explicacién es muy simple. Las poblaciones de g/, no
definen una distribucién de probabilidad, de modo que no tiene sentido hablar de la entropia
de una preparacion. Recordemos que la medicién generalizada puede usarse también como
un proceso de preparacion. En ese caso, para preservar la interpretacién probabilistica, el

estado g, es normalizado:
1
;) ~/
Las poblaciones de p/, si que definen una distribucién de probabilidad, por lo cual vuelve a
tener sentido hablar de la entropia S(p!,); sin embargo, en general, no siempre

S(phm) > S(p).

La entropia puede aumentar o disminuir durante la evoluciéon. A través de este argumento
no puede concluirse que la evolucién del sistema se da en la direccién del aumento de las
entropias local y global.
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo dos preguntas son recurrentes: jqué define una simetria en
fisica?, ;por qué se asume unitaria la evoluciéon temporal en teoria cudntica? Acerca de la
primera, puede decirse que del mismo modo que en mecanica clasica las simetrias son repre-
sentadas por medio de transformaciones candnicas, en teoria cuantica estas se representan a
través de transformaciones unitarias. Mientras en mecanica clasica las unas dejan invariantes
las ecuaciones de movimiento (e.g. las de Hamilton), en teorfa cudntica las otras conducen a
la invariancia de la ecuacion de Schrodinger. Y en ambos casos, toda simetria conduce a una
cantidad conservada.

En teoria cuantica resulta especialmente interesante la simetria de traslacién temporal,
pues el teorema de Wigner, el cual nos dice cémo se representa una simetria, no solo propo-
ne una representacion por medio de transformaciones lineales y unitarias, sino que también
incluye las transformaciones antilineales y antiunitarias. Una simetria particularmente lla-
mativa que se representa de esta manera es la de reversion temporal. Lo interesante es que la
evolucion unitaria parece estar de acuerdo con esta simetria entre pasado y futuro en teoria
cuantica, pues este tipo de evolucion esta estrechamente relacionada con la conservacion de la
entropia. En este contexto es que la segunda pregunta cobra importancia: jpor qué se asume
unitaria la evolucién temporal en teoria cuantica? Porque las transformaciones unitarias son
las transformaciones fundamentales que preservan la traza y, por medio del teorema de Kraus,
es claro que estan intimamente relacionadas con la operaciones cuanticas deterministicas.

. Existe entonces algtin tipo de operacion cuantica no deterministica en que la evolucion
realmente se dé en la direcciéon del aumento de la entropia? Al parecer si. Sirviéndonos del
teorema de Neumark, mostramos que la medicion generalizada se representa por medio de
una operacion cuantica de este tipo. Esto sugiere que la mediciéon es un proceso irreversible,
es decir, que la distincién entre preparaciones y pruebas supone una direccion para el flujo
del tiempo en teoria cudntica. Bien puede ser, pero este argumento no es correcto. No tiene
sentido hablar de la entropia de una preparacién si antes no se normaliza el estado que resulta
de una operaciéon cuantica no deterministica. Una vez normalizado, no puede decirse —en
general— que la evolucion del sistema se dé en la direccién del aumento de las entropias local
y global.

Ademas atin quedan bastantes cuestiones por resolver. No se debe olvidar que el teorema
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de Wigner retine en un solo resultado operaciones cuanticas deterministicas y no deterministi-
cas. Trata con transformaciones lineales y unitarias y con mediciones proyectivas —un caso
particular de medicion generalizada. ; Entonces qué significa este teorema?; Habla tinicamente
de simetria? Mas ain, jes también la simetria de reversion temporal una operacion cuantica
deterministica? Esto podria cambiarlo todo. Aun queda mucha tela por cortar.
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