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Resumen

Esta investigacion problematiza el desconocimiento de la historia de las matematicas,
particularmente del surgimiento de los objetos matematicos. Para ello nos preguntamos ¢Cuales
fueron las condiciones de posibilidad para el surgimiento del concepto de raiz par de un nimero
real negativo? En coherencia con ello, nos trazamos el objetivo de identificar las condiciones de
posibilidad para el surgimiento del concepto de raiz par de un nimero real negativo.

La metodologia utilizada para reescribir la historia fue el método historiogréfico, bajo un
paradigma cualitativo, asi como un enfoque hermenéutico-interpretativo. La informacién
documentada se consolid6 en una matriz de sistematizacion, de la cual se desprendio el archivo
para la construccion e interpretacion de los datos. Los conceptos clave fueron las condiciones de
posibilidad, el objeto matematico comprendido como nimero imaginario y el conjunto mas extenso
de los nimeros complejos.

Las tres categorias emergentes de este trabajo fueron tituladas: “Las transformaciones en
las ciencias en el cambio de época para concebir la raiz par de nimero real negativo”; “La
soluciéon de ecuaciones que se derivaron de las competencias entre matematicos”; y, “Las
demostraciones: relaciones entre geometria y algebra”. En los hallazgos, rastreamos tres de las
condiciones de posibilidad para el surgimiento del concepto de raiz par de un nimero real
negativo: la influencia del cambio de época que se refleja en las formas de construccién y difusion
del conocimiento, los apuros por el reconocimiento académico y la influencia de la prosa escrita
en las demostraciones matematicas para validar el conocimiento matematico.

Palabras clave: numeros imaginarios; numeros complejos; método historiografico;

espiritualidad; ecuaciones; demostraciones.
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Abstract

This research problematizes the lack of knowledge of the history of mathematics,
particularly the emergence of mathematical objects. To this end, we ask ourselves: What were the
conditions of possibility for the emergence of the concept of the even root of a negative real
number? In coherence with this, we set ourselves the objective of identifying the conditions of
possibility for the emergence of the concept of the even root of a negative real number.

The methodology used to rewrite history was the historiographic method, under a
qualitative paradigm, as well as a hermeneutic-interpretative approach. The documented
information was consolidated in a systematization matrix, from which the file was derived for the
construction and interpretation of the data. The key concepts were the conditions of possibility, the
mathematical object understood as imaginary number and the larger set of complex numbers.

The three emerging categories of this work were entitled: "The transformations in the
sciences at the epochal change to conceive the even root of negative real number"; "The solution
of equations derived from the competitions among mathematicians™; and, "Demonstrations:
relations between geometry and algebra”. In the findings, we trace three of the conditions of
possibility for the emergence of the concept of the even root of a negative real number: the
influence of epochal change reflected in the forms of construction and diffusion of knowledge, the
rush for academic recognition, and the influence of written prose in mathematical demonstrations
to validate mathematical knowledge.

Keywords: imaginary numbers; complex numbers; historiographic method; spirituality;

equations; demonstrations.
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Presentacion

En la Educacion Matematica la preocupacion por el sujeto que ensefia y el sujeto que
aprende cada dia estd mas latente, superdndose la mirada puesta apenas en el conocimiento
matematico. Por eso, este trabajo convoca a buscar en la historia otras formas de asumir la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Esta investigacion tiene como objetivo identificar
las condiciones de posibilidad para el surgimiento del concepto de raiz par de un ndmero real
negativo. El término raiz par de un nimero real negativo es hoy denominado “ntimero imaginario”.
Queremos responder a la pregunta ¢Cuéles fueron las condiciones de posibilidad para el
surgimiento del concepto de raiz par de un nimero real negativo? Esta pregunta y este objetivo
surgen de un problema que observamos relacionado con el desconocimiento de las condiciones de
posibilidad para el surgimiento de ese concepto.

Tenemos que decir que este trabajo se realiz6 por el interés nuestro de saber por qué trabajar
en la comprension de las raices pares de nimeros reales negativos con estudiantes de secundaria;
también por el interés de entender un poco las dificultades que se presentan en la ensefianza y
aprendizaje del dicho concepto, y las dificultades para realizar operaciones con radicales.

Este estudio atiende a un método historiografico. Las consideraciones tedricas de la
presente investigacion estdn enmarcadas en dos pilares fundamentales: uno, el objeto de estudio
raiz par de un namero real negativo y, dos, sus condiciones de posibilidad; para ello se investigd
el surgimiento de este concepto matematico desde una mirada arqueoldgica del saber. Autores
como Diaz (2005), Foucault (2013) y Quiroz (2018) contribuyeron a nuestra comprensién sobre
las condiciones de posibilidad desde la arqueologia del saber abordada por Michael Foucault.

Asi es como presentamos un trabajo de investigacion conformado por cuatro capitulos. En
el primer capitulo mostramos el planteamiento del problema y los antecedentes; alli se describen
algunas dificultades que los estudiantes manifiestan en el desarrollo de las raices cuadradas, con
base en lo encontrado en la revision de literatura y en lo observado en el centro de practica
(institucion educativa donde desarrollamos nuestra Practica Pedagdgica). A partir de este
problema, exponemos la pregunta de investigacion y, posteriormente, los objetivos que
fundamentan la ruta de trabajo de este estudio.

En el segundo capitulo, presentamos algunas claridades necesarias frente a lo que estamos

entendiendo por raiz par de un nimero real negativo; para ello se lleva a cabo un rastreo histérico



CONCEPTO DE RAIZ PAR DE UN NUMERO REAL NEGATIVO: CONDICIONES DE POSIBILIDAD... 11

de los diferentes conjuntos numéricos: naturales, enteros, racionales, irracionales, reales y
complejos; rastreo que fue clave para localizar el objeto matematico. Seguidamente, presentamos
lo que entendemos por condiciones de posibilidad.

En el tercer capitulo, sefialamos el camino metodolégico, establecemos la historiografia
como método de investigacion cualitativa; este método se dedica al estudio y narracion de los
acontecimientos desde los diferentes lugares de los hechos, posibilitando las reflexiones sobre las
interrelaciones entre sujetos y objeto de estudio, que en este caso es el estudio de la raiz par de un
ndmero real negativo. Luego presentamos una matriz sistematizada de los documentos utilizados
en la investigacion.

En el cuarto y dltimo capitulo, mostramos tres condiciones de posibilidad que se
constituyeron como categorias para revelar parte del surgimiento del concepto de raiz par de un
namero real negativo. Las categorias emergieron a partir de datos histéricos y hallazgos en
diferentes épocas segin personajes y acontecimientos; ahi intentamos traer el pasado al presente
para hacer una interpretacion de lo encontrado con relacion al concepto matematico en cuestion.!

Por ultimo, presentamos algunas conclusiones y reflexiones.

1 Aclaramos al lector que todas las traducciones del inglés al espafiol fueron realizadas por las investigadoras, y por
tanto no comprometen de ninguna manera a los autores de los textos originales.
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CAPITULO 1. Acercamiento al camino de inicio

El presente trabajo de investigacion surgio de la observacion y convivencia en la institucion
escolar en el que se desarrollé la Préctica Pedagdgica. Una Préctica realizada en el marco de lo
estipulado en el reglamento y las disposiciones de la organizacion curricular de la Licenciatura en
Educacion Basica con Enfasis en Matematicas de la Facultad de Educacion de la Universidad de
Antioquia. En tres semestres de Practica Pedagogica en “circunstancias de pandemia” (derivadas
de la emergencia sanitaria por el virus COVID-19), realizamos esta investigacion en una institucion
educativa ubicada en el centro de la ciudad de Medellin, en la comuna 10, que atiende a estudiantes
mujeres. Estuvimos en esta institucion durante dos semestres (2020-2 y 2021-1)

La Practica Pedagogica la realizamos con el grupo 6°1 con un total de 39 estudiantes, como
respuesta a una propuesta educativa de la institucién en su plan de ajuste frente a la pandemia,
buscando favorecer la interaccion en los espacios académicos mediados por las tecnologias de la
informacién y comunicacién (TIC), entre la docente, las estudiantes, las familias y los entes
administrativos. Con la pandemia, la institucion se vio obligada a (re)visar o (re)pensar su forma
de ensefianza, y con ello las TIC dieron origen a una nueva comunicacion en el acto educativo.
Esa (re)vision exigio la implementacion de nuevos horarios, nuevos recursos tecnoldgicos y
nuevas dinamicas educativas y familiares.

Atendiendo a este cambio de escenario para la ensefianza, la institucién solicitd encuentros
frecuentes con algunas estudiantes, de manera sincrénica o asincronica, donde nosotras, como
practicantes, brinddbamos espacios de asesorias en horarios diferentes a los de la clase. En esos
espacios pudimos observar el cdmo las estudiantes abordaban algunos temas matematicos.

Con relacion a las asesorias que tuvimos con las estudiantes, ellas fueron realizadas por
medios de comunicacion electronicos como: Correo, WhatsApp, Meet, Zoom y el tablero digital
Jamboard, y una plataforma de la institucion.

1.1. Planteamiento del problema

El camino que comenzamos a tejer en esta practica y que nos posibilité pensar en esta
investigacion fue algo incierto y cambiante, todo esto debido a las circunstancias que surgieron en

la pandemia que comenzd iniciando el afio 2020. Los espacios educativos se trasladaron a otros
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escenarios desconocidos para nosotras; el primer y Gnico acercamiento que tuvimos al salén de
clases en las Practicas Pedagdgicas fue a través de las TIC; asi, las pantallas, documentos de Word
y pizarras digitales fueron algunas de las herramientas que posibilitaron la interaccién entre las
estudiantes de la institucién y nosotras. Esta Practica que vivimos fue “una nueva realidad del
aula”; la presencia de los sujetos en el aula se not6 a través de las voces escuchadas. VVoces que,
traducidas en opiniones, preguntas y anotaciones, fueron las que nos posibilitaron hacer unas
lecturas y analisis de lo sucedido en las clases relacionado a los procesos de ensefianza y
aprendizaje a la hora de la clase de matematicas.

Asi, comenzamos a trazar este camino a partir de las voces de las estudiantes en una clase
con asistencia virtual, centrandonos en el tema matematico “potenciacion y sus operaciones
inversas: la radicaciéon y logaritmacion™; tema asi denominado por la profesora cooperadora?,
siendo esta la encargada de dirigir la clase. Las explicaciones de la docente se orientaron en la
transformacion de esas operaciones matematicas; es decir, partiendo de la operacién potenciacion
y “realizando algunos cambios” para llegar a la operacion radicacion y a la operacion
logaritmacion.

Otro hallazgo en el camino de observacion que fue evidente para nosotras fue el hecho de
gue no encontramos una articulacion entre la historia de un objeto matematico, sobre todo su
origen, con la ensefianza del concepto asociado a €l, con la ensefianza de algoritmos asociados a él
y con sus respectivas aplicaciones. Encontramos que no hay un reconocimiento de las coyunturas
historicas por las que pasa el conocimiento matematico para consolidarse como tal. Probablemente
eso haga que muchas veces el conocimiento matematico sea llevado al aula como un conocimiento
terminado, ahistdrico, dejando de lado que él es producto de una construccién humana.

Fue a partir de algunas reuniones sincrénicas con los profesores asesores® y la elaboracion
de un diario reflexivo (ver figura 1 y 2) que surgio la identificacion del tema de interés para ser
investigado. En el diario, a partir de narraciones e iméagenes ibamos plasmando nuestras
reflexiones; asi, poco a poco, un problema se hizo visible entre la escritura. Aprovechamos esa
asistencia virtual en los diferentes encuentros para hacer capturas de pantalla del tema que se estaba

discutiendo en clase con las estudiantes. Entre esas imagenes tenemos las que posibilitaron diversas

2 La profesora cooperadora fue la docente quien acompaiié la clase de matematicas de los grupos asistidos en la
préctica.

3 Las reuniones sincronicas con los asesores orientadores de este trabajo consistieron en conversar y reflexionar sobre
lo escrito en el diario reflexivo; diario escrito a partir de lo observado en el aula de practica del grado 6°1.
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preguntas, identificar un problema sobre la forma en que se ensefia un concepto a las alumnas y

observar formas de ensefiar y aprender matematicas.

Figural
Diario reflexivo

v v

PPractica podagogica
202002

lenvenidos 4 nuestru
wario Refloxivo

Te invitomos o

nuestro Diario

VNV w

|
1
1
]
'
]
i
i
i
i
!
!

Fuente: Elaboracion propia (2022)

Figura 2
Un apartado de algunas de las narraciones que hace parte del diario reflexivo

Encuentro sincrénico 26-04-2021 -
Hora: 10:35 2 11:25
Medio de comunicacion: Google Meet
Grupo: 6-4
Total de asistentes: # estudiantes y docente
Tema: Retroalimentacidn guia #4

Narracion: Esta clase fue la culminacion de la guia #4 con el tema de prismas. En esta clase la docente
compartio pantalla con una evaluacion virtual para las estudiantes, en ella habia diversas preguntas sobre el prisma
triangular, cuadrangular, algunos otros prismas como el pentagonal, hexagonal, octogonal, piramides v un un
cuerpo redondo; a medida que avanzaba la clase se dieron las respuestas por parte de las estudiantes. Las
preguntas abarcaban temas como: nombre de los prismas, caracteristicas de los prismas como: niimero de caras,
aristas v vértices de los prismas; las preguntas tenian las imagenes de la representacion de los prismas, en algunas
ocasiones imagenes de las plantillas para formar el prisma v en otras representaciones de otras figuras como
cilindros v piramides, con la intencion de que las estudiantes lograran identificar cual era el prisma. La docente les
recuerda que en algtin momento se pedira el glosario que se viene trabajando en las guias.

Fuente: Elaboracion propia (2022)

Una de las imagenes plasmada en el diario reflexivo es la tabla que se observa en la figura

3. A partir de esta tabla analizamos, por ejemplo, la pertinencia o no de repetir, tal vez de forma
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mecanica, la reescritura de las potencias conforme fue propuesto en la actividad por la profesora

cooperadora.

Figura 3
La potenciacion y sus operaciones inversas

1. Recsenbe en formna de logasitenss las potencias dadss oo la geumeys columna,

POTENCIACION | "RADICACION mip LOGARITMACION
25w QxIAINIRININI%InInd =1024 log, 1024 - 10
4 ! |
25512 log; 512 «8
2% 256 log, 256 - 0
2 Te2ednd 28 log, 1281 = 7
2* log, 64 ~&
2% _log, 32 ~3
2 log: 16 = 4
2° log. 8 3
2 log, 4 2
2 log, 2 = 1
20 1 log, 1«0
1 1 1
2 === logy 5 = ~1
B 21 2
2i=5= 2= 1 1 logs—~ = —2
A il og: 5 2
4 2
!
' i 0w 1
2 = ~ (3) ‘a1 |o¢..- 3
s 2
|
i
3 A %" ;o | logs - = —
16 ? Jin 2
2 = 2 (%) log, 5
32 x/ nd |

Fuente: Guia 10 del estudiante, realizada por la docente cooperadora (2022)

Derivado de esta situacion, la reflexién de nuestro diario gird en torno a lo que expresa
Freire* (2004) sobre la ensefianza, ya que apunta a que “ensefiar no se agota en el tratamiento del
objeto o del contenido” (p.13). Comprendemos con las palabras de este autor que, ensefiar sugiere
también la formacion integral del sujeto que aprende y no apenas la mecanizacion de un saber
determinado. En nuestra labor como docentes proyectamos estar en constante movimiento, puesto
que, el conocimiento debe ir mas alla del lapiz, el papel, la memorizacién y la repeticion;
posibilitando responder a preguntas como ¢por qué? y ¢para qué? de los contenidos y no solo
centrarnos especificamente en el ;como?, es decir, el procedimiento.

Hubo otras imagenes que nos ayudaron a continuar reflexionando, entre ellas la figura 4 y

la figura 5:

4 Paulo Reglus Neves Freire (1921 - 1997). Profesor, pedagogo v filésofo de nacionalidad brasilefia. Reconocido por
ser defensor de la pedagogia critica y autor del libro Pedagogia del oprimido de esta misma linea.
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Figura 4
Explicacion, de la profesora a sus estudiantes, de potenciacidn y sus operaciones inversas

POTENCIACION

RADICACION .
X LOGARITMACION
Es una operacidn inversa a la

potenciacidn. Se reguiere
encontrar la base cuando se
conoce la potencia y el
exponente

Es una operacion inversa a la
potenciacion. Se requiere
encontrar el exponente cuando se
conoce la base y lapotencia

Fuente: Guia 10 del estudiante, realizada por la docente cooperadora (2022)

Figura 5
Explicacién de algoritmo

Los términos de la radicacién son: Los términos de la logaritmacion son:
indice raiz
/\4/1? _ 2’ —2'=16 log, 16 =4 logaritmo

e SRS Rr— -

cuandoiiosakegtpoaca P = 5 X 53X 5 ¥ 5= 625
logg 625 =4

s pablsi N Bl bR . b T = 025 S et g b sadicacion
Es posible que haga falta el exponente 5 = 625 ss ncositraconl logaritmacién

Se puede reescribir como raiz de la siguiente forma: /625 = 5 porque 625 = 5%
Se expresa el logaritmo asi: logs 625 = 4 porque 5% = 625

Fuente: Guia 10 del estudiante, realizada por la docente cooperadora (2022)

A partir de la explicacion de la profesora cooperadora sobre la relacion entre las operaciones
de potenciacion, radicacién y logaritmacién (ver figura 6), en voz de la docente cooperadora: “si
se necesita la base, la encuentro con la operacion de radicacion; y si se necesita el exponente, lo

encuentro con la operacion de logaritmacion”, nos hicimos varios cuestionamientos. Tal vez
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nuestra mayor inquietud se refirié a la fundamentacion, al sentido y al significado que, como

futuras maestras, le podriamos a atribuir al conocimiento matematico que vamos a ensefiar.

Figura 6
Desarrollo de guia en clase

REUNION DE MATEMATICAS oY1 (20200915 at G733 CMT-/)

2%=2 x2x2x2=16

=16 2¥=16

Fuente: Clase virtual de matematicas con estudiantes de 6° (2022)

Lo anterior nos hizo pensar que, tal vez, algunos profesores que ensefian matematicas
atienden, apenas, al qué ensefiar, dejando de lado otras preguntas que también son importantes en
el acto educativo, por ejemplo: ¢por qué?, ;para qué?, ;a quién?, ;como? En este sentido, Freire
(2004) sefiala que “ensefiar no es transferir conocimiento” (p. 16). Pensamos que, para responder
a esas preguntas, un maestro debe conoces algunos aspectos historicos del concepto en cuestion.

Como practicantes, observando a través de pantallas, pudimos identificar algunas
dificultades en la ensefianza (y tal vez en el aprendizaje) de algunas operaciones matematicas, en
nuestro caso, como la radicacion, la logaritmacion y la potenciacion. Empezamos a revisar
literatura al respecto de la ensefianza y del aprendizaje de estas operaciones, y empezamos a inferir
que en la escuela basica secundaria abordar asuntos como radicacién y cantidades negativas ha
sido dificil para algunos profesores y algunos estudiantes. Asi, como futuras maestras nos hicimos
un cuestionamiento inicial, ¢qué sentido tiene en la educacion basica secundaria ensefiar el
concepto de raiz par de un nimero real negativo? Sabiamos que una de las formas en que se trata
este tipo de nimeros es en la resolucion de algunas ecuaciones, sin una solucion que pertenezca al

conjunto de los numeros reales. Por ejemplo, una posible soluciéon se conoce como “nimero
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imaginario” o también Illamado raiz par de un nimero real negativo®. Ademas, pensabamos que
necesitabamos saber méas sobre qué hizo posible, en la historia, abordar este tipo de nimeros, para
llegar a la comprension que hoy tenemos de “ntimeros imaginario”. Creiamos que entender el
surgimiento de nimero imaginario daria mas sentido y significado tanto al profesor como al
estudiante a la hora de su ensefianza o aprendizaje.

Con base en lo anterior, contemplamos que el desconocimiento del surgimiento de los
conceptos matematicos por parte del profesor podria dificultar su proceso de ensefianza vy,
consecuentemente, el proceso de aprendizaje en los estudiantes; por lo tanto, empezamos a ver una
necesidad de enlazar la ensefianza de los contenidos matematicos con la historia, en una
articulacion que supere el mero tratamiento algoritmico. Segun Arboleda (citado por Anacona®,
2003):

Un estudio histdrico-epistemoldgico que dé cuenta de la génesis, evolucion y consolidacion

de un concepto matematico en el marco de unas condiciones socioculturales, contribuye a

un conocimiento del concepto matematico que transciende los meros procesos algoritmicos.

Este aspecto es de gran importancia para la Educacion Matematica pues el estudiante y el

futuro docente deben tener una vision mas profunda de las matematicas y de su actividad,

de tal manera que le permita entender la composicion, finalidad, utilidad y sus relaciones

con el entorno. (p.42)

Arboleda sugiere que también es necesario comprender el entorno social, politico, cultural,
y econémico en el que el concepto matematico surgio y en el que se aplicd y se aplica.

Al simplificar los procesos de ensefianza y de aprendizaje apenas a lo algoritmico,
observamos que las matematicas se desligan de su proceso de construccion (un proceso
eminentemente humano). Como sefiala Anacona (2003) “(...) las matematicas son, ante todo, una
actividad humana; una construccion social compleja edificada durante miles de afios en arduos

procesos de interrelacion cultural” (p. 32).

5 El concepto raiz par de un ndmero real negativo, conocido como nlimero imaginario serd expuesto en segundo
capitulo.

® Maribel Patricia Anacona (s.f). Profesora y Doctora en ciencias, de nacionalidad colombiana. Las principales lineas
de investigacion a las que pertenece son: Historia social de las Matematicas.
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Al respecto, Arboleda’ (2011) expresa que “[...] la reflexion sobre las relaciones entre
historia y educacion matematica es que una vez constituidas las matematicas parecen obedecer a
una légica interna independiente de sus origenes” (p. 3). Por lo que, consideramos que indagar
sobre la historia de los conceptos matematicos desde sus condiciones de posibilidad®, podria ser un
camino para identificar los origenes de los conceptos y asi favorecer los procesos para la ensefianza.
En este proceso, el docente se apropia de la historia de dichos objetos bajo una mirada del objeto
socialmente construido.

Con base en las anteriores consideraciones, surgié la pregunta de investigacion ¢Cuéles
fueron las condiciones de posibilidad para el surgimiento del concepto de raiz par de un nimero

real negativo?

1.2. Algunos Antecedentes

Algunas investigaciones en Educacion Matematica sirvieron de referencia para este trabajo;
algunas de ellas son Bagni® (2001), Ministerio de Educacion Nacional (MEN) (2006), Pardo® y
Gomez*! (2007), Anacona (2003) y Pineda'? (2020). Entre las consideraciones pertinentes para este
trabajo rescatamos, en estos autores, la articulacion que proponen entre la historia y los procesos
de ensefianza y de aprendizaje del concepto de raiz par de un nimero real negativo.

Bagni (2001) realiz6 un trabajo denominado “La introduccion de la historia de las
matematicas en la ensefianza de los numeros complejos: una investigacion experimental
desempefiada en la educacion media superior”, cuyo propoésito fue examinar la efectividad de la
introduccion de los nimeros imaginarios, mediante un ejemplo histoérico, al aplicar una prueba a
estudiantes de preparatoria con edades entre 16 y 18 afios. El autor llegd a la conclusion de que en

la resolucién de una ecuacién de libros antiguos no es suficiente argumento para determinar el

" Luis Carlos Arboleda Aparicio (1947 — actual). Licenciado en Matematicas con especializacion en Historia y
Epistemologia de las Ciencias, de nacionalidad colombiana. Las principales lineas de investigacion a las que pertenece
son: Matematicas Cultura y Sociedad en Colombia e Historia y Educacion Matematica.

8 El concepto de condiciones de posibilidad sera entendido desde una perspectiva foucaultiana, el cual sera expuesto
en el segundo capitulo.

® Giorgio Tomaso Bagni (1958 — 2009). Matematico de nacionalidad italiana. Profesor de Historia de las Matematicas
para Didactica de las Matematicas.

10 Tomas Pardo Salcedo (s.f). Profesor de nacionalidad espafiola.

11 Bernardo Gomez Alfonso (s.f). Doctor en Didactica de las Matematicas de nacionalidad espariola.

12 José Fabrizio Pineda Ramos (s.f). Grado en Mateméticas pura y aplicada, Master en Formacién del Profesorado, de
nacionalidad espafiola.
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aprendizaje de un estudiante. El reto para el docente desde la didactica de las matematicas en el
aprendizaje en los estudiantes, sera examinar y revisar el efecto en el momento de implementar
actividades que involucren la solucion de ese tipo ecuaciones y su argumentacion.

En 2006, el Ministerio de Educacion Nacional (MEN) publicé el documento sobre los
“Estandares Bésicos de Competencias en Matematicas”. En este se identificd algunos relacionados
con la radicacion, mas no con numeros complejos ni numeros imaginarios. Entre lineas, los
Estandares Basicos sugieren una construccion de los sistemas numéricos y simbolicos, no como
una restriccion a grados especificos en la educacion basica y media, sino como un acompafiamiento
pedagogico paciente y progresivo.

La idea en los estandares es que los estudiantes logren, afio tras afio, hasta culminar su
educacion basica secundaria, el reconocimiento de la construccion de cada conjunto numérico, de
acuerdo con la necesidad de su creacion. La expectativa, basada en la invitacion que hace dicho
documento, radica en que aquellos estudiantes, en el momento de su educacidn superior, sean
capaces de identificar y comprender la aparicion de los conjuntos numéricos a través de su paso
por la escuela primaria y secundaria, logrando responder al por qué y para qué operar con los
nameros naturales, enteros, racionales, irracionales, reales, o complejos. A modo de ejemplo, sobre
la insercion de algunos sistemas de numeracion en la sociedad, este documento afirma que
“historicamente las operaciones usuales de la aritmética eran muy dificiles de ejecutar con los
sistemas de numeracion griegos o con el romano, y solo en el Siglo XIII se empez6 a adoptar en
Europa el sistema de numeracién indo-arabigo” (MEN, 2006, p. 59).

Pardo y Gomez (2007) realizaron una investigacién que tuvo por nombre “La ensefianza y
el aprendizaje de los numeros complejos: un estudio en el nivel universitario”. Este trabajo estuvo
enfocado en recabar informacion para sustentar sugerencias de intervencion en las pautas
educativas con relacion a los nimeros complejos. Los autores sefialan en la investigacion, que
algunas dificultades e inconsistencias conceptuales y algoritmicas que presentan los estudiantes en
su proceso de aprendizaje sobre objetos matematico podrian ser analogas a las dificultades que se
presentaron a nivel historico desde el surgimiento de estos objetos

Anacona (2003), en su articulo “La historia de las matematicas en la Educacion
Matematica”, sugiere algunos aspectos que deben tenerse en cuenta a la hora de ensefiar e intervenir
en la comprension de los conceptos matematicos. El objetivo del articulo estuvo orientado a sefialar

algunos aportes de la historia de las Matematicas en la educacion, mostrando asi, que las
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matematicas son una construccion humanay estan ligadas a diferentes dinamicas sociales. Ademas,
el estudio coincide con los realizados por Pardo y Gomez (2007), al sefialar las dificultades
arraigadas a la historia para trabajar con conceptos matematicos.

Pineda (2020) realiz6 un trabajo que denominé “Ensefianza y aprendizaje de los nimeros
complejos a través de la historia y la geometria dindmica”. En este estudio se presenta una
propuesta para abordar los numeros complejos desde dos perspectivas: la primera, epistemoldgica,
encargada de mostrar dificultades histdricas para la comprension de estos numeros; y, la segunda,
desde un enfoque geométrico y dinamico a través del uso de las TIC, por ejemplo, el software
GeoGebra. El autor buscé crear interés en la manipulacion de objetos matematicos con el fin de
lograr la comprensidn del concepto; es decir, buscd que los estudiantes construyeran los conceptos
a través de la manipulacion de objetos matematicos y resaltar las implicaciones del uso de nimeros
complejos en la matematica.

Concluimos de este trabajo de Maestria que el autor plante6 una problematica en la
ensefianza y aprendizaje de los numeros complejos, desenfoques y deficiencia en el curriculo
actual. Asi mismo presentd la solucién obtenida por estudiantes de la x desconocida y de las
propiedades relacionadas con la formula cuadrética, considerando el discriminante que representa

una solucién no real — una solucion que involucra la raiz par de un namero real negativo-.
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CAPITULO 2. Acercamiento a los conceptos

El marco conceptual de este trabajo de grado se fundamenta en dos pilares tematicos:
primero, el rastreo del objeto matematico raiz par de un ndmero real negativo a partir de las
orientaciones estipuladas por el Ministerio de Educacion Nacional (MEN) y en los conjuntos
numéricos. El segundo pilar son las condiciones de posibilidad para la emergencia de ese objeto

matematico.

2.1 Rastreo de la raiz par de un nimero real negativo a partir de los documentos rectores

Partiendo de lo que actualmente tenemos estipulado como documentos orientadores para la
ensefianza, se rastred el concepto de raiz par de un nimero real negativo en los Estandares Basicos
de Competencias en Matematicas del Ministerio de Educacion Nacional (MEN), lo que implicd
identificar la relacion entre el concepto y su desarrollo al interior del curriculo. Los estandares que

se acercan al concepto se encuentran en la siguiente tabla. (ver tabla 1)
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Tabla 1
Lista de Estandares Basicos de Competencias en Matematicas
Grado Pensamiento o sistema Estandar
Numérico “Resuelvo y formulo problemas cuya solucion
requiere de la potenciaciéon o la radicacion”
Sexto a séptimo (MEN, 2006, p. 82).
Variacional “Utilizo métodos informales (ensayo y error,

complementacion) en la  solucion de
ecuaciones” (MEN, 2006, p. 85).
Numeérico “Utilizo numeros reales en sus diferentes
representaciones y en diversos contextos”
(MEN, 2006, p. 86)
“Identifico y utilizo la potenciacion, la
Octavo a noveno radicacion y la logaritmacion para representar
situaciones matematicas y no matematicas y
para resolver problemas” (MEN, 2006, p. 86).
Variacional “Identifico relaciones entre propiedades de las
graficas y propiedades de las ecuaciones
algebraicas” (MEN, 2006, p. 87).
Décimo a Numeérico “Comparo y contrasto las propiedades de los
undécimo nameros (naturales, enteros, racionales y reales)
y las de sus relaciones y operaciones para
construir, manejar y utilizar apropiadamente los
distintos sistemas numéricos” (MEN, 2006, p.
88).
Nota: Ministerio de Educacién Nacional (MEN), (2006)

Con este rastreo inicial podemos observar que, si bien los contenidos se relacionan con el
objeto matematico raiz par de un numero real negativo, este no aparece de manera explicita en la
enunciacién, lo que quiere decir que en la ensefianza de primaria y secundaria generalmente el
concepto no es profundizado ni se ensefia su aplicabilidad. A corto plazo esto trae dificultades para
los estudiantes de educacidn superior en carreras como matematicas, fisica, ingenierias, quimicas,

entre otras areas que las requieren para su aplicacion.

2.2 ldentificacion de la raiz par de un nimero real negativo
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Para la identificacion de la raiz par de un numero real negativo consideramos pertinente
realizar un reconocimiento de los conjuntos numéricos naturales, enteros, racionales, irracionales,
reales y complejos. La emergencia de cada conjunto numérico se da a partir de alguna necesidad

identificada que veremos someramente a continuacion.

2.2.1 Conjunto de los numeros reales

Acercandonos al primer conjunto numérico, Penrose®® (1996) comienza recordando que los
ndmeros naturales son las cantidades enteras 0,1,2,3,4,5,6,7..., vistas como elementales o
basicas. Estas cantidades posibilitan cuantificar objetos discretos. Entre ellos, poder contar
conversaciones, palabras, personas, animales, ideas, ausentes, cambios de direccion, errores,
ausencias, relampagos, noches, etc. Ademas, este tipo de nimeros posibilitan realizar operaciones
como la sumay la multiplicacién dando como resultado otro nimero natural.

Sin embargo, existen operaciones como la resta que conducen a la necesidad de utilizar otro
tipo de nameros, dado que con los nimeros naturales no es posible representar cantidades
negativas. En este caso, emergen las cantidades negativas, las cuales, en conjunto con los nimeros
naturales, conforman el conjunto los nameros enteros
...—6,—-5,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7... (Penrose, 1996)

En sus inicios los nimeros enteros negativos fueron nimeros de dificil aceptacién, ya que
las cantidades negativas apenas se atribuian a practicas cotidianas, o al menos al conocimiento mas
tangible (Quiroz!*, 2018). En la conformacion de este nuevo conjunto numérico hacen parte las
cantidades naturales positivas, las cuales se pueden relacionar con los activos que generan las
personas en su vida cotidiana e igualmente las cantidades negativas que pueden ser representadas
por los pasivos. De modo que, podemos evidenciar como los nimeros naturales ligados a los
nimeros enteros negativos han sido aplicados principalmente al comercio y cdmo las mismas

condiciones hicieron necesario ampliar el conocimiento de este nuevo conjunto numeérico.

13 Roger Penrose (1931 - actual). Fisico matematico, Doctor en Filosofia, honoris causa y doctor en ciencias, de
nacionalidad britanica. Es reconocido por su trabajo en fisica matematica, en particular por sus contribuciones a la
teoria de la relatividad general y a la cosmologia.

14 Lorena Maria Quiroz Betancur (s.f — actual). Licenciada en matematicas y fisica, Magister en educacién, de
nacionalidad colombiana.
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Posteriormente, surge otra preocupacion o necesidad por parte de los matematicos, la
division de un nimero entre otro sin dejar residuo, ya que el conjunto numerico conocido se agotaba

en los enteros. “En consecuencia, necesitaremos las fracciones o nimeros racionales como son

...7 (Penrose, 2014, p. 79). La dificultad de operar la

)

1 1 3
llamados ...0,1,—1,-,—=,2,—2,- , —
2 2 2

N w
w |

division entre dos numeros enteros se evidencia ademéas en la accion de medir y comparar
magnitudes. En esta comparacion se encontraban con la dificultad de medir mas que magnitudes
enteras, es decir, que una magnitud este contenida en otra una cantidad inexacta de veces. “Para
solucionar esta dificultad, surgieron los nimeros racionales, los cuales posibilitaron medir casi
todas las magnitudes y compararlas con un patron establecido” (Pérez®, 2014, p. 16).

Debido a la operacion division entre dos nimeros emergieron otras cantidades decimales
infinitas, que necesitaron ser vistas como un nuevo sistema ampliado, por ejemplo, cantidades
irracionales como: 583.702644391210095.. ., la expresion para n: ™=
3.14159265358979323846. ..; ademas de estos nimeros, las raices cuadradas, cubicas o cuartas
etc. también se pueden denominar de esta manera en el sistema de los numeros "reales™ (Penrose,
1996).

Previamente a exponer como dificultad el calcular las raices pares de nimeros reales
negativos, es necesario identificar la definicion de la raiz cuadrada en el conjunto de los nimeros
reales. La operacion raiz cuadrada se define como:

Vva = b,si b> = a Siendo a'y b nimeros reales positivos

2.2.2 Raiz par de un namero real negativo

Para hablar de los nimeros complejos e imaginarios, fue necesario hablar de aquellos
conjuntos numéricos que antecedieron a estos hasta el conjunto de los nimeros reales. Este camino
nos posibilito visibilizar la dificultad que presentaremos a continuacion, la de calcular las raices
pares de nimeros reales negativos, partiendo de la definicion de raiz cuadrada en los nimeros
reales. Resaltamos en esta dificultad el trabajo de algunos estudiantes de secundaria al solucionar

ecuaciones de segundo y tercer grado en adelante.

15 Diego Alejandro Pérez Galeano (s.f - actual). Licenciatura en Educacion Basica con Enfasis en Matematicas y Doctor
en Educacion, de nacionalidad colombiana. Las principales lineas de investigacion a las que pertenece son: educacion
Matematica, Diversidad y Cultura; Curriculo, Matematica y Escuela; Formacién de profesores.
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Al respecto de las ecuaciones que se les presentan a los estudiantes, y las cuales al
desarrollarlas arrojan como resultado la raiz par de niumero real negativo, Pineda (2020) expresa
que:

Analizando los conocimientos previos de los que deben partir los estudiantes a la hora de

abordar este tema, observamos que, durante la etapa de Educacion Secundaria Obligatoria,

los estudiantes se enfrentan repetidas veces a las ecuaciones cuadraticas
ax?*+bx+c=0,a#0 (1.1)

Resolviendo dicha ecuacion, se llega a la formula que despeja la x,

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

Luego se estudia el signo de la discriminante A = b® - 4ac.

Si A= b%- 4ac > 0, entonces (1.1) tiene 2 soluciones [en el conjunto de los ndmeros

reales]

Si A =b?%- 4ac = 0, entonces (1.1) tiene 1 solucion [...] doble. [en el conjunto de los

nameros reales]

Si A =Db?- 4ac < 0, entonces (1.1) [1.2] no tiene solucién [en el conjunto de los ndimeros

reales]. (Pineda, 2020, p. 2)

A partir de las tres posibles soluciones de la ecuacion inicial (1.1), el estudiante encuentra
que hay un discriminante en el que su resultado no es una solucién que pertenece al conjunto de
los nimeros reales para la ecuacion (1.2). Esto mencionado lo podemos ejemplificar de la siguiente
manera:

Dada la ecuacion 1x2 + 3x + 5 = 0 (1.3) y resolviéndola tenemos que:

La ecuacion (1.3) estd ordenada (de mayor a menor potencia) e igualada a cero, posteriormente,

—-b+Vb2-4

despejando la x de la siguiente forma obtenemos: x = — ” % (1.4) se identifica los valores y

lugares correspondientes a las letras a, b y ¢, a partir de la ecuacion general (1.1). Teniendo presente
la correspondencia entre los valores numéricos y letras tenesmos que: a=1;b =3;c =5.
Seguidamente reemplazamos los valores de a, b y ¢ en laecuacion (1.4), se realizan las operaciones
requeridas y se concluye los valores obtenidos para x asi:

B —b +Vb? — 4ac
B 2a

X — — — Utilizacién de (1.4)
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a=1;, b=3; ¢ =5——— Asignacién de valores
—-3)+J(3)?—-4(1)(5
X = @)+ \/( ) DE) — — — Reemplazando valores
2(1)
-3 V3?2 -4)(®) g ,
X = — — — Operacion entre nimeros reales
2(1)
X = > — — — Operacion entre numeros reales
-3 tv-11 . )
X=—— =~ Operacién entre nameros reales
-3 +v-11 » )
X = — T~ Operacién entre nameros reales
-3+v-11 y )
S Operacién entre nameros reales
31 — D'|§cr|m|nante,
Xp=———F——— Operacién entre nameros reales

En ese sentido, al solucionar ecuaciones como las del ejemplo (1.3), el estudiante al despejar
la x y hacer uso de la ecuacién (1.4), comunmente conocida como cuadratica, se enfrenta a un
discriminante menor a cero (1.2) cuyo valor es v—11. Es decir, el estudiante encuentra en el
resultado un nimero negativo al interior de una raiz cuadrada y, atendiendo a la definicion de “raiz
cuadrada” es una operacion imposible de solucionar en el conjunto de los numeros reales.

Al respecto de la dificultad que se enfrentan los estudiantes en la solucion de algunas
ecuaciones, Pérez (2014) sefiala que uno de los apuros al operar con los nimeros reales:

[...] consiste en la imposibilidad de extraer la raiz cuadrada (o en general par) de un nimero

negativo. Por ejemplo, en el conjunto de los [nimeros] reales, es imposible solucionar las

ecuaciones:

x2+1=0[15] x*+x+1=0 x*+4=0

Si intentamos resolver la primera ecuacion [1.5] llegariamos a que x = v/—1, el cual no es

un namero real. De manera que [emergi6 ...] otro tipo de ndmero llamado imaginario el

cual se representa con la letra i y que equivale, como vemos, al nimero v/—1. Este conjunto

de nimeros se representa generalmente con la letra I. (p. 17)

A partir de la solucion de ecuaciones como las anteriores, encontramos que el objeto

matematico raiz par de un nimero real negativo se encuentra en lo que se ha denominados nimeros
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imaginarios. Al respecto de estos nimeros, Mazur'® (2008) sefiala que con la “aritmética de los
numeros imaginarios”, es decir, al realizar las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division,
es posible denominar los niUmeros imaginarios como “cantidades imaginarias”.

De alli, resaltamos que, al operar la raiz par de un numero real negativo es posible hacer
uso de las propiedades del producto de los radicales en nimeros reales, para reescribir la expresion
como un producto de raices, indicando asi la raiz cuadrada de un namero real multiplicado por la
unidad imaginaria i asi:

Si — a es un namero real negativo, entonces interpretamos una expresion de la forma (una

cantidad a la cual Bombelli'” se habria referido como pui di meno [més menos]) como:
V=a= (~Da=v=1 *v=a=i*v=a=v=a+

donde +/a significa la raiz cuadrada positiva del nimero a. (Mazur, 2008, p. 129)

Es decir, un nimero imaginario esta conformado por el producto de un niimero real (va)

por la unidad imaginaria i (M). Tras la emergencia de la raiz par de un nimero real negativo,
es necesario la ampliacién del conjunto de los nimeros reales para aceptar a dicha raiz como
namero imaginario. En relacion con esta idea, Mazur (2008) expresa que:
Utilizamos el término namero imaginario para referirnos sélo a un multiplo de i por un
namero real (o, equivalentemente para referirnos a la raiz cuadrada de un namero real
negativo), y el término ndmero complejo, para referirnos a la expresion mas general a + bi
[1.5] donde a y b son nimeros reales. Todo nimero complejo como el que se muestra arriba
[1.5] se expresa de una unica forma como la suma de un namero real a (Ilamado su parte
real) y un nimero imaginario bi = bv/—1 (llamado su parte imaginaria). (p. 129-130)
De modo que, de la ampliacion del conjunto de los nimeros reales emerge el conjunto de
nimeros complejos, para posibilitar el calculo de raices cuadradas, y en general raices pares de
ndmeros reales negativos. Por tal razon, cuando nos referimos a los “ntimeros imaginarios” 0

“numeros reales” a su vez hablamos de numeros complejos; por ejemplo, 3e; 3ei; 1 + 4i; —3.

16 Barry Mazur (1937 - actual). Matematico y doctor en matematicas, de nacionalidad norteamericana. Reconocido por
sus contribuciones a la topologia geométrica, la topologia diferencial y la geometria algebraica.

17 Rafael Bombelli (1526-1572). Matematico e ingeniero hidraulico de nacionalidad italiana. Reconocido por ser el
autor del libro Algebra, el cual fue uno de los textos matematicos con reconocimiento en Europa.
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De manera similar a los numeros reales y su representacion en la recta numérica real, los
nameros complejos se representan geométricamente como un punto (x, y) en el plano llamado el
"Plano de Argand”, el cual Penrose (1996) lo define como:

[...]un plano euclideo ordinario con coordenadas cartesianas estandar x e y, donde x indica

la distancia horizontal (positiva hacia la derecha y negativa hacia la izquierda) [Ilamado eje

real] y donde y indica la distancia vertical (positiva hacia arriba y negativa hacia abajo) [eje
imaginario]. EI namero complejo z = x + iy viene representado entonces por el punto del

plano de Argand cuyas coordenadas son (x, y). (p. 87)

Figura7

Representacion geométrica de numero complejo z = x + iy en el plano de Argand
%

Eje
imaginaro

Fuente: Penrose (1996, p. 87)
2.3 Condiciones de posibilidad
Para indagar por el surgimiento del concepto de raiz par de un numero real negativo,

autores como Diaz!® (2005), Foucault'® (2013) y Quiroz (2018) seran fundamentales para

comprender el concepto de condiciones de posibilidad desde una perspectiva foucaultiana. A

18 Esther Diaz (1939- actual) Filosofa, epistemdloga, doctora en Filosofia de nacionalidad argentina. Entre sus aportes
al campo de la epistemologia, sobresale la elaboracion del concepto de “epistemologia ampliada”.

19 Paul-Michel Foucault (1926 - 1984). Fildsofo, historiador, socidlogo y psicélogo, de nacionalidad francesa.
Reconocido por sus estudios criticos de la psiquiatria, la medicina, las ciencias humanas, el sistema de prisiones, y la
historia de la sexualidad humana.
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continuacion, presentaremos algunas aproximaciones al objeto de estudio ya mencionado; de igual
forma, presentaremos un ideograma referido al tema tratado.

Quiroz (2018) es una autora que se acerca a la historia de las matematicas del concepto de
namero entero negativo y su inclusion en el curriculo escolar colombiano desde una aproximacion
a sus condiciones de posibilidad. Asi mismo, a partir de los planteamientos de la autora, se pudo
identificar una ruta para la construccidn de conceptos desde su devenir historico, teniendo en cuenta
las relaciones entre sujetos, entornos y conocimientos en la consolidacién de un objeto
matematico.

En cuanto a las condiciones de posibilidad, Quiroz (2018) expone que son:

[...] los discursos y las acciones sociales que se dan en lugares y tiempos particulares en

una busqueda de la verdad. Por tal razon, deduzco que las condiciones de posibilidad

permiten la interseccion de los contextos y los acontecimientos sociales, educativos,

politicos, econdémicos, culturales y religiosos de una comunidad, que se expresa en y a

través de codigos, discursos y otras practicas que surgen de la interaccién entre los sujetos

y su entorno. (p. 30)

Desde esta interpretacion de las condiciones de posibilidad, comprendemos que, en la
mirada de la historia, se realiza una lectura de diferentes aconteceres en un contexto determinado
que permite identificar como emergieron los conceptos. En este sentido, las concepciones y
construcciones de los objetos se dan a partir de los cambios de perspectivas, creencias, que pueden
tejer a la luz de un mismo objeto. Asi mismo, la emergencia de los conceptos no se centra en Unico
momento, fecha, periodo histérico; por el contrario, al indagar por el surgimiento del objeto, se
contemplan las diferentes circunstancias del contexto.

Por otra parte, segin Foucault (2013) la arqueologia del saber es un analisis que busca
comprender las formaciones discursivas, no desde el cddigo lingistico, sino desde sus condiciones
de existencia. Pues en este caso, el discurso, mas que palabras, es también un lugar de accién y un
punto de emergencia de acontecimientos, que tiene un “[...] juego de reglas que hacen posible
durante un periodo la aparicion de objetos” (p. 70). En consonancia con esta idea, el juego de reglas
puede traducirse en las préacticas sociales que hacen posible la emergencia de un objeto.

Ampliando nuestra conceptualizacion de las condiciones de posibilidad, Diaz (2005)
presenta un panorama de la vida y obra de Foucault en tres topicos: genealogia, arqueologia y ética

y da cuenta de como el autor rastrea lo que posibilita la emergencia de los objetos desde los
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diferentes acontecimientos segun su lugar histérico; como reescribe la historia de los objetos a
indagar de una manera no lineal, es decir, el autor no se limita a indagar de manera cronoldgica la
historia del objeto de estudio. Por el contrario, la autora expresa que, Foucault centra su
preocupacion en lo que ocurre alrededor del objeto y las condiciones en las que fue posible su
emergencia.

En este sentido, para Diaz (2005) la busqueda de las condiciones de posibilidad “...]
permiten circunscribir el “lugar” del acontecimiento, los margenes de aleatoriedad, las practicas
que lo constituyeron, en qué condiciones historicas se producen ciertos discursos y cémo ellos, a
su vez, modifican dichas condiciones” (p. 83). En concordancia con esta idea, las condiciones de
posibilidad nos trasladan al lugar de los hechos para comprender sus dindmicas y los
acontecimientos que alli ocurren para la emergencia del objeto.

Luego de este recorrido de las comprensiones a partir de los autores, comprendemos las
condiciones de posibilidad, desde una mirada arqueoldgica, como aquellos acontecimientos,
cambios historicos, politicos, sociales, econdmicos, religiosos (Quiroz, 2018) que permean el
pensamiento de sujetos por medio de lo que le acontece en un contexto determinado. A su vez,
dichos cambios y acontecimientos influyen en la construccion, consolidacion, comprensién o
interpretacion de objetos concretos. Es decir, acontecimientos y sujetos aportan a la emergencia de
las condiciones de posibilidad a través de una dialéctica sobre un objeto concreto. Las condiciones
de posibilidad, como concepto y como herramienta de analisis puede ser aplicada en la emergencia
de un objeto matematico, en este caso de la raiz par de un nimero real negativo.

Para ilustrar nuestras comprensiones sobre las condiciones de posibilidad presentamos al

lector la figura 8.
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Figura 8
Ideograma: condiciones de posibilidad
qpilidad

S
5O

b\:

o

pepriat’

Fuente: elaboracion propia (2022)

Este ideograma esta conformado por una bola azul que representa las condiciones de
posibilidad; en el plano verde que corta el centro de la bola azul confluyen las dialécticas de algunas
palabras clave resaltadas de nuestras aproximaciones tedricas hasta aqui expuestas: practicas
sociales, discursos, sujeto (s) y objeto (0). En el centro de dichas dialécticas se encuentra el saber;
ademas, el cono representa la doble lectura que puede realizarse de dicho ideograma, la primera de
ellas desde las condiciones de posibilidad hacia el centro de la bola y la segunda desde el centro
hacia las condiciones de posibilidad.

La primera lectura a partir del cono, puede realizarse desde el exterior hacia el plano del
centro de la bola llamada “condiciones de posibilidad,” como lo indica la flecha de lado izquierda.
De esto, se comprende que desde las condiciones de posibilidad emergen aquellas dialécticas que
se constituyen internamente en el plano. En la segunda lectura, puede hacerse desde el plano del
centro de la bola hacia el exterior como lo indica la fecha a la derecha, puesto que las condiciones

de posibilidad, a su vez, se constituyen partir de la dialéctica entre las practicas sociales y el
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discurso y la dialéctica entre el sujeto y el objeto; dialécticas estas que posibilitan la construccion
del saber.

Alli, en el interior de la bola confluyen en un mismo plano los discursos, las practicas
sociales, el sujeto matematico (S), el objeto raiz par de un nimero real negativo (O) y el saber.
Las flechas en un doble sentido representan la dialéctica entre las précticas sociales y los discursos,
y, dentro de esta dialéctica se constituye un saber. A su vez, entre el sujeto y el objeto también
comprendemos una dialéctica interna que se da entre las practicas sociales y el discurso puesto que
son acciones propias del sujeto para la transformacion del objeto, pero al tiempo, el objeto en su

dialéctica con el sujeto también es transformado.
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CAPITULO 3. Acercamiento metodoldgico

Para la consolidacion del marco metodoldgico se tuvo en cuenta elementos relacionados
con la investigacion cualitativa, el enfoque hermenéutico-interpretativo y el método
historiogréfico. Ademas, presentaremos la herramienta denominada “matriz de sistematizacion”
que nos permitié ordenar los documentos rastreados para la construccion de un archivo de fuentes.
A partir de este archivo, implementamos la historiografia como método cualitativo para la
identificacion de algunas condiciones de posibilidad para el surgimiento del concepto de la raiz

par de un nimero real negativo.

3.1 Tipo de investigacion

La investigacion cualitativa busca “el estudio de la vida de los grupos humanos” (Denzin?
y Lincoln?!, 2012, p. 44). Esto nos direcciona a comprender los sujetos a partir de la realidad en la
que estan inmersos, lo que hace posible identificar y comprender las condiciones de posibilidad
que estan circunscritas a un lugar permeado por practicas sociales en las que intervienen grupos,
personas, comportamientos y costumbres. En concordancia con lo anterior, Denzin y Lincoln
(2012) expresan que la investigacion cualitativa:

Consiste en una serie de practicas materiales e interpretativas que hacen visible el mundo y

lo transforman, lo convierten en una serie de representaciones [...] implica un enfoque

interpretativo y naturalista del mundo, lo cual significa que los investigadores cualitativos

estudian las cosas en sus escenarios naturales, tratando de entender o interpretar los

fendmenos en funcion de los significados que las personas les dan. (p. 48-49)

En cuanto a la investigacion cualitativa, teniendo presente que nos preguntamos por la
historia del concepto de raiz par de un nimero real negativo desde lo cultural, social, politico y

econdmico, identificamos que es un camino viable que nos permite relacionar lo histérico con la

20 Norman Kent Denzin (1941 - actual). Profesor en sociologia de nacionalidad americana. Entre sus intereses
académicos se resalta la metodologia de investigacion cualitativa y el estudio de los medios, la cultura y la sociedad.
2L Yvonna Sesiones Lincoln (1944 - actual). Metoddloga y académica de educacidn superior, de nacionalidad
norteamericana. Reconocida en la investigacion de las ciencias sociales por su contribucion a la metodologia
cualitativa.
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preocupacion por el sujeto; lo que es importante para nuestra investigacion, pues el objeto
matematico de nuestro interés ha tenido una larga trayectoria en el tiempo.

Ahora bien, comprendiendo que la investigacion cualitativa nos posibilita explorar,
describir y generar perspectivas teoricas, esto a su vez lo relacionamos con el enfoque
hermenéutico basado en el paradigma interpretativo, como un apoyo en la identificacion e
interpretacion de las condiciones de posibilidad. La hermenéutica, segin Denzin y Lincoln (2012),
“es una aproximacion al analisis de los textos, que subraya el modo en que la comprension previa
y los prejuicios dan forma a los procesos interpretativos” (p. 48). Para el anlisis de los textos,
partimos de la sistematizacion de la informacion historica, conceptual y epistemoldgica,
denominada documentos y catalogada como registros: tesis, libros, conferencias, articulos, entre
otros. Este enfoque nos posibilitd reconstruir acontecimientos alrededor del objeto matematico raiz
par de un namero real negativo de acuerdo con el material recolectado como construccion del
archivo?®? para contar la historia desde sus condiciones de posibilidad.

Segun Pérez (citado en Ruedas?® et al®*., 2009) “la hermenéutica constituye una disciplina
de interpretacion de textos o material literario o el significado de la acciéon humana” (p. 188). El
material que recolectamos en la investigacion reflejo las condiciones de posibilidad de nuestro
objeto de investigacion, por lo que se pudo interpretar la informacion a partir de la identificacion
de emociones, intenciones, propositos, descubrimientos, aceptacion de la verdad, pensamientos,
motivaciones, deseos, comportamientos, valores y aprendizajes de los sujetos mas relevantes en el
estudio del concepto raiz par de nimero real negativo en cada época. Planella (citado en Ruedas
et al., 2009), desde la interpretacion de los acontecimientos en cada momento histérico, sefiala la
hermenéutica como:

una forma de estar en el mundo y de como a través de nuestra experiencia leemos

(interpretamos) lo que nos pasa, lo que nos rodea, nuestras interacciones con los otros

sujetos y si se quiere, los discursos que a través del dialogo estos otros sujetos comparten

con nosotros. (p. 85)

22 |_a construccion del archivo de la investigacion fue el camino para delimitar los documentos que nos aportarian a la
identificacion de las condiciones de posibilidad. Este serd explicado mas adelante en este mismo capitulo.

23 Martha Janeth Ruedas Marrero (s.f). Profesora en la especialidad de Quimica de la Universidad Pedagdgica
Experimental Libertador.

24 Maria Magdalena Rios Cabrera (s.f). Profesora en la especialidad de Ciencias de la Tierra y Ciencias Generales.
Freddy Enrique Nieves Sequera (s.f). Docente en Pregrado y Postgrado; ambos pertenecen a la Universidad Pedagogica
Experimental Libertador.
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Para realizar las respectivas interpretaciones en este trabajo de grado, tuvimos en cuenta el
contexto, las situaciones donde surgen algunas expresiones, la interpretacion del lenguaje, el
sistema sociocultural de los datos, enunciados o declaraciones, para poder entender cada
acontecimiento en su contexto histérico. Algo a resaltar en el tipo de interpretacion que realizamos
desde el enfoque hermenéutico-interpretativo fue ubicarnos, reconocer, entender y aceptar la
historia tal y como se encontraba en su momento. Asi, el enfoque hermenéutico-interpretativo nos
posibilité identificar y reconocer los diversos discursos sobre la raiz par de un ndmero real

negativo que acontecieron durante los siglos XV-XVIII.

3.2. Método historiografico

Profundizando en el estudio, el método utilizado fue el historiografico complementado con
el analisis de contenido. La historiografia nos posibilité identificar, ordenar, conectar, comparar e
interpretar y orientar un camino para contar la historia desde sus condiciones de posibilidad. El
analisis de contenido, por su parte, es una técnica que nos sirvi6 para “analizar los documentos, no
desde su forma o estilo en particular, sino desde el significado de las palabras, temas, frases e
ideas”, como afirma Lopez (citado en Quiroz, 2018, p. 32). En este sentido, la historiografia se nos
presenta como un método cualitativo que permite adentrarnos a la cultura y ver cosas que otros no
ven, también es aquello que le da forma a parte de la historia. Para Serna®® y Pons?® (2013), por
ejemplo:

La historiografia trata de la historia, de la investigacion y de la escritura de la historia; trata

de la profesion y de las normas que siguen quienes se dedican a este menester; trata del

pasado, de lo que hicieron los seres humanos en otro tiempo, del significado que dieron a

sus acciones y del significado que ahora damos aquellos actos. (parr. 3)

En esta linea de sentido, concebimos la historia como una posibilidad de dialogar con el
pasado y el presente, entender sus motivaciones, procesos y contextos en clave temporal y no desde
juicios de valor. Para comprender otros aspectos acerca de la historiografia y conformar nuestra

propia definicién, autores como Quiroz (2018) la plantean como:

5 Justo Serna Alonso (1959 - actual). Catedratico de Historia. La principal linea de investigacion a las que pertenece
es: historia social y cultural.

% Anaclet Pons (1959 - actual). Historiador especializado en historia cultural, historia social e historia digital, de
nacionalidad espafiola.
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[...] aquella dialéctica que se traza entre el pasado y el presente, entre la historia de las historias,

particularmente en las condiciones de posibilidad, para conocer aspectos sociales, culturales,

politicos e incluso religiosos que influyeron en un periodo determinado para crear la historia que

puede ser narrada y vivenciada desde el presente. (p. 30)

De ahi que para este trabajo entenderiamos la historiografia como el método que nos posibilita
reconocer, leer y describir el objeto de investigacion (condiciones de posibilidad) matematico (raiz
par de un nimero real negativo) a lo largo de la historia, como una forma de reescribir los hechos

0 acontecimientos importantes que han surgido de la cultura a partir de una lectura critica.

3.3 Matriz de sistematizacion

La matriz de sistematizacién elaborada contiene la siguiente informacion de cada uno de
los documentos consultados para la escritura de la investigacion: fecha de elaboracion, tipo de
fuente (articulo, tesis, libro, entre otros), registro (primaria/secundaria), autor, base de datos
utilizada, portada, titulo, palabras-clave, resumen, mis primeros comentarios, palabras-clave
inferidas, qué aporta para la investigacion, foto del autor, bibliografia del autor y referencia
bibliografica®’. La figura 9 representa una parte de la matriz de sistematizacion.

Figura 9
Parte de la matriz de sistematizacion
UNIVERSIDAD DE ANTIOQUTA
Facultad de Educacion
Seounanio de Practica 11l

Preguntas Coenerciones
1 - - Texte mencionade histdrics -

3. ;Camo identific
3 JA partir dela b lculo operativo?

Autor Base de datos atilizada Portada litulo

Repositeeio Universidad Se los Andes

27 En el siguiente enlace dejamos al lector la matriz de sistematizacion completa construida para esta investigacion
https://n9.cl/bay6f
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Fuente: Elaboracion propia (2022)

En la matriz se registraron los documentos que posteriormente nos proporcionaron
elementos tedricos, conceptuales, histéricos y metodologicos para la escritura de la investigacion.
En la matriz hicimos uso de algunas convenciones de colores (ver tabla 2) para resaltar y tomar

informacidn de utilidad sobre el objeto matematico.

Tabla 2
Convenciones en la matriz de sistematizacion
Nombre de la convencion Color sefialado

Texto historico mencionado: Hace referencia Color azul

al titulo de algun texto histérico.
Autor (I matematico histérico) Color rosa
Autor (Il autor secundario que apoya) Color rosa
Epoca Color rojo

Objeto matematico
Préctica social
Didactica
Nota: Elaboracion propia (2022)

Ademas, sefialamos en amarillo las filas de documentos descartados para la investigacion.
En ella, ademas se consignaron algunas preguntas realizadas en el camino de la practica y que

finalmente nos posibilité consolidar la pregunta final de investigacion.

3.3.1 Construccion del archivo de investigacién

Para la construccion del archivo de investigacion fue necesario iniciar con la elaboracion
de la matriz presentada en el apartado anterior, asi como llevar a cabo un rastreo minucioso de
fuentes documentales que aportaran informacion relevante para la comprension de nuestro objeto
de estudio a nivel historico, conceptual y epistemologico. Como lo expresa Quiroz (2018), “los
hechos y fendmenos estudiados de una investigacion se encuentran en las fuentes documentales

gue se consignan en registros” (p. 23), es decir, de las fuentes documentales se deriva el archivo.
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El archivo, seglin Rodriguez?® (2011), es “(...) el conjunto de documentos que se transforman en el
material de trabajo para la investigacion historica.” (p. 26).

Nuestro trabajo se centr6 en una modalidad de sistematizacion de la informacion y la
construccién de un archivo al entenderlo como un “(...) sistema de las condiciones histéricas de
posibilidad de los enunciados” (Castro?®, 2004, p. 30). Los enunciados no se limitan tinicamente a
una emision de palabras, por el contrario, el enunciado, comprendido en una perspectiva
foucultiana, quiere decir que la palabra no se circunscribe a una mera emision de sonidos, sino que
ella hace parte de un conjunto de enunciaciones a partir de lo que acontece alrededor del objeto en
cuestion. En este sentido, el enunciado comprende aquellos acontecimientos que posibilitan la
aparicion del objeto desde las practicas sociales, en dichas practicas emergen los supuestos que le
dan significacion y validacion al objeto (Diaz, 2005). En otras palabras, el archivo sera
comprendido como aquellos documentos en los cuales se encuentran los datos que enuncian las
condiciones de posibilidad para el analisis de la historia.

Por otra parte, las fuentes de informacidn, como parte del archivo, pueden ser de dos tipos:
primarias y secundarias. Las fuentes primarias son entendidas como aquellas que proporcionan
informacion de primera mano, en ese sentido, estas fuentes caracterizan la informacion producida,
pueden encontrarse en diversos tipos de documentos tales como articulos, libros, tesis, entre otras.
Las fuentes secundarias, por su parte, proveen informacion producida generalmente a partir de la
informacién de primera mano, es decir, la informacion que tiene un analisis, interpretacion o
reflexion desde una fuente primaria (Hernandez®, et al®!, 2006).

En el presente estudio historiografico fueron tomadas las fuentes documentales para la
constitucion del archivo de acuerdo con la informacion que brindaban en relacion con el objeto
matematico (raiz para de un numero negativo) y las condiciones para su surgimiento. Como fuente

primaria contamos con dos (2) libros de matematicas y un (1) libro autobiografico de un

28 Lorena Maria Rodriguez Rave (s.f - actual) Licenciatura en Educacion Basica énfasis en Matematica, Doctora en
Educacion. La principal linea de investigacion a las que pertenece es: Historia de conceptos.

29 Edgardo Castro (1962 - actual). Doctor en Filosofia. A cargo de la edicion de los textos de Michel Foucault.

%0 Roberto Hernandez Sampieri (1965 - actual). Licenciado en Ciencias de la Comunicacidn, de nacionalidad mexicana.
Ha recibido varios doctorados honoris causa de parte de prestigiadas universidades. Miembro del Sistema Nacional de
Investigadores de CONACYT.

31 Carlos Fernandez Collado (1953 - actual). Cientifico, Investigador, Profesor y Escritor de nacionalidad mexicana.
Reconocido por sus aportes en metodologia de investigacién.

Maria del Pilar Baptista Lucio (s.f). Licenciada en Comunicacion y Doctora en Sociologia. Reconocida por sus
investigaciones en el impacto y potencial de las tecnologias de comunicacion.
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matematico. Como fuentes secundarias contamos con tres (3) libros de historia de las matematicas,
seis (6) articulos, una (1) planaria y una (1) conferencias que apoyaron la historia de las
matematicas; las fuentes secundarias nos posibilitaron complementar la informacion obtenida de
las fuentes primarias desde el contexto de los acontecimientos y sus condiciones de posibilidad.
(ver tabla 3)
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Tabla 3

Constitucién del archivo

Titulo de fuente

Autor

Tipo de fuente

Primaria/secundaria

Artis magnae. Sive de regulis  Gerolamo Cardano Libro Primaria
algebraicis
Ars Magna Gerolamo Cardano Libro Primaria
Mi vida Gerolamo Cardano Libro Primaria
El pensamiento matematico de Morris Kline Libro Secundaria
la antigliedad a nuestros dias
Numeros imaginados (en Barry Mazur Libro Secundaria
especial la raiz cuadrada de -
15)
La mente nueva del emperador. Roger Penrose Libro Secundaria
En torno a la cibernética, la
mente vy las leyes de la fisica
El pensamiento sobre la Teodoro Articulo Secundaria
naturaleza en el Renacimiento Bustamante
Gauss: La revolucion de las Santiago Gutiérrez Articulo Secundaria
matemaéticas del siglo XIX
Tolerancia religiosa en el Luis Rojas Donat Articulo Secundaria
renacimiento: Carlos v en
Augsburgo en 1530
De la tortura mental a los Antonio Rosales Articulo Secundaria
fractales
El teorema fundamental del Ferran Mir Sabaté Articulo Secundaria
algebra
Las matematicas en el Alfredo Vera Boti Articulo Secundaria
Renacimiento
Demostraciones matematicas: Cecilia Crespo Conferencia Secundaria
Un recorrido a través de la Crespo
historia desde una vision
socioepistemoldgica
The cultural-epistemological Luis Radford Plenaria Secundaria

conditions of the emergence of
algebraic symbolism

Nota: Elaboracion propia (2022)

3.3.2 Construccidn de los datos de investigacion

Los datos de la investigacion, segun Schettini y Cortazzo (como se citd en Quiroz, 2018),

“son aquellos que hablan particularmente del objeto de investigacion y se destacan como el
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resultado de una interpretacion de la realidad” (p. 24). Es decir, los datos construidos para la
investigacion poseen informacion para el analisis del objeto matematico raiz par de un nimero
real negativo desde las condiciones de posibilidad para su surgimiento. Para Rodriguez®? et al.®
(1999), los datos

[...] son frecuentemente entendidos como interacciones, situaciones, fenGmenos u objetos

de larealidad estudiada, que el investigador recoge a lo largo de su proceso de investigacion

[0 en nuestro caso, se construyen] y que poseen un contenido informativo Util para los

objetivos perseguidos por la misma. (p. 198)

Resaltando que el objetivo de este trabajo de grado es identificar las condiciones de
posibilidad del objeto matematico, comprendemos los datos como aquellos enunciados que nos
permiten construir, mostrar y comprender las condiciones de posibilidad del objeto de
investigacion en su surgimiento. Es decir, los enunciados identificados en los datos nos
proporcionaron informacion relevante para continuar la indagacion del contexto en el cual
ocurrieron y asi comprender lo que seria una condicién de posibilidad.

Un ejemplo de lo anterior es el siguiente fragmento del documento Ars Magna de

Cardano*:

32 Gregorio Rodriguez Gémez (s.f). Profesor de Métodos de Investigacion en Educacion. La principal linea de
investigacion a la que pertenece es: evaluacion del aprendizaje, institucional y de programas.

33 Javier Gil Flores (s.f). Catedratico de Universidad de disefios de Investigacion y Analisis de Datos en Educacion.
Eduardo Garcia Jiménez (s.f). Las principales lineas de investigacién a las que pertenece son: Alfabetizacion,
Multilinglismo, Diversidad, Orientacion Profesional y Justicia Social

34 Gerolamo Cardano (1501 - 1576). Médico, matematico y astrélogo, de nacionalidad italiana. Reconocido por ser el
primero en publicar una solucion general completa de la ecuacion de tercer grado y de la ecuacion de cuarto grado.
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Figura 10

Parte de la dedicatoria del Ars Magna
THE GREAT ART

or

The Rules of Algebra

b
GIROLAMO CARDANO
Outstanding Mathematician, Philosopher and Physician
In One Book, Being the Tenth tn Order of the Whole
Work on Arithmetic Whick is called the Perfect Work

In this book, learned reader, you have the rules of algebra (in Italian,
the rules of the coss®). It i so replete with new discoveries and deman-
strations by the author — more than seventy of them — that its fore-
runners [are] of Heutde account or, in the vernacular, are washed out,
It unties the knot not only where one term is equal to another or two
to one but also where two are equal to two or three o one. 2t s a
pleasure, therefore, to publish this book separately so that, this most
abstruse and unsurpassed treasury of the entire [subject of | arithmetic
being brought to light and, as in a theater, exposed * 10 the sight of all,
its readers may be encouraged and will all the more readily embrace
and with the less aversion study thoroughly the remaining books of
the Perfect Work which will be published volume by volume.?

Fuente: Libro Ars Magna (Cardano, 1968, p. 25)

Una parte de este dato puede traducirse como: “Es un placer, por lo tanto, publicar este libro
para que, este tesoro abstruso e insuperable de todo [el tema de] la aritmética, sea sacado a la luz”
(Cardano, 1968, p. 25). Por medio de este dato es posible rastrear lo que enuncia el autor Cardano
al publicar su trabajo sobre la aritmética, y a su vez, nos encamina a continuar indagando por el
contexto en el cual ese autor escribe este libro. Indagar el contexto en el que acontece este escrito
es clave para identificar las condiciones, y asi comprender los alcances de la aritmética de la época
en la cual fue escrito el Ars Magna, analizando lo que se refiere Cardano al exaltar “la aritmética

como tesoro”.
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CAPITULO 4. Acercamiento a tres condiciones de posibilidad para el surgimiento y

aceptacion del concepto de raiz par de un nimero real negativo

Después de realizar una lectura critica de los documentos recolectados en la matriz de
sistematizacion, reconocimos tres categorias emergentes para identificar algunas de las condiciones
de posibilidad para el surgimiento del concepto de raiz par de un nimero real negativo, categorias
nombradas de la siguiente forma: “Las transformaciones en las ciencias en el cambio de época para
concebir la raiz par de nimero real negativo”, “La solucion de ecuaciones que se derivaron de las
competencias entre matematicos” y ‘“Las demostraciones: relaciones entre la geometria y el

algebra”

4.1 Las transformaciones en las ciencias en el cambio de época para concebir la raiz par de

namero real negativo

En el Renacimiento, el espiritu religioso comenzo a tomar unos matices diferentes que
llevaron al quiebre de varias creencias de la religion catdlica, esto se vera reflejado en los
planteamientos de matematicos y pensadores de la época. Autores como Lutero® y Cardano seréan

algunos ejemplos de lo anterior, y lo presentaremos mas adelante.

4.1.1 Las transformaciones en Europa

Durante el Renacimiento, el espiritu de la fe catélica comenzo a verse comprometido por
autores como Martin Lutero y sus preocupaciones por obtener paz interior al cuestionarse sobre los
castigos divinos impuestos por la iglesia. Lutero reflexion6 sobre los actos impuros religiosos mas
que sobre la propia fe. Tales actos cometidos por los representantes de la iglesia fueron la
corrupcion y el deseo de lucro econdémico.

Como consecuencia de lo anterior, comenzaron a gestarse acciones rebeldes en contra de la

potestad de los representantes de la iglesia catdlica. Lutero escribio en el afio 1517 sus 95 tesis, en

35 Martin Lutero (1483-1546). Teologo, filésofo y fraile catélico agustino de nacionalidad alemana. Reconocido por
impulsar la Reforma protestante en Alemania e inspirar la rama de la religion denominada luteranismo.


https://es.wikipedia.org/wiki/Teolog%C3%ADa
https://es.wikipedia.org/wiki/Fil%C3%B3sofo
https://es.wikipedia.org/wiki/Fraile
https://es.wikipedia.org/wiki/Cat%C3%B3lico
https://es.wikipedia.org/wiki/Orden_de_San_Agust%C3%ADn

CONCEPTO DE RAIZ PAR DE UN NUMERO REAL NEGATIVO: CONDICIONES DE POSIBILIDAD... 45

las cuales expuso muchos de estos graves problemas de su tiempo (Rojas®, 2002). Debido a estas
tesis de Lutero, se llevé a cabo lo que hoy conocemos como reforma catdlica, donde se dividio a
los fieles en dos: religiosos y protestantes. Concordando con Rojas (2002), de esta division
pudieron derivarse otras formas de estar y comprender el mundo, diferentes a las visiones de la
iglesia catdlica; visiones resultadas de las acciones de manifestacion y de las voces de oposicion.
Asi, el acto de pensar y de producir conocimiento ya no fue exclusivo de la iglesia.

En cuanto al conocimiento matematico, en la época del Renacimiento en Europa
comenzaban a difundirse, por medio de las traducciones, algunos documentos sobre matematicas;
entre ellos, Los Elementos de Euclides y Secciones Conicas de Apolonio (Vera, 2021). Resaltamos
en dichos libros la rigurosidad y el tratamiento dado a la geometria de dos dimensiones; se muestra
en ellos un mayor avance de la geometria que de la aritmética.

Podemos decir que en el Renacimiento las formas de pensamiento y la difusion del
conocimiento se encontraban en un momento de cambio. Las formas de racionalizar y pensar el
mundo ya no estaban regidas por el miedo generado por el castigo divino, sino que empezaron a
posibilitarse nuevos caminos para el avance de la ciencia. En ese sentido afirma Bustamante®’
(2010), en el Renacimiento hubo “[...] un proceso por el cual, el pensamiento basicamente
teoldgico de la edad media cede terreno ante una critica racional y cientifica que progresivamente

logra descalificarlo y derrotarlo a través de las acusaciones de autoritarismo y supersticion” (p. 62).

4.1.2 El gran arte de Cardano

En este periodo del Renacimiento en Europa se encontraba el matematico, astrélogo y
médico Gerolamo Cardano. Cardano demostro a través de sus escritos, especialmente en sus
autobiografias, ser una persona fiel a la religion catdlica, espiritualmente arraigado a sus creencias
tanto astrologicas como divinas, sin dicotomizar ni dudar de su fe. En sus autobiografias describio
su vida a partir de sus creencias, sus experiencias y sus altibajos emocionales; en ellas también
reafirma su fe y expuso las motivaciones para la escritura de sus trabajos con la idea de inmortalizar

su conocimiento (Cardano, s.f).

% |uis Rojas Donat (1959- actual). Licenciado en historia, Doctor en historia de nacionalidad chilena.
37 Teodoro Bustamante Ponce (1953 - actual). Licenciado en Antropologia, Doctor en el medio ambiente natural y
humano y las ciencias sociales.
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Los conocimientos de Cardano sobre astrologia tuvieron peso en las decisiones y
movimientos de su vida. Algunas de esas decisiones (acertadas o no) fueron tomadas con base en
su propia interpretacion de sus suefios; otras basadas en las lecturas que hacia de los astros ligados
a su carécter religioso. Para Cardano, ese carécter era un don celestial que lo iluminaba
continuamente. Para Cardano, el acto de inmortalizar su estancia en el mundo se dio a través de
sus escritos. Para él, inmortalizar su presencia a través de una estatua o pintura se degradaria, pero,
por el contrario, la divulgacion escrita de su conocimiento seguiria presente en la continuacion del
trabajo por otros matematicos (Cardano, s.f).

Uno de sus trabajos matematicos méas reconocidos fue el Ars Magna, escrito en 1545. En
este libro, el autor planteo la teoria de ecuaciones, junto con los desarrollos de otros matematicos
como del Ferro®, Ferrari®® y Tartaglia*® sobre sus métodos de solucion de ecuaciones.

Segun Rosales (2010), Cardano “fue el primero en escribir en una obra impresa la raiz
cuadrada de un nimero negativo” (p. 131). Este autor hizo uso de esas raices y las denominé
“torturas mentales”. En la figura 11 se observa este uso con la notacion matematica propia de la

época.

Figura 11
Notacién de Raiz cuadrada de un nimero real negativo

SpRmIy§

Fuente: Libro Ars Magna (Cardano, 1545, p. 66)

38 Scipione del Ferro (1465-1526). Matematico de nacionalidad italiana. Reconocido por su trabajo en los métodos de
solucion de ecuaciones de tercer grado.

%9 |odovico Ferrari (1522-1565). Matematico de nacionalidad italiana. Reconocido por descubrir la solucion general
de la ecuacion de cuarto grado. Colaboré con Cardano en la demostracion de la formula para resolver ecuaciones de
tercer grado.

40 Niccolo Fontana, mejor conocido como Tartaglia (1499 - 1557). Matematico e ingeniero de nacionalidad italiana.
Inventor de un método, similar a la formula para ecuaciones cuadraticas, para resolver ecuaciones de tercer grado.
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En esta notacion, identificamos que la p significa “mas” (pil en latin), que el signo K
significa raiz (radix en latin) y que la m significa “menos” (mino en latin). De esta manera, la

expresion anterior, en la notacion matematica actual seria:

5++v-15

Sin embargo, a diferencia del trabajo de otros matematicos antecesores de Cardano, quienes
proponian, por ejemplo, teorias para la geometria de dos dimensiones, el trabajo de este autor no
incluyé la teorizacion de la raiz par de un nimero negativo. Por lo anterior, creemos que en el libro
Ars Magna no se profundiza te6ricamente sobre este tipo de raices.

Ore*! escribio en el prefacio de la traduccion del Ars Marga que Cardano “fue conducido
hacia soluciones que involucraban la raiz cuadrada de cantidades negativas, hasta cierto punto
mostrando cdmo manipularlas, a pesar de lo que él llamé su naturaleza "sofisticadas"” (Cardano,
1968, p. xvi). Es asi como el matematico, en su Ars Magna, usé estas raices sin comprender la
naturaleza de las mismas. En nuestra interpretacion, pensamos que el espiritu aventurero del
matematico y astrologo lo hizo atreverse a poner esas “torturas mentales”, proponiéndole al lector
suponer que eran ciertas. El trabajo para matematicos, posteriores a Cardano, seria continuar
explorando estos nimeros.

En los escritos de Cardano se exaltd el conocimiento que un lector pudiese adquirir al
acercarse al Ars Magna. Si bien parece una postura pretenciosa por parte del autor, podria
interpretarse como el misticismo, propio de él, y del contexto de la época. Asi lo expresa, Cardano,
segun Mazur (2008):

Como este arte [el Ars Magna] sobrepasa toda sutilidad humana y la lucidez del talento de

los mortales, y es un verdadero don y una prueba muy clara de la capacidad de la mente

humana, cualquiera que se aplique a él creerd que no hay nada que no pueda entender. (p.

49)

Seguramente, a partir del trabajo de Cardano, quien utilizé la raiz par de un ndmero real

negativo, aun desconociendo la naturaleza de esta y su fundamentacion tedrica, es posible que otros

41 Qystein Ore (1899 - 1968). Matematico de nacionalidad noruega. Reconocido por su trabajo en teoria de anillos,
conexiones de Galois, teoria de grafos e historia de las matematicas. Ademas, realiz6 una de las traducciones del libro
Ars Magna.
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matematicos, en la posteridad, las teorizaran en un campo numerico. A propdsito de esto, Rosales
(2010) expresa que “como en otras situaciones, un rigor extremo habria bloqueado todo avance,
hacer caso omiso se revela productivo” (p. 134). Es decir, Cardano, siendo flexible frente al
conocimiento matematico que para la época habia adquirido, dejé un insumo para la teorizacion, a
posteriori, de los nUmeros imaginarios dentro del campo de los nimeros complejos, aunque esto
tardara mas de tres siglos. Dado que el Ars Magna posibilito el trabajo operativo con los nimeros
imaginarios, “se abren dos vias para los imaginarios, la del célculo y la de la representacion
geométrica” (Rosales, 2010, p. 133); vias que, posteriormente, serian de utilidad para el avance de

las matematicas y sus aplicaciones.

4.2. La solucion de ecuaciones que se derivaron de las competencias entre matematicos

Las competencias entre matematicos eran comunes en la época de Cardano. Ellas
aumentaban el respeto y prestigio de estos ante la comunidad. Ademas, aquel matematico que
saliera victorioso en las disputas obtendria un lucro econémico y la satisfaccion de ganar (dado su
conocimiento y astucia). De igual forma, ademas de la victoria lograda por el ganador, en las
competencias se propiciaba avances en las matematicas.

En el libro Ars Magna, Cardano relatd una competencia entre los matematicos Tartaglia y
Fiore*?, alumno de del Ferro. Competencia creada para encontrar algiin método de solucién para
ecuaciones de tercer grado.

Cardano cuenta en el prefacio del Ars Magna (ver figura 12) el momento en el cual Tartaglia
le hace entrega del método por él hallado:

En imitacion de €l [Scipione del Ferro], mi amigo Niccolo Tartaglia de Brescia, queriendo

no quedarse atrds, resolvié el mismo caso [método para solucién de ecuacion cubica]

cuando estuvo en una competencia con su alumno [de Scipione], Antonio Maria Fior, y,

conmovido por mis muchas suplicas, me las dio. (Cardano, 1968, p. 8)

42 Antonio Maria Fiore (Siglo XV - XVI). Matemético de la escuela de Bolonia, de nacionalidad italiana. Reconocido
por su participacion en disputas relacionadas con el desarrollo de resolucion de la ecuacion de tercer grado.



CONCEPTO DE RAIZ PAR DE UN NUMERO REAL NEGATIVO: CONDICIONES DE POSIBILIDAD... 49

Figura 12
Parte del capitulo 1, Ars Magna

De duabus xquationibus in fingulis apiculis.  Cap. L
®@ X C arsolimid Mahomete,Mofis Arabis filio initi »
um fumplic. Ecensm huius reilocuples refiis Leonar
| tus Pifaurientis dt. Reliquic au@ capiala quatuor,
8 cum fuis demonitrationbus , quas nos lods fus als
B foribemus . Polt mula uero emporum interualla,
tria capirula derivatina addica illis fune , incerto aus
thore, quaraaimen cum principalibus, & Luca Pacciolo pofica funt.
Demum etiam ex primis,alia tria derivatiua, 3 quodam ignoiouiro
inuenta legi,haee tamzn munime i lucem prodicrant,cum cllene alns
longe utiliora,nam cubi & numen & cubiquadran .rﬂunmw:é dos
cchant. Verum temporibus noftris,Saipio Ferreus Bononienfis, cas
itutlum cubi & rerum numero equativm inuenit,rem (and pulchram
& admirabilem,cum omnem humanam fubdlicatem, omms ingenn
mortalis daritatem ars hee fuperer,donum profecto celefte, experie
mentum autem wirtutis animorum, atcp adeo Mluftre ut qqui hiee anie
erie,mbil nd intelligere pofle (e credar. Huaius pmulande Nicolaus
“arvalea Rrixellentis,amucus nofter, i in certamd cii illins difcipulo
Antonio Maria Florido vendler capitalum idem, ne uncerecur,ine
werne, qui mihi iplam mulus preabus exoracs radidic. Decoeprus
enim ego uerbis Lucx Paccioli , qui ulera fua capioula, generale ulliz
aliud effe pofle negat. quands ot 1am antea rebus 3 me muenas, fub
manibus effet, defperabam ramen inuentrequod quacrere non apdes
bam Inde auzem, tllo habizo,demonfiranons uenatus, intellext come
pluraaka poile haberi. Acco liudlo.auc‘l{q jam conbidentia, perme
partm,ac cuam aliqua per Ludouicum h‘r‘ranum. olim alimnum
noltrum,inueni. Porrd quae ab bis inuenta fine, dlorum nominibus
decorabuntur,cxtera qua nomine carent, nolira funt. At ctiam des
monftrationes practer tres Mahomens, & duas Lodouici,omnes nos
fhree (e, Singulartp capitibus furs praponentur,inde repuls addrer,
fubfcictur experiméum. Et quandj; longus lcn‘x‘udr his haberi pofs
H et

Fuente: Libro Ars Magna (Cardano, 1545, p. 3)

De igual forma, exponiendo el contexto en el cual Tartaglia encontrd el método de solucién
de la ecuacion de tercer grado, en el Ars Magna, Cardano reconoce en el primer capitulo el trabajo
de otros matematicos, que también habian aportado a sus desarrollos tedricos sobre los métodos de
solucidn de ecuaciones. Aquellos matematicos fueron Scipione del Ferro y Ludovico Ferrari.

Ore, en el prefacio del Ars Magna, expuso la disputa entre Cardano y Tartaglia, tras la
publicacion del método de solucion de ecuaciones de tercer grado: este texto “[...] ademas de ser
un destacado logro matematico, también es famoso como la causa directa de una de las peleas mas

violentas en la historia de la ciencia” (Cardano, 1968, p. IX). Disputa que se dio, dado que Tartaglia
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habia dado a Cardano el método, bajo juramento de este Gltimo, con la condicion de que no fuese
publicado.

En otro apartado del prefacio, Ore relata que la situacion en la que se encontraba
comprometido Cardano, al faltar a su juramento con Tartaglia, podria apaciguarse un poco con el
posterior descubrimiento de Cardano y Ferrari:

En 1543, cuando el Ars Magna se acercaba a su finalizacion, Cardano y Ferrari habian

viajado juntos a Bolonia y desde Annibale Delle Nave recibio permiso para inspeccionar

los papeles de del Ferro. Aqui encontraron la solucion original, anterior a la de Tartaglia en
veinte afios, y sostuvieron que este era el descubrimiento reproducido en el Ars Magna.

(Cardano, 1968, p. XII)

Este descubrimiento en los apuntes de del Ferro quiza apaciguarian la tension entre los
matematicos implicados, dejando en evidencia un método de solucion de ecuaciones de tercer
grado, desarrollado bajo otro contexto. Para Cardano no fue problema publicar lo que ya seria
publico a través de las competencias, pues el trabajo de los matematicos en las competencias se
abriria ante los ojos de otros académicos.

Mazur (2008) describe el momento de tensién por el que pas6 Tartaglia para encontrar su
método a la solucion de ecuaciones de tercer grado, lo cual lo llevo a derrotar a Fiore:

En el registro escrito que dejo Tartaglia, describe la agonia por la que pasé antes del

concurso: apenas la noche anterior descubri6 por su cuenta el precioso método que su rival

[Fiore] habia aprendido de Dal Ferro y, como resultado, dice Oystein Ore, “Fiore sufrié una

humillante derrota”. (p.107)

Para Cardano, el compendio de los métodos para solucionar ecuaciones, desarrollados por
él y otros matematicos, fue un aporte tedrico para el algebra y fue considerado su mayor legado
para el desarrollo de las matematicas. Al solucionar algunos problemas matematicos que
implicaban ecuaciones de diferentes grados, Cardano encontré soluciones que involucraban las
enigmaticas raices pares de nimeros reales negativos.

Otro asunto importante que se expone en el Ars Magna es la necesidad de hacer problemas
cercanos Yy llamativos para el lector. Esa necesidad se convirtio en una dificultad cuando se debia
involucrar las cantidades negativas. Al respecto de esto, Cardano (1968) senala que “Como en las

conferencias del Abacista, los problemas a menudo se visten con un atuendo practico para hacerlos
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mas atractivos para los lectores” (p. ix). Sin embargo, intentar establecer la relacion entre la vida

practica y la raiz par de un nimero real negativo, no fue facil, por el contrario, se vio como “irreal”.

4.3. Las demostraciones: relaciones entre geometria y algebra

Hemos entendido que segun la época donde se produzca el conocimiento matematico el
significado de las demostraciones ha de ser diferente. Al respecto, Crespo*® (2007) expresa que
“Las demostraciones han sido la manera de validar los conocimientos matematicos, son, en
consecuencia, también construcciones socioculturales” (p. 548). El uso de la raiz par de un nimero

real negativo ha estado relacionado con demostraciones que involucran la solucion de ecuaciones.

4.3.1 Demostraciones en el Ars Magna

Existen demostraciones en las matematicas que se basan en algunos argumentos y
conjeturas que no tienen desarrollos tedricos, pero que aceparlos (provisionalmente) posibilita el
desarrollo de otros conocimientos matematicos.

Para el siglo XV, Vera (2021) expresa que “[...] la Geometria alcanzaba ya un gran
desarrollo mucho mas importante que el de la Aritmética” (p. 24); desarrollo que asi se mantuvo
en el siglo XVI. En el Ars Magna, por ejemplo, podemos ver como la simbologia de las operaciones
algebraicas aun era limitada (ver figuras 10 y 12). En el Renacimiento, la notacién algebraica y
algunas demostraciones matematicas tuvieron apoyo en la geometria y la prosa escrita (Radford*,
2006).

En el siglo XV, afios antes de la publicacién del Ars Magna, no existia la demostracion
como la comprendemos en la actualidad, como lo menciona Vera (2021), “[...] la ausencia, casi
generalizada, del concepto de demostracion, entendida ésta en el sentido de exposicion rigurosa
probatoria de la regla o algoritmo ofrecido para la resolucion de determinado problema” (p. 28).
De alli que la demostracion en matematicas en la época previa al Renacimiento no estaba

estrictamente ligada a la rigurosidad del caso matematico a resolver.

43 Cecilia Rita Crespo Crespo (s.f). Doctora en ciencias en matematica educativa.

4 Luis Radford (s.f - actual). Doctor en ciencias de la educacion de nacionalidad guatemalteca, radicado en Canada.
Sus investigaciones se basan en la escuela de pensamiento histdrico-cultural, abarcando aspectos tanto tedricos como
practicos del pensamiento, la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.
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En el Renacimiento, a partir de la invencion de la imprenta en siglo XV, el simbolismo
algebraico comenzaba a expresarse y a esclarecerse con la escritura. Segun Radford (2006), el paso
del &lgebra oral al &lgebra escrita (a partir del libro impreso) “condujo a una especializacién del
simbolismo algebraico. Lo que Conferia una autonomia a los simbolos que antes ellos no tenian”
(p. 517). Siendo asi, con los simbolos escritos se podia comprender el significado de cada operacién
a realizar, de manera tal que el lector al tomar un problema, por ejemplo, como los escritos por
Cardano, identificara’y comprendiera por si mismo el conocimiento que el autor trataba de plasmar.
En ese sentido, agrega Radford (2006) expresa que “si bien los simbolos mantuvieron las huellas
de las formaciones culturales anteriores donde habian desempefiado el papel de abreviaturas, el
libro impreso modificé la sensibilidad de la conciencia inquisitiva del Renacimiento” (p. 517). Para
la época, aunque se conservaron algunas abreviaturas de palabras para indicar operaciones, el
simbolo en si mismo era mas que solo una abreviacion. El simbolo, ademéas de indicar una
operacion a realizarse entre nimeros, hacia pensar sobre el algoritmo y sus posibles propiedades.
En las figuras 11 y 13 mostramos la notacion de la raiz par de un nimero real negativo, extraida

del libro Ars Magna.

Figura 13
Notacién Algebraica

+m: & | mrgmigem:

Fuente: Libro Ars Magna (Cardano, 1545, p. 66)

La m simboliza “menos”, el signo K significa “raiz”, que al estar acompafiada de la letra m
significa raiz cuadrada de una fraccion negativa. De esta manera, la expresion anterior, en la

simbologia actual seria:

En el Ars Magna, Cardano realiza las demostraciones indicando al lector lo que él esta

razonando. En el capitulo 37 del mismo libro, titulado “Sobre reglas para postular un negativo [para
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el uso de raices pares negativas]”, Cardano presenta “reglas”, “problemas” y “demostraciones”
donde se hace necesario el uso de raices pares de numeros reales negativos. En la figura 14 se

puede ver la” Regla II”

Figura 14
Regla 11 del Ars Magna

RuLre II

The second species of negative assumption involves the square root
of a negative. I will give an example: If it should be said, Divide 10
into two parts the product of which is 30 or 40, it is clear that this case
is impossible. Nevertheless, we will work thus: We divide 10 into two
equal parts, making each 5. These we square, making 25. Subtract 40,
if you will, from the 25 thus produced, as I showed you in the chapter
on operations in the sixth?® book, leaving a remainder of —15, the
square root of which added to or subtracted from 5 gives parts the
product of which is 40. These willbe 5 + V —15and 5 — VvV —15.

Regla I1
La segunda especie de suposicion negativa implica la raiz cuadrada de un
negativo. Daré un ejemplo: Si se dyjera: Dividir 10 en dos partes cuyo
producto es 30 o 40, es evidente que este caso es imposible. Sin embargo,
trabajaremos asi: Dividimos 10 en dos partes iguales, haciendo cadauna 5.
Estas las elevamos al cuadrado. haciendo 25. Restamos 40, s1 quieres, de
los 25 producidos, como te mostré en el capitulo sobre las operaciones en

el sexto libro, dejando un resto de —15. la raiz cuadrada que sumada o

restada a 5 partes cuyo producto es 40. Estas seran 5 +V—15 y 5 ——15

Fuente: Libro Ars Magna (Cardano, 1968, p. 219)

En las figuras 15 y 16 puede verse la demostracion (en latin e inglés, respectivamente) de

la “regla I1”.
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Figura 15

Demostracion haciendo uso de la raiz par de un namero real negativo
DemonsTRATIO
Vtigitur regul uerus pareatintellectus, fic 4 2 linea,qug dicatur 2
10, diuidenda in duas partes,quarit re¢tangulum debeat effe 4o ,eft
aiic 4o Gdruplirad 1o, quare nos uolumus
quadruplum totius & B,igitur fiat A p,quas 4 < 5
dratum A ¢,dimidsj 4 5,& ex & p auferatur
quadruplum a B,ab{q; numero,r: igitur re 5
fidui, i aliquid manerer, addita & detracta
ex A c,oftenderet partes,at quia tale refidu
um eft minus,ideo imaginaberis g m: 15, id et differentiz A0, &
quadrupli a B,quam adde & minue ex 4 ¢,X habebis quaefitum, {cilis
cer g previzgm: 4o, X gmirvi 2gmi go,feuspr wemus, &g
meRzm: 1§,duc § piRmeigin g migm; 1§ ,dimlgs incruciationis
bus,fic 25 m:m: 1 5,quod eft p:1 5,igicur hoc productum eft o, natn
ratame A p,non eft cadem ciinatura 4o,ne¢ A », quia fuperficies eft
remota d natura numeri,& lineae,proximius | ¢ -0 e 4 5
tam® huic quantitati,qug uere eft fophiftica, | ¢ ooz ¢
quoniam per €am, non utin puro m: necin | S e R R
alijs , operationes exercere licce , nec uenari : :
quid ficeft,ur addas quadratum medieratis numeri numero produs
cendlo,& 4 g aggregati minuas acaddas dimidium diuidendi. Exem
plit,inhoc cafu, diuide 10in duas partes, producentes 4o, adde 25
nadrac dimidij 1o ad 40, fit 65;ab huius Reminue 5,& adde etiam

§,habebis partes fecundum fimilicudinem, & 65 p:§ &Rre65 mis. At
hinumeri differunt in 1 o,noniuncti faciunt 1 0,fed 8 260,& huculgs
progreditur Arithmetica fubtilitas,cuius hoc extremumue dixi,adco
cft fubtile,ut ficinutile.

Fuente: Libro Ars Magna (Cardano, 1545, p. 66)

D
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Figura 16
Demostracion haciendo uso de la raiz par de un ndmero real negativo
DEMONSTRATION
In order that a true understanding 4 c B

of this rule may appear, let AB be-a
line which we will say is 10 and which
is divided in two parts, the rectangle 25
based on which must be 40. Forty,
however, is four times 10; wherefore D
we wish to quadruple the whole of AB.

Now let AD be the square of AC, one-half of AB, and from AD subtract
4A4B, ignoring the number.* The square root of the remainder, then
— if anything remains — added to or subtracted from AC shows the
parts. But since such a remainder is negative, you will have to imagine
V=15 — that is, the difference between AD and 44B — which you
add to or subtract from AC, and you will have that which you seck,
namely 5 + V25 — 40 and 5 — V25 — 40, or 5 + V —15 and
5 — vV —15. Putting aside the mental tortures involved,® multiply

5+ v =15 by 5 — V=15, making 25 — (—15) which is +15.
Hence this product is 40. Yet the nature of AD is not the same
as that of 40 or of AB, since a surface is far from the nature of a
number and from that of a line, though somewhat closer to the
latter. This truly is sophisticated,® since with it one cannot carry out
the operations one can in the case of a pure negative and other
[numbers]. [Likewise,] one cannot determine what it [the solution] is
by adding the square of one-half the [given] number to the number to
be produced and to or from the square root of this sum adding and
subtracting half that which is to be divided.” For example, in this case
you could divide 10 into two parts whose product is 40; add 25, the
square of one-half of 10, to 40, making 65; from the square root of
this subtract 5 and also add 5 to it; you then have parts with the
likeness of V65 + 5 and V65 — 5. [But] while these numbers differ
by 10, their sum is V260, not 10. So progresses arithmetic subtlety
the end of which, as is said, is as refined as it is useless.

Fuente: Libro Ars Magna (Cardano, 1968, p. 219)

Para esta demostracion, Cardano se apoyd en una representacién geométrica de la situacion.
En el camino del desarrollo de la demostracion €l se vio en la obligacion de suponer cierta la raiz
par de un numero real negativo. Igualmente, el matematico le propuso al lector suponer que dicha
raiz es cierta. “[...] como tal resto es negativo, tendras que imaginar v—15 (...) dejando a un lado
las torturas mentales involucradas [imaginar v—15]” (Cardano, 1968, p. 219). De esta forma,
Cardano logré dar el resultado en términos de dos numeros desconocidos en el conjunto de los

nameros reales:

Respuesta: 5+ vV—15y 5 —v/—15

Aun aceptando este resultado, haciendo uso de “torturas mentales”, Cardano reconocio que

dicho resultado no era de la misma naturaleza de los nUmeros tomados en la regla inicial (10, 30 o
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40); ese resultado tampoco estaria relacionado con la representacion geometrica que apoyaba la
demostracion. Esto es, Cardano reconocio que el resultado demostrado estaba por fuera del

conjunto de los nimeros reales.

Del ejemplo anterior, donde se obtiene como resultado v—15, deducimos que para hacer
uso de la raiz par de un nimero negativo es necesario que el lector acepte lo desconocido, sin entrar
en discusiones sobre la veracidad de los argumentos ni operaciones alli realizadas.

Sin embargo, tras el trabajo de Cardano exponiendo la raiz par de un nimero real negativo

y posibilitando la operatividad de raices como +/—15, autores como Euler*®, en 1768 y De
Morgan“®, en 1831, negaron la posibilidad de la existencia de la raiz par de un nimero negativo en
la solucion de ecuaciones de segundo grado. Para Euler todos los nimeros existentes y posibles
eran mayores, menores o0 iguales a cero y denomina la raiz par de un nimero negativo como
numeros imposibles o que solo existen en la imaginacion. Ademas, Euler al realizar operaciones
entre raices cuadradas en su libro Algebra, cometi6 algunas inconsistencias en dichas operaciones
ya que us6 propiedades del productor de raices pares de nimeros reales de igual manera en el
producto de raices pares de numeros reales negativos. Para De Morgan una solucion negativa (por
ejemplo -3) al igual que la raiz cuadrada de un nimero real negativo era inconsistente o absurda
(Kline*’, 1992).

En el camino de evadir la raiz par de un nimero real negativo, emerge en los matematicos
la necesidad de hacer uso de esta al aceptar y estudiar su naturaleza, pues muchas respuestas al
solucionar ecuaciones de grado n quedaban inconclusas sino se aceptaba dicha raiz. El uso de este

tipo de raiz sirvié para demostrar el llamado “Teorema Fundamental del Algebra”.

4.3.2 El uso de la raiz de un ntimero real negativo en el Teorema Fundamental del Algebra

4 Leonhard Euler (1707- 1783). Matematico y fisico suizo. Introdujo la letra i para hacer referencia a la unidad
imaginaria.

46 Augustus De Morgan (1806-1871). Matematico y légico britanico nacido en India. Reconocido por formular las
Ilamadas leyes de De Morgan.

47 Morris Kline (1908 - 1992). Profesor de matematicas, escritor de historia, filosofia y ensefianza de las matematicas,
de nacionalidad norteamericana.
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El Teorema Fundamental del Algebra tiene diferentes formulaciones, una de ellas indica
que: Todo polinomio real puede expresarse como producto de factores* lineales y cuadratico.
Para su demostracion, algunos matematicos se encontraron en necesidad de contemplar nuevos
conocimientos, ya que, al momento de operar con raices pares, se encontraron con nimeros
negativos en su radicando, algo imposible desde el conjunto de los nimeros reales con su definicion
de raiz par. Algunos matematicos como Gauss*® en el siglo XIX acepta soluciones de ecuaciones
que no pertenecen al conjunto de los numeros reales para hacer uso de ellas en su demostracion del
Teorema Fundamental del Algebra.

Gauss fue reconocido como un “nifio prodigio”, pues sus talentos, entre ellos su agilidad
para las matematicas, comenzaron a verse desde su temprana edad. En diferentes momentos de su
vida académica Gauss demostré el Teorema Fundamental del Algebra. La primera demostracion
fue realizada por el matematico en su tesis doctoral escrita a sus 22 afios en 1799. En ella demostrd
el teorema enunciado de la siguiente manera “todo polinomio con coeficientes reales puede
factorizarse como producto de polinomios de primer y segundo grado” (Gutiérrez, 2005, p. 96).

En la primera demostracion del Teorema Fundamental del Algebra, el autor hace uso de la
raiz par de un nimero real negativo como parte imaginaria de un nimero complejo. En ese sentido,
Gutiérrez (2005) sefiala que, aunque Gauss “manejaba sin ningln tipo de prejuicios los niimeros
complejos, no los utilizaba explicitamente en esta demostracién, dado gue no eran todavia de uso
corriente entre los matematicos de la época” (p. 97). Asi, el trabajo realizado por Gauss comienza
a trazar un camino para las matematicas en la solucién de ecuaciones en la cual es posible hacer
uso de las raices pares de nimeros reales negativos; camino que comenzaba a hacerse paso dos
siglos antes por el mateméatico Cardano desde le Ars Magna, pero sin mayor desarrollo para la
época.

En el trascurso de su vida académica, Gauss realiz6 dos demostraciones méas del Teorema
Fundamental del Algebra. Al respecto de estas posteriores demostraciones, Gutiérrez (2005)
expresa que “so6lo en las dos tltimas (1816 y 1849) utiliza expresamente los nimeros complejos”

(p. 97). De esta forma, analizamos en el tiempo transcurrido entre la primera demostracién

4 Dichos factores no necesariamente pertenecen al conjunto de los nimeros reales, por tal razén, en el proceso de
demostrar el Teorema Fundamental del Algebra, sera necesario la aceptacion de raices pares de nimeros reales
negativos.

49 Johan Friedrich Carl Gauss (1777- 1855). Matematico, astronomo, y fisico aleman. En su trabajo doctoral Gauss
demostr6 el Teorema Fundamental del Algebra haciendo uso de Raices pares de nimeros reales negativos como
nameros complejos.
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realizada por Gauss y las dos posteriores la aceptacion y el uso en el sentido operativo de la raiz
par de un numero real negativo.

Complementando lo anterior, de acuerdo con Kline (1992) “[...] como [Gauss] dependia
esencialmente del reconocimiento de los nimeros complejos, éste fortalecio la posicion de estos
numeros” (p. 787). El fortalecimiento de los nimeros complejos, particularmente una parte de ellos
que es la raiz par de un nimero real negativo se puede contemplar, por una parte, desde el uso en
el contexto matematico para dar completa solucién a ecuaciones de n grados; por otra parte, desde
su aceptacion a través de la validacion de demostraciones matematicas. A partir de esto, empieza
a trazarse un camino en las matematicas que posibilitaria la extension del conjunto de los nimeros
reales hacia el conjunto de los nUmeros complejos, donde se comprende la raiz par de un nimero
real negativo como su parte imaginaria.

No obstante, pese a su trabajo, el mismo Gauss reconoce que su demostracién del Teorema
Fundamental del Algebra no es rigurosa, “Simplemente llama a su demostracion de 1799 “nueva™”
(Mir®, 2005, p. 4), tomando como contraste el trabajo demostrativo de anteriores matematicos a
este Teorema. Podria pensarse que la “falta de rigurosidad” en el trabajo de Gauss puede deberse
al hacer uso de numeros negativos al interior de una raiz par, nUmeros que no fueron bien vistos
por otros matematicos. Asi, el autor se encontrd para el siglo XIX en la situacion de realizar su
demostracion haciendo uso de lo “desconocido” tedricamente, similar vivencia a la que enfrentd
Cardano en el siglo XVI.

Ademas, en su demostracion del Teorema Fundamental del Algebra, Gauss fue uno de los
que obtuvo la demostracion general que consistio “en representar geométricamente los nimeros
complejos” (Penrose, 1996, p. 86). Cabe resaltar que Gauss no fue el primero en utilizar una
descripcion geométrica de los nimeros complejos, Wallis® habia realizado una representacion
geométrica de estos numeros 200 afios atras, aunque no con un efecto de mayor reconocimiento a

como lo hizo Gauss a finales del siglo XVIII. Sin embargo, Jean Argand®? fue el matematico

50 Ferran Mir Sabaté (s.f). Licenciado en Ciencias Econémicas y Licenciado en Filosofia. Reconocido por su trabajo
en historia de las matematicas.

51 John Wallis (1616-1703). Matematico historiador de la matematica, filésofo inglés. Fue quien introdujo el simbolo
de infinito (o) y publicd un trabajo sobre secciones conicas.

52 Jean-Robert Argand (1768-1822). Matematico autodidacta francés. Describid en 1806 la representacion geométrica
de los nimeros complejos.
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distinguido por la representacion geométrica de los nimeros complejos en el llamado “plano de
Argand”.

En este camino de aceptacion y formalizacién de la raiz par de un nimero real negativo
hasta la representacion geométrica de un nimero complejo, podemos visibilizar los movimientos
para el reconocimiento de la mencionada raiz como objeto matematico a través de la historia
durante de tres siglos. A partir de lo anterior, comenzamos a ver en la historia la relacion de la raiz
par de un namero real negativo desde la parte algébrica en la solucién de ecuaciones, con una

representacion geométrica de un nimero imaginario como parte de niUmero complejo.



CONCEPTO DE RAIZ PAR DE UN NUMERO REAL NEGATIVO: CONDICIONES DE POSIBILIDAD... 60

Conclusiones y reflexiones

Un indicio para la problematica identificada en este trabajo de grado fue el desconocimiento
de la historia de las matematicas por parte del profesor en el aula de clase de matematicas que fue
observado en la préctica pedagdgica, este desconocimiento pudo verse reflejado en los
procedimientos algoritmicos, los cuales no respondian necesariamente a la naturaleza de las raices
pares de nimeros reales negativos. De alli pretendimos, desde las condiciones de posibilidad, hacer
un reconocimiento del surgimiento del concepto matemético desde diferentes momentos y
contextos de la historia, posibilitando diversas miradas hacia el mismo objeto.

Al rastrear las condiciones de posibilidad para la emergencia de un objeto matematico,
analizamos que no se trata solo de focalizar al objeto matematico como inacabado, sino desde su
construccion y lo que ocurre a su alrededor para que este sea construido o producido. En este
sentido, la identificacion de las condiciones de posibilidad nos adentré a reconocer las dificultades
que se presentaron en la historia para comprender los niUmeros imaginarios, nimeros que no eran
tan “tangibles” como si podian serlo otros conjuntos numéricos (por ejemplo, los ndmeros
naturales).

La investigacion cualitativa, la historiografia como metodologia en complemento con un
enfoque hermenéutico-interpretativo, nos posibilitd la escritura de la historia desde el analisis de
las précticas y discursos sociales que permean a los sujetos en la construccion de un conocimiento
(en este caso matematico). A través de la historiografia fue posible rastrear y escribir sobre la
historia a la luz de los acontecimientos, comprendiendo la raiz par de un nimero real negativo
desde diferentes momentos de la historia.

El archivo construido en esta investigacion por 14 documentos entre fuentes primarias y
secundarias nos posibilit6 el rastreo de informacion para construccién y analisis de los datos. En
las fuentes primarias encontramos e interpretamos la forma de hacer matematicas, asi mismo el
contexto en el cual estuvieron inmersos sujetos en los diferentes momentos de la historia. Las
fuentes secundarias apoyaron la interpretacion de la informacion de las fuentes primarias y asi la
investigacion se torno hacia la identificacion de un conjunto de acontecimientos y vivencias para
el surgimiento del concepto raiz par de un numero real negativo.

Para dar respuesta a la pregunta que surgio a raiz de la problematica de investigacion, la

cual fue ¢Cuéles fueron las condiciones de posibilidad para el surgimiento del concepto de raiz par
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de un ndmero real negativo? y en concordancia con el objetivo de esta investigacién, se
identificaron algunas condiciones las cuales se reflejaron en tres categorias: Las transformaciones
en las ciencias en el cambio de época para concebir la raiz par de nimero real negativo; La
soluciéon de ecuaciones que se derivaron con las competencias entre matematicos; y, Las
demostraciones: relaciones entre geometria y algebra. En la figura 17 ilustramos la identificacion

de las 3 categorias emergentes de la investigacion.

Figura 17

Ideograma de las 3 categorias emergentes

Fuente: Elaboracion propia (2022)
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En el ideograma pueden verse la representacion de la bola a partir de tres condiciones de
posibilidad rastreadas en esta investigacion para el surgimiento del concepto de raiz par de un
namero real negativo. Al interior de la bola, en el plano que corta a esta por su centro, ubicamos
algunos de los discursos (religiosos, tedricos y experimentales, ubicados en la izquierda) y algunas
précticas sociales (creencias religiosas, reconocimiento y validacion del conocimiento, ubicadas en
la derecha). Mas al interior de la bola se encuentran el sujeto que busca conocer (matematico) y el
objeto a ser conocido (raiz par de un nimero real negativo). Todo lo anterior esta rodeando al
saber. Las flechas en doble sentido representan la dialéctica entre los discursos y las practicas, v,
entre el sujeto y el objeto.

Una de las condiciones de posibilidad fue el cambio de época de la Edad Media hacia el
Renacimiento en el contexto europeo. En el ambito religioso, se vivio en el Renacimiento una
“rebelion” en contra de la corrupcion de los religiosos catélicos, quienes infundian el miedo a los
creyentes bajo el castigo divino por tener pensamientos impuros o que estuviesen en contra de lo
que estipula la iglesia. La rebelién en contra del miedo impuesto pudo verse reflejada en pensadores
de la época en la liberacion de culpas, pecados y en las formas diversas de estar y comprender el
mundo.

A partir de esa “rebelion” en contra de la iglesia catdlica, en el Renacimiento hubo una
liberacion en términos de quiénes eran los detentores del conocimiento. Esto, dado que el
conocimiento se libero de las “jaulas” de la iglesia catolica y paso a ser producido por pensadores
y difusores del conocimiento, externos a dicha iglesia. Esa liberacion posibilité el avance de las
ciencias y, particularmente, el avance de las matematicas.

De lo anterior, se refleja en algunos matematicos como Cardano cambios en las formas de
ver e interpretar el mundo, conduciendo a otras formas de hacer matematicas. A su vez,
visualizamos cambios en las formas de hacer ciencia y difundir el conocimiento; esto, dado que
comenzaban a ser publicos los desarrollos cientificos.

Una segunda condicion de posibilidad encontrada fue el desarrollo académico que se
producia gracias a las competencias entre matematicos en Europa; donde matematicos se
enfrentaban para resolver problemas particulares y debian poner en juego su intuicion y sus
conocimientos para el desarrollo de nuevas teorias. En esas competencias identificamos los apuros
de los matematicos por el triunfo, lo que posibilité que se desarrollara nuevas teorias matematicas

como los métodos de solucidn de ecuaciones, en las cuales, fue necesario hacer uso de la raiz par
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de un nimero real negativo. Las competencias entre matematicos les generaban a los participantes
diferentes reconocimientos ante la comunidad académica, lo que, a posteriori, también
representaba posibilidades laborales en las universidades y lucro econémico.

Una tercera condicion de posibilidad relaciona la prosa escrita, usada en las demostraciones
que involucraban el algebra, entendiéndola como la enunciacion de palabras para la argumentacion
en procesos demostrativos algebraicos, con la geometria. Una prosa escrita que tuvo validez segun
el sujeto que la enunciara. A partir de las demostraciones los matematicos enunciaron argumentos
que, aun con poco fundamento tedrico para la época, posibilitaron el uso de la raiz par de un

ndmero real negativo.
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