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Capitulo 1

Problema de investigacion

1.1. Antecedentes del problema

La motivacion inicial para crear una pregunta de investigatan sido,
entre otras las apreciaciones encontradas por ejemp 8m duda, todos
los avances matematicos tienen sus raices psicolégicasqerermientos
MAs 0 menos practicos; pero una vez que un avance a comendgda b
presion de aplicaciones necesarias, inevitablemente gaupallso por si
mismo Yy trasciende los confines de la utilidad inmediatea Estdencia de
ir de la ciencia aplicada a la tedrica aprece tanto en la hisicantigua
como en muchas contribuciones de ingenieros y fisicos a dsmaticas
modernasdado que de lo anterior surge la pregunta: En la escuelaglim
analisis de los problemas préacticos o de los problemagtesioide ambos?

Una pregunta un poco pracica es la siguiente: COmo se catataa
de un poligono convexo con vértices en el Geoplano?, sigaialyununa
posturas criticas encontramos por ejemplo/gnaludiendo a la escuela
formalista: El formalismo desconecta la filosofia de las matematicas de
la historia de las matematicas, puesto que de acuerdo coorhaapcion
formalista de las matematicas, éstas no tienen propiantasteria.

1.2. Objetivos

Objetivo general

Crear un marco conceptual que sirva para la formulacion dgete
ras, refutaciones y pruebas de proposiciones matematicagyentes del
geoplano.

Objetivos especificos

1. Construir un cuestionario para plantear conjeturas tgeaplano,
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basado en las estrategias expuestas por el docente John Bienr
rango Urrego?.

2. Hacer una lectura del texto de Imre Lakatos titulado Fasgbre-
futaciones, la légica del descubrimiento matematico pasdizar la
intervencion hecha a dos estudiantes de grado noveno zale kste
texto.

1.3. Problema de Investigacion

Problema de Investigacién

Para crear un marco conceptual para el Geoplano, es necesaje-
turar en primer lugar, razonar inductivamente ciertos lgrols, razonar
deductivamente ciertas afirmaciones, entre otras cosks tas anteriores
se desarrollan después de formularse preguntas, pero ononseldn pre-
guntas sin tener estrategias para formularlas y mas alurasinoterizar el
tipo de pregintas que posibilitan la construccion de teoria

Es asi, como se hace necesario que el Problema de Investigai
funda sobre esta necesidad primaria.

= Cudles son las caracteristicas que debe poseer una pregutah
manera que posibilite a los estudiantes y al profesor ektorgr, re-
futar y demostrar proposiones matematicas relativas aplaeo y
asi poder construir una propuesta de marco conceptual p@eoe
plano?

1.4. Justificacion

Qué debe hacer un educador matematico?, Qué postura dédeesds
Qué actividades debe realizar con los estudiantes?, Qaanliientos curri-
culares debe seguir? y Qué ley debe respetar?...Estas yasoths pre-
guntas se podrian responder en un trabajo académico ence&duozate-
matica, pero como dejar de lado las preguntas orientadas\wektigacion
gue priorice no tanto en el caracter curricular basado etenaos del
aprendizaje de las Matematicas, también, en la l6gica delutbeimiento
matematico y en la historia de las Matematicas (indepetatieente de un
estricto lineamiento regional, que procura designar comsei@ar Matema-
ticas), los lineamientos proponen algo mas que contenktwsotro lado,

En su tesis de Maestria: Comprension de los razonamientstivos, deductivos y
abductivos: el contexto de justificacién y descubrimiemttaeclase de matematicas.
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vivimos un momento histérico que nos pide con agonia, edweadjue
generen en sus estudiantes pensamientos de incertidunverajva, crea-
tividad e imaginacion, al mismo tiempo, un pensamiento ragntativo,
riguroso y ordenado .

Ante esta demanda cientifica (y por tanto educativa) losssthres ma-
tematicos tenemos que proponer una forma de comunicacilos@stu-
diantes, que transforme la reproduccion de contenidostiimsén la pro-
duccioén de conocimiento matematico. La forma de razonaesteldiante
y el docente de matematicas es tan ordenada que de una uroteadioo-
ca con el pensamiento corriente, tanto asi, que tenemosmplea un
lenguaje logico para este fin y es asi como una necesidadutdbsobvi-
dentemente que los estudiantes tengan un conocimientod#das reglas
de inferencia l6gicas, en general, de la semantica y laxssnda| lenguaje
l6gico-matematico. Un estudiante tiene derecho a comprdadyran di-
ferencia entre un axiomay un teorema (es decir, tiene der@cio recibir
todo como verdades terminadas e irrefutables de entraglag, récibir por
lo menos un acompafiamiento del docente en la formulacidénmjetaras,
en la construccion de refutaciones y contraejemplos y erglan@entacion
de dichas conjeturas .

Por todo lo anterior, éste trabajo tiene un foco importanteledesa-
rrollo de un cuestionario, porque evidencia que el docecweda a unas
estrategias propone preguntas fomentadoras de conjeturar
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Capitulo 2

Rastreo Historico

2.1. Rastreo Historico del Geoplano

El Geoplano

Antes que nada, hablemos de algo tan sencillo como quiéntimnet
geoplano?, se le atribuye a Caleb Gattegno (1911-1988yuawse puede
ahondar en la obra académica de Gattegno no precisaremagimés el
crédito por la introduccién del geoplano.

De acuerdo con Gattegno, el geoplano es un material metita({pue-
de servir para diversos prop0sitos) guegmite tomar conciencia de las re-
laciones geométricasCon los geoplanos se pueden ensefiar teoremas de
la geometria plana (aunque no todos), con algunas venta#jas sl piza-
rron, pues las figuras obtenidas son claras y no dependenhddiladad
del maestro (que no se quiere poner en duda); como los gesEan pe-
quefios, es facil girarlos para mostrar que las propiedadesi@stion no
dependen del tipo de desplazamiento que realicemos y se @stable-
cer una diferencia sustancial entre movimientos del plargong alteran la
magnitud de los objetos geométricos (Isometrias).

Gattegno presento el geoplano en la primera publicacidjuotande la
Comisioén Internacional para la mejora de la ensefianza dedtamaticas
en 19611 .

El geoplano original disefiado por Caleb Gattegno congstima plan-
cha de madera con pivotes o clavos formando una trama oriométs
decir, formando cuadrados adyacentes y congruentes enGersgomas
elasticas o cualquier otro material que se note pertinenteggesentan di-

1Comision que surge fundamentalmente debido a la inquietddsimatematicos por
la ensefianza de esta ciencia en las escuelas y universidselestableci6 en 1908, du-
rante el Congreso Internacional de Matematicas. El presidees H. Bass (EE.UU.); el
secretario, B. Hodgson (Canada).



10 CAPITULO 2. RASTREO HISTORICO

ferentes figuras geométricas, con la caracteristica des&das por lineas
poligonales 0 mas precisamente por lo que pudiera verse segrmentos
de recta.

Actualmente en el mercado estan disponibles en materialessds.
Posteriormente se empezaron a utilizar geoplanos ciesi(@on nimero
de pivotes variable) y geoplanos isGmetricos que perméaepresenta-
cién de poligonos regulares, claramente los otros dos tipogoligono
regular que sin ser el cuadrado, permiten teselar el plamgeoientemente
(el triangulo equilatero y el hexagono regular).

En conclusiéon podemos clasificarlos asi el geoplano Orticoétde
trama cuadriculada, el geoplano circular; es una colea#runtos de una
circunferencia igualmente espaciados y sirve tambiéngsitaliar propie-
dades de los elementos de la circunferencia y de las figusestas, final-
mente el geoplano Isométrico, de trama triangular, conilexgs situados
en vértices de tridngulos equilateros, la distancia ertda punto y todos
los puntos contiguos a él es la misma.

£Como definir en general el geoplano? Podriamos decir quedsila
con puntillas distribuidas formando cuadrados (respactente triangulos
equilateros, poligonos regulares, geoplano polar, dagakemos).
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2.2. Conjeturasy refutaciones con el Geoplano

Conjeturas y refutaciones con el Geoplano

Por otro lado, quién ha hecho un trabajo relativo a la coositbn de
pruebas y refutaciones con el geoplano? Julieta Verdugs Brisefio, Rita
Vazquez, Oscar Palmas. Departamento de Matematicasi&del Cien-
cias, UNAM 2. Trabajo tituladdArea de figuras en el geoplanpen este dan
respuesta a la busqueda de materiales con los cuales dlastarensenan-
za de las matematicas de una manera amena, no sélo entreudiaes,
sino entre los propios docentes con los que ellos han tdddesde hace
mucho tiempo.

2.3. Origen de los conceptos topoldgicos

Ahora, cOmo nacen los conceptos que se quieren construsterira-
bajo conjuntamente con los estudiantes? Podriamos daefinacobn mas
analitica de lo que llamamos geoplano, por ejem@lmjunto de pares or-
denados de coordenadas ente@smas, podemos definirlo como un lattice
3 particular que surge como conjunto de todas las combinesitineales
de los vectoresa(1,0) y b(0, 1) tomando escalares en los enteros.

Esto ultimo obedece a la interpretacion geométrica de urlogdeb-
jetos de estudio de lo que hoy se conoce como Geometria daogiras
teoria de numeros, la geometria de los nUmeros es un tema dag\a del
trabajo de Hermann Minkowski, sobre la relacién entre loguwaos con-
vexos Y lattices en el espacio n-dimensional. Para un estigliroso de
la teoria geométrica de numeros el lector puede remitiraebébliografia
adjunta [3].

Lo que mas interesa ahora es rastrear la relacion que ticte®ria
geométrica de nimeros con lo que hoy llamamos la topologigemos
anotando que a mediados del siglo XIX empezé un desarroftgplaia-
mente nuevo en geometria que pronto se convertiria en ures dedndes
fuerzas de las matematicas modernas.

La nueva rama, llamada analisis situs o topologia, tieneocoijeto
de estudio las propiedades de las figuras geométricas ggistparincluso
cuando las figuras son sometidas a deformaciones tan dsagtie hacen
que se pierdan todas las propiedades métricas y proyediuasos de los

2Universidad Nacional Auténoma de México.

SRemitirse a la Teoria geométrica de nimeros en la biblidgrahas precisamente
en [3] para saber qué es un lattice con precision, pero en um@gra lectura se puede
obviar la consulta y no influye significativamente en la caanpion del presente texto.
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conceptos desarrollados en la topologia han sido estadudsrfundamen-
tandolos en nociones e ideas conjuntistas, protagoniststds desarrollos
son las nociones de conjunto abierto, conjunto cerradee etrios. Y para
la buena definicion de este tipo de conjuntos, se hace necksarclusion
de las nociones de punto interior, punto exterior, puntotéxa, que serén
las nociones mas frecuentadas en este trabajo.

Existe una relacion entre la geometria de nimeros y la tgpolmono-
cida como la relacién de Pick. George Alexander Pick fué utematico
austriaco nacido en Viena (1859) que murié en un campo deeotmacion
nazi durante la Il Guerra Mundial (se cree que en 1943).

George Alexander Pick establecié la relacion que existe éod nudos
de una malla (puntos de un geoplano) y el area de un poligdngadio
sobre ella.

Pueden construirse, evidentemente, mallas (geoplanosiyigdiversas
maneras. Un cuadrado de dicha malla (geoplano) sera lacudésuperfi-
cie.



Capitulo 3

Marco Teorico

El marco tedrico es tomado de [2] dado que crear un marco parale
para el Geoplano es una tarea que requiere de investigar slotbescubrir
matematico y el analizar si hay una logica en este proceso.

No se tiene la pretension de exponer la teoria de Imre Lakata#an-
do con palabras inapropiadas, una construcciéon tan des@miniguala-
ble, cuando se puede, por el s6lo deseo de respetar, citrdzinarse de
Su escritura, se aclara que todo lo mencionado en este negioootes una
citacion completa de las palabras de Lakatos y en ese sedtidfatizara
incluso con la presentacion del texto.

El método de conjeturas y refutaciones constituyen un pa-
tron heuristico muy general del descubrimiento matematico
Con todo, al parecer solo fue descubierto en los afios 1840, e
incluso hoy dia les parece paradojico a muchas personds. Rea
mente, en ningln sitio se reconoce plenamente.

3.1. Estadios de descubrimiento mate-
matico

Estadios de descubrimiento matematico

Hay un patrén simple de descubrimiento matematico o del
desarrollo de las teorias matematicas informales. Coedtzsd
siguientes estadios:

= Conjetura primitiva

= Prueba (un experimento mental o argumento aproximado,
gue descompone la conjetura primitiva en subconjeturas
o lemas).
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= Surgen contraejemplos "globales"(contraejemplos de la
conjetura primitiva).

= Sereexaminala prueba: el "lema culpable”, respeto al que
el contraejemplo global es un contraejemplo "local”, que-
da identificado. Puede que este lema culpable halla per-
manecido®culto 2nteriormente o puede que no halla sido
correctamente identificado. Ahora se explicita 'y se incor-
pora como condicidn a la conjetura primitiva. El teorema
(la conjetura mejorada) supera a la conjetura primitiva
con el nuevo concepto generado por la prueba como su
aspecto nuevo supremo.
Estos cuatro estudios constituyen el meollo esencial del
analisis de la prueba, aunque existen algunos otros esta-
dios normales que aparecen con frecuencia:

= Se examinan pruebas de otros teoremas por si el lema re-
cientemente descubierto o el nuevo generado por la prue-
ba apareciese en ellos. Puede que se descubra que es-
te concepto se encuentra en las encrucijadas de diversas
pruebas, emergiendo asi su importancia basica.

= Se comprueban las consecuencias aceptadas hasta el mo-
mento de la conjetura original ya refutada.

= Los contraejemplos se convierten en ejemplos nuevos, se
abren nuevos campos de investigacion.

3.2. Enfoque deductivista frente al heu-
ristico

Enfoque deductivista frente al heuristico

La metodologia euclidea ha desarrollado un cierto estilo
necesario de presentacion. Me referiré a él comé3db.de-
ductivista". Este estilo comienza con la enunciacion depgna
nosa lista de axiomas, lemas y/o definiciones. Los axiomas y
definiciones parecen con frecuencia artificiales y mistifica
ramente complicados.

Nunca se nos dice como surgieron esas complicaciones. La
lista de axiomas y definiciones ya seguidas por teoremas cui-
dadosamente expresados. Estos estan cargados de pesadas co
diciones; parece imposible que alguien los hubiese badont
alguna vez. El teorema va seguido por la prueba.
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De acuerdo con el ritual euclideo, el estudiante se ve obli-
gado a asistir a esta conjetura sin hacer preguntas ni sbbre e
transfondo ni sobre como se realiza el juego de manos. Si el
estudianate descubre por azar que algunas de las defirscione
inconvenientes estan generadas por la prueba, si se paegunt
sencillamente cdmo es que esas definiciones, esos lemas y el
teorema pueden preceder a la prueba, el autor del conjuro lo
relegara al ostracismo por una muestra de una muestra de in-
madurez matematica.

En el estilo deductivista, todas las proposiciones son ver-
daderas y todas las inferencias son validas. Las matematica
se presentan como un conjunto siempre creciente de verdades
eternas e inmutables, en el que no pueden entrar los contra-
ejemplos, las refutaciones o la critica. El tema de estwaie-s
cubre de un aire autoritario, al comenzar con una exclusén d
monstruos disfrazada, con definiciones generadas poréaaru
y con el teorema totalmente desarrollado, asi como al suprim
la conjetura original, las refutaciones y la critica de lagdr
ba. El estilo deductivista esconde la lucha y oculta la awant
Toda la historia se desvanece, las sucesivas formuladienes
tativas del teorema a lo largo del procedimiento probateeio
condenan al olvido, mientras que el resultado final se eahlta
estado de infalibilidad sagrada.

Algunos de los defensores el estilo deductivista pretenden
que la deduccion es el patréon heuristico de las matematicas y
que la légica del descubrimiento es la deduccion. Otros-cons
tatan que tal cosa no es cierta, pero de ello sacan como con-
secuencia que el descubrimiento matematico es una cuestion
completamente no racional. Asi, pretenderan que, aunque el
descubrimiento matematico no proceda deductivamenteesi q
remos que nuestra presentacion de los descubrimientos mate
maticos se realice racionalmente, habra de proceder & esti
deductivista.

Asi pues, hoy en dia, disponemos de dos argumentos a fa-
vor del estilo deductivista. Uno de ellos se basa en la idea de
que la heuristica es racional y deductivista. El segundo-arg
mento se basa en la idea de que la heuristica no es dedagtivist
aungue tampoco racional. Hay también un tercero argumento.
Algunos matematicos profesionales a los que no les gusta los
l6gicos, filosofos y otros seres extravagantes que interfien
su trabajo dicen frecuentemente que la introduccion del est
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lo heuristico exigiria escribir de nuevo los libros de texto

los haria tan largos que nunca se podrian leer hasta el final.
También los articulos se alargarian mucho. La respuesta a es
argumento pedestre es: intentémoslo. Como ya hemos mencio-
nado, el estilo deductivista desgaja las definiciones geliasr

por la prueba de sus "pruebas-antepasald@spresenta aisla-
damente de un modo artificial y autoritario. Oculta los cantr
ejemplos globales que han llevado a su descubrimiento.lPor e
contrario el estilo heuristico pone en el candelero esds-fac
res y hace hincapié en la situacion problemética: hace pigéca
"l6gica"que ha dado a luz al nuevo concepto.

La actividad matematica es una actividad humana. Cier-
tos aspectos de dicha actividad, como los de cualquier acti-
vidad humana, se pueden estudiar con la psicologia, y otros
con la historia. La heuristica no se interesa primeramete p
es0s aspectos; pero la actividad matematica produce matema
ticas. Las matematicas, este producto de la actividad haman
se Majena“de la actividad humana que la esta produciendo. Se
convierte en un organismo viviente y en desarrollo que adqui
re una cierta autonomia respecto a la actividad que la ha pro-
ducido; desarrolla sus propias leyes autbnomas de cretimie
su propia dialéctica. El matematico genuinamente creativo
es mas que una personificacion, una encarnacion de esas leyes
que solo se pueden realizar en la accidbn humana. Su encarna-
cién, con todo, rara vez es perfecta. Tal como aparece en la
historia, la actividad de los matematicos humanos no es mas
gue una chapucera realizacion de la maravillosa dialédéca
las ideas matematicas. Pero, cualquier matematico qua teng
talento, chispa y genio, estd en comunion con, siente la-abso
cion de y obedece esta dialéctica de ideas. A continuacién se
presenta una red conceptual que surge del estudio de los enfo
gues bajo los cuales se da la creacion o construccion.



Capitulo 4

Marco conceptual para el
Geoplano

El interés comun que presentan los docentes a la hora deautdi
geoplano, es el de enfatizar en conceptos como area y peyjresto, em-
pleando generalmente las férmulas ya conocidas en geaneeitiidiana,
es asi como enfatizamos en conceptos como base, alturandiag, etc,
como elementos que nos permiten hallar el area. Pero commadsfoque
distinto?, un enfoque que tenga como punto de partida nesitopoldgi-
cas intuitivas sobre el punto como: punto interior, puntmfera y punto
aislado, seria realmente interesante, es justamenteocegteIse pretende
con las siguientes reflexiones.

4.1. Conjunto G,

Definicion 1. Seaa € R — {0} se define el conjunto gcomo
Gy = {(a,b) e R?/a=ma,b=na,n,me Z}

De hecho se puede conceptualizar sobre un conjunto masatjeoero
los siguientes:
Seana,B € RconafB #0

Ggp = {(ab) e R/a=ma,b=mB,n,me Z}

O también, sir, B € R? forman un conjunto linealmente independiente,
sea:
Gup = {a€ R?*/a=na +mB,mne Z}

Se aclara que el objetivo de este texto es el estud®,de
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4.1.1. Definiciones

Geoplano

A continuacion analizaremos el caso en que= 1, las definiciones
teoremas y demostraciones hechas @&raon analogas pa@,, con las
restricciones pertinentes. La siguiente ilustraciones@nta un subconjun-
to deGg, en el que los nimeros y descritos en la definicion, satisface 0
y n> 0. Sin pérdida de generalidad, los graficos y razonamieetbasin
siempre sobre éste subconjunto.

A

12 ;

101

Y

Distancia

A partir de la definicion d&; es claro que éste esta incluidoRA.Es
asi como adoptamos la "métrigéuncion distancia usual para nuestro con-
junto Gs.

Definicion 2. La distancia entre los puntog Ry, bs), p2(ap,by) es la fun-
cion definida como:

d(PLPy) = \/ (81— a2)2 + (by — by)?

Recuérdese que esta funcidn es adoptada como métrica sbaceat
las condicines:
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» d(P,P) >0
» d(P,P) =d(P,Pp)
L] d(Pl,Pz) < d(PLPS) +d(P3'P2)

Se da inicio a la construccion del marco conceptual paraaglgeo.
Como hallarias el area de un triangulo@i?

A L1

14
12

10 ;

4 2 4 6 8 10 12\ 14 1

Seguramente hallarias la longitud de un lado y también lmeatela-
tiva al mismo. Pero para esto Ultimo, no basta con empleasalzavez
la funcion distancia, tendrias que hallar la ecuacion dedefasLy y Lo
para luego determinar el pun, punto de interseccién de las rectas y a la
vez pie de la altura relativa@P;. Luego calcular las distancid¢O,P;) y
d(P,,Ps), longitudes de altura y base respectivamente.

Otra estrategia para el Ultimo paso es emplear el siguieatdtado, el
cual lo dejamos para que el lector lo pruebe: sea la tectan la ecuaciéon
cartesianadAx+ By+C = 0 conA,By C en los reales Ay B n o ambos
cero:

SeaPy(x0,¥0) € R?, se afirma que la distancia @& a la rectal. esta
dada por

|Ax +Byo +C|

VA2 4 B?
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Al utilizar esta estrategia, lo que se gana es reducir el nigeecalculo ne-
cesarios para hallar el area, pero esta reduccion no se bed#encuando
se trata de responder una pregunta como la siguiente.

cémo hallarias el area de un poligono como el de la figuraesige®

12 ;

10 ;

La idea seria descomponerlo en triangulos y aplicar lategieaante-
rior. Pero seria muy engorroso tratar de hallar el area, mdssa fuese
otro poligono mas complicado. Ahora, que tal si dividimads g®ligono,
en triangulos bien especialésno cualquier clase de triangulos; algo asi
como los triangulos mas pequefios posibles, asi:

linicialmente hablaremos en términos intuitivos y luegoa&@din formalismo relativo
a los conceptos que asi emerjan
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La pregunta ahora es: qué tienen en comun estos trianguliosere,
preguntémonos por los lados y notemos que se pueden definir as
Segmegeén

Definicion 3. Sean PQ € G; al segmentdQ le llamaremos segmegén si
se cumple que:

- P£Q

» YRe G;—{P,Q}, d(P,Q) <d(P,R) +d(R,Q)

En el gréfico siguiente se presentan algunos segmegeén.
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En el siguiente gréafico se muestran segmentos que no song&gme

A

12 ;

10 1
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Ahora, sera que podemos definir a estos triangulos tambikers?tie-
nen una cualidad coman? alguno tiene puntos interioré, @eéAnalice la
siguiente definicion.

Triagén

Definicion 4. Sean PQ,R € G, al triangulo APQR le llamaremos triagén
si se satisface:

1. PQ,RQ yPR son todos segmegén.

2. SiPQ es el segmegén de mayor longitud, entonces
VSe Gy —Lpg,d(RP)+d(RQ) <d(SP)+d(SQ)

Comentarios

1. En la condicion 2 de la definicion anterior, el simbbjg, denota a
la recta que determinan los punt®y Q.

2. La primera condicién impuesta para el triagén se tradagakabras
como que ningun punto d&; esta en el interior de sus lados.

3. Lasegunda condicion impuesta para el triagén se tradiuycalabras
como que ningun punto d&; esta en su interior.

A continuacion se muestra el grafico de algunos triagén, \st&aial
lector a verificar los comentarios que se acaban de hacer.

A

12 ;

10 ;

\J
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Seudotriagén

Definicion 5. Si s6lo se impone la condicion 1 de la definicion de triagén
entonces al triAngulg\PQR le llamaremoSeudotriagn

A continuacién se muestra el grafico de algunos seudotrjagénvita
al lector a verificar los comentarios que se acaban de hacer.

Triabasico

Definicidn 6. Si s6lo se impone la condicién 2 de la definicion de triagén
entonces al trianguld\PQR le llamaremogriabsico

A continuacion se muestra el grafico de algunos triabasseosyita al
lector a verificar los comentarios que se acaban de hacer.
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Sigamos con las preguntas. Nuestra pregunta mas exotasigsiien-
te: todos los triagen tienen la misma area?. Para dar unaestspafirmati-
va tenemos que hallar la prueba y para dar una respuestavadgaemos
gue presentar un contraejemplo. Antes que nada, preocmodmor la si-
guiente pregunta: sera que dado un segmegen, podemosdietigre la
minima distancia de un punto &< G; a este segmegen? Es decir, como
se garantiza la existencia de un nimero que representail@andistancia
de un punto a un segmento o recta (segmegeén)? Para que iaaliesta
cuestidn considere la siguiente definicion que nos poskiliestructuras y
afinar mas esta idea.

ConjuntoDpg

Definicion 7. Sean PQ € G, tales quePQ es segmegén, entonces definimos
el conjunto de distanciasijpde la forma:

Dpq = {d(RLpq) >0}
para cualquier punto R G;

A continuacion se presenta el grafico de algunos segmentss;aales
se les calcula la longitud para poder construir el conjiDug.
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Teorema de acotamiento

Teorema 1. Sean PQ € G; conPQ segmegén, se afirma que el conjunto
Dpq esta acotado inferiormente por un real positivo.

Demostracion.No perdemos generalidad si consideramds-a (0,0) y
Q= (a,b) conmcd(a,b) =12

La ecuacién de la recta determinada por los puRtgsQ esy = gx,
claramente la distanca de un pufte- (x,y) € G a la rectapqg esta dada
por:
ly—5x

1+ 5

az

d(RLpg) =

Se propone como candidato a ser cota inferior al nljni-@é??, razo-

nando por reduccion al absurdo, supongamos que hay un namero

d((x0,¥0),Lpg) € Dpq

tal que
1
d((X0,¥0):;Lpo) < ——
es decir, tal que
ly—2x 1

<
\/1+g_§ \/a2+b2

2Se deja al lector la prueba de que bajo las condiciones tEs8Q es segmegén
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Si se analiza tal desigualdad se obtiene que esta desemboca e
|ayo — bxo| < 1

Pero recordemos queyp — bxp) € Z y esto implica queyy —bxy =00
de otra forma b
Yo = aXO

La ultima ecuacion afirma queo, o) € Lpg lo que implica que

d((%0,Yo);Lpq) =0

pero esto es contradictorio con el hecho ded|u®o, Yo), Lpg) € Dpg, con
e . 1
lo que queda probado qidyq esta acotado por el real posﬂnoeaﬁ O

Comentario
. ,o. , 1 z
. pr tiene como elemento minimo al num 5 la razon es la
siguiente:
b

y—axl 1

b2 2 2
\/1_|_ o vaz+b

Siempre y cuando existan entes@sy yo tales que

d((xy),Lpq) =

layo — bxo| =1

Pero sabemos que la hip6tesis de meela,b) = 1 garantiza la existencia
de tales enteros.

Todos los triagén tienen la misma area

Una consecuencia importantisima de todo lo anterior edayies los
triagén tienen igual area

No se pierde generalidad si calculamos el area del triagénigne
como uno de sus lados al semeR@Q conP = (0,0) y Q = (a,b) siendo
mcd(a,b) = 1.

En este caso el area de dicho triagén se puede calcular asi:

1 1 1
2R P sy (@O 007 =3

Es decir que todo triagén &y tiene area igual é

Entonces para hallar el area de un poligono con vértic€s gio tnico
gue se debe hacer es contar el nimero de triagéns que lo exactamen-
te?, esto seria suficiente pues luego se multiplicaria takenal por% y se
obtiene el area del poligono.
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Notese que el poligono del que estamos hablando es bienatjesrer
el sentido de que no le ponemos la restriccion de ser coneéxm, esta,
pero con la restriccion ineludible de que la linea poligans determine
al poligono, no puede ser en general cruzada, dado que e garruce,
no necesariamente esta®Gn

Caracterizacion de los puntos

Ahora, siguiendo con nuestro razonamiento anterior comtacel nu-
mero de triagéns que cubren exactamente al poligono?, elutamsente
necesario ponerse en el trabajo de dividir al poligono engéns para pos-
teriormente iniciar el conteo?, qué relacion tiene el nandertriagéns con
el nimero de puntos de poligono?, los puntos del poligonosgem cla-
sificar segun su ubicacion?.

Aqui es donde ingresa la topologia en nuestra ayuda, y rde@igu-
nas de las preguntas del parrafo anterior con las siguidafgsciones.

Definicion 8. Sea AC IR? decimos que un punto ®R? es punto interior
de A si existe un real positivtal que el circulo con centro en P y rad&
se contiene enteramente en A.

A continuacion se muestra el grafico de algunos puntds;dgue son
interiores del conjunto de todos los puntos que forman uigpob de vér-
tices enGy.

N WP U0 N W WO

Definicion 9. Sea A R? decimos que un punto ®R? es punto frontera
de A si para todo real positive, el circulo con centro en P y radie se
intercepta tanto a A como al complemento de A.

A continuacion se muestra el grafico de algunos puntds;dgue son
puntos frontera del conjunto de todos los puntos que fornmapmoligono
de vértices ef®;.
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Definicion 10. Sea Ac IR? decimos que un punto®IR? es punto exterior
de A si existe un real positivotal que el circulo con centro en P y radi
se contiene enteramente en el complemento de A.

A continuacion se muestra el grafico de algunos puntdSidgue son
exteriores del conjunto de todos los puntos que forman ugqud de vér-
tices enG.

PN owH 010N OO -

Teorema de filo o lado

Volvamos a nuestra tarea, cual era?, establecer una melanide el
namero de puntos (de alguna clase de las ya definidas) y elralohee
triagéns de un poligono.

Se da por hecho que el lector conoceglacion de Euleipara poliedros
simples a saba&r —E +F = 2 (conV, E, F denotando numero de vértices,
aristas y caras respectivamente).
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Aunque parezca poco natural, a partir de la formula de E@eros a
deducirla férmula de Pickformula que explicita la relacion que estamos
buscando.

Teorema 2. Dado un poligono simple con una completa triangulacion (pa-
ra nuestro caso, division en numero exacto de triagéns)jlero de lados
o bordes esta dado por:

E=3+28-3 (1)

(Donde B e | representan numero de puntos frontera e intesioespecti-
vamente).

Nota: El teorema ha sido enunciado entendiendo como pdigjomple
al que tiene vértices en un conjunto discreto y finito de pi(por ejem-
plo poligono en el geoplano de linea poligonal no cruzada)oRo lado,
completa triangulacion es entendida como conjunto degukas adyacen-
tes disjuntos (salvo se intercepten en la frontera) queecupiforman al
poligono (por ejemplo triagéns).

Demostracién. 1. SiB= 3,1 =0, entonces la formulél) es valida y
E = 3 (note que en este caso el poligono es un triangulo).

2. Si un nuevo punto interior es consideraBogs incrementado en 3,
claramente dado que el nuevo punto interior determina 3lados
3 vértices respectivos. Naturalmente la form(aes vélida en este
caso.

3. Si un nuevo punto frontera es afiadido en un borde (o latierion
y tenemosx puntos en la frontera, formando bordes (o lados) que
llegan a viejos puntos interioreg, es incrementado en2x, dado
gue tendriamos:

E+2+x=3(1+x)+2(B+1—-x)—3

, nuevamente la formulgl) es valida.
Todos los casos posibles son tratados y el teorema ha satdexstio.
]

Derivacion de la formula de Pick
Derivacion de la formula de Piclsea un poligono como en el teorema
anterior. Tenemos:
V=I+B
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Si denotamos el area del poligono padambién podemos decir
E=31+2B-3

(F-1)/2=a

Todo lo anterior al sustituir en la formula de Euler se olgitnférmula de
Pick dado que

F=2+E-V

entonces
(2+E-V-1)/2=a

(2+31+2B—-3-V—-1)/2=a
(31 +2B—-1-B-2)/2=a

Se ha llegado a resultados realmente sorprendentes, noestagjue los
estudiantes que deseen trabajar con el geoplano memoneecantidad
alarmante de férmulas para hallar el area de un poligono.

Sabemos que podemos hacer una triangulacion de cualquigompo
con vértices er; en triagéns, pués el conjunto de puntos@jeinvolu-
crados en nuestro proceso es finito y al saber que todos dgetritienen
la misma area, soOlo es necesario contar el nimero de triaygoligono,
mas aun, contabilizar el nimero de triangulos se puede balecontando
el numero de tridngulos interiores y frontera como ya hengis.v

4.2. Proposiciones de conceptualizacion

Las siguientes proposiciones son para conceptualizaegtmceptua-
lizar los objetos geométricos que hemos llamadgmegén, triagén, seu-
dotriagén y triabdsicoTodas estas proposiciones son sometidas a razona-
mientos de validacion por parte del lector, ademas de soseadaeformu-
lacion o reescritura formal.

1. Segmegén

a) Segmento determinado por dos puntos del geoplano, donde to
do punto interior de dicho segmento no pertenece al geoplano

b) Tres segmegén (con las respectivas restricciones enacaant
desigualdad triangular) pueden formar un segmegén o un seu-
dotriagen.



32

CAPITULO 4. MARCO CONCEPTUAL PARA EL GEOPLANO

c) SiOy P son los puntos iniciaD(0,0) y final P(a,b) de un seg-
megénOP entoncesncd(a,b) = 1,es decir ay b son primos
relativos.

d) Si dos segmegén se cortan, no necesariamente su punto de in-
terseccion es un punto del geoplano.

€) Un segmegén no puede estar contenido en el interior de an Tri
basico pero si en su frontera.

f) Un segmegén puede estar contenido en el interior de un Seudo
triagen o en su frontera o también puede estar contenido en el
interior del seudotriagen, excepto por sus puntos extremos

g) Un segmegén solo puede estar contenido en la frontera de un
Triagen.

h) Un Seudotriagen puede estar estrictamente contenido&maun
bésico (siendo necesario que el Triabasico sea Triagen).

2. Triagén

a) Triangulo tal que sus tres lados son segmegen y tal que todos
Sus puntos interiores no son puntos del geoplano.

b) Un Triagen siempre tiene la misma area.

c) Solo existe un Triagen rectangulo.

d) Solo existe un Triagen isosceles.

€) Solo existe un Triagen isosceles rectangulo.
f) Todo poligono se descompone en triagens.

g) Un Triagen puede estar estrictamente contenido en un seudo
triagen o en un Triabasico.

h) Siun Seudotriagen (respectivamente Triabasico) estéicioio
en un Triagen, entonces son el mismo triangulo.

3. Seudotriagén

a) Triangulo tal que sus tres lados son Segmegén.

b) Si un Seudotriagen tienen al menos un punto interior ee®nc
existe un Triabasico (respectivamente un Triagen) eatniehte
contenido en €l

c) Un Seudotriagen que no tiene puntos interiores tiene jeea fi

d) Un Seudotriagen puede estar estrictamente contenido Emedn
basico (siendo necesario que el seudotriagen sea Triagen)
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€) Un Seudotriagen no necesariamente tiene descomposiaion U
ca en union finita de Triagen(s)

4. Triabasico
a) Triangulo con vértices en el geoplano y tal que todos sutogun

interiores no son puntos del geoplano.

b) Todos los puntos del geoplano que hacen parte de un Triabasi
son puntos de su frontera.

c) No todo Triabasico es Triagen

d) Existen Triabasico que son Seudotriagen (los Triagen)ny-Ta
bién que no lo son.

€) Un Triabasico no tiene puntos interiores y no tiene area fija

f) Un Triab&sico puede estar estrictamente contenido en un Se
dotriagen (sin ser necesario que el Seudotriagen sea mjiage

g) Un Triabasico tiene descomposicion unica en union finita de
Triagen(s)
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Capitulo 5

Estrategias para formular
preguntas

Es crucial que se note que se ha iniciado con el titulo egteat@ara
formular preguntas siendo el titulo original: Estrategiasa Conjeturar en
el aula de clase en Matematicas, y no en inoficiosamente yasias es-
trategias son parte importantisima en el proceso parazacéos objetivos
de este trabajo, es decir, las estrategias no solo son pastudiante, son
en realidad un tesoro para el docente deseo de crear matasnébin sus
estudiantes.

5.1. Estrategias para formular preguntas

Estrategias para formular preguntas

Los siguientes enunciados no necesariamente estan tades@ados
en este trabajo, se ha considerado conveniente incluatts tpor ser su-
mamente importantes para trabajos futuros propios o deréest

1. Proponer a los estudiantes causas en busqueda de pasibses
cuencias.

2. Proponer a los estudiantes causas en busqueda de pasibtes
cuencias.

Todos los enunciados a continuacién han tenido en cuensigaientes estrategias
que hacen parte de los avances de la tesis de maestria eiédunatematica: los ra-
zonamientos inductivos, deductivos y conjeturales en lal @i clase: El contexto de las
conjeturas y el contexto de las pruebas mateméticas, Geipwestigacion, Colciencias
A: Educacion Matematica e Historia, UdeA-EAFIT. Tesis asada por el Dr. Carlos Ma-
rio Jaramillo Lopez. (Doctor en Ciencias Matematicas Ursieiad Politécnica de Valencia
Espafia)
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3. Enunciar en forma consciente, por parte del docentenatganun-
ciados con sus respectivas cuantificaciones y debatir suifica-
cion.

4. Establecer regularidades en las figuras geométricas.

5. Construir un campo semantico que nombre hechos que atamo h
sido nombrados en la matematica, y que emerjan en los esteslia

6. Describir las personalidades e historia de vida de latodmatema-
ticos: Nacimiento, Familia, Genética, Posibles relactooen otros
objetos.

7. Definir las inclusiones de familias de los objetos materoai partir
de las extensiones de sus conceptos.

8. Dar enunciados que relacionen objetos matematicos lylesta ex-
cepciones al enunciado.

9. Realizar constantes refutaciones a los enunciados pgoaarios.

10. Realizar conscientemente pruebas de validacion y posaie justi-
ficacion de los enunciados.

11. Qué implica que... escribir una serie de enunciadosiciondles.

12. Actividades de falso y verdadero con mejoria a verdadietos fal-
so0s, realizando pequefias modificaciones estructuralesiatiado.

13. Establecer en forma precisa el tipo de razonamiento &eamp

14. Detallar en forma precisa las definiciones que hacere phketlos
enunciados de las situaciones en cuestion.

15. Suponer los problemas resueltos y aplicar el métodoceRgrProgresivo.

16. Enunciados emergentes: conjeturas de la visualizdeifaminforma-
cion complicada en un cuadro de doble entrada.

17. Trabajo de los mapas conceptuales para detectar la rethdmnes
entre objetos, concepto y relaciones matematicas y cacgines de
enunciados a partir de éste.

18. Generacion de hipotesis ante un hecho ocurrido y cacshiu de
enunciados.
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19. Justificacion y pruebas de los enunciados conjeturasioe$ estu-
diantes. El contexto de la justificacion en el aula de clase.

20. La comprensiéon conceptual mejora el entendimientobajoade re-
solucion de problemas.

21. Cambios de registro y representaciones permiten com@renejor
lo que se conjetura. Por lo general se pasa de lo aritmétcged-
meétrico y viceversa.

22. Supuestos de casos hipotéticos.

23. Dado un conjunto de premisas donde ya se ha conjetuigregae o
quitar otra premisa y establecer razonamientos sobre ellas

24. Comprender la semantica de los enunciados: las defiegio

25. Comprender la sintaxis de los enunciados. La l6gicegatoms 16-
gicos y cuantificadores de los enunciados.

5.2. Cuestionario

Cuestionario

Todos los enunciados a continuacion fueron construidosuwmo pen-
sando en ser un poco pretencioso en algunos casos y en a@nsanplo en
promover en el estudiante una gran capacidad de abstraguigginacion
y creatividad.

= Si un tridngulo tiene como base un segmegén de minima lahgitu
una altura de longitud, conn un namero natural, como es el trian-
gulo?, qué puedes decir del nUmero de puntos interiores, gue
existen?, qué puedes decir del nimero de puntos frontega, gie
existen?.

Se busca con este enunciado que el estudiante estableatzricsy
des en las figuras geométricas y para este tiene que tenestuaia-e
gia de razonamiento inductivo.
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= Si un tridngulo tiene como base un segmegén de longitard+ b?,
— n
conmcda,b) =1y altura.W conn un natural, responde las
preguntas del punto anterior.

> A

= Considere la sucesion de poligonos siguieptees triagén isdsceles
y es poligono de minimo perimetro en el geoplagmopoligono de
minimo perimetro en el geoplano despuéspgeen generalp, es
poligono de minimo perimetro en el geoplano después,de Es
realmente ésta una sucesion en el sentido estricto, es sE@irque
para todo par de poligon@g y pj tales que son distintos y satisfacen
la condicion de ser el poligono de minimo perimetro en el igeap
después dey_1?
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= Siun poligono en el geoplano tiene perimetna@dnn natural es po-
sible establecer cudl seré el area maxima o minima de este@sVe
que aqui el estudiante esta enfrentado a aceptar causasauebu
da de posibles consecuencias, Cuales?, las que se puetian dier
tener como hipotesis, un poligono que tiene perimetro 4

12 ;

10

\ 4

= Siun poligono en el geoplano tiene arearfifaonn natural, es posi-
ble establecer cual sera el perimetro maximo o minimo d& &kte-
vamente, se proponen causas en busqueda de posibles entiasu
en este caso fijando el area de un poligono que es considexado v

ble.



40 CAPITULO 5. ESTRATEGIAS PARA FORMULAR PREGUNTAS

12 1

10 1

R
>

-2

2 4 6 ! M0 12

= Cudl o cuales son los poligonos regulares en el geoplano?

Esta pregunta puede o mejor, es un muy buen problema de inves-
tigacion, genera demasiada incertidumbre para cualgo@etéanico

de la educacién matematica, dar una respuesta argumentxsia y

es lo que se busca, que las preguntas en determinado moraeanto s
altamente intrigantes y poco domesticadas.

4
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Si un triangulo en el geoplano es isGsceles y tiene areagijaieo?

En esta pregunta y otras que vienen, esta presente no séia-una
quietud, sino que tiene un trasfondo inimaginable, dadq lquim-
vestigacion en matematicas a lo largo de la historia se lruptado
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por la existencia y por la unicidad de los objetos matematige en
el camino de la teorizacion se han ido encontrando. Sorprpod
ejemplo que los numeros reales como estructura de campoaatole
completo sea Unica, éste y muchisimos objetos de las matesat
tienen esta connotacion y es por esto que se hace imporizates)
estudiantes en su formacién académica basica vayan enfderse
a cuestiones que la ldgica nos propone. Sin ellas no se daias4
tructura rigurosa a las matematicas.

= Siun triabasico isdsceles tiene area fija es Gnico?

= Siun seudotriagén isosceles tiene érea fija es unico?

Se tiene que estar obligado a disfrutar de los ultimos eadosio
preguntas Si un triangulo en el geoplano es isdsceles ydieadija,
es unico?, Si un triabasico isdsceles tiene area fija es TN un
seudotriagén isOsceles tiene area fija es Unico? Es unansecde
preguntas que dan a conocer que la construccion de objetda-y r
ciones matematicas, se enriguecen cuando se pasa corgimesuhe
generalidades a restricciones y viceversa. Increible no!

= SeaQ un poligono convexo en el geoplano, £siempre se puede des-
componer en la union de paralelogramos?

Un hecho que representa un triunfo para el docente, es qu&un e
diante tenga una argumentacioén de la falsedad de un enortada
simple presentacion de un contraejemplo, esto significaréase ha
internalizado la idea de que para destruir una proposicetematica
que incluye un cuantificador universal, basta con la exposide la
existencia de un solo caso para asi poder decidir valoresrdad.

= Considere la sucesion de poligonos definida psies cusdrado de
lado v/2 (poligono de mayor area inscribible en un circulo de radio
1), p2 es poligono de mayor area inscribible en un circulo de radio 2
en generalp, es poligono de mayor area inscribible en un circulo de
radion. puedo obtener alguna generalizacion?

Las proposiciones con altisimo grado de fiabilidad en maieas
son aquellas en las que encontramos en realidad, dos propes
condicionales que la integran, mas precisamente, un dohbtliao-
nal, dado que en muchas ocasiones es bien complicado earcdatr
proposiciones de tal tipo, se invita al lector a deleitacs€la siguien-
tes tres preguntas.

= En el geoplano, ser triagén isosceles implica ser triaggamgulo?
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En el geoplano ser triagén rectangulo implica ser triagéscesles?

Que interesante! estamos en un contexto de las matematicgls e
que se es rectangulo si y solamente si se es is0sceles. Gaumpr
tarse Sin ser triagén, es posible ser rectangulo e isOsalehesmo
tiempo? Es decir, es Unico un tal triangulo? Si no es Uniammun-

to de tales triangulos es finito o infinito? Al lector que nopsenda
lo anterior, ha perdido la incertidumbre y esta familiadizaon los
conocimientos domesticados y con las preguntas cerradas.

El objetivo con las preguntas siguientes es que el lectoaga Yaler
de la siguiente y no trivial estrategia: Si hay un conjuntcobge-
tos matematicos que satisfacen una restriccion cualquatances
el conjunto de los objetos matematicos que no solo satisflece
estriccion anterior”, sino por lo menos una restricciéon ,neégsun
subconjunto del conjunto inicial.

Lo importante aqui es que el estudiante en el proceso detamarje
y proponer definiciones tenga claro que cuando pone rasimniec
conjuntos de objetos, estos conjuntos empiecen a teneega her-
moso de inclusiones. En este sentido se esta preparandodibese
a enfrentar conceptualizaciones tan elaboradas que hemnten) por
ejemplo los nimeros realés

Todo triagén es triabasico

Todo triabasico es triagén.

Todo seudotriagén es triabasico.

Todo triabasico es seudotriagén.

Todo triabasico y seudotriagén es triagén.

Todo triagén es triabasio y seudotriagén.

2Recuerde que si se pone a un niimero real la restriccion Bel@amos decimal pe-
riodico, entonces engendramos dos nuevos subconjuntter aagionales e irracionales.
Y si a estos conjuntos se ponen nuevas restricciones, eragi&mdos nuevos subconjun-
tos, por ejemplo: la restriccion de ser inductivo, més aldelaer la interseccion de todos
los conjuntos inductivos, la restriccion de satisfacereruacion algebraica de coeficien-
tes enteros, mas aun la restriccion de ser cero de un polindegrado 2, entre muchas

otras.

Nos llevarian a engendrar subconjuntos como: Euatmge los niUmeros enteros,

de los naturales, de los algebraicos, de los construiblaschas otros.

Es por esto que familiarizar al estudiante con formas denaazasi, es decir, siendo
consiente de Como se genera una inclusion? Y con esto el padevalidar proposiciones
que son implicaciones que surgen en las contenciones
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= EXiste un triagén que no sea triabasico ni seudotriagén.

= EXiste un triabasico que no es triagén.

= EXxiste un triabasico y seudotriagén que no sea triagén.

= Todo triangulo isésceles que no sea triagén, es triabasico.

= Todo triangulo isésceles que no sea triabasico, es triagén.

= Todo triangulo is6sceles que no sea seudotriagén, esrriagé
= Todo triangulo isésceles que no sea triagén, es seudatriagé
= Todo triangulo is6sceles que no sea seudotriagén, esditaba
= Todo triangulo is6sceles que no sea triabasico, es seagétri
= Todo paralelogramo es la unién de dos triabasicos.

= Todo paralelogramo es la union de dos seudotriagén.

= EXxiste un paralelogramo que no se pueda descomponer endia uni
de dos triageén.

= Existe un paralelogramo que no se pueda descomponer endia uni
de dos seudotriagén.

= EXxiste un paralelogramo que no se pueda descomponer endia uni
de dos triabasico.

= Todo cuadrado en el geoplano tiene un nimero cuadrado etdero
puntos interiores.

= Todo triangulo en el geoplano es diferente del triangulal&tgro.

= Todo paralelogramo en el geoplano tiene un nimero par degunt
interiores.

= Todo paralelogramo en el geoplano tiene un nimero par degunt
frontera.

= Todo par de segmegén paralelos son congruentes.
= Todo par de segmegén congruentes son paralelos.

= Todo trapecio isosceles en el geoplano tiene puntos frdistintos
de los veértices.
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= Existe un trapecio isosceles en el geoplano con un namerdepar
puntos frontera.

= Existe un trapecio isosceles en el geoplano con un namerdepar
puntos interiores.

= Todo cuadrado en el geoplano, tiene un nimero cuadradmetder
puntos frontera distintos de los vértices.

= Todo cuadrado con un nimero par de puntos en la frontera, tien
namero cuadrado impar de puntos interiores.

= Todo cuadrado con un numero impar de puntos en la fronters ti
un numero cuadrado par de puntos interiores.

= Todo trapecio isésceles en el geoplano, tiene la propiedayud la
magnitud de una cualquiera de sus bases es un multiplo ah¢ero
21/2.

= Existe un rombo en el geoplano que tiene un niumero par de $unto
interiores.

= Existe un rombo en el geoplano sin ser este cuadrado queurene
namero par de puntos interiores.

= Existe un rombo en el geoplano con cuatro puntos fronterdiene
un nimero par de puntos interiores.

= Todo rectangulo en el geoplano tiene perimetro que se pupdesar
como un multiplo par deqrta + b? conay b primos relativos.

= Todo rectangulo en el geoplano tiene un nimero de puntasirds
que se deja descomponer en la suma de a lo sumo dos cuadrados.

= Todo rectangulo en el geoplano tiene un niumero de puntasards
que se deja descomponer en la suma de a lo sumo tres cuadrados.

= Todo rectangulo en el geoplano con perimetro un multiplererde
21/2 tiene un numero de puntos interiores que se deja desc@np
en la suma de a lo sumo dos cuadrados.

= Todo rectangulo en el geoplano con perimetro un multiplererde
(a2+b2)1/2 con a y b primos relativos tiene un namero de punto
interiores que se deja descomponer en la suma de a lo sumaatos ¢
drados.
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= Para todo rectangulo en el geoplano, con las condicionex&mtas
en el punto anterior, el multiplo escalar del que se hablaed al
namero de puntos frontera menos cuatro.

= Ningun trapecio en el geoplano puede descomponerse erdia dei
dos triabasicos.

= Ningun trapecio isésceles en el geoplano puede descongmoeeia
union de dos triabasicos.

= Ningun trapecio en el geoplano puede descomponerse e deai
dos seudotriagén.

= Ningun trapecio isésceles en el geoplano puede descongmoeeita
union de dos triabasicos.

= Algunos trapecios en el geoplano pueden descomponerseigidia
de un triab4sico y un seudotriagén.

= Algunos trapecios isésceles en el geoplano pueden descoenseo
en la unién de un triabasico y un seudotriagén.

= EXiste un trapecio isdsceles en el geoplano puede desc@mgaoen
la unién de dos triabasicos.

= EXiste un trapecio isosceles en el geoplano puede desc@ngaoen
la unién de dos seudotriagén.

= EXiste un trapecio isdsceles en el geoplano puede desc@mgeoen
la unién de dos triabasicos.

= EXiste un trapecio isosceles en el geoplano puede desc@ngaoen
la unién de dos triagén.

= Todo poligono se puede cubrir con un conjunto de triagens guree
por lo menos dos de éstos son congruentes.

= Todo poligono se puede cubrir con un conjunto de triagens cunee
por lo menos uno de éstos es isosceles.

= Todo poligono se puede cubrir con un conjunto de triagens guree
por lo menos uno de éstos es triangulo rectangulo.

= Todo poligono se puede cubrir con un conjunto de triagens gunee
todos éstos son congruentes.



46 CAPITULO 5. ESTRATEGIAS PARA FORMULAR PREGUNTAS

= Todo poligono se puede cubrir con un conjunto de triagens$ gunee
todos éstos son isosceles.

= Todo poligono se puede cubrir con un conjunto de triagens guree
todos éstos son triangulos rectangulos.

= Algun poligono se puede cubrir con un conjunto de triagered gue
por lo menos uno de éstos es isosceles.

= Algun poligono se puede cubrir con un conjunto de triageres gne
por lo menos uno de éstos es triangulo rectangulo.

= Algun poligono se puede cubrir con un conjunto de triageres gne
todos éstos son congruentes.

= Algun poligono se puede cubrir con un conjunto de triagered gue
todos éstos son isosceles.

= Algun poligono se puede cubrir con un conjunto de triageres gne
todos éstos son triangulos rectangulos.

= Existe un anico Triabasico rectangulo falso.

= Toda recta del plano cartesiano contiene puntos del gemplan

= Toda recta del plano cartesiano contiene un solo punto dglaeo.
= Toda recta del plano cartesiano contiene dos puntos delayenp

= EXxiste una recta en el plano cartesiano que no contiene $deto
geoplano.

= Existe unarecta en el plano cartesiano que contiene un goto del
geoplano.

= EXxiste una recta en el plano cartesiano que contiene dosgdet
geoplano.

= EXxiste una recta en el plano cartesiano que contiene solputdes
del geoplano.

= Qué tipo de segmento es la mediana (relativa a cualquiey tkdon
seudotriagén?

= Qué tipo de segmento es la mediana (relativa a cualquiey tkdon
Triabasico?



5.2. CUESTIONARIO a7

= En el enunciado anterior £qué modificacion harias?
= Es necesario darle un nombre al lado no segmegén de un icabas

= Qué tipo de segmento es la mediana (relativa a cualquie) thedon
triagén? £le puedes dar un nombre?

= Qué tipo de segmento es la altura (relativa a cualquier ldda)n
seudotriagén?

= Si ningun punto interior de dicha altura es punto del geaplahpie
de dicha altura no es un punto del geoplano?

= Qué tipo de segmento es la altura (relativa a cualquier ldda)n
Triabasico?

= Si la altura es la relativa a el lado no segmegén, esta alema t
magnitud menor a igual a la del segmegén de menor magnitud que
pueda existir?

= Qué tipo de segmento es la altura (relativa a cualquier ldda)n
triagén? £le puedes dar un nombre?

= Segun el enunciado anterior, £¢el pie de dicha altura nunaa psnto
del geoplano?
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Capitulo 6

Metodologia

6.1. Metodologia

La metodologia de investigacidon que mas se ajusta a este
trabajo es la metodologia de investigacion del método de ca-
sos, dado que solo fue intervenida parte de la unidad didacti
ca y ademas siendo consecuentes con los objetivos deldrabaj
no se pretende sacar conclusiones extraordinarias de una in
tervencion, sino que se pretende dotar de un marco con¢eptua
algunas de las actividades que se puedan desarrollar ceo-el g
plano y crear unas preguntas para el estudiante a partisde la
estrategias ya mencionadas y del marco tedrico proporciona
do por Imre Lakatos en Pruebas y refutaciones, la l6gica del
descubrimiento matemaético.

La informacion existente sobre la utilizacion del método
de estudio de caso en investigacion cientifica y sobre lagorm
como debe realizarse el andlisis inductivo de datos ctialita
VoS es bastante escasa. Ademas, el método de estudio de caso
ha sido muy cuestionado por algunos autores (Stoeker, 1991,
Venkatraman y Grant 1986, Rouse y Daellenbach, 1999; Bo-
wer y Wiersema, 1999), quienes consideran que su prestigio
es bajo, que no suele considerarse como una buena estrategia
para realizar investigacion cientifica, y que el método tie-es
dio de caso presenta problemas de fiabilidad y validez, debid
a lo cual en la investigacion empirica se utilizan basicdmen
métodos cuantitativos.

De esta manera, la mayoria de investigadores que usan el
método de estudio de caso lo hacen bajo incertidumbre. Posi-
blemente, debido a la poca importancia que se le ha dado en
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algunos textos relacionados con el tema. No obstante, el mé-
todo de estudio de caso es una herramienta valiosa de mvesti
gacion, y su mayor fortaleza radica en que a través del mismo
se mide y registra la conducta de las personas involucradas e
el fenomeno estudiado, mientras que los métodos cuaviisati
sélo se centran en informacion verbal obtenida a través-de en
cuestas por cuestionarios (Yin, 1989). Ademas, en el método
de estudio de caso los datos pueden ser obtenidos desde una
variedad de fuentes, tanto cualitativas como cuantitsities-
to es, documentos, registros de archivos, entrevistastase
observacion directa, observacion de los participantesta-in
laciones u objetos fisicos (Chetty, 1996). Por otra parie, Y
(1994, citado en Chetty (1996) argumenta que el método de
estudio de caso ha sido una forma esencial de investigacion e
las ciencias sociales y en la direccién de empresas, asieéomo
las areas de educacion, politicas de la juventud y desadell
la nifiez, estudios de familias, negocios internacionaesa-
rrollo tecnolégico e investigaciones sobre problemasatesi

De manera similar, Chetty (1996) indica que tradicional-
mente el estudio de caso fue considerado apropiado sélo para
las investigaciones exploratorias. Respecto a su prapdas
investigaciones realizadas a través del método de estedio d
caso pueden ser: descriptivas, si lo que se pretende esitdent
car y describir los distintos factores que ejercen influeeci
el fendbmeno estudiado, y exploratorias, si a través de las mi
mas se pretende conseguir un acercamiento entre las teorias
inscritas en el marco teorico y la realidad objeto de estudio
Yin (1989:23) considera el método de estudio de caso apropia
do para temas que se consideran practicamente nuevosypues e
su opinion, lainvestigacion empirica tiene los siguierdsgos
distintivos:

= Examina o indaga sobre un fenOmeno contemporaneo en
su entorno real

= Las fronteras entre el fendbmeno y su contexto no son cla-
ramente evidentes

= Se utilizan multiples fuentes de datos, y

= Puede estudiarse tanto un caso Unico como multiples ca-
SOs.

La intervencion fue hecha a dos estudiantes de grado no-
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veno de la Institucion Educativa Fe y Alegria Luis Amigo: Yo-
natan Ferney Duque Giraldo y Brian Steven Echavarria.

A partir de los resultados obtenidos en la prueba diagnos-
tica se nota que Brian tiene una vaga nocion de el sistema de
coordenadas cartesianas, identifica linea horizontal tycaer
(no como ejes coordenados) por su parte Yonatan no solo iden-
tifica dos lineas sino que es consciente de coordinar incluso
con numeros negativos estas lineas (que no cataloga ni de ho-
rizontal, ni de vertical, ni de perpendiculares).

Ambos estudiantes coinciden en que para ubicar un pun-
to en el plano es necesario: cuando es positivo a la derecha y
cuando es negativo a la izquierda".

En el momento en que se pide calcular la distancia entre
dos puntos ambos estudiantes dicen no saber resolverdajtare
bajo la presentacion de una estrategia para resolver depnab
no la toman en cuenta.

De otro lado para calcular el area de figuras planas co-
mo: rectangulo, cuadrado, triangulo y paralelogramo, inace
conteo de cuadriculas contenidas en el poligono cuando éste
es relativamente sencillo, pero cuando es necesario aaleul
distancia entre dos puntos bajo la falencia ya calculadaeno s
puede concluir la tarea.

A partir de todos los aspectos anteriores se puede concluir
que los estudiantes intervenidos ni siquieratienen la etemnp
cia que queremos reemplazar (la de memorizaciéon de férmu-
las), es un punto de partida que presenta una minima ventaja
en el sentido que se quiere construir una herramientas de no
memorizacion de formulas.

Durante el trabajo con el geoplano fisico se experimento la
necesidad de trabajar con un geoplano en el que no se presen-
tard la gran dificultad de no poder saber si una banda elastica
pasa o no por un determinado pivote después de formado un
poligono (esto se debe a la mala fabricacion del instrumento
en cuestion o mas precisamente al grosor de las bandas elasti
cas en un tamafio muy pequeiio del geoplano). Es por esto que
se sintio la necesidad, sobre todo para trabajar los cargept
de punto interior, punto frontera y punto exterior, de mdtiel
software Geogebra Unica y exclusivamente para utilizaeta h
rramienta "zoom"(consistente en ampliar el tamafio de la figu
ra) para determinar si un punto era o no punto interior, &ant
0 exterior.
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Inicialmente se calculo el area de triangulos relativament
simples (en cuanto al tamafio), para éste caso se verifico que
la relacidon de Pick era valida, para dar paso a poligonos rela
tivamente mas complejos utilizando la estrategia de diedi
triangulos y verificando que la regla de Pick también se puede
emplear para éste tipo de poligonos.

En cuanto a la actividad propuesta que se ha titulado cal-
culemos el area de nuestro territorio nacional"se ha najado
para dicho calculo utilizando la teoria fue necesario feeeu
temente recordar la nocién de punto frontera (en el sentdo d
gue para llevar a cabo el calculo propuesto, no sélo es nece-
sario saber definir un punto frontera sino mas precisamente s
un punto del geoplano es o no punto frontera de un poligono).
Por todo lo demas, el calculo del area fue exitoso (recomand
gue la escala utilizada fue ficticia, puesto que el énfaalsera
sobre los contenidos mateméticos, ademas, no fueron esnsid
radas las islas del territorio nacional de Colombia)
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Area de nuestro territorio
nacional

Se quiere integrar a este trabajo una pequefia intervenaos astu-
diantes de grado noveno del colegio Fé y alegria Luis Amigéo jgon
una orientacion un tanto significativa. Aunque se puede @ddramn en los
conceptos propiamente formales del geoplano y no hablaasiaglica-
ciones, se ha querido que los estudiantes enfrenten urepraldbastante
significativo y relacionado con las ciencias sociales y estel de calcular
el &rea del territorio nacional de Colombia utilizando larta construida
hasta ahora sobre el geoplano.

Este mapa con cuadriculas, permite determinar un poligo@aowpdele
de alguna manera la frontera del mapa de Colombia, con laagoéndle
que los vértices de dicho poligono deben ser puntos del gieogpuntos
determinados por los vértices de las cuadriculas). Im@ate pueden ser
poligonos que incluyan incluso territorio extra.
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Capitulo 8

Conclusiones

Orientar la construccion de preguntas que potencien lactguh de
conjeturar, desde un conjunto de estrategias bien defjmpdasite que los
cuestionarios no se conviertan en simples especulaciopasgn a direc-
cionar las ideas en busca de una consistencia logica, er l@gjenuncia-
dos van secuencialmente bien articulados.

La inclusién de un marco conceptual para conjeturar conaglgao es
el inicio de un proceso de formulacién de proposicionegradtae atracti-
vas que permite establecer relaciones con enunciados @etaefria eu-
clidiana, mas precisamente, enunciados falsos en geaneeiiidiana, se
convierten en enunciados verdaderos bajo el marco coratqpapuesto
para el geoplano (con las modificaciones pertinentes), éopguece muy
lejos de la educacién matematica! pero no es asi, dado qleepetemati-
ca escolar escasean contrastes de dicho tipo y toda la ¢ésqufasentada a
los estudiantes como una estructura acabada e inmodifmpadleo genera
espacios de incertidumbre.

A partir de la lectura hecha del texto Pruebas y Refutacidres$ 6-
gica del descubrimiento matematico de Imre Lakatos, ncesdémninguna
manera recordar lo expuesto en su teoria: El método de uoagey refu-
taciones constituyen un patréon heuristico muy general eltubrimiento
matematico. Con todo, al parecer sélo fue descubierto eaflos 1840,
e incluso hoy dia les parece paraddjico a muchas personalsn&#ge, en
ningun sitio se reconoce plenamente.

Como consecuencia del trabajo realizado se concluye qpedbkemas
gue se le presentan a un estudiante no deben ser sélo de éodd&tual,
también se puede partir de un problema supuesto iniciagoento tedrico
y mirar luego sus aplicaciones al contexto. Esto ultimo geraenta por-
que el problema propuesto al estudiante fue formalizar nna®nes del
geoplano, que desembocaron en poder calcular el area deitoritecon
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relativa aproximacion. (Recordemos que la version masatzhasta hoy
sobre la mecéanica del universo la presenta la teoria gaeteelalelatividad,

la cual tiene como uno de sus fundamentos a la teoria de lasef¢as no

euclidianas y en principio éstas surgen desde un contexaoaunte formal

y muy alejadas de la realidad siendo hoy las que describepregision la

realidad).
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