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RESUMEN

El presente trabajo de investigacion es de corte cualitativo, en €l se emplea el
método de andlisis documental, y se estudian algunos de los aportes
investigativos realizados en Francia, Italia, Alemania, Espafia, Japon, Estados
Unidos, México, Brasil y Colombia en torno a los contextos de descubrimiento y

justificacion en clase de mateméticas.

Se presenta un estudio de las definiciones y categorias propuestas en cada pais
sobre el razonamiento empleado por los estudiantes; realizdndose
interpretaciones sobre los aportes de las investigaciones en cuanto al estudiante y
al desarrollo de los procesos de conjetura, prueba, demostracion y refutacion; al
docente en los contextos implicitos en la ensefianza de estos; y la geometria como
objeto de conocimiento propicio para el desarrollo de la argumentacion y de los

procesos de conjetura, prueba, demostracion y refutacion.

Nota: Se sugiere al lector que para una mejor interpretacion de esta Investigacion

documental, ésta sea leida a la par de los anexos.

Palabras clave: Investigacion Documental, Razonamiento, Argumentacion,

Descubrimiento, Justificacion.
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ABSTRACT

This research work is a qualitative approach; it uses a methodology of
documentary analysis, and discusses some of the investigative contributions made
in France, ltaly, Germany, Spain, Japan, USA, Mexico, Brazil and Colombia
around to the contexts of discovery and justification in math class.

A study of definitions and categories proposed in each country on the reasoning
used by students, carried out interpretations of the research contributions
regarding the student and the development of the processes of conjecture, test,
demonstration and refutation, the teacher in the contexts involved in teaching these
and geometry as the object of knowledge conducive to argumentation and the

processes of conjecture, test, demonstration and refutation.

Note: We suggest the reader to a better understanding of this theoretical

investigation; it is read in the two Annexes.

Key words: Documentary Research, Reasoning, Argumentation, Discovery,

Justification.
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INTRODUCCION

En las dltimas décadas en el escenario de investigacion en Educacion Matematica
autores como: Lakatos, Balacheff, Boero, Reiss, Gutiérrez, Sekiguchi, Herbst,
Larios, Healy, Samper y Durango han investigado acerca de los procesos de
enseflanza y de aprendizaje en los contextos de descubrimiento y justificacion en
clase de matematicas, considerandolos determinantes en la comprension y

construccion de la matematica como ciencia formal.

Luego de realizar una intervencion con los estudiantes de octavo a undécimo
grado del Instituto Tecnolégico Metropolitano de Medellin (ITM); a partir de un
trabajo experimental® en el que se indag6 sobre los errores relevantes al momento
de resolver y justificar situaciones con numeros enteros, y en el que se evidencio
gque pocos de los estudiantes elaboraban procesos de conjetura y prueba frente a
las proposiciones matematicas presentadas; surgié entonces la necesidad inicial
de reconocer las disposiciones del Ministerio de Educacion Nacional (MEN) en
referencia los contextos de descubrimiento y justificacion, a través de los
Lineamientos Curriculares de Matematicas (1998) y los Estandares Basicos de
Competencias (2006). Se encontré que aunque desde ambas perspectivas
tedricas estos procesos y contextos son importantes en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, en tales publicaciones no se abordan

ampliamente, y s6lo se proponen desde la resolucién de problemas y desde el

! Para conocer este trabajo ver memorias Asocolme 2008.
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razonamiento matematico, pero no se evidencia claramente una propuesta para

llevarlos al aula de clase.

Es por ello que surge la motivacion por conocer algunas de las investigaciones
existentes en el mundo sobre los procesos de conjetura, prueba, demostracion y
refutacion en Educacidon Matematica. Para esto se realizO una busqueda de
fuentes especializadas, como lo son las bibliotecas, las hemerotecas y algunos
referentes electronicos como las bases de datos y las revistas electrénicas. A
partir de la indagacion inicial, se realizO una seleccibn de los autores
representativos en esta linea de investigacion, con lo cual se establecieron rutas
de busqueda que llevaron a la seleccion de otros autores, y a la posterior
clasificacion segun sus paises de origen.

Gracias al contacto electronico (mediante comunicaciones personales que en la
mayoria de los casos) que se logré establecer con los autores estudiados, ha sido
posible recibir sugerencias en cuanto a las producciones y paradigmas
investigativos, las escuelas de investigacion y los proyectos que se destacan en el
campo de la Investigacion Cualitativa en los contextos de descubrimiento y

justificacion en clase de mateméticas.

Para el desarrollo de la investigacién, se emplea el enfoque Cualitativo, y el
método de Investigacion Documental. Las discusiones grupales que tienen lugar
en los diferentes espacios de conceptualizacién® han servido para reconocer
algunas de las propuestas investigativas que se gestan en nueve paises en torno
al descubrimiento y la justificacion en Educacién Matematica: Francia, Italia,
Alemania y Espafia en el contexto europeo; Japdn como un acercamiento al
contexto asiatico, en el escenario americano Estados Unidos, México, Brasil y

Colombia.

% La Facultad de Educacion de la Universidad de Antioquia concibe los espacios de conceptualizacién como los diferentes
escenarios educativos en los cuales se abordan conceptos propios de cada programa de formacion.
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El reconocimiento, la caracterizacion, el analisis y la interpretacién de algunos
aportes en Educacion Matematica desde las conjeturas, las pruebas, las
demostraciones y las refutaciones, se han realizado teniendo en cuenta las
metodologias empleadas en las investigaciones objeto de estudio, sus constructos
tedricos y las estrategias de intervencion en el aula, considerando particularmente

para esta investigacion:

e El estudiante en la construccién de conjeturas, pruebas, demostraciones y
refutaciones: tipo de razonamiento, niveles, esquemas y fases.?

e El docente en las conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones:
formacion, instruccidn y contextos de aprendizaje.

e El objeto de conocimiento propicio para la construccion de conjeturas,

pruebas, demostraciones y refutaciones en los estudiantes.

En su conjunto la Investigacion Documental presentada expone algunos de los
aportes desarrollados en los nueve paises, exponiéndose de manera rigurosa y
sistematica los diferentes trabajos desarrollados por los investigadores abordados
y dejandose una invitacién a los docentes a profundizar mediante la investigacion
en el aula de los procesos de ensefianza y de aprendizaje en los contextos de

descubrimiento y justificacion matematica.

En el esquema 1 se presentan los capitulos que hacen parte de esta

Investigacion:

% El razonamiento empleado por el estudiante en la construccion de pruebas y conjeturas es categorizado y/o jerarquizado
por los investigadores abordados, para ello, algunos hablan de niveles, con lo cual clasifican el tipo de razonamiento segin
su grado de formalidad; otros en cambio hablan de fases al describir las etapas que presenta el estudiante cuando se
enfrenta a situaciones de prueba y conjetura; también se caracteriza el tipo de razonamiento proponiendo esquemas en los
cuales se describen las acciones que realiza el estudiante en la construccion de pruebas y conjeturas.

15



CAPITULO 4

CAPITULO 2

«EL PROBLEMA ) )
DE *METODOLOGIA *ANALISIS
INVESTIGACION DE LA DOCUMENTAL [ + CONCLUSIONES ]
- INVESTIGACION -
CAPITULO 1 CAPITULO 3

Esquema 1. Capitulos de la Investigacion.

El primer capitulo plantea los antecedentes del problema de investigacion, el

objetivo y la formulacion de la pregunta de investigacion.

El segundo capitulo expone el enfoque y la metodologia empleados para el

disefio de la investigacion.

El tercer capitulo desarrolla el Analisis Documental producto de la interpretacion
y el analisis; presentandose el informe de las investigaciones de los nueve paises

seleccionados.

El cuarto capitulo expone las conclusiones de la investigacion direccionadas
desde el objetivo, el problema de investigacion y el analisis documental realizado,

dejando preguntas planteadas para futuras investigaciones.

Se presentan las referencias bibliograficas que incluyen los textos citados y la
bibliografia que incluye las referencias adicionalmente de otros textos leidos para
quienes quieran ampliar y profundizar sobre las investigaciones realizadas en

cuanto al descubrimiento y la justificaciébn en Educacién Matematica.

Finalmente, se presenta un CD con los anexos, los cuales incluyen otros

elementos que hacen parte de la investigacion.
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CAPITULO 1

1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 ANTECEDENTES

La eleccion de la linea de investigacion en torno a los procesos de conjetura,
prueba, demostracién y refutacion, surgié luego de efectuar la practica pedagdgica
en el ITM; donde se realizd un trabajo experimental de intervencién diagndstica
para examinar los errores y dificultades que presentan los estudiantes de 8° a 11°
cuando se enfrentan a situaciones matematicas en las que debe descubrir,

justificar y argumentar.

Tras esta intervencion se detectd que los estudiantes presentan dificultades en el
desarrollo de las situaciones mateméticas, evidenciando que en su mayoria ellos
replican lo ensefiado por el docente sin ser conscientes de los procesos que llevan

a cabo; mostrando asi un bajo nivel en la comprension y elaboracion de pruebas.

Tratando de ofrecer a los investigadores, docentes y estudiantes herramientas
para superar estas dificultades, se recurre a la busqueda de los documentos

legales impartidos por el MEN y sus aportes conceptuales en esta linea.

1.1.1 Lineamientos Curriculares de Matematicas

El razonamiento matematico es abordado en Colombia por parte del MEN, en los

Lineamientos Curriculares para el area de Matematicas (1998) y en los Estandares
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Basicos de Competencias (2006), incorporandolo como componente clave en la
resolucion de problemas y como un proceso que consiste en “ordenar las ideas en la
mente hasta llegar a una conclusiéon” (MEN. Lineamientos Curriculares Matematicas,
1998, p. 77). Se plantean elementos para la conceptualizacién del razonamiento
como un eje articulador que debe tenerse en cuenta en el desarrollo de los cinco
pensamientos, pero no se plantea como los estudiantes desarrollan los procesos
de conjetura, prueba, demostracién y refutacion, ni se explicitan elementos de los

que el docente pueda valerse para orientar estos procesos al interior del aula.

Desde el MEN en los Lineamientos Curriculares de Matematicas (1998), razonar

en mateméticas tiene que ver con:

o Dar cuenta del como y del por qué de los procesos que se siguen
para llegar a conclusiones.

o Justificar las estrategias y procedimientos propuestos en accion en
el tratamiento de problemas.

o Formular hipétesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar
contraejemplos, usar hechos conocidos, propiedades y relaciones para
explicar otros hechos.

o Encontrar patrones y expresarlos matematicamente.

o Utilizar argumentos propios para exponer ideas, comprendiendo que
mas matematicas, mas que una memorizacion de reglas y algoritmos, son

l6gicas y potencian la capacidad de pensar. (p. 77)

Igualmente se menciona que el razonamiento depende de la edad y del nivel de
desarrollo del estudiante, asi, en los primeros grados los estudiantes razonan de
manera intuitiva y en los ultimos grados de su escolaridad alcanza niveles mas
elaborados. Se plantea como base de una estructura curricular adecuada para el
desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes cinco procesos

generales "el razonamiento; la resolucion y planteamiento de problemas; la
comunicacion; la modelacién y la elaboracién, comparacion y ejercitacion de

procedimientos". (MEN. Lineamientos Curriculares Matematicas, 1998, p. 35),

18



dejando ver asi el razonamiento como eje que debe articularse y aparecer en las

actividades matematicas de los estudiantes.

1.1.2 Estandares Béasicos de Competencias

Los Estandares Béasicos de Competencias (MEN, 2006), son explicitos en plantear
la necesidad de “usar la argumentacién, la prueba y la refutacion, el ejemplo y el
contraejemplo, como medios para validar y rechazar conjeturas y avanzar en el camino a
la demostracion” (p. 51); sin embargo, a la hora de plasmar esto en los items que se
deben desarrollar en cada pensamiento y grado, se observa que se le da prioridad
a la justificacién y en algunos casos a la conjetura, privilegiando el desarrollo del
razonamiento inductivo, pero procesos como la validacion, la refutacion y la

demostracion no son tenidos en cuenta.

Buscando ofrecer herramientas en la formacién de los docentes colombianos en
los procesos de ensefianza y aprendizaje del descubrimiento y la justificacion en
clase de mateméaticas y dada la poca conceptualizacion de estos contextos
presentada por el MEN, surge el interés por reconocer cémo han sido incluidos
estos procesos en los curriculos de diferentes paises, por lo que se analizan
algunos investigadores que a nivel internacional han indagado por los procesos de
argumentar, conjeturar, probar, demostrar y refutar como ejes en el desarrollo del

razonamiento matematico.

Para dar comienzo a esta busqueda se procede a realizar la lectura de dos
investigadores referentes en la linea de conjeturas, pruebas, demostraciones y
refutaciones matematicas y de ensefianza y aprendizaje de los mismos. Los textos
leidos fueron “Pruebas y refutaciones: La logica del descubrimiento matematico”
de Imre Lakatos (1978) y “Procesos de prueba en los alumnos de matematicas” de
Nicolas Balacheff (2000).

19



1.1.3 Pruebas y refutaciones: La l6gica del descubrimiento matemético. Imre

Lakatos.

En el texto, Imre Lakatos plantea la dialéctica de las pruebas y las refutaciones,
mostrando los niveles de razonamiento, tipos de conjeturas, tipos de pruebas,

tipos de refutaciones y estrategias para conjeturar, probar y refutar.

Pruebas y refutaciones es un libro matematico, filoséfico, histérico, politico y
sociologico. En él se muestra una historia exclusivamente interna de las
mateméticas, que pretende una reconstruccion racional del proceso de conjeturas,

pruebas y refutaciones.

La historia que Lakatos presenta en su obra, no es una narracion ni un analisis
estructural sino un dialogo teatral, representado en este caso por un docente y sus
estudiantes; una clase mas bien aventajada, como reconoce el propio Lakatos,

gue son guienes escenifican en un tiempo limitado la discusion.

Lakatos (1978) realiza una critica severa al formalismo basado en el deductivismo,
por su inadecuacibn como modelo explicativo de la génesis del conocimiento.
Resalta el aspecto heuristico, centrado en la metodologia y no en la logica. Invita
al abandono de la exposicion de contenidos segun el rigido modelo teorema-
demostracién-corolario y preocuparse mas bien por la incesante mejora de las

conjeturas, la especulacion y la critica.

Segun Lakatos (1978), las matematicas “no se desarrollan mediante un monétono
aumento del ndmero de teoremas indubitablemente establecidos, sino mediante la
incesante mejora de las conjeturas, gracias a la especulacién y a la critica, siguiendo la

l6gica de pruebas y refutaciones” (p. 165).
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1.1.4 Procesos de prueba en los alumnos de matematicas. Nicolas Balacheff.

Esta investigacion fue realizada a mediados de los afios ochentas por Nicolas
Balacheff, en el contexto del sistema educativo francés, en ella se evidencian las
concepciones de los estudiantes acerca de la prueba en matematicas, en los
primeros afos de su aprendizaje. Se trata de una investigacién que hace parte de
un trabajo mas amplio en el que se estudian los problemas del aprendizaje y la
ensefanza de la demostracion. Su marco tedrico se elabor6 con base en la teoria
de situaciones didacticas en el sentido de Brousseau y en el modelo de Lakatos

sobre la dialéctica de las pruebas y las refutaciones.

El estudio experimental de los estudiantes en la situacion de resolucién de
problemas que se presenta en la investigacion, permitié poner en evidencia cinco
tipos principales de prueba: empiricismo ingenuo, experiencia crucial, ejemplo

genérico, experiencia mental y célculo sobre enunciados.

Se muestra que esta tipologia no es tanto una caracterizacion del "nivel légico" de
los estudiantes, sino de su "economia logica". Esta "economia légica" esta
determinada por la naturaleza de las interacciones sociales, el nivel de
incertidumbre que se reconoce como aceptable para la situaciéon, y el nivel de
elaboracién cognitivo o de lenguaje que se encuentra disponible para el problema

en cuestion.

1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En las ultimas décadas diferentes paises le han dado prioridad en sus curriculos al
razonamiento matematico incorporando en ellos situaciones de aprendizaje que
impliquen procesos de conjeturar, probar, demostrar y refutar desde los primeros
afos de escolaridad; pues al efectuar estos procesos sobre las posibles
soluciones de un determinado problema, el estudiante pone de manifiesto sus

construcciones conceptuales y procesos de razonamiento.
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Partiendo de la revision de los documentos del MEN, en los que se detectd que el
descubrimiento y la justificacion son poco abordados y conceptualizados a la

ensefianza y aprendizaje de los estudiantes en Colombia.

Se ha desarrollado la presente Investigacion Documental, dado el interés por
conocer diferentes investigaciones que aborden experimental y tedricamente las
conjeturas, las pruebas, las demostraciones y las refutaciones en el desarrollo del
razonamiento; asi como el desempefio del estudiante, el docente y el objeto de
conocimiento en el desarrollo de los procesos y en la construccion y validacion del

conocimiento matematico. Es por ello que se parte de la siguiente pregunta:

¢,Cuales son algunos de los aportes investigativos presentados en diferentes
paises en los contextos de descubrimiento y justificacion matematica
considerando al estudiante, al docente y al objeto de conocimiento en la linea de

conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones?

1.3 OBJETIVO DE LA INVESTIGACION

Analizar algunas investigaciones en torno a los procesos de conjetura, prueba,
demostracion y refutacion en Educacion Matematica, considerando al estudiante,

al docente y al objeto de conocimiento en los contextos de descubrimiento y

justificacion matematica.
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CAPITULO 2

2. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

2.1 ENFOQUE CUALITATIVO

El proceso de investigacion llevado a cabo en la construccion de este andlisis
parte del enfoque cualitativo, en tanto se pretende estudiar los aportes que
diferentes investigadores han presentado sobre los procesos de conjetura, prueba,
demostracién y refutacion en clase de matematicas, analizando el punto de vista
de los autores elegidos, en este sentido se enmarca en los parametros que
establecen Denzin & Lincoln (2000) cuando afirman que el objetivo de la
investigacion cualitativa es identificar la naturaleza de las realidades, su
estructura, aquella que da razén plena de su comportamiento, estudiando la
realidad en su contexto natural, tal y como sucede, intentando dar interpretacién a
los fenbmenos de acuerdo con los significados que tienen para las personas

implicadas.

2.2 INVESTIGACION DOCUMENTAL

El método para la busqueda y posterior analisis de la informacion se basa en la
Investigacion Documental, que segun Galeano (2004) es tenida en cuenta
dentro de la investigacion cualitativa no s6lo como técnica de recoleccion y
validacién de informacién, sino como una estrategia de investigacion que tiene

particularidades propias durante el disefio del proyecto.
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La investigacién documental es entendida como “la extraccién y representacion de los
conceptos relevantes de documentos mediante términos o0 sintagmas para Su

recuperacion potencial.” (Garcia, 1995, p. 1)

En la investigacion documental se realiza un estudio de desarrollo tedrico,
sistémico y objetivo; en el que a partir de la lectura, la sintesis de la informacion
producida por otros y del analisis critico se presentan nuevas teorias,
conceptualizaciones 0 modelos interpretativos originales con el sello del autor.
(Galeano, 2004)

2.2.1 Proceso Metodologico
Esta investigacion se desarroll6 tomando como base el esquema propuesto por

Galeano (2004) sobre el proceso metodoldgico de la Investigacion Documental; el

proceso es descrito en el esquema 2.

7
\
5 3 *Delimitacion del tema.
DISENO METODOLOGICO «Problema.
*Objetivo.
\_ W,
( ™
) «Seleccion de la informacion.
GESTION E . T . L,
IMPLEMENTACION Sls’fgmatlza0|qn de la |pforma0|on.
*Analisis de la informacion.
\ J
(
COMUNICACION DE +Informe Tedrico.
RESULTADOS *Socializacion y discusion.
\.

Esquema 2. Proceso metodoldgico de la Investigacion Documental. Galeano (2004)
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2.2.1.1 Disefio Metodolégico

En el disefio metodoldgico se delimita el tema y se define el problema y el objetivo.

El tema de investigacién hace referencia a s los contextos de descubrimiento y
justificacion, considerando los procesos de conjetura, prueba, demostracion y
refutacion, partiendo de la pregunta: ¢Cuales son algunos de los aportes
investigativos presentados en diferentes paises en los contextos de
descubrimiento y justificacibn matematica, considerando al estudiante, al docente
y al objeto de conocimiento en la linea de conjeturas, pruebas, demostraciones y

refutaciones?

DESCUBRIMIENTO JUSTIFICACION
|::> CONTEXTOS

= CONJETURA PRUEBA

:} PROCESOS

e REFUTACION ] -[ DEMOSTRACION ]

Esquema 3: Delimitacién del tema de la Investigacion Documental

El disefio de la investigacion “implica hacer una revision previa de estudios anteriores y
de literatura relacionada que permita establecer qué se ha dicho sobre el tema propuesto,

desde qué punto de vista y con qué resultados”. (Galeano 2004, p. 116)

La revision documental se realizd acudiendo a fuentes especializadas,
comenzando por la revista electrénica Lettre de la Preuve que es un medio

reconocido a nivel mundial en la linea de conjeturas, pruebas, demostraciones y
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refutaciones en Educacién Matemética, también se acudié a otras fuentes como
las actas del Research Paradigms on the Teaching and Learning of Proof?, a
algunas memorias de los trabajos presentados por los autores en el ICMI Study
19 conference: Proof and Proving in Mathematics Education, y en los
encuentros del International Group for the Psychology of Mathematics
Education (PME).

Para la revision se disefié un formato de registro, en el cual se sistematizé
informacion en cuanto a los autores elegidos, universidad a la que pertenece y su

correo electronico. (Ver anexo A)

2.2.1.2 Gestidon e implementacion

La gestion e implementacién requiere la blasqueda y la seleccion de la
informacion, éstas se realizan a partir del andlisis documental, lo cual exige el
rastreo de los documentos existentes. El investigador se enfrenta a la clasificacion

y el analisis de los documentos.

La documentacion es la materia prima de la Investigacion Documental. Segun

Erlandson 1993 ésta es entendida como:

La amplia gama de registros escritos y simbdlicos, asi como de cualquier
material y datos disponibles. Los documentos incluyen practicamente
cualquier cosa existente previa a y durante la investigacion: relatos
historicos o periodisticos, obras de arte, fotografias, memoranda, registros
de acreditacién, transcripciones de television, periddicos, folletos, agendas
y notas de reuniones, audio o videocintas, presupuestos, estados de

cuenta, apuntes de estudiantes o profesores, discursos. (p. 99)

* Se pueden consultar dichas memorias en la pagina web: http://www.tpp.umassd.edu/proofcolloquium07/
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La bibliografia ha sido reunida a partir del material publicado o inédito, articulos,
estudios criticos, libros, tesis; obtenida desde medios electrénicos o bibliotecas,
hemerotecas, tales como las bases de datos, las revistas y/o paginas web
especializadas, y del contacto directo a través de correo electronico con los

autores estudiados. (Ver anexo D)

Una vez recopilada y revisada la informacion, los documentos deben
sistematizarse y clasificarse; por tal se deben “registrar los datos en fichas

bibliogréficas y de contenido” (Galeano 2004, p. 120)

Las fichas bibliograficas constan de la siguiente estructura: Autor, titulo, lugar de la
edicion, numero de paginas, lugar de publicacion, entre otros. (Ver anexo E)

Las fichas de contenido constan de la siguiente estructura: nimero de ficha, tema,
fecha de consulta, titulo del articulo, autor, correo electrénico y universidad a la
gue pertenece el autor, fuente de consulta, palabras clave, resumen del articulo,
implicaciones didacticas en el articulo a la educacion matematica en los contextos
de descubrimiento y justificacion, aportes de la lectura a una construccion del
marco conceptual, qué conceptos creativos y nuevos nacen de esta lectura,

nombre del estudiante que realiza la ficha y fecha de realizacion. (Ver anexo F).

La clasificacion se realiza teniendo en cuenta que en este momento de la
Investigacion “hay que decidir si lo pertinente es hacer muestro de los materiales o, de
ser necesario y posible, analizarlos todos, dependiendo de los objetivos de la
investigacion”. (Galeano 2004, p. 117). Loa autores fueron seleccionados por ser
estos los mas representativos en los contextos de descubrimiento y justificacion,

posteriormente se clasifican estos segun su pais de procedencia.

Posteriormente se realiza el analisis de los documentos seleccionados, Segun
Galeano (2004)
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El andlisis implica la lectura cuidadosa de los documentos, la elaboracion
de notas y memos analiticos para dar cuenta de patrones, recurrencias,
vacios, tendencias, convergencias, contradicciones, levantamiento de
categorias y codigos, y lectura cruzada y comparativa de los documentos
sobre los elementos de hallazgo identificados, y obtener una sintesis

comprensiva de la realidad que se estudia. (p. 118)

Para esto se realiza nuevamente la lectura de los documentos seleccionados a la
luz de los enfoques de investigacion de los autores, los aportes tedricos y
didacticos, la consideracion del estudiante, el docente y el objeto de conocimiento,

en los procesos de conjetura, prueba, demostracion y refutacion.

Tras la lectura se infieren los rasgos tedricos caracteristicos de los autores, se
realizan sintesis comprensivas, se construyen esquemas Yy tablas, que son

puestos a discusion en todo momento entre los investigadores.

Este andlisis se realiza tras una interpretacién de los datos obtenidos y a partir de

la construccion de inferencias teodricas.

Para la construccion de los apartados de cada pais investigado se tienen en
cuenta las metodologias empleadas, los constructos teéricos aportados, las
estrategias de intervenciéon en el aula, y el objetivo de la Investigacién que es la
consideracion del estudiante, el docente y el objeto de conocimiento dentro del

descubrimiento y la justificacibn matematica.
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2.2.1.3 Comunicacion de resultados

La comunicacion de resultados consiste en mostrar los hallazgos presentando el

informe teorico de la investigacion.

El informe tedrico es presentado desde las inferencias de las investigaciones de
cada pais teniendo en cuenta la coherencia para agrupar los conceptos y

fendmenos desarrollados en ellas.

La comunicacion de resultados incluye también la socializacién y discusiéon de los
avances o0 los resultaos con pares académicos y publicos interesados en la
tematica trabajada pues esto “permite la validacién por consenso, la difusién de la
investigacion y la aparicion de nuevas preguntas e incluso de otros proyectos” (Galeano
2004, p. 119).

Durante el proceso de investigacion se han compartido los avances del trabajo en
diferentes encuentros de educacion matematica, posibilitando el intercambio con
otros investigadores que proponen sugerencias para la continuacion del trabajo.

Tales encuentros son: (Ver anexo C)

e IX Encuentro Colombiano de Matematica Educativa en Valledupar,
Colombia. (2008)

e |l Encuentro de la Licenciatura en Educacion Basica con énfasis en
Matematicas de la Universidad de Antioquia en Medellin, Colombia. (2008)

e The Fifth International Congress of Qualitative Inquiry (Q12009) en University
of lllinois Urbana-Champaign, Estados Unidos. (2009)

e X Encuentro Colombiano de Mateméatica Educativa en Pasto, Colombia.
(2009)

e Primer Encuentro de socializacion de avances de las propuestas de
investigacion de la Licenciatura en Educacién Basica con énfasis en

Matematicas de la Universidad de Antioquia en Medellin, Colombia. (2009)
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2.2.1.4 Confiabilidad y validez

La Investigacion Documental, “como otras estrategias de investigacion, tiene la
finalidad de analizar los hechos, proporcionar conocimientos nuevos y ser una guia para
la accion” Galeano (2004, p. 136), por esto debe garantizarse la confiabilidad y la

validez del trabajo investigativo planteado. Segun Galeano (2004)

La confiabilidad indica si un instrumento mide siempre de igual manera las
mismas cosas nho importa quien lo utilice; esto significa que debe ser
reproducible, y si otros investigadores aplican la misma técnica a los
mismos datos, en distintos momentos, sus resultados deben coincidir con
los que obtuvieron originalmente. Por eso, se espera que las reglas que
gobiernan el analisis documental sean explicativas y aplicables para todas
las unidades. (p. 136)

De otro lado, el analisis documental

. es vdlido en la medida en que sus inferencias se sostengan frente a
otros datos obtenidos de forma independiente. Su validez interna se basa
en la fundamentacion légica del sistema de categorias construido en la
investigacion, que debe explicar con qué criterios se incluyeron unas
categorias y se excluyeron otras, como se construyeron y cOmo se
establecieron relaciones entre ellas. Por su parte, la validez externa se
basa en una relacién empirica entre los datos y la realidad, o hecho social,

que se analizan. (p. 137)

Para garantizar la confiabilidad y la validez se espera que las reglas que gobiernan
el analisis documental sean explicitas y aplicables; y que las conclusiones se

desprendan del objetivo y el desarrollo de la investigacion.

Con el fin de respaldar los significados e interpretaciones presentadas en los
resultados del estudio, se ha recurrido a la busqueda de diferentes fuentes y al
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uso de citas textuales que han sido referenciadas desde su fuente de consulta
atendiendo, las normas para la sistematizacion de trabajos investigativos de la
Asociacion Americana de Psicologia (APA). En este sentido, es posible reconocer
todas las rutas de investigacion utilizadas, que van desde la lectura de libros, de
documentos extraidos de las paginas web de los autores o de las universidades a
las cuales pertenecen, hasta la posibilidad de obtener documentos aun no
publicados directamente desde los autores, enviados por medio de correos
personales.

El objetivo principal de este trabajo consiste en analizar algunas investigaciones
en torno a los procesos de conjetura, prueba, demostracién y refutacion en
Educacion Matematica, considerando el estudiante, el docente y el objeto de

conocimiento en los contextos de descubrimiento y justificacion matematica.

Con la indagacion, seleccion y posterior analisis de las investigaciones abordadas,
se logra la construcciéon del andlisis documental en el que se evidencian algunas
de las investigaciones en el mundo en esta linea; ademas al describirse las fases,
niveles, categorias, y aportes a la Educacion Matematica, propuestas en las
investigaciones seleccionadas para la Investigacion Documental, se reconoce al
estudiante, al docente, y al objeto de conocimiento en las conjeturas, las pruebas,

las demostraciones y las refutaciones.

31



CAPITULO 3

3. ANALISIS DOCUMENTAL?®

3.1. CONTEXTO FRANCES: UNA COMPARACION ENTRE LA
ARGUMENTACION Y LA DEMOSTRACION.

La demostracién se encuentra en el marco de una experiencia intelectual en
matematicas, implica procesos légicos, pruebas mentales, funciones del lenguaje

y procesos cognitivos y heuristicos.

En Francia la nocion de demostracion ocupa un lugar destacado en la ensefianza
de las matematicas. Coincidiendo en que la demostracion no puede ser ensefiada
del mismo modo en el aula de clase que en un ambiente puramente cientifico; ya
gue ésta debe sufrir una transformacion, adaptativa, o mas especificamente una
transposicion didactica, para convertirse asi en un contenido de ensefianza.
(Balacheff, 1988)

Los investigadores franceses: Nicolas Balacheff, investigador del Centre National
de la Recherche Scientifique (CNRS) y doctor en didactica de las matematicas de

la Universidad Josep Fourier, en Grenoble, Francia; y Raymond Duval director del

® Las fuentes de informacién que apoyaron la realizacidn de este andlisis documental, se evidencian en el anexo F: fichas
de contenido, donde se ha sistematizado el titulo del articulo, el autor, correo electrénico y universidad a la que pertenece,
la fuente de consulta, las palabras clave, el resumen del articulo, las implicaciones didacticas en los contextos de
descubrimiento y justificacion, y los aportes de la lectura a una construccion del marco conceptual.

Si se quiere conocer los autores abordados para este apartado y sus proyectos de investigacién, asi como la bibliografia,
ver anexo A: tablas de autores; anexo G autores y proyectos de investigacion; y anexo E: fichas bibliograficas.
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Institut de l'information Scientifique et Technique (INIST); se han dedicado en las
ultimas décadas, entre otras investigaciones, al estudio de la demostracion en
contextos escolares, a fin de determinar y comprender las dificultades que los
estudiantes encuentran al abordar una actividad demostrativa. Para ello Balacheff

asume una perspectiva cualitativa y Duval una perspectiva cognitiva.

3.1.1 Enseflanza y aprendizaje de la demostracion

En vista de que en la practica educativa, las palabras explicacion, prueba y
demostracién, son tomadas muchas veces como sinénimos, y de que hay falta de
claridad en los conceptos de razonamiento y proceso de validacién, el esquema 4
da claridad a dichos términos, que estan presentes en la investigacion realizada
por Balacheff (1988).

( Ny
, *Establece y garantiza la validez de una proposicion, para el
EXPLICACION sujeto locutor, se arraiga en sus conocimientos y en lo que
constituye su racionalidad. )
~
*Es una explicacion aceptada por una comunidad dada en
PRUEBA un momento dado.
J
DEMOSTRACION *Tipo de prueba en la cual una serie de enunciados se
organizan siguiendo un conjunto bien definido de reglas.
*Designa la actividad intelectual no completamente explicita
RAZONAMIENTO que se ocupa de la manipulacion de la informacion dada o
adquirida, para producir una nueva informacion.
PROCESOS DE *Actividad intelectual que tiene como fin asegurarse de la )
- validez de una proposicion y, eventualmente, producir una
VALIDACION explicacion. )
\

Esquema 4. Definicion de los términos utilizados por Balacheff.

En concordancia a lo anterior, Balacheff (1988) centra su trabajo de investigacion
en dos puntos centrales: de un lado lo concerniente al estudiante, “estudiado desde

la perspectiva de los procedimientos que utiliza para establecer una proposicion o tratar
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una refutacion” (Balacheff, 1988, p. 21); y de otro lado lo relacionado al sistema
didéactico, recurriendo para ello a la teoria de situaciones didacticas de Brousseau,
con fin de “plantear problemas de prueba e inducir a los estudiantes a tomar la

responsabilidad de resolverlos” (Balacheff, 2000, p. 8).

El objetivo de la investigacion es “dilucidar la posicién y el sentido de los procesos de
prueba puestos en ejecucion en la solucion del problema, particularmente examinando de
gue manera los estudiantes llegan a la conviccion de la validez de la solucién que se
proponen”. (Balacheff, 1988, p. 22, trad.)

Para cumplir con tal fin, Balacheff sugiere apoyarse en la interaccion social, como
motor de los procesos de validacion. La interaccion social entre los estudiantes, es
un instrumento potente que favorece la comunicacion como herramienta
experimental, permitiendo el acceso eficaz a las concepciones de los estudiantes y

a las que ellos utilizan.

La interaccién social es considerada como la mejor respuesta a los problemas
planteados, lleva a los estudiantes a realizar discusiones de su conducta para
convencerse unos a otros de los argumentos de cada uno. Los estudiantes se
comprometen en la construccion de una demostracion cuando toman una decision
a proposito de la veracidad de un enunciado, la interaccion social permite tomar
esta decision, pudiendo pasar asi a la validacion del enunciado en juego.

Ademas de la interaccion social, es importante sefialar la naturaleza de los
conocimientos de los estudiantes y la manera como éstos son llevados a la

practica.

Segun Balacheff (2000) la demostracion es una herramienta de prueba
reconocida, pero antes de que el estudiante logre dominar la demostracion, se
encuentran una serie de pruebas que ellos mismos producen. Es asi como postula

dos tipos de pruebas, con el fin de conocer y comprender la naturaleza de las
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mismas: las pruebas pragmaticas y las pruebas intelectuales, que han sido

evidenciadas en el trabajo experimental con sus estudiantes.

Se denominan “pruebas pragmaticas aquellas que recurren a la acciéon o a la ostension y
pruebas intelectuales aquellas que separandose de la accion, se apoyan en formulaciones
de las propiedades en juego y en sus relaciones”. (Balacheff, 1988, p. 45, trad.). Las
pruebas pragmaticas son las pruebas para decidir, referidas a hechos en si y las
pruebas intelectuales son las pruebas para saber, movilizan significaciones,

pertinencias o racionalidades unas contra otras.

Segun Balacheff (1991) en el paso de las pruebas pragmaticas a las pruebas
intelectuales se da una especie de “confrontacion entre la eficiencia y el rigor” a un
nivel conceptual mediante la toma de conciencia de los casos genéricos inmersos

en el enunciado a probar.

El desarrollo de las pruebas intelectuales, exige al estudiante un manejo diferente
del lenguaje, no s6lo como medio de comunicacion sino como herramienta para el

célculo légico.
Balacheff (2000), sefala que la elaboracion de este lenguaje requiere en particular

de una descontextualizacion, una despersonalizacion y una destemporalizacion. El

esquema 5 define cada uno de estos conceptos.
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O

DESTEMPORALIZACION

Liberacion de las operaciones de
O los momentos temporales en que
fueron realizadas.
DESPERSONALIZACION

Separacion de la accién del actor.

O
DESCONTEXTUALIZACION

Renuncia al objeto actual para la
realizacion de acciones.

Esquema 5. Elementos centrales en el lenguaje del estudiante. Balacheff (1988)

Balacheff (2000) distingue cinco tipos de prueba que tienen lugar en la génesis de
la demostracién, en los cuales interesan aquellos procedimientos que los
estudiantes consideran significativos, la posicion de cada tipo de prueba esta
determinada por su nivel de exigencia de generalidad, y por su nivel de

conceptualizacion de los conocimientos que exige:

e Empiricismo ingenuo: Es una prueba pragmatica, usada para denominar
los procedimientos marcados por la ausencia de indices de procesos de
validacion, donde las conjeturas se obtienen del examen de pocos casos y
el problema de su validez no es abordada. Los estudiantes se basan en sus
afirmaciones o declaraciones para mostrar una validez.

e Experiencia crucial: Es una prueba pragmética, enmarcada por una
voluntad deliberada de someter a prueba una proposicién aplicandola a una
nueva. En contraposicion al caso del empiricismo ingenuo, el problema de la
generalizacion es tenido en cuenta, ademas es tratado, aunque permanezca
fundamentalmente en un marco de procedimientos fundados en la practica y

la experiencia.
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este

Ejemplo genérico: Es una prueba pragmatica, en donde el procedimiento
de prueba fue aplicado con el fin de extraer las razones de la validez de una
asercion o conjetura, basandose en la representacion de un ejemplo
particular. El caracter genérico del ejemplo utilizado esta relacionado con el
hecho de que, en el procedimiento de los estudiantes, el ejemplo no se
examina en si mismo, sino para hacer explicito un modelo de accién que
fundamente la conjetura.

Experiencia mental: Es una prueba intelectual, utilizada para fundamentar
las soluciones propuestas en un esfuerzo de explicacion. Se libera de las
situaciones particulares, presentandose una descontextualizacion como
proceso esencial de la generalizacion. Los conceptos implicitos estan
esencialmente basados en la experiencia perceptiva y en la accion. Ademas,
las razones desarrolladas estan ligadas a acciones, eventualmente
interiorizadas. Por ende, la expresion de una experiencia mental requiere
construcciones cognitivas y linguisticas complejas.

Calculo sobre enunciados: Es una prueba intelectual, basada en teorias
formalizadas o explicitas de las nociones en juego en la solucion de un
problema. Estas pruebas aparecen como el resultado de un calculo
inferencial sobre enunciados. Se fundamenta en definiciones o en
propiedades caracteristicas explicitas. La evolucién de esta prueba se da
mediante un proceso simultaneo de construccién linguistica y cognitiva: la
construccion cognitiva consiste esencialmente en la elaboracion de
proposiciones necesarias para el célculo, y la construccion linguistica

permite apartarse de lo particular.

No obstante, la elaboracién de pruebas es sélo uno de los aspectos en el proceso
de validacion. Balacheff (1988) sefiala como el analisis critico de las pruebas
también hace parte de estos aspectos. No se puede excluir al estudiante del
manejo de los contraejemplos, es decir el docente debe permitir al estudiante que

se enfrente al problema de la contradiccién en sus pruebas, para permitir asi que

internalice de tal forma el concepto y que adquiera habilidades
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argumentativas para lograr cuestionarse de la pertinencia o0 no de un

contraejemplo, en las conjeturas propuestas.

De esta forma se pueden mencionar los siguientes tipos de comportamientos en
los estudiantes, cuando se encuentran ante la presencia de un contraejemplo,

identificados por Balacheff, en el proceso experimental de los afios ochentas:

e Abandono de la conjetura: Los estudiantes renuncian a su conjetura, ya
sea para abandonar la resolucion del problema, o para intentar la solucion
del problema en otra direccion.

e Modificacién de la conjetura: Corresponde a un nuevo analisis de la
situacion.

¢ Modificacion ad hoc de la conjetura: Modificacion de la conjetura al hacer
una relacion entre el resultado calculado y el resultado observado.

e Introduccion de una condiciéon: Modificacion de la conjetura basada en el
analisis de su dominio de validez.

e Anotacion de una excepcion: El contraejemplo se incorpora de alguna
manera a la conjetura al asignarle un tratamiento especifico.

e Regreso a la definiciéon: La produccion del contraejemplo conduce a los
estudiantes a volver a considerar explicitamente sus concepciones.

e Rechazo del contraejemplo: Los estudiantes apartan el contraejemplo al

no reconocerlo como aceptable.

En cuanto a la argumentacion, Balacheff (1999) no la considera un camino directo
hacia la construccion de la demostracion, puesto que tienen objetivos diferentes.
La argumentacion tiene el objetivo de obtener acuerdos entre estudiantes, mas
gue de establecer la verdad de un enunciado, ya que, dado el caracter de la
prueba matematica, la demostracion implica construir una relacion particular al
conocimiento como aquello que esta en juego en una construccion tedrica, y por lo

tanto implica renunciar a las libertades que se podrian tomar personalmente en el
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juego de la argumentacion. El esquema 6, sintetiza en una analogia, el lugar de la

argumentacion en matematicas.

ARGUMENTACION DEMOSTRACION

CONJETURA TEOREMA

Esquema 6. Analogia para ubicar el lugar de la argumentacién en matematicas.

Finalmente, en relacion al trabajo del docente, Balacheff afirma que no se debe
limitar el tratamiento de la amplia, compleja y dificil tematica del aprendizaje de las
demostraciones a un momento particular de la vida escolar de los estudiantes,

sino por el contrario, de iniciarlo desde los primeros afios de la escuela.

3.1.2. La relacién entre argumentacion y demostracion desde un enfoque

cognitivo.

Duval (1995) afirma que un analisis didactico sobre las relaciones entre
argumentacion y demostracion en matematicas necesita un analisis cognitivo,
porque éste podria permitir la identificacion de caracteristicas comunes, u

opuestas de la argumentacion y de la demostracion.

Duval desarrolla su investigacion segun la hipétesis: “Un aprendizaje a los aspectos
superficiales de la expresion del razonamiento deductivo o a sus aspectos heuristicos
estdn condenados al fracaso, porque €l no reconoce la complejidad del funcionamiento

cognitivo subyacente al razonamiento”. (Duval, 1995, p. 303, trad.)
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En la clase el aprendizaje de la demostracién revela una actividad cognitiva
especifica, mientras que la argumentacion utiliza las reglas de la comunicacion. En
su trabajo, Duval (1995) hace evidentes las diferencias subyacentes a estos dos
procesos a fin de determinar y comprender las dificultades que los estudiantes

encuentran al abordar una actividad demostrativa.

El andlisis de Duval (1995) sobre la argumentacion, muestra una relacion entre
ésta y la deduccion matematica; tanto argumentacién como deduccion son dos
formas de razonamiento que movilizan las proposiciones. No obstante la distincion
entre ambas se sostiene desde dos analisis: analisis funcional y analisis
estructural del razonamiento. En otras palabras desde la distincion entre
razonamiento argumentativo y razonamiento deductivo. Esta distancia puede
explicar la dificultad que presentan los estudiantes en el aprendizaje de la

demostracion.

El andlisis funcional, tiene en cuenta la distincion entre el valor epistémico y el

valor l6gico de una proposicion. (Duval, 1995)

e Valor epistémico: Es el grado de confiabilidad que posee lo que se afirma
en la proposicion.

e Valor logico: Es el valor de verdad de una proposicion.

Sin embargo, una proposicidén no se caracteriza solo por sus valores epistémico y
l6gico, sino también del estatus que depende del contexto, Duval (1999) distingue

dos estatutos: el tedrico y el operativo.
e El estatuto tedrico: Determina la organizacion y la posibilidad de

desarrollar una proposicion al interior de un contexto tedérico, puede tener el

estatus de definicién, axioma o regla.
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e El estatuto operativo: Determina la organizacion interna y la posibilidad del
funcionamiento de una proposicion, puede tener el estatus de premisa,

conclusion.

Las argumentaciones, ademas deben contar con dos caracteristicas para ser

aceptadas:

I.  Pasar por un examen de pertinencia, que se hace en relacién al contenido
de la afirmacion y el argumento que lo justifica, es decir, los contenidos
semanticos tanto del enunciado como del argumento deben sobreponerse.

ii. Resistir a las objeciones y tener un valor epistémico positivo para ser un

argumento fuerte.

Las argumentaciones estan ligadas con las explicaciones, que Duval maneja como
produccién de razones que "(...) da una o mas razones para volver comprensible un
dato. (...) Estas razones propuestas tienen en realidad una funcién casi descriptiva".
(Duval, 1999, p. 9)

Por otro lado, las demostraciones estan ligadas al razonamiento, el cual produce
razones pero, a diferencia de las explicaciones, estas razones tienen un papel que
es el de "(..) comunicar su fuerza de argumento a las afirmaciones que se deben
justificar" (Duval, 1999, p. 11). El razonamiento busca modificar el valor epistémico
de un enunciado; la afirmacién que se justifica, y determinar su valor de verdad

bajo ciertas condiciones de organizacion.
Mientras que la demostracion es un razonamiento valido, la argumentacion no

tiene esos vinculos de validez, sino de pertinencia, es decir, la demostracion

busca la validez de un enunciado y la argumentacion su pertinencia.
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Duval concluye que para:

Pasar de la argumentacion a un razonamiento valido implica un
descentramiento especifico que no se favorece por la discusion o por la
interiorizacion de una discusion. (...) El desarrollo de la argumentacion
incluso en sus formas mas elaboradas no abre una via de acceso a la
demostracion. Un aprendizaje especifico e independiente se hace
necesario en lo que respecta al razonamiento deductivo. (...) Esto no
significa que la argumentacién no tenga algun lugar en la ensefianza de las
matematicas. Por el contrario, debe ser tratada de la misma forma,
precisamente para desarrollar las capacidades frente a la argumentacion
misma. (...) Este problema no interesa sélo al maestro de matematicas,
sino también al de lenguaje. (Duval, 1999, p. 44-45)

Teniendo en cuenta lo anterior, se podria afirmar que el paso de la argumentacién
a la demostracién estd obstaculizado por una ruptura cognitiva. Duval (1999)
afirma que los estudiantes deben llevar a cabo actividades que les permitan usar y
percibir el estatuto operativo de las proposiciones que utilizan y no solo trabajar en
funcion del contenido, este paso es el punto de ruptura, y para ello se hace
necesario que el estudiante logre articular lingtiisticamente utilizando un lenguaje

acorde, como es el caso de la légica, y no Unicamente con el lenguaje natural.

Desde la perspectiva de Balacheff y Duval, argumentar y demostrar tienen
diferencias marcadas, pero coinciden en que la argumentacion no siempre abre
una via de acceso a la demostracion, ademas ésta puede ser un obstaculo, en
algunos casos, para ensefiar a demostrar. Ilgualmente se debe tener en cuenta
gue tanto argumentar como demostrar estan delimitados por el lenguaje formal o

familiar.
Por tanto, segun Balacheff (1991), para ensefar la demostracion tiene que existir

una negociacion a fin de que se dé la aceptacion por parte de los estudiantes de

nuevas reglas, esta negociacion es la clave del proceso por dos razones:
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i. Porque la situacién de ensefianza no puede ser entregada "abierta" a los
estudiantes; es decir, no se les puede dejar en completa libertad y sin
ninguna direccion por parte del docente. Algunos de los estudiantes no
sabrian qué hacer o no entenderian y se confundirian.

ii. Porque las reglas a seguir no pueden ser declaradas explicitamente, pues
de otro modo, algunos estudiantes las discutirian o las evadirian, como

ocurre con las leyes.

Comprender la demostracion demanda una relacion particular con el
conocimiento, como aquello que esta en juego en una construccion tedrica, y por
lo tanto implica renunciar a las libertades que se podrian tomar personalmente en

el juego de la argumentacion.
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3.2 CONTEXTO ITALIANO: LA UNIDAD COGNITIVA DE TEOREMAS:
VINCULO ENTRE LOS PROCESOS DE CONJETURA Y PRUEBA.

El trabajo conjunto del equipo italiano de las dos ultimas décadas en relacion a los
procesos de conjetura y prueba, busca alejarse del enfoque tradicional de
teoremas en la escuela secundaria, que con la famosa frase “Demuestre que...”,
limita la tarea de produccién de conjeturas en el estudiante, impidiéndosele la
propia insercién al conocimiento y al trabajo argumentativo y demostrativo; y mas
bien se propende por pasar a un enfoque donde se evalien los avances de
procedimientos y declaraciones, utilizados por el estudiante mas que los productos
acabados. Ello se ha permeado por la utlizacion de campos de experiencia
adecuados y de la apropiada orientacion y mediacion del docente. Ademas, es
tenida en cuenta la Unidad Cognitiva de Teoremas, como constructo teorico,
elaborado a partir del trabajo experimental, en el cual se evidencia el fuerte vinculo

entre los procesos de conjetura y prueba.

3.2.1 El valor actual de los procesos de conjetura y prueba

Algunos investigadores de ltalia, se han encargado de desarrollar nuevas
perspectivas de ensefianza que extienden y fortalecen la cultura de la conjetura y
la prueba dentro del contexto escolar, contribuciones que eran impensables

décadas atras.

Desde este punto de vista, se tiene la plena conviccion de que la conjetura y la
prueba, no pueden ser eliminadas del plan de estudios, pues como lo cita Hanna
(2007) se privaria al estudiante del reto que significa “reconocer y producir
argumentos matematicamente validos”. Ademas, éstas constituyen un objetivo central
en la formacion, el cual apunta a la adquisicidn de destrezas y habilidades en el
estudiante, encaminadas a la comprension y la verificacion de los conocimientos

matematicos.
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Atendiendo a esta reconsideracion, Boero (2007) describe los cambios en las
orientaciones del curriculo, especificamente en el campo norteamericano, y que
de cierta forma involucra a un gran nimero de paises alrededor de los cinco
continentes, debido a los alcances que desde el punto educativo logran tener. Es
el caso de los estandares del National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM), publicados en el afio 2000, donde se explicita la preponderante funcion
de la exploracion, la justificacion, el razonamiento, la prueba y el uso de
conjeturas, dentro del quehacer matematico en el ambito educativo. Dichos
estdndares recomiendan la insercibn de experiencias que desarrollen el
razonamiento matematico, desde diferentes contextos y desde los primeros
grados, incluyendo cada uno de los grados del escenario educativo (preescolar a
grado 12).

Se ha pretendido entonces, desde el enfoque italiano plantear una teoria
innovadora, que intenta contrarrestar y alejar antiguos modelos de ensefianza
basados en el aprendizaje a través de la repeticion; el estudiante aprende
teoremas que otros produjeron, siguiendo la estructura del libro de texto, los

cuales no se ajustan a sus necesidades.

El enfoque acoge las dimensiones: histérica-epistemoldgica, cognitiva y didactica.

Se recurre a una dimensién historica-epistemoldgica, en tanto es necesario un
marco que acoja las diferentes “practicas de ensefianza de la prueba, para
identificar los aspectos mas sobresalientes de la “cultura de la prueba” que se
investiga tedrica y experimentalmente; y para orientar la innovacion en la
enseflanza” (Mariotti & Cerulli, 2001, p. 227). Ademas de ello, esta dimension
ofrece sugerencias didacticas para planificar actividades accesibles a los

estudiantes.

El aspecto cognitivo es importante, como sefiala Boero (2007) para evitar los
enfoques didacticos no apropiados en cuanto a las necesidades y potencialidades

45



de los estudiantes; es necesario comprender esta dimension en un sentido amplio,
gue abarque tanto la cognicion individual como social en pro de la construccién o

transmision del conocimiento en el aula de clase.

Finalmente, considerar el aspecto didactico es primordial, puesto que es necesario
llevar a la practica los experimentos de ensefianza y proyectos desarrollados
tedricamente, mostrando “como propuestas educativas apropiadas dentro de contextos
educativos adecuados pueden hacer juego con las grandes potencialidades de los

estudiantes en el enfoque de teoremas y pruebas en la escuela”. (Boero, 2007, p. 28)

3.2.2 Antecedentes del estudio italiano

Dentro del contexto italiano se pueden mencionar cuatro equipos de investigacion,
gue han hecho frente a nuevas tendencias y que, desde antes de la publicacion de
los estdndares del NCTM, ya venian realizando estudios independientes desde los
inicios de los afios noventa (90), liderados, en primera instancia, por Paolo Boero
de la Universidad de Génova, reconocido investigador italiano en innovaciones
didacticas, a la par por Rosella Garutti y Laura Parenti, dentro del mismo claustro
educativo. Otros equipos de investigacion son los de Maria Bartolini Bussi,
adscrita a la Universidad de Modena; ademas del de Maria Alessandra Mariotti, de
la Universidad de Pisa; y finalmente el equipo de Ferdinando Arzarello y Ornella

Robutti, de la Universidad de Turin.

En Italia algunos grupos de investigacion se caracterizan por la estrecha
colaboracion de los docentes e investigadores en la planificacién y la realizacion
de estudios de educacion. “Esto contribuye a hacer la relacion entre la teoria y la

practica menos problematica que en otros paises”. (Furinghetti, 2006, s.p)

Los equipos de investigacion resaltados, no son ajenos a ello, razén por la cual,

desde hace dos décadas, se ha pasado a un trabajo en conjunto, direccionado por

46



Paolo Boero, en donde cada investigador aporta e imprime un toque especial y
particular al trabajo.

... aunque el logro de los objetivos especificos de estos proyectos difiere, si
comparten algunas caracteristicas comunes, tales como objetivos
generales, metodologia de la investigacion, el andlisis epistemoldgico,
cultural y cognitivo. Un marco comun surgié como resultado de una larga
discusion dialéctica que se remonta a la concepcion de la ensefianza de
nuestros experimentos: este marco ha puesto de manifiesto algunas de las
mas profundas motivaciones comunes y perspectivas tedricas de nuestros

disefios de investigacion independiente. (Mariotti et al, 1997, p. 180, trad.)

Dentro de estos estudios han participado estudiantes de diferentes edades,
especificamente de grado 5 a 12, en grupos de 16 a 20 estudiantes en promedio,
y dentro de diferentes contextos tematicos, que de acuerdo con un legado de la
tradicion italiana, se presta atencion; pero no da exclusividad, a los teoremas de

geometria.

La metodologia de la investigacion es de corte cualitativo-longitudinal, que
consiste en la observacion de las aulas durante varios meses; incluso afos,
mediante la recopilacién de cada uno de los textos y las transcripciones de los
debates colectivos, junto con los informes del docente.

En particular, estos equipos de investigacion abordan tres cuestiones, a saber:
I.  Las dificultades de los estudiantes en la construccion de pruebas.
ii. Laimagen de prueba que debe ser transmitida al docente en formacion.

lii. Las opciones educativas y culturales necesarias a fin de hacer los procesos

de conjetura y prueba accesibles a los estudiantes.
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Las investigaciones se centran en las cuestiones presentadas en el esquema 7.

Campos de
Experiencia
Debate — Condicionalidad de
Matemaético ‘UV las Declaraciones
Mediacién del CONJETURAR Y Argumentacion
Docente PROBAR

Teoremas de Unidad Cognitiva

Referencia

Exploracion
Dinamica

Esquema 7. Elementos centrales para desarrollar los procesos de conjetura y
prueba en el aula.

Los estudios que se han realizado y que adn contindan tienen en cuenta otras
investigaciones y teorizaciones actuales por fuera de lItalia, realizadas durante las
dos ultimas décadas, entre ellas las de Hanna, Maher, Balacheff, Duval, Harel y

Sowder, Simon, Goldenberg y Cuoco, Laborde y De Villiers.
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3.2.3 Bases del trabajo de investigacion en el equipo italiano

Con el fin de planificar, analizar y verificar los experimentos de ensefianza y de
aprendizaje (encaminados a fortalecer la produccioén de conjeturas y pruebas, e
identificar las dificultades de los estudiantes y la mediacion del docente) se
realizan por el equipo de trabajo de Génova una serie de estudios exploratorios en

geometria y aritmética en los grados sexto y séptimo entre 1994 y 1996.

Dichos estudios o experimentos de ensefianza, fueron concebidos desde el juego
de ecos y voces (voices and echoes game), el cual consiste en la activacion de
ecos en los estudiantes a través de tareas especificas con preguntas motivadoras,
como por ejemplo, ¢qué analogias y diferencias pueden encontrarse entre lo que
dice tu compariero y lo que lees... apoya tu hipotesis?, podria decirse que éste
juego advierte como el estudiante a través del desempefio adecuado de las tareas
propuestas por el docente, puede tratar de hacer la conexion entre la “voz”; del
docente, y sus propias interpretaciones, concepciones, experiencias, y producir un

“eco”, es decir un vinculo explicito con la voz a través del discurso.

En sintesis, podria asegurarse cOmo estos experimentos de ensefianza,
pretenden acercarse a los conocimientos matematicos de una manera que resulte
productiva para el estudiante y gratificante para el docente, y que con el debido
tratamiento y ejecucién de ellos, se logra concebir un aprendizaje alejado del
enfoque tradicional, donde las teorias son so6lo herramientas de ejercitacion, y no

hay exigencia de forma alguna de razonamiento y justificacion en el estudiante.

Asimismo, asegura Boero (2000) las actividades realizadas durante los
experimentos de ensefianza representan una primera aproximacion y un punto de
partida a los teoremas matematicos, a la construccion de “teorema” como

“declaracién, prueba y teoria de referencia”. Los estudiantes deben ser
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introducidos gradualmente a la cultura de teoremas®, logrando desarrollar la
produccion de conjeturas en relacion a una teoria de referencia, encadenando

argumentos deductivos hasta llegar a argumentos socialmente aceptables.

3.2.4 Argumentacion y demostracion: una relacion compleja

Segun Boero (1999) ingresar a una cultura de teoremas significa desarrollar
competencias inherentes a la produccion de teoremas y a la prueba de las
conjeturas producidas mediante la toma de elementos del saber teérico; donde
ademas, probar (proving) es visto como proceso, la prueba (proof) como producto
y la aproximacidbn a la demostracion pertenece a una forma general del
aprendizaje (apprenticeship). Se necesitan ademas, andlisis epistemologicos y
cognitivos para elegir elementos esenciales para la produccion y prueba de
conjeturas; asi, el ingreso a la cultura de teoremas sera accesible y significativo

para los estudiantes.

Con base en lo anterior, se requiere el uso de elementos que apoyen este
proceso, como por ejemplo el papel de la exploracion dinamica; referida a la
representacion mental/dinAmica utilizada por el estudiante para encontrar
soluciones a las situaciones problema planteadas, a través de la observacion de la
realidad y del mundo visible, la continuidad posible entre la produccion de una
conjetura y la construccion de su prueba, Unidad Cognitiva de Teoremas, y el
hecho de que los teoremas pertenecen a la cultura cientifica. Conjuntamente a
éstos, se demanda una mediacion apropiada por parte del docente para aquellos

aspectos en los cuales hay una ruptura con la cotidianidad de la cultura escolar.

Dentro de este marco, cuando se trata el rol de la argumentacibn en una

determinada actividad de indole mateméatica, se consideran aspectos; fases de

® La cultura de teoremas, es entendida en Italia como el ambiente de aula propicio para insertar a los estudiantes en los
procesos de conjetura y prueba, que incluyen la construccion de teoremas.
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construccién de teoremas y construccion de conocimiento matematico por parte de

un matematico profesional, (ver Boero 1999):

e Produccion de conjeturas: Incluye la identificacion de regularidades; por
parte del estudiante, la caracterizacion de argumentos para la credibilidad de
la conjetura producida, esta fase pertenece a la esfera privada del trabajo
del matematico.

e Formulacion del enunciado: De acuerdo con convenciones culturales
compartidas.

e Exploracion del contenido y limites de validez de la conjetura: Incluye
las elaboraciones heuristicas y semanticas acerca de las relaciones entre la
hipotesis y la tesis; ademas la identificacion de argumentos apropiados para
la validacién, relacionados con la teoria de referencia.

e Seleccion y encadenamiento de argumentos tedricos coherentes en
una cadena deductiva: Bajo la guia de analogias o casos especificos.

e Organizacion de la cadena de argumentos: En la forma de una prueba
que es aceptable desde el punto de vista de los estandares matematicos
vigentes. Esta conduce a la produccién de un texto para su publicacion.

e Aproximacion a la prueba formal: Esta fase puede faltar en los teoremas
matematicos, pues las pruebas formales estan fuera de alcance y son en su
mayoria irrelevantes, ya que existen procesos humanos para controlar la

validez matematica.

En contraste al razonamiento hecho por un matemético, se encuentra el
razonamiento de un estudiante de escuela, pues mientras el matematico es capaz
de jugar libremente con la argumentaciébn y con las restricciones que van
apareciendo, al estudiante le causa dificultad dicho juego, debido a que usa
argumentos empiricos como: evidencias visuales, ejemplos tactiles, que aunque

utiles y validos, van perdiendo aceptabilidad en la medida que se exige rigor.
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Igualmente, la naturaleza de los argumentos a los que los estudiantes se refieren
no depende solamente de la cultura de teoremas desarrollada en clase, sino
también de la naturaleza de la tarea; es decir, por su propia naturaleza, algunas
tareas inducen a los estudiantes a producir argumentos empiricos, tales como
mediciones, evidencia visual. De esta forma el estudiante, bajo la guia del
docente, va a aprender a utilizar argumentos que pertenezcan a un conjunto de

enunciados formales, cercanos a los del matemético profesional.

3.2.5 Construccion de la unidad cognitiva de teoremas

Ahora bien, luego de hacer un rastreo por toda la fase experimental, es pertinente
presentar detalladamente los conceptos que han sido creados y acufiados, a fin de
generar la construccion de un marco teorico, que facilite la interpretacion del

comportamiento del estudiante, el andlisis y la prediccion de sus dificultades.

Inicialmente, deben mencionarse dos conceptos a construir a partir de los estudios
de investigacion: el campo de experiencia (field of experience) y el debate
matematico (mathematical discussion), como elementos diferenciadores y que

marcaran la pauta dentro de la estrategia de intervencion en el aula de clase.

Un campo de experiencia puede ser definido, segun Boero (2002) como un
sistema evolutivo de tres contextos: el contexto externo, caracterizado por la
presencia de referentes semanticamente significativos, éste permite la
internalizacion del campo visual donde el experimento de dinamica mental es
llevado cabo; el contexto interno del estudiante, arraigado en la exploracion
dindmica, y finalmente el contexto interno del docente, distinguido por sus
concepciones y objetivos de ensefianza. Un campo de experiencia en una
actividad de clase puede tener diferentes objetivos, pero debido al alcance y el
propésito de la investigacion, solo se tiene en cuenta el acercamiento a los

teoremas.
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El propoésito del campo de experiencia dentro del marco de investigacion italiano,
es la generacion de un contexto adecuado, haciendo del ambiente de clase un
espacio propicio para la generacibn de un aprendizaje significativo y de

construccién autbnoma por parte del estudiante.

De otro lado, en lo que respecta al debate matematico, Bartolini Bussi (citado por
Mariotti et al 1997) lo define como “una polifonia de voces articuladas en un objeto
matematico, que es uno de los objetivos de la actividad de ensefianza-aprendizaje” (p.
180). El debate matematico, es gestionado cuidadosamente por el docente, con el
objetivo especifico de la construccion social del sentido y valor de un teorema, ya
gue es el motivo del debate. Luego, la complejidad de los procesos de conjeturar,
argumentar, demostrar y sistematizar las pruebas relacionadas con una situacion
problema, quedard mediada por la correcta ejecucion y puesta en practica del
debate en clase; donde el estudiante consiga avanzar y progresar en la prueba

matematica que intenta construir.

Con referencia a este marco, son presentados dos constructos tedricos: el
teorema matematico y la unidad cognitiva, que pueden ser usados para ayudar en
la gestion del trabajo de teoremas en clase, el funcionamiento de la solucion de

situaciones problemas.

En primera instancia, la existencia de una teoria de referencia con un sistema de
principios y normas establecidas, es necesaria, si el proposito es tratar la prueba

en un sentido matematico.

Boero (2002) hace alusion a que los principios y las normas de deduccion estan
intimamente interrelacionadas a fin de que lo que caracteriza a un teorema
matematico es el sistema de declaracion, la prueba de referencia y la teoria; al
mismo tiempo un andlisis historico-epistemologico pone de manifiesto aspectos de
este complejo enlace y muestra la forma en que ha evolucionado a lo largo de los
siglos, el punto historico a partir del significado de las matematicas dado por
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Euclides, y el punto epistemolégico y educativo desarrollado por una perspectiva

desde la investigacion y desarrollo educativo.

Al tener en cuenta estas posiciones contrastantes, es valido trabajar dentro de una
perspectiva coherente pero no formalista, cercana a la comprension y a las

concepciones del estudiante.

Asi mismo, considerando un analisis epistemoldgico del trabajo realizado en el
pasado y aun en el presente por los gedmetras y la evidencia empirica obtenida
de los citados experimentos de ensefianza con estudiantes del nivel medio en
Italia, se ha observado una continuidad entre el proceso de produccion de
conjeturas y la construccion de su prueba, ‘reconocible en la estrecha
correspondencia entre la naturaleza y los objetos de las actividades mentales
involucradas, expresa un fendmeno cognitivo, que en lo sucesivo se denominara Unidad

Cognitiva de Teoremas”. (Boero, 2002, p. 250, trad.)

La Unidad Cognitiva de Teoremas, puede caracterizarse como una situacion
peculiar en la que algunos argumentos, producidos en la fase de construccién de
conjeturas, se convierten en ingredientes para la construccion de la prueba. Garuti
et al (1998) plantean que durante la produccién de conjeturas, el estudiante
trabaja progresivamente su declaracibn a través de una intensa actividad
argumentativa y que después, durante la fase de construccion de la prueba, el
estudiante hace enlaces coherentes, organizando algunos de los argumentos
anteriormente producidos de acuerdo con una cadena logica. Si esta unidad se
rompe, como cuando se presenta al estudiante la tarea con el encabezado
“demuestre que...”, se pierde la continuidad y s6lo se recupera cuando existe la
re-apropiacion de la declaracién a través de un nuevo proceso de exploracion, es
decir, la reconstruccion del ciclo: explorar, conjeturar, explorar y reorganizar una

nueva demostracion.
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Este ciclo se divide en dos fases:

i.  Produccion de las conjeturas.

ii.  Construccion de la prueba.

En ambos casos se inicia con una exploracion dinamica. Para la primera fase la
exploraciéon es sobre la situacion problema, a fin de generar un espacio de
posibles configuraciones y asi trabajar después en la produccién de la conjetura.
Esta exploracion dinamica tiene una importancia fundamental, pues provee al
estudiante no sélo de la declaracion que después validara: conjetura, sino también
de argumentos que pueden ser utilizados posteriormente. Este razonamiento
argumentativo permite a los estudiantes la exploracion consciente de alternativas y
el acercamiento progresivo al establecimiento de declaraciones, asi como la

justificacion de la plausibilidad de las conjeturas producidas.

En conjunto a los constructos teéricos mencionados, cabe sefialar el vinculo de la
generacion de la condicionalidad de las declaraciones durante el proceso de
conjeturas, con el proceso de probar, esto no es mas que el hecho de presentar
las declaraciones en forma condicional: “si a entonces b”. Durante la
caracterizacion de algunos componentes presentes en la mencionada
condicionalidad, se pudieron identificar cuatro tipos de inferencia, que intervienen
solos o combinados (Boero et al, 1999). El esquema 8 sintetiza los tipos de

inferencia.
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Inferencia por
Abduccion

PGC

Inferencia Inferencia
por GProcesgs dg por Seccion
Induccion eneracion de Temporal

condicionalidad

Expansion
Temporal

Esquema 8. Tipos de inferencia que intervienen en los procesos de generacion de
condicionalidad.

La implicacion inmediata a la ensefianza es que los analisis a priori y a posteriori
deben permitir la creacion de tareas adecuadas para la activacién de los distintos
tipos de inferencia, a fin de que puedan experimentar procesos relevantes en las

actividades encaminadas a los teoremas matematicos.

3.2.6 Fase experimental: de la teoria a la practica

Segun el marco tedrico esbhozado en al apartado anterior, se identifican dos
elementos cruciales en la ensefianza: la funcién de un determinado campo de
experiencia y el papel del docente como mediador cultural. EI primero debe
cumplir con la tarea de promover la unidad cognitiva y el segundo es el
responsable de introducir a los estudiantes en una perspectiva teorica,

fundamentada en una visidn sistémica de las matematicas.

Los experimentos de ensefianza llevados a cabo, esta vez por los grupos de

trabajo abordados, estan orientados a afianzar los siguientes objetivos:
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i.  Adquirir conciencia de la existencia de la dinamica mental para aprender a
gestionarla.
ii.  Producir declaraciones escritas para ser expresadas en forma condicional.
iii.  Acercar a un proceso de “construccion de teoria”; a los teoremas y a la

plantilla para la elaboracion de su prueba.

Igualmente, estos experimentos de ensefanza se refieren al enfoque de teoremas
de geometria; la produccion de las declaraciones y la construccion de pruebas,

entre campos de experiencia (citados por Mariotti et al 1997). Ver esquema 9.

La representacion del espacio por medio de la
perspectiva geométrica

Sunshadows

Las construcciones geométricas en el medio Cabri

Esquema 9. Campos de experiencia utilizados en el estudio

3.2.7 La representacion del espacio por medio de la perspectiva geométrica

Con el fin de introducir una primera idea de teorema a los estudiantes jévenes;
grados quinto y sexto, este campo de experiencia consiste en proponer
experiencias de observacion de objetos, dibujos y/o fotos, variando el punto de

vista del observador.

3.2.8 Sunshadows

“El campo de experiencia de sunshadows es un contexto en el que, naturalmente, los
estudiantes pueden explorar situaciones problematicas en los diferentes medios

dinamicos” (Boero et al, 1996, p. 121), ofrece la posibilidad de producir en sesién
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publica la resolucion de situaciones problema, conjeturas que son significativas
desde el punto de vista geométrico y que no son faciles de ser probadas. Este
campo de experiencia se organiza de acuerdo a una serie de etapas, como lo

llustra el esquema 10.

Establecer
el
Problema

Organizacion
de las
declaraciones

Preparacion
de la
Prueba

Final de la
Discusion

Produccion L .
de Discutir Condiciones

Condiciones

Conjeturas Conjeturas Suficientes Necesarias

Esquema 10. Etapas para desarrollar el pensamiento conjetural a partir del campo
de experiencia Sunshadows.

3.2.9 Las construcciones geométricas en Cabri

Este campo de experiencia pretende potencializar la busqueda de conjeturas con
el computador como mediador semidtico (ver Mariotti & Cerulli, 2001), a partir de
programas especializados; como el Cabri, el estudiante dibuja figuras a través de
comandos disponibles en el mend, integrada a la funcion de arrastra, viene la
necesidad de justificar y validar la propia construccion, el punto clave es que lo
gue debe ser validado es la correccion de la construccion, es decir, no es el
producto de un procedimiento lo que debe ser validado, sino el procedimiento
como tal. (Mariotti, 2008)

El trabajo del equipo italiano ofrece herramientas interesantes a la ensefianza y de

gran trascendencia para investigaciones futuras, en lo concerniente a la insercién
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de los teoremas en secundaria. Cabe mencionar la minuciosidad con la que han
sido evaluados cada uno de los resultados de las experiencias, y cOmo a partir de
éstos se ha creado una teorizacibn novedosa, que inserta constructos y
estrategias a la linea de pruebas y conjeturas en la clase de matematicas. En
sintesis podrian mencionarse los siguientes puntos como elementos que

aportarian a la evolucion de la Educacion Matematica:

i.  Laintencionalidad especifica en la planeacién de actividades y/o situaciones
problema.

ii. La creacion de contextos adecuados que fomenten el espacio para la
discusion, el intercambio de ideas y la interaccion entre pares.

ii. La incorporacion de TIC’ en el aula de clase como herramienta novedosa
gue favorezca la manipulacion directa con el conocimiento.

iv. La continuidad en el aprendizaje que conlleve a una cultura de clase,
previendo grandes desarrollos a futuro.

v. El pensar no tanto en productos acabados, sino en la mejoria del proceso y

del procedimiento para conseguirlos.

’ Las TIC se definen como: Tecnologfas de la informacién y la comunicacion.
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3.3 CONTEXTO ALEMAN: LA COMPETENCIA DEMOSTRATIVA:
ARGUMENTAR, JUSTIFICAR Y CONJETURAR DESDE LA BASICA PRIMARIA.

La competencia demostrativa es la capacidad que desarrollan los estudiantes para
aplicar diferentes tipos de razonamiento y plantear argumentos Yy justificaciones en
la actividad demostrativa. Su desarrollo comienza en la educacion béasica
promoviendo un ambiente de aprendizaje en el cual los procesos de

argumentacion y justificacion hacen parte de la clase de matematicas.

Se pretende en este apartado retomar aportes que al respecto ha realizado el
grupo de investigacion en didactica de las mateméticas de la Universidad Ludwig—

Maximilians-Universitat de Muanich-Alemania, liderado por Kristina Reiss.

3.3.1 Investigacion cualitativa en didactica de las mateméticas: contexto

aleman

El grupo de investigacion en didactica de las matematicas llamado Lehrstuhl fur
Didaktik der Mathematik®; Catedra para la didactica de las matematicas, al cual
pertenece Kristina Reiss, ha dedicado gran parte de sus estudios a investigar la
actividad mateméatica desde un contexto educativo y didactico, dando énfasis a los
estudios cualitativos con la poblacion de estudiantes de béasica secundaria de
diferentes colegios de Alemania. Su trabajo se ha centrado en el analisis de los
procesos de argumentacion, justificacion y demostracibn en la clase de
matematicas, particularmente en lo concerniente al aprendizaje de la geometria
euclidiana. El esquema 11 caracteriza la linea de investigacion que ha seguido

este grupo.

8 La direccién electrénica de este grupo es: http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~didaktik/
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Investigacion en Didactica de las Matematicas en la linea

de argumentacidn y demostracién

Autores destacados

K. Reiss

A. Heinze

S.Kuntze

A. Renkl

S. Ufer

Enfasis en

Argumentacién

Justificacion

Demostracion

En

Clase de Matematicas: Geometria Euclidiana

A partir de

Estudios cualitativos con estudiantes de Educacion Basica

Esquema 11. Investigacién cualitativa en argumentacion y demostraciéon: contexto

aleman

3.3.2 Clase de matematicas en el contexto aleman

3.3.2.1 Una perspectiva desde los estandares de educacion

Antes de analizar los aportes que han realizado los autores abordados en cuanto a

la linea de demostracion matematica, resulta pertinente caracterizar la educacion

matematica en el contexto aleman, y resaltar lo que se propone en los estandares

de educacion alemana en cuanto a la competencia demostrativa. Para ello se

retoman algunos de sus aportes:
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En los estandares alemanes de educacion matemética se habla de las
competencias matematicas generales (allgemeine matematische Kompetenzen),
como la capacidad que deben adquirir los estudiantes para aplicar
competentemente procesos de razonamiento en contextos mateméaticos y no

matematicos. (Lehrplane und Rahmenrichlinien fir Mathematikuntericht, 2008).

Las competencias mateméticas en Alemania se presentan en la tabla 1.

Tareas de la asignatura de Matematicas en la Basica Primaria
Competencias mateméticas generales
o Resolucién de problemas.
J Comunicacion.
. Argumentacion.
o Modelacion.
o Representacion.

Tabla 1. Competencias matematicas generales: contexto aleman

Se proponen diez (10) estadndares, tanto de contenido matematico como de
orientacibn metodolégica, que se espera sean desarrollados a lo largo de la

educacion primaria y secundaria. Estos se muestran en la tabla 2.
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ESTANDARES GENERALES DE MATEMATICAS
1. NUmeros y operaciones.
2. Modelos, funciones y algebra. ) )
] ) . _ Categorias de contenido
3. Geometria y orientacion espacial. o
_ matematico.
4. Medidas.
5. Andlisis de datos, estadistica y probabilidad.
6. Resolucién de problemas.
7. Argumentar y Demostrar. i _ »
. Categorias de orientacion
8. Comunicar. o
_ metodologica.
9. Relacionar.
10. Representar.

Tabla 2. Estandares generales de matematicas: contexto aleman

En el contexto aleman, es relevante el proceso de argumentacion desde la
educacion basica. Los investigadores alemanes coinciden en promover la
argumentacion y la justificacion en el ambiente de clase, asi como los procesos de
explicar y conjeturar a partir de situaciones cotidianas llevadas al aula. Al respecto
Reiss (2007) propone que “uno de los anteriores estandares de orientacion
metodoldgica lleva el titulo de argumentar y demostrar. Este deberia jugar un rol esencial
en todos los niveles desde la educacion béasica primaria hasta los siguientes niveles

escolares”. (p. 5, trad.)

En la medida en que estos procesos sean promovidos constantemente y hagan
parte de las rutinas de aprendizaje, el estudiante podra desarrollar la competencia
demostrativa en los niveles de educacién secundaria una vez se enfrente a otro
tipo de situaciones abstractas como los teoremas y los problemas propios de la
geometria euclidiana. Mediante el diagrama causa y efecto puede entenderse la

relacion presentada en el esquema 12.
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Justificar Argumentar

Primaria / / Secundaria demostrativa

Explicar Conjeturar

Competencia

Esquema 12. Bases de la competencia demostrativa

3.3.2.2 Una perspectiva desde el contexto escolar

El Gimnasio Ernst Moritz Arnold, ubicado en la ciudad de Bonn, Alemania, sirvio
de escenario educativo para observar algunas de las clases de matematicas
dictadas a los estudiantes de octavo grado®. A continuacién se caracterizan las

fases en las que se abordo el concepto de funcion lineal.

La ensefianza y el aprendizaje de las pruebas en el aula de mateméaticas en
Alemania estan dominados por un enfoque que puede ser caracterizada por una
especie de “didlogo socratico”, en donde el docente plantea preguntas
enmarcadas en situaciones y los estudiantes proponen diferentes hipotesis
dependiendo de la profundidad conceptual que posean (Reiss et al, 2006). En la

observacion realizada, fue posible comprobar esta caracterizacion.

En una primera fase, la docente pregunta a sus estudiantes si tienen dudas sobre

una tarea propuesta en la clase anterior.

® Uno de los autores de este andlisis documental, estuvo en la ciudad de Bonn, Alemania durante los meses de septiembre
a diciembre de 2008 y tuvo la oportunidad de visitar el colegio “Gimnasio Ernst Moritz Arnold “para observar algunas clases
de mateméticas con estudiantes de octavo grado. (Ver anexo G)
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Algunos estudiantes realizan preguntas y la docente propicia un didlogo en el que
otros estudiantes participan para resolver las inquietudes. Posteriormente la
docente plantea preguntas para introducir el tema de la funcion lineal y sus
posibles usos en la cotidianidad. Se genera una discusibn que dura
aproximadamente diez minutos en la cual algunos estudiantes se notan mas
involucrados en el didlogo que otros. En consecuencia, surge la pregunta por
estrategias eficientes para que los estudiantes se involucren en el proceso de
construccion de un concepto. Al respecto, Reiss et al (2006) reconocen que en
este didlogo, el docente no sélo determina quién esta autorizado a contribuir, sino
gue la mayoria de las contribuciones verbales parten de €l mismo. Muchos
estudiantes, por lo tanto, no podran participar activamente en este proceso y sélo
ven la demostracién vélida en el tablero o en el libro de texto, pero no pueden

describir la forma como se llego a ésta.

En una segunda fase, los estudiantes se enfrentan a un problema de aplicacion
del concepto de funcién lineal, en el cual es necesario encontrar valores;
coordenadas, construir una grafica y posteriormente hallar la pendiente de la

misma.

El concepto de pendiente aln no ha sido explicado en clase, y el procedimiento
algebraico para hallarla también es desconocido para los estudiantes. Es asi como
se enfrentan a un reto en el cual deben hacer uso de saberes previos y conjeturar
acerca de posibles soluciones. Para ello los estudiantes trabajan individualmente o
en pequefios grupos, a los cuales la docente acude constantemente para resolver
inquietudes, pero en especial, para hacer preguntas. Son preguntas orientadoras
con las que se pretende que los estudiantes lleguen a conjeturas que luego

validaran o descartaran.

En una tercera fase algunos estudiantes comparten sus soluciones con el resto

del grupo saliendo al tablero para realizar alli los célculos y la gréfica. Los deméas
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estudiantes participan para aprobar o desaprobar los procedimientos y las

respuestas a las que llegaron sus comparieros.

En este momento de la clase, la docente interviene poco, su funcién es coordinar
a los estudiantes para que participen organizadamente, pero en cuanto a la
correccion de las soluciones, prefiere esperar a que sean los estudiantes quienes
identifiquen si la solucién es valida. (Ver Anexo G). El esquema 13 presenta las
fases observadas durante la clase.

Socializacién
de resultados

Enfrentarse a
un problema

Didlogo
Socratico

Esquema 13. Fases de una clase de mateméticas. (Observacion en el contexto
Aleman)

3.3.3 Argumentos y niveles de competencia.

La demostracién en la educacion alemana ha sido considerada como una parte
importante en la clase de mateméticas y como un aspecto esencial de la
competencia matematica. En este sentido, la demostracion no solo es vista como
la prueba oficial que cumpla las exigencias de la disciplina cientifica. Demostrar en
el aula, abarca una amplia gama de argumentos formales e informales que van
surgiendo en la medida en que la competencia demostrativa se va desarrollando.
(Reiss et al, 2001)
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En los estudios cualitativos que han hecho investigadores como Reiss et al (2001),
Reiss (2007) y Ufer (2008) es recurrente el concepto de Competencia
Demostrativa (die Beweiskompetenz), que se define como la capacidad que
desarrollan los estudiantes para aplicar diferentes formas de razonamiento y
plantear argumentos y justificaciones en la actividad demostrativa. Ufer (2008)
define la Competencia Demostrativa en Geometria como la capacidad
especifica para la comprension y resolucion de problemas demostrativos propios

de la geometria elemental.

Al respecto Reiss (2007) propone un modelo de Competencia Demostrativa

categorizado en tres niveles.

e Primer nivel: En él los estudiantes no aplican un razonamiento matemético
elaborado, pero se requiere del uso de conceptos y reglas elementales de
operatividad.

e Segundo nivel: En él se presupone el conocimiento de hechos y conceptos
geométricos. Ademas, los estudiantes de este nivel de competencia estan
en capacidad de proporcionar la justificacion problemas geométricos.

e Tercer nivel: En él se pide a los estudiantes encontrar argumentos
suficientes para demostrar ciertos teoremas. Un requisito previo para ello es

el razonamiento autbnomo y la solucion creativa de problemas. Ver tabla 3:

Modelo de competencia demostrativa

Nivel | Nivel Il Nivel I

_ L Argumentacion y | Argumentos Yy
Simple aplicacion de | —~ = _ S
_ justificacion  simple, | justificaciones
reglas operativas y
. presentada en un | presentadas en
razonamiento elemental. )
paso. varios pasos.

Tabla 3. Modelo de competencia demostrativa
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Ufer (2008) afirma que, un paso demostrativo es una accion deductiva
argumentativa en la cual el estudiante tiene que hacer uso de una proposicion

matematica conocida.

Reiss (2007) propone una categorizacion en cuanto a los tipos de argumentos que
presentan los estudiantes en la actividad demostrativa. A continuacion se
describen tales argumentos en los esquemas 14, 15, 16, 17 y 18 retomando la

traduccién de algunos de los ejemplos que propone la investigadora.

Problem: Problema:

In der nebenstehenden | En la imagen del la

Abbildung ist C | derecha, C es un punto
irgendein Punkt auf der | cualquiera de la
Mittelsenkrechten zur | mediatriz de AB. Jens, C
Strecke AB. Meike, Syilvia y Frank

Jens, Meike, Sylvia und | intentaron demostrar la
Frank haben versucht, | siguiente afirmacion:
folgende Aussage zu

beweisen: El triangulo ABC es

Das Dreieck ABC ist | Isésceles.
stets gleichschenklig.
(Reiss, 2007, p.28)

Esquema 14. Situacién demostrativa
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Argumentacion empirica

El estudiante utiliza un argumento basado en casos particulares para

demostrar la tesis.

Frank antwortet so: Ich
habe C auf der
Mittelsenkrechten

verschoben und jeweils
die Strecke und
gemessen. Sie waren
immer gleich lang. Also
waren die  Dreiecke

gleichschenklig. Die

Frank respondié asi:
Ubiqué C en diferentes
lugares de la mediatriz
y luego medi los lados.
Estos median siempre
lo mismo, entonces los
triangulos eran
isésceles. Por lo tanto
la afirmacion es

verdadera.

Behauptung ist daher
wahr. (Reiss, 2007,
p.28)

Esquema 15. Argumentacion empirica

Argumentacion circular

El estudiante recurre a la tesis para demostrar la misma.

Afirmacion: Justificacion:
Angulo ADC = 90°.

Angulo BDC = 90°.

Angulo CAB = Angulo CBA.
Por lo tanto: AC=BC.

La afirmacion es verdadera.

Linea perpendicular.
Linea perpendicular.
Los &ngulos de la base de un
triangulo isGsceles son siempre

iguales.

Esquema 16. Argumentacion circular
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Argumentacion Formal

El estudiante realiza pasos demostrativos recurriendo a teoremas o0 axiomas

aprendidos anteriormente. Encadena estos pasos aplicando

inferencia logica.

reglas de

Afirmacion:

AD=BD.

Angulo ADC=90°.

Angulo BCD=90°.

DC=CD.

El triAngulo ADC vy tridngulo BDC son
congruentes.

Por lo tanto: AC =BC.

La afirmacién es verdadera.

Justificacion:

La mediatriz divide AB en segmentos
iguales.

Linea perpendicular.

Linea perpendicular.

El mismo segmento.

Los dos lados del angulo incluido son

iguales.

Esquema 17. Argumentacion formal

Argumentacion Narrativa

El estudiante explica sus justificaciones de manera narrativa, enlaza sus

argumentos sin, necesariamente, aplicar reglas de inferencia.

Weil die Strecke im rechten Winkel
schneidet, ist B der Spiegelpunkt von
A. Das Dreieck besteht also aus zwei
die

Spiegelbilder voneinander sind. Daher

rechtwinkligen Dreiecken,

haben und dieselbe Lange.

Die Behauptung ist also wabhr.
(Reiss, 2007, p.29)

B es un punto reflejo de A porque CD
corta al segmento AB en angulos
rectos. Entonces el triangulo ABC
estd conformado por dos triangulos
rectangulos, los cuales son imagen
reflejo uno del otro. Por lo tanto los

lados AC y BC tienen el mismo largo.

La afirmacion es verdadera.

Esquema 18. Argumentacion narrativa
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3.3.3.1 Conocimiento metodoldgico en el desarrollo de la competencia

demostrativa

El conocimiento de conceptos y normas (o teoremas) no es suficiente para realizar
las pruebas mateméticas. Ademas de esto, la comprension y el uso de los
procedimientos de demostracidbn matematica son requisitos previos necesarios.
Este conocimiento metodolégico consta de tres aspectos, que son independientes
uno de otro: el rigor de la prueba, la estructura de la prueba y la cadena logica.
(Reiss & Heinze, 2003)

e Rigor de la prueba: Una prueba matematica debe ser un patron de
razonamiento deductivo que consta de argumentos; pues otro tipo de
argumentos empirico-inductivos, o la referencia a una autoridad superior, o
de percepcién no son argumentos suficientes para una demostracion en el
seno de la comunidad matemaética.

e Estructura de la prueba: La prueba comienza en una suposicion o en un
argumento conocido y termina en una afirmacion, la cual se demuestra si los
argumentos son validos desde un punto de vista matemético. Por otra parte,
los baches que aparezcan en la estructura de la argumentacion no son
aceptadas como parte de una prueba matematica.

e Cadena logica: Cada paso de una prueba esta ligado al anterior de manera
l6gica; es decir, se puede justificar cada uno recurriendo a los pasos

anteriores.

3.3.3.2 La solucion heuristica de ejemplos en el desarrollo de la competencia

demostrativa

Autores como Reiss & Renkl (2002) y Reiss & Renkl (2005) indagan como incide
en los estudiantes los procedimientos heuristicos propuestos por los docentes a la
hora de plantear la solucion de ciertas tareas como ejemplos claves para el
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desarrollo de la competencia demostrativa en geometria. La aplicacion de la

heuristica en la solucién de ejemplos requiere:

Que cada ejemplo se involucre en una situacion hipotética, pero con una
aplicacion en el mundo real que conduzcan al problema matematico.

Que el conocimiento geomeétrico que podria ser util para la solucién es
ampliamente discutido. En ocasiones hay partes del conocimiento que
resultan ser superfluos en el proceso de probar. Sin embargo, los
estudiantes deben darse cuenta de qué es importante y qué no para una
solucion.

Que se presente la solucion de la prueba solo después de que los
estudiantes han sido estimulados a encontrar sus propias férmulas y
conjeturas. Por lo tanto, no solo lograran comprender qué tipo de argumento

se utiliza, sino por qué se utiliza.

Estos aportes que se destacan desde el contexto aleman, permiten extraer

algunas conclusiones pertinentes para la Educacién Matematica.

La exploracion y la busqueda de conjeturas son esenciales para que los

estudiantes logren darle sentido a la demostracion matemética y que puedan

potencializar su competencia demostrativa en geometria. Conjuntamente, es

necesario un ambiente de clase en el cual se promuevan el razonamiento y la

argumentacion. Para lograr esto, el docente debe reconocer las variables que

pueden fomentar la comprension de la demostracion por parte de los estudiantes

de secundaria. Ellas pueden ser individuales o relativas a la clase y se

caracterizan asi:

Existen variables individuales, ya sea cognitivas 0 no cognitivas, que
influyen en la competencia demostrativa de los estudiantes.
Los diferentes estilos que caracterizan una clase de mateméticas, influyen

directamente en que se dé o no, el desarrollo de la competencia
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demostrativa. Al respecto, los investigadores presentan una propuesta de
solucion heuristica de ejemplos, donde el docente brinda a los estudiantes la
oportunidad de explorar, reconocer y utilizar explicitamente las diferentes
fases requeridas en la realizacién de una prueba.

iii. Las variables sujetas a los estilos de la clase y las variables que tienen que
ver con los procesos individuales que desarrolla el estudiante, estan
relacionadas de manera interdependiente. Se destaca la importancia de la
comprension de conceptos matematicos para que el estudiante pueda
desarrollar la competencia demostrativa, la cual no se puede asumir como

un aspecto independiente de las bases conceptuales.

Se hallan diferencias en cuanto a las competencias basicas y a las competencias
demostrativas. Las competencias basicas se basan en el uso de declaraciones o
de conceptos basicos, como simetria o la suma de angulos. Con lo que respecta a
las competencias demostrativas, que exigen de argumentacion o demostracion,
pueden clasificarse en dos tipos: las tareas que exigen de la argumentacion
sencilla recurriendo a una idea previamente aprendida; y las que requieren de una

cadena argumentativa haciendo uso de reglas de inferencia légica.

Con relacién a lo anterior, se establecen niveles de competencia. El primer nivel
de competencia no tendra que ser el razonamiento matematico, pero requiere de
la aplicacibn de conceptos, las normas elementales y conclusiones sin
argumentacion. El segundo nivel presupone el conocimiento de hechos y
conceptos geométricos. Ademas, los estudiantes de este nivel de competencia
deben ser capaces de proporcionar la justificacion simple de los problemas
geométricos y encontrar una notacion para ello. El tercer nivel de la competencia
pide a los estudiantes encontrar argumentos suficientes para demostrar una tarea.

Un requisito previo para ello es la solucion autbnoma y creativa de problemas.
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3.4 CONTEXTO ESPANOL: RAZONAMIENTO MATEMATICO A TRAVES DE LA
DEMOSTRACION: UN RETO EN LA FORMACION DE DOCENTES.

Una reflexion profunda en la labor docente, particularmente en el uso de la
demostracion en la formacion de los estudiantes, pondra en evidencia que a través
de su valoracion como componente clave en el cuestionamiento objetivo del
conocimiento matematico, es posible promover la comprension matematica. Los
procesos de argumentacion y justificacion contribuyen al desarrollo de
operaciones mentales tales como abstraer, analizar, sintetizar, comparar, clasificar

y particularizar.

Las pruebas estan intimamente conectadas con la construccion de las ideas
matematicas y por tal deberian ser una actividad tan natural, como definir,

modelar, representar o resolver problemas.

Pero no todos los estudiantes pueden sacarle partido a la demostracion, en vista
de que no comprenden qué es, cudl es su funcion, dénde reside su fuerza y
utilidad, y lo que puede ser peor, es algo de lo que el docente no es consciente.
(Lupiafiez & Codina. 1999)

Los investigadores: Angel Gutiérrez Rodriguez, Ramoén Marrades, Juan Diaz
Godino, Angel Martinez Recio, Marcelino Ibafies, Tomas Ortega, José Luis
Lupiafiez y Enrique de la Torre, han realizado en Espafia investigaciones sobre la
problemética de la demostracibn matemética en contextos escolares y su papel en

el razonamiento matematico.

En estas investigaciones se ha evidenciado el bajo nivel de razonamiento
matematico que muestran los estudiantes en la elaboraciéon y comprension de
pruebas, y como los estudiantes conciben la demostraciébn como “un ritual indtil en
el que se les obliga a seguir modelos predeterminados por el docente”. (Lupiafiiez &
Codina. 1999, p. 8)
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Este “bajo nivel” puede ser originado por la concepcidén extremadamente formalista
gue se tiene de la demostracion en el aula de clase de matematica. Por lo que el
docente no debe frenar los intentos de los estudiantes de justificar a su modo los
enunciados matematicos, hay que aprovechar esas aproximaciones hasta llegar a

argumentos deductivos formales.

Se evidencia también, la necesidad de incluir procesos de justificacion desde los
primeros afios de ensefianza, asi como la consideracion de diferentes
significaciones y esquemas de prueba producidas por los estudiantes, en aras de
crear cultura argumentativa que genere en los estudiantes conciencia sobre el por
gué y para qué demostrar, y que conciban la prueba como parte fundamental del
proceso de resolucion de problemas. Al respecto Angel Gutiérrez afirma:

(...) No podemos esperar al bachillerato para ensefiar a los estudiantes a
razonar y demostrar formalmente, sino que esta formacion debe iniciarse
desde el primer momento de la ensefianza obligatoria (...) (de esta manera)
(...) los estudiantes practicardn las matematicas de forma creativa (...) y
entenderan el razonamiento como herramienta del razonamiento riguroso,
gue les sera util en cualquier contexto docente, familiar, laboral. (Gutiérrez,
2007, p. 2-22)

Buscando mejoras en la ensefianza y el aprendizaje del razonamiento,
especificamente en la demostracion, asi como la superacion de las dificultades a
las que se enfrentan los estudiantes al resolver problemas y situaciones de
demostracién, los investigadores espafioles plantean analizar los procesos,
problemas, ventajas y dificultades que aparecen en la ensefianza y aprendizaje de
la demostracién; pues lo fundamental en el aula de clase es que se considere la
demostracion como un medio de validacion. Se trata de fortalecer la demostracion
matematica, permitiendo que los estudiantes logren encontrarle utilidad al proceso,
y puedan producir pruebas con sentido de los enunciados presentados por el

docente.
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Este andlisis implica cambiar radicalmente el caracter formalista dado a la
demostracion, esto significa analizarla como parte esencial del razonamiento,
compararla con otros procesos como la justificacion, la explicacion y la
argumentacion; asi como replantear y analizar las funciones, fuentes de

conviccion, significados, esquemas y tipos de demostracion en los estudiantes.

De otro lado, analizar el cdmo se esta llevando este proceso al aula de clase deja
ver la necesidad de incorporar nuevos métodos, para lo cual los autores proponen
un acercamiento a la demostracion desde los primeros afios de la educacion,
considerando la epistemologia y utilizando los Software de Geometria Dinamica
(SGD) entendidos “como herramientas para mejorar la comprensién de la naturaleza de

la demostracion matematica y destrezas de demostracion”. (Gutiérrez, 2007, p. 21)

Los investigadores en Espafia proponen introducir el proceso de demostracion
matematica al aula de clase, asumiendo la epistemologia y los SGD como fuentes
para potencializar su desarrollo. Se pretende ademas, que los docentes
reestructuren la nocion que tienen de demostracion y esto implica revisar el
caracter formalista que se le atribuye a ésta en el aula, considerandola como un
proceso largo en el que se inicia con pruebas empiricas-inductivas, hasta llegar a
las pruebas formales y valorando sus distintas funciones, fuentes de conviccion de

los estudiantes y diversos significados en contextos institucionales y personales.

3.4.1 Hacia la reestructuracioén del proceso de demostracion

3.4.1.1 Revision del caracter formalista de la demostracion en el ambito

escolar

Llevar al aula de clase la demostracion en su sentido l6gico formal crea en los
estudiantes dificultades haciendo que la conciban como un producto acabado y

repetitivo en el que no hay que realizar aportes, sino repetir lo ya dicho y hecho

76



por otros, lo anterior priva a los estudiantes del proceso de razonamiento
argumentativo y demostrativo y de enfrentarse a contextos de justificacion de sus
ideas y de enunciados y proposiciones matematicas, al respecto Recio (2001),

sostiene que al interior del aula de clase es necesario

(...) ampliar el estricto sentido formalista que la interpretacién dominante en
la institucion matematica atribuye a la demostracion matematica y
considerar que tanto la argumentacion intuitiva, como la prueba empirico-
inductiva, como la demostracion deductiva formal e informal constituyen

aspectos complementarios de la demostracion matematica. (p.36)

Esta ampliacién permitird que los estudiantes poco a poco efectlien procesos de

razonamiento matematico.

Desde el Ministerio de Educacion y Ciencia Espafol, en conjunto con los
estandares del NCTM (2000), se plantea también la valoracion de los procesos
empirico-inductivos como pioneros en el proceso de construccion del

razonamiento deductivo:

(...) Los tanteos previos, los ejemplos y contraejemplos, la solucion de un
caso particular, la posibilidad de modificar las condiciones iniciales y ver
gué sucede, son las auténticas pistas para elaborar proposiciones y teorias.
Esta fase intuitiva es la que convence intimamente al matemético de que el
proceso de construccion del conocimiento matematico va por buen camino.
La deduccion formal suele aparecer casi siempre en una fase posterior,
esta constatacion se opone frontalmente a la tendencia, facilmente
observable en algunas propuestas curriculares a relegar los procedimientos
intuitivos a un segundo plano, tendencia que priva a los alumnos del méas
poderoso instrumento de exploracién y construccién del conocimiento
matematico. (MEC, 1991, p.72)
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El caracter formalista, asumido al interior del aula, puede superarse en gran
medida, si desde la educacion basica se crea una cultura argumentativa,
convirtiendo la prueba en parte del proceso de resolucion de problemas, logrando

gue los estudiantes mezclen la deduccion con la experimentacion.

En aras de la flexibilizacion del caracter formal de demostracion en el aula de
clase, los autores espafioles proponen la consideracion de otras funciones de
ésta, para asi replantear y analizar significados, esquemas vy tipos de

demostraciones producidas por los estudiantes.

3.4.1.1.1 Funciones de la demostracion

En lugar de caer en formalismos, que habitualmente los estudiantes no
comprenden, la demostracibn debe asumirse como una nocidn que tiene
diferentes funciones, y que debe convertirse para ellos en una actividad
significativa y necesaria a partir de la cual puedan interpretar, validar, valorar y
comprender situaciones, enunciados, proposiciones y contenidos matematicos. Al
respecto en el esquema 19, basado en Bell y De Villiers; Ibafies (2001a) se

exhiben diferentes funciones de demostracion.

VERIFI CAC|O N «Concierne a la verdad de una afirmacién.

A » Consiste en hacer la actividad demostrativa significativa,
EXP Ll CACIO N profundizando por qué es verdad.

S|STEMAT|ZAC|()N *Organiza varios posibles resultados dentro de un

sistema de axiomas, ayudando a la aplicacién del

o i

Ll

*Métodologia de exploracién, analisis e inventiva, que en
D ESCU B Rl M I E NTO ocasiones lleva a nuevos resultados.

COMU NlCACléN *Mecanismos por los cuales se expresan los resultados

ante otros profesionales. En el aula permite el analisis

\, critica de nrinrqu_y_mm

Esquema 19. Funciones de la demostracion.
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3.4.1.1.2 Fuentes de conviccién de los estudiantes

En la ensefianza de los procesos de conjetura y prueba, no es suficiente
detenerse a analizar los procesos implicitos y las dificultades existentes al
momento de realizar una demostracion, es necesario también considerar las
creencias que tienen los estudiantes, identificando qué los convence y qué no para
orientar los procesos. En la mayoria de los casos los estudiantes no quedan
convencidos de los argumentos dados en el aula y requieren de otras
comprobaciones. “El progreso en la habilidad de los estudiantes para hacer
demostraciones cada vez mas deductivas, abstractas y formales debe ir precedido de un
cambio en sus creencias sobre qué demostraciones son validas o y cuales no lo son”.

(Gutiérrez. 2000, p. 588)

Gutiérrez (2000), retomando a De Villiers, exhibe cédmo algunos estudiantes se
convencen de la veracidad de un enunciado matematico, porque confian en

fuentes de informacién externas a ellos, estas fuentes pueden ser:

e Conviccion autoritaria: Los estudiantes basan sus explicaciones en lo que
representa autoridad para ellos. Puede ser un libro de texto, el docente u
otro estudiante.

e Conviccion ritual: Los estudiantes asumen soélo las demostraciones que
estan en el estilo verbal o escrito, dependiendo del que se haya manejado
convencionalmente en clase (verbal, a dos columnas, diagramas).

e Convicciéon simbdlica: Los estudiantes aceptan solo las transformaciones

simbolicas sobre los enunciados matematicos.

3.4.1.1.3 Significados de la demostracion matematica

En el proceso de ensefanza y aprendizaje de la demostracién, y en la produccion

de pruebas, no solo intervienen las fuentes de conviccidn, sino también los
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diversos significados que se le da a la demostracion, desde el punto de vista

subjetivo en diversos contextos, ya que ellos permean las pruebas realizadas.

Godino & Recio (1998) y Recio (1999), analizan la nocién de demostracion en

cinco contextos:

e Vida cotidiana: La demostracion es de caracter informal, es dependiente
del contexto del individuo y de su situacibn emocional, se apoya en el
lenguaje natural.

e LOgica y fundamentos de las matematicas: La demostracion es una
derivacidbn simbdlica, sintactica, realizada de acuerdo a reglas
preestablecidas de transformacion de expresiones, sin apelacion alguna a la
intuicion.

e Matemética profesional: La demostracion es de caracter empirico-
inductiva, comprobacion en casos particulares como medio de validacion de
los teoremas.

e Ciencias experimentales: La demostracion se basa en practicas
argumentativas sustanciales empirico-inductivas y analogias.

e Clase de matematicas: Los teoremas matematicos son necesariamente
verdaderos, la verdad general no se pone en duda. Los argumentos que
establecen la verdad son contaminados de las diferentes significaciones de
demostracion matematica que los estudiantes y el docente encuentren en

los diversos contextos.
Segun esas significaciones llevadas por el docente y dependiendo de la forma en
que los estudiantes incorporen e interioricen dichos contextos a la clase de

matematicas, construiran diferentes significaciones personales de demostracion.

Los diversos significados personales o esquemas de prueba, permiten a los

docentes y a los estudiantes conocer no sélo los resultados acabados, sino
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también, dar cuenta de los procesos implicitos en sus practicas argumentativas,

para asi trabajar sobre los errores y dificultades existentes en ellos.

La valoracibn de los esquemas personales de demostracion, desde la
individualidad de los estudiantes, permite comprender la demostracion y llegar a

otros significados del mismo, mas informales, cercanos a sus practicas habituales.

Como resultado de la investigacion realizada en 2001, Recio, siguiendo a Harel &
Sowder y a Godino & Batanero, plantea cuatro tipos basicos de esquemas
personales de demostracion en relacion con los diferentes contextos

institucionales. Estos se muestran en el esquema 20.

Vida cotidiana e Argumentacion intuitiva.

( . 7 . e
Légica y fundamentos de |® Demostracion axiomatica formal.
las matematicas

Ciencias experimentales  |* Prueba empirico-inductiva.

Matematica profesional  |° Demostracion informal.

Clase de matematicas  |® Demostracion deductivo formal.

Esquema 20. Esquemas de prueba en diferentes contextos institucionales

Por su parte Marcelino Ibafies & Tomas Ortega (2001 b), retomando a Harel &
Sowder, proponen, realizar el andlisis sobre los resultados de los estudiantes a
problemas de justificacion, segun los siguientes esquemas de prueba. Ver

esquema 21.
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DE CONVICCION
EXTERNA:

1. Rituales.
2. Autoritarias.
3. Simbodlicas.

EMPIRICOS:
1. Experimentales:
a. Estaticos.

b. Dindmicos.

DEPENDIENDO
DE LA TAREA:

1. Utilizado.

ESQUEMAS
DE PRUEBA

2. Inductivos:
a. Falsos.

2. Declarado. o
b.Auténticos.
3. Aceptado.
o ] c. De un caso.
4. Inicial y final.

d. De varios casos.
e. No sistematico.
. Sistematico.

ANALILICOS:
. Transformacionales
. Estéticos.

. Dindmicos.

. Particulares.

. Generales.

. Incompletos.

. Completos.
.Intuitivo-axiomaticos.

5. Adherido.
6. Asignado.

N ® ® Q& O T Q@

Esquema 21. Esquemas de prueba

Basados en Bell, Van Hiele y Balacheff, Marrades & Gutiérrez (2000), realizan
una adaptacion del modelo de Van Hiele a la habilidad de demostracion,
mostrando los tipos de prueba producidas por los estudiantes cuando se enfrentan

a problemas de demostracion.

Las pruebas producidas por los estudiantes en relacion con el nivel de

razonamiento en el que se encuentren, se muestran en el esquema 22.
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Nivel 1: Fallidas .
NO hay_ Perceptivo
demostracion Empimsmo
Ingenuo Inductivo
Nivel 2:
Demostracion Be?:%dpcfozn
Empirica
Experimento Constructivo
crucial
Niveles do Analitico
razonamiento y Ejemplo
tipos de prueba genérico Intelectual
producidos.
Nivel 3: Transformativo
Demostracion Expermselnto
deductiva menta
informal Deduccion
formal Estructural
Nivel 4:
Demostracion
deductiva formal

Esquema 22. Niveles de razonamiento y tipos de prueba producidos.

3.4.2 La demostraciéon en el aula de clase: Cambio en los procesos

educativos

3.4.2.1 Aproximacion epistemoldgica

Desde el enfoque de investigacion se realiza un analisis de los diferentes
significados y formas de presentar la demostracion y los cambios 0 consecuencias
gue estos usos generan en la enseflanza de la demostracién. Los cambios en la
nocion matematica de demostracion han implicado replantear la forma, estilo y

técnica en que ésta es llevada al aula de clase.
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El proceso de demostracién de los estudiantes puede compararse con el de los
matematicos al momento de la apropiacion del saber matematico. Al principio no
hay definiciones, no estd claro lo que hay que probar; la prueba sirve para
comprobar la credibilidad o lo apropiado de una suposicibn, mas que para
establecer la verdad del enunciado. Los estudiantes solamente pueden validar

cuando se hayan apropiado de los conocimientos matematicos.

Los autores espafioles, consideran que presentar la demostracion tal y como
ocurrié en la historia, permitira superar algunas de las dificultades existentes en su
enseflanza y aprendizaje, logrando que los estudiantes modifiquen poco a poco su

concepcidn de demostracion, mejorando asi sus técnicas demostrativas.

3.4.2.2 Aproximacion a la demostracion con los Software de Geometria
dinamica (SGD)

Los SGD, son un medio eficaz para ayudar a los estudiantes a afianzar el proceso
de demostracion, pues a través de ellos pueden transformar las construcciones
gue han realizado con facilidad y rapidez, logrando una modificacion en sus

conjeturas y proposiciones argumentativas.

Los SGD ayudan a los estudiantes a entender la necesidad de las justificaciones
abstractas y las demostraciones deductivas en matematicas. Permiten realizar
exploraciones empiricas; experimentar, observar la permanencia de las

propiedades tras la realizacidén de transformaciones y verificar conjeturas.

Desde la perspectiva de Gutiérrez (2007) los SGD, “pueden ser una excelente ayuda
para representar facilmente un problema, para observar regularidades, para afiadir o

quitar elementos auxiliares, para verificar conjeturas”. (p. 22)
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Aunque las investigaciones espafiolas evidencian los SGD como mediadores en el
desarrollo de las demostraciones, dejan claro que ellos s6lo son un medio para
llegar a las pruebas formales, pero que por si mismos no realizan pruebas
formales. “La manipulacién del ordenador sera, en todo caso, paralela al uso del
razonamiento formal (...) de modo que los ordenadores se quedaran parados cuando los
estudiantes empiecen a escribir la demostracion formal de la conjetura que han

encontrado y enunciado”. (Gutiérrez 2007, p. 12)

Luego de reconocer algunos de los aportes de los investigadores abordados, es
preciso concluir que para lograr verdaderos procesos de razonamiento
matematico, deben considerarse las dificultades que tienen los estudiantes para
elaborar demostraciones formales, realizando a partir de ellas intervenciones que
les permitan dejar de comprender la demostracion como mecénica, y como réplica
de lo ensefiado por el docente, concientizandose de los procesos que llevan a

cabo y del por qué los realizan.

En consecuencia debe considerarse, por parte de los docentes, los distintos
significados de prueba y los esquemas informales que presentan los estudiantes,
en aras de desarrollar progresivamente en ellos las habilidades necesarias para la

apropiaciéon y dominio de las practicas argumentativas matematicas.
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3.5 CONTEXTO JAPONES: DEL PLANTEAMIENTO DE HIPOTESIS A LA
CONSTRUCCION DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO

Los aspectos sociales y cientificos de la educacién sirven a la sociedad para
proporcionar conocimientos que les permitan a sus estudiantes generar progreso y

bienestar.

En Educacion Matemética, es ampliamente valorado a nivel mundial el avance que
ha tenido la educacion japonesa, debido a sus sobresalientes resultados, en las
pruebas Trends in International Mathematics and Science Study (TIMSS) Esto se
demuestra con la adopcion de métodos de ensefianza aplicados en Japon durante
décadas, por algunos paises en el mundo y bajo la asesoria de docentes

matematicos japoneses.

En este apartado se hace un analisis de los procesos de conjetura y justificacion
en la educacién matemética japonesa, con el fin de que se evidencie la viabilidad

de la utilizacion de sus métodos en paises culturalmente distintos.

3.5.1 Sistema educativo japonés

La educacién en Japbén puede ser particular u oficial, provee un alto nivel
académico y gratuita a jovenes de 6 a 15 afios; a nivel secundario se ofrece una
formacion entre los 15 y los 18 afios de tipo obligatorio hasta el grado noveno, los
demas estudios son opcionales. Se lucha constantemente en contra del

analfabetismo.

La educacion en Japon pretende alcanzar una formacion integral, por lo que se
hace énfasis en los valores con el fin de formar ciudadanos en el ser y el saber,
motivo por el cual sus docentes estan en constante preparacion y evaluacion de

sus metodologias de ensefianza.
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El objetivo al interior del aula de clase es que los estudiantes construyan el
conocimiento a partir del trabajo en grupo y dirigido por el educador. Este es

sintetizado en el esquema 23.

EDUCACION EN
JAPON

FORMACION
INTEGRAL

SER SABER

Esquema 23. Educacioén y formacion integral en Japén

3.5.2 Educacién matematica en Japon

Con respecto a la ensefianza de las matematicas en Japén, se aborda el Estudio
de clases, “proceso mediante el cual los profesores se empefian en mejorar
progresivamente sus métodos de ensefianza, trabajando con otros profesores para
examinarse y criticarse mutuamente las técnicas de ensefianza’ (Baba, 2007, p. 26),
fundamentado en criterios y métodos de preparacion, clase a investigar y sesion
de revisién, que permite no sélo el aprendizaje y mejoramiento de las habilidades

y conocimientos matematicos en los estudiantes, sino también en los docentes.

Segun Yasuhiro Hosomizu (2007), el aprendizaje de las matematicas en Japon se
fundamenta en tres bases que, de forma articulada, se aplican al sistema

educativo. En este sentido se debe tomar en cuenta la formulacion de hipotesis en
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el proceso de construir el conocimiento como objetivo principal a partir de la
prueba y la conjetura.

I.  Un modelo de resoluciéon de problemas, centrado en el proceso y no en el
resultado.

ii. Laelaboracion de los textos de estudio, cuyo contenido incluye el modelo
de resolucién de problemas. Estos textos estan complementados con guias
desarrolladas para que los docentes, que no son exclusivamente del area de
matematicas, también tengan acceso a este modelo.

ii. ElI *“analisis de clases” como una metodologia, que supone la
observacion rigurosa y el registro de los sucesos que se dan al interior de la
clase de matematicas, con el objeto de actualizar constantemente los

meétodos y curriculos empleados.

Se trata de un sistema de ensefianza en el que la calidad de los docentes debe
ser alta, esencialmente cuando se refiere de la formacion de estudiantes de los
primeros grados, prestandose especial importancia a los estudiantes con mayores
dificultades conceptuales. También se destina tiempo a la retroalimentacion de los

docentes en torno a las experiencias vividas en el aula.

Las actividades planteadas, deben permitir al estudiante tomar la iniciativa en su
aprendizaje, para el cual el docente facilita los procesos. Asi mismo deberan
motivar en el estudiante, la busqueda de regularidades posibles, las cuales seran
explicadas a partir de la formulacién de preguntas. Mas que el hecho de hallar
dichas regularidades, es importante el esfuerzo que realizan los estudiantes para

encontrarlas.
Cuando se esté en las clases de matemaéticas se busca evitar la mecanizacion sin

sentido de los contenidos y conceptos, pero en cambio se promueve la

comprension.
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3.5.3 El estudio de clases

El Estudio de Clases consta de tres aspectos con los cuales se pretende mejorar

la ejecucion de los programas y el plan de estudio, que se realizan con reiteracion,

buscando mejorar progresivamente los disefios y ejecucion de los programas

académicos.

El primero es kyozai kenkyu, que consiste en una forma de “preparacion”,
en la que se pretende transformar un proyecto de curriculo, trabajando
colaborativamente. Los docentes buscan y seleccionan materiales
relevantes para el propésito de la clase, refinan un primer disefio de acuerdo
a las necesidades de los estudiantes, y reuniendo esto en un plan de clase,
por medio del cual se pretende lograr habilidad de comprensién y de
razonamiento creativo, en la medida que se disfruta del aprendizaje.

El segundo es kenkyu jyugyo, también llamada koukai jyugyo; una clase de
estudio o de investigacion, que se ensefia, y a la cual asiste una cantidad
variable de docentes, a quienes a menudo se suman instructores
universitarios y supervisores.

Finalmente, estd la jyugyo kentoukai, sesién de revisibn con los
observadores. Esta comienza con un breve preambulo en que el docente
que impartié la clase explica su propoésito. Sobre la base del plan de
ensefianza distribuido de antemano, se explicitan conceptos acerca de los
materiales pedagdgicos y caracteristicos o estatus de los estudiantes de
acuerdo a cada etapa de la clase, asi como los propésitos de cada problema
y actividad realizados en ella. Luego, cada participante expresa opiniones y
pregunta acerca de los problemas dados en la clase y el rol formativo del
docente, también se discute acerca de las expresiones y actividades de
aprendizaje de los estudiantes. (Hosomizu & Yamamoto, 2007)

Desde la perspectiva de Yasuhiro Hosomizu (2007), mediante la metodologia de

Estudio de clases, los procesos practicos en los diferentes contenidos se hacen a
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través de situaciones problema que atraen la atencion del estudiante y a partir de
las cuales se cultiva el pensamiento inductivo, de manera que surgiran preguntas
como ¢por qué esto es verdad?, ¢estas regularidades funcionan siempre?, las
cuales trataran de responder; es asi como el docente ayuda al estudiante a

construir el razonamiento matematico.

Esta metodologia es descrita en el esquema 24.

Planificacion de
clase

Preparacion . J

Identificacion del

problema

( N a N

ESTUDIO DE Clase a investigar Implementacion

CLASES

\, J \, J
4 Y é )

Sesion de Evaluacion de la

revision clase y resultado
\ J \ J

Esquema 24. Estudio de clases en Japon
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3.5.4 Argumentacién y demostraciéon en Japoén

Con base en los autores Yasuhiro Sekiguchi y Mikio Miyazaki se hara un analisis
sobre la relacion entre la argumentacion y la prueba matematica, desde el punto

de vista cultural japonés.

La cultura como un rasgo particular de una regioén, refleja todas las condiciones en
las que se desempefian actividades como el estudio y la educacion. A su vez cada
cultura adopta un sistema de comunicacion propio, el cual tiende a difundirse o a
cambiar, conforme se propagan dichos métodos de comunicacion o se recibe

influencia de otras culturas.

Se toma entonces, desde el concepto universal de lo que es la comunicacion, las

siguientes afirmaciones:

e La argumentacion es un tipo de comunicacion verbal.

e La prueba es un componente de la comunicacion dentro de la comunidad
matematica.

e La comunicacion es uno de los tépicos principales dentro de los estudios

culturales.

Con relacion a lo anterior, Barnlund (1989), expresa que la comunicacion verbal no
siempre tiene relevancia en la cultura japonesa y que el objeto es lograr la
armonia, tendiendo a eliminar expresiones de desacuerdo y valorando la
cooperacidbn que la competencia. También cobra especial relevancia el
cumplimiento de los deberes sociales de la comunidad. En definitiva, la parte
cultural de una sociedad define las formas en las que se abordan los
conocimientos, incluyendo el ambito académico y a su vez, los aspectos logicos y

argumentativos de las matematicas.
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3.5.4.1 Prueba y argumentacion en los salones de clase japoneses

En japonés, la expresion "shoumei" se refiere a la demostracibn matematica. En
las escuelas japonesas, los procesos que se desarrollan en el salon de clases
contienen oportunidades de comunicacién tanto formal como informal, en sentido

general en la cultura japonesa.

Segun Stigler & Hiebert (citado por Sekiguchi & Miyazaki, 2000), las lecciones de
matematicas en las escuelas japonesas enfatizan el "wakaru" (comprension) de
ideas mateméticas, sin acudir a la memorizacién como método. Se enfatiza en la
importancia de preguntar por qué, para buscar el "origen" (causas 0 premisas
basicas) del fenomeno en cuestion y la descripcion de un camino causal o l6gico
gue lleva del origen al fendmeno. Las respuestas a la pregunta por qué son o bien
"wake" (explicaciones) o "riyu" (razones). Las actividades para encontrar y explicar
sus argumentos incluyen descripciones sobre resolucion de problemas vy

justificacion de los pasos utilizados en esos procesos.

En el ciclo basico de la escuela secundaria, el explicar (wake) o el dar razones
(riyu) es frecuentemente llamado "setsumei'. Las actividades que hacen
"setsumei” se realizan normalmente antes de presentar la nocion de demostracion
matematica (shoumei). Los términos "wake", "riyu" y "setsumei" son comunmente
utilizados en la vida diaria de los estudiantes. En contraste, el término "shoumei"
aparece raras veces en la vida diaria, por lo que se presenta primero a los
estudiantes en las lecciones de geometria de octavo grado de matematicas. Este
término se define usualmente como un acto que muestra l6gicamente la veracidad
de una conclusion. Bajo este modelo, "shoumei” debe deducir la conclusion
declarada siguiendo las premisas aceptadas. Esto corresponde bien a la idea de
"cumplir con las obligaciones sociales de la comunidad" (Sekiguchi & Miyazaki,
2000, sp.) Por ello el modelo de grupo de la comunicaciéon japonesa en publico

parece cumplir bien el proceso de producciéon de pruebas.
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3.5.4.2 Argumentacion en los salones de clase de matematicas

En Japon, la oposicion es expresada de una manera indirecta. Sin embargo, en la
escuela los estudiantes no estan aun socializados en la cultura de los adultos.
Algunas veces expresan oposicion o desacuerdo en las conversaciones en el
salon de clases y pueden poner en peligro la armonia de esa comunidad. Aqui el
docente juega un papel importante, ya que expresa respeto por las ideas
individuales, sean estas correctas o incorrectas, tratando de aprovechar sus
diferencias argumentales para profundizar en ellos la comprensién del concepto
en cuestion, recuperando la armonia en la comunidad del salon de clase,

mediante la busqueda colaborativa de una solucion.

Los docentes japoneses inician sus clases planteando un problema Stigler &
Hiebert (citado por Sekiguchi & Miyazaki, 2000). Animando al estudiante a
presentar sus ideas para resolver el problema. Durante la leccion el docente pide
reflexionar en pequefios grupos "hanashi-ai", o en la clase completa como un solo
grupo. Debido a que el problema es arduo, los estudiantes frecuentemente
formulan conjeturas e ideas erréneas o cometen errores de procedimiento.
También, debido a que el problema es frecuentemente abierto, pueden dar varias
soluciones diferentes. El docente los invita a comparar entre ellos ideas y
soluciones. En esas ocasiones pueden encontrarse contra-ejemplos y pueden
presentarse contra-argumentos. El docente utiliza intencionalmente esas

oportunidades para estimular el razonamiento en los estudiantes.

Lewis (citado por Sekiguchi & Miyazaki, 2000), sostiene que la disciplina o moral
tradicional japonesa pone un gran énfasis en reflexionar ("hansei”) sobre los
errores propios y en apreciar la contribucion de otros, lo cual fomenta la
cooperacion entre los estudiantes. Aunque el "hanashi-ai" puede finalmente
concluir estableciendo cual solucibn es adecuada, eficiente o elegante, la

competitividad entre los estudiantes no tiene espacio; por ello, en principio, no
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existen ganadores ni perdedores en "hanashi-ai", contrario a lo que sucede en la

argumentacion segun el estilo occidental (Sekiguchi & Miyazaki, 2000).
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3.6 CONTEXTO ESTADOUNIDENSE: LA INSTRUCCION Y LA PRUEBA
MATEMATICA

3.6.1 Los trabajos investigativos de Patricio Herbst en Michigan University

El objetivo del estudio de las investigaciones realizadas por Patricio Herbst en
Michigan University hacen alusion a las recomendaciones que el investigador
Nicolas Balacheff dio mediante una comunicacion personal, en donde es claro que
Patricio Herbst es uno de los principales investigadores en Estados Unidos en
torno al estudio de las pruebas matematicas realizadas por los estudiantes en la

clase de matematicas.

Las investigaciones de Patricio Herbst en Michigan University estan
genealogicamente enmarcadas a nivel teérico por las teorias de: Imre Lakatos,
Nicolas Balacheff, contrato didactico de Brousseau, las transacciones de la
instruccion, la nocién de habitus de Bourdieu, el Frame Analysis de Goffman, la
Etnometodologia de Garfinkel, Deborah Ball y Magdalene Lampert, y la Sociologia

de la prueba desde las concepciones de Eric Livingston.

Algunos de los trabajos de Patricio Herbst estdn enfocados a investigar los
procesos de instruccion en las clases de matematica y las implicaciones que éstos
tienen sobre las concepciones propias del aula en cuanto a la prueba.

Exclusivamente dentro del paradigma de investigacion que adopta Herbst en el

estudio de las pruebas matematicas, él atiende a:

i. Las aulas de clase de mateméticas como comunidades sociales y la concepcion de
prueba que mejor se adapta a éstas.
i. Lafuncion que desempefia la prueba en el proceso de desarrollo del conocimiento

publico en las aulas de clase.
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iii. La comprension de las pruebas, que se obtienen en un salén de clase, en los

diferentes campos conceptuales en referencia a la ensefianza de la matematica

En la ilustracion 1 se muestra la conceptualizacién de la clase de matematicas, segun

Herbst.
&/
A '_‘_./ﬁ ‘;‘
£ 4 iR

Las aulas de clase de mateméticas
como comunidades sociales y la
concepcion de prueba que mejor se

La funcidn que desempefia la prueba

en el proceso de desarrollo del
conocimiento publico en las aulas de

clase.

La comprensién de las pruebas, que
se obtienen en un salén de clase, en
los diferentes campos conceptuales en
referencia a la ensefianza de la

adapta a éstas.
matematica.

1\ AN VAN J

[lustracién 1. Conceptualizacidon segun Herbst.

Patricio Herbst en su investigacion (Herbst, 1999) hace una critica en cuanto a los
formatos de pruebas a dos columnas, en donde propone que algunas de las
desventajas en este tipo de formato son la economia en la comunicacion y la
razonamiento matematico

rigidez estructural, particularmente en cuanto al

abordado en éste.

Herbst ha estudiado preferentemente la sociologia de la prueba y no solamente
cefiida a la elaboracién de ésta en un texto; como lo exige el formato de pruebas a
dos columnas, ya que los esquemas de prueba estan asociados a las clases de
razonamiento, a los materiales y a los medios y formatos comunicativos que se

tengan presente al momento de socializar una prueba y poner en debate su
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validez. La genealogia de las investigaciones realizadas por Herbst se muestran
en el esquema 25.

(Este es el contrato en el sentido)
amplio, el maestro sabe y debe de
ensefarle una lista de saberes al
alumno, el alumno no sabe y tiene que

Teoria del aprender del maestro esa lista de
contrato saberes.

didactico de Brousseau es ambiguo cuando habla
Brousseau de contrato, a veces hay contratos

especificos para una tarea. A eso yo
lo llamo negociation of the contract
for the task or for short negotiation of

@e task. Y,

[Las nociones de task y mathematical)

work, la nocién de que el maestro

Teoria de las intercambia (da cuenta de Ila
transacciones de equivalencia) objetos de distintas
la instruccioén escalas de tiempo (time scales), y la

nocion de situacion como un default
ge esos intercambios

J
Genealogia de las 7 N
invels_tigé;lciones El habitus o prgctical rationality Conao
realizadas por i6 compuesto e categorias e
Patricio Herbst Lﬁ:ﬁf&gndge percepcion y de valor compartidas por
Bourdieu personas que pertenecen al mismo

grupo (ejemplo: maestros de

[T]atematicas) )

La nocion de frame (aunque Goffman
Frame analysis se la adjudica a Bateson), Goffman

de Goffman también uso la nocién de situacion en
forma similar a como yo la uso.

Etnometodoloaia Las nociones de models of practical
deGarfinke|g action, breach, repair strategies, y
breaching experiments.

* Esquema 25. Genealogia de las investigaciones realizadas por Patricio
Herbst

97



3.6.2 Formato escrito de las pruebas a dos columnas

El proponer en este apartado referentes teoricos de las pruebas a dos columnas,
se debe a que es uno de los formatos comunes en los procesos de escritura de las
pruebas matematicas en los espacios de clase de matemética en Colombia.
También trabajar con pruebas empleando el formato a dos columnas ha permitido
durante algun tiempo un acercamiento por parte de los docentes a los
razonamientos deductivos de los estudiantes y el poder detectar las dificultades
presentadas por los estudiantes, con miras a fortalecer los procesos
comprensivos, desde estudiantes de educacion media, de transicién de educacion

media a la universitaria y la universitaria propiamente dicha.

Los formatos de pruebas a dos columnas han sido empleadas en la ensefianza de
la demostracibn en geometria basicamente, en algunos casos de manera
inconsciente y con bajos niveles de comprension y que pocas veces trasciende a
niveles mas altos de comprensién, quedandose solamente en el nivel mas
intuitivo; pero también han sido fuertemente criticadas y segun los NCTM (1989),
se recomienda que se dé importancia y atencién en la ensefianza de pruebas a
“argumentos deductivos expresados oralmente y en parrafos” y que se dé menos atencion

a las pruebas a dos columnas”. (p. 126-127)

Una de las ventajas de las pruebas a dos columnas; aun cuando el docente no es
consciente en la clase de matematicas de controlar los procesos de prueba y
demostracién, es que permiten un acercamiento l6gico a las justificaciones y
demostraciones, también permitiendo “controles de manejo” del razonamiento

deductivo.
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3.6.2.1 Definicion de una prueba a dos columnas

El estilo escrito de pruebas a dos columnas permite un acercamiento a la
elaboracion escritural consciente de las pruebas matematicas, pero abandonando
otros procesos de razonamientos en los cuales el docente debera poner atencion

y no descuidar.

En las investigaciones realizadas por Herbst (1999), él narra que en uno de los
estudios etnograficos de un curso de geometria de Sekiguchi define el estilo de

prueba a dos columnas como sigue:

Uno traza una linea horizontal y otra vertical desde el punto medio de la
primera hacia abajo de tal manera que se forme una letra T, creando asi
dos columnas bajo la linea horizontal. En la columna de la izquierda, uno
escribe una cadena deductiva de enunciados que converjan a la
proposicion a probar, asignandole un nimero de orden a cada enunciado.
Para cada paso de la deduccién, uno debe anotar la razén de la misma en
la columna de la derecha bajo el correspondiente nimero de orden. (p. 78-
79)

En las ilustraciones 2 y 3 se muestran ejemplos de pruebas escritas a dos

columnas.

99



Demes har gue 3i: Ay ByC S conjurtn tal gue:
St BCA, enfonces : BUC G Avc

Rajonmor por Hdacc:.'afq al abs'ardo., vt e

hipoteszs

/
hipoks:‘-‘-‘

U R
@ BUC @ AuC

® ~v [ (Vx)(xeBUC = X6 AuC)

/
Nejacﬂr{i de inclusen en (@

)
@ (¥x)( X€B = xc4) d Depnicton de inclusien en (D

. y 7
® (Iv)(Ae Buc -xd Auc) Eg,uivalcncm gneaaﬁton.@)

ol ; ;
@ xeBuca xd Auc BarRcalazaczon existencia(F)

-/
Simplt s cacide conyuncteon ®

@ ¥eBuve

/
-/
Simplificacror conjunczon @

T S

@ veB v Deginrccn de wnieo en@® /

@9 xgaa xgc Qomiewvencia dela negacée “";"@

(D) %€B = xed Parkca }aﬁgacfa{: universal

19 A¢B v xeA Dejinictes de comdzcional on(@)
. e

3) A¢ A AR }Sg'mpu fécacion en la coﬂdoomon@

i4) Agc S

D) x¢ B MT.P eire @y@D

() xg8_ M.TT enhe @ y (3

() x€BAXGB__ @on&vmioln @3@-(;-5#—)_

duggo: % BCA,en?EeM.- BUE G AUC

llustracién 2. Ejemplo de una prueba a dos columnas
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llustracién 3. Prueba a dos columnas que sélo exhibe la cadena deductiva de
enunciados y no presenta las razones.

Por su riqueza en estructura rigida se puede notar que en un formato de pruebas a
dos columnas se pierden los procesos heuristicos que permitieron al estudiante o

docente construir y llegar a la validez de la veracidad de la proposicion a probar.
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3.6.3 La clase de matematicas, el conocimiento publico y la definicion de

prueba segun Herbst

Para Patricio Herbst (2000) las investigaciones giran en torno a la instruccion y la
concepcion de clase de matematicas, ya que él conceptia que la clase es un
locus cognitivo: Una especie de ecosistema que produce sus propios objetos de
conocimiento y, uno puede suponer, sus propios codigos comunicativos, formas

de argumentacion, teorias, y dispositivos de registro y de memoria.

Y por tanto atiende y acufia concepciones de prueba como la de Balacheff o a la

de Harel y Sowder en cuanto a:

La prueba como aquellas estrategias mediante las cuales los alumnos se
convencen a si mismos o persuaden a otros de la validez de sus
afirmaciones matematicas (véase por ejemplo Harel y Sowder, 1998).
Herbst reconoce que la prueba depende del contrato didactico de la clase

asi como también de su caracter social.

Herbst acufia la siguiente definicibn de prueba matematica atendiendo a la de
Balacheff (1988):

Una prueba es una explicacion de la verdad de una proposicién aceptada
por una comunidad dada en un momento de tiempo dado. La decision de
aceptarla puede ser el objeto de un debate cuyo objetivo principal es el de
determinar un sistema de validacibn comun para los participantes. (Citado
por Herbst, 2000, p. 147)

102



3.6.4 Esquemas de pruebas encontrados en estudiantes y propuestos por
Harel y Sowder

En una de las investigaciones realizadas por Harel & Sowder (1994) y citados en
el trabajo de Ibafies (2001b, p. 13), se presentan los siguientes esquemas de

pruebas encontrados en sus estudiantes. Ver tabla 4

ESQUEMAS DE PRUEBA

De conviccion Empiricos Analiticos
externa
Rituales Inductivos | Transformacionales
Autoritarios Perceptuales Axiomaticos
Simbolicos

Tabla 4. Esquemas de pruebas de Harel & Sowder (1994)

Algunos de estos esquemas de prueba pueden detectarse facilmente en nuestras

clases de matematicas en Colombia.

El esquema 26, muestra las subcategorias que presenta Harel y Sowder respeto
de los esquemas analiticos de pruebas, que no se presentan en los trabajos de
Ibafies (2001b).
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External Conviction
FProof Schemes

Authoritarian

Empirical
Proof Schemes

Inductive Percepiual

Analytical

Proof Schemes

Transformational Axiomatic

Intuitive- Axiomatizing
Axiomatic

Intermalized | |Intedodzed | | Restrictive

| Constructive |

Contextual

[ Generic |

Esquema 26. Esquemas originales propuestos por Harel & Sowder

Se puede observar una equivalencia entre los esquemas de prueba de Harel &
Sowder (esquema 19), y los propuestos por Balacheff (2000). Ya que los
esquemas de prueba que Harel & Sowder llaman empiricos, Balacheff los nombra
como pruebas pragmaticas y ostensivas; y los llamados esquemas analiticos de

prueba, hacen alusion a las pruebas intelectuales en la teoria de Balacheff.
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ESQUEMAS DE PRUEBA

Transformacionales

Particulares | Generales

De varios casos

Intuitivo-Axiomatico

Sistematicos

Tabla 5. Categorizacion de tipos de prueba por Ibafies. (2001b)

En esta categorizacion de los esquemas de prueba (tabla 5) se debe resaltar que
los esquemas empiricos son experimentales e inductivos y estan relacionados con
los tipos de prueba encontrados por Balacheff (2000).
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3.7 CONTEXTO MEXICANO: LA RESOLUCION DE PROBLEMAS: UN CAMINO
HACIA LA CONJETURA Y LA DEMOSTRACION

En la realizacion de este apartado se han tenido en cuenta algunos articulos y
libros escritos por el docente mexicano Victor Larios Osorio, mostrando como sus
investigaciones sobre la resoluciéon de problemas, conjetura y demostracién en la

escuela basica media han ayudado en el fortalecimiento de éstos.

El trabajo realizado por Larios se basa en el desarrollo que tienen los estudiantes
con los diferentes tipos de pruebas, las cuales permiten de una manera natural

conjeturar y demostrar.

Larios ha utilizado para la elaboracion y desarrollo de su investigacion una
metodologia cualitativa que intenta ser naturalista; es decir, no fija su atencién en
la cantidad de respuestas por parte del estudiante, sino en la forma como estos las
resuelven, en los comentarios y las conductas al contestar. Mientras los
estudiantes trabajan, el docente realiza procesos de observacion. Aunque podria
ser aun mas participativa, no lo es por la diferencia de nivel y edad; es decir, no
trabaja con una misma poblacién de estudiantes, sino que es una triangulacion
transversal en diferentes momentos, en determinado momento se hace un corte y

se ven los resultados que obtiene en su desarrollo.

El trabajo realizado por Larios en México, se expondra de la siguiente manera:

i.  Educacion en el contexto mexicano, abordandose la Secretaria de
Educacion Publica (SEP).

ii. Planteamiento de resolucion de problemas en la enseflanza de las
matematicas, mostrando la problematica que se origina en el area de la
educacion, especialmente con los docentes, debido al poco conocimiento
gue se tiene con respecto al manejo de los problemas matematicos en el

aula de clase. En este punto se trabajaran autores citados por Larios (2006)
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como Polya Fredericksen, Shoenfeld, Bartolache y Friedmman quienes con
sus investigaciones sobre el tema ayudan a aclarar las caracteristicas de lo
gue se entiende por problema matematico.

ii. Papel de las conjeturas y la demostracibn en el momento de resolver
problemas en el aula de clase y los beneficios que trae en el desarrollo de

conocimientos matematicos en los estudiantes.

3.7.1 La educacioén en el contexto mexicano

La SEP es la encargada de organizar, vigilar y desarrollar en las escuelas
oficiales, incorporadas o reconocidas, ésta Secretaria, a través de la llamada
Subsecretaria de Educacion Basica, emite por ley los programas de estudio de los
niveles; preescolar, 3-5 afios de edad, con tres ciclos lectivos; primaria; 6-11 afios
de edad, con seis ciclos lectivos; secundaria o media basica, 12-14 afos de edad,
con tres ciclos lectivos; medio superior o bachillerato, 15-17 afios de edad, con
tres ciclos lectivos; y el superior y posgrado. La SEP supervisa los ultimos niveles

pero, salvo algunos casos, no los controla totalmente.

En México no hay estandares curriculares ni de evaluacion; como el de los
Estados Unidos y Colombia, s6lo hay un documento emitido por la SEP, y algunos
intentos de hacer evaluaciones estandarizadas; la mas reciente se llama Prueba
Enlace, cuya informacién esta en la pagina de la SEP® y hay dos instituciones
relacionadas: el Centro Nacional para la Evaluacién de la Educacion Superior
(CENEVAL) y el Instituto Nacional para la Evaluacion Educativa (INEE).

Algunas de las escuelas particulares tienen que adoptar un curriculo ya autorizado
por la SEP y desarrollado por alguna institucion existente; SEP o universidad, para
gue asi las certificaciones que ofrecen sean legales. En general, hay mas de

ochenta (80) curriculos diferentes para bachillerato en el pais.

10| a direccién electronica es: www.enlace.sep.gob.mx
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Para el caso del nivel superior; licenciatura, especialidad, maestria y doctorado,
ocurre algo similar: La SEP controla algunas instituciones o bien supervisa y
establece parametros; que mas que académicos, son de tipo organizativo y

administrativo.

Entre ese otro tipo de instituciones estan las Universidades publicas, las cuales
son autébnomas en su gobierno, son las que tienen el derecho de plantear sus
propios programas de estudio. En cuanto a las instituciones privadas si quieren
gue les reconozcan los estudios deben ponerse bajo la supervision de las publicas

y de la SEP para poder disefiar sus planes de estudio.

En la SEP se plantea que los estudiantes deben desarrollar capacidades de
argumentacion con el fin de poder exponer y defender sus ideas y resultados,
suponiendo que dichas capacidades favoreceran en el futuro los procesos de
demostracion matemética. De hecho, la comunicacion verbal actualmente se
retoma, como una de las competencias basicas que deben desarrollar todos los
estudiantes a lo largo de sus estudios hasta el nivel bachillerato. (SEP, 2007)
Haciendo de esta manera hincapié en la argumentacion para lograr un proceso de

demostracion matematica en el aula de clase.

3.7.2 Planteamiento de resolucion de problemas en la ensefianza de las

matematicas, probleméatica que se origina en el area de la educacion

La Direccion General de Bachillerato (DGB) de la SEP, se sometié a una reforma
realizada en el afio 2004, la cual fundamenta la ensefianza de un curso dedicado
al estudio de las Matematicas, “La metodologia a aplicar debe estar enfocada al
planteamiento de problemas precisos que surgen de situaciones de interés para
los alumnos” (Larios, 2006, p. 6) Se propuso la ensefianza de las matematicas
como una ciencia viva y en evolucion, la cual incluye este aprendizaje por medio

de la resolucién de problemas.
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Consideramos que una de las maneras mas accesibles para que los
estudiantes de este nivel se adentren en los campos de las matematicas,
incluyendo el desarrollo de habilidades relacionadas, es a través de
enfrentarlos a problemas, llevandolos a resolverlos. Con ello no queremos
decir que Uunicamente hay que resolver problemas y encontrar sus
soluciones, sino que se debe llegar a una sistematizacién del conocimiento
a través de una reflexion del estudiante, muy probablemente guiada por el
docente. (...) Consideremos que de esta manera no sélo se presenta un
panorama mas real de crear las matematicas, es decir sobre el quehacer
del matematico, sino también se muestra a esta ciencia como parte activa
de la sociedad, promoviendo asi actitudes positivas en el estudiante y
eliminando mitos sobre la inmutabilidad de las matematicas y sobre la

rigidez de sus métodos, entre otros. (Diaz-Barriga et al, 2001)

En el ambito docente, es comun encontrar diferencias respecto a la forma de
enseflar y aun mas de ponerse de acuerdo en la manera de enfocar los
conocimientos. Es importante reconocer que segun el docente debe hacer un
paralelo entre los conocimientos y la experiencia de la cual dependera el

panorama gue se logre desarrollar en la clase.

En consecuencia se puede generar la falta de comprension de algunas
caracteristicas del problema matematico, lo cual conlleva a que algunos docentes
confundan el problema matemético con el ejercicio, y para clarificar esto es
necesario mencionar que el caracter del problema en el &mbito matematico es
utilizarlo como medio para el aprendizaje matematico, en cambio el ejercicio es

una actividad que, mal orientada, pude llevar a incurrir en procesos mecanicistas.

Alan Schoenfeld (1985) (citado por Larios 2006, p. 17), argumenta que segun el
individuo y su grado de conocimientos podra o no tomar una tarea como un
problema. De otro lado José Ignacio Bartolache (1769) (citado por Larios 2006, p.
17), reconoce la importancia de los problemas practicos y el uso de éstos como

medio para al aprendizaje matematico.
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A continuacion se mostraran algunas de las definiciones propuestas por los

autores, en lo referente al tema problema matematico:

Las mismas tareas que exigen esfuerzos significativos para algunos
estudiantes pueden muy bien ser ejercicios rutinarios para otros (...). De
esta manera ser un “problema” no es una propiedad inherente a una tarea
matematica. Mas bien, es una relacion particular entre el individuo y la
tarea lo que hace a la tarea un problema para esa persona. (Alan
Schoenfeld, 1985, citado por Larios, 2006, p. 17)

Es una proposicion practica, en que se manda hacer una cosa, suponiendo ya

sabidas otras, que se requieren para su ejecucion.

Todo problema es préctico, y en tanto se distingue del teorema, y otras
especies de proposiciones, en que sélo se cumpla la verdad de las cosas,
afirmando o negando unos atributos de otros. (...) Es regular que los
problemas tengan cierta correspondencia con los teoremas, de suerte que
aguéllos tienen su origen y se fundan en éstos. Y la razén es que una
practica es el fruto de una verdadera teoria. (José Ignacio Bartolache,
1769, citado por Larios, 2006, p. 17).

Luego de estas definiciones es necesario analizar algunas clasificaciones sobre
problemas; expuestas en los esquemas 27, 28 y 29 que hacen autores como
Polya, Fredericksen y Fridman en los cuales se pondra en evidencia los conceptos
qgue tengan en comun y los nuevos que cada uno presenta para de esta manera

ampliar el horizonte sobre el analisis que se esta tratando.
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Incognita
Problemas por Busqueda de
resolver una incognita Datos
Conclusidn
Problema
Mostrar | o
0% . arla Hipotesis
Problemas por exactitud o
demostrar falsedad de Conclusid
una afirmacion onciusion

Esquema 27. Definicion de problema segun Polya (1969) citado por Larios 2006

f N
\ Formulacion clara
Problemas bien q )
estructurados >

Solucién a través de
algorismos y criterios
de validacién

N\ \
Problemas r "
estructurados que Disefio parcial o total
Problema requieren deun de procesos de
pensamiento solucion
productivo \
\ J

Dificultad en la
formulacioén clara del
problema

Problemas mal
estructurados

\

Esquema 28. Definicion de problema segun Fredericksen (1984) citado por Larios
2006
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S
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A través de
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N/

Esquema 29. Definicién de problema segun Lev Fridman (1995) citado por Larios

2006

3.7.3 Papel de las conjeturas y la demostracion

3.7.3.1 La exploracion, observacioén y formulacion de conjeturas como bases

para la resolucion de problemas

El uso de las conjeturas es indispensable para la resolucién de problemas en

matematicas, particularmente en lo relacionado con la demostracion, ambos

procesos estan directamente relacionados, de tal manera que “si no se logra

conjeturar, entonces no se puede esperar que se valide” (Larios, 2006, pag. 2)

Los problemas matematicos son la parte central en el aprendizaje de las

matematicas por la misma concepcion que se tiene de ella, citada por Larios

(2006) en uno de sus textos afirma:

Es muy importante que el estudiante esté consciente que saber Matemética

implica saber resolver problemas. [...] La parte formativa de la Matematica,
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en el sujeto que la estudia, es el generar estrategias que le sirvan para
resolver problemas en su entorno, de su vida y de su profesion. Los
problemas que el docente elija para trabajar en su grupo deben propiciar la
adquisicion significativa del conocimiento sin buscar el nivel de
profesionalizacion del estudiante en la matematica misma. (UAQ*, 2003, p.
126-127)

La estrategia que debe tomar el docente para propiciar en los estudiantes el
aprendizaje significativo de las matematicas, es llevarlos a enfrentarse a los
problemas y dirigirlos a su resolucion, pero dejandoles claro que no todos los
problemas tienen solucién, sino que lo importante es la sistematizaciéon del

conocimiento.

La experiencia directa se logra por parte del docente cuando logra crear
ambientes adecuados para el aprendizaje de la demostracibn matematica,
logrando que ésta se dé paso por paso como la exploracién, observacion y
formulacién de conjeturas. De esta manera las conjeturas le permiten al estudiante
obtener un conocimiento que luego sistematizara y finalmente confirmara. Para
entender los anteriores pasos, en relacion con la demostracion matematica, se

plantea el esquema 30.

' Esta sigla significa: Universidad Auténoma de Queretaro.
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| ESTUDIANTE |
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propuestas
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de
problemas
Aprendizaje de Planteamuentos matematicos
conceptos adecuados
matematicos

Estrategias
para resolver

PROELEMA “

Esquema 30. Pasos en la resolucion de problemas matematicos

Adquisicion de
COnoCIentos

En el momento en que el estudiante se enfrenta a un problema matematico, debe
encontrar estrategias que lo lleven a su resolucion, y es de esta manera como las
conjeturas ayudan a la posible solucion. Alli el estudiante se encontrara
reflexionando sobre sus propios procesos de aprendizaje, en este caso se podria
hablar de demostracién, ya que segun Larios (2006) la demostracion no es
solamente una técnica, sino un proceso de validacion del conocimiento, que se

ratifica a través de los proceso de aprendizaje que tiene el estudiante.
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3.8 CONTEXTO BRASILERO: LOS PROCESOS DE PRUEBA Y CONJETURA
EN LA CLASE DE MATEMATICAS Y LA FORMACION DE DOCENTES

En este apartado se describiran algunos resultados de investigaciones que vienen
siendo desarrollados en Brasil, relacionados con los procesos de prueba en la
formacion inicial y continuada de docentes, proporcionando conocimientos que
destacan la importancia de los argumentos y las pruebas para hacer eficaz la

ensefanza de las matemaéticas.

La formacién de docentes entendida como una continua profesionalizacion, en el
gue ellos analizan continuamente sus practicas, investigan y reflexionan, y
contrastan sus creencias y actitudes como estrategias que posibilitan mejorar su
desempefio como docentes, ha sido un tema de constante preocupacion por parte
de diferentes investigaciones en educacion. Por su parte algunos investigadores
en Educacion Matematica, en particular en los contextos de descubrimiento y
justificacion en la clase de matematicas se han propuesto la tarea de trabajar en la
busqueda de herramientas que posibiliten la apropiacion de los procesos de

prueba por parte de los docentes.

Especificamente en Brasil los Parametros Curriculares Nacionales plantean la
necesidad de que “los curriculos de matematicas incluyan actividades y experiencias
gue permitan el desarrollo y la comunicacion efectiva por parte de los estudiantes de
argumentos matematicamente validos” (Brasil, Ministério da educacao e do Desporto
1998, p. 53)

Para lograr este objetivo es esencial el rol del docente. Es por esto que
universidades como la Pontificia Universidad Catélica de Sao Pablo (PUC-SP) y la
Universidad Bandeirante (UNIBAN), a través de sus grupos de investigacion y de
sus facultades de educacién, destinan parte de sus esfuerzos al estudio de los
procesos de prueba incorporando el trabajo con los docentes en formacion, asi

como con docentes de educacion basica y media.
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Algunas de estas investigaciones son:

i.  APROVAME; Argumentacién y prueba en la Matematica Escolar.
ii. El razonamiento deductivo en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas en la Escuela.
ii.  (Re) significar la demostracién en los curriculos de educacion basica y de la
formacion de profesores de Matematica.

3.8.1 APROVAME. (Argumentacion y prueba en la Mateméatica Escolar)

Esta investigacion se realizd entre los afios 2005 y 2007 en la universidad
UNIBAN de educacéo, con la coordinacion de Lulu Healy, asi como con la
participacion de docentes y estudiantes de escuelas publicas del Estado de Séo
Pablo. Fue financiada por el Consejo Nacional de Desarrollo Cientifico y
Tecnologico, y en ella se tuvo la intencion de investigar en qué medida la
participacion de los docentes en grupos de colaboracion, y el disefio de
situaciones de demostracion matematica, ofrecen condiciones para la aplicacién
efectiva de éstas en el salén de clases. Para ello se llevé a cabo una investigacion
cualitativa, en la cual se realizan diagnosticos por pruebas, entrevistas individuales

y de observacion.

Algunas tendencias investigativas en torno a la prueba son los aspectos
conceptuales y epistemolégicos relativos a procesos como probar, argumentar y
demostrar; abordados por autores como Balacheff y Lakatos; y la utilizacion de la
prueba como herramienta que posibilita la construccion de conceptos y el
desarrollo de habilidades mateméaticas en el aula de clase; desarrollado por
autores como Boero, Larios y Harel & Sowder. De manera complementaria, en

este proyecto se plantea que:
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Un enfoque adecuado para la ensefianza de la prueba en las matematicas
no solo incluye las situaciones de aprendizaje innovadoras, la exploracion
de nuevos contextos y nuevas herramientas, sino que también requiere la
aceptacién y apropiacion de ellos por parte de los docentes (Healy & Jahn,
2007, p. 1)

Es por esto que el proyecto fue realizado con docentes, de tal manera que
pudieran relacionar sus situaciones de aprendizaje desarrolladas en el proyecto,

con su practica en el aula.

Segun Healy & Jahn (2007), la elaboracion de dichas situaciones y su puesta en
practica generaran diferentes estrategias para mediar en la transicién de pruebas

pragmaticas a pruebas intelectuales a través de tres escenarios, a saber:

e Produccion de ejemplos genéricos: Mediante el disefio y evaluacion de
actividades que motiven a los estudiantes a que expliquen por qué la validez
de un enunciado no se restringe a la presentacion de algunos casos
verdaderos.

e Oportunidades: Para pasar de argumentos expresados mediante el
lenguaje natural a la expresion de argumentos mateméaticos, dando
importancia al papel de la explicacién y de la argumentacion.

e Explicacion de la estructura: De las pruebas formales instando a los

estudiantes a organizar los argumentos teniendo en cuenta la l6gica formal.

El desarrollo e implementacién del proceso de argumentacién y prueba en las

matematicas escolares por parte de los docentes, es pues indispensable, ya que

en el pasado, habia poco énfasis en la experimentacion, en la
explicacion y la comunicaciébn de conjeturas matematicas, y quiza
demasiado hincapié en la presentacion oficial. Ahora este énfasis puede
haber oscilado demasiado lejos en la direccion opuesta. El reto actual es

crear un equilibrio entre los dos extremos, buscando un resultado en el que
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los estudiantes realicen una conexion de sus competencias en el lenguaje
informal, con la argumentacibn mas rigurosa y las pruebas formales, a lo

largo de su carrera matematica. (Healy & Hoyles, 1999, p. 1, trad.)

De acuerdo con lo planteado en este proyecto, se puede evidenciar que mediante
la creacidbn de estructuras para la formaciébn de docentes en disefio e
implementacion de propuestas que incorporen el trabajo con pruebas y conjeturas
en el interior del aula de clase, no solo se resignifica la concepcion que el docente
tiene de su rol, sino que se favorece la comprension del papel de las pruebas en el
aprendizaje de las mateméticas.

3.8.2 El razonamiento deductivo en el proceso de ensefianza y aprendizaje

de las matematicas en la Escuela

Es un estudio realizado por el grupo de investigacion denominado Processo de
Ensino e Aprendizagem em Matematica (PEA-MAT) de la PUC-SP, financiada por
el Consejo Nacional de Desarrollo Cientifico y Tecnoldgico. Cuyo investigador
principal es Saddo Ag Almouluod y su objetivo es “indagar las representaciones de
los docentes sobre el razonamiento deductivo de los estudiantes en las aulas”.
(Almouloud, 2007. p.1)

En el proyecto denominado “razonamiento deductivo en el proceso de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas en la Escuela”, se han desarrollado actividades
en las que los docentes comprendan la necesidad de la ensefianza de los
procesos de prueba en la educacion basica, en la cual segun los Parametros
Curriculares Nacionales de Brasil (1998) es necesario "iniciar un trabajo con algunas
demostraciones, para mostrar su fuerza y su significado, sin embargo también es
conveniente no abandonar los controles empiricos, ya que pueden producir conjeturas y

ampliar el nivel de comprension de conceptos”.
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La propuesta de investigacion es, crear las condiciones que promuevan cambios
en el pensamiento y los conocimientos de los docentes acerca de las pruebas y
demostraciones, asi como en el lenguaje que utilizan al momento de propiciar en
sus estudiantes los procesos de argumentar, probar y demostrar. Con el fin de
lograr estos objetivos se recurre a un entorno virtual de ensefianza y aprendizaje,
para el desarrollo de la comunicacion y la reflexién de las acciones y concepciones
de los docentes en el proceso de formacion, asi como en la construccion de

pruebas por parte de los estudiantes.

3.8.3 (Re) significar la demostracion en los curriculos de educacion basica y

de la formacion de profesores de Matematica.

Ruy César Pietropaolo, presenta en el afio 2005 su tesis de doctorado “(Re)
significar la demostracion en los curriculos de educaciéon basica y de la formacion
de profesores de Matematica”. Dicha tesis es una propuesta innovadora que
pretende mostrar la necesidad de la implementacion de las pruebas en el interior
del aula y en la formacion de profesores. En este aspecto es significativo resaltar
gue el estudio de los procesos de prueba, por parte de los docentes, se debe
implementar desde los cursos de licenciatura y debe ser continuo incluyendo a los
docentes que se encuentran desempefiando su labor en instituciones de

educacion basica.

Esta tesis que fue recomendada por dos de los investigadores brasileros a través
de comunicaciones personales: Ag Almouloud, S. (comunicacion personal, 9 de
noviembre de 2008) y Bolite, J. (comunicacion personal, 4 de diciembre de 2008),
y plantea que en los procesos de ensefianza y de aprendizaje, el docente debe
disponer de una gama suficiente de conocimientos, lo que le da autonomia
intelectual. Para ello, necesita ser mediador entre el conocimiento producido

histéricamente y el que debe ser apropiado por los estudiantes. Es por ello que se
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hace necesario que los docentes estén capacitdndose continuamente y que la

formacion inicial sea adecuada para este fin.

Para mostrar la importancia de este tipo de formacion en los docentes brasileros;
especificamente en la prueba y la demostracion, Ruy Pietropaolo realiz6 una
investigacion cualitativa. Como el propdésito era obtener conclusiones que tuvieran
la colaboracién de varias fuentes, se utiliz6 la Investigacion Bibliografica y
Documental, y la realizacion de entrevistas con investigadores en educacion
matematica y con docentes de educacion basica cuya practica docente incluye

algun tipo de trabajo con pruebas.

De la parte de este trabajo relacionada con la formacioén de docentes se llegé a

dos conclusiones:

i. Se observa en los docentes entrevistados una tension al analizar las

pruebas producidas por los estudiantes, pues oscilan entre aceptar y
clasificar como buena y creativa una "evidencia empirica” y la no
aceptacion de ésta, porque no es, de hecho, una prueba matematica, es
decir, no es una prueba rigurosa.
Estos docentes no creen por ejemplo, que el proceso de ensefianza de las
pruebas puede ser un medio rico para hacer matematicas en el aula, porque
esa labor se limita a unos pocos estudiantes. Sin embargo, proponen
caminos para llegar a las demostraciones formales en la escuela.
(Pietropaolo, 2005, p. 219)

ii. En los cursos de formacioén de docentes en Brasil, es trascendental darle
importancia a las demostraciones considerando la prueba desde el punto de
vista sintactico, pedagogico y curricular. Esta segunda conclusion se

sintetiza en el esquema 31.
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INCLUIR
CONOCIMIENTO CONOCIMIENTO
. ) CONOCIMIENTO CURRICULAR
SINTACTICO PEDAGOGICO

Conocimiento de la prueba no Habilidades para preparar y
sélo para aprender Conocimientos pertinentes para la desarrollar las situaciones que
matematicas sino también con ensefianza de la prueba: ejemplos y contra- afectan el aprendizaje de la
el fin de desarrollar wun ejemplos, analogias, representaciones, etc. prueba en el ejercicio de su
razonamiento matematico. profesion.

Esquema 31. La formacién de docentes en la prueba

Con base en los resultados de estas investigaciones, se hace necesaria la
reflexion acerca de la formacion inicial y continuada de docentes especificamente
en la linea de pruebas y conjeturas, pues en la medida en que los docentes se
hagan conscientes de la importancia de los procesos de prueba, y tengan las
herramientas suficientes para su aplicacién dentro del aula, se mejorara su
desempeiio, lo que conlleva al aprendizaje de conceptos por parte de los

estudiantes.

También surge la reflexion de que se siga trabajando en la linea de conjeturas y
pruebas en la clase de matematicas en otras investigaciones; con el fin de que se
promueva una revision de los aspectos relacionados con el razonamiento y los
procesos de prueba en la educacion basica. Asi se ofrecera una visidn que

posibilite crear una verdadera estructura de formacidon de docentes de
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matematicas en la cual ellos comprendan el potencial que tiene el trabajo con

pruebas en el aula y lo conviertan en una practica cotidiana en sus clases.
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3.9 CONTEXTO COLOMBIANO: ARGUMENTAR Y VALIDAR EN LA CLASE DE
MATEMATICAS

A partir de la construccién histérica de las matematicas, se dieron complicaciones
en el modo de justificar resultados y también en su veracidad, como parte de esta
preocupacion los griegos optaron por transformar las actividades demostrativas en
validacion deductiva, con la cual se sentaron las bases para la demostracion
formal. Pero ésta, no fue sencilla de ensefiar, puesto que, fueron muy pocas las
ideas, condiciones de ensefianza y practica en los estudiantes de edad escolar,
asi que hicieron de la demostracion una fuente para la comprension de las
matematicas, y esto condujo a la negacion en la ensefianza y el aprendizaje de la

demostracion.

Pero, ¢por qué es importante la demostracion de las matematicas en la escuela?
Segun Camargo et al (2006) “el aprendizaje de la demostracioén favorece procesos que
focalizan la atencion de los estudiantes en hechos particulares de los cuales van

emergiendo las conjeturas y los elementos para realizar una demostraciéon” (p. 43).

La motivacion para incluir las demostraciones entre las tareas importantes para los
estudiantes se da porque las pruebas estan intimamente conectadas con la
construccion de las ideas matematicas, aunque demostrar es tan so6lo una de las
formas de justificacién, quizad la mas sofisticada y a la que no necesariamente
todos los estudiantes tienen que llegar. Lo anterior leva a que los investigadores
Samper y Camargo se cuestiones sobre el ¢por qué en las aulas es dificil
encontrar estudiantes que produzcan argumentos y pruebas, que hagan e
investiguen conjeturas y que reconozcan la prueba y el razonamiento como

aspectos fundamentales de la matematica?

En el contexto colombiano, se hace evidente como los estudiantes hacen la
demostracion de una prueba, priorizando el contexto de aprendizaje, puesto que,

es elemento esencial para la construccion social del conocimiento, y se enfocan a
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un objeto de estudio que en este caso es la geometria, y el proceso de validar sus
axiomas y teoremas, lleva a la produccion de conjeturas, a la experimentacion, la
induccién, las hipotesis, la simbolizacién y la abstraccion, por lo cual se convierte

en una herramienta necesaria para dicho proceso.

Los docentes se preocupan por realizar innovaciones en el aula de clase donde
los estudiantes participen activamente con su razonamiento, para crear
generalizaciones y justificaciones adecuadas para la solucion de los problemas.
Camargo et al (2006), basados en los estandares del NCTM (2000), incluyen la
expectativa de que los estudiantes de todos los niveles se involucren con el
razonamiento y la prueba, con el fin de que sean capaces de comprender y
producir pruebas matematicas, validar resultados y entender por qué son validos.

En Colombia, algunos investigadores han trabajado en linea de conjeturas y
pruebas, como las profesoras Olga Lucia Ledn Corredor y Dora Inés Calderén, de
la Universidad del Valle, integrantes del Grupo de Investigacion Interdisciplinaria
en Pedagogia del Lenguaje de las Mateméticas; Carmen Samper y Leonor
Camargo, que pertenecen a la Universidad Pedagdgica Nacional;, y John Henry
Durango Urrego de la Universidad de Antioquia, integrante del grupo de
investigacién en Educaciéon Matematica e Historia de la Universidad de Antioquia y
Eafit.

Las investigadoras Carmen Samper y Leonor Camargo se basan en la interaccion
en grupos para observar y analizar las situaciones, donde se desarrollan procesos
de exposicion y debate. Para ello, el trabajo se centra en investigaciones sobre las
actividades demostrativas como argumentar y validar en la formacion inicial del
profesor de matematicas y en el cdmo promover el razonamiento en el aula por

medio de la geometria.
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Por su parte John Henry Durango basa su trabajo en las dificultades que tienen los
estudiantes al enfrentarse a actividades de validacion, realiza ademas un trabajo

sobre los tipos de conjeturas producidos por los estudiantes.

En este apartado se dara a conocer la reflexion que se presenta en tales
investigaciones, acerca del papel fundamental que juega la elaboracion de
argumentos y conjeturas y el desarrollo del pensamiento argumentativo en las
etapas del trabajo matematico. De igual manera se plantea como problematica la
escasez de espacios que permitan al estudiante desarrollar el razonamiento
conjetural, para lo cual, la implementacion de la geometria dinamica puede ayudar

a contrarrestar tal situacion.

En lo referente a los procesos de argumentacion y validacion en el aula de
matematicas, se trabaja sobre un significado de referencia ya construido; es decir,
a partir de demostraciones presentadas en textos. Al respecto, Samper &
Camargo (2003) plantean que los docentes pueden generar en sus estudiantes
razonamiento demostrativo, a partir de los libros de texto que actualmente

emplean, pero que depende de la orientacion metodoldgica con que se aborden.

Desde la observacion y el andlisis paulatino de los procesos de comunicacion y de
elaboracién de sentido en clase de matematicas, y desde el disefio didactico
motivado por la investigacion se podria construir espacios para la comprension de
las estructuras de comunicacion matematica presentes en situaciones de
argumentacion y validacién. En este sentido, Samper & Camargo (2003),
distinguen tres actividades que favorecen el razonamiento a través de la

geometria: la conceptualizacion, la investigacion y la demostracion.

Con la conceptualizacion, se pretende orientar la necesidad de fijar
representaciones acerca de un objeto o relacidbn geométrica, para acercar las
imagenes conceptuales de éste a la definicion construida por la comunidad

matematica; el desarrollo del razonamiento se favorece en el momento que se
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tienen las figuras geométricas buscando la solucién de un problema mediante
métodos no rigurosos donde se tenga en cuenta un proceso de analisis y sintesis
gue permiten la produccién de informacion geométrica nueva y til para la

resolucién de problemas.

La investigacion, permite favorecer el razonamiento de tipo conjetural
exponiendo una perspectiva poco explotada de la actividad matematica en la
escuela, al proponer a los estudiantes actividades de indagacién en la busqueda
de relaciones geométricas; los teoremas obtienen significado al reformularse, para
ser presentados a los estudiantes, como enunciados que cuestionan la relacion

geomeétrica en juego e incitan a descubrirla.

La demostracion, es vista desde un aspecto amplio en el contexto escolar, que
contiene procesos de validacion como la explicacion y la prueba; el razonamiento
se favorece no solo en términos del impulso que se da a procesos en el momento
de deducir algo que buscan con la validacion, sino a través de la argumentacion
informal por medio de la cual se pretende convencer a otros de la autenticidad de

una afirmacion, donde se negocian afirmaciones y se busca la aprobacion.

El esquema 32 sintetiza las actividades que favorecen el razonamiento a través de

la geometria.

126



La investigacién

La conceptualizacion La demostracion

Esquema 32. Actividades que favorecen el razonamiento a través de la geometria

A medida que el estudiante establece relaciones entre conceptos geomeétricos, y
esté apto para argumentar con razones instauradas acerca de una propiedad
geométrica, puede dar significado a los conceptos y procedimientos geométricos,
expresando de forma convincente los resultados que obtuvo en investigaciones en
geometria; argumenta y convence a otros sobre sus puntos de vista en cualquier
contexto, y entiende los elementos que satisfacen una teoria geométrica. En
consecuencia, el papel de la geometria en la escuela es propicio para el desarrollo
del razonamiento. Al respecto, Durango (2009) reconoce los aportes de la
geometria y ejemplifica una situacion propicia para el desarrollo de la

argumentacion.

“La busqueda de regularidades geométricas: Establecer regularidades en
las figuras geométricas establecidas. En algunos casos las regularidades
se establecen mediante comparaciones. El uso de regularidades ayuda a
extrapolar y averiguar informacion de datos que no se pueden tener en la

mano”. (p. 148).

Con actividades de este estilo, el estudiante se acerca a la nocion de

demostracion, mediante procesos previos como la explicacion y la prueba.
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Sobre las dificultades de los estudiantes en los contextos de justificacién y de

descubrimiento, Durango (2009) afirma que son:

... aquellos obstaculos conceptuales derivados de la ruptura epistemologica
en la historia de la matemaética, en cuanto al razonamiento deductivo, de
aplicacion de conceptos, de escritura y estilos de pruebas vy justificaciones,
de construccién y creatividad, de modos conscientes de razonamientos
inductivos, deductivos o conjeturales, de validacion consciente y de enlace
entre razonamientos matematicos que no permiten el acceso a la
comprension y elaboracion o bien de una prueba o justificacion, o de una

conjetura. (p. 140)

En el trabajo realizado se proponen dos tipos de conjeturas realizadas por los

estudiantes en clase de matematicas, a saber:

Conjetura Temporal: Es un buen enunciado en su construccién semantica
y sintéctica. Los estudiantes lo construyen frente a una actividad y se puede
comprobar su validez, mediante razonamientos inductivos Yy/o
razonamientos deductivos en el transcurso de la clase.

Conjetura Omnitemporal: Es un buen enunciado en su construccion
semantica y sintactica, del cual es imposible realizar su validez y verificar su
valor de verdad, mediante razonamientos inductivos y/o deductivos o medios
tecnoldgicos avanzados en el transcurso de la clase, e incluso pueden
perdurar como conjeturas en matematicas, tal es el caso del problema de los

cuatro colores.

En su investigacion Durango (2009) caracteriza dos tipos de estrategias para

conjeturar en la clase de matematicas, considerandolas como habilidades,

destrezas, procesos de razonamientos matematicos conscientes, que se emplean

para analizar, buscar, estudiar, mejorar, comprender, describir, refutar y realizar

cambios de registros y representaciones de enunciados matematicos desde su

128



semantica 0 su sintaxis. Los esquemas 33 y 34 muestran las estrategias al

conjeturar que tienen que ver con la semantica y la sintactica.

Descripcion
de relaciones
entre objetos
matematicos

Estudio de las Busqueda de
definiciones regularidades
de los objetos geométricas o
matematicos

aritméticas

Analisis de las
propiedades
de los objetos
matematicos

Conjeturas a
través de la
visualizacién

Comprension
conceptual de
los objetos
matematicos

Esquema 33. Estrategias gue tienen que ver con la semantica del enunciado

Inclusiones de
familias de
objetos
matematicos

Estudio de Busqueda de
condicionales e consecuencias y
implicaciones de hipétesis

Adicién y
eliminacion de
premisas

Progresiones y
regresiones

Anédlisis de las
cuantificaciones

Esquema 34. Estrategias gue tienen que ver con la sintaxis del enunciado
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CAPITULO 4

4. CONCLUSIONES

El punto de partida de esta investigacion es indagar tedricamente sobre los
aportes investigativos presentados en algunos paises en los contextos de
descubrimiento y justificacion matematica, en cuanto al desemperio del estudiante,

el docente y el objeto de conocimiento dentro de dichos contextos.

Para responder a esta cuestidon se realiza un analisis de algunas investigaciones,
dentro del metodo de investigacion documental, en torno a los procesos de
conjetura, prueba, demostracion y refutacion en educacion matematica,
considerando al estudiante, al docente y al objeto de conocimiento dentro de
dichos contextos.

4.1 APORTES TRAS LA INVESTIGACION DOCUMENTAL

A continuacion se presentan los elementos y resultados que recogen los
propdésitos iniciales, consecuencia del andlisis de algunas de las investigaciones
realizadas en Francia, Italia, Alemania, Espafia, Japén, Estados Unidos,
México, Brasil y Colombia extrayéndose aportes para ampliar la perspectiva que
se tiene en Educacion Matematica en el campo colombiano, en cuanto a dichos

contextos.

Para los investigadores es evidente la utilizacién de la prueba como herramienta
gue posibilita la construccion de conceptos y el desarrollo de habilidades

matematicas en el aula de clase.
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Por esto en todas las investigaciones se plantean propuestas para llevar al aula la
demostracion considerandola como proceso, analizando las fases por las que

pasan los estudiantes, teniendo en cuenta los aspectos didacticos y cognitivos.

Segun las investigaciones el desarrollo de las situaciones de demostracion, debe
comenzar en la educacion basica, promoviendo un ambiente de aprendizaje en el
cual los procesos de argumentacion y justificacion hacen parte de la clase de

matematicas, creandose asi una cultura argumentativa y demostrativa.

Dado que los estudiantes frecuentemente formulan conjeturas, pruebas y
refutaciones, deben considerarse las diferentes significaciones, tipos y esquemas
de prueba producidas por los estudiantes.

No obstante, el trabajo de conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones
debe iniciarse con docentes, resignificando la concepcion que estos tienen de su
desempefio y favoreciendo la comprension del papel de las pruebas en el

aprendizaje de las matematicas.
En la tabla 6 se exhiben los conceptos destacados, los procesos privilegiados y el

tipo de razonamiento explorado en los estudiantes en las investigaciones

analizadas.
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Proceso privilegiado en sus investigaciones Conceptos destacados Razonamiento

Argumentacion Conjetura | Prueba Demostracion Refutacion Inductivo Deductivo

Tipos de prueba.
FRANCIA Interaccion Social.

Cultura de teoremas.
Unidad cognitiva de
teoremas.

ITALIA o
Campos de experiencia

Competencia

demostrativa.
ALEMANIA ] y
Tipos de argumentacion

Funciones y significados
de la prueba.

Esquemas de prueba.
S.G.D.

ESPANA

Argumentacion.
. Resolucion de

JAPON
problemas.

ESTADOS Instruccion.

UNIDOS Sociologia de la prueba.

Resolucion de
problemas.
Exploracion,
MEXICO observacion y
formulacion de

conjeturas.

Formacion del
profesorado.
Conocimiento:
BRASIL Sintactico
Pedagdgico

Curricular

Dificultad en el contexto
de justificacion y
descubrimiento.
COLOMBIA .

Camino a la
argumentacion.

Tipos de conjetura.

Tabla 6. Sintesis Investigacion documental por paises
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4.2 EL ESTUDIANTE, EL DOCENTE Y EL OBJETO DE CONOCIMIENTO EN
LOS CONTEXTOS DE DESCUBRIMIENTO Y JUSTIFICACION.

El analisis realizado permite evidenciar ademas, el desempefio del estudiante, del
docente y del objeto de conocimiento -que en este caso es la geometria- en el
desarrollo de los procesos de conjetura, prueba, demostracion y refutacion en

clase de matematicas.

4.2.1 El estudiante en el desarrollo de conjeturas, pruebas, demostraciones y

refutaciones: tipo de razonamiento, niveles, esquemas y fases.

El esquema 35 evidencia lo encontrado en las investigaciones en cuanto al

estudiante en el desarrollo de conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones.

( N
CONJETURA
a N\ a N
. \L J
ARGUMENTACION PRUEBA
\. y \ y
( ) 4 N
CONTEXTO
SOCIAL RAZONAMIENTO
\ J \. y,

Esquema 35. El estudiante en el desarrollo de conjeturas, pruebas, demostraciones
y refutaciones.
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El estudiante es el centro de los procesos de ensefianza y de aprendizaje, es
quien pone de manifiesto su razonamiento matematico en la medida que evidencia

sus habilidades al enfrentarse a la actividad demostrativa.

Desde los Parametros Curriculares Nacionales (Brasil, Ministerio da educacéao edo
Desporto 1998) el estudiante juega un rol importante, pues se espera que sea
activo, que no se satisfaga solo con la produccién de preguntas y respuestas, sino
gue asuma una actitud de justificacion, para ir desarrollando su razonamiento y de
esta manera, hacer de la argumentacion un camino que conduzca a la
demostracion. Asi gradualmente ira comprendiendo la importancia de la
demostracién en matematica y empezara a utilizar los principios de la I6gica

formal.

Como sujeto social el estudiante explora, explica, analiza, verifica, conjetura,
argumenta, justifica, refuta las acciones propias de la préactica en la actividad
demostrativa al intentar convencer a los demas de la veracidad de ellas,
mostrando toda su creatividad y capacidad argumentativa al enfrentarse a

situaciones y problemas de demostracion.

Segun Nicolés Balacheff las acciones de la actividad demostrativa se potencializan
desde la interacciébn social, la cual es un instrumento que favorece Ila
comunicacion entre estudiantes, ya que los conlleva a asumir una posicion donde

deben convencerse unos a otros de los argumentos producidos por cada uno.

En la interaccion social los estudiantes estan comprometidos en la basqueda de
una solucién comdn a un problema dado, y al ser un comportamiento social un
proceso abierto, permite el uso de cualquier tipo de medio para explicar y justificar
decisiones. No se puede esperar, que con la interaccion social, los estudiantes se

nl2

inicien en un "debate matematico" y, finalmente, produzcan una demostracion

12 En este contexto, se entiende el debate matematico como la confrontacién mediada por argumentos formales, a la que
llegan los estudiantes cundo se dan a la tarea de validar un enunciado o proposicién matematica.
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matemética. Algunos de los estudiantes no actian como expertos-tedricos, sino
como aprendices. Su tarea es dar una solucién al problema que el profesor les ha
dado, una solucion que sea aceptable con respecto a la situacion en el aula. Eso
significa que mas allA de las caracteristicas sociales de la situacion de la
ensefanza, es preciso analizar la naturaleza del objetivo que se propone. Si los
estudiantes ven el objetivo de "hacer”, mas que "saber", entonces su debate se

centrara en la eficiencia y fiabilidad, que en el rigor y la seguridad.

Segun Victor Larios, el estudiante debe comprender que el aprender matematicas
implica resolver problemas, y esta nocién debe ser comprensible tanto para él
como para el docente; el desempeiio del estudiante debe ser transversal a los
procesos de exploracion, observacion y formulaciébn de conjeturas, en tanto le

permiten acceder de manera significativa a la resolucién de problemas.

El estudiante debe enfrentarse a la resolucion de problemas que lo lleven a ver la
necesidad de demostrar y argumentar, ya que, por medio de éstos se desarrollan
estrategias para el andlisis de los efectos discursivos de los registros y recursos
para la argumentacion, tanto en el interlocutor, como en la elaboracién del

conocimiento en construccion.

Desde la perspectiva de algunas de las investigaciones, entre ellas las de
Balacheff, las de Angel Gutiérrez y las de Reiss & Heinze, el estudiante es quien
evidencia su razonamiento, al mostrar sus habilidades para enfrentarse a
situaciones argumentativas. La forma en que presenta sus pruebas varia segun
las practicas educativas y los diversos significados de demostracién que se tiene

en los diferentes contextos.
Al verse enfrentados a problemas de demostracion, los estudiantes realizan

diferentes producciones en las que se hace evidente parte de su razonamiento.

Ala respecto Balacheff propone una clasificacion de los tipos de prueba, que
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atienden al nivel de razonamiento, y a la forma de proceder al momento de realizar

una prueba.

En las investigaciones analizadas es evidente que los estudiantes de educacion
basica producen pruebas empiricas y hacen uso mas del razonamiento inductivo

gue del deductivo.

Muestran ademas, que segun el tipo de razonamiento se presenta un avance en la
competencia demostrativa y argumentativa y en la habilidad conjetural y que es a
través de la apropiacion de la cultura de teoremas que los estudiantes producen
cada vez pruebas con mayor rigor.

En los diferentes paises se muestran categorizaciones sobre los tipos de prueba,

de argumentacion, y las fases en la actividad de conjeturar, probar y refutar.

Reiss y Heinze, muestran los tipos de razonamiento a los que llegan los
estudiantes, dependiendo de la comprensién que tengan de los objetos de
conocimiento y el uso de teoremas y axiomas. El tipo de razonamiento del
estudiante, es presentado a partir de una estructura, que consta de tres niveles en
los cuales se diferencian los pasos 0 acciones que secuencian los estudiantes

hasta llegar a una demostracion de la tarea propuesta.

Desde la perspectiva de Gutiérrez y otros (2000), las demostraciones producidas
por los estudiantes dependen del nivel de razonamiento en el que se encuentran y
segun el avance que tengan en la comprension de la demostracibn matematica;
por esto destacan las caracteristicas de los niveles de Van Hiele que tienen que
ver especificamente con la habilidad de demostracién. En el nivel 1 el estudiante
no realiza demostracion alguna; en el nivel 2 la demostracion es empirica, en el
nivel 3 se realiza una demostracion deductiva formal y finalmente, en el nivel 4 la

demostracion es deductiva formal.
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Finalmente, desde una perspectiva Italiana se busca que el estudiante desarrolle
su habilidad conjetural a partir de una serie de fases, dentro del contexto
especifico de sunshadows; campo de experiencia para el trabajo de conjeturas y

pruebas en el aula, el cual estd enmarcado mediante una serie de fases.

Ademas de estas fases, durante la produccion de conjeturas, el estudiante trabaja
progresivamente en pro de su declaracién a través de una intensa actividad

argumental, alternada con la justificaciéon de la validez de su eleccién.

Durante la posterior declaracion en la fase de construccion de la prueba, el
estudiante se conecta con este proceso de una manera coherente, organizando
las justificaciones de acuerdo a una cadena légica. En cuanto a la produccion de
la declaracion, el razonamiento argumental cumple una funcion fundamenta, la
cual es, permitr a los estudiantes explorar diferentes alternativas

conscientemente.

Las tablas 7 y 8 sintetizan los aportes de las investigaciones de cada pais sobre el

estudiante en el desarrollo de conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones.

FRANCIA | ITALIA | ALEMANIA | ESPANA | JAPON
SOCIAL
Proposicién de estrategias X X X
Busqueda de solucién X X
Comunicacion X X X X X
Debate X X
ARGUMENTACION
Constante X X X X X
Contraargumentos X X X
Tipos de argumentos X X
CONJETURA
Explora X X X X
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Observa X

Formula hipotesis X X X

Verifica X X X

Explica X X X X X
Produce diferentes tipos X X

RAZONAMIENTO EMPLEADO

Deductivo

Tabla 7. El estudiante en el desarrollo de conjeturas, pruebas, demostraciones y
refutaciones. Sintesis por pais

ESTADOS UNIDOS | MEXICO | BRASIL | COLOMBIA

SOCIAL

Proposicién de estrategias X X

Busqueda de solucion

Comunicacion X X X X
Debate X

Constante X X X
Contraargumentos

Tipos de argumentos

X

Explora X X
Observa X X
Formula hipétesis X X
Verifica X X X
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Explica X X

Produce diferentes tipos X

RAZONAMIENTO EMPLEADO

Inductivo X X

Deductivo X X X

Tabla 8. El estudiante en el desarrollo de conjeturas, pruebas, demostraciones y

refutaciones. Sintesis por pais

4.2.2 El docente en las conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones:

formacion, instruccién y contextos.

El esquema 36 muestra lo encontrado en las investigaciones en cuanto al docente

en el desarrollo de conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones.

ESTRATEGIAS
DE
INTERVENCION

. J

CONTEXTO CONTEXTOS Y
SOCIAL PROCESOS

Esquema 36. El docente en el desarrollo de conjeturas, pruebas, demostraciones y
refutaciones.
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El docente aparece como mediador, orientador, investigador de diferentes
estrategias de intervencion; genera un clima de clase en el que se promueve en

los estudiantes la conjeturacioén, la confrontacién, y la exploracion.

Toma los procesos como herramientas que movilizan el razonamiento matematico
y la construccion de los conceptos matematicos, genera capacidad de analisis y
critica ante las diversas situaciones argumentativas y demostrativas de la escuela

y de la vida en general.

Promueve la discusibn matematica entre sus estudiantes, reconoce las

necesidades cognitivas de ellos e incluye los procesos desde la basica primaria.

Reconoce las pequefias justificaciones de los estudiantes, valorando los tipos de
razonamiento y proponiendo situaciones experimentales cercanas a los contextos
del estudiante de tal manera que éste avance hacia el rigor matematico
aprovechando las diferencias argumentales.

Para algunos estudiantes de educacion basica secundaria el reconocer las reglas
matematicas y hacer uso de ellas en situaciones demostrativas representa un
problema, puesto que a lo largo de su formacién han tenido poco contacto con los
procesos de justificacion, argumentacién y demostracion matematicas. Para el
docente se convierte en un reto metodologico y didactico el desarrollo de tales
competencias. La construccion de una demostracibn basada en argumentos
l6gicos y justificaciones fundamentadas no se consigue sélo con el uso de la
l6gica cotidiana, sino que se requiere del aprendizaje de ciertas reglas de
inferencia, que se deben construir conjuntamente con los estudiantes. (Reiss,
2007).

El docente aparece como mediador, orientador, investigador de diferentes

estrategias de intervencion; genera un clima de clase en el que se promueve en

los estudiantes la conjeturacion, la confrontacion, y la exploracion.
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Es importante que el docente promueva desde los primeros cursos de ensefianza
los procesos de conjeturar y demostrar; ofreciendo a sus estudiantes actividades y
problemas en los que el razonamiento matematico sea un componente para
analizar informacion, establecer conjeturas y demostrarlas. De esta manera se
lograra en los estudiantes el desarrollo del razonamiento deductivo y que pasen de
la realizacion de pruebas empiricas e inductivas a la construccion de pruebas

formales.

Segun Victor Larios (2006) el docente debe asumir los problemas como parte
medular de los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica. Es por
este motivo que el docente debe elegir problemas que propicien la adquisicion
significativa del conocimiento, desarrollando conjuntamente estrategias que les
faciliten la implementacion de los problemas matematicos en el aula de clase,

teniendo contacto con el contexto.

Se insiste en la necesidad de que los docentes utilicen problemas mateméaticos
como fuente de aprendizaje, promoviendo en los estudiantes el quehacer
matematico a través de su resolucion. En el momento de resolver problemas el
estudiante plantea estrategias y conjetura sobre posibles soluciones o incluso
conjetura sobre la estrategia, es decir sobre su pertinencia o eficacia. Cuando el
estudiante conjetura reflexiona sobre sus procesos mentales y evalla sus
procesos de aprendizaje, de esta manera logra que interactuar con los problemas
y no los toma simplemente como una tarea aislada a la que no le encuentra un

propésito claro.

Desde las investigaciones realizadas en Colombia, los docentes deben procurar
gue los estudiantes introduzcan en su educacion matematica el razonamiento, y
gue éste se evidencie en las pruebas, las demostraciones y justificaciones para la
solucion de problemas. Para que los estudiantes puedan producir pruebas, dando

a conocer éstas como una herramienta indispensable de la matematica.
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Los docentes deben asumir la tarea de impulsar el desarrollo de la aptitud
demostrativa en los estudiantes. Deben ser investigadores dentro del aula de
clase para observar directa y paulatinamente los procesos de sus estudiantes. En
este sentido el conjeturar, justificar y validar permite darle sentido a la
demostracion y reconocer el papel que ésta juega en la construccion de

conocimiento matematico.

Para ello, los docentes deben plantearse un reto investigativo, con el fin de
identificar y caracterizar la competencia argumentativa para impactar las

instancias cognitiva y discursiva de los estudiantes.

Asi mismo, dentro del marco italiano de pruebas y conjeturas, se plantea la
presencia de un docente como mediador de la cultura del conocimiento
matematico, que sea capaz de innovar en el aula, a partir de la utilizacion de
situaciones problema, acordes con la realidad del estudiante y con la teoria de

referencia que se quiere ensenar.

Dicha concepcion de docente no es facil de construir desde un enfoque
constructivista y dificil de mediar a través de un enfoque tradicional, ya que no es
sélo tarea del estudiante o del docente, es la construccion del estudiante mediado

por el discurso del docente.

Es de esta forma como el docente tiene la responsabilidad tanto de coordinar,
como de reforzar la discusion matematica, ya que es el encargado de ayudar al
estudiante a reconocer y organizar los errores conceptuales presentes en las
conjeturas propuestas durante una primera fase, para luego lograr construir una

prueba estructurada en forma condicional y a favor de la teoria matematica.

Las mediaciones hechas por el docente deben tener en cuenta ademas, las
necesidades cognitivas de los estudiantes, que se manifiestan a través de sus

producciones y los bienes culturales y cognitivos que estos productos tienen;
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identificando asi las fortalezas y dificultades de los estudiantes al momento de

enfrentarse a situaciones que involucren la produccién de conjeturas y pruebas.

En la busqueda de la formacion integral del estudiante, el docente debera estar
capacitado tanto en el ser como en el saber matematico, motivo por el cual los
docentes en el contexto japonés estan en constante preparacion y evaluacion de

sus metodologias de ensefianza.

Tratando de inducir al estudiante en los procesos de prueba y conjetura, el
docente es un “orientador” al interior del aula de clase, con el fin de que los
estudiantes construyan el conocimiento a partir del trabajo en grupo, de este modo
el docente presenta al inicio de la clase una situacion problema; cuya solucion
implique retomar conceptos antes vistos, en grupo o de forma individual; el
docente confia en que los estudiantes tienen algo que decir, por eso espera las
respuestas y argumentos a cada pregunta, sin presionar, dando tiempo y
recogiendo cada aporte por insignificante que parezca; finalmente el estudiante
presenta diversas hipotesis a dicho problema en el proceso de construir el

conocimiento a partir de la prueba y la conjetura.

Independientemente del andlisis de los estudiantes, el docente expresa respeto
por las ideas individuales, tratando de aprovechar las diferencias argumentales de
los estudiantes para motivar en ellos la reflexion sobre los errores propios y la
contribucion del otro, pretendiendo a su vez profundizar en ellos la comprension

del tema en cuestion, mediante la busqueda colaborativa de una solucion.

Las investigaciones de Brasil, por otro lado, centran su atencién en la formacion
de los docentes. Se pretende que mediante diferentes estrategias como: la
investigacion cooperativa, la utilizacion de entornos dinamicos, la ensefianza
formulada y puestas en préactica por los docentes, estos comprendan la necesidad
de ensefar los procesos de prueba en la educacion basica, de tal manera que

sean conscientes de que el conocimiento de la prueba no sélo es necesario para
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aprender matematicas sino también para desarrollar un razonamiento matematico

en sus estudiantes.

Las estrategias de ensefianza formuladas y puestas en préactica por los docentes
para exponer conceptos que imparten en una clase o a lo largo de un periodo
académico, son un factor determinante para la asimilacion y comprension por
parte de los estudiantes. Por esta razon se pretende que los docentes puedan
relacionar las situaciones de aprendizaje desarrolladas en sus investigaciones con
la practica en el aula. Para ello continuamente se trabaja en los conocimientos
pertinentes para la ensefianza de la prueba como ejemplos y contra-ejemplos,

analogias, conjeturas, representaciones, entre otros.

Los investigadores y docentes concluyen que existe la necesidad de seguir
realizando estudios sobre las formas en que los estudiantes asumen la produccién
de argumentaciones, conjeturas y pruebas, ademés de estudios cuyo objetivo
sean la investigacion de progresos de estudiantes de educacion bésica en el

desarrollo del razonamiento deductivo.

Las tablas 9 y 10 sintetizan los aportes de las investigaciones de cada pais sobre
el docente en el desarrollo de conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones.

FRANCIA | ITALIA | ALEMANIA | ESPANA | JAPON

EN LO SOCIAL

Mediador X X

Orientador X X

Organizador

Promotor de discusion X X

Promotor de los procesos X X X X X

ESTRATEGIAS DE INTERVENCION

Situaciones problema X

Instruccion
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Situaciones experimentales de validacion

Estudio de clases

X

Inductivo

Razonamiento X X
Argumentacion X X X X
Conjetura X

Prueba X X X
Demostracion X X
Refutacion X X

Tabla 9. El docente en el desarrollo

de conjeturas, pruebas, demostraciones y

refutaciones. Sintesis por pais

EN LO SOCIAL

Mediador

ESTADOS UNIDOS | MEXICO | BRASIL | COLOMBIA

Orientador

Organizador

Promotor de discusion

Promotor de los procesos

ESTRATEGIAS DE INTERVENCION

Situaciones problema

Instruccion

Situaciones experimentales de validacion

Estudio de clases

Razonamiento

Argumentacion
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Conjetura X X

Prueba X X

Demostracién

Refutacion X

RAZONAMIENTO EMPLEADO

Inductivo X X X

Deductivo X X

Tabla 10. El docente en el desarrollo de conjeturas, pruebas, demostraciones y
refutaciones. Sintesis por pais

4.2.3 La geometria como objeto de conocimiento propicio para la
construccion de conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones en los

estudiantes.

En esta investigacion es asumida la geometria como objeto de conocimiento
propicio para la construccion de demostraciones matematicas, por ser esta el area
de la matematica utilizada en los trabajos experimentales de las investigaciones

abordadas en los diferentes paises.
El esquema 37 muestra lo encontrado en las investigaciones en cuanto a la

geometria como objeto de conocimiento propicio para el desarrollo de conjeturas,

pruebas, demostraciones y refutaciones.
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S.G.D.

HABILIDADES RESOLUCION
DEL DE
PENSAMIENTO PROBLEMAS

Esquema 37. La geometria como objeto de conocimiento propicio para el desarrollo
de conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones.

En las investigaciones analizadas se asume la geometria porque ayuda a los
estudiantes a desarrollar su razonamiento matematico y especificamente a
mejorar sus habilidades demostrativas pues es un motor para el desarrollo de las

competencias demostrativa y argumentativa.

La realizacion de actividades geométricas de demostracion ayuda a los
estudiantes a ser mas competentes en la resolucién de problemas del contexto
real y escolar, ademas este tipo de actividades promueve la observacion, la
experimentacion, la visualizacion, el descubrimiento, la manipulacion, la

exploracion y la modelizacion.

La geometria representa una dualidad, en tanto crea relaciones con el espacio
fisico y porque sobrepasa el mundo empirico, permitiendo su consolidacion con el
mundo abstracto; objetos y sus propiedades, esto permite darle sentido a la
demostracién, puesto que el estudiante debe aprender a diferenciarlos y generar

una relacion interactiva entre ellos.
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En el momento de buscar una justificacion se logra que el estudiante se involucre
en actividades de investigacion, donde éstas suministran medios para una
explicacion de la prueba y asi poder llegar a la demostracién formal. Es asi como
se exige una postura discursiva que le permitira entrar a un juego argumentativo,
donde se evidencien justificaciones y narraciones, lo cual deriva en el desarrollo
de su competencia argumentativa. El trabajo de producir una justificacion por
medio de explicaciones, pruebas o demostraciones formales permite al estudiante

ir y venir de la geometria empirica a la tedrica.

La realizacion de problemas geométricos de demostracion ayuda a los estudiantes
a descubrir relaciones y tornarse competentes en la solucion de problemas, pues
apoyados en la busqueda y exploracién, descubren, comprenden y explican

aspectos y situaciones cotidianas.

Buscando los avances en la presentacion de problemas de demostracion
geomeétricos, tradicionales y estéticos, se plantea la utilizacién de los SGD, como
un soporte para el desarrollo de habilidades formales e informales, que sirve de
apoyo al estudiante en la construccion de conjeturas y en la produccién de
pruebas formales. La implementacion de los SGD permite al estudiante observar
caracteristicas de las figuras que muchas veces no se pueden ver a simple vista
en el papel. Asi mimo se llega a la interiorizacion de las propiedades de las

figuras.

No sélo se hace necesario investigar los conocimientos, creencias y actitudes que
tienen los docentes de matematicas en cuanto a su trabajo de ensefianza de la
prueba, sino también indagar el impacto que al respecto generan los distintos

enfoques metodoldgicos implementados en el aula.

En el contexto brasilero se hace énfasis en la geometria como herramienta
importante en el proceso de construccion de pruebas, y se promueve la

comprensién de la naturaleza hipotético-deductiva de la geometria, para ayudar a
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comprender los resultados clasicos de la geometria de manera eficiente mediante

el uso de entornos dinamicos.

En el aprendizaje de la geometria, uno de los retos es la comprension de las
habilidades cognitivas necesarias para producir argumentos deductivos. En este
sentido los investigadores brasileros coinciden en mostrar por medio de sus
estudios los efectos positivos causados por el uso de entornos de geometria

dindmica.

Por otra parte la demostracion geométrica permite la comunicacion como base
para la interaccion social; ya que un dibujo o un esquema pueden ser un
argumento para validar una teoria, aunque éste no sea adecuado desde el punto
de vista de pruebas intelectuales, es muy utilizado por los estudiantes para la

demostracion.

La demostracion dentro de la geometria permite utilizar diferentes herramientas
como medios de argumentaciéon a la hora de una prueba y no se cifie en un solo
método de razonamiento, igualmente ayuda a evidenciar cuando un argumento es
invalido puesto que solamente el dibujo no basta para validar o convencer al otro

par.

Las tablas 11 y 12 sintetizan los aportes de las investigaciones de cada pais sobre
la geometria como objeto de conocimiento propicio para el desarrollo de

conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones.

FRANCIA | ITALIA | ALEMANIA | ESPANA | JAPON
HABILIDADES
Abstraccion X X
Explicacion
Argumentacion X X X X
Razonamiento X X X X X
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Inductivo X X X
Deductivo X

Exploracion X X X
Observacion X X X
Formulacién de conjeturas X X X
Resolucién de problemas X X
Experimentacion X
Manipulacién X
Modelacion X

Representacion X X

Comunicacion X X X X X
SGD

Ambiente de experimentacion X X
Verificacion de construcciones X X
Promotores de discusion X
Observacion de caracteristicas invariables X

Tabla 11. La geometria como objeto de conocimiento propicio para el desarrollo de

conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones. Sintesis por pais.

JAPON | USA | MEXICO | BRASIL | COLOMBIA

HABILIDADES

Abstraccion X
Explicacion X
Argumentacion X X

Razonamiento

Inductivo X X X X X
Deductivo X X X
Exploracién X

Observacion X X

Formulacién de conjeturas X X X
Resolucién de problemas X X X
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Experimentacion

Manipulacién

Modelacién

Representacion

Comunicacion X X X X X
SGD

Ambiente de experimentacion X X X
Verificacion de construcciones X X
Promotores de discusion X X X
Observacion de caracteristicas invariables X X X

Tabla 12. La geometria como objeto de conocimiento propicio para el desarrollo de

conjeturas, pruebas, demostraciones y refutaciones. Sintesis por pais.

4.3 PREGUNTAS PARA FUTURAS INVESTIGACIONES

Como resultado de la Investigacibn Documental realizada se proponen tres

preguntas a ser desarrolladas en futuras investigaciones:

* ¢Qué aportes surgen a partir de esta Investigacion Documental para realizar
una propuesta de trabajo experimental en el aula?

* ¢Qué contribuciones pueden hacerse a los Lineamientos Curriculares de
Matematicas colombianos a partir de esta Investigacion Documental?

* ¢Qué influencia tiene el contexto social en el desarrollo de los procesos de

conjetura, prueba, demostracién y refutacion?
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ANEXOS

Los anexos de esta investigacion, se presentan en el CD adjunto al final de este

trabajo. Dichos anexos son:

ANEXO A: Investigadores abordados

ANEXO B: Glosario de palabras.

ANEXO C: Participacion en eventos académicos.

ANEXO D: Comunicaciones personales con la mayoria de los investigadores

abordados

ANEXO E: Fichas bibliograficas.

ANEXO F: Fichas de contenido.

ANEXO G: Observacion de una clase de matematicas en el colegio Gimnasio

Ernst Moritz Arnold de la ciudad de Bonn, Alemania.

ANEXO H: Entrevista a docentes Japoneses.
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