. UNIVERSIDAD
' DE ANTIOQUIA

Construccion de conjeturas y justificaciones en la clase de matematicas con estudiantes de
octavo grado

Julian Alberto Villa Monsalve

Trabajo de grado presentado para optar al titulo de Licenciado en Educacion Bésica con Enfasis

en Matematicas

Tutor

Jorge Andrés Toro Uribe, Doctor en Educacion Matemaética

Universidad de Antioquia
Facultad de Educacion
Licenciatura en Educacion Bésica con Enfasis en Matematicas
Medellin, Antioquia, Colombia
2022



Cita (Villa Monsalve, 2022)

] Villa Monsalve, J. A. (2022). Construccion de conjeturas y justificaciones en la
Referencia clase de matematicas con estudiantes de octavo grado

Estilo APA 7 (2020) [Trabajo de grado profesional]. Universidad de Antioquia, Medellin, Colombia.

OLSASs ()IOO

Grupo de Investigacion Matematica, Educacion y Sociedad (MES)
Linea de Investigacion Argumentacién en Educacion Matemaética

Centro de Investigaciones Educativas y Pedagdgicas (CIEP)

UNIVERSIDAD
. DE ANTIOQUIA Sistema
de Bibliotecas

Vicerrectoria de Docencia

Centro de Documentacion Educacion

Repositorio Institucional: http://bibliotecadigital.udea.edu.co

Universidad de Antioquia - www.udea.edu.co

Rector: Jhon Jairo Arboleda Céspedes.
Decano/director: Wilson Bolivar Buritica

Jefe departamento: Cértul V. Vargas Torres.

El contenido de esta obra corresponde al derecho de expresion de los autores y no compromete el pensamiento
institucional de la Universidad de Antioquia ni desata su responsabilidad frente a terceros. Los autores asumen la
responsabilidad por los derechos de autor y conexos.


https://co.creativecommons.net/tipos-de-licencias/
https://co.creativecommons.net/tipos-de-licencias/

Dedicatoria

A mi familia y compafieros, pues sin sus palabras y apoyo no podria haber llegado al punto en el

que me encuentro hoy.



Agradecimientos

A todas aquellas personas que me incentivaron a ver la educacién como el arma para enfrentar el
mundo, mis profesores, comparieros y por ultimo a mi asesor quien con su paciencia ha podido

generar en mi una conciencia por el aprendizaje y la ensefianza.



Tabla de contenido

CAPITULO 1: INTRODUGCCION.......ccouiiuiieinimeiseiseesessessessassssssssesessesssssssss s essssssssssssnnes 11
CONTEXIO ..t 11
Planteamiento del problema y JuStifiCaCion ..., 14

CAPITULO 2: MARCO TEORICO ...t 19
AANTECERUBNTES ...ttt e bbbt bbbt e bbbt bt bt 19

Investigaciones referidas la argumentacion en la clase de matematicas...........ccocceevevveieenenn 19

Investigaciones referentes al aprendizaje de la geometria mediado por sistemas de geometria

o[ Ta - Ty g or: F TSRO TP U TP SPRPTPURTURPPPPRN 23
FUNAAMENTACION TEOTICA .....eviverieiiiieeiee ettt en 27
Aprendizaje de la geometria mediada por sistemas de geometria dindmica ............c.cccoeueeee. 27
Argumentacion en la clase de MateMALICAS ........ccoviirerieiii e 28
CAPITULO 3: MARCO MEDOLOGICO .....ccvuurimiiriereiseiseisesssssesssssssssssssssssssssssssssssenns 31
CAPITULO 4: ANALISIS Y RESULTADOS.....ccooiiiirireeneerneesessesessesssssssssesssssassessssssssanes 37
ANALISIS 08 18 TAIBA L ...ttt bbb 37
ANALISIS 08 18 TAIBA 2 ...ttt sb et ebe e ene e 43
ANALISIS e 12 TAIBA 3 ...t 47
CAPITULO 5: CONCLUSIONES.......coiitie ittt sttt nne e 53
RETEIEINCIAS ...ttt bbbt b bbb bbb b ettt nes 58

ANEXOS ..ttt n e ne s 62



Imagen 1
Imagen 2

Imagen 3

Lista de Imégenes



MEN
cK¢
PhD
PTA
TPACK
UdeA

Siglas, acronimos y abreviaturas

Grupo de investigacion Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria de la
Universidad Pedagogica Nacional.

Ministerio de Educacion Nacional

Teoria de la Unidad Cognitiva

Philosophical Doctor

Programa Todos a Aprender

Conocimiento Técnico Pedagdgico del Contenido

Universidad de Antioquia



Lista de figuras

o U] = T TSP U TR PRUPOPPP 15
10 USSR 17
FUIA 3 bbb bRttt bbb 37
1o U OSSPSR 38
FUIA D bbb bbb bbbt bbb 39
100 T OSSPSR 40
o U] = PSPPSR PR URRPTP 41
100 < OSSPSR 41
o] = T TSP PR PPOPPP 42
100 U O SO SSPOS 43
o U] = T TSSO PRUROPPP 45
100 U SO SSPOS 45
o U] = T R PSPPSR PROPPP 46
1o U U OSSPSR 47
o] = T TSP PR RPN 48
1o 0T T OSSOSO SPOP 50

o U] = N TSP PSRRI 51


file:///C:/Users/Villa/Downloads/0.%20Plantilla_UdeA_APA7_2021_v.1.docx%23_Toc101511027

Resumen

Este es un informe de trabajo de grado resultado del proceso de la Practica Pedagdgica, la cual
fue realizada en el marco de la contingencia global Covid-19. Se busco favorecer aprendizajes de
la matematica en estudiantes de octavo grado en la Institucion Educativa Compartir a partir de la

conjeturacion y justificacion, con la mediacion del sistema de geometria dindmica GeoGebra,

pues posibilita la visualizacion, la exploracion y el arrastre como medios para generar y probar

conjeturas, entendiendo estas como un primer paso hacia la argumentacion en clase de
matematicas. Asi mismo, para identificar el razonamiento de los estudiantes y como estos
comprenden, se puso en marcha un experimento de ensefianza con el cual se pudiera dar cuenta
del fendmeno educativo abordado en este documento. La participacion de los estudiantes, el

disefio de las tareas y el aprendizaje de la geometria son elementos claves para la consecucion del

objetivo propuesto.

Palabras clave: Argumentacion, Aprendizaje de la matematica, Geogebra, Exploracion,

Visualizacion, Conjeturacion, Justificacion.



Abstract
This is a grade work report resulting from the Pedagogical Practice process, which was
carried out within the framework of the Covid-19 global contingency. The aim was to
promote learning of mathematics in eighth grade students at the Compartir School based on
conjecture and justification, with the mediation of the GeoGebra dynamic geometry system,
since it enables visualization, exploration and dragging as means to generate and test
conjectures, understanding these as a first step towards argumentation in mathematics class.
Likewise, to identify the reasoning of the students and how they understand, a teaching
experiment was launched with which the educational phenomenon addressed in this
document could be accounted for. The participation of the students, the design of the tasks

and the learning of geometry are key elements for the achievement of the proposed aim.

Keywords: Argumentation, Mathematics learning, Geogebra, Exploration, Visualization,
Conjecture, Justification
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

Contexto

El informe presentado en este documento es producto de una investigacion educativa,
resultado tanto de la Practica Educativa realizada en la Institucién Educativa Compartir,
como de las plenarias y discusiones del Seminario de Practica. Este ultimo ha sido decisivo
en cuanto a reflexiones producidas en el marco de las lecturas propuestas para el curso y las
conversaciones en torno a los sucesos que se llevaron a cabo durante los semestres de la
duracion de la practica.

La Institucién Educativa Compartir es de caracter urbano, oficial y mixto, esta
ubicada en San Antonio de Prado, corregimiento del municipio de Medellin, en la Carrera
62A #42D Sur 26. La Institucion Educativa estd organizada en cuatro gestiones:
administrativa, directiva, académica y comunitaria, lo cual da soporte a su Proyecto
Educativo Institucional que busca responder a las necesidades del contexto, de la comunidad
educativa y de los procesos que se gestan en el quehacer propio de la institucion.

Dicha comunidad educativa estd conformada por estudiantes, profesores, familias,
egresados, directivos docentes y administradores escolares. La institucion atiende a
estudiantes de estratos socioecondémicos 2 y 3, son en total 992 estudiantes y 32 profesores
(datos del afio 2021) sumando las jornadas de la mafiana y tarde, cuenta ademas con dos
auxiliares administrativos, dos coordinadoras, una académica y otra de convivencia, y el
rector. También cuenta con diferentes programas de la Secretaria de Educacion de Medellin,
como la Unidad de Apoyo Integral UALI, programa cuyo proposito es atender a los estudiantes

con necesidades educativas especiales, el Programa Todos a Aprender PTA y una psicologa.
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La Institucion Educativa Compartir especifica, en el horario, las horas en que se
trabaja aritmética, geometria y estadistica, se define también la duracién de cada area y se
propende por aportarle a los estudiantes generalidades de cada una.

Esta institucion también es promotora de generar una cultura digital, teniendo en
cuenta el desarrollo de nuevas tecnologias y diferentes formas de comunicacion, lo que puede
llegar a ser un motor para vincular a los estudiantes en las diferentes alternativas de
aprendizaje que las tecnologias ofrecen. Aunque el colegio no tiene suficientes recursos
tecnoldgicos, cuenta con una formacién en cultura digital por parte de los profesores, estos
realizan intercambios pedagdgicos con diferentes instituciones de la ciudad que apoyen tales
procesos educativos.

El mayor objetivo de impartir este tipo de cultura es establecer y posicionar criterios
y acciones orientadas a la comprension, apropiacion, produccion, circulacion de contenidos
y estrategias de comunicacion y cultura en ambitos digitales; esto muestra la gran importancia
que la institucion le da a este tipo de innovacién en educacion, pues de acuerdo con la vision
del MEN (1998) se reconoce el impacto de las nuevas tecnologias tanto en los énfasis
curriculares como en sus aplicaciones. En este sentido la institucién acoge las diferentes
formas de aprendizaje que por medio de la tecnologia encuentran una manera de construir y
apoyar los conocimientos de los estudiantes. La Institucion Educativa Compartir apoya el
uso de diferentes tecnologias entendiendo el caracter evolutivo de los tiempos actuales.

De manera particular, esta investigacion fue desarrollada en el marco de la situacion
de contingencia originada por el Covid-19, la cual significo para todos los sectores de la
sociedad, econdmico, social, politico y educativo una serie de dificultades y retos, entre las
cuales se encuentra el transito de la presencialidad a la virtualidad. Para la educacion produjo

que se debieran de asumir diferentes retos como la planeacion de una clase a través de



13

diferentes dispositivos, el acceso a las herramientas tecnologicas y a la conexion a internet,
el cambio de ambiente de aprendizaje, de la escuela a la casa. También supuso dificultades,
tales como la falta de atencion, la baja participacion en algunos casos, y la inasistencia
(teniendo en cuenta las posibles eventualidades que llevarian a tal caso).

El desarrollo del primer semestre de practica comenzo en el segundo semestre de
2020 con estudiantes de grado sexto, donde el objetivo fue observar las diferentes dindmicas
gue se gestaban en la clase, de estas se formularon reflexiones para compartir en el Seminario
de Préactica, ademas se realizd asistencias a las diferentes reuniones que los profesores
realizaban cada semana donde comunicaban el desarrollo de sus clases, las diferentes
actividades que se realizarian durante la semana o las decisiones que desde las diferentes
areas se impartian en la institucion, todo por medio de la virtualidad.

A partir del segundo semestre de practica, se cambid la dindmica de observacion a
una participacion mas activa con los estudiantes, esto conllevé a la creacion de un Semillero
de Matematicas a través de la plataforma Meet, que tuvo lugar durante el segundo y tercer
semestre de practica (2021-1 y 2021-2), los martes durante una hora por 14 semanas. Para
los encuentros con los estudiantes se formularon Guias a estudiantes de grado octavo, cuyas
edades oscilan entre los 13 y 16 afios. Dichas Guias eran discutidas durante el Seminario de
Préctica y asi discutir detalles logisticos tanto en la clase como en la misma Guia. En general
las guias de clase constaban de una primera seccién con tareas l6gico-matematicas
(triangulos magicos, ejercicios de razonamiento, entre otros) y una segunda seccion
focalizada en afianzar y profundizar conceptos de algebra y geometria.

De manera gradual la segunda seccién de la Guia fue orientada a tareas apoyadas con
el Sistema de Geometria Dindmica GeoGebra, esto para vincular a los estudiantes al

programa, de modo que se familiarizaran con las herramientas que este ofrecia.
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El dia de inicio de las clases en el Semillero de Matemaéticas la asistencia fue de 13
estudiantes, al finalizar el segundo semestre de practica la cantidad habia reducido a 5
participantes. Lo anterior pudo ser ocasionado por diferentes razones, como la misma
situacion de contingencia, las dificultades en el acceso a dispositivos electrénicos o a internet,
la motivacion de los estudiantes, el agotamiento propio de asistir a clases virtuales o el
retorno de las clases presenciales que tuvo lugar a partir del mes de julio. Dado este
panorama, se tomo la decision, para finalizar el tercer semestre de la practica, de invitar a los
estudiantes que habian tenido mayor constancia y motivacion a encuentros presenciales y

con quienes se realizo el trabajo de campo del presente trabajo.

Planteamiento del problema y justificacion

Durante el semestre de observacion de clases y en el trabajo desarrollado en el
Semillero de Matematicas se identifico que los estudiantes tenian baja participacion durante
las clases, por lo general no activaban ni sus audios ni sus videos y era dificil que
respondieran algun tipo de pregunta. Fue dificil que los estudiantes se sintieran motivados a
participar de las diferentes actividades propuestas, la distancia fue un factor importante y la
contingencia hizo evidencia de eso, también no poder tener un acercamiento con los
estudiantes, observar codmo cada uno de los estudiantes asumia una actitud frente a la clase y
a las tareas y asi poder favorecer el aprendizaje.

También se pudo identificar que las tareas a los cuales estaban acostumbrados los
estudiantes correspondian, en su mayoria, a ‘tareas rutinarias’, en donde solo se buscaba la
ejercitacion de procedimientos. Lo que suele estar asociado solo la asimilacion de algoritmos
0 memorizacion de propiedades. Al generar preguntas sobre la segunda parte de las tareas

propuestas a los estudiantes de las guias, se les dificultd por una parte explorar Geogebra,
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por otra parte la baja participacion evitaba evidenciar un posible acercamiento o error en los
estudiantes o del profesor en formacion a los objetos geométricos pensados para los
encuentros o dificultades en la manipulacion del software, por ende las preguntas realizadas
durante las clases eran respondidas por los estudiantes de manera parcial y en la gran mayoria
de casos estos no sentian la responsabilidad para con el semillero de entregar algun tipo de
respuesta ya fuese verbal o escrita, asi que las posibles justificaciones a las respuestas no
permitian visualizar el aprendizaje o un acercamiento a este.

A manera de ejemplo que permita ilustrar la situacion problematica, se presentan dos
apartados de los encuentros del Semillero. En el primero consiste en un fragmento del
encuentro del 13 de abril de 2021. En este encuentro, la guia constaba de retos geométricos
visuales, en donde los estudiantes debian identificar cuantos cuadrados tenia una figura (ver
Figura 1).

Figura 1
Figura presentada a los estudiantes del semillero en el encuentro del 13 de abril de 2021

; CUANTOS CUADRADOS VES?

Nota. Archivo personal del autor.
Los estudiantes Sebastian y Daniel encontraron 33 cuadrados, ante lo cual el profesor
les solicito justificacion, como se observa en el siguiente fragmento.

Transcripcién del encuentro del 13 de abril de 2021
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Turno Participante Intervencion

1 Sebastian: Profe yo creo que los estan.... Haber moviendo la figura.
Usted también la puede partir.

2 Daniel: Si profe.

3 Profesor: Pero entonces solo habria otros dos.

4 Daniel: Profe otros cuatro por fuera, porque como dijo Jhostin puede

partir el coso [aunque no es explicito, es una parte de la
figura], pero ahi donde estan costadas las partes puede haber
otros cuadrados. Si, se puede partir también.

Aunque los estudiantes se salieron un poco de las instrucciones de la tarea, estos no
pudieron dar una justificacion que se basara en conceptos geométricos pues al decir “partir”
[1] no se sefiala donde se realiza el corte. Sumado a ese hecho, la tarea constaba de una figura
compuesta por lo que al decir “el coso” [4] no se da claridad sobre la figura o figuras a
destacar. Esto muestra varias dificultades, desde la virtualidad no es posible percibir la forma
en que el estudiante expresa su justificacion para este tipo de tareas, donde por lo general
este usaria sus manos o alguna otra herramienta para detallar el conteo de cuadrados, al no
ver directamente las acciones del estudiante, para el profesor es muy dificil establecer un
juicio sobre los comentarios de los estudiantes y asi realizar el debido diagnostico de las
respuestas a una determinada tarea.

El segundo apartado corresponde al encuentro del 28 de septiembre de 2021.

Mientras se resolvian algunas tareas en el semillero, un estudiante compartio la
imagen de un Taller propuesto por el profesor titular del curso, como se aprecia en la Figura
2, que debian resolver para su clase de matematicas. Este taller constaba de algunas tareas de
congruencia de triangulos, pero que parecieran estar mas relacionadas con procesos
algebraicos que geomeétricos. Aunque no se pretende deslegitimar la posible relacion entre
pensamientos matematicos, se considera que esta forma de presentar la geometria no permite

favorecer procesos como la exploracion, donde el estudiante pueda aplicar sobre la tarea de
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la Figura 2 razonamientos producto de la visualizacion, sin embargo al tener en cuenta el
caracter espacial de la geometria se le imposibilita a los estudiantes establecer relaciones
entre las propiedades de la geometria, lo que idilicamente seria propicio para el camino hacia
la demostracion, por eso es necesario que las tareas de geometria permitan a los estudiantes
justificar, comunicar y argumentar las conexiones entre propiedades de la geometria que este
logre identificar.

Figura 2
Tarea presentada por un estudiante sobre la congruencia de tridngulos

@ Calcular ““x*

=] s 7
(=]
K 2x
B)3 )4 D)s E) &

a2

@3 CTalcular ""x""

2x—a x+a

Nota. Figura tomada del original.

La importancia de favorecer procesos como, la justificacion, la comunicacion y la
argumentacion en la clase de matematicas radica en que los estudiantes puedan discutir sus
ideas u opiniones ademas de generar y debatir posibles conjeturas como primeros
acercamientos a la argumentacion. De alli que, primero se posibilite dar cuenta del peso
conceptual de estos pensamientos y asi legitimar su validez; segundo, al defender y
comunicar sus inferencias las deméas personas podran generar su propia opinion (Weston,
1987), aqui la participacion y mediacion del profesor y del estudiante se hacen

imprescindibles, pues son los objetos matematicos discutidos y/o estudiados los productores
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de diferentes sensaciones u opiniones que conduzcan en posibles refutacion o acepciones y
como consecuencia un posible aprendizaje.

Lo anterior muestra el papel, relevancia y posibles habilidades y/o rutas para el
favorecimiento de la produccion de justificaciones y conjeturas por parte de los estudiantes.
Pero que, si la ensefianza se presenta de una manera tradicional, es decir basada en el
reconocimiento de figuras, propiedades o atributos de los objetos matematicos, o en la
ejercitacion de procedimientos, y sin conexiones con otras areas como la tecnologia, podria
no ser un escenario propicio para el favorecimiento de procesos importantes en las clases de
matematicas.

Asi que es necesario buscar la forma en que los estudiantes de octavo grado de la
Institucion Educativa Compartir logren generar conjeturas y justificaciones, las cuales
deberan ser comunicadas de forma oral o escrita y asi desde una fuente de informacion
atender a las posibles dificultades que presenten los estudiantes al plantear enunciados o
consecuencias que permitan resolver problemas de naturaleza matematicas, pues como se
dijo anteriormente, al comunicar las ideas estas se someten a ser validadas (en caso de ser
veraces) o refutadas (en caso de mostrar falsedad) , ademas de ser necesario un acercamiento
directo a los conceptos geométricos de manera que sean mas afines a los estudiantes y estos
puedan incluirlos dentro de sus practicas comunicativas, incluyendo la escritura.

Esta panoramica lleva a plantear la siguiente pregunta y objetivo de la investigacion.

Pregunta de investigacion: ¢Cémo favorecer la construccion de conjeturas y
justificaciones en la clase de matematicas con estudiantes de octavo grado?

Objetivo de la investigacion: Favorecer la construccion de conjeturas y

justificaciones en la clase de matematicas con estudiantes de octavo grado.
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CAPITULO 2: MARCO TEORICO

Antecedentes

Este apartado se plantea en dos lineas, la primera referida a investigaciones sobre la
argumentacion en la clase de matematicas, y la segunda referida a investigaciones sobre el
aprendizaje de la geometria mediada por sistemas de geometria dinamica. Para la busqueda
se consultaron algunas bases de datos como Springer, Academia y Scielo, asi como revistas
especializadas como Educacion Matematica, también el repositorio del grupo de
investigacion Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (£+G) de la Universidad Pedagbgica

Nacional y el repositorio de la Universidad de los Andes.

Investigaciones referidas la argumentacion en la clase de matematicas

Respecto a la argumentacion en la clase de matematicas, algunos autores como
Lozano (2015) afirman que abordar la validaciébn de pruebas pueden encadenar
proposiciones, mediante relaciones logicas para llegar a convencer a un interlocutor. De la
misma manera Freire y Mantica (2015) plantean que los estudiantes argumentan sus
conjeturas desde el empirismo, dejando de lado el uso de propiedades para darles valor a las
mismas. Otros autores como Kosko y Zimmerman (2017) incentivan la argumentacion
escrita y generan una caracterizacién de los tipos de escrituras. Por otro lado, Toro (2014)
relaciona las diferentes acciones que realizan los profesores para motivar algunos tipos de
argumentos. Asi mismo Molina et al. (2015) analizan las acciones de los estudiantes al
desarrollar una actividad argumentativa, afirman ademas que un buen desarrollo de esta debe

ser mediada por la conjeturacion.
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De manera especifica, Lozano (2015) aborda el proceso de aprendizaje de la prueba
matematica a traves de la argumentacion utilizando GeoGebra. Este estudio fue realizado en
México con estudiantes de bachillerato. La autora plantea la importancia de que los
estudiantes puedan validar sus conjeturas y construir argumentos deductivos de manera
autonoma. La unidad cognitiva y la continuidad estructural son los referentes tedricos de
dicho trabajo, pues considera que acercar primero a los estudiantes a la argumentacion previo
a la demostracion puede ser Util para construir una relacion entre argumentacion y
demostracidn y segundo continuar una secuencia de razonamientos l6gicos de los estudiantes
de bachillerato mientras construyen conjeturas ya sean motivadas por la observacion de estos
0 por preguntas del profesor que conduzca a un argumento deductivo. Lozano (2015) analiza
las respuestas de los estudiantes, quienes estuvieron en un ambiente de geometria analitica
con el uso de GeoGebra mediante el modelo de Toulmin y el modelo cK¢, para ver que
conocimientos usan los estudiantes al resolver problemas con el objetivo de aprender a probar
o demostrar. Esto permite concluir que las preguntas que el profesor genere sean abiertas, de
modo que sean detonantes de argumentos.

En Freire y Mantica (2014) se plantea una propuesta centrada en la produccién de
conjeturas a partir de las propiedades de un rectangulo. Las autoras utilizan el modelo
Conocimiento Técnico Pedagdgico del Contenido o TPACK por sus siglas en inglés para
disefiar su propuesta mediada por el sistema de geometria dindmica GeoGebra. Este estudio
se desarroll6 en Argentina con estudiantes de segundo afio de secundaria. Las autoras
concluyen que los argumentos utilizados por los estudiantes para validar sus conjeturas o
responder a las preguntas que ellas hicieron partian del uso de las herramientas y lo que ellos

podian observar de estas.
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Desde las politicas educativas de EE. UU se afirma que una posible gestion de la
argumentacion en el aula de clase es la escritura, ya que esto requiere del estudiante un
analisis pulido, una secuencia de razonamientos I6gicos, y un nivel de detalle que permita la
explicacion para generar argumentos. En esta linea, Kosko y Zimmerman (2017) analizan la
escritura matematica de un grupo de estudiantes en primaria usando el modelo de Toulminy
la linguistica funcional, para examinar como funciona la gramatica para transmitir el
significado. Particularmente se traté de clasificar las caracteristicas particulares de la
escritura en matematica y como estas se manifiestan en las tareas y los niveles educativos.
De acuerdo con los escritos matematicos de los estudiantes, los autores logran identificar
ademas de la escritura emergente, seis patrones distintos en la escritura, estos son enunciados
matematicos, recuentos matematicos, procedimientos matematicos, detalles matematicos,
descripciones matematicas y explicaciones matematicas. Los autores concluyen que algunas
caracteristicas de los argumentos matematicos tienden a surgir en dos diferentes secuencias,
una enfocada en contextos o casos especificos y otra depende de la tarea y de factores
externos.

Por su parte Toro (2014) plantea estudiar la argumentacion de estudiantes de grado
octavo cuando realizan actividad demostrativa (conjeturacion y justificacion) usando el
software de geometria dinamica Cabri. El autor realiz6 un experimento de ensefianza que fue
implementado en tres etapas, la primera centrada en la elaboracion de la propuesta de
ensefianza; la segunda fue la implementacion de esta en el aula con un grupo de estudiantes
de octavo grado; y la tercera consistio en el analisis de los resultados obtenidos, en esta etapa
se categorizaron los argumentos segin el modelo Toulmin. El autor identifica acciones como

proporcionar espacios, reaccionar con aclaracién o precision, institucionalizar el saber, exigir
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justificacion, proveer justificacion o informacion, entre otros, las cuales son realizadas por el
profesor para promover la argumentacion en el aula.

Por su parte Molina et al. (2014) analizan las acciones que realizan algunos
estudiantes de edad extraescolar (24-57 afios) cuando se involucran en procesos de
conjeturacion y justificacion, mediados por el sistema de geometria dinamica Cabri. El foco
de atencion de los autores es la actividad demostrativa, para ello consideran necesario
enmarcar a los estudiantes en una cultura de construccion de teoremas. Se pretendié mediante
un estudio de caso analizar las interpretaciones que estudiantes producen cuando dan
soluciones a diferentes situaciones. En sus resultados sefialan como la conjeturacion brinda
un primer acercamiento para desarrollar la capacidad argumentativa, pues las afirmaciones
provenientes de este proceso son ideas producto de las acciones del profesor al implementar
y desarrollar un ambiente de clase donde las tareas a desarrollar estan centradas en la
observacién y exploracion que ademas impliquen conjeturar. Como tal las tareas y la
intervencion del profesor deben darles a los estudiantes claros indicios de propiedades y
objetos geométricos para que logren establecer conjeturas, ya sea de forma verbal o escrita.
Algunas de las diversas acciones que aqui se reportan aconsejan claramente exigirles a los
estudiantes justificar las conjeturas, con ello se pueden establecer posibles diagndsticos sobre
el aprendizaje del estudiante, el disefio de las tareas y las acciones a asumir como profesor.

Se resalta como variada la multiplicidad en las intenciones por estos autores quienes
buscan la manera de mejorar su quehacer en el aula y de la misma manera divulgan su trabajo,
comparten sus conocimientos, una practica que representa el valor del conocimiento y la
posibilidad que otros accedan a este. Estas investigaciones dejan ver la importancia de
implementar la argumentacion primero como objeto de estudio y segundo como vehiculo

para generar aprendizajes, ya sea en estudiantes de primaria, secundaria o extraescolares.
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Ademas de presentar herramientas para incentivar la practica de la argumentacion en los
estudiantes, mostrando diversas formas de generar ambientes propicios para ello apoyados
por sistemas de geometria dindmica. Estos Ultimos se han caracterizado por ser recursos de
muy amplio espectro, al permitir que se pueda desarrollar la argumentacion desde procesos
basicos como exploracién o la visualizacion, lo cual puede desencadenar en conjeturas que

requieren de argumentos para establecer su validez.

Investigaciones referentes al aprendizaje de la geometria mediado por sistemas de
geometria dinamica

Con respecto al aprendizaje de la geometria mediada por sistemas de geometria
dindmica, Sanchez y Samper (2020) ponen en evidencia que, a partir de funciones como el
arrastre, los estudiantes pueden discernir propiedades geométricas. Para Sta y Camargo
(2019) estas funciones mediante el razonamiento cientifico permiten resolver problemas,
Larios (2006a) comenta que estos sistemas permiten una mediacion semidtica entre el
estudiante y los objetos geomeétricos. Por otro lado, para Campo, van Vaerenbergh y del
Barrio (2021) abordar estos sistemas en el curriculo puede servir en el transito de la
ensefianza tradicional a la digitalizacion. Por Gltimo, Sta (2021) resalta las caracteristicas de
estos sistemas, en particular GeoGebra por la capacidad de hacer representaciones tanto
bidimensionales como tridimensionales.

Sanchez y Samper (2020) muestran una forma de determinar el uso e interpretaciones
que los estudiantes realizan cuando construyen un objeto matematico en un software de
geometria dindmica. Para el estudio de dichas teorias se trabajo con 22 estudiantes de octavo
grado con edades en los 12 y 14 afios, se tratd de generar en las clases un momento en torno

a GeoGebra con la finalidad que este les fuese natural en su diario proceder. En el analisis
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adoptan la Teoria de variacion la teoria de las aprehensiones figurales. Para el analisis se
desarrollaron categorias y cddigos de acuerdo a los tipos de arrastre (contraste, separacion,
generalizacion, fusion) y aprehensiones (perceptuales y discursivas) ademas como resultado
los autores comentan que esta relacion permite analizar los procesos de resolucion hechos
por los estudiantes.

Analizar la busqueda de una solucién y darle sentido a una construccién desde un
sistema de geometria dinamica, cobra gran importancia para definir los razonamientos que
los estudiantes emplean en la utilizacién de un artefacto, en relacion a esto Sta y Camargo
(2019) comentan que promover en los estudiantes experiencias académicas de indagacion
propias de las ciencias, pero no exclusivas de ellas pueden estar presentes en situaciones de
la vida cotidiana y profesional, para ello implementan un problema de geometria a un grupo
de estudiantes de noveno grado, para analizar el razonamiento de los estudiantes mientras
solucionaban un problema en un sistema de geometria dindmica. Para analizar las respuestas
de los estudiantes y establecer la sinergia entre el razonamiento cientifico y los artefactos que
provee el sistema de geometria dinamica GeoGebra los autores utilizaron indicadores de
génesis instrumental y razonamiento cientifico. Ellos buscaron interpretar la interaccion de
un sujeto con el artefacto mientras este lo convierte a su vez en instrumento desde la
instrumentalizacion, como caracteristica del razonamiento cientifico.

Larios (2006a) considera algunos fenGmenos cognitivos que son comunes en la clase
de geometria, como por ejemplo la rigidez geométrica y la preferencia por estudiar
propiedades de figuras segun su posicion estandar, para el autor esto se asume dada la
percepcion de los estudiantes y a las caracteristicas de los sistemas de geometria dinamica.
El problema que se aborda se centra en la dificultad que enfrentan los alumnos sobre las

representaciones graficas durante la clase, considerando como objetos de estudio el transito
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dibujo- figura- objeto geométrico. Con el apoyo de la teoria de los conceptos figurales se
pretendio una investigacion con estudiantes de Querétaro (Mexico), cuyas edades oscilaron
entre los 14 y 15 afios. Se valoran estos sistemas pues tienen la particularidad de ser
productores de significados (mediadores semidticos), también permite la interaccion entre un
individuo y un conocimiento geométrico a partir de funciones como el arrastre. El autor
comenta varios tipos de arrastre desde un paradigma fenomenoldgico, por ejemplo, arrastre
como retroalimentacion, como mediador y como examen entre otros, los cuales sirvieron
para denotar la aprehension de significados. Por ultimo, concluye que las figuras o formas en
posiciones estandares no permiten concebir posibilidades de exploracion que conduzcan a
generalizar propiedades de estas y ademas que al justificar los estudiantes no ven la necesidad
de apoyarse en las propiedades geométricas cuando explican, evidenciando la brecha entre
los componentes conceptuales y figurales.

Campo et al. (2021) ven en los sistemas de geometria dindmica una enorme
posibilidad para el aprendizaje, una de sus principales razones para afirmar esto, es el transito
de la ensefianza tradicional o la digitalizacion impulsada por las medidas adoptadas por la
contingencia. Los autores pretenden mostrar que la incursion de estos sistemas al curriculo
seria Optima para explicar ciertos conceptos de las ciencias dadas las caracteristicas de los
sistemas para construir modelos geométricos de manera interactiva y dindmica. Con ello se
pretende compartir una vision del aprendizaje de la geometria que no esta ligada a la
codificacion de conocimientos, y asi involucrar a los estudiantes en procesos propios de la
geometria como representaciones, visualizaciones y organizaciones de saberes. Se realizo
una secuencia didactica con estudiantes de entre 14 y 15 afios en Espafia, donde estos tratarian
de adivinar una propiedad geométrica. Como tal, esta es una herramienta formulada desde

una metodologia activa que ademas aborda varias competencias (competencia linguistica,
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aprender a aprender, competencias matematicas y competencias basicas en ciencias y
tecnologias, entre otras) con el ejercicio de estas los estudiantes asumiran un rol activo en su
conocimiento. También la perspectiva adoptada cambia la forma rutinaria en la
representacion de contenidos lo que puede resultar motivador para los estudiantes.

Sta (2021) comparte las posibilidades para el aprendizaje que traen los sistemas de
geometria dindmica. El autor comenta que las investigaciones referentes a la geometria plana
y estos sistemas han sido ampliamente estudiados, pero por otro lado la geometria espacial
no lo suficiente, lo que significa en una novedosa propuesta investigativa. Como tal quiso
ayudar a estudiantes de ente los ultimos afios de primera y primeros de secundaria con alta
capacidad para generar aprendizajes sobre la demostracion. El autor asume la divergencia
entre la produccion de una conjetura y su posterior demostracion, por lo que el uso de
sistemas de geometria dindmica permite solucionar dicho problema. Como tal se
implementaron unas actividades disefiadas de una perspectiva de trayectorias hipotéticas,
pues era necesario atender a todos aquellos procesos mentales que estaban surgiendo en pro
de mejorar el pensamiento matematico. EI proceso de aprendizaje para este autor debe ser
influenciado por el profesor, quien a través de conversaciones les plantea interrogantes a sus
estudiantes sobre sus construcciones para asi guiarlos a un objetivo de aprendizaje.

Muchas de las investigaciones actuales sobre el aprendizaje de la geometria estan
mediadas por los sistemas de geometria dinamica. Aungue no se pretende desestimar la
importancia de otras formas para abordar dicho proceso, estos sistemas han permitido un
acercamiento directo entre el estudiante, el recurso tecnoldgico y los objetos geométricos.
Tales sistemas junto con un marco teérico permiten establecer maltiples formas para trabajar
el aprendizaje de la geometria desde procesos como resolucién de problemas y a su vez

permite identificar el razonamiento que los estudiantes pueden realizar al solicitarles
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justificaciones sobre posibles construcciones en la solucion de estos, todo mientras asumen
un papel activo y participativo pues de su interaccion con un objeto de estudio construyen su
conocimiento estableciendo significados producto de la interaccion con los sistemas de

geometria dindmica.

Fundamentacion tedrica

En este apartado se presenta la fundamentacion teorica de este trabajo, por un lado,
aspectos relacionados con el aprendizaje de la geometria mediada por sistemas de geometria

dindmica y por otro, la argumentacion en la clase de matematicas.

Aprendizaje de la geometria mediada por sistemas de geometria dinamica

Los denominados sistemas de geometria dindmica proporcionan, de un lado, la
opcion de crear ambientes en los que es posible la experimentacion sobre las representaciones
de los objetos geométricos (Larios, 2006b); y de otro, permiten la posibilidad de visualizar,
explorar, analizar, plantear conjeturas acerca de las propiedades o relaciones observadas y
construir demostraciones (Fiallo, 2010). La aparicion de los sistemas de geometria dinamica
se remonta a los afios 80 con la aparicion del Logo, sin embargo, es hasta el afio 1988 que
aparece Cabri generando un auge en investigaciones de todo el mundo focalizadas en
explorar las posibilidades de estos sistemas para la ensefianza de la geometria (Gutiérrez,
2005).

Respecto a las ventajas educativas de los sistemas de geometria dinamica se resaltan
algunas. Por ejemplo, en los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) se
comenta que la visualizacion es un proceso inherente a la percepcion de figuras como un todo

global. Asi mismo, Perry et al. (2013) afirman que se consigue informacion geomeétrica de
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una figura identificando los elementos que la componen y algunas configuraciones que se
puedan formar con ellas, o también interpretando simbolos que representan propiedades
geométricas con el animo de encontrar posibles relaciones.

Ademas de lo anterior, otros autores como Fernandez y Montoya (2013) indican que
la construccidn de modelos geométricos y su relacion con la percepcion visual, y también la
representacion, esta vinculada con el potencial humano de visualizar y la busqueda de
mecanismos de argumentacién para lograr justificar afirmaciones; y Samper y sus colegas
(2012) refieren como el uso de estos sistemas en la solucion de tareas puede incentivar
actividades matematicas, como la produccién de conjeturas, el razonamiento argumentativo.

Es importante sefialar, ademas, la opcion del arrastre en sistemas de geometria de
dindmica como GeoGebra. En este sentido Toro (2014) alude la posibilidad del arrastre para
modificar directamente la forma o posicion de los objetos geométricos construidos,
preservandose las relaciones geométricas originales y Molina-Luque y Robayo (2014)
aseveran como esta funcion podria permitir explicar posibles conjeturas con base en lo que

se observay asi determinar su validez.

Argumentacion en la clase de matematicas

En Colombia los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006),
plantean algunos procesos generales presentes en toda la actividad matematica, en los cuales
se incluye el razonamiento, de manera particular se afirma que se debe ‘“usar la
argumentacion, la prueba y la refutacion, el ejemplo y el contragjemplo, como medios de
validar y rechazar conjeturas y avanzar en el camino hacia la demostracion” (p.51). Este
proceso incluye particularidades tales como percibir regularidades y relaciones, hacer

predicciones y conjeturas, justificar o refutar esas conjeturas, dar explicaciones, proponer
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interpretaciones y respuestas posibles, adoptarlas o rechazarlas con argumentos y razones,
las cuales pueden adaptarse al nivel educativo de los estudiantes (MEN, 2006).

En este trabajo, la argumentacion en la clase de matematicas sera entendida un “acto
complejo destinado a resolver una diferencia de opinion, en el cual interesa convencer acerca
de la aceptabilidad de un punto de vista a través de la justificacion o refutacion” (Toro y
Castro, 2020, p. 36). Esta consideracion respecto a la argumentacion, busca atender a
determinadas interacciones en la clase de matematicas, donde profesor y estudiantes discuten
durante el desarrollo de una leccidn sobre una determinada tarea. En lugar de ser solo una
entidad estructural, la argumentacion esta relacionada con la comunicacién y la interaccion,
ocurre por medio del uso del lenguaje y puede desempefiarse en forma oral o escrita.

De otro lado, para dar precision a los conceptos de conjeturacion y justificacion se
retoman algunos aspectos de Perry et al. (2013). De un lado, los autores afirman que el
proceso de la conjeturacion tiene como objetivo la formulacion de conjeturas, es decir,
enunciados de caracter general, fundamentados en la observacién o el analisis de indicios,
cuyo valor de verdad no lo tiene definido el sujeto, pero este tiene un alto grado de certeza
sobre su veracidad, razon por la cual son candidatas a entrar en un proceso de justificacion
que las valide dentro de un sistema teérico determinado.

Camargo (2010) dice que el proceso de conjeturacién suele darse desde el empirismo
0 desde la exploracién con la aparicion de hipotesis, suposiciones o afirmaciones. Las
acciones relacionadas a la conjeturacion son detectar un invariante y verificarlo siempre que
surjan elementos de incertidumbre, formular la conjetura y corroborarla. Formular una
conjetura se refiere a explicitar en términos matematicos, y como un enunciado condicional
general (si... entonces), un hecho matematico que se ha reconocido a través del estudio de

casos particulares.
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Corroborar la conjetura significa examinar si lo que se reporta en el antecedente es
suficiente para obtener como consecuencia las propiedades que se mencionan, esta
confirmacion suele ser puesta en marcha analizando la cadena de argumentos que
posibilitasen la aparicion de la conjetura, este proceso es conocido cominmente como
demaostracion, en particular Camargo (2010) lo define como

Un discurso que respeta ciertas reglas, fundamentado en un sistema tedrico de

referencia, mediante el cual se da validez a un enunciado al interior del sistema. Para

ello, se establece una cadena deductiva de afirmaciones que lleva del antecedente del

enunciado (de tipo condicional) al consecuente de este (p.48).

En dicho discurso argumentos, razones, puntos de vista o en este caso justificaciones,
segun Perry et al. (2013) el proceso de justificacion tiene como objetivo la produccion de una
argumentacion de caracter deductivo que valide la conjetura formulada, la sustente como
verdadera dentro de algun sistema de conocimiento o un sistema tedrico de referencia. Por
lo tanto, la relacion entre justificar y argumentar en este trabajo aparece como el
convencimiento a partir de razones las cuales se disponen desde un marco tedrico el cual es
primero cercano a los estudiantes, pues han trabajado Geometria en otros grados, y segundo
GeoGebra posibilita realizar acciones de manera logica de forma que se pueda visualizar
cuando una construccion geomeétrica esta bien realizada o no.

Las acciones relacionadas a la justificacion son seleccionar entre elementos
identificados, tedricos o empiricos, aquellos que podrian sustentar la afirmacion; organizar

esos elementos de manera deductiva; formular la justificacion.
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CAPITULO 3: MARCO METODOLOGICO

En este capitulo se describen los elementos metodoldgicos, tales como el enfoque, el
método, las técnicas para la toma y registro de informacion, los participantes y el rol del
profesor/investigador.

Este trabajo al tratar de responder una pregunta que busca favorecer el aprendizaje en
el aula de matematicas se enmarca en un enfoque cualitativo de corte interpretativo
(Bisquerra, 2009), pues a la luz de la comprension del profesor/investigador se estudia e
interpreta un fendmeno educativo en el momento que sucede generando un disefio propio de
investigacion a partir del analisis e interpretacion propios. El fendmeno de estudio alude a un
contexto educativo y se observa en el mismo en el cual ocurre, esto es en lecciones de clase
de estudiantes de octavo grado.

El método corresponde a una investigacion de disefio, en particular a un experimento
de ensefianza. De manera general, un experimento de ensefianza consiste en una secuencia
de episodios de ensefianza en los que los participantes son normalmente un
investigador/profesor, uno 0 mas estudiantes y uno o mas investigadores-observadores
(Molina et al., 2011). En este trabajo hacen parte del experimento de ensefianza el
profesor/investigador, cuatro estudiantes de octavo grado de la Institucion Educativa
Compartir y los compafieros y profesor del Seminario de Practica Pedagdgica.

Un experimento de ensefianza es un proceso iterativo que consta de tres fases,
preparacion del experimento, experimentacion para promover el aprendizaje y analisis de los
resultados. La primera fase, la preparaciéon y disefio del experimento, tuvo lugar en los

diferentes encuentros del Seminario de Practica Pedagdgica, donde el profesor/investigador
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preparaba una guia con tareas para ser trabajadas con los estudiantes de octavo grado, estas
eran compartidas con los comparieros y profesor del seminario, y luego tenia lugar un espacio
de discusion y reflexion que permitia ajustar las tareas, que luego serian trabajadas durante
el encuentro del semillero matematico. La segunda fase tenia lugar durante la
implementacion de las tareas con los estudiantes. La tercera fase tenia lugar al siguiente
encuentro del Seminario de Practica en donde se analizaban y discutian las fortalezas y
aspectos a mejorar, lo cual permitia la preparacion de la siguiente guia y el proceso volvia a
iniciar. El andlisis retrospectivo del experimento de ensefianza es motivo de discusién en el
siguiente capitulo.

El experimento de ensefianza es propicio para responder al problema de esta
investigacion, pues la reflexion constante sobre el disefio de las tareas y la preparacion de las
mismas a partir de las respuestas de los estudiantes, permite comprender las razones de la
aparicion de estas, asi como las acciones que se podrian llevar a cabo para cumplir el
propdsito de este trabajo.

El rol que se asumi6 el profesor/investigador fue de observador participante, este
hacia acompafiamiento a los estudiantes, daba indicaciones y respondia preguntas, se tratd
de interactuar lo mas minimo de manera que los estudiantes pudieran dar respuestas 1o mas
genuinas posibles.

Como ya se informé en el primer capitulo, este trabajo fue realizado durante el marco
de la contingencia global, lo que condujo el interés de este reporte a las clases virtuales con
estudiantes de octavo grado de la Institucion Educativa Compartir y que dada la baja
participacion de estos durante los encuentros, se decidid poner en marcha una serie de
encuentros presenciales, en los que los estudiantes debian realizar en cada clase diferentes

tareas, y que corresponde con el experimento de ensefianza. El trabajo realizado en los
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encuentros que precedieron al experimento durante el Semillero Matematico permitio crear
un clima de confianza entre el profesor y los estudiantes, acompafiar procesos académicos y
acercar a los estudiantes en el manejo del software.

De manera especifica, el experimento de ensefianza reportado en este trabajo
corresponde a tres tareas, las cuales fueron compartidas de forma escrita con los estudiantes
y en donde siempre se les solicitaba describir sus construcciones, exploraciones y
descubrimientos, apoyandose del sistema de geometria dinamica GeoGebra. Dos de estas de
tareas (Anexos 1y 2 respectivamente) son propuestas por el profesor/investigador y para la
tercera tarea (Anexo 3) se tomaron algunos aportes de Samper (2008). Las situaciones que
se plantean en las tareas requerian que el estudiante las solucionara indicando de manera
I6gica un camino Optimo para la solucion de estas.

Para la implementacion del experimento de ensefianza se invito a cinco estudiantes
de grado octavo, quienes durante el Semillero Matematico habian asistido y participado en
los encuentros virtuales, sin embargo, para el momento de la aplicacion solo asistieron cuatro
estudiantes: Tatiana, Ana, Carlos y Lorena, las cuales corresponden a los participantes de
esta investigacion. Tatiana es una estudiante destacada, pregunta cuando tiene dudas, aunque
es un poco timida fue participativa en las diferentes tareas. Ana al igual que Tatiana es una
estudiante destacada y timida, cuando mostraba inseguridad respecto a alguna respuesta no
preguntaba al profesor, si no que se remitia a confirmar la posible respuesta con Tatiana.
Carlos es un estudiante un poco distraido, pero con buena disposicion, se esforzd por ser
participativo en las tareas propuestas, aun cuando no presentaba las mejores respuestas.
Lorena mostrd interés y compromiso en los diferentes encuentros, tratando de completar las

tareas propuestas y preguntando si lo consideraba necesario.
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Con el fin de que los estudiantes establecieran durante los encuentros exploraciones
y justificaciones que les permitieran acercarse a plantear una conjetura, se les hicieron
preguntas todo el tiempo y la consigna fue que debian escribir todo lo que consideraban
pertinente para dar respuesta a la tarea y las preguntas.

La tarea disefiada para el primer encuentro (ver Anexo 1) fue hecha con el propdésito
de que los estudiantes tuviesen la mayor cantidad de datos, con esto y la ayuda de GeoGebra
supondria que los estudiantes pudieran dar respuesta a las tareas. Se traté de promover el
concepto de punto medio entre rectas paralelas. En este encuentro se ided un cuento con
algunos detalles historicos de manera que resultase cercano al contexto en donde se abordd
el objeto matematico punto medio entre rectas paralelas. La aplicacion de esta tarea se realizo
el 24 de septiembre de 2021, se contd con la asistencia de los cuatro estudiantes. Durante este
encuentro fue necesario explicar el contenido de tarea, pues parecia haber confusion por la
cantidad de informacion, lo cual ocasiond que los estudiantes no pudiesen dar respuestas
concisas, otra razon pudo ser el disefio de las preguntas, pues se les quiso dar ideas claves en
las mismas preguntas para resolver los incisos de esta primera tarea, pero no fue tan
fructifero, aun asi, mediante la interaccién profesor/investigador con los estudiantes se llevd
a cabo esta tarea. De manera que los estudiantes pudieran acercarse a un proceso de
conjeturacion se afiadié a cada inciso tres preguntas, ¢Qué construi? ;Qué exploré? ;Qué
descubri?

Se disefid la segunda tarea cuyo fin fue establecer la relacion entre mediana y bisectriz
en ciertos tipos de triangulos, como es el caso del triangulo isésceles y equilatero, donde el
segmento une un Vvértice con el segmento opuesto justo en su punto medio, es decir, la

mediana coincide con la semirrecta que biseca un angulo, por tanto, es también la bisectriz.
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También se plante6 una situacion que fuese real o al menos familiar con la cual poder
relacionar el saber matematico con algo un poco mas cercano a los estudiantes. Con la ayuda
de GeoGebra se realizaron algunas representaciones para dar respuesta a las preguntas de las
tareas. Para este encuentro al tener dificultades de comunicacién solo pudieron asistir
Tatiana, Ana y Lorena el dia 19 de octubre de 2021. Se pudo notar que la informacion
provista, aunque poca era dificil discriminar el objeto matematico. En el momento en que los
estudiantes realizaban algunos acercamientos de manera oral, no lograban recordar sus
palabras, de forma que pudieran dar respuesta escrita a las preguntas de la tarea.

En el tercer encuentro se presentaron algunas dificultades de movilizacion por lo que
en una primera parte solo Isabel estuvo presente el 29 de octubre de 2021, posteriormente se
implemento esta tercera tarea el 5 de noviembre de ese mismo afio con Tatiana y Carlos. Para
el disefio de esta tarea se recurrié a Samper (2018) en el cual se tomo una tarea centrada en
la proporcionalidad directa. Se eligié tomar este porque se quiso observar cémo respondian
los estudiantes a una tarea de un libro escolar pensado para que los estudiantes exploraran y
justificaran por medio de GeoGebra. A esta tercera tarea se le incluyd un segundo punto. En
este, el objeto matematico consistia en la representacion de los cuadrilateros que lo
estudiantes conociesen y las posibles relaciones que encontrasen al trazar mediatrices, se
hace la salvedad pues en la instruccion que se presenta en esta segunda parte esta incompleta,
pues aungue no esta alli escrito se les pidi6 a los estudiantes que arrastrasen los objetos
geométricos que componen la representacion geométrica de un cuadrilatero de tal manera
que describiesen lo que viesen a partir de los construido. Se resalta que la primera y segunda
parte de la Tarea 3 constaba de las mismas preguntas pensadas para tener respuestas con mas

contenido, ¢Qué construi? ;Qué exploré? ;Qué descubri?
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Antes de poner en marcha las tareas anteriormente mencionadas, en el marco del
tercer semestre de préactica, los acudientes de los participantes de la investigacion firmaron
el correspondiente permiso (Anexo 4) con los cuales autorizaron el uso de los registros de

los estudiantes, que en este caso concreto fue de forma escrita.



37

CAPITULO 4: ANALISIS Y RESULTADOS

En este capitulo se muestran los analisis hechos a las respuestas de los estudiantes
para la toma y registro de datos, se generaron varios codigos con los cuales sefializar tanto la
tarea como la respuesta del enunciado que se pretende analizar. Se hace la salvedad que la
Tarea 1 y la Tarea 3 estan divididas en dos momentos. Por ejemplo, para caracterizar la
primera parte de las tareas se usard el cédigo E1, asi uno de los primeros registros serd
nombrado Tarea 1 E1-1a donde el Gltimo cddigo, 1a, especifica el nimero del enunciado y
si esta compuesto por mas preguntas se usara un orden alfabético. Se analizaran las tres tareas

por separado y se ilustraran los analisis con las producciones de algunos de los estudiantes.

Andlisis de la Tarea 1

Figura 3
Respuesta de Lorena a la Tarea 1 E1-1B

¢Por qué crees que las balas se chocan?
POGR._oeroos heimanos, €\ o _aeuedloadt o un dioyoat) | por 1o\erXO
Moy 'un puedo exs o gee \o= bolas  se. 4€en  noeox

Nota. Tomado del original del 25 de septiembre de 2021

Como se observa en la Figura 2, Isabel ademaés de responder el inciso de la Tarea 1,
explora las herramientas de GeoGebra, para suponer que la trayectoria de las balas, al ser
disparadas, forma posibles diagonales lo que conlleva a que se corten en un punto. Esto
pareciera ser cierto, porque en un inicio se plantea a los estudiantes representar dos segmentos
paralelos, donde los puntos que componen los segmentos representan la posicion de los
personajes mencionados en la tarea. Para asegurar que fuesen paralelos se les pidio a todos

los estudiantes inscribir estos segmentos en rectas que a su vez fuesen paralelas. Lorena
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justifica que en algun punto las dos diagonales se cortaran formando un punto entre ambos
segmentos, ella usa la palabra “apuntar” para sefialar la inclinacion de las rectas diagonales.
Un punto crucial de esta tarea es que los estudiantes puedan concluir que en todo cuadrilatero
paralelogramo se cumple que las diagonales se corten en un punto llamado punto medio (Ver
Figura 8).

Figura 4
Respuesta de Lorena a la Tarea 1 E1-3

3. Despuds de trazar las trayectorias, responde (Encuentras algun angu
: 1 : :
G M0 = Wi, O ool ovrenl\o AU O

r
-~

Nota. Tomado del original del 25 de septiembre de 2021
Lorena descubre la congruencia de dos angulos e intuye que debe haber otros dos
angulos similares y que por ende deben tener la misma medida. Aqui como tal se puede

2

observar un problema, la forma “Si... entonces...” estd escrita, pero la proposicion
antecedente en la Figura 3 esta mal formulada aun cuando hay cierta intencion por escribir
la conjetura en simbolos propios de la matematica, es de sefialar que, aunque el antecedente

no muestra como tal un contenido veraz o claro el consecuente establece el producto de la

observacién y la exploracion.
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Imagen 1

Construccioén de Lorena a la Tarea 1 E1-3
Nota. Archivo personal del autor

La Imagen 1 muestra que la medida de los angulos no es completamente exacta y que
no son solo cuatro &ngulos agudos sino ocho, aun asi, Lorena prevé que si las rectas son
paralelas la medida de los &ngulos debe ser la misma.

Es de resaltar que la construccion de Lorena no obedece un paralelismo explicito entre
las rectas, aun asi, ella destaca que la medida de estos angulos debe ser la misma y ademas
se clasifican dentro de los &ngulos agudos. Por lo tanto, la implicacién presentada en la Figura
3 se justifica con la Imagen 1, pues los datos empiricos suministrados por el sistema de
geometria dindmica muestran que la medida de los dngulos siempre sera constante a menos
que las rectas que componen la imagen no sean paralelas.

Figura 5
Respuesta de Lorena a la Tarea 1 E1-4

4. Busca las herranientas “medir angulo™ v gsala en ese punto donde Las travectonas se
cortan para medir los angulos, y ahora mueve uno de los segmentos Responde | Notas
alguna vegulanidad en el angulo’? [ Cual?

S \«“u\\o‘ cuo\ e\ 0 maewo \o% doy n;rr:j-,\f.', sretrgtle gan
Waguueh ), ya que o cguestoy pot e\ weilce

Nota. Tomado del original del 25 de septiembre de 2021
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En este inciso de la Tarea 1 los estudiantes debian usar las herramientas de GeoGebra
para realizar mediciones de los angulos que aparecian junto al punto medio, posteriormente
con la herramienta arrastre notarian que el punto al moverse cambiaba la medida de los
angulos opuestos por el vértice, pero estas se mantienen constantes, Lorena justifica esto pues
los angulos que menciona son opuestos por el vértice (ver Imagen 1). Sin embargo, es
incompleta la respuesta, pues no menciona cual es el segmento que decidio arrastrar, pero da
cuenta que sin importar la figura resultante por realizar el arrastre el invariante se mantiene.

Figura 6
Respuesta de Ana a la Tarea 1 E1-4

4. Busca las herramientas “medir angulo” y usala en ese punto donde las trayectorias s¢
cortan para medir los angulos, y ahora mueve uno de los segmentos. Responde ;Notas
alguna regularidad en el angulo? ;Cual?

Cyandemuels g guno {e log Segmants o] wodice cambia
A ('LS o

9 angulo y avmenta svla

Nota. Tomado del original del 25 de septiembre de 2021

Ana también responde al inciso E1-4 realizando un acercamiento a la intencionalidad
de este, algo que Lorena logra, y en el caso de Ana logra escribir su respuesta de la forma
“Si... entonces”. La palabra “entonces” esta inmersa en la respuesta, de esta manera “Si
cuando muevo (arrastro) alguno de los segmentos ”, aqui al igual que Lorena se percibe la
dificultad para tener explicitas respuestas, al parecer las estudiantes no sienten la necesidad
de mencionar el segmento que arrastran, dan por sentado que no importa el segmento, el
invariante se mantiene. “[Entonces] el vértice cambia de angulo y aumenta su tamafio ”,
tampoco se hace mencion sobre el vértice con el que se trabaja, para ella es claro cual esta

cambiando su medida en relacion con los arrastres realizados, ya que con la herramienta

“medir angulo” da cuenta de esto.
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Para la segunda parte de la Tarea 1, se plantea a los estudiantes construir e identificar
figuras geométricas una vez construido el cuadrilatero de la primera parte, y asi pudiesen por
medio de la visualizacidn deducir que no importa el arrastre, el punto medio se mantendra.

En un intento de hacer esto claro, se les presentd a los estudiantes el inciso E2-2 el
cual tiene la particularidad de presentarles a los estudiantes la proposicién antecedente,
presumiendo que estos terminarian de formular una conjetura, la cual esta pensada para que
partan de los conceptos trabajados en la primera parte, a partir de la construccion hecha a del
cuento dedujesen una consecuencia real de la situacién y respondieran que pasaria si la
situacion del cuento se traslada a un escenario no ficticio pretendiendo que lo expliquen y
detallen escribiéndolo. En este caso lo que se espera es que respondan las balas no se
chocaran a causa del paralelismo entre estas y el efecto de la gravedad sobre estas conllevaria

a que caigan al suelo.

Figura 7
Respuesta de Tatiana a la Tarea 1 E2-2
Sy las halas de un hermano stguteran su trayecto infinitamente se chocarian ¢n algun
T\ Considera la realidad v ¢l contexto del cuento.
tedos 0 ce Checalian poique Son '(_,CL
Cainiz (o5 (considéranch el ontexdo de] v €nto)

Nota. Tomado del original del 25 de septiembre de 2021

Figura 8
Respuesta de Lorena a la Tarea 1 E2-2
2. ¢St las balas de un hermano siguieran su tr veCto ifinitamente se ¢l
punto? Considera la realidad v ¢l contexto del cuento

~ \a «
Co la vealded oy, g040 e ¢\ ¢ ™o o wa e o\ hayelo 4 \os balo
€Y \\\( \‘\\‘\C \‘ 52 $Q « \-\(\/\\\\(“\ \“\k\\l \(‘“ o \c .

Nota. Tomado del original del 25 de septiembre de 2021
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En las Figuras 6 y 7 tanto Tatiana como Lorena responden siguiendo una logica
ficticia donde las balas seguiran un trayecto infinito, pero no se chocan. La idea fue partir la
forma condicional “Si... entonces”, de modo que el condicional si se transformara en causal
como si fuese un problema cuya solucién depende de determinar un consecuente, esto para
evitar cierta rigidez que se pueda presentar al responder de manera formal. Aun asi, en las
Figuras 6 y 7 subyace el consecuente, pues logicamente al estar las balas en posiciones
paralelas no se tocan, pero ninguno de los estudiantes menciond que las balas caen, esto
quizas dado que durante el desarrollo de las Tareas aun usaban GeoGebra lo que les pudo
impedir hacer un vinculo con la realidad. Por otro lado, devela la capacidad de los estudiantes
para deducir una consecuencia de la situacion, gracias a la exploracion y experimentacion
sobre la representacion del cuadrilatero por medio del sistema de geometria dinamica, lo cual
quiere decir, como lo menciona Hanna (2000) se esta promoviendo la conjeturacion y

justificacion.

Figura 9

Respuesta de Tatiana a la Tarea 1 E2-2

Ahora ¢s & momento de que presentes que descubriste en 108 aos Cvemos.

tl punto mec - oVl pOL_Ma§ ul
L l _-;la\u \tk\l(), N0 Qz,‘___(v_nf,“\ A \-ﬁ—A LRI AN -_“‘___ R
derormes la F1uiq. tse o o - Se mmliene
Solo_enfre  1ecial  pavalelas

Nota. Tomado del original del 25 de septiembre de 2021

Para finalizar la Tarea 1 se les pidié a los estudiantes que consignasen los
descubrimientos hechos en los dos partes, Tatiana menciona que el punto medio en un
cuadrilatero cuyos lados son paralelos opuestos mantiene su posicion sin importar que se
deforme la figura. Ella no alude a segmentos explicitos al arrastrar una parte del cuadrilatero
observa que el punto medio mantiene la caracteristica de estar en el centro, una cualidad

propia de todo paralelogramo. Da a entender esto, cuando define que solo es posible entre
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rectas paralelas, pues realizando transformaciones y observando otros cuadrilateros deduce
este invariante. Como tal la conclusion de la Tarea 1 esta incompleta, pues, aunque los
estudiantes si realizaron medidas, estas no fueron usadas al sefialar distancias precisas que

mantengan su longitud, aun asi, es un acercamiento a la argumentacion.

Andlisis de la Tarea 2

Las respuestas presentadas en la Tarea 2 parecen mostrar una mayor apropiacion, los
estudiantes se atrevieron a describir lo que exploraban, construian y descubrian, en la medida
que GeoGebra y el contenido de la tarea lo permitian, esta vez un cuento méas corto y menos
preguntas.

Figura 10
Respuesta de Tatiana a la Tarea 2 E1-1

1. Sitienes un tridngulo isésceles, ¢cdmo lo dividirias de modo que a ambos hermanos les toque
partes iguales?

£Qué construl? . ‘ 2%
Consirul vn A nangulo s
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\arn\f\cld de\ Seqmento B6C )
U*\\\Lééa\u(ie‘c:‘g?ram{en”\q de poligono € hice ’U”‘\ﬁ'clidc? S Nong ito
‘ARBC ) Tambien vAilice la heranhenya de C{';.*f‘ Odilice \a
e ver 75T Crgy iseteles ol 490G gl o LR gark <) ol
<>
\"‘e"amé‘qeuz\de?cubﬂ? ec\f}?‘dc\d% en oS “\\'|qﬁc N s Coﬂﬂluém% esr
Descoby que 1 recia gue atraviesa el Aqangele, Vo
e s

Parte e\ omc)u\o X A €n doS iguales o Coagruer

onde dosS de oS \d.c\:)"_? -
decde ol vertice A, has
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Nota. Tomado del original del 19 de octubre de 2021

Tatiana usa la herramienta de GeoGebra poligono para construir un triangulo
isésceles, usando la herramienta medir distancia o longitud contrasta la medida de los
segmentos transformando el tridngulo y asi hallar uno con dos lados iguales, esto lo logra
arrastrando ya sea uno de los vértices o uno de los segmentos. Luego menciona la

construccion de una recta que corta el segmento BC en la mitad de este, pero no menciona
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como lo encuentra. Es la misma estudiante quien encuentra la herramienta en la aplicaciéon y
construye el punto medio.

Imagen 2

30.55°

AB =282 AD =245

Construccion de Lorena a la Tarea 2 E1-1
Nota. Archivo personal del autor

Para este tarea los estudiantes debian representar un tridngulo isosceles ademas
partirlo para visualizar lo que pasa con los componentes de este y justificar dicha
construccion, se penso el inciso E1-1 pretendiendo entender la definicion de este tipo
particular de triangulo de la siguiente manera, si un triangulo tiene dos lados iguales entonces
es isosceles, por lo que se formula una conjetura aparentemente valida de la siguiente forma,
si el &ngulo esta partido en dos partes iguales (ver Imagen 3) entonces los tridngulos
resultantes son congruentes. Una vez la estudiante representa el AABC procede a comprobar
si los dos triangulos resultantes AADB y AADC tienen la misma area y poder concluir que
ambas figuras geométricas son congruentes, Cabe anotar que aqui hay un claro problema
conceptual, pues los estudiantes relacionan el tamafio de las areas como un criterio para la

congruencia de los triangulos.
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Figura 11
Respuesta de Tatiana a la Tarea 2 E1-2

2. Usando las herramlentas de GeoGebra trata de Justificar por qué ambas partes son Iguales.

Ambal Son 1qociles Porque amba¢ 1ienen Ared | ’Jdl*
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Nota. Tomado del original del 19 de octubre de 2021
La Figura 10 es una justificacion de porque se asume que los triangulos 4ADB y
AADC son congruentes, ademas recalca la dificultad de los estudiantes para entender el uso

de los criterios de congruencia.

Figura 12
Respuesta de Tatiana a la Tarea 2 E1-3
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Nota. Tomado del original del 19 de octubre de 2021

En el inciso E1-3 Tatiana menciona que pasa lo mismo en el triangulo equilatero
resultante de este inciso ademas descubre el uso de la bisectriz como una recta (en lugar de
semirrecta) que divide a un angulo en dos iguales, asi mismo como se menciond no parece
haber suficiente claridad sobre el uso de los criterios de congruencia. Tampoco parece haber

un acercamiento a la intencionalidad de la Tarea 2 por parte de Tatiana.
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Figura 13
Respuesta de Ana a la Tarea 2 E1-3
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Nota. Tomado del original del 19 de octubre de 2021

Caso contrario con Ana quien implicitamente relaciona la mediana con la bisectriz,
algo que no pasa con Tatiana, pero en Ana no es un descubrimiento la relacion entre mediana
y bisectriz pero no da cuenta de esto. Esto es positivo, porque se puede entrever el
acercamiento de los estudiantes en especial Ana al objetivo de la Tarea 2, lograr establecer
la relacion entre bisectriz y mediana. Posibles razones para que esto no ocurriese, no darles
la oportunidad de explorar la bisectriz en otras formas geométricas, también el poco dominio
conceptual referente a los criterios de congruencia por parte de los estudiantes. Con esto el
disefio de una instruccion mas especifica se hace necesaria para una comprension mas

profunda de los conceptos de bisectriz y mediana.
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Anélisis de la Tarea 3
Figura 14
Respuesta de Tatiana a la Tarea 3 E1-lay 1b
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Nota. Tomado del original del 5 de noviembre de 2021

Como se observa en el inciso E1- 1a de la Tarea 3 Tatiana responde a esta relatando
una consecuencia a partir del paralelismo entre rectas, lo cual puede dar a entender que ella
vincula desde Geogebra el paralelismo como una condicién para la proporcionalidad, esto se
podria comprobar con la misma respuesta E1- 1a, pues la estudiante menciona que realiza
movimientos sobre la construccién geométrica (ver Anexo 3) donde denota que el valor de
la raz6n se mantiene en 1. Es interesante también, la respuesta que da en el inciso E1-1b
donde cuenta uno de los descubrimientos hechos, Tatiana trata de argumentar que al mover
una de las paralelas perderian la condicion de paralelismo, a lo que se le pidio que arrastrase
una de estas, ella observo como esta no perdia dicha condicion concluyendo como invariante

el paralelismo entra rectas. Tatiana a partir de la construccion en GeoGebra conjetura que no
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es posible mover una recta que es paralela a otra sin perder el paralelismo entre estas, lo cual

es una presuncion que se refuta al arrastrar y luego observar la constante ya descrita.

Figura 15
Respuesta de Lorena a la Tarea 3 E1-lay 1b
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Nota. Tomado del original del 29 de octubre del 2021

Lorena justifica la respuesta del inciso E1- 1 desde dos perspectivas, en la primera se

remite a utilizar una propiedad de los numeros o sea la divisién de un nimero por si mismo

siempre da uno (ver Figura 14 inciso E1- 1a), usa propiedades que cominmente se pueden

caracterizar dentro de otros pensamientos matematicos tal como el numérico y las trae a un

contexto donde la geometria prima. Dicha relacion puede clarificarse un poco més al observar

la respuesta que da en el inciso E1- 1b en el apartado donde describe la exploracion, cuenta

la invariabilidad de la razdn, pues al arrastrar una de las rectas observaba que las longitudes

cambiaban, pero la razon se mantenia. Aungue esto no asegura a ciencia cierta que la

estudiante pueda vincular a propdsito diferentes pensamientos matematicos, deja entrever un
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acercamiento particular a un aprendizaje de la geometria mediado por conceptos matematicos
aparentemente aislados.

Atrae la atencion en el inciso E1-1b en el apartado de exploracién, Lorena responde
a este describiendo la accién que realizo para encontrar el invariante, arrastrando una de las
paralelas y observando el cambio de los valores, es interesante porque en el caso de Tatiana
(ver Figura 13) no parece haber una concepcién de perpendicularidad que le permitiese
realizar un arrastre que perpetuase el paralelismo. Esta comparacion no evidencia una
dificultad total de Tatiana para comprender dicho concepto, pero muestra la necesidad de
generar diferentes ejemplos o situaciones en clase centrados en desarrollar diferentes
aprendizajes relacionados a la perpendicularidad. Con esto mencionado el papel de la
conjeturacion y justificacion parecen fomentar aprendizajes sobre la geometria a través del
disefio de actividades o remitiéndose a la bibliografia.

Posteriormente Lorena logra tener una libertad al explorar y sacar afirmaciones a
partir de lo que construyd y fue descubriendo, un ejemplo de esta en el inciso E1-1b donde
plantea un descubrimiento, ella plantea otra relacion no descrita en las preguntas de la Tarea
3, relaciona los segmentos AB con BC y EF con FG logrando establecer una
proporcionalidad directa entre las razones. Es interesante pues los estudiantes tenian vagos
conocimientos sobre el objeto matematico que se trabajo en este primer parte de la Tarea 3y
aunque Lorena no concluye con sus palabras la presencia de otra proporcionalidad, conjetura

una relacion que posteriormente comprueba.
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Figura 16
Respuesta de Lorena a la Tarea 3 E2- 1
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Nota. Tomado del original del 29 de octubre de 2021

En la segunda parte de la Tarea 3 (ver Anexo 3) Lorena intento realizar lo que podria
ser catalogado un acercamiento a una demostracion (ver Figura 15), aunque propiamente no
es una como tal, es un intento por definir una generalizacion entre los cuadrilateros
paralelogramos, es decir, cuando traza dos mediatrices observa o afirma que se cortan en un
punto llamado centro, trata de justificarse realizando medidas (ver Imagen 3) pero se da
cuenta que no son exactas a lo que concluye que no es posible que ese sea el centro del
cuadrilatero. Posteriormente descubre que para encontrarle la altura a un paralelogramo basta
con trazarle una mediatriz. Esto no es algo que se cumpla siempre, de hecho, hay
paralelogramos a los cuales al arrastrarles uno de los segmentos que lo conforman hacen que
las mediatrices trazadas se muevan en relacion al segmento seleccionado provocando que
dicha mediatriz que parte desde la base no sea siempre la altura. Como tal es una
generalizacion que no parece ser cierta, pero que vale la pena analizar, pues la observacion
hecha por Isabel puede cumplirse en los cuadrilateros que suelen ser mas estudiados en clase
de matematicas, pero no logra convencer pues faltan condiciones para determinar tal validez,
lo que pudo estar directamente relacionado con una mala instruccion y en la exploracién
hecha por Lorena al arrastrar los objetos geométricos compuestos, a saber, punto, segmentos,

mediatrices.
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Imagen 3

Construccion de Lorena a la Tarea 3 E2-1
Nota. Archivo personal del autor

Figura 17
Respuesta de Tatiana a la Tarea 3 E2-1
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Nota. Tomado del original el 5 de noviembre de 2021

Tatiana por otro lado va un poco mas all, pues explora y justifica la invariabilidad
del punto centro al trazar dos mediatrices y observa como este se presenta tanto en el
cuadrado, el rectangulo y el rombo, a esto le suma que al encontrar el supuesto punto centro
menciona como las diagonales también cortan en dicho punto (ver Imagen 5). Posteriormente
Tatiana a diferencia de Isabel realiza una exploracién mas profunda, deforma y transforma
el cuadrilatero determinando que el punto de corte no siempre estara dentro de la figura

geométrica, lo que da a entender que ella entiende que si al manipular la representacion del
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cuadrilatero obtendra un resultado diferente por méas que deforme la figura, lo que se asume
en que ella manipula el antecedente previendo la consecuencia final, no siempre el punto de

corte de las mediatrices estara en el centro.

Imagen 5

Construccién de Tatiana a la Tarea 3 E2-1

Nota. Archivo personal del autor
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CAPITULO 5: CONCLUSIONES

Al pensar sobre qué factores pueden determinar el favorecimiento de la construccion
de conjeturas y justificaciones, uno de estos primeros es hacer participes a los estudiantes en
la formacion de su conocimiento, es necesaria una actitud positiva donde el estudiante se
plantee el deber de estar en la tarea y por tanto pueda responder a las preguntas planeadas
para la clase de matemaéticas sin importar si hay dificultades o no, pues lo relevante aqui es
que el estudiante pueda sentir cercana la matematica, ademas que se pueda familiarizar con
un ambiente donde pueda manipular conceptos matematicos por ello GeoGebra es relevante
en este trabajo.

En linea con las ideas anteriores, Molina et al. (2014) comenta que los sistemas de
geometria dinamica promueven la exploracion en las matematicas y alientan a los estudiantes
a conjeturar y a justificar en la clase. Otro factor que predomina en la generaciéon de
conjeturas y justificaciones, son tareas donde se favorezca la exploracion y se puedan
encontrar una o varias invariantes, las cuales suelen tener la caracteristica de que se pueden
poner a prueba, estas tareas debe tener la cualidad de generar enunciados de la forma
“Si...entonces...”, aungue esto es algo que no siempre pasa, por ende es necesario una mayor
profundidad en el disefio de tareas lo suficientemente claras para que el estudiante pueda
establecer respuestas producto de la exploracion y descubrimientos validados, ya sea por el
mismo sistema de geometria dinamica o por acuerdos establecidos dado un proceso previo.

De otro lado, por motivo de la contingencia originada por el Covid-19 no logro
establecerse acuerdos de naturaleza matematica a los cuales los estudiantes puedan remitirse

para argumentar Yy justificar con un lenguaje matematico. Por lo que cabe preguntarse ¢Queé
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resultados se habrian obtenido de haber realizado con los estudiantes un trabajo previo donde
los mismos pudieran comunicarse de forma oral o escrita?

También es necesario preguntarse sobre la participacion de los estudiantes, pues si
dicha accién hubiese sido constante, el plantear el disefio de las tareas no hubiese sido
presencial, por lo que habria que plantear un tipo de herramienta diferente para analizar la
informacidn, por ejemplo, en el caso que los datos provengan de una grabacion, el analisis
podria haberse hecho desde una vision narrativa, en la cual se trate de interpretar el
aprendizaje de los estudiantes desde su propia vision.

Este ejercicio investigativo permite vislumbrar la riqueza de tener una vision que
problematice y busque una solucion, es entendible que las cualidades de la educacion son
muchas y entender esto abre la posibilidad de problematizar cuestiones sobre la ensefianza,
el aprendizaje, cuestiones legales, institucionales, etc. Asi los cuatro semestre de practicas o
de investigacion también permiten acercarse a la realidad no solo escolar, pues al ser
desarrollado este trabajo investigativo durante el tiempo de pandemia se pudo ver de primera
mano como el sistema econdémico y politico se venian truncados por la falta de desarrollo en
tales campos en consecuencia la educacion y otros sectores de la sociedad fueron afectados,
develando las muchas deficiencias que tiene el sistema educativo actual, como el acceso al
internet por algunas personas.

Al comparar las conjeturas y justificaciones de los estudiantes y como estos realizan
argumentaciones, se puede ver la riqueza de las respuestas, en cuanto a que posibilitan
reflexionar sobre como los estudiantes estan aprendiendo y que posibles acciones del
profesor permitirian mejorar el proceso de aprendizaje pues, aungue este trabajo trata
aspectos mas orientados al aprendizaje no deja de lado el papel de la ensefianza, asi al querer

mejorar la propia practica profesoral se esperaria un mayor domino de los conceptos
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matematicos llevados a la educacion, esto entendiendo las particularidades de los sujetos y
del medio.

De manera particular, en el momento de reflexionar sobre los comentarios de los
estudiantes se pueden llegar a generar conjeturas propias del profesor/investigador,
planteamientos surgidos de las respuestas de los estudiantes que permitieran vislumbrar un
camino hacia una mejor apropiacion de los aprendizajes. Al mencionar las conjeturas, ya no
desde la vision de Perry et al. (2013), sino, mas como juicios u opiniones sobre el proceso
matematico que ha llevado el estudiante, o sea en la medida que el profesor/investigador
interacta con los estudiantes en clase de matematicas, tratando de fomentar la conjeturacion
y la justificacién, también puede plantearse mejores estrategias a partir de los datos que los
estudiantes puedan arrojarle a modo de conjeturas, como identificar la dificultad para
comprender determinados conceptos matematicos, identificar la dificultad para desarrollar
ciertas operaciones 0 como un ejercicio autorreflexivo donde se determinan aquellas acciones
que pueden promover los aprendizajes o los que no, con lo cual se esperaria mejorar la misma
ensefanza.

A modo de ejemplo, al presentarse una duda en clase o un inconveniente para avanzar
al objetivo de una clase, el profesor se puede plantear a modo de conjetura, si determinado
estudiante presenta una duda, entonces la posible accién del profesor es hacer énfasis en
determinado objeto matematico, o realizar una exposicién mas clara lo que se quiere con
alguna tarea ya propuesta o relacionar ejemplos mas claros con el objeto en cuestion. Esto es
solo un ejemplo que pretende ilustrar una posible linea de investigacion donde son las
acciones que el profesor realiza en clase por medio de su discurso las cuales incentivan la
argumentacioén y la produccion de conjeturas y justificaciones. También estudiar como desde

la estructura de la argumentacion es posible identificar posibles justificaciones producto de
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la conjeturacion, donde se pueda comprender el procedimiento discursivo que llevo a cabo
al dar una justificacion.

Fue dificil hacer que la escritura y la participacion en clase de matematicas fueran
practicas habituales, lo cual puede ser ocasionado por la poca costumbre de los estudiantes
en estas practicas, esto permitiria dejar una linea futura de investigacion o también puede ser
un limitante de esta investigacion, dado que si ello hubiese sucedido lo resultados fuesen
otros.

Otra posible linea de investigacion seria ¢ Como favorecer la argumentacion en clase
de geometria a partir del discurso oral? Donde la interaccion con objetos reales y la necesidad
de divulgar las ideas permitan la construccion de nuevos saberes en los estudiantes.

Dicho de esa manera es necesario tener en cuenta que la exploracion de conceptos
matematicos es clave, por lo que también habria que plantearse, ¢entendiendo el caracter
espacial y tangible de la geometria que material o materiales podria generar la aparicion de
conjeturas? ¢seria posible trabajar o implementar esta pregunta de investigacién con
estudiantes de grados inferiores al grado octavo? el entorno debe privilegiar la identificacién
de regularidades, particularidades o semejanzas.

Ahora bien, es necesario mencionar que un posible punto débil de este trabajo es que
no se utilizé un marco tedrico que apoyase el disefio de tareas o la eleccion de estas desde la
bibliografia. Es necesario tener en cuenta que las tareas abiertas son fuerte precursor para la
generacion de conjeturas y justificaciones, y que pretender que estos Gltimos dos procesos se
den en clase de matematica deviene en la capacidad del profesor para establecer juicios o
conjeturas, con los cuales aproximar a los estudiantes a los objetivos de la clase.

La metodologia escogida brindo la libertad de tomar decisiones desde una vision

subjetiva, donde lo que se pretendi6 fue situar al aprendizaje de la geometria en relacion con
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la argumentacion, pues los experimentos de ensefianza permiten tener en cuenta desde la
preparacion del experimento que el investigador también carga con el rol de profesor, pues
se logran asumir opiniones y posturas producto de concepciones epistemologicas propias,
sumado a esto los diferentes aprendizajes que se lograron cada vez que se implementaba una
nueva tarea, permite reflexionar sobre la tarea de ensefiar enriqueciendo dicha labor desde la

interpretacion y andlisis de los datos.
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ANEXOS

Anexo 1: Tarea 1

Grado: 8

Area: Matematicas _ INSTITUCION EDUCATIVA
Docente: Julian Alberto Villa Monsalve

Tiempo de desarrollo: 1 hora COMPARTIR

Agenda de clase

Saludo

Juego “primera letra”
Presentacion de GeoGebra
Desarrollo de la guia

A dE

Saberes previos: area del rectdngulo, operaciones con racionales
Objetivos de aprendizaje:
-Comprender la representacion de elementos algebraicos

GeoGebra

GeoGebra es un software de matematicas para todo nivel educativo. Reline dinamicamente
geometria, algebra, estadistica y calculo en registros graficos, de analisis y de organizacion
en hojas de calculo. GeoGebra, con su libre agilidad de uso, congrega a una comunidad vital
y en crecimiento. En todo el mundo, millones de entusiastas lo adoptan y comparten disefios
y aplicaciones de GeoGebra. Dinamiza el estudio. Armonizando lo experimental y lo
conceptual para experimentar una organizacion didactica y disciplinar que cruza matematica,
ciencias, ingenieria y tecnologia.

Guia

Los hermanos Melquiades nacieron un 18 de junio de 1803, gemelos idénticos, a medida que
crecian sus semejanzas se hacian cada vez mas y mas similares, tanto corporal como
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fisicamente ambos eran iguales, o que uno podia hacer el otro también, incluso sus gustos,
ropa, bebidas, comidas y accesorios como armas, los dos gustaban por tener armas dobles,
todo en los hermanos Melquiades era similar. Un dia comun y corriente uno de los hermanos
vio pasar por el parque a Rosalina, la mujer mas hermosa en la comunidad, iba muy bien
vestida su tes consonaba con la luz del dia lo que la hacia méas bella. Fue amor a primera
vista, en ese mismo momento el otro hermano también vio a Rosalina y sin quererlo también
quedo enamorado de la sefiorita, fue amor a primera vista. Ese mismo dia ambos se enteraron
de las intenciones del otro, ninguno queria ceder ante el amor de sus vidas, por lo que se
citaron al otro dia a un duelo de armas de fuego. Cuando sonasen las campanas de la iglesia
a las 7:00 am se dard inicio al duelo.

En la calle principal, caminaron dando unos cuantos pasos hasta que cada uno quedo en una
acera frente al otro y cuando dieron las 7:00 am desenfundaron sus armas y dispararon la
primera vez, el pensamiento que rondo por la cabeza de ambos en ese momento antes de
disparar fue — no matare a mi hermano- fue el pensamiento de los dos por lo que
inconscientemente se las arreglaron para dispararle a las armas del otro.

K

Primer evento: Disparan apuntando a la izquierda y a la derecha el uno del otro, ambos son
diestros por lo que apuntaron primero a la mano derechay luego a la izquierda, con tan buena
suerte que las balas chocaron en un punto

1. Con ayuda de GeoGebra, muestra las trayectorias de las balas y el punto donde se
chocan
2. ¢Porque crees que se chocan?
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3. Muestra cual seria la amplitud entre las armas del primer y segundo hermano en
GeoGebra

4. Después de trazar las trayectorias, responde ¢Encuentras algin angulo? ;Cual o
cuéles?

5. Busca las herramientas “medir angulo” y tsala en ese punto donde las trayectorias
se cortan para medir los angulos, y ahora mueve uno de los segmentos. Responde
¢Notas alguna regularidad en el &ngulo? ¢Cudl?

Segundo evento: Como si fuera poco, ceden ante la presion de la multitud presente en el
duelo, y ambos vuelve a disparar, pero esta vez, la coincidencia entre los disparos fue tal, que
dispararon como si fuesen el reflejo de un espejo.

1. Con ayuda de GeoGebra muestra el trayecto de las balas.
2. ¢si las balas de un hermano siguieran su trayecto infinitamente se chocarian en
algun punto? Considera la realidad y el contexto del cuento

3. ¢Qué figuras geométricas has encontrado?

Mueve los segmentos que representan la amplitud de los brazos, ;Qué figuras geométricas
encuentras? ¢ El punto que encontraste en el primer evento mantiene su posicion entre los

segmentos? ;Sera asi en todas las otras figuras? ;A qué se debera esto?
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Anexo 2: Tarea 2

Grado: 8

Area: Matematicas _ INSTITUCION EDUCATIVA
Docente: Julian Alberto Villa Monsalve

Tiempo de desarrollo: 1 hora COMPARTIR

Agenda de clase

1. Saludo
2. Simbolismo geométrico
3. Desarrollo de la guia

Saberes previos: conocimientos de herramientas de GeoGebra, asi como la construccion de

segmentos, puntos, rectas y rayos.

Guia
Un dia los hermanos Melquiades heredaron la antigua propiedad de su tatarabuelo una
hacienda en el municipio de Titiribi, para ese entonces ambos hermanos estaban disgustados
el uno con el otro, asi que decidieron dividir el terreno de la propiedad a la mitad. Dicho
terreno tenia la forma de un triangulo isdsceles, pero ambos hermanos no tenian los profundos
conocimientos geométricos que tu si tienes, asi que usa GeoGebra para representar y
responder a las siguientes preguntas

1. Sitienes un triangulo isosceles, ¢como lo dividirias de modo que a ambos hermanos les
toque partes iguales?

¢ Qué construi?

¢ Qué exploré?
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¢ Qué descubri?

2. Usando las herramientas de GeoGebra trata de justificar por qué ambas partes son
iguales.

3. Ahora supongamos que el terreno del abuelo no tuviera forma de un triangulo isésceles,
sino de un triangulo equilatero, ¢qué sucederia en este caso?

¢ Qué construi?

¢ Qué exploré?

¢ Qué descubri?
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Anexo 3: Tarea 3

(§rado: 8

Area: Matematicas . INSTITUCION EDUCATIVA
Docente: Julian Alberto Villa Monsalve

Tiempo de desarrollo: 1 hora COMPARTIR

Agenda de clase

4. Saludo
5. Desarrollo de la guia

Saberes previos: fracciones, mediatriz, tipos de cuadrilateros, conocimientos de herramientas

de GeoGebra, asi como la construccion de segmentos, puntos, rectas y rayos.

Guia
Para los siguientes las siguientes tareas quiero que uses el software GeoGebra, sigue las
instrucciones que hay alli descritas y si tienes alguna duda pregunta al profesor

4. Utilizando GeoGebra, construye tres rectas paralelas n, m, y i. Luego traza las rectas t y
g de manera que corten a las primeras en los puntos A, By C, E, Fy G, como se
muestra en la siguiente figura:
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AB BC ‘
= ?
a. Calcula Y T ¢ Qué observas”

b. Arrastralas rectasty q. ¢Sigue siendo cierto lo que observaste?

¢ Qué construi?

¢ Qué exploré?

¢ Qué descubri?

5. Con GeoGebra traza los diferentes cuadrilateros que conoces, trata de dibujar al menos
5y trazales a cada uno dos mediatrices



¢ Qué construi?

¢ Qué exploré?

¢ Qué descubri?
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Anexo 4: consentimiento

7 UNIVERSIDAD

L.t DE ANTIOQUIA Ser Maestro
e e Pfucslia csercia

Faculind de Educacion
Medellin, 17 de septicmbre de 2021

Senor acudiente
Institucion Educativa Compartir
Medellin

Asunto: consentimiento informado
Cordial saludo,

Por medio de la presente se le informa que su hijo participard en una investigacion
en el marco del trabajo final de Practica Pedagogica de los estudiantes de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad de Antioguia. Dicho trabajo cuenta
con el visto bueno de las directivas de la Institucion Educativa Compartic

A traves de,este comunicado, le solicitamos en su calidad de acudiente del
su autorizacion para que ol

estudiante

menor haga parte de esta investigacion. Dicha autorizacion se hace extensiva para

LR AR AT -
APTLASTT

pradocir algunos registros ot eetudiante on torma escrta o do video guo
en la clase. De igual forma, se hace extensiva para hacer publicos los resultados de
esta investigacion, después de la respectiva sistematizacion y analisis Jde registros

Vale aclarar que el andlisis y la divulgacion tiene un motivo netamente académico y
gue los nombres de los participantes seran cambiados para proteger la identidad de

los mismos,

Cordialmente,

lorgze Andrés Toro Uribe
Profesor e investigador
Universidad de Antioquia

Fstudiiante

Acudiente del estudiante

—edula: »
) - 3 jua 119 7 Inforases: 209 S720
o Uinis orsidad Jde Antinquia / € alle 67 #R3 - 108, oque 9, wficing LR

. 34 P sdoco
» Mtecepian de corrospomdencis: calle 7 No. 82 - 21/ hiypri/edueacion wilea ey
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