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Presentacion

Disefado para quienes inician las carreras de economia y ciencias afines, Matematicas I para las
ciencias economicas contiene los pilares de la ciencia matematica aplicada en estas disciplinas.
Desde la base, los conceptos de validez 16gica, pasando por las teorias de conjuntos, el algebra, las
funciones e identidades trigonométricas hasta los limites y derivadas, este texto presenta los
conceptos basicos y los ilustra mediante ejemplos y ejercicios, cuyas soluciones se encuentran al

final de cada capitulo para facilitar el trabajo individual.

Matematicas I para las ciencias economicas es el resultado del trabajo de un equipo de profesores,
con una amplia trayectoria en docencia e investigacion en matematicas con énfasis en las
disciplinas econdmicas. Por esta razon, se centra en las dificultades observadas entre los estudiantes
y los vacios detectados al abordar problemas de mayor complejidad. De este modo, puede afirmarse
que sin claridad en los aspectos desarrollados en el presente texto, seria inviable acometer la
solucion de problemas y ecuaciones de microeconomia, macroeconomia, asi como comprender

conceptos claves, como la teoria de juegos, y métodos matematicos especificos.
Este libro hace parte del material de apoyo a la docencia del Departamento de Estadistica y

Matematicas y esta financiado por el Centro de Investigaciones y Consultorias, de la Facultad de

Ciencias Economicas de la Universidad de Antioquia.
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Parte 1.

Algunos aspectos de logica matematica y de teoria de conjuntos

1. Logica matematica

La logica es, en términos generales, la ciencia que investiga, formula y establece los principios del
razonamiento. La palabra proviene del término latino logica, y este, del griego logike, cuya
etimologia significa “ciencia del discurso” o “ciencia del pensamiento”. Como ese nombre lo
indica, tal ciencia se dedica al analisis de las afirmaciones que se establecen y de las que se deducen
de sus asociaciones. En su sentido mas moderno, la l6gica no se ocupa de establecer la veracidad
del contenido de una determinada afirmacion, sino que se encarga de determinar la coherencia de

las afirmaciones, es decir, de la validez de las inferencias.

Comprender los principios de la logica es basico, porque su desconocimiento limita e impide el
dominio de cursos superiores en matematicas, asi como las aplicaciones de esta ciencia a otras

ramas. De este modo, su manejo se considera fundamental para un estudio riguroso del calculo.

1.1 Los elementos de la logica
La logica se apoya en una serie de conceptos que es necesario entender previamente. Estos
conceptos permitiran no solamente abordar el tema de la 16gica, sino también de la matematica en

general. A continuacion abordamos los bésicos:

Proposicion: Enunciado lingiiistico que es susceptible de ser verdadero o falso. Se divide en dos
tipos:

Proposicion simple: Es una proposicion de la forma mas trivial (bésica).

Proposicion compuesta: Es la interaccion entre un conjunto de proposiciones simples mediante
enlaces llamados conectores logicos.

Las proposiciones se denotan usualmente mediante letras minusculas del alfabeto, donde a cada

proposicion se le puede asignar solo un valor de verdad.
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Ejemplo 1.1

Veamos algunas proposiciones simples:

a) p: Todos los antioquenos son colombianos. Es una proposicion verdadera

b) g:2 + 5 = 7. Es una proposicion verdadera.

¢) r: —5 es un nimero par. Es una proposicion falsa.

d) x + 3 = 7. No es una proposicion ya que no se podemos afirmar si es falsa o verdadera.

e) (Como estas?, no es posible asignar un valor de verdad, es decir, no se sabe si la expresion es
falsa o verdadera, de manera que no se trata de una proposicion.

f) 2+ 5 =7 y =5 es un niimero par, es una proposicion compuesta (veremos a continuacion que

es falsa).
Términos de enlace (conectores): Son aquellos simbolos o expresiones que se utilizan para
entrelazar dos proposiciones logicas y asi formar proposiciones compuestas. Dentro del conjunto

de conectores se destacan los enumerados en la tabla 1.1.

Tabla 1.1. Conectores mas usados y su significado

Conector Se lee
~, = No, no es cierto que
\Y 0o
A y
- si...entonces
o siy solo si

1.2 Operaciones logicas
A partir de proposiciones simples y mediante los conectores formamos proposiciones compuestas.
Su valor de verdad esta determinado por el valor de verdad de las proposiciones simples y por el

conectivo utilizado.
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Conjuncién: Cuando dos proposiciones simples se combinan mediante el conectivo “y”, a la
proposicion compuesta se le llama “conjuncion”. Para la conjuncion se utiliza el simbolo 16gico
"A". De esta manera, se tiene la nueva proposicion p A q. Ahora, el valor de verdad para la
conjuncidn de dos proposiciones cualquiera —“p y ¢”— sera de la siguiente manera:

p A q debe ser verdadera, solamente si tanto p como g son verdaderas. De manera que, si al menos

una de las proposiciones simples es falsa, entonces el valor de verdad para p A g sera falso.

Disyuncion: En matematicas se emplea la letra “o0” en el sentido inclusivo, como el término y/o. En
este sentido cuando dos proposiciones simples se combinan mediante la letra “0” a la proposicion
compuesta se la llama disyuncion. Para la conjuncion se utiliza el simbolo l6gico " v ".

Asi, pues, una proposicion del tipo “p o q” sera verdadera cuando una de ellas “p 6 g o ambas”
sean verdaderas, y serd falsa Uinicamente cuando todas sus componentes sean falsas. De forma

simbolica la disyuncion se representara por la expresion p V q.

Negacion: Si p es una proposicion fundamental, de esta se puede formar otra proposicion que se
llama negacion de p, escribiendo: “es falso que” antes de p o simplemente insertando la palabra
“No” en p. Simbolicamente la negacidon se representara por ~ p o por —ip. Si p es verdadera

entonces —p es falsa y viceversa.

Condicional: En matematicas se suele utilizar con mucha frecuencia la proposicion “Si p, entonces
q”. Tales proposiciones se llaman condicionales y se las denota por: p = q.

El condicional p — gtambién se puede expresar de las siguientes maneras:

p implica q

p solamente si g

p es suficiente para q

q es necesario para p

El valor de verdad para la condicional serd siempre verdadero, a menos que p sea verdadera y q
sea falsa, es decir, una proposicion verdadera no puede implicar una falsa.
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Casi todos los teoremas matematicos vienen expresados en forma condicional. Donde p es la

hipoétesis (condiciones iniciales) y g es la tesis (afirmacion).

Bicondicional: Otro tipo de proposicion que se presenta con frecuencia es de la forma “p si y

solamente si q”.

A este conector logico especial se le llamara bicondicional y se denotara por el simbolo<. De esta

manera, p « q es lo mismo que p - qy q = p o, aplicando la definicion de la conjuncion

quedaria: p - g A q = p.

Los valores de verdad para la bicondicional seran:

Si p y gson verdaderas entonces p < q sera verdadera.

Si p y g tienen el mismo valor de verdad, entonces p < q serd verdadera.

Sipy q tienen diferentes valores de verdad, entonces p < q sera falsa.

Las operaciones y su valor de verdad se resumen en la tabla 1.2

Tabla 1.2. Tabla de verdad para las proposiciones mas relevantes

p q | pvVaqa | pAq p—q pe<q
vV |V |V \% \% \%
vV |F |V F F F
F vV |V F \% F
F F |F F \% \%

Ejemplo 1.2

a)2+ 5 =7y —5 es par, es una conjuncion y es falsa.

b) 2+ 5 =7 0 =5 es par, es una disyuncion y es verdadera.

c)Si4 + 1 = 8entonces 5 + 2 = 9, es un condicional y es verdadero.

d) =(p vV q) = (=p A =q) es un condicional, y es verdadero.
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1.3 Tablas de Verdad
Una tabla de verdad es un arreglo que tiene por objeto mostrar el valor de verdad de una proposicion

compuesta en todas las asignaciones de los valores de verdad de sus componentes.

Ejemplo 1.3

Determinar una tabla de verdad para (~ p) V q

Solucion:

Formo las cuatro filas posibles y aplico la tabla 1.2

plqg|~p| (~P)Vgq
VvV |V [F \%
V |[F |F F
F |V |[v |v
F |[F |[v |v

Ejemplo 1.4
Determinar la tabla de verdad para [(p V @) Ar] = ((~ q) Ap).

Solucion:
En esta situacion debe tenerse en cuenta que se utilizan tres proposiciones p, q y r. Por esta razon
la tabla de verdad debera tener un mayor niimero de filas.! Procedamos a la construccion de la

tabla.

! La regla para el nimero de filas de una tabla de verdad es 2", donde n es el nimero de proposiciones simples.
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plq|7|pVg | @®VOAT | ~q | ~qAp |[VOAT] > (~qAp)
vV |V |V |V v F |F F
vV |V |[F |V F F |F Y%
vV [F [V |V % v |V %
V |[F [F |V F VoV v
F |V |V |V % F |F F
F [V [F |V F F |F Y%
F [F |V [F F VvV |F v
F |F [F [F F vV |F Y%

Al realizar una tabla de verdad puede suceder que la tabla contenga inicamente V (en este caso
recibird el nombre de tautologia), inicamente F (en donde recibira el nombre de contradiccion), V

y F (cuando sucede esto recibira el nombre de contingencia)

1.4 Tautologias
Las tautologias son un caso especial de proposiciones, las cuales se caracterizan por tener solo el
valor de verdad “V” en la ltima columna de sus tablas de verdad, independientemente del valor

de las demas proposiciones.

Ejemplo 1.5

Determinar una tabla de verdad para p V~ p

Solucion:

p|~p | pV~p

Se observa que el valor de verdad de esta proposicion p V~ p es “V”, independientemente del valor

de p. Por tanto se trata de una tautologia. A dicha tautologia se le llama ley del tercero excluido.
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Ejemplo 1.6

Construya una tabla de verdad para la proposicion: [(p = g) A (g > )] > (p = 1)

Solucion:
pla(rip>qlqoT|@>DA@@->1) |- [@-DA@->7)]->@-T)
VIiv|iv]v \% \% \% \%
VIVI|F |V F F F \%
V|F |V|F \% F \% \%
V|F |[F|F \ F F \
FlV|V]V \% \% \ \
F|VI|F|V F F \ \
F|F|V]V \% \% \% \%
F|F|F|V \% \% \% \%

A esta proposicion se le conoce con el nombre de ley del silogismo, la cual es un principio

fundamental del razonamiento l6gico ademas de ser una tautologia.

1.5 Contradiccion
La contradiccidn en una proposicion compuesta que se caracteriza por solo tener el valor de verdad
“F” en la ultima columna de sus tablas de verdad, independientemente del valor que tomen las

demas proposiciones.

Ejemplo 1.7

Determinar una tabla de verdad para p A~ p:

Solucion:

p | ~p|DpPA~D

=5
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De acuerdo con la tabla los valores de la ultima son falsos, es decir, efectivamente tenemos una

contradiccion.

Ejemplo 1.8

Determinar la tabla de verdad para (p - q) & [~ (~p V q)]

Solucion:
plq|p=>q |~p|~pVqg|~(pVQ|(p-q) e[~ (~pVq)]
vV |V |V F |V F F
VvV |F |F F |F \% F
F |V |V v |V F F
F |F |V v |V F F

1.6 Indeterminacion o contingencia

Esta se presenta cuando en una tabla de verdad las respuestas son tanto falsas como verdaderas.

Ejemplo 1.9

La tabla de verdad para (p < q) — p es:

Solucion:

1.7 Equivalencia logica

plq|preq| Peqp-p
v |V |V %
vV |F |F v
F |V [F %
F |[F |V F

Sea un conjunto de proposiciones logicas P(p, q, 7, ...) y Q(p, q,1, ...) se dird que son l6gicamente

equivalentes si sus tablas de verdad son idénticas.
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Ejemplo 1.10

Analizar las tablas de verdad para ambas proposiciones y determinar si existe equivalencia logica

@->A(@-pP)yreq

Solucion:

Inicialmente se realiza la tabla de verdad para (p — q) A (@ — p)que es:

pla|p=>q|q=>p | @>9Ar@G~>Dp)
vV |V |V A% A%
vV |F |F A% F
F |V |V F F
F F |V \% \%
La tabla de verdad para p < ges:

Pl g | pPeq

vV |V |V

vV |F |F

F |V |F

F |F |V

Efectivamente las tablas de verdad son iguales, lo que implica la equivalencia légica entre las dos

expresiones.

1.8 Reciproco, contrario y contrarreciproco

A partir de p = q se obtienen otros condicionales usados en matematicas
Directo: p = ¢q

Reciproco: g = p

Contrario: ~ p =»~ q

Contrarreciproco ~ g =~ p
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Ejemplo 1.11
Dada la proposicion directa: “Si te manejas bien te llevo al parque” obtenga el reciproco, el

contrario, y el contrarreciproco.

Solucion:
Reciproco: Te llevo al parque si te manejaste bien.
Contrario: Si no te manejas bien entonces no te llevo al parque.

Contrarreciproco: Si no te llevo al parque entonces te manejaste mal.

1.9 Leyes de la logica
Son leyes que sirven para deducir que una proposicion tiene el valor de verdadero. A continuacion
se presentan algunas de las leyes logicas. Debe notarse que todas son tautologias. En estas leyes V

y F significaran tautologia y contradiccion respectivamente.

1. Idempotencia:

a.(pVp)ep
b.(pAp)ep
2. Identidad:
a.(pvlV) eV b.(pVF)ep
c.(pAV)enp d (pAF)eF

3. Conmutativas:
a.(pvq) < (q@Vp)
b.(pAq) & (qAD)

4. Asociativas:

a.(pvgVvreopv(qvr)
b.(pAg)AT o pA(qQAT)
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5. Distributivas:
apvV@Aar) o (@Vvg A(Vr)
b.pA(@qVvr)e (@Aq V(pAT)

6. Ley de la doble negacion:
~(~p)ep

7. Ley del tercero excluido:

(pV~p) eV

8. Ley de contradiccion:

(pA~p)eo F

9. Leyes de Morgan:
a.~({@Vvaq o (~pA~q)
b.~(pAq) < (~pV~0q)

10. Definicion alterna del condicional:

- (~pVva

11. Ley de la absorcion:
a.[pvipArgQ]ep
b.[pA(pVvlerp

12. Definicion alterna del bicondicional

Peqe[@-9nr(@q-Dp)]
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Ejemplo 1.12
Aplicando las leyes logicas demuestre la ley del modus tollendo tollens. Esto es que dada la
implicacion (p = q) una proposicion verdadera y (~ q) también una proposicién verdadera se

puede concluir que (~ p) es una proposicion verdadera.

Solucion:

(p>q@)A~ql>~pe [(~pVg)A~q] > ~p def. alterna cond. (ley 10)
o [(~pA~q)V(qA~q)] » ~p distributiva (ley 5)
o [(~pA~q)VF] - ~p contradiccion (ley 8)
o [(~pA~q)] > ~p identidad (ley 2)
o ~(~pA~q)V~p def. alterna cond. (ley 10)
o [~(~p) V~(~q)]V~p Morgan (ley 9)
o (@PVvqV-~p doble negacion (ley 6)
o ~pV(pVq) conmutativa (ley 3)
o (~pVp)Vq asociativa (ley 4)
oVvg tercer excluido (ley 7)
oV identidad (ley 2)

1.10 Cuantificadores
Hemos visto que x + 3 = 7 no es una proposicion (ejemplo 1.1.d). Toda funcion proposicional se
puede convertir es proposicion de dos modos:

—  Sustituyendo la variable x por una constante de un conjunto referencial.

—  Cuantificando esa expresion.
Cuando en el lenguaje ordinario utilizamos las expresiones ningun, todos, algunos, cada, existe al
menos, estamos hablando de proposiciones cuantificadas. Hay dos tipos de cuantificadores:

—  Existencial se denota por 3x se lee “algiin x”, “por lo menos un x”, “hay un x”, “existe al

menos un x”.

99 ¢¢ 99 ¢C 99 ¢¢

—  Universal se denota por Vx se lee “todo x”, “cualquier x”, “para x”, “cada x”
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Tabla 1.3. Cuantificadores y su representacion

Cuantificacion Se simboliza

Todo A esB (Vx)(A(x) = B(x)) (Vx)(x € A)(B(x))
Todo A esno B (Ningin A es B) | (Vx)(A(x) » ~B(x)) | (Vx)(x € A)(~B(x))
Algin A es B (Ax)(A(x) AB(x)) (Ax)(x € A)(B(x))
Algin A es no B (Ax)(A(x) A ~B(x)) (Ax)(x € A)(~B(x))

A es el conjunto referencial que a veces no se escribe.

Ejemplo 1.13

SeaD ={1,2,3,...,10} y sea P(x): x < 7 una funcioén proposicional.

P(2):2 < 7 es una proposicion verdadera.

P(9):9 > 7 es una proposicion falsa.

Todos los elementos de D son menores que 7 es una proposicion falsa.

Algunos de los elementos de D son menores que 7 es una proposicion verdadera.

El conjunto solucioén es {1,2,3,4,5,6}

1.11 Negacion de proposiciones

a)~(pVvq) © pA-g Ley de Morgan.
b)=a(pAq) & —pV g Ley de Morgan.
c)-(p—>q)eopA-g Negacion del condicional
d) ~(vx)(x € A)(P(x)) & (Ix)(x € A)(=P(x))
e)=(Ax)(x € A)(P(x)) o (Vx)(x € A)(—|P(x))

Ejemplo 1.14

Escriba las siguientes preposiciones en lenguaje logico o corriente, segin el caso. Después
niéguelas en ambos lenguajes.

a. Todos los futbolistas son millonarios.

b. Algunos politicos son corruptos.

c. Todos los estudiantes ganaron la materia.
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d. Todo nlimero es par o primo.
e. (Vx e R)(x < 5)

f.(3x e R)(x <5)

g. (Ax ER)(x >2Ax% #3)
h.(Vx eR)(x >1->x=2)
1. Si estudio, apruebo.

J.3+4<2 A7 esimpar.

Solucion:

a. Algunos futbolistas no son millonarios.

b. Todos los politicos son no corruptos.

c. Algunos estudiantes perdieron la materia.

d. Hay niimeros que son impares y no primos.

e. @x e R)(x =5)

f. (Vx € R)(x > 5)

g (VxeER)(x<2Vvx?=3

h. (3x € R)(x > 1 A x # 2)(deben aplicarse la ley alterna del condicional y la ley de Morgan).
1. Estudio y no apruebo.

j.3+4>2 Vv7espar.

2. Inferencias y métodos de demostracion

2.1 Inferencias
Un argumento valido estd compuesto de un numero finito de proposiciones, donde una de ellas,
llamada conclusion, se obtiene necesariamente de las otras, llamadas premisas, mediante reglas

de inferencia validas.

Ejemplo 2.1

Si 7 es primo entonces es impar (premisa)
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7 es impar (premisa)

Luego 7 es primo (conclusion)
Ejemplo 2.2

Si sacas 2,4 entonces apruebas (premisa)

Si apruebas no tienes que habilitar (premisa)

Luego, si sacas 2,4 no tienes que habilitar (conclusion)

En el ejemplo 2.1, las premisas y las conclusiones son verdaderas, pero el argumento no es valido
porque la conclusion no se deduce de las premisas. En el ejemplo 2.2, la premisa 1 es falsa, la
premisa 2 es verdadera y la conclusion es falsa. El argumento es no valido. La validez de un
argumento implica que no pueden darse conclusiones falsas a partir de premisas verdaderas.

Una inferencia o argumento es valido si y solo si la conjuncion de las premisas implica la

conclusion, es decir, (P; AP, A ....A B,) — Ces tautologia.

2.2 Reglas de inferencia

Dentro de las reglas de inferencia se destacan:

Modus ponendo ponens p—q

p
Luego q

Modus tollendo tollens p—q
~q
Luego ~p
Silogismo hipotético p—q
q-T

Luegop —»r
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Simplificacion

Adicion

Ejemplo 2.3

(pAg)—-p
(pAg)—>q

p—-> (Vg
e (A))

Concluya s de las cuatro premisas siguientes:

I. p

2. p—q
3. g—-r
4, ~rVs
Solucion:
5. por
6. r—s
7. p—>s
8. s

por la regla del silogismo hipotético entre 2 y 3
definicion alterna del condicional en 4
silogismo entre 5y 6

modusponendo ponens en 1y 7

2.3 Métodos de demostracion

Las matematicas se encuentran constituidas por conceptos, proposiciones y relaciones, asi como

por un conjunto de postulados que se admiten sin demostracion y se conocen como axiomas. Un

teorema es una proposicion que se puede demostrar utilizando axiomas, definiciones u otros

teoremas ya demostrados utilizando las reglas de inferencia.

Una demostracion de una proposicion ges una cadena finita de transformaciones que se realizan

mediante reglas de inferencia validas a partir de proposiciones verdaderas o supuestamente

verdaderas (hipotesis). En matematicas hay dos métodos de demostracion: el deductivo y el

inductivo.

Matematicas | para las Ciencias Economicas @




2.3.1 Método deductivo
En el método de razonamiento deductivo partimos de las hipotesis (axiomas, definiciones, teoremas
ya demostrados); luego, con un adecuado manejo de las leyes logicas y las reglas de inferencia

encadenamos dichas hipotesis para llegar a la conclusion.

2.3.1.1 Método directo
Todo teorema matematico puede escribirse como una implicacion H — T, donde H representa una
0 varias proposiciones que se denominan premisas, y T, una o varias proposiciones llamadas

conclusiones.

Pasos para demostrar un teorema por el método directo: H - T

1. Empezamos con la hipdtesis H.

2. Escribimos axiomas, definiciones u otros teoremas ya demostrados que se relacionen con el
teorema por probar.

3. Encadenamos a H y a T mediante una lista de proposiciones aplicando reglas de inferencia.

Ejemplo 2.4

Demuestre el siguiente teorema: Si a y b son enteros impares, entonces a + b es entero par.

Demostracion:

1. Sean a y b enteros impares hipotesis
2.a=2n+1,b=2m—-1,nmeZ definicion de impar
3.a+b=2n+2m propiedad uniforme de la igualdad
4.a+b=2n+m) postulado de distributividad

5. a + b es nimero par Definicion de n par

2.3.1.2 Método indirecto, contraposicion o del contrarreciproco
Para probar H — T partimos de —T, y por el método directo llegamos a—H. Los fundamentos de

este método son el modustollendo tollens y la ley del contrarreciproco.
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Ejemplo 2.5

Demuestre el siguiente teorema: Si x%es impar entonces x es impar.

Demostracion:

Por el método indirecto, supongamos que x es par y veamos que X2 es par.

1. Supongamos que x es par

2.x=2nne€e”z

3.x% = 4n?
4.x2=2-2n
5. x%es par

negacion de la tesis

definicion de par

propiedad uniforme de la igualdad
4=2-2

definicion de par

2.3.1.3 Reducciodn al absurdo o por contradiccion

Se basa en un principio logico fundamental: es imposible que una cadena de inferencias validas

vaya de una proposicion verdadera a una falsa. Para demostrar H — T basta deducir una

contradiccion a partir de su negacion, es decir, partimos de H A~T . Si encontramos una

contradiccion, es debido a que esa proposicion es falsa; luego, su negacion, que es H = T, es

verdadera.

Ejemplo 2.6

Demuestre que v/2es irracional

Demostracion:

1. Supongamos que V2 es racional
2.42 = % € Z irreductible
3.bV2=a

4.2b? = a?

5. a? es par

negacion del teorema

definicién de n racional

multiplicacion por b
prop. uniforme de la igualdad

definicion de par
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6. a es par

7. a = 2c, centero

8. a’ = 4c?
9.2b?% = 4c?
10.b% = 2c¢?
11. b?es par
12. bes par
13.2

teorema demostrado
definicion de par

prop. uniforme de la igualdad
de 4 y 6 transit. de la igualdad
simplificando por 2
definicion de par

teorema demostrado

es irreductible y simplificable,

hay contradiccién en 2, 6 y 12

Luego, la hipoétesis inicial es falsa, por lo tanto su negacion es verdadera.

2.3.1.4 Método de refutacion

La refutacion es un tipo de demostracion que prueba la falsedad de una proposicion.

El método que vamos a utilizar es el del contraejemplo. Para mostrar que una proposicion es falsa

basta mostrar un ejemplo donde la proposicion no se cumpla.

Ejemplo 2.7

Refutaciones

a. Todo numero primo es impar.

Solucion:

El 2 es primo y no es impar.

bva2+b2=a+ b

Solucion:

Sia=3yb =4 suraizes5 # 3+ 4
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2.3.2 Método de induccion
Los tres tipos de demostracion hasta ahora vistos pertenecen al método deductivo. Veamos un
método que va de lo particular a lo general: es el método de induccion, que serd muy importante

para probar féormulas sobre numeros reales.

Pasos para demostrar una formula matematica P(n) por el método de induccion
1. Verificamos que la proposicion se cumple paran = 1,n = 2.
2. Suponemos que se cumple paran = k.

3. Demostramos que se cumple paran = k + 1.

Nota: Para demostrar una propiedad que tiene que ver con niimeros enteros por medio del método
de induccidn, debemos de asegurar que esta propiedad la cumplen todos los enteros positivos. Para
esto se verifica paran = 1,n = 2; luego demostramos que si se cumple para un enteron = k
entonces también se verifica para el siguiente entero k + 1, con esto se demuestre que cumple para

todos los enteros positivos.

Ejemplo 2.8

Demuestre por induccién que la suma de los n primeros impares es n?.

Solucion:

Debemos mostrar que: 1 + 3+ 5+ 7 + .-+ (2n — 1) = n?

Paso 1. Sin = 1, tenemos que 1 = 1. Sin = 2, tenemos 1 + 3 = 22 lo cumple.
Paso 2. Suponemos que es cierto paran = k;1+3 + 5+ -+ (2k — 1) = k2.
Paso 3. Partiendo del paso anterior demostremos que se cumple para (k + 1).
Debemos demostrar que: 1 +3 + 5+ -+ (2k — 1) + 2k + 1) = (k + 1)?
Porelpaso2: 1+ 3+ 5+ -+ (2k — 1) = k?

Por tanto,

1+3+5++QRk—-1D+QRk+1) =k*+QR2k+1) =(k+1)?

Que era lo que queriamos demostrar.
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3. Teoria de conjuntos

3.1 Introduccion
La palabra “conjunto” sera uno de los términos basicos no definidos. En lo que sigue se tratara de
aclarar y precisar la idea intuitiva de conjunto de objetos por medio de ejemplos y nociones

relacionadas.

Los objetos que integran un conjunto se llaman “elementos” de ese conjunto. Para indicar que un
objeto a es elemento de un conjunto A se escribe a € A que se lee “a pertenece a A” o “a es
elemento de A”. Si por el contrario, el objeto a no es elemento del conjunto A se escribe a & A,

que se lee “a no pertenece a a” o “a no es elemento de A”.

Como se ha visto en el ejemplo anterior, las letras mayutsculas se utilizan para representar

conjuntos, mientras que las minusculas para representar elementos.

Ejemplo 3.1

El conjunto A de todos los habitantes de Medellin (cuyos elementos son todos los habitantes de
Medellin y solo ellos).

El conjunto N de todos los nimeros naturales.

El conjunto C cuyos elementos son 10, 12, y 45.

El conjunto S de todos los nimeros naturales mayores que 54 y menores que 10000.

3.2 Algunos conjuntos importantes

Conjunto universal Es el conjunto de todos los elementos en discusion. También se le llama
dominio o conjunto referencial. Se representa con U, x € U & V.

Conjunto vacio: Es el que carece de elementos. Se denotacon @ ={ }={x:ix #x},x EQ & F.

Conjunto unitario: Es aquel que solo contiene un elemento, por ejemplo {a}.
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3.3 Inclusion y subconjuntos
En teoria de conjuntos hay dos relaciones entre conjuntos: Inclusion e igualdad.
Se dice que un conjunto A esté incluido en B, o es subconjunto de un conjunto B si todo elemento

de A es elemento deB.

Como equivalentes se pueden utilizar las siguientes expresiones:
“A es parte de B”

“A esta contenido en B”

“B contiene a A”

“B incluye a A”

Notacion: Para expresar que el conjunto A es subconjunto del conjunto B se escribe
indistintamente A € B o B D A, que se lee “Aesta incluido en B” y “B incluye a A”. Las
negaciones de las relaciones anteriores se escriben como:
A & B, que se lee “A no estd incluido en B”, y significa que existe un elemento en A que no esta
en B.
Simbolicamente: A € B & (Vx)(x €A - x € B)

A¢Bo (Ax)(xeEANx ¢ B)

3.3.1 Propiedades de la inclusion
1. @ c A. El vacio es subconjunto de cualquier conjunto.
2. Propiedad reflexiva. A © A. Todo conjunto es subconjunto de si mismo.

3. Propiedad transitiva. (A c BABc (C)=> AcC.

3.4 Relaciones de igualdad

Dos conjuntos son iguales si y solo si todos los elementos que los conforman son iguales.
Simbolicamente:

A=BSAcCcBABCA

A=B & (Vx)(x€e A x €B)
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3.4.1 Propiedades de la igualdad de conjuntos
Reflexiva: A = A

Simétrica: A=B & B =4
Transitiva:siA=BAB=C=>A=C

Ejemplo 3.2

Sea A = {1,{2},*} determine cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a)leA {12} c A

b){2} €A g)PEA

c){1}c A hypcA

d{2}cA pco

e){1,{2}x}c A HNOED

Solucion:

a)leA \Y% {12} c A F
b){2} €A \Y% g)PEA F
c){1}c A \Y% hypcA v
d){2}cA F npco v
e){1,{2}x}c A \Y% )HOED F

3.5 Operaciones entre conjuntos
Union: Sean A y B dos conjuntos. Se llama “union” de A y B al conjunto cuyos elementos

pertenecen al conjunto A, al conjunto B o al tiempoa Ay a B.

Observacion: La disyuncion “o” se emplea aqui en sentido no restringido, es decir, un elemento
que pertenece simultdneamente a A y a B también pertenece a la union.

La union de dos conjuntos A y B se designa con A U B; en forma simbdlica se puede escribir:
AUB={x:x €AV x € B}

Ademas:
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x€E(AUB)© x€eAVxERB
x¢(AUB)©x¢&ANXx¢EB

En teoria de conjuntos se utilizan los Diagramas de Venn que son figuras sencillas que se utilizan
para representar conjuntos de elementos por medio de lineas cerradas. Ademas con los diagramas

de Venn se pueden representar las operaciones entre conjuntos.

Figura 3.1 Union entre conjuntos.

Interseccion: Sean A y B dos conjuntos. Se llama “interseccion” de A y B al conjunto de

elementos que pertenecenalaveza AyaB.

Observacion: La interseccion de los conjuntos A y B se designa con A N B; en forma simbolica se
puede definir asi:

ANB={x:x€A AN x €EB}

Ademas:

xE(ANB)©x€ANXEB

x¢(ANB) o x¢€AV x¢B
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Figura 3.2. Interseccion entre conjuntos.

Complemento: El complemento de un conjunto A corresponde a todos los elementos que estan en
el conjunto universal y no estan en A.

A=A"={x:xeU A x & A}

En consecuencia para todo x € U,

xeEA ©x¢gA

x¢gA ©xeA

U
%A B

i

Figura 3.3. Complemento de un conjunto.

Ejemplo 3.3
Demuestre que (AUB) =A'n B’

Solucion:

Seax€e (AUB) ©x ¢ (AUB) Definicién complemento.
©x¢ANxEB Ley de Morgan.
Sx€eAANxEB Definicion complemento.
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oxe(ANnB") Definicion interseccion.

Por tanto (AU B)' = A'n B'.

Diferencia: Sean A y B dos conjuntos, se llama “diferencia” de A y B al conjunto de los elementos

de A que no pertenecen a B.

Observacion: La diferencia de A y B se designa con A — B; en forma simbolica se puede definir
ast A—B={x:x €A N x & B}

Ademas

x€E(A—-B)eoxe€AANXxEB

x¢(A—B)eox¢AVxEB

Que esquematicamente es:

Figura 3.4 Diferencia A menos B.

De manera similar, la diferencia de By A se designa con B — A; en forma abreviada se puede

definirrB — A = {x:x € B A x € A}, que de manera esquematica seria:
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Figura 3.5. Diferencia B menos A.

Nota: Debe tenerse en cuenta el hechode que U — B = B

Diferencia simétrica: Dados dos conjuntosA yB, se llama diferencia simétrica de A y B al
conjunto(4 U B) — (A N B). La diferencia simétrica de A y B es entonces el conjunto de puntos

que pertenecen a A o B, pero no a ambos a la vez.

Observacion: Se designa con A A B a la diferencia simétricade A y B.
La diferencia simétrica también se puede definir como:

AAB=(AUB)—(ANnB)=(A—-B)U(B—-A)

Figura 3.6. Diferencia simétrica.
Ejemplo 3.4

Sean A ={-4,-3,-2,-1,0,1}; B={-1,0,1,234} y U = {-5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}

realiza
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a)A—B
b) A’
c)ANB

Solucion:

a)A—B ={—4,-3,-2}
b) A" = {-5,2,3,4,5}
¢c)ANnB={-1,0,1}

3.6 Numero de elementos de un conjunto

El numero de elementos de un conjunto finito A se denota con n(A), y se obtiene de la forma:
n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANB)

A la suma de los elementos de A y de B se le deben restar los elementos comunes con el fin de no
realizar una doble cuenta.

Si se trata de tres conjuntos tenemos:

n(AUBUC)=n(A)+nB)+n(C)—m(AnB)—n(BNC)—n(AnC)+n(AnBnNC)

Ejemplo 3.5
En el colegio se dictan clases de preparacion para las pruebas Saber. 80 estudian matematicas y 55
castellano, 25 de ellos estudian ambas materias. ;Cudntos estudiantes se estan preparando para las

pruebas Saber?

Solucion:

nMUC)=nM)+n(C)—n(MnC)=80+55—-25
Ejemplo 3.6

Cien estudiantes realizan los cursos de matematicas, lenguaje y ciencias. Dos estudiantes perdieron

las tres materias, seis perdieron matematicas y lenguaje, cinco perdieron lenguaje y ciencias, ocho
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perdieron matematicas y ciencias, veintinueve perdieron matematicas, treintaidoés perdieron
lenguaje y treintaiséis perdieron ciencias.

a. Realice un diagrama de Venn.

b. (Cuantos estudiantes aprobaron las tres materias?

c. (Cuantos estudiantes perdieron ciencias y alguna otra materia?

d. (Cuantos perdieron al menos una materia?

e. (Cuantos perdieron matematicas y ciencias pero no lenguaje?

Solucion:

a. Diagrama de Venn

Sean M el conjunto de estudiantes que aprobaron matematicas, L el conjunto de los estudiantes que
aprobaron lenguaje, C el conjunto de los estudiantes que aprobaron ciencias y E el conjunto de

todos los estudiantes.

A

C

20

Figura 3.7. Diagrama de Venn.
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20 estudiantes.
11 estudiantes.
80 estudiantes.

6 estudiantes.
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Taller de l6gica y conjuntos

1. Escriba en forma simbolica los siguientes enunciados:

a. Si las exportaciones disminuyen, entonces bajaran las utilidades.

b. Los precios son altos si y solo si los costos aumentan.

c. Si la produccion aumenta, entonces bajaran los precios.

d. Si aumenta la demanda esto implica que aumenta la oferta y viceversa.

e. Si la contaminacion aumenta, entonces existira restriccion vehicular adicional.
2.Sea P(x) = x+5 < 9,x € N. Seiiale el conjunto validez de P(x) .

3. Dadas las proposiciones: p = José es rico, ¢ = José€ es avaro. La proposicién simbdlica que

expresa: “Si José es rico, entonces es avaro”

4. Sean las proposiciones:

p: La computacion es facil.

q: Los ingenieros deben saber computacion.

Entonces, traduzca a lenguaje verbal las proposiciones siguientes y responda cual(es) a su juicio
representa(n) una expresion aceptable en el sentido cotidiano.

apAq

b~ (pVvaq)

¢~ (qV~p)

d~®Vv~q)

ep—q

5. Si se sabe que p es falsa, q verdadera y que r es falsa, determine el valor de verdad de las
siguientes proposiciones:

a(pA~q) =7

b.(~p—->~T1)Aq
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c~(MA~1T)A(~TVD)
d(~(~p 2> @) > 1) A(~7VD)

6. Dadas las siguientes proposiciones: p: Ella es contadora publica, g: Ella es administradora de
empresas, 7: Ella es economista. Escriba de manera simbdlica los siguientes enunciados:

a. Ella no es contadora publica ni economista, pero si es administradora de empresas.

b. Ella no es economista y es administradora de empresas.

c. Si ella es administradora de empresas y economista, entonces es contadora publica.

d. Ella es contadora publica si y solo si es economista y no administradora de empresas.

7. Demuestre que las proposiciones compuestas son logicamente equivalentes:

p->@Vr)y(pA~q)—>r

8. Determine el valor de verdad que deben tener las proposiciones p,q y r en cada uno de los
siguientes casos, sabiendo que el valor de verdad de la proposicion compuesta es el que se indica
al final de cada caso.

alp-> AT VLV

b{lpeo g e @VvIA~[p-(@rn]hV

c{lovorn@-n]->[@AgV(g->nI}:F

9. Demuestre usando las leyes de la logica, las siguientes expresiones:
ai{qg—~[~p-> @Vl e [~@A~p)]

b[(~pV~q) > (A~]op

c{gr~[pAg) = (~pVv~Dl} = (A

10. Concluya ~q a partir de la premisa ~(r = q)

11. Concluya ~7 a partir de las siguientes premisas:

e (rAg)>~s
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e s

*q

12. Halle g — p a partir de las premisas;
e V) ~p
*qVp

13. Halle r -~ g a partir de las premisas:
o ~(rAs)

e qg—s

14. Concluya t a partir de las premisas:

e pV(qAT)
e sVt

e s>~ (pVvVq)

15. Concluya k a partir de las premisas:
e pos
e goT
o (sAT)—>k

* pAq

16. Utilice los principios modus ponendo ponens o modus tollendo tollens para resolver los
siguientes razonamientos y justificar cada paso.

a. Premisas:
o (~pVv~t)—-s
e ~(pAY)

b. Premisas:
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e (~pV~t)—>(sVr)
e ~SA~r
c. Premisas:
o t
o t o~ q

e ~q—>s

17. Demuestre por el método de induccion, para n entero positivo:

nn+1)

14243+ dn=——"

18. Demuestre por el método de induccion:

1 N 1 N 1 . 1 o
1x2 2x3 3x4 nxm+1) n+1

19. Demuestre por el método de induccion:

22+33+53+--+(2n—-1)°=n*(2n* - 1)

20. Refute por medio de un contragjemplo:

a. Todo nimero real elevado al cuadrado es positivo.
b. Ningun nimero par es primo.

c. Todo poligono equidngulo es regular.

d. Todo poligono equilatero es regular.

21. Escriba su valor de verdad. Si es falso, dé un contragjemplo:

a. El cuadrado de cualquier real es positivo.
b. Hay nimeros primos pares.
c¢. Ningun nimero entero es natural.

d. Hay nimeros que son naturales y enteros.
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e. Algunos racionales no son enteros.

f. Para todo xperteneciente a Q, x + 3 > 0.

g. Existe un x perteneciente a R tal que x + 4 = 0.
h. Existen nimeros reales que no son racionales.

i. Todo niimero racional es entero.

22. Traduzca a lenguaje simbolico, luego niegue y finalmente escriba la frase que corresponda a la
negacion de las siguientes proposiciones:

a. Todos los numeros son racionales y existen nimeros que no son enteros.

b. Algunas leyes no son legitimas, pero deben ser respetadas.

c. Algunos economistas cantan y hacen deportes.

d. Existe al menos una empresa que hace pernos, pero no tuercas.

e. Ningin hombre rico es feliz.

f. De las personas presentes en la reunion de directorio, ninguno era fumador.

g. Si todos los ingenieros civiles tuviesen una segunda fuente de ingreso podrian proyectarse

profesionalmente y aumentar sus rentas.

23. Responda verdadero o falso:

ad=0 d.{13} € {{13},a}
b.{a} = {a, 0} e{13} c {{13},a}
c.13 € {13} fA—Bc (AUB)

24. Complete:
a0’ NU = bA—A = c{@}u{0} =

25. Grafique en un diagrama de Venn:

a.(AUu(AuB)uc b.(BNC")—-A cA—(B-C")
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26. En los siguientes diagramas, indique el conjunto que representa la parte sombreada:

a b C

A B A B

O

@}

27. Sean U = {1,2.3,4,...,13} conjunto universal, 4 = {1,4,7,8}, B ={2,3,4,89,10}, C =
{3,4,6,7,9,11,13} subconjuntos de U:

a. Determine por extension:

iLA-—(B-C")

i.(AuC) —(B-CH

iii.(A—B)n(BUC)

b. Determine la(s) operacion(es) por realizar con los conjuntos A4, B, C para obtener:
i. {5,12}

ii. {4,7,8}

iii. {2,10}

iv. {3,9}

28. En la escuela de ingenieria comercial, se realizd una promocion de suscripcion a tres
importantes revistas: Economia y Empresa, Estrategia y American Economics. Se supo que:

— 8 estudiantes se suscribieron a Estrategia y a American Economics.

— 6 estudiantes se suscribieron a Economia y Empresa'y a American Economics.

— 10 estudiantes se suscribieron a Economia y Empresa 'y a Estrategia.
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—  Solo 2 estudiantes, de los 70 encuestados, se suscribieron a las tres revistas.

— 20 estudiantes se inscribieron solo a una de las tres revistas.

— 3 estudiantes se inscribieron solo a American Economics.

— 40 estudiantes no se inscribieron a Estrategia.

a. Haga un diagrama de Venn adecuado a la situacion planteada (sin dejar regiones vacias).
b. ;Cuantos estudiantes estaran suscritos solo a Estrategia?

c. (Cuantos estudiantes de los encuestados no se suscribieron a ninguna revista?

29. En un centro comercial, se realiz6 una encuesta a cien personas, sobre el pago de sus compras
con tarjetas de crédito: MasterCard, Visa, Diners Club, de donde se recopildé la siguiente
informacion:

— 15 personas prefieren pagar con otras tarjetas de crédito.

— 20 personas prefieren pagar con MasterCard, pero no con Visa.

— 35 personas prefieren pagar con Visa y Diners Club.

— 60 personas prefieren no pagar con Visa.

— 30 personas prefieren pagar con Diners Club, pero no con MasterCard.

— 34 personas prefieren pagar con MasterCard y Diners Club.

— 2 personas prefieren pagar solo con Visa.

a. Haga un diagrama adecuado a la situacion planteada (sin dejar regiones vacias).

b. ;Cuéntas personas encuestadas pagan solo con Visa y Master Card?

c. (Cuantas personas encuestadas pagan con las tres tarjetas de crédito?

30. Los postulantes a la empresa XYZ son sometidos a tres pruebas de seleccion: 1 de
conocimientos contables, II de conocimientos computacionales y III una entrevista personal. Las
pruebas las rindieron 150 personas, cuyos resultados fueron:

— 60 personas aprueban .

— 70 personas aprueban II.

— 50 personas aprueban III.

— 30 personas aprueban la primera y segunda prueba de seleccion.
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— 25 personas aprueban la primera y tercera prueba de seleccion.

— 15 personas aprueban la segunda y tercera prueba de seleccion.
—  Solo 10 personas aprueban las tres pruebas de seleccion.

a. Represente la informacion en un diagrama de Venn.

b. Determine el nimero de postulantes que aprueban solo dos pruebas.

c. Determine el nimero de postulantes que aprueban por lo menos dos de las pruebas de seleccion.

31. En el grupo 11.3 de una institucion educativa el 60% aprueba matematicas y el 70% castellano,
y el 15% pierden ambas materias. Halle el porcentaje de alumnos que aprueban ambas materias y

el porcentaje de estudiantes que aprob6 solamente matematicas.

32. En la facultad de idiomas se hizo una encuesta a 500 estudiantes: 255 leen francés; 331, aleman:
285 inglés; 70 francés e inglés, 85 francés y aleman, 266 inglés y aleman, 50 las tres lenguas.

Pruebe que esa encuesta esta mal realizada.

33. En una encuesta realizada en un colegio de la ciudad a un total de 150 estudiantes, se hallaron
los siguientes datos:

— 54 estudian algebra.

— 89 estudian inglés.

— 80 estudian ciencias naturales.

— 60 estudian ciencias naturales e inglés.

— 10 estudian algebra solamente.

— 20 estudian algebra y ciencias naturales.

— 15 estudian las tres asignaturas simultaneamente.

Calcular:

a. ;Cuantos estudian algebra e inglés pero no ciencias naturales?
b. ;Cuéntos estudian solo una asignatura?

c. (Cuantos estudian a lo sumo dos asignaturas?
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Algunas respuestas

1. a. Sea p: las exportaciones disminuyen y q: bajaran las utilidades p = q.

c. Sea p: la produccién aumenta y q: bajaran los precios p = q.

3.p=>q.
5.aV c.V
6.a.(~pA~1)—>q c.(qnr)—>p

8.a. p:V,q:V,m:V;p:V,q:V,1: F
21.
a. Vv e.V 1. F

c.F gV

23.
a. F c.V e.V

26.
a.ANB e.(AnC)—(ANnBNC)
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Parte 2. Numeros reales

El proceso de contar nos conduce a los nimeros naturales y las necesidades de medidas conllevan
al uso de nimeros fraccionarios. En los primeros tiempos se creia que dos medidas cualesquiera
eran conmesurables, es decir, ambas eran un niimero natural de veces cierta unidad adecuada.

Los niimeros reales estdn conformados por diferentes conjuntos de nimeros como se definen a

continuacion:

4.1 Nimeros naturales: N

Estos niimeros se encuentran conformados por el 1, 2, 3,4, ... Su desarrollo parte de la necesidad
de la humanidad para contar elementos y por tanto avanzan de manera unitaria. La suma y la
multiplicacion de dos numeros naturales es un niimero natural, mientras que la resta o la division
no necesariamente dan un numero natural. En el caso de las ecuaciones del tipo x + a = bcona 'y
b naturales, la ecuacion tendra solucion en los naturales solo para el caso donde b > a.

El conjunto de los numeros naturales se presenta asi:

N={1,23.}

4.2 Numeros enteros: Z

Con el objeto de superar la limitacion de la sustraccion se extiende el sistema de los naturales a los
nimeros enteros. En el conjunto de los niimeros enteros la ecuacion a + x = b, cona y b naturales
siempre tiene solucion. Los enteros estan formados por los naturales, los negativos de cada natural
y el cero.

Los niimeros enteros se denota por Z y se representan asi:

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

No siempre la division de dos nimeros enteros es entero, es decir, la ecuaciéon ax = b, a # 0, solo

tiene solucion en Z, cuando b es multiplo de a.
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4.3 Nameros racionales: Q
Para superar la limitacion de la division y poder siempre resolver la ecuacion bx = acona,b € Z
y b # 0, se extienden los numeros enteros a los racionales. Un niimero es racional si se puede

expresar como cociente de dos enteros con el denominador distinto de cero.

a
Qz{x:xzz;a,b €Z,b # 0}

Nota: Cabe resaltar que los numeros naturales y los enteros son racionales.

Las cuatro operaciones matematicas son posibles dentro del sistema de los niimeros racionales
(exceptuando la division entre cero).
Cuando un niimero racional se expresa como un decimal, los decimales terminan o presentan un

patron que se repite indefinidamente; a este patron se le llama periodo.

14 14 4
7 =17,000...; T = 2,8 =2,8000...; 3= 4,333 ...; - = 0,5714285714285 ...

Los ntimeros racionales también pueden expresarse en forma decimal infinita periodica.

4.4 Numeros irracionales: Q"

Para resolver la ecuacion x? = 2 necesitamos definir otro conjunto ya que esta ecuacioén no tiene
solucion en los racionales.

Los numeros irracionales se denotan por Q"y se define como el sistema de todos los nimeros

decimales con cifras periodicas no repetidas. Algunos ejemplos de niameros irracionales son: T =

3,141592 ...;e = 2,717282 ...;/2.

4.5 Numeros reales: R

Son la union de los racionales e irracionales. El sistema de los niumeros reales consta de todas las
posibles expresiones decimales.

Numeros reales = Numeros decimales

En R no tiene solucién la ecuacion x? + 1 = 0. Para resolver esta ecuacion necesitamos ampliar a

los nimeros complejos pero en este curso solo hablaremos de numeros reales.
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Geométricamente los niameros reales pueden representarse por los puntos sobre una linea recta
llamada recta numérica. A cada punto de la recta le corresponde un niimero real y a cada nimero
real le corresponde un unico punto de la recta numérica. Por lo anterior muchas veces se usan
indistintamente los términos punto y numero real.

Se selecciona un punto de la recta para representar el cero. Este punto se llama origen. Después se
elige una medida estandar de distancia llamada distancia unitaria y se marcan los puntos en ambas
direcciones. Las posiciones a la derecha del origen se consideran positivas y las de la izquierda

negativas. Los nimeros correspondientes a cada punto se llaman coordenadas del punto.

r',’ ’\/13,)\\
1 4 \
——t o >
0 o 1712 1 X
—4 Vi !
2

Figura 4.1. Puntos en la recta real.

En el conjunto de los niimeros reales se definen solo dos operaciones: la suma (+) y la

multiplicacion (+), las cuales cumplen los axiomas de los reales que se veran a continuacion.

4.6 Estructura de los numeros reales

Los numeros reales desempefian un papel fundamental en la matematica. Consideramos los reales
como términos primitivos que satisfacen un cierto numero de propiedades de los axiomas.

Los axiomas son propiedades que no necesitan demostracion y que ayudan a crear una estructura
con la que generamos teoremas. Analicemos los axiomas de los numeros reales. Los reales bajo las

operaciones (+) y () tienen estructura de campo ordenado y completo.
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4.6.1 Axiomas de los reales

Para todo nimero real a, b, c:

4.6.1.1 Propiedad clausurativa
a. (a + b) € R. La suma de dos reales es siempre un nimero real.

b. (a - b) € R. El producto de dos reales siempre es un numero real.

4.6.1.2 Propiedad asociativa
Sia,b,c € R, entonces:
aa+(b+c)=(@+b)+c
b.a-(b-c)=(a"b)-c

4.6.1.3 Propiedad modulativa o elemento neutro

a. Existe un numero real, llamado médulo de la suma, denotado por cero, tal que:a+0 =0+ a =
aVa€eR

b. Existe un namero real, llamado modulo de la multiplicacion, denotado por 1, talquea-1=1-

a=aVa€eR

4.6.1.4 Propiedad inversa
a. Para todo real a existe un real, llamado inverso aditivo de a, o el opuesto de a, denotado (—a)
tal que: a + (—a) = (—a) +a = 0.

b. Para todo real a # 0 existe un real, llamado el inverso multiplicativo de a, denotado a™?! tal que

4.6.1.5 Propiedad conmutativa
a.a+ b = b + a. El orden de los sumandos no altera la suma.

b.a-b = b - a. El orden de los factores no altera el producto.
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4.6.1.6 Propiedad distributiva del producto respecto a la suma

a-(b+c)=a-b+a-c

4.6.2 Axiomas de la igualdad

Para a, b, c, d reales:

4.6.2.1 Propiedad reflexiva:

a = a. Todo niimero real es igual a si mismo.

4.6.2.2 Propiedad simétrica:

Sia = b entonces b = a.

4.6.2.3 Propiedad transitiva:

Sia=byb = centonces a = c.

4.6.2.4 Propiedad uniforme respecto a la suma:
Sia = bentoncesa+c=D>b +c.

Sia=byc=dentoncesa+c=>b+d.

4.6.2.5 Propiedad uniforme respecto a la multiplicacion:
Sia = b,entoncesa-c=b>b-c.

Sia=byc=d,entoncesa-c =b"c.

4.6.2.6 Principio de sustitucion:

Si a = b, entonces cualquiera de los dos puede reemplazar al otro.
4.7 Definicion de resta:

a—b=a+ (-b).

Larestade ay b es la suma de a con el opuesto deb.
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4.8 Definicion de division:

a —_
—=a-b L
b

Ejemplo 4.1
Demuestre que: 7 — V3 = —V3 + 7

Solucion:

7—3=7+(=V3) def. de resta
7—-v3=—-/3+7 axioma conmutativa de la suma
Luego:

7-v3=—-V3+7 prop. transitiva de la igualdad
Ejemplo 4.2

Demuestre que: (z+x)—y=z+ (x —y)

Solucion:

z+x)—y=(z+x)+(—y) def. de resta
Zz+x)—y=z+(x+(—-y)) prop. asociativa de la suma
z+x)—y=z+(x—-y) def. de resta

Ejemplo 4.3
Demuestre que: 3 - (4x + 2y + 8) = 12x + 6y + 24

Solucion:

3-(4x+2y+8)=3-(4x)+3-(2y)+3-8 prop. distributiva
3-(4x+2y+8)=B-4)x+(3-2)y+3-8 prop. asociativa
3:-(4x+2y+8) =12x + 6y + 24 prop. clausurativa
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4.9 Teoremas adicionales sobre los numeros reales

Teorema 1. Sean a, b, c reales. Si a + c = b + ¢ entonces a = b. Propiedad cancelativa de la

suma.
Demostracion:

at+c=b+c hipotesis
at+c+(—c)=b+c+(—c) prop. uniforme respecto a la suma

a+ (c + (—c)) =b + (¢ + (—c)) prop. asociativa de la suma
a+0=bH+0 prop. inverso aditivo

a=b prop. modulativa de la suma

Teorema 2. La ecuacion x + a = b tiene una Unica solucion x = b + (—a)

Demostracion:

x+a=>b hipotesis

x+a+(—a)=b+ (—a) propiedad 4, uniforme de la igualdad
x+(@a+(—a))=b+ (—a) axioma 2, asociativa de la suma
x+0=>b+ (—a) axioma 4, inversa de la suma
x=b+ (—a) axioma 3, modulativa de la suma

Teorema 3. a - 0 = 0. Propiedad anulativa del cero

Demostracion:

0+0=0 axioma 3, modulativa de la suma
0+0)=0 axioma 2, asociativa de la suma
a-(0+0)=a-0 propiedad 5, uniforme
a-0+a-0=a-0 axioma 6, distributiva
a-0+a-0=a-0+0 axioma 3, modulativa de la suma
a-0=0 teorema 1, prop. cancelativa
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Teorema 4. - (—a) = a. El opuesto del opuesto de un real es el mismo niimero real.
Demostracion:

Esta es la propiedad involutiva; demuestra que menos por menos es mas.
—(—a)+(—a)=0 axioma 4, prop. inversa
—(—a)+(-a)+a=0+a prop. uniforme respecto a la suma

—(—a) + ((—a) + a) =0+a prop. asociativa

—(-a)+0=0+a prop. inversa bajo la suma
—(—a)=a prop. modulativa de la suma
Teorema 5. (—a) - b = —(a - b). “Menos por mas es menos”.
Demostracion:

(—a)-b+a b= ((-a)+a) b. prop. distributiva
(—a)b+a-b=0-b. prop. inversa de la suma
(—a)b+a-b=0. teorema 3

Luego, (—a)b es el inverso aditivo de (ab). También lo es —(ab).

Luego, por la unicidad del neutro (—a) - b = —(a - b).

Teorema 6. (—a)(—b) = ab “menos por menos es mas”.

Demostracion:

(—a)b + (—a)(=b) = (=a)(b + (=b))  prop. distributiva

(—a)b + (—a)(—=b) = (—a)0 prop. inversa de la suma
(—a)b+ (—a)(=b) =0 teorema 3

—(ab) + (—a)(—=b) =0 teorema 5

—(ab) + (—a)(=b)+ab =0+ ab prop. uniforme respecto a la suma
(—a)(=b)+0=0+ab prop. inversa de la suma
(—a)(—b) = ab prop. modulativa de la suma
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Teorema 7. - (a + b) = —a — b. Destruccion de paréntesis precedido de menos.

Demostracion:

(a+b)+ ((—a) + (—b)) =a+ (b + ((—a) + (—b))) prop.asociativa e inverso aditivo

=a+ (b +((-p) + (—a))) prop. asociativa y conmutativa
=a+ ((b+ (=b)) + (—a)) prop. asociativa

=a+ (0 + (—a)) prop. inverso aditivo

=a+ (—a) prop. modulativa suma

=0 prop. inverso aditivo

Luego, (—a) + (—b) es el inverso aditivo de (a + b).
Pero también el inverso aditivo de (a + b) es —(a + b).

Como el inverso aditivo es tnico, se tiene: —(a + b) = (—a) + (—b) = —a — b.

Teorema 8. Si ab = 0 entoncesa =0V b = 0.

Demostracion:

Seaab =0cona # 0 hipotesis

alab=a1-0 prop. uniforme
(ala)b=a"1-0 prop. asociativa

1-b=a1-0 prop. inverso multiplicativo
b=a1l-0 prop. modulativa multiplicacion
b=0 teorema 3

4.10 Propiedades de orden en R
4.10.1 Desigualdades lineales
Definicion: Los simbolos < (“es menor que”) y > (“es mayor que”) se definen como sigue:

1. a<bsiysoblosib—aes positivo; es decir b — a esta a la derecha del cero en la recta
real.
il. a > bsiysolosia— b espositivo .
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Ejemplo 4.4

1. 3 <5pues5— 3 =2 que es positivo
2. 7> 6pues 7 — 6 =1 que es positivo

Asi, R* = {x € R/x > 0} =ntmeros a la derecha del cero

Definicion: Los simbolos < (“es menor que o igual a”) y = (“es mayor que o igual a”’) se definen
a < b como sigue

i. a<bsiysolosia<boéoa=0>b
ii. a=bsiysdlosia>bo6a=0>b
Las expresiones a < b,a > b,a = b,a < b se llaman desigualdades, las dos primeras se llaman

desigualdades estrictas y las otras dos desigualdades condicionales.

Observacion: Geométricamente puede demostrarse que a < b siy solo si a estd a la izquierda de

b en la recta real.

Teorema: Propiedades de las desigualdades
En las siguientes propiedades a, b, ¢, d y k representan numeros reales cualesquiera

1. Transitiva: Sia < by b < c, entonces a < c.

Ejemplo 4.5
2<5y5<7=2<7

2. Aditiva: Sia<byc<dentoncesa+c<b+d

Ejemplo 4.6
—4<—2y—1< s 4-l<-2435-2<-2
2 2 2 2 2 2

3. Sia<byk€Rentoncesa+k<b+k

Ejemplo 4.7
2<5=22+4+(-2)<5+(-2)=>0<3
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4. Sia<byk>0, (k negativo) entonces ak < bk al multiplicar una desigualdad por un

nimero positivo la desigualdad se mantiene.

Ejemplo 4.8

1 1
—§<3:>—§><2<3><2:>—1<6

5. Sia<byk<0, (k negativo) entonces ak > bk al multiplicar una desigualdad por un

numero negativo, el sentido de la desigualdad se invierte.

Observacion: Se obtiene propiedades validas andlogas a las anteriores si sustituimos < por <y >

por =.

Ejemplo 4.9

Probar la propiedad (1) del teorema anterior. Esto es, probar

Si @ <byb <cC entonces 2 <C
P Q

Si P es cierta entonces O también lo es.

Prueba:

a<byb<c=>Mb—-a)>0y(c—b)>0
=>(b—-a)eRty(c—b) ER?
= (b—a)+ (c —b) > 0 suma de R es R*
=2>(c—a)>0

>c>a

Observacion: el nimero c estdentre ay b cuandoa < cy ¢ < by escribimos a < ¢ < b.
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Muchos problemas involucran subconjuntos de los numeros reales. Los subconjuntos mas
frecuentes utilizados son los intervalos de la recta real. Los intervalos de la recta real se resumen

en el siguiente cuadro

Clases de intervalo | Notacion de conjunto Notacion de intervalo
Intervalo abierto {x e R/a <x < b} (a,b)
Intervalo cerrado {x e R/a < x < b} [a, b]
o {x e R/a < x < b} (a,b]
Intervalo semiabierto
{x e R/a < x < b} [a, b)
Intervalos no
{x e R/x < b} (—o0,b)
acotados
. {x e R/a < x} (a,+)
abiertos
Intervalos no {x € R/x < b} (=00, b]
acotados cerrados {x e R/a < x} [a, +0)
Recta real {x e R} (=00, +)

4.10.2 Solucion de desigualdades

Resolver una desigualdad consiste en encontrar el conjunto de todos los nimeros reales que la
satisfacen; dicho conjunto se llama conjunto solucion de la desigualdad y la denotamos como CS
Diremos que el nimero real a es soluciéon de una desigualdad si al reemplazar x por a en la

desigualdad esta se cumple.

Ejemplo 4.10

X X
a. Para la desigualdad ; —2 <+ 10

Se tiene que x = 0 el namero real es solucion de la desigualdad puesto que

g— 2=-2< g + 10 = 10, mientras que x = 240 no es solucion, pues

240 240
T—2=78>T+10=70

z 2<x+10
3 4
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Para resolver la desigualdad procedemos asi:

X _2<Xi10
3 2

=S z — z <10+ 2 inverso aditivo suma a ambos lados

x
o—=<12¢e 144
12< x <

Entonces, el conjunto solucion de la desigualdad es:

CS = {x € R/x < 144} = (—0, 144)

Resolver las siguientes desigualdades lineales:
b.3x -9<7

IxX—-9<7©3x—-9+9<7+9

< 3x <16

_16
@ —
XS

Entonces, el conjunto solucion de la desigualdad es:

o —fere g[8

c.2x+7<3x+9<x+20

2x+7<3x4+9<x4+202x+7<3x+9 A 3x+9<x+20
S2x+7<3x+9AN3x+9<x+20
©7-9<3x—2x N3x—x<20—-9

S —2<x N 2x<11

11
@—2<x/\x<7

Por lo tanto, el conjunto solucion de la desigualdad es:

11
CS = {x ER/-2<x Ax< 7} =(-2,11/2)
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Las desigualdades anteriores son lineales, esto es, solo involucran polinomios de primer grado que

tiene la forma (ax + b).

, . . b . .
El cero o raiz de esta clase de polinomios es x = — —se puede mostrar que el signo de este tipo de

. . . b
polinomio solo cambia en x = — -

4.10.3 Desigualdades no lineales
Para resolver desigualdades que involucran polinomios de grado superior usaremos el hecho de

que un polinomio solo cambia de signo en sus ceros o raices y también utilizaremos la ley de signos.

Definicion: Un polinomio de grado n en la variable x es una expresion de la forma

P(x) =aux"+ap_1x" '+ --+a;x+a, donde n,an_1,--,01,09 son coeficientes
numéricos y a, # 0.

Diremos que x = b es un cero o raiz de P(x) si P(b) = a,b™ + ap_1b" 1+ -+ a;b+ay, =0
Para resolver desigualdades en las que intervienen polinomios de grado n se procede de la
siguiente forma

i.  Transforma la desigualdad hasta comparar con cero
ii.  Obtenemos los ceros o raices reales del polinomio y lo factorizamos
iii.  Ordenamos los ceros del polinomio en la recta real
iv.  Buscamos los signos del polinomio en cada uno de los intervalos determinados por los
ceros
v.  Usamos la ley de signos para obtener el conjunto soluciéon de la desigualdad

Ley de signos
Sean a y b expresiones algebraicas entonces
iaxb>0siysolosi(a>0Ab>0)v(a<0Ab<O0)
es decir ”+II 'II +II:II+ 14

II_II 'II _II:II+ rn
il.axb<O0siysolosi(a<0Ab>0)V(a>0Ab<0)
es decir II_II .II +II:II_ rn

II_I_II mo_m_r__n

Estas leyes también se cumplen para cocientes
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Nota: También hay que tener en cuentaquea X b =0siysolosia=0 Vb =0

Ejemplo 4.11
Resolver para x las siguientes desigualdades. Exprese la solucion en forma de intervalo y
represéntela sobre la recta real:

a)

x 1
_<
x+5 x-3

Solucion:

Para resolver la desigualdad procedemos de la siguiente forma:
X 1 x 1
x+5sx—3®x+5_x—3

x(x—3)—(x+5) -
(x+5)x-3)
o x?—4x -5 <0
(x+5)(x—-3)"
factorizando el numerador obtenemos:

x?—4x -5

<0

“arna—n="
(x—5)(x+1)<0
(x+5)(x—-3)"

Esta fraccion serd menor o igual a cero cuando el numerador y denominador tengan signos
contrarios. Para encontrar la solucion buscamos los signos de cada uno de los factores que aparecen
en la ultima expresion. Todos los factores son lineales; por lo tanto, sélo tienen un cero. El cambio
de signo de cada uno de los factores se produce en el cero del factor.

Signosde x — 5: x —5 < 0 & x < 5, en otro caso el signo sera positivo.
Signosdex + 1: x + 1 < 0 © x < —1, en otro caso el signo sera positivo
Signosde x + 5: x + 5 < 0 © x < =5, en otro caso el signo sera positivo
Signos de x — 3: x —3 < 0 & x < 3, en otro caso el signo sera positivo
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Los ceros de esos factores se producen en 5, -1, -5 y 3. A continuacidon ubicamos los ceros en la
recta real y realizamos el producto de signos, los signos de la fraccion estan en la parte superior

del diagrama:

(+) (-) (+) (-) (+)
------------------------------------------------ +++++++++ (x-5)
------------------------------------ +++++++++++++++++ (x-3)
------------------------ ++++++++ |+ (x+1)
———————————— H+++++++ |+++++++H | (x+5)

—e0 » ©
-9 -1 3 5

Como la desigualdad es de menor o igual entonces, la solucidon se obtiene de la figura anterior
cuando el producto de signos sea negativo. Ademas, en el conjunto solucion se incluyen los ceros
del numerador, pues la desigualdad es menor o igual a cero y no se incluyen los ceros del
denominador. Entonces, el conjunto solucién es

CS={xeR/~5<x<-1V3<x<5}=(=5-1U(35]

x+4
2x—6

b) -1 <

Solucion:

Para resolver esta desigualdad procedemos de la siguiente forma:

LI L AP

T 2x—6  2x—6 -

Al efectuar la suma indicada, la desigualdad anterior se transforma en:
3x — 2 -0
2x —6

.Para encontrar la solucion de esta tltima desigualdad utilizamos el método de los signos, asi:

e Signosde3x —2:3x—2 >0 & x > 2/3, en otro caso el signo es negativo.
e Signosde 2x — 6: 2x — 6 > 0 & x > 3, en otro caso el signo serd negativo.

2 . .y .
Los ceros de esos factores se producen en 3 3. A continuacion ubicamos los ceros en la recta real

y realizamos el producto de signos. Debido a que la desigualdad es condicional, los ceros del

numerador haran parte del conjunto solucion.
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(+) (-) ()

------------------------ i o e o o S S R A S A A A (3x-2)
----------------------------------- ++++++++ ++H+HH+++ (2x— 6

I
Fa
Y
)

Como la desigualdad es mayor o igual entonces, la solucidn se obtiene de la figura anterior cuando
el producto de signos sea positivo incluyendo los ceros del numerador en la solucion; asi, el

conjunto solucién es:
2 2
CS={xE R/x S§ V3 <x} = (—00,5] U (3, +x)

¢)

x+4
<1

2x — 6

Solucion:

Para resolver esta desigualdad procedemos de la siguiente forma:

x+4 x+4—(2x—6) 10 — x
-1<0e&e <0& <
2x—6 2x—6 2x—6

Los ceros de los factores de la expresion anterior son x = 10 y x = 3. Estos ceros o raices dividen
la recta real en tres intervalos, y se realiza la ley de signos como se muestra en la siguiente figura.

() (*) ()

o o o T e e o (0 -x)
----------------------- o I L e S o

3 10

Como la desigualdad es menor o igual entonces, la solucién se obtiene de la figura anterior cuando
el producto de signos sea negativo incluyendo los ceros del numerador en la solucion; asi, el
conjunto solucion es:

€S = (—,3) U [10, )
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4.11 El plano cartesiano

Un par ordenado (x,y) de numeros reales tiene a x como primera componente o abscisa y ay
como segunda componente u ordenada. El modelo usado para representar pares ordenados se llama
sistema rectangular de coordenadas o plano cartesiano. El plano cartesiano se forma mediante la
interseccion de una linea horizontal 1lamada eje x y una linea vertical llamada eje y. El punto de
interseccion de los ejes x e y, se llama origen y se denota por (0,0). Una forma alternativa de
definirlo es tomar la representacion grafica de los nimeros reales (recta real), una en posicion
vertical y otra en posicion horizontal, de tal forma que se corten en el cero y la parte positiva de la
recta horizontal quede a la derecha y la parte positiva de la vertical quede hacia arriba.

A la derecha del origen estan los x positivos y a la izquierda los negativos. En la parte superior
estan los valores positivos de y, y en la parte inferior estan los negativos. El conjunto de pares
ordenados o plano cartesiano también se conoce como R? y se define como:

R? = {(x,y)/x €ER Ay € R}

A cada punto P en el plano le corresponde un par ordenado (x,y) y a toda pareja (x,y) le

corresponde un unico punto en RZ.

Nota: la abscisa del punto P indica la distancia dirigida de P al eje y, y la ordenada del punto P

indica la distancia dirigida de P al eje x.

Los ejes dividen el plano cartesiano en cuatro regiones o cuadrantes como se muestra en la figura 4.2:
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Cuadrante Il Cuadrante |

Cuadrante Il Cuadrante IV

Figura 4.2. Cuadrantes del plano cartesiano

Ejemplo 4.12
Ubique los puntos (2, 3); (=4, —2); (3, —2) y (=5, 6) en el plano.

Solucion:

(—5,6)

.(2;3)

ol L I -~ ¥ B« RN

8 7 6-5 43210 1 23 45 6 7 8y
-1

.(—4, _2) -2 0(31 _2)

Figura 4.3. Ubicacion de varios puntos en el plano cartesiano.
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4.11.1 Distancia entre dos puntos y punto medio

-~

y
V2 Q
— |y2 =l

P
V1 R—’

X1 X2 );

\ J

|
|2, — x4

Figura 4.4. Distancia entre dos puntos.

Sean P = (x1,y1) y Q = (x,y,) puntos cualesquiera en el plano, los puntos P,Q con R =
(x5, y,) forman un tridngulo rectangulo como se observa en la figura 4.5, donde los catetos son PR
y RQ tienen longitudes (x, — x;) y (y, — y,) respectivamente, para hallar la distancia entre los
puntos P y Q que es la hipotenusa del triangulo PQR se utiliza el teorema de Pitagoras que dice
que en un triangulo rectangulo la suma de sus catetos al cuadrados es igual a la hipotenusa al
cuadrado, es decir, a® + b? = ¢? donde a, b son los catetos y ¢ es la hipotenusa.

Al aplicar el teorema de Pitagoras para el triangulo con vértices en P, Q y R se obtiene

d(P,Q)? = (xz —x1)* + (2 — ¥1)?

Sacando raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacion anterior se sigue que

d(P,Q) = /(x2 — x1)% + (y2 — y1)?.

Ejemplo 4.13

Halle la distancia entre los puntos P = (3, — %) yQ = (5,6)
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Solucion:
N 25\2 625 689 689
il =j(5_3)2 +<6_(_Z>> 211(2)2 +<T> =j4+ 16 2\/16 =\/4_

Punto medio:

Xmedio = xz;_xl Ymedio = %
y.ll
. (x1,¥1)
(xmed: ymed)
d
d (X2, ¥2)
X

Figura 4.5. Punto medio de un segmento en el plano cartesiano.

5. La circunferencia

La formula de la distancia es util a menudo para hallar la ecuacién de una curva cuya definicion
geométrica depende de una o mas distancias.

Una de las curvas mas sencillas de esta clase es una circunferencia, que puede definirse como el
conjunto de todos los puntos a una distancia dada (el radio) de un punto dado (el centro). Si el
centro es el punto (h, k) y el radio es el nimero positivo r y si (x,y) es un punto arbitrario de la

circunferencia, entonces la distancia del punto (h, k) al punto(x, y) esta dada por:
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Ja—hE+(—kZ=r

Es conveniente eliminar el signo de la raiz cuadrada elevando al cuadrado, lo que da:

x-m?*+ @ -K?=r*1)

Esta es, por tanto, la ecuacion de la circunferencia con centro (h, k) y radio r. En particular, si el
centro resulta ser el origen, de modo que h = k = 0, entonces la ecuacion de la circunferencia es:

x2 4 y2 =2

>

(X,y)

h

Figura 5.1. Circunferencia con centro en (h, k) y radio r.

Es claro que cualquier ecuacién de la forma (1) es facil de interpretar geométricamente. Por
ejemplo:

(x—52%+(y+2)?=16(2)

Se reconoce inmediatamente como la ecuacion de la circunferencia con centro (5, —2) yradio 4,y

esta informacion nos permite esbozar la gréafica sin dificultad.
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(5.-2)

Figura 5.2. Circunferencia con centro en (5, —2) y radio 4.

Sin embargo, si la ecuacion ha sido tratada por alguien a quien le gusta simplificar las cosas
algebraicamente, entonces podria tener la forma:

x2+y?2—10x+ 4y + 13 =0 (3)

Esta es una version de (2) equivalente, pero resuelta, y sus constantes no nos dicen nada
directamente acerca de la naturaleza de la grafica. Para descubrir cual es la grafica de la
circunferencia, debemos descifrarla completando cuadrados. Para hacer esto, comenzamos
reescribiendo la ecuacion (3) como:

(x2—=10x+)+ (y*+4y+)=—-13

Con el término constante llevado al segundo miembro y con espacios en blanco para insertar las

constantes adecuadas. Cuando se afiade en el primer espacio en blanco el cuadrado de la mitad del
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coeficiente de x, y en el segundo espacio en blanco el cuadrado de la mitad del coeficiente de y, y
se suman las mismas constantes al segundo miembro para mantener la igualdad, obtenemos:
(x2—10x+25)+ (y2+4y+4)=—-13+25+4

(x =52+ (y+2)2 =16 (4)

El mismo proceso puede aplicarse a la ecuacion general de la forma (3), es decir,
x2+y>+Ax+By+C=0(5)

Pero hay poco que ganar escribiendo los detalles en este caso general. Sin embargo, es importante
darse cuenta de que si el término constante 13 en (3) se sustituye por 29, entonces (4) se convierte
en:

(x=5?2+w+2)?*=0

Cuya grafica se reduce al punto (5, —2)

rs

R N W RN o

3 2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12«

-2 . (5! _2)

Figura 5.3. Circunferencia con centro en (5, —2) y radio r = 0.
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Del mismo modo, si este término constante se sustituye por cualquier nimero mayor que 29,
entonces el segundo miembro de (4) se hace negativo y la grafica seria vacia, en el sentido de que
no hay puntos (x, y) en el plano cuyas coordenadas verifiquen la ecuacion.

Vemos por tanto que la grafica de (5) es a veces una circunferencia, a veces €s un unico punto y a

veces vacio, dependiendo totalmente de las constantes A, B y C.

Ejemplo 5.1

Si el radio de una circunferencia es V10 y su centro es (—3,4), entonces su ecuacion es:

Solucion:
(x+3)>2+(y—4)?=10
Obsérvese que las coordenadas del centro son los nimeros que se restan de x y de y en los

paréntesis.

A\ 4

8 -7 65 4 -3 -2-10 1 2 3 4 5 x

Figura 5.4. Circunferencia con centro en (—3,4) y radio r = V10.
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Ejemplo 5.2

Un angulo inscrito en una semicircunferencia es necesariamente un angulo recto. Para probar esto
algebraicamente supongamos que la semicircunferencia tiene radio r y centro en el origen, de
modo que su ecuacion es x2 + y% = r? con y = 0. El 4ngulo inscrito es un 4angulo recto si y solo
si el producto de las pendientes de sus lados es —1, es decir, las rectas que contienen estos
segmentos de recta son perpendiculares (mas adelante se definird esto) esto es equivalente a la

siguiente condicion.
y .

xX-r Xx+r

Se ve facilmente que esto es equivalente a x? + y? = r2 que es ciertamente verdadero para
cualquier punto (x, y) sobre la circunferencia, de modo que la ecuacion anterior es verdadera y el

angulo es recto (figura 5.5).

&) GO

Figura 5.5. Angulo inscrito en circunferencia.

6. La linea recta

La grafica de una ecuacion de la forma:

y=mx+b

Se llama linea recta y tiene la forma (Figura 6.1):
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v=mx+b

k 4

Figura 6.1. Representacion de la linea recta y = mx + b.

El nimero m se llama pendiente de la recta. Las intersecciones de la recta con los ejes son los

puntos (0,b) y (—%, 0).

6.1 Pendiente de la recta

La pendiente m de la linea recta y = mx + b representa el cambio que se produce en y cuando x
se incrementa en una unidad. En efecto, si xaumenta una unidad, el valor de y es:
yi=m(x+1)+b

yp=mx+m-+b>b

yir=mx+b+m
y

yi=y+m
Yi—y=m

Sean (x1, Y1)y (x5, y,)dos puntos sobre la recta, entonces:
Yy, =mx,+b
Yy =mx;+b

Y2 —y1 =m(x; — xq)
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Por lo tanto, la pendiente m de una recta representa la razoén de cambio de y con respecto a x.
En la gréafica anterior se observa que la pendiente m es la inclinacion de la recta con respecto al eje

horizontal.

Cuando m > 0, al aumentar x aumenta y y si m < 0 al aumentar x disminuye y

y2—y1 Ay  cambio vertical

m= =-—= . -
X, —x1 Ax  cambio horizontal

Nota: Una recta tiene siempre la misma pendiente en cualquier punto.

6.2 Ecuaciones de lineas rectas
6.2.1 Punto pendiente
Consideremos una recta [ con pendiente m, un punto fijo (x4, y; )sobre larecta y un punto variable

(x, y)entonces la pendiente de la recta [ esta dada por:

Y=
m =

X — xl
Luego

y —y; = m(x —x;) Ecuacion punto-pendiente

Ejemplo 6.1

Encuentre la ecuacion de la recta que tiene pendiente m = 2y pasa por el punto (1, 1).

Solucion:
Conocemos un punto (1, 1) sobre la recta y la pendiente m = 2 entonces la ecuacion de la recta en

la forma punto-pendiente es y — 1 = 2(x — 1).

Para trazar la grafica de esta recta ubicamos las intersecciones con los ejes en el plano cartesiano

y los unimos mediante una linea continua. Sabemos que las intersecciones con los ejes x e y son

b . . .
(— — 0) y (0, b), respectivamente. En este caso, las intersecciones son:

(2,0)=(*2,0) = (3,0): (0,6) = (0,-1)

@ Parte 2. Nimeros reales




[#)] \J‘d_
\

& WU
\\.

= oN W
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Figura 6.2. Recta ejemplo 6.1.

6.2.2 Ecuacion de una recta que pasa por dos puntos
Consideremos una linea recta que pasa por los puntos (xq,y1) y (x2,¥,) con x; # x,. Para

encontrar la ecuacion de la recta procedemos asi:
Y2—1

i.  Encontramos la pendiente m = Po—
2741

X1 #F Xy
ii.  Usamos la ecuacion de la linea recta en la forma punto pendiente con el punto (x4, Y1)
‘ _ Y2~
entonces la ecuaciébnes y — y; = ——(x — x4)

X2—X1

Esto significa que para usar punto pendiente podemos usar cualquier punto sobre la recta.

Ejemplo 6.2

Determine la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (— %, 1) y (0, 2).
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Solucion:

21 — =2, tomando el punto

La pendiente de la recta esta dada por m = D - 12

(—%, 1) la ecuacion de la linearectaes y — 1 = 2 (x— (—%)) >y—1=2 (x + %)
6.2.3 Rectas verticales

Una recta vertical no tiene pendiente las ecuaciones de estas rectas tiene la forma mx = k con k

constante. Es decir x = c, ¢ constante.

6.2.4 Rectas horizontales
Una recta horizontal se caracteriza por tener m = 0, y por lo tanto su ecuacion es de la forma y = b.

Nota: No tener pendiente NO significa tener una pendiente igual a cero.

Ejemplo 6.3

Sea 3x — 7y = 8 halle:
a) La pendiente

b) Intercepto con eje y

¢) Intercepto con eje x

d) Grafique la recta

Solucion:

a) Se escribe la ecuacion de la recta en la forma pendiente e intercepto:

3x-8 _ 3 8 3
= —-X — - portantom = —.
7 7 7 7

3x—-8=7y=>y=
b) La ecuacion de larectay = %x — S esta en la forma pendiente e intercepto, donde el intercepto:
conel eje y es —8/7.

c) Para hallar el intercepto con el eje x se hace y = 0, reemplazando en la ecuacion se tiene 3x —
8=0=>3x=8=>x= g, asi el intercepto con el eje x es 8/3.

d) Gréfica de la ecuacion:
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Figura 6.3. Rectay = gx — g.

Ejemplo 6.4
Un doctor compr6 un automovil nuevo en 1991 por $32.000. En 1994, él lo vendid a un amigo en
$26.000. Dibuje una recta que muestre la relacion entre el precio de venta del automoévil y el afio

en el que se vendio. Determine e interprete la pendiente.
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Solucion:

Precio automévil (USS)]|
50000

45000
40000
35000
30000
25000
20000
15000
10000
5000
0
-5000

1993 1995 1997 1999 2001 2003 2005 2007 Afo

Figura 6.4. Recta ejemplo 6.4.

_ 2600032000 6000 _
m="994—-1991 3 =~

Como la pendiente es negativa, significa que por cada afio que transcurra el precio del automovil

disminuye en $2.000.

Ejemplo 6.5

Un nuevo programa de matematicas aplicadas en una universidad ha aumentado su matricula en
catorce estudiantes por afio, durante los ultimos cinco afos. Si el programa tenia matriculados
cincuenta estudiantes en su tercer afio, ;Cual es una ecuacion para el nimero de estudiantes S en

el programa como una funcién del niimero de afios T desde su inicio?
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Solucion:

Sea S; el nimero de estudiantes del primer afio, como la universidad aumenta la matricula en 14
estudiantes por afno entonces en el segundo ano la cantidad de estudiantes es

S, = §; + 14, yen el tercer afio habran S3 = S, + 14 = S§; + 2- 14 = §; + 28 y como en el tercer
afio hay matriculados 50 estudiantes se sigue que S3 = S; + 28 = 50, por tanto S; = 22, asi la
ecuacion para el nimero de estudiantes por afio esta dada por:

S(Ty=22+(T—-1)-14

donde T es el naumero de afos desde el inicio.

Formas
Forma punto pendiente y—y1 =m(x —xq)
Forma pendiente intercepto y=mx+b
Forma lineal general Ax+By+C=0
Recta vertical xX=a
Recta horizontal y=b>b

6.3 Rectas paralelas y perpendiculares

Las rectas son ecuaciones simples que son muy usadas en desarrollos tedricos y practicos en
muchas ramas, incluidas las de las ciencias econdmicas. Algunos conceptos que provienen de la
geometria como el paralelismo o la perpendicularidad se pueden abordar desde los sistemas de

ecuaciones, pero ademas podemos integrar estas ecuaciones lineales con las circunferencias.

6.3.1 Rectas paralelas

Dos rectas L:y = myx + by y L,: y = m, x + b, son paralelas, lo que denotamos como L, //L,.
En este caso se cumple que m; = m,, y asi, las rectas paralelas tienen la misma pendiente.

Dos rectas no verticales son paralelas si tienen la misma pendiente, es decir,

Ll//LZ <:>m1 S mz.
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Figura 6.5. Representacion de rectas paralelas.

Por ejemplo, las rectas y = 2x — 4y y = 2x + 4 son paralelas.

y=2x+4
y=2x-4

Figura 6.6. Rectas paralelas.
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6.3.2 Rectas perpendiculares
Dos rectas no verticales Ly:y = mqx + by y L,y = m, x + b, son perpendiculares, lo que

denotamos como L; L L, si estas se cortan formando un dngulo recto. En este caso se cumple que

1
mp*xmy,=—-1->m, = ——.
my

v

Figura 6.7. Representacion de rectas perpendiculares.

Por ejemplo, lasrectas y = 2x +3yy = — % — 2 son perpendiculares.
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Figura 6.8. Rectas perpendiculares.

Finalmente la ecuacion general de una recta es Ax + By + C = 0.

Para obtener la pendiente despejamos x en términos de y.

Ejemplo 6.6

Un fabricante de bienes deportivos asigna 1000 unidades de tiempo por un dia para fabricar esquis
y botas para esquis. Si toma § unidades de tiempo fabricar un esqui y 14 unidades de tiempo fabricar
una bota, determine una ecuacion que describa todos los posibles niveles de produccion de los dos

productos.

Solucion:

8E + 14B = 1000

Curvas de oferta y demanda lineales
Se define la demanda como la cantidad de bienes o servicios que puede adquirir un consumidor
que depende del precio del mercado y la oferta es la cantidad de bienes o servicios que los

productores ofrecen en el mercado a distintos precios.
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De acuerdo a esto se tienen las curvas de oferta y demanda donde p denota el precio en el mercado

y q la cantidad de bienes o servicios.

p Curva de demanda P, Curva de oferta
lineal [ lineal

Pendiente negativa Pendiente positiva

=
oY

Figura 6.9. Niveles de produccion.

Ejemplo 6.7
La demanda semanal de balones de fltbol es 1000 unidades cuando el precio es de $225 cada uno,
y 600 unidades cuando el precio es de $325 cada uno. Determine la ecuacion de demanda para los

balones suponiendo un comportamiento lineal.

Solucion:
La pendiente de la recta que pasa por (1000,225) y (600,325) es:
325 —-225 100 1

~600—1000 —400 4

m

Entonces, una ecuacion de la recta en la forma punto pendiente esta dada por:
p—p1=m(q = q1)

1
p = 225 = — (¢~ 1000)

Simplificando, se obtiene que la ecuacion de demanda es:

1
=—- 475
p 4q+
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Ejemplo 6.8
Encuentre las ecuaciones de las lineas rectas que pasan por el punto (4,—2) y que tienen las

siguientes propiedades:

a. Pasan por el punto (—1,3)

Con los puntos (4,—2) A (—1,3), encontramos la pendiente:

Ay -5 1
m=ax "5
Conm = —1 A (4, —2), encontramos la ecuacion:

y=(=2)=-1(x—-4)
y+2=—x+4>y=—x+4-2
y=—x+2

b. Paralela a la recta 2x + 3y = 5.

Como dos rectas son paralelas si y solo si tienen pendientes iguales, entonces hallamos la ecuacion

pendiente — interseccion, asi:

-2 5
3y=—2x+5;y=?x+§

Lacualeslaformay=mx+b:>~m=_?2
2 2 8
y=(D=-gk-4y+2=—zx+g

N B P
yTe=TgXxT3z T a4y =T34y

c. Perpendicular a la recta 2y + 3x = 1.

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es igual a -1.

Entonces:
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2y +3x=1

2y = —-3x+1
3 +1 3
= —— e — ——
y Zx > my >
3 2
Comom-m1=—1=>m-(—5)=—1:>m=5

Larectay — (—2) = g(x —4)

2
y+2=§(x—4)

2 8

y+2=§x—§
2 8

y=§x—§—2
2 14
y=3%"3

d. Paralela al eje y.

Si es paralela al eje y tenemos una recta vertical, en las rectas verticales la pendiente es no definida,

. a <7
es decir, es de la forma m = 5@ # 0, y la ecuacion es:

x =4

e. Paralela al eje x.

Si es paralela al eje x; se presenta una recta horizontal y por lo tanto m = 0
y—2=0x—-4)=>y+2=0

y=-2

Ejemplo 6.9

Dada la recta cx + 4y = —2, encontrar el valor de ¢ que cumpla:

a. Pasa por el punto (3,1).

Si pasa por el punto (3,1) entonces, basta sustituir x = 3 y y = 1 en la ecuacion, asi:

c(3) +4(1) = -2
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30=—4—2:>30=—6:>c=?=—2

Luego c = -2

b. Que sea paralela a la recta 4y — 3x = 2.

Para encontrar las pendientes de las rectas debemos escribir ambas ecuaciones en la formay =

mx +b
c 2 c
4y=—cx—2,y=—1x—1:>m=—z
3 2 3
4y=3x+2,y=—zx+Z=>m=Z
Porlotanto—%zz:—cz& c=-3

c. Que sea perpendicular a larecta 3x — 1 = 5y

3 1 3
3x—1=5y:>y=§x—§:>m1=§
c 2 c
= — — —__— [
YE=TrTgTMm T
Para que sean perpendiculares m - m; = —1

EIR R

7. Métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales

Al graficar dos rectas pueden suceder tres casos:

1. Se intersecan en un solo punto.

2. Se cortan o intersecan en infinitos puntos.

3. No se cortan o no se intersecan.

El o los puntos de encuentro son la solucidon de ese sistema de ecuaciones de dos ecuaciones con

dos incognitas.
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La solucion de un sistema de ecuaciones es el conjunto de valores (x,y) que convierte a las dos
ecuaciones en proposiciones verdaderas, es decir, satisface ambas ecuaciones.

En esta seccion desarrollaremos algunos temas concernientes a la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales centrandonos especialmente en cuatro métodos: grafico, sustitucion, igualacion

y reduccion.

En un sistema de ecuaciones lineales siempre tenemos solo uno de los tres casos siguientes: el
sistema tiene una Unica solucion, el sistema no tiene solucion, el sistema tiene mas de una solucion

(infinitas soluciones).

Nota 1: Existen muchos métodos para solucionar sistemas lineales; sin embargo todos ellos deben

llegar al mismo resultado.

Nota 2: Cuando multiplicamos o dividimos una ecuacion o las dos por un namero real, la solucion

del sistema no cambia; es decir, se produce otro sistema de ecuaciones equivalentes.

7.1 Método de sustitucion

1. De una de las ecuaciones se despeja una variable (cualquiera).

2. Esta variable se reemplaza en las otras ecuaciones generando un sistema de una ecuacion menos
y con una variable menos.

3. Se repite el proceso presentado en el paso 2 hasta que el nimero de ecuaciones sea uno con una
unica incognita; y se procede a despejarla.

4. Finalmente se reemplaza el valor encontrado en el paso anterior para encontrar otro valor de las

variables, y asi sucesivamente, hasta encontrar todos los valores de las variables.

Ejemplo 7.1

Resuelva el sistema usando el método de sustitucion.
x+y=1(1)

x—y=1(2)
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Solucion:

De la ecuacion (1), despejamos x:
x=1-y(@3)

A esta ecuacion la llamaremos la ecuacion (3).
(3) en (2); reemplazamos (3) en (2)
1—-y—-y=1

-2y =0

y=0(4)

(4)en (3)

x=1

Ejemplo 7.2

Resuelva el sistema:
x+y+z=3(1)

2x + 3y +5z=10(2)
3x —4y+z=0(3)

Solucion:
De(l)x=3-y—2z(4)
(4)en (2)
2B3=-y—2)+3y+5z=10
6—2y—2z+3y+5z=10
y+3z=4(5)

(4 en(3)
33—-y—2z)—4y+2z=0
9-3y—3z—4y+z=0
-7y —2z=-9

7y +2z =9 (6)
De(5)y=4-3z(7)
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(7) en (6)
7(4—-32z)+2z=9
28—-21z+2z=9

—19z = -19
z=1(8)

(8)en (7)
y=4-3=1
y=1(9)

(8)y (9)en (4)
x=3-1-1
x=1

Ejemplo 7.3
Resuelva el sistema:
2x +y =10 (1)
4x +3y =5(2)
Solucion:

10—y

Despejamos una de las incognitas en una ecuacion y la sustituimos en la otra, asi: en (1), x = ——

y sustituimos en (2):

10 —
4( y)+3y=5
2
2(10—y)+3y =5
20—2y+3y=5=2y=5-20=>y=-15

Reemplazamos y = —15enx = 102—_y asi:
10 — (—15) 10+15 25
=— e = —
x 2 =T 2

2
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7.2 Método de igualacion

El método de igualacion funciona de la siguiente manera:

1. Se despeja en todas las ecuaciones una misma variable.

2. Se igualan las ecuaciones con otras hasta conseguir reducir el nimero de ecuaciones y de
incognitas en uno.

3. El proceso se repite hasta llegar a una tnica ecuacion y a una sola incdgnita.

4. Se encuentran las otras incégnitas reemplazando el valor encontrado en el paso anterior, y asi

sucesivamente hasta encontrar todos los valores restantes.

Ejemplo 7.4

Resolver el sistema usando el método de igualacion.
2x+y=3(1)

3x+2y=2(2)

Solucion:
De(l)2x =3—-y
3-y
=—(3
x === (3)
De (2) 3x = —= (4)
3)=#
3—y 2-2y
2 3
9—-3y=4—-4y
—3y+4y=4-9
y=-5(5)
(5)en (3)
3—(-5) 8
X = —=

— =4
2 2

x=4(6)
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Ejemplo 7.5
Resuelva el sistema:
x—y+z=2()

2x +3y+z=13(2)
2x — 3y + 8z =8(3)

Solucion:

De(l) x=2+y—2z
13-3y-z (5)
De (3) x = 8+3321—82 (6)

De(2) x =

@en(5)2+y—z="=

44+2y—-22=13-3y—z
5y —-z=9(7)

243y-2z

@=©)2+y+z="
4+2y—2z=2+3y—2z

—y + 62 =4 (8)

9+z

De (7) y = 22 (9)
De (8) y =—4+ 6z (10)
9)=(10)

9+z
5

9+z=-20+30z
—29z = =29
z=1(11)

(11) en (10)
y=—4+6=2
y=2(12)

=—4 4 6z
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(11) y (12) en (4)
x=2+2-1=3

x=3

Ejemplo 7.6
Resuelva el sistema:
2x +y =10 (1)
4x +3y =5(2)

Solucion:

En cada una de las ecuaciones anteriores, despejamos una de las dos incognitas:

10—y
2
5—-3y
4

. 10— 5-3
Luego se iguala: Ty = Ty

2x=10—y=>x = (a)

4x=5-3y=>x= (b)

4(10 —y) = 2(5 — 3y) podemos cancelar un 2.
2(10—y)=5-3y
20-2y=5-20=>y=-15

10—(-15) _ 25

Sustituimos en (a) o en (b) para hallar el valor de x en (a) x = 5 =oen (b)

 5-3(-15) 5+45 50 25
= 4 ~ T4 127

7.3 Método de eliminacion

1. Buscamos un niimero real tal que al multiplicar una ecuacién por ese numero obtengamos los
mismos coeficientes en dos ecuaciones para una misma variable pero con signo contrario.

2. Posteriormente sumamos estas dos ecuaciones para eliminar la variable que tiene el mismo

coeficiente con signos contrarios.
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3. Repetimos el proceso hasta eliminar la misma variable de las demds ecuaciones formando un

nuevo sistema, con una ecuaciéon menos. Repetimos el proceso hasta que quede una variable, la

despejamos y usamos la respuesta para encontrar el valor de las demads incognitas.

Ejemplo 7.7
Resuelva el sistema:
2x +3y =13 (1)
3x +2y =12 (2)

Solucion:
1M-(-3)> —-6x—9y=-39
2).2) = 6x + 4y = 24

—5y =-15
y=3(3)
En(l) 2x+9=13
2x =4
x=2(4)

Ejemplo 7.8
Resuelva el sistema
2x +3y=8(1)
6x + 9y =10 (2)

Solucion:
(1) *x(=3)=> —6x—9y =-24
2 = 6x +9y = 10
0=—14

Por tanto el sistema no tiene solucion.
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Ejemplo 7.9

Resuelva el sistema:

4x + 5y =20 (1)
20x + 25y = 100 (2)
Solucion:
(1) * (=5) = —20x — 25y = —100
(2) = 20x + 25y =100
0=0

Por tanto tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 7.10

Resuelva el sistema:

2x +y =10 (1)
4x +3y =5(2)
Solucion:

Se trata de eliminar una (cualquiera) de las incognitas. Para hacer lo anterior, se puede multiplicar
una de las ecuaciones por una cantidad real, tal que al sumar las dos ecuaciones quede en términos

de una sola incognita.

Obsérvese que si (1) se multiplica por —3 puede eliminarse y, o si (1) se multiplica por —2 se

elimina x.

(1)-(-3) = -32x+y) =-3(10)

—6x —3y =-30
4x+3y = 5
—2x+0 =-25
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25

=3
(D) (-2)=>-22x+y) =-2(10)
—4x — 2y = -20

4x+3y= 5

0+ y=-15

Ejemplo 7.11

Un sistema con ecuaciones no lineales. Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los

puntos (5,3) A (6,2) yradior = 5.

Solucion:

La ecuacidn candnica de la circunferencia es:

(x—h?+@—-k?=r?

Con los puntos (5, 3) A (6, 2)podemos hallar dos ecuaciones:
(x,y)=(53)=G-h*+B-k?=5(1)
(x,y) = (6,2) = (6 —h)* + (2 —k)* = 5% (2)

Se hace (1) = (2) para hallar los valores de h y k.

25—10h+ h*>+9—6k+k?=36—-12h+ h®> +4 — 4k + k?

34—-—40—-10h+12h— 6k +4k =0
—6+2h—2k=0->h=k+3

Se sustituye h en (1) o en (2)

En: (1) (5—k—3)2+(3—k)>=125
2-k)*+B—-k)*=25
4—4k+k*+9—-6k+k*—25=0
2k* —10k—-12=0
2(k*-5k—6)=0
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k?-5k—-6=0
(k—6)(k+1)=0
k—6=0=>k=6
k+1=0=>k=-1

Sik=6=h=6+3=9(k) = (9,6)
(x —9)% + (y — 6)% = 25 solucion (1)

Sitk=-12h=-1+3=2;(hk)=(2-1)
(x —2)? + (y + 1)? = 25 solucién (2)

La ecuacion candnica de la circunferencia queda definida si conocemos (h, k) A r (centro y radio).
Cuando no conocemos ninguno de estos valores, es necesario conocer tres puntos de la

circunferencia para determinar las tres ecuaciones.

Ejemplo 7.12
Determinar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (3, 6), (—1,4), (5, 2).

(x—-m*+ @ -k?=r?

Solucion:

Con: (3,6) > (3—-h)?2+(6—k)?*=7r2(1)
9—6h+h*+36—12k + k* =12

Con: (-1,4)=> (-1—-h)?+ (4 -k)*=712(2)
14+2h+h*+16 -8k +k* =12

Con: (5,2) > (5—h)*+ (2—k)>=1%(3)

25 —10h+h*+ 4 — 4k + k* =r?

Todas las ecuaciones son iguales a r2; por tanto podemos hacer (1) = (2)

9—6h+h?>+36—12k+k*?=14+2h+h*+16 -8k + k?
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45—-17 —8h—4k = 0
28 —8h—4k =0
4(7-2h—k)=0
k=7-2h(4)

Igualando (2) y (3):
1+2h+h?+16—8k + k? = 25— 10h + h? + 4 — 4k + k?
17 -29+12h—4k =0

—12+12h—4k =0

4(=34+3h—k)=0

k =3h -3 (5)

Igualando (4) y (5):
3h—3=7-2h
3h+2h=7+3
S5h=10=>h=2

Reemplazando en (5):
k=3(2)-3=3
= (hk) =(2,3)

Para hallar r sustituimos (h, k) = (2,3) en(1)o(2) o (3) en (1).
(3—-2)*+(6—3)>=1r2
12+ 32 =172

10 =r2=r=+10

Ecuacién canénica: (x — 2)% + (y — 3)? = (v/10)?
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8. Graficas de ecuaciones y parabolas

A la hora de presentar o verificar resultados, o quizd a la hora de hacer un analisis del
comportamiento de algunos fenomenos de estudio como el comportamiento de la curva de oferta
o demanda siempre va a ser muy esclarecedor poder tener una grafica que nos muestre como las
variables se comportan o si los resultados que tenemos presentan patrones, es por esto que hacemos
un primer acercamiento a las graficas de una manera basica, con elementos sencillos del plano

cartesiano, geometria y conceptos de la aritmética.

8.1 Grafica de una ecuacion
Consideremos la ecuacién 4x2 + 4y = 8. El punto (1, 1) es un punto solucién de la ecuacién, ya

que4x12+4x1=8.

El punto (0, 2) también es solucion de la ecuacion, puesto que 4 X 02 + 4 X 2 = 8.

El conjunto de todos los puntos (x, y) que son solucion de la ecuacion constituyen la grafica de la

ecuacion.

Para obtener todas las soluciones de una ecuacion despejamos y en términos de x, y obtenemos.
_ 8 —4x?

= =2
y 2 x

2

Al darle valores a x obtenemos valores para y. En la ecuacion anterior tenemos expresado a y en
términos de x. Ademads se observa que el mayor valor que toma y, es y = 2y se obtiene cuando
x = 0.

Para dibujar la grafica de una ecuacion construimos inicialmente, una tabla de valores como se

muestra a continuacion.

x -2 -1 0 1 2 3
y=2—x* -2 1 2 1 -2 -7

Six=-22y=2-(-2)2=2-4=-2
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A continuacidn se representan los puntos en el plano cartesiano y los unimos mediante una curva

suave.

“.‘- y=-" 242

e da

Figura 8.1. Pardbola abierta hacia abajo.

La figura 8.1 anterior se conoce como parabola vertical, donde el punto (0, 2) es el vértice de la
pardbola. Se observa que el vértice es el punto maximo en la gréafica de la ecuacion.

Las parabolas pueden ser verticales u horizontales

Parabolas verticales

La ecuacion general de una parabola vertical tiene la forma y — k = A(x — h)2.

El punto (h, k) se conoce como vértice de la parabola. Ahora, si A > 0 la parébola se abre hacia
arriba a partir del vértice; por lo tanto, el vértice es el punto de la grafica donde el valor que toma

y es el mas pequefio, es decir, el punto (h, k)es el punto minimo de la grafica.
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oy D)
Tntercepto eje x

(x:.0)] X

Intercepto eje X

Intercepto eje-v

k
(h.k):Vértice=minimo punto gobre la parabola

Figura 8.2. Representacion de una pardbola abierta hacia arriba.

Si A < 0,la pardbola se abre hacia abajo a partir del vértice; por lo tanto el vértice es el punto de la

grafica donde y alcanza su valor maximo.

(h.k):Vertice=maximo punto sobre la parabola

Intercepto eje v

Intercepto eje x Intercepto eje X

b 4o

(x1.0)

Figura 8.3.Representacion de una parabola abierta hacia abajo.
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Parabola horizontal

La ecuacion general de una parabola horizontal tiene la forma (x — h) = A(y — k)?
El punto (h, k) es el vértice.

Intercepto eje v

My
(0,v2) //
x

Vértice
(h.k)

Intercepto eje x 1
(x1,0)

(0,v)[
Intercepto eje v

Figura 8.4. Representacion de una parabola abierta hacia la derecha.

e SiA > 0 lacurva se abre hacia la derecha.

e SiA < 0lacurva se abre hacia la izquierda.
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\ (0.y2) Intercepto eje v

Intercepto eje x
(x1.0)

b 4o

/mo ejey

Figura 8.5. Representacion de una pardbola abierta hacia la izquierda.

Ejemplo 8.1
Grafique la parabola y = x2.

Solucion:

La ecuaciéon y = x? tiene el punto (0,0) como interseccion en x e interseccion en y y es simétrica
respecto al eje y (este concepto se explicard mas adelante), pues:

y=0t=y=0

0=x2=>x=0

Y ademds como y = (—x)? = x? entonces es simétrica con respecto al eje y
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1

o+
i
1=
e
ot
=2
—
=}

Figura 8.6. Parabola ejemplo 8.1.

Interseccion con los ejes. Son puntos de una ecuacion especialmente ttiles para hacernos una idea

de la grafica y se localizan donde esta corta los ejes.
Las intersecciones con el eje x se obtienen reemplazando ypor 0 en la ecuacion.
Las intersecciones con el eje y se obtienen reemplazando xpor 0 en la ecuacion.

Simetrias de una grafica: Las simetrias son comportamientos similares de la grafica en torno a

los ejes o puntos de simetria.

Simetrias respecto al eje y: La grafica de una ecuacion es simétrica respecto al eje y si al cambiar

X por - x en la ecuacion esta no cambia. En este caso se dice que la ecuacion es par.
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Figura 8.7. Simetria respecto al eje y.

Decir que una gréfica es simétrica con respecto al eje ysignifica que el eje yrefleja la imagen de
la ecuacion.Es decir, si el punto (x, y) estd en la grafica, entonces el punto (—x, y) también esta en
la gréfica.

Simetria respecto al eje x: La grafica de una ecuacion es simétrica con respecto al eje x si al
reemplazar y por -y en la ecuacidn esta no cambia. La simetria con respecto al eje y implica que
los puntos (x,y) y (x, —y) estan sobre la grafica y esto significa que la gréafica se refleja alrededor

del eje x.

(8P

oM

Figura 8.8. Simetria respecto al eje x.
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Simetria respecto al origen: La grafica de una ecuacion es simétrica con respecto al origen cuando
tanto el punto (x,y) como el punto (—x, y) estan sobre la grafica de la ecuacion. Esto se verifica

si al cambiar x por —x y y por —y en la ecuacion obtenemos la misma ecuacion.

Ejemplo 8.2

Grafique la ecuacién y = x3 — x.

Solucion:

Primero se buscan los interceptos con los ejes. Para encontrar los del eje x hacemos y =0y
miramos qué valores satisfacen la ecuacion.

x3 — x = 0; por factor comun se tiene x(x? — 1) = 0, y por diferencia de cuadrados,
x(x—1D(x+1)=0.

Entonces, existen tres valores que hacen cero la ecuacion x = 0,x = 1 y x = —1; por tanto, los

interceptos con el eje x son (0,0); (1,0) y (—1,0).

Para encontrar los interceptos con el eje y hacemos x = 0; entonces en nuestro caso daria y = 0.

Intercepto: (0,0).

Observamos la simetria con respecto al eje y cambiando x por —x, asi:
y = (—x)® — (—x) = —x3 + x, que es diferente del original, por lo tanto no es simétrica con

respecto al eje y.
Simetria con respecto al eje x: cambiamos y por -y y tenemos -y = x> — x, y al multiplicar por
(—1) a ambos lados de la ecuaciontenemos y = —x3 + x; por tanto no es simétrica con respecto

al eje x.

Simetria respecto al origen: se cambia x por —x y y por — Y, y se obtiene:

—y =(—x°) = (—x) = —x% +x
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Y al multiplicar todo por (—1), se tiene y = x> — x, que es la ecuacion original. Por tanto, es
simétrica con respecto al origen.

Puede ser de ayuda una tabla de valores.

X -3 -2 -0.5 -0.5 2 3
y -2.4 -6 0.375 -0.375 6 24
y

v=Xx"3-X
1_
. (-1,0) (00) f10) . | s
4 3 -2 1 2 3 4 s &
-1
-3
-4

Figura 8.9. Parabola cubica.
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Taller de numeros reales y plano cartesiano

1. Diga si cada una de las desigualdades es verdadera o falsa.

a) —3 < —15 de<3

b)V2 > 1,41 e)_?lg 0,4
11 13

C)E<ﬁ Hr > 4

2. Escriba cada uno de los enunciados en términos de desigualdades.
a) x es positivo

b) y es mayor que 6

C) Z es mayor que % y menor que 1

d) La distancia méximader a5 es 4

e) mes alomas 10

3. Obtenga el conjunto indicado si:

A={x/x>-3} B = {x/x < 5} C={x/-2<x<8}
a)AUB c)AUC
b)ANB dBNnC

4. Exprese el intervalo en términos de desigualdad y grafiquelo.

a) (=2;3) o[-6

' 2

5. Determine la distancia entre los nameros dados.
a)3y12 c)—36y—54
b) —0,5v 8 5,8

) 4 d) 273
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6. Halle x de manera que la distancia entre los dos puntos sea 5.

a) (0;0), (x; —4) b) (2;0), (x;2)

7. Determine y de modo tal que la distancia entre los dos puntos sea 8.

a) (0;0), (3;y) b) (5;1), (5;y)

8. Para los siguientes puntos: grafique los puntos en el plano coordenado, determine la distancia

entre ellos y el punto medio del segmento de recta que los une.

2) (2 1)y *5) o3y (1)
b (i1)y(-3v) 1)y (032)

9. Muestre que los puntos dados son vértices del poligono indicado.

Vértices Figura
a) (4;0),(2;1),(—1;-5) Triangulo rectangulo.
b) (1;-3),(3;2),(—2;4) Triangulo isosceles.
¢) (0;1),(3;7),(4;4),(1;-2) Paralelogramo.

10. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto (—1;2) y:
a) Es paralela a la recta 6x — 3y = 9.

b) Es perpendicular a la recta 5x — 10y = 20.

¢) Pasa por el punto (1,5).

d) Es horizontal.

e) Es vertical.

11. Determine el valor de c, tal que larecta cx — 5y = 3,
a) Es paralela al eje x.
b) Es paralela a la recta 2x +y = 3.

¢) Tiene intersecciones iguales con el eje x y con el eje y.
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d) Es perpendicular alarectay — 2 = 5(x — 6).

12. Trace las rectas que pasan por el punto dado y tienen las pendientes indicadas, trace estas rectas
en un mismo conjunto de ejes coordenados.

Punto Pendientes
a) (2;1) m=1,m= —g; m no definida

b) (—4;1) m=3;m=§;m=0

13. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos dados y trace la recta:

2) (2 1) y (0; —3) o G3)yGi-3)
b) (—3;-4) y (1;4) 1.7 3
Y 4 (5:2) v (0:3)

14. Determine la pendiente y la intercepcion con el eje y de cada recta y grafique:

)y —2=2(x—1) ¢) 2x =3y =0

15. Escriba las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto dado y son paralelas a la recta dada,

y perpendiculares a la misma recta.

Punto Recta

3.7 5 —3y =0
a) (4’8) Y
b) (—6;4) 3x+4y =7
¢) (2;5) x =4
d) (—1;0) y=-3

16. Calcule la distancia entre el punto y la recta dada, usando la férmula para la distancia de un

punto (x;; y;)a una recta Ax + Bx + C = 0 dada por:
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|Ax, + By; + C|
d =
VAZ + B?

a) (0;0); 4x + 3y = 10 b) (6;2);x +y = —1

17. Determine las ecuaciones de las circunferencias que satisfacen las condiciones dadas.

a) Centro: (0; 0); radio: 3 e) Centro: (—1; 2); y pasa: (0; 0)

b) Centro: (0; 0); radio: 5 f) Centro: (3; —2); y pasa:(—1; 1)

¢) Centro: (2; —1); radio: 4 g) Centro: (2;5); y es tangente al ejey
d) Centro:(—4,3); radiozg h) Centro: (6; —3); y es tangente al ejex

i) Diametro AB con A = (2;5) yB = (4;-1)

j) Diametro ABcon A = (1;1) yB = (—-1,-1)

k) Que pasa por los puntos (1,2), (—1,2) y (2,1)

1) Que pasa por los puntos (4,3), (—2,—5) y (5,2)

m) Que pasa por los puntos (4,1), (6,3) y tiene radio V10

18. Calcule la ecuacion de la circunferencia que tiene centro en el punto de interseccion de las

rectas4x —y—11 =0y 2x +y — 1 = 0 y cuyo radio es igual a 7.

19. Halle la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia (x — 1)2+(y — 1)? = 25 en el punto

(4,-3).

20. Escriba cada ecuacion en forma canodnica y esboce la gréfica.

A)x?+y?—2x+6y+6=0 d)4x* 4+ 16x+ 15+ 4y + 6y =0
b)x?+y2—2x+6y—15=0 e)x?+y?—4x+2y+3=0
o) x* +y*—6y =16 f) 2% + 16x + == + 4y% + 3y = 0
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21. Cada uno de los siguientes datos es la pendiente de una recta que representa los ingresos diarios
y, en términos del tiempo x en dias. Utilice la pendiente para interpretar cualquier variacion de los
ingresos diarios correspondientes a un incremento de un dia en el tiempo.

a) m = 400 b)m = 100 )m=0

22. Se da el valor en dolares de un producto en 2004 y la tasa a la cual se espera que el valor del
producto varie en los proximos cinco afos. Escriba la ecuacion lineal que expresa el valor V en

dolares del producto en términos del afio t (con t = 0 representando 2000).

Valor en 2004 Razon
a) $2.540 Incremento anual de $125
b) $245.000 Decremento anual de $5.600

23. Una pequefia empresa compra una pieza de un equipo en $875. Después de cinco afios, el
equipo serd obsoleto y no tendrd ningtn valor:

a) Escriba una ecuacion lineal que exprese el valor de y del equipo en términos del tiempo x en
afios 0 < x < 5.

b) Halle el valor del equipo para x = 2.

¢) Estime (a dos posiciones decimales) el momento en que el valor del equipo sera $200.

24. Una agencia inmobiliaria maneja un complejo de 50 departamentos. Cuando el alquiler es $580
por mes, se ocupan las 50 unidades. Sin embargo cuando el alquiler es $625, el nimero promedio
de unidades ocupadas baja a 47. Suponga que la relacion entre el alquiler mensual p y la demanda
x es lineal. (Nota: el término demanda se refiere al nimero de unidades ocupadas). Escriba una

ecuacion lineal que expresa la demanda x en términos de alquiler p.

25. Resuelva algebraicamente los sistemas:

x+4y =3 +v=5
){Sx—2;=—5 C){Z—z=7
b{Sx—4y=13 d){4x—3y—2=3x—7y
) 2x+3y=3 x+5y—-2=y+4
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{5x+7y+2—9y 4x + 6
e) 121 4 11 _ 3 2 5
XY T Ty
§x+§y=2
f)
3 6 2
){2p+q=16
& 13p -3¢ =33
2x+y+6z=3
h)[x—y+4z=1
3x+2y—2z=2

4x + 2y — 2z = -2

x+4y+3z=10
)[
3x—-y+z=11

y—z=12
3x+y+4z—4

x—2y+z=1
k)[

x+y+z=18
J)[

y+2z=5
x+y+3z=28

2x—4y—2z=0

x—2y—z=0
l)[
—x+2y+z=0

4x +2y —2z= -2

x+4y+3z=10
m)[
3x—y+z=11

x+y=4

2y +z=4
n)[
3x+3y—z=10

26. Bosqueje la grafica de cada ecuacion, identifique las intersecciones con el eje x y con el eje y,

y busque las posibles simetrias.

a)y =1x?

b)x =9y -1
c)y = 2x*

d)y==

e)y =v9—=x2
f)8x%2+5y =0

g y=—-x*—2x+2
hyy=x3+2

i)y=—%x—4
j)y:x2+1
Ky=x*—x*+3
)y = 2x*

m) xy = 4
nxt+(@y—-1%=9
n)y=|x+1|

27. Determine si los puntos dados estan en la grafica de la ecuacion.

Ecuacion
a)2x—y—3=0
b)x? +y%2=4
o)x?y—x*+4y=0
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d)x*y —xy+4y =0
Puntos

(1; 2): (1; _1)' (4r 5)




(53 (5:1): 573)
(1; %) (2; %) ;(—1,-2)

0;2); (—2; —%): (3;-6)
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Algunas respuestas

a)F o)V e)V
b)V d Vv f)F
2.
a)x >0 C)Z>§/\Z<1 eym <0
b))y >6 d)|r— 5| < 4 Hw<10
3.
a) AUB = {x/—00 < x < o0} ¢)AUC ={x/-3 <x < o}
b)ANB ={x/-3<x<5} dBNC={x/-2<x<5}
4.

~2
b)2<x<8

3
C)—6SXSE

5.

a)9 c) 18

b) 8,5 d) 1/6.

6.

a)x =3Vx=-3 b)x=6Vx=-2

7.

a)y =V55Vy = —/55 b)y =v48+5Vvy=—/48+5
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8.
a)d =2V5; (3,3) od="YE, (2.3)
b)d =2v10; (,-2)

43

dd =8; (-1,2)

10.
a)y=2x+4 dy=2
b)y = —2x7 e)x =-—1
3 7

y=sx+7
11.
a)c=0 c)c=-5
b)c=-10 dyc=-1
13.

=3x—3 11,43
a)y dy=-x+3
b)y =2x+2

8 37
y=-—sx+
14.
a)mzi;b:l c)m=z;b=0
2 4 3
bym=3;b=13 dm=->;b=-3
15.
5 3 . 3 53

a) paralela: y = X perpendicular: y = - Xt

b) paralela: y = — %x — %; perpendicular: y = %x + 12

¢) paralela: x = 2; perpendicular: y = 5
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d) paralela: y = 0; perpendicular: x = —1

16.

17.

ax?+y2=9 hy(x—6)?2+(y+3)2=9
b) x2 + y? = 25 )(x—3)2+(y—-3)2=20
)(x—2)22+(@y+12*=16 NDx?+y2=8

D+ +G+32=2 a?+y?=5

Dx—1)2%?+(@y+1)2=25
(x—32+(@y—-4)?=10vV (x—

e)(x+ 12+ (y—2)?=5
f) (x —3)% + (y +2)2 = 25 m)

g (x—2)2+(y—-5)2=4 7)? +y% =10

18. (x —2)* + (y +3)* = 49

20.

VE-DTH O+ =4 &) (x=2) + (y+1)2 =2
c)x?+(y—3)2=25

25,

Ax=—-1Ly=1

u=6v=-1
e)x=4/9,y=0
gp=94q=-2
Nx=2y=-1,z=4
Kx=1Ly=1z=2
myx=2y=-1,z=4
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Parte 3. Repaso del algebra

Para comprender qué es el dlgebra empecemos con el siguiente acertijo:

Piense en un nimero

Stmele 10

Multiplique el resultado por 2

Réstele 6 al resultado anterior

Divida entre dos el resultado anterior
Reste el nimero que penso inicialmente

La respuesta que obtiene siempre es siete (7)

Si ensayamos con muchos ejemplos concretos podremos observar que el resultado siempre sera 7.

Por ejemplo:

si el nimero en el que se penso fue 29,
al sumar 10 se obtiene39,

al multiplicar por 2 se obtiene78,

al restar 6 se obtiene 72,

al dividir entre 2 se obtiene 36,

al restarle 29 que es el numero inicial se tiene que el resultado es 7.

El problema es que el calculo en muchos ejemplos especificos no da ninguna idea de porqué la

respuesta es siempre siete, sin importar el nimero que se elija. Si los ejemplos concretos no ayudan

a entender el problema, entonces ;qué puede hacerse?

Puede tratar de pensarse con cierto nivel de generalidad. Tan simple como sea posible, pero no

demasiado simple.

Los matematicos-maestros del antiguo Egipto tenian una forma simple y general de pensar estas

cuestiones. Llamaban al nimero desconocido “monton”, que significa “cierto nimero fijo aunque
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es desconocido” (la incognita) y los numeros los representaban con asteriscos. Veamos el calculo
de la situacion anterior con montones, asi:

Piense en un numero como un monton:

Sumele diez:

C::) %k 3k >k sk >k sk kok >k k

e multiplique el resultado por 2,

%k 3k >k sk >k sk kok >k k

Q %k 3k >k sk >k sk sk sk >k k

e al restar seis (6) se obtiene:
Q 3k 3k skoskoskoskosk

kK 3k %k kK ok

e al dividir por dos se obtiene:
Q 3k 3k skoskoskoskosk

e Al restar el montdn que se penso inicialmente, se obtiene:

%k 3k >k 3k %k %k >k

e Entonces, la respuesta es 7.
iFacil!, ;no?

Creamoslo o no, acabamos de hacer dos cosas que por lo general se considera que son dificiles: la
primera es algebra y la otra es una demostracion.

El dlgebra es una clase de razonamiento simbolico que trata con nimeros sin conocer sus valores
reales. Las demostraciones proporcionan una garantia inapelable de que las lineas de razonamiento
funcionan siempre. En lugar de comprobar con muchos ejemplos concretos, se utiliza un argumento
para demostrar que el método siempre funciona, lo que en este caso significa que la respuesta

siempre es siete, independientemente del valor del monton inicial.
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De todas formas, es necesario observar que esta demostracion, con los dibujos de montones y
asterisco, no se parece mucho al algebra, pero esto es tan solo una cuestién de notacion. Para que
se parezca al algebra vamos a reemplazar “montoén” por una letra del alfabeto (usualmente
utilizamos la x para la incognita) y los asteriscos por nimeros. De esta forma, la demostracion es

ahora la siguiente:

e Piense en un numero y llamelo X

e sumele diez y obtendra x+ 10
e multiplique el resultado por dos y obtendra 2x + 20
e reste seis al resultado anterior y se obtendra 2x + 14
e divida entre dos el resultado anterior y tendra x+7

e reste el numero que pensoé y el resultado sera 7

¢ Entonces, independientemente del nimero que penso inicialmente, el resultado serd 7.

9. Operaciones con expresiones algebraicas

Si se combinan ntimeros, representados por simbolos, mediante una o mas operaciones de suma,
resta, multiplicacion, division, exponenciacion o extraccion de raices, entonces la expresion

resultante se llamara expresion algebraica.

Ejemplo 9.1

Expresiones algebraicas

3 [x3-5x-2 ., .
a. [~Jp—, ©s unaexpresion algebraica

5 . . .
b. 10 — Sﬁ + 712 ©S una expresion algebraica en la variable y

(x+y)3—xy ., . .
c.—=——=+ 2 es una expresion algebraica en las variables x y y
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La expresion algebraica 5ax3 — 2bx + 3 consta de tres términos:+5ax3, —2bx, +3. Algunos de
los factores del primer término, 5ax3son 5, a, x, x2, x3, 5ax, ax?.

También 5a es el coeficiente de x3 y 5 es el coeficiente numérico de ax3. Si a lo largo del andlisis
de un problema a y b representan nimeros fijos, entonces a y b se denominan constantes.

Las expresiones algebraicas que tienen exactamente un término se denominan monomios. Aquellas
que tienen exactamente dos términos son binomios, y las que tienen exactamente tres términos son
trinomios. Las expresiones algebraicas con mas de un término se denominan multinomios. Asi, el
multinomio 2x — 5 es un binomio; el multinomio 3\/5 + 2y — 4y? es un trinomio.

Un polinomio en x es una expresion algebraica de la forma
CpX™ 4 Cpo x4 4 x + ¢

Donde n es un entero no negativo y los coeficientes cy, ¢y, ..., C, son constantes con

¢, # 0 se llama a n el grado del polinomio. Por lo tanto, 4x3 — 5x% + x — 2 es un polinomio en
x de grado 3, y y° — 2 es un polinomio en y de grado 5. Una constante distinta de cero es un
polinomio de grado cero. La constante 0 se considera un polinomio; sin embargo, no se le asigna

ningun grado. En los ejemplos siguientes se ilustra operaciones con expresiones algebraicas.

Ejemplo 9.2
Suma de expresiones algebraicas

Simplifique (3x%y — 2x + 1) + (4x2y + 6x — 3)

Solucion:

Primero deben eliminarse los paréntesis. Después, con el uso de la propiedad conmutativa de la
suma, se reunen todos los términos semejantes. Los términos semejantes son aquellos que solo
difieren por sus coeficientes numéricos. En este ejemplo, 3x?y y 4x2yson semejantes, asi como
los pares —2x y 6x y 1 y -3; por lo tanto:

(Bx?y —2x+ 1) + (4x%y + 6x —3) = 3x%y — 2x + 1 + 4x%y + 6x — 3

=3x%y+4x’y —2x+6x+1-3
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Por la propiedad distributiva:

3x%y + 4x%y = (3 + 4)x%y = 7x?y

—2x+6x =(—2+6)x = 4x

Por ende, (3x%y — 2x + 1) + (4x%y + 6x — 3) = 7x%y + 4x — 2

Ejemplo 9.3
Resta de expresiones algebraicas

Simplifique: (3x%y — 2x + 1) — (4x%y + 6x — 3)

Solucion:

Aqui se aplica la definicion de la resta y la propiedad distributiva:

(Bx?y—2x+1) — (4x?y+ 6x—3) = Bx?y —2x + 1) + (—1)(4x%y + 6x — 3)
= (Bx%y —2x + 1) + (—4x*y — 6x + 3)

=3x%y—2x+1—4x*y—6x+3

=3x%y —4x’y —2x—6x+1+3

=@B-4x*y+(-2-6)x+ (1+3)

=—x%y —8x + 4

Ejemplo 9.4
Elimine los simbolos de agrupacion y simplifique:

3{2x(2x + 3) + 5[4x? — (3 — 4x)]}

Solucion:

Primero deben eliminarse los simbolos de agrupacion més internos (los paréntesis). Después, se
repite el proceso hasta eliminar todos los simbolos de agrupacion y se combinan los términos
semejantes siempre que sea posible. Se tiene:

3{2x(2x + 3) + 5[4x%? — (3 — 4x)]} = 3{2x(2x + 3) + 5[4x? — 3 + 4x]}

= 3{4x? + 6x + 20x% — 15 + 20x}

= 3{24x% + 26x — 15}
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= 72x% + 78x — 45

La propiedad distributiva es la herramienta clave al multiplicar expresiones. Por ejemplo, para
multiplicar ax + ¢ por bx + d puede considerarse ax + ¢ como un solo nimero y después utilizar
la propiedad distributiva:

(ax + c)(bx +d) = (ax + c)bx + (ax + c)d

Nuevamente se usa la propiedad distributiva; asi se tiene:
(ax + c)bx + (ax + ¢)d = abx? + cbx + adx + cd
= abx? + (cb + ad)x + cd

Por lo que (ax + ¢)(bx + d) = abx? + (cb + ad)x + cd. En particular, si a = 2,
b=1, c =3yd = —2, entonces
QCx+3)(x—2)=2x2+[2(-2) + 3(D)]x + 3(2)

=2x>—x—6

Ejemplo 9.5
Encuentre el producto (2t — 3)(5t% + ¢t — 1)

Solucion:

Se trata a (2t — 3) como un solo nimero y se aplica la propiedad distributiva dos veces:
t-3)(55t2+t—1) = (2t —3)5t* + 2t —3)t — (2t — 3)1

= 10t> — 15t? + 6t* — 9t — 2t + 3

=10t3 —9t* — 11t + 3

a+b a b .. a-b a b .
Como — =Ctz De manera similar - =T Con el uso de estos resultados, es posible

dividir un multinomio entre un monomio, si se divide cada término del multinomio entre el

monomio.
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Ejemplo 9.6
Realice la division del multinomio entre el monomio

x343x

X

4z3-8z%43z-6

b.
2z
Solucion:
a.
x34+3x x3 3x 5
L L a2 43
X X X
b.
4Z3—8ZZ+3Z—6_4Z3 8Zz+3Z 6
2z 2z 2z 2z 2z
3 3
=2z"—4z+-——
2 z

10. Exponentes y radicales

10.1 Potencias

Se sabe que el producto 2 X 2 X 2 X 2 X 2se escribe 2° = 32; asi mismo,

G) X (%) X G) X (%) se escribe (1/3)* = 1/81. En general, sia € Ryn € Z* entonces a™ se

define como a™ = a X a X ... X a, es decir, se multiplica a por si mismo n veces.
N— e

n veces

La expresion a™ se llama la n-ésima potencia de a, siendo a la base y n el exponente.

Por ejemplo:

1 2 4 a a a a
al=a,a’°=axa,(-) ==X=-X=Xx-=—
b b b b

Observacion: En matematicas es habitual no escribir el signo multiplicacion si no hay ambigiiedad

en la expresion; por ejemplo, se escribe abc en lugar de a X b X c.
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Se define a® = 1,Va # 0.
También se requiere definir las potencias de exponentes negativos. Esto se hace de la siguiente

forma:

Definicion: Sean a € R,a # 0 y n € Z* se define:

B 1
a*=—
an
1
al=-
a

Ejemplo 10.1

Exprese con exponente positivo y simplifique:

a.873
b. (a®> +7)7°
Solucion:
a83=—=_—"
8 512
2 -5 _ 1
b.(a*+7)> = @7

10.2 Propiedades de los exponentes
Las siguientes propiedades de los exponentes son muy importantes y deben memorizarse.
a.a"a™ = a™*t™, es decir, para multiplicar potencias que tienen la misma base, se deja la misma
base y se suman los exponentes.

am _ - g . . .
b. i a™ ™ para dividir potencias que tienen la misma base, se restan los exponentes.

c. (a™)™ = a™™ Potencia de potencia: se deja la base y se multiplican los exponentes.

d. (ab)™ = a™b™
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Observacion: En las propiedades anteriores n y m pueden ser negativos o positivos.

Ejemplo 10.2

Simplifique y exprese con exponente positivo:

a.a"%a’
o (5)

Solucion:

a.aa’ =a®7 =q?

b_(z)*_ﬁ_ﬁ_y_s

y y=3 1/y3  x3

En general, sine Z* y a,b € R, con a, b # 0, entonces (b)_

10.3 Radicacion

10.3.1 Raices cuadradas

I . 1 .
u X . u ==
Se sabe que x"esta definida para exponentes enteros. Ahora, cuando x > 0 paran > se tienen

x1/2 que se escribe como x'/? = /x, y se lee como la raiz cuadrada de x. Esta cantidad se define

como el niimero no negativo que multiplicado por si mismo da x. Esta definicion se verifica, ya

que:

x1/251/2 = 4 1/2+1/2 — 41 —

Observacion: Note que un nimero real que se multiplica por si mismo debe dar un resultado

siempre mayor o igual que cero; por lo tanto, no estan definidas las raices cuadradas de los nimeros

negativos.

Ejemplo 10.3

Simplifique y exprese con exponente positivo:

aV25
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Solucion:

a.v/25 = (25)/2 =5yaque5 x5 = 25
b = () =t () =3

Las propiedades d) y e) anteriores son validas para las raices cuadradas. Esto es, sia y b son

nimeros no negativos; entonces,

a) Vab =+avb
a_ Va
b) |- ﬁ,conb>0

10.3.2 Racionalizacion de denominadores
Se sabe que V2 = 1,41421356 ... por lo que dividir entre v/2 se hace bastante tedioso. Resulta mas
facil si se racionaliza el denominador, esto es, se multiplican el numerador y el denominador por

el denominador. Por ejemplo:

6 6 V2 62
WA A R Rl

Ejemplo 10.4

Racionalizar los siguientes denominadores:

| o

a.

@

V8
)

1

N
Q
+
[

s

e

ﬁ'*
< Q

@ Parte 3. Repaso del Algebra




Solucion:

2 2 2 _

2 _ 2 _ L«
QB Vai  Jaxe 26 ve

ala
mla

(a+DVa _ (a+1)Va Va+1 _ (a+Dya(a+1) =
b. Vati  Ja+1 va+ri (a+1) a(a + 1

4_4J_4J_

-_— X
4y y

“Tay = Jay

ﬁl

10.3.3 Raices n—ésimas

Sean x, r numeros reales y n un entero positivo tales que r™ = x. Entonces, se dice que r es una
raiz n-ésima de x y se escribe r = Vx.

La expresion r = V/x. se conoce como la raiz n-ésima principal de x y se define como la raiz n-
¢sima de x que es positiva si x es positivo o es la raiz n-ésima negativa si x es negativo y en este
ultimo caso n debe ser impar.

Por ejemplo,

V625 = 5, pues 5* = 625

V=32 = -2, yaque (—2)° = —32

Propiedades de las raices n—€ésimas

a.\[xy = Wx'\[y siempre que Vx y '/ existan
I ER siempre que Vx y \/y existany ify # 0
y Ny

0. " =

A partir de las definiciones de x™ y Vx se definen las potencias de exponentes racionales como

sigue:
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Definicion: Sea x > 0 un niimero real y sean pentero y gentero positivo. La expresion xP/9 se

define de la siguiente forma.

xP/4 = (‘{/})p = {xp

Ejemplo 10.5
Simplifique:
a. 32%/5

b. 84/3

c. (v8)""

Solucion:
23225 = (¥32)° =23 =8

b.8%3 = (¥8) = 2¢ =16

.. (VB = |(VB) = ¥ =2

Para realizar divisiones por V/xP con p < n se multiplica el numerador y el denominador por

n .
Vx"P ya que VxP x Nx"P = VxP*tn—P = §/x" = x. De esta forma desaparece el radical en

el denominador de la fraccion. El factor Y/x™~P es el factor racionalizante para V/xP.

Ejemplo 10.6

Racionalizar los siguientes denominadores.

Solucion:

1 1

3ox?
A —=

33242 _ 3ox? _
V3x 3\/3x 3\/32x2 - 3\/33x3 T 3x
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5x 5x 352x 5x325x _ 5x3/25x _ 3/25x%

b. = . = = =
3¥5x2  3¥sxZz ¥s2x 33533 3x5x 3

11. Productos notables

Un polinomio en la variable real? x es una expresion de la forma:
P(x) = aux"+ ap_x" 1+ -+ a;x + a
donde n € Z* U {0}, a,, a,_1,a;,agson constantes reales llamadas coeficientes y a, # 0. El

entero n se conoce como grado del polinomio.

Observacion: Una constante es un polinomio de grado cero.

Ejemplo 11.1
Determine el grado de los polinomios:

P(x)=7x3—-3x+9yh(x) =x*—x3+4x—16

Solucion:
P(x) = 7x3 — 3x + 9 es un polinomio de grado 3 y h(x) = x* — x> + 4x — 16 es un polinomio

de grado 4.

11.1 Suma de polinomios

Para sumar polinomios en la variable x se identifican las potencias iguales y a continuaciéon se
suman los coeficientes numéricos. Por ejemplo:

h(x) + P(x) = (x* —x3+ 4x — 16) + (7x3 =32+ 9)

=x*+(7x3—x3)+ (4x—-3x)—16+9

=x*+6x3+x—-7

*Variable real significa que x toma valores en el conjunto de los nimeros reales.
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En general, para agregar expresiones algebraicas se identifican potencias iguales de la misma base
y a continuacidn se suman los coeficientes numéricos, como se observa en el siguiente ejemplo:
[x3 — x2y3 + 9x2y2 + 5x%y] + [y3 + 4x%y3 — 7x%y? + 4x?%y]

=x3 4+ y3 + (4x2%y3 — x%y3) + (9x%y? — 7x2%y?) + (5x%y + 4x?y)

=x3 4+ y3 + 3x%y3 + 2x%y? + 9x?%y

Se llama productos notables a ciertos productos que cumplen reglas fijas y cuyo resultado puede
escribirse por simple inspeccion, es decir, sin realizar la multiplicacién, y son muy ftiles al
multiplicar expresiones algebraicas.

El primer producto notable es la ley distributiva del producto. Esta ley establece que:

A(B+C)=AB + AC

11.2 El cuadrado de un binomio

Elevemos al cuadrado los binomios (a + b) y (a — b).

Una suma al cuadrado (a + b)?
(a+b)?=(a+b)(a+b)
=a(a+b)+b(a+b)

= a*+ab + ba + b*

= a® + 2ab + b?

Una diferencia al cuadrado (a — b)?
(a—b)2=(a—b)(a—D>b)
=a(a—b) —b(a—>b)

= a* —ab — ba + b?

= a%?—2ab + b?
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11.3 Producto de la suma por la diferencia de dos cantidades

Efectuemos el producto entre los binomios (a + b) y (a — b). El resultado de este producto es el
siguiente:

(a+b)(a—b) = ala—b)+ b(a—Db)

= a*—ab + ba + b?

= q? —p?

De esta forma, el producto entre la suma y la diferencia de dos cantidades es igual al cuadrado de

la primera cantidad menos el cuadrado de la segunda.

11.4 Cubo de un binomio

Elevemos al cubo los binomios (a + b) y(a — b).

Una suma al cubo (a + b)3

(a+b)? = (a+b)(a+ b)?

= (a+ b)(a? + 2ab + b?)

= a(a® + 2ab + b?) + b(a? + 2ab + b?)
= (a® + 2a®b + ab?) + (a?b + 2ab? + b?)
= a3+ 3a®b + 3ab? + b3

Una diferencia al cubo (a — b)3
(a —b)® = a®—3a?b + 3ab? — b3

Dejamos al lector el desarrollo usando la misma l6gica de una suma al cubo.

Ejemplo 11.2

Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:
a. (2a — 3b)? = 4a% — 12ab + 9b?

b. (8x2%y + 3x3)?

c. (x? +a®)(x? —a?
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dx+y+2)(x+y—2)

e. (2a +3b)3

f. (x — 3y)3

g. 2n — m)(4n? — 4nm + m?)

Solucion:

a. (2a — 3b)? = 4a% — 12ab + 9b?

b. (8x%y + 3x3)2 = (8x2y)? + 2(8x%y)(3x3) + (3x3)?
= 64x*y? + 48x°y + 9x°©
= x*(64y? + 48xy + 9x?)

c. (x? + a?)(x? —a?) = (x?)% — (a?)?
=x*—q*

d+y+2)x+y—2)=[(x+y)+z][(x+y) —z]
=x2+y%—z%+42xy
=(x+y):—2z*2

e. (2a + 3b)* = (2a)® + 3(2a)*(3b) + 3(2a)(3b)* + (3b)*
= 8a3 + 36a’b + 54ab? + 27b3

f. (x —3y)3 = x3 — 9x?%y + 27xy? — 27y3

g. 2n —m)(4n? — 4nm + m?) = 2n — m)(2n — m)?
= 8n® — 12n’*m + 6nm? — m?3

=(2n-m)d

11.5 Producto de dos binomios
Producto de dos binomios de la forma(x + a) y (x + b).
El resultado de este producto es el siguiente:

(x+a)(x +b)=x%+ (a + b)x + ab.

Luego, el primer término del producto es el cuadrado del primer término de los binomios; el

coeficiente del segundo término en el producto es la suma algebraica de los segundos términos de
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los binomios, y el tercer término del producto es el producto de los segundos términos de los

binomios.

Producto de dos binomios de la forma(mx + a) y (nx + b).

El resultado de este producto es el siguiente:

(mx + a)(nx + b) = mnx? + (mb + na)x + ab.

Ejemplo 11.3

Escribir, usando productos notables, el resultado de:
a.(x—3)(x+9)

b. (a® + 7)(a® —9)

c. 4y +3)2y—-5)

Solucion:
a(x—-3)(x+9) =x2+(-3+9)x+(-3)x9
=x% 4+ 6x — 27

b. (@a®+ 7)(a®—9) = (a®)? + (7 — 9)a’® + 7(-9)

=q'? —2a° - 63

c.(4y +3)(2y —5) = 8y? + (4(=5) + 3 x 2)y + 3(-5)
= 8y%? — 14y — 15

12. Factorizacion

Se llaman factores o divisores de una expresion algebraica a las expresiones algebraicas que

multiplicadas entre si dan como resultado la primera expresion. Por ejemplo, a y (a + b) son

factores de a® + ab pues a(a+ b) = a®*+ ab. La cantidad a es el factor comin para las

expresiones a’ y ab.
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Factorizar una expresion algebraica en un conjunto numérico es obtener factores del polinomio
que pertenecen al mismo conjunto numérico, de forma que el producto de los ultimos de como

resultado la expresion algebraica dada.

Polinomios irreducibles sobre R: Un polinomio sobre R se dice irreducible si no lo podemos
factorizar como el producto de dos o mas polinomios sobre R de grado menor que el polinomio
dado. En caso contrario diremos que el polinomio es reducible. Por ejemplo, el polinomio x? + 1
es irreducible sobre R; por el contrario, el polinomio 3x? + 9x es reducible sobre R ya que 3x2 +

9x = 3x(x + 3).

12.1 Casos de factorizacion

12.1.1 Factor comun

El factor comun en una expresion algebraica es el divisor comin mayor de los términos de la
expresion. La factorizacion por factor comun consiste en escribir la expresion algebraica dada

como un producto entre el factor comun y el resultado de dividir cada término por el factor comun.

Para esta factorizacion tendremos en cuenta que:
a) AB+ AC = A(B + ()
b) AB+BC+AD+DC=BA+C)+D(A+C)=(A+C)(B+D).

Este ultimo caso se conoce como factor comun por agrupaciéon de términos.
Ejemplo 12.1

Factorizar las siguientes expresiones:

a. 12x%y3 — 4x3y?

b. 6x2 + 3xy — 2ax — ay

c.2x+2)(x+1)?—-2(x?+2x)(x + 1)

Solucion:
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a. 12x%y3 — 4x3y? = 4x%y%(3y — x)
b.6x2+3xy —2ax —ay =3x2x+vy) —ax+y)= 2x+y)(3x —a)
c.(2x+2)(x+1)2—-2(x?*+2x)(x+ 1) =2(x+1)3 = 2x(x + 2)(x + 1)
=2(x+ D[(x+ 1)? —x(x + 2)]
=2(x+1D(x?+2x+1—x%—2x)
=2(x+1)

12.1.2 Diferencia de cuadrados
Sabemos que (a + b)(a — b) = a? — b?; por lo tanto, a® — b? tiene la siguiente factorizacion:

a? —b?>= (a+b)(a—->b)

Luego, la diferencia de los cuadrados de dos cantidades se factoriza como el producto de la suma

por la diferencia de sus raices.

Ejemplo 12.2

Factorizar las siguientes expresiones:
a. 9x? — 49y?

b. 16x% -5

c. x3y* — 16xy?

Solucion:

a.9x% —49y2 = (3x + 7y)(3x — 7y)

b. 16x% — 5 = (4x + v/5)(4x — V5)

c. x3y* — 16xy? = xy?(x?y? — 16) = xy?(xy + 4)(xy — 4)

12.1.3 Suma y diferencia de cubos
La suma y la diferencia de los cubos de dos cantidades se factoriza de la siguiente forma:
x4y = +y)x* —xy+y?)
x°—yP= (- +xy+y?)
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12.1.4 Trinomio cuadrado perfecto

Sabemos que (a + b)? = a? + 2ab + b2.

Por lo tanto, los trinomios de la forma a? + 2ab + b? y a? — 2ab + b?, que se conocen como
trinomios cuadrados perfectos, tienen la siguiente factorizacion

a? + 2ab + b? = (a + b)?

a? — 2ab + b? = (a — b)?

Nota: Algunos trinomios no son cuadrados perfectos debido a que el tercer término no es el doble
producto. El doble producto puede completarse por adicion y sustraccion. Completaremos el
trinomio cuando la cantidad que se suma y se resta para completar el doble producto sea un
cuadrado perfecto; entonces, después de completar el trinomio cuadrado perfecto el resultado sera
una diferencia de cuadrados, a estos se llaman trinomio cuadrado perfecto por adicion y

sustraccion.

Ejemplo 12.3

Factorizar las siguientes expresiones:
a. 64x% —y°

b. 16x* — x? + 6xy — 9y?

c. x? —a?* — 6xy + 2ab + 9y? — b?

Solucion:
a. 64x® —y© = (8x% — y*)(8x> + y%)
= (2x —y)(4x? + 2xy + y?)(2x + y)(4x? — 2xy + y?)
b. 16x* — x? + 6xy — 9y% = 16x* — (x% — 6xy + 9y?)
= 16x* — (x — 3y)?
= (4x? — x + 3y)(4x* + x — 3y)
c. x? —a%—6xy + 2ab + 9y% — b? = x?> — 6xy + 9y? — a? + 2ab — b?
= (x = 3y)? — (a— b)?

@ Parte 3. Repaso del Algebra




=x—-3y—a+b)(x—3y+a-—>b)

12.1.5 Trinomio de la forma x? + bx + ¢

Las caracteristicas de los trinomios de esta forma son:

a. El primer término es un cuadrado perfecto (tienen raiz cuadrada exacta) con coeficiente uno.
b. El segundo término es un multiplo constante de la raiz del primer término.

c. El tercer término es independiente de los anteriores.

El trinomio tiene la siguiente factorizacion:

a. Se descompone en dos factores en los que el primer término es la raiz del primer término del
trinomio.

b. A continuacion, en el primer factor se escribe el signo del segundo término del trinomio; el
signo en el segundo factor es el producto de los signos del segundo y tercer términos del
trinomio.

c. A continuacioén se buscan dos nimeros cuyo producto sea ¢ y su suma algebraica, es decir,

teniendo en cuenta los signos, sea b_

Esto es,
x2+bx+c=((x+n)(x+m)conc=mnyb=m+n
En la descomposicion anterior es necesario tener en cuenta que enc =mny enb =m+n se

deben considerar los signos de n y m, los cuales dependen de los signos que tengan b y c.

Ejemplo 12.4

Factorizar los siguientes trinomios:
axt—x-—2

b. x* — 26x + 165

c. 65 — 8xy — x%y?

Solucion:

ax?—x—2=(x—-2)(x+1),seobservaque —2+1=—-1y (-2)-1=-2

Matematicas | para las Ciencias Economicas @




b. x? — 26x + 165 = (x — 15)(x — 11).
Aqui —26 = —15 — 11y (—=15)(=11) = 165
c. 65 — 8xy — x%y? = —(x?y% + 8xy — 65) = —(xy + 13)(xy — 5)

12.1.6 Trinomio de la forma ax? + bx + ¢

Para factorizar los trinomios de esta forma se buscan cuatro nimerosn, m,ry s, tales que:
ax?+bx +c=nx+7r)(mx+s)

conmn =a

rs=c

ns+mr=>»

Ejemplo 12.5

Factorizar el siguiente trinomio:
a. 6x% —31x + 35

b. 20 — 9x — 20x?
c.2x*+3x+1

Solucion:

a.6x?—31x+35=0Bx—-52x—7),pues3 x2=6,(-7)(-5) =35y

3(=7) + 2(=5) = —31

b. 20 —9x — 20x% = —(20x? +9x — 20) = —(5x —4)(4x +5) . Observe que 5X4 =
20, (—=4)(5) = —20 y 5 X 5 + 4(—4) = 25— 16 = 9
c.2x*+3x+1=0Qx+1)(x+1),pues2x1=2, 1x1=11y

2x1D)+(Ax1)=3

Otra forma para factorizar los trinomios de la formax? + bx + cy ax? + bx + ces mediante la
formula cuadratica.
Dado el polinomio P(x) = ax? + bx + cse dice que x = 7 es un cero o una raiz del polinomio

siP(ry) = arf + bry + ¢ = 0.
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Las dos raices de la ecuacion cuadratica vienen dadas por:

—b +Vb?% — 4ac
N2 =
’ 2a

Dadas las raices 17 y 1, del polinomio P(x) = ax? + bx + ¢ se tiene que:

P(x)= ax?*+bx+c=alx—r)(x—1,)

Ejemplo 12.6
Para el ejercicio (a) del ejemplo 12.5 se tiene que las raices de la ecuacion

6x2 — 31x + 35 son:

—(—31)+V312—4x6x35 31+v961-840 31++121 31411
2%X6 B 12 B 12 12

N2 =

Luego, las dos raices son:

(31411 42 7 31-11 20 5
=71 T2 T T T1273

Por lo tanto, la ecuacion cuadratica en cuestion tiene la siguiente factorizacion:

7 5
6x2—31x+35=6(x——>(x——>

TELEs

= (2x—7)(3x —5)

Ejemplo 12.7

Factorizar el trinomio 20 — 9x — 20x? = —20x? — 9x + 20.

Solucion:

Las raices de esta ecuacidn son:
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_9+/92—4x(-20)x20 9+VBI+1600 9+VI6B1 9+41

2= 2 % (—20) —40 —40 —40
Luego,
9+41 50 5 9-41 -32 4
—40 40 4 40  —40 5

Por lo tanto,

5 4
—20x% —9x + 20 = —20 (x +Z) (x _E) = —(4x +5)(5x — 4)

Ejemplo 12.8

Factorizar el trinomio 4y? — 8y + 3.

Solucion:
, ., 8+vV64—4X4X%X3 8+vV16 8+4
Las raices de esta ecuacion son 17, = w2 == =5 entonces:
12 3 4 1
T =E— =7y === —
17 g 72727872

Por lo tanto, la ecuacion se factoriza como:

4y2—8y+3=4(y—;)(y—%)=(2y—3)(2y—1)

Otra forma:
Se escribe la ecuacion dada como:

4y? — 8y +3=(2y)>* —4Q2y) +3
De esta forma, estamos en el caso anterior. Por lo tanto, buscamos dos nimeros cuyo producto sea

3 y su suma sea —4; estos numeros son —3 y —1. Entonces, la factorizacion es:

4y* -8y +3=02y)*-42y)+3=2y-3)2y—-1)
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13. Division de polinomios y division sintética

A continuacion se estudiaran los métodos que permitan encontrar las raices racionales de un
polinomio de grado mayor que dos, con el fin de factorizar dichos polinomios. Para ello es

necesario analizar la division de polinomios.

13.1 Division larga de polinomios
El siguiente proceso de cuatro pasos, que se ilustrard con un ejemplo, se llama division larga de
polinomios.
Comencemos con la division:
5x3+2x2—-9x—3
x+1

El proceso de division larga es similar a la division de nimeros, y se realiza de la siguiente forma:
. . . 5x3 . . L. .
1) Primero, se divide 5x3 entre x = - = 5x2. Esta cantidad es el primer término del cociente.

2) Se multiplica el divisor x + 1 por 5x? y se obtiene (x + 1)5x? = 5x3 + 5x2. Esta cantidad se
resta del dividendo, como se muestra a continuacion:

5x3+2x2—-9x—-3| x+1
_ e.3 2
(5x° + 5x°) 52
—3x%>—9x -3

El residuo de esta primera etapa es —3x% — 9x — 3

3) Se repiten los pasos 1) y 2) usando como dividendo el residuo del paso anterior hasta que el

residuo sea cero o de grado menor que el grado del divisor.

En el paso anterior, el proceso continta dividiendo —3x% — 9x — 3 por x + 1. Para ello se divide
—3x? entre x y se obtiene —3x que es el segundo término del cociente. A continuacién se
multiplica x + 1 por —3x y el resultado se resta de nuevo dividiendo, y se continta de esta forma,

como se observa a continuacion:
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5x3 + 2x2 —9x — 3 x+1
—(5x3 4+ 5x2) 5x2—3x—6
—3x2—-9x -3
—(=3x% — 3x)
—6x —3
—(=6x — 6)
3

De esta forma, al dividir 5x3 + 2x? — 9x — 3 por x + 1 el cociente es 5x? — 3x — 6y el residuo
es 3. Entonces, puede escribirse el resultado de la division de dos formas alternativas, ya sea como

5x3 4+ 2x%> —-9x —3 5 3
=5x—-3x—-6+—
x+1 x+1

Lo anterior significa que el resultado de la division es igual al cociente mas el residuo sobre el

divisor.

La otra forma consiste en multiplicar la ecuacion anterior por el divisor x + 1 para obtener:

5x3+2x2—-9x—-3=(G5x>-3x—-6)(x+1) + 3

Dividendo Cociente Divisor Residuo

Nota: Esta es la forma como se verifica que la operacion, es a manera de prueba que se utiliza.

A continuacion, se ilustra de nuevo el proceso en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 13.1

Efectué la division:

2x3 —4x2+3x -6
x—2

Solucion:

Usando el algoritmo anterior se obtiene que el primer término del cociente es

2x3 .
= = 2x2, y continuando el proceso se llega a:
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2x3 —4x2 +3x—6 x—2
—(2x3 — 4x?) 2x%+3
3x—6
—(3x—6)
0

El hecho de que el residuo sea nulo significa que la division es exacta y que x — 2 es un factor de

2x3 — 4x? + 3x — 6 . Por lo tanto, se tiene que:
2x3 —4x? +3x—6 = (x —2)(2x% + 3)

El resultado del proceso de division de polinomios puede resumirse en el siguiente teorema,

llamado algoritmo de la division.

13.2 Teorema “Algoritmo de la division”
Sean p(x) y d(x) dos polinomios, con d(x) # 0y con grado menor o igual que el grado de p(x).

Entonces existen polinomios q(x) y r(x) tales que:

p(x) = dx) x qx) + r(x)
N —r —— —— ——
Dividendo Divisor  Cociente Residuo

Donde r(x) = 0 o tiene grado menor al grado de d(x).
Observacion: Cuando r(x) = 0 se obtiene que d(x) es un factor de p(x) con cociente q(x).

13.3 Division sintética
La division sintética es un procedimiento abreviado para dividir un polinomio p(x) entre un divisor

de la forma x — b, donde b se llama el divisor sintético.

Veamos ilustrado el proceso de division sintética:
5x3+2x*—9x —3
x+1
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1. Como el divisor es x + 1, el cual se puede escribir como x — (—1), representamos el divisor
sintético como b = —1. Este valor lo escribimos a la derecha de los coeficientes del polinomio
p(x) = 5x3 + 2x% — 9x — 3, y cuando no aparezca alguna potencia de x se incluye un coeficiente

cero. Lo anterior, se ilustra a continuacion:

5 2 -9 -3|-1

Observacion: Los coeficientes del dividendo p(x) se escriben en orden decreciente de potencias

de x.

2. Bajar el 5 a la tercera linea; esto es,

5 2 -9 =3 -1

5

3. Multiplique 5 por b = —1; escriba -5 en la segunda fila y la segunda columna y siimelo a 2 para
obtener -3. A continuacién, multiplique -3 por -1, escriba 3 en la tercera columna y la segunda fila

y simelo a -9 para obtener -6. Continue de esta forma como se muestra a continuacion.

5 2 -9-3 -1
-5 3 6
5 -3 -63

4. El ultimo numero de la tercera fila es el residuo de la division y los tres primeros numeros son
los coeficientes del polinomio cociente. Este polinomio es un grado menor que el dividendo; por

lo tanto, para este ejemplo el polinomio cociente es q(x) = 5x? — 3x — 6 y el resultado es 3.

Ejemplo 13.2

Dividir:

3x3+5x—8
x—1
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Solucion:

Observe que en el dividendo p(x) = 3x3 + 5x — 8 falta la potencia x2; por lo tanto, al escribir los
coeficientes de este polinomio para el proceso de divisidn sintética se escribe cero como coeficiente
de esta potencia. Ademas, para este ejemplo se tiene que b = 1. Entonces, mediante el proceso de

division sintética se obtiene el siguiente resultado para la division:

3 5 0-8 |1
3 88

3 8 80

Como el residuo es cero, entonces la division es exacta y el cociente de la division es el polinomio

q(x) = 3x% + 8x + 8.

Por lo tanto,

3x3+5x—8

p— =3x24+8x+8=>3x3+5x—8=(x—1)(3x* + 8x + 8)

14. Teoremas del residuo y del factor

Para el polinomio h(x) = x* — x3 + 4x — 16 se cumple que:
h(2) = 2* — 23+ 4 x 2 — 16 = 0. En este caso se dice que x = 2 es una raiz del polinomio y que

(x — 2) es un factor.

En general, x =b es una raiz del polinomio p(x) = apx™ + -+ a,x* + a;x + a, ; por
consiguiente (x — b) es un factor cuando p(b) = a,b™ + -+ a,b?> + a;b + a, = 0 y en este
caso el polinomio se puede factorizar como p(x) = q(x)(x — b)donde q(x) es un polinomio de

gradon — 1.

Ademas, se puede verificar que el residuo de la division de p(x) entre (x — b) es p(b). Este

resultado se conoce como teorema del residuo.
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Para encontrar los ceros o raices racionales para un polinomio p(x) que tiene coeficientes enteros

se procede de la siguiente forma:

Las posibles raices racionales irreducibles son de la forma <> para el polinomio

p(x) = apx™ + a1 x" 1+ a,_,x"" %+ -+ a;x + a, donde 7 es un factor de a, y s es un

factor de a,,.

Ejemplo 14.1

Factorizar en R el polinomio p(x) = 8x* + 6x3 — 15x% — 12x — 2.

Solucion:
. P . . . , T o« .
Las posibles raices racionales para el polinomio son nimeros de la forma B donde res un divisor

de 2 y s es un factor de 8. Entonces, las posibles raices racionales son: +1+2+1/2+1/4 +

1/8. A continuacion, se evalua el polinomio en estos valores y se obtiene:
P(1)=8+6—-15—-12-2=-15+#0

Entonces x = 1 no es raiz y por lo tanto, (x — 1) no es factor. Sin embargo, se observa que:
P (_—1) =0
2
Por lo tanto, x = —1/2 esraiz y asi, (x - (-1/ 2)) = (x + 1/2) es factor. Para realizar la division

. , , . , T 1
se tiene en cuenta que xen 8x* esta 8x3 veces y asi sucesivamente. Ademas, al multiplicar x + >

por 8x3 el resultado pasa a restar el polinomio inicial. Entonces, al realizar la division entre P(x)

y (x + 1/2) se obtiene:
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8x* +6x> —15x* —12x -2 | x+1/2

—8x* — 4x3 8x3 + 2x% —16x — 4

2x3 —15x% — 12x — 2
—2x3 —  «x?
—16x% —12x — 2
16x° + 8x

—4x -2
4x + 2
0

Como la division es exacta, obtenemos que:

p(x) = (x +1/2)(8x3 + 2x% — 16x — 4)

Ahora, como también se obtiene que p(—1/4) = 0 entonces, (x + 1/4) es factor. Al realizar la

division entre q(x) y (x + 1/4) se obtiene que:

1 1
p(x) = (x + 5) (x +Z) (8x% — 16)
=8(x+1/2)(x+1/4)(x*—-2)

= 8(x + 1/2)(x + 1/4) (x + V2)(x — V2)

Entonces, las raices del polinomio p(x) = 8x* + 6x3 — 15x% — 12x — 2 son

1 1
X = —E,xz —Z,xzx/?yxz —\/E

15. Operaciones con fracciones

15.1 Principio fundamental de las fracciones: Simplificacion de fracciones
Al multiplicar o dividir el numerador y el denominador de una fraccion por una cantidad diferente

de cero se obtiene como resultado una fraccion equivalente. Esto es,

A
A_AC A 7 | o
B_BCyB_ESIGmpre

C
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El resultado anterior nos permite simplificar los factores comunes al numerador y al denominador

de una fraccion; esto es lo que se conoce como simplificacion de fracciones.

Para simplificar una fraccion procedemos asi:

a. Inicialmente factorizamos completamente el numerador y el denominador de la fraccion.

b. A continuacion se simplifican los factores comunes al numerador y al denominador.

Ejemplo 15.1

Efectuar operaciones y simplificar.

x*—4
x2 — 2x
Solucion:

Para simplificar, se factoriza el numerador y el denominador, y se obtiene:

x* =4 (x=2)(x+2) x+2
x2—-2x  x(x—2) = «x

Ejemplo 15.2
Efectuar operaciones y simplificar la expresion:

3x2 —27x + 24
2x3 — 16x2% + 14x

Solucion:

3x? —27x+24  3(x*-9x+8) 3x-8)kx-1) 3(x-8)
2x3 —16x2 + 14x  2x(x2 —8x+7x) 2x(x—7)(x—1) 2x(x—7)
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15.2 Multiplicacion de fracciones

La regla para multiplicar fracciones es la siguiente:

AXC_AC
B D BD

Se multiplican los numeradores entre si y los denominadores entre si, y a continuacion se simplifica

la fraccion resultante.

Ejemplo 15.3

2

. . . Z z
Multiplicar las fracciones — ,—
zZ+2z " z-—4z+4

y simplificar.

Solucion:
z2 —4 z2 B z%(z% — 4) _22(z-2)(z+2) z
242z z2—4z+4 (224+22)(z2—4z+4) z(z+2)(z-2)? (z-2)

15.3 Division de fracciones

La regla para dividir fracciones es la siguiente:
A C A D AD

F— ==X — = —
B D B C BC

Lo anterior también se indica como:

_AD
" BC

ola|wx

Es decir, el resultado de una division de fracciones es igual al producto de los extremos sobre el

producto de los medios.

Ejemplo 154

Realizar las operaciones y simplificar.
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x% + 2x Cx?P—x—6 (P +20)(K°—4x+4)
3x2—18x +24 x2—4x+4 (x2—x—6)(3x2 — 18x + 24)

B x(x+2)(x—=2)(x—2) B x(x —2)
S (x=3DE+2)Bx—-12)(x—-2) 3(x—-3)(x—4)
b.

waxs X —=7x+10)(x*-3x—-4) (x-=5x-2)x-Dx+1) (x—5(x—2)
x2+6x+5  (x2—2x —8)(x2+6x+5) (x—Hx+2)(x+5)(x+1) (x+2)(x+5)

x2-3x—4

Racionalizacion de denominadores: Algunas fracciones tienen denominadores que contienen

radicales de la forma 5+ v2,v2 — /3, V7 — 3{/3, etc. En estos casos, el denominador puede
racionalizarse al multiplicarlo por una expresion que lo transforme en diferencias de cuadrados o
suma o diferencia de cubos. La expresion por la que se multiplica el numerador y el denominador
de la fraccion se conoce como factor racionalizante. Algunos de los factores racionalizantes mas

comunes son los siguientes:

a. Para racionalizar un denominador de forma v A + VB, el factor racionalizante es:

VA ¥ VB pues (VA+VB)(VAF¥VB) = A-B.

b. Para racionalizar denominadores de la forma YA + VB, el factor racionalizante es: (VA)? F
VAVB + (VB)?, ya que

o (VA+¥B)|(¥A)' - VAVB + (VB)| = VA + (B =4 +B

o (¥A-¥VB)[(¥A) +¥VAVB + (YB)'| = ¥A)* - (VB =A-B

Ejemplo 15.5

Racionalizar el denominador de las siguientes expresiones.
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5
5

-
7

N
-

C.—5—
Ve+32
4

d. 2+32

Solucion:

4 4 (Ve+v2)  4(V6++2) _4(\/‘+J‘)
V-2 (V6-v2) (V6+v2) (V6—v2)(V6+2) (V6)' - (V2)°

_4(V6+v2) _4(Ve++v2)
6— 2 4

= (V6 ++2)

2 2 (1+v3)  201++v3)  2(1+v3) 2(1++V3)
1-V3 1-V3 (1+¥3) (1-V3)(1+V3) (12— (v3) 1-3

_2(1+3)
=2

= —(1+v3)

4 4 (V6)? — V612 + (V2)? _ 4[(V6)? — V632 + (32)?]
Ve+3V2 Ve+32 (V6)2 - V62 + (2)? (V6)3 + (V2)3
4[(V6)* = V6V2 + (V2)’] ~ (V6)* — V6V2 + (V2)?
B 8 B 2

4 4 2V2+ (V2)2 4122 -23V2+ (V2)3]
2+32 2+32 22—2§/—+(§/—)2_ 23 + (V2)3

42° — 232+ (V2] _ 2[2* —2¥V2+ (V2)]
10 5
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15.4 Suma y resta de fracciones

Para sumar y restar fracciones se procede de la siguiente forma:

a. Inicialmente se factoriza completamente el numerador y el denominador de cada fraccion de
forma de los factores que aparezcan sean irreducibles.

b. Se simplifica completamente cada fraccion.

c. A continuacion se busca el minimo comin denominador (MCD), que es el minimo comun
multiplo (MCM) de los denominadores, y es igual al producto de los factores comunes y no
comunes de los distintos denominadores, cada uno elevado a la potencia més grande con la que
aparezca.

d. El resultado de la suma o resta es una fracciéon en la que el denominador es el MCD vy el
numerador se obtiene al multiplicar cada numerador por lo que le falta al denominador de la

fraccion para ser igual al MCD; después se suman o restan estos productos.

Esto es,

A D E AXC*?+DxXB*xXC+EXB
—+——+ =

B3~ BC? — B2(C?3 B3(C3

Observacion: Si las fracciones tienen el mismo denominador entonces la suma o resta se realiza
asi:
AxC

B

W O

A
=t
B

Ejemplo 15.6
Realice la suma y simplifique.

x? +5x+6
x+3 x+3

Solucion:

x? S5x+6 x*+5x+6 (x+3)(x+2)

= 2
x+3+x+3 x+3 x+3 X+
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Ejemplo 15.7
Realice las siguientes operaciones y simplifique.

2x — 3 3x+1 4 1
2x2+11x—6 3x2+16x—12 3x-—-2

Solucion:
2x—3 3x+1 1
22 + 112 —6 32 +16x —12  3x—2
2x —3 3x+1 1

" G+0)2i-1) Gr—-2x+6) 3x—2
B 2x—-3)Bx—2)—-Bx+1DR2x—-1D+(x+6)(2x—1)

(x+6)2x—1)(3x—2)

_6x2—13x+6—6x2+x+1+2x2+11x—6
B (x +6)(2x — 1)(3x — 2)

B 2x2 —x+1
C(x+6)2x —1)(3x —2)

15.5 Fracciones compuestas

Una fraccion compuesta es aquella en la que numerador o el denominador, o ambos son fracciones.

Para reducir una fraccion compleja a una simple, se realizan las operaciones indicadas en el

numerador y el denominador de la fraccién. A continuacién, se realiza el producto de internos y

externos, se coloca en el numerador el producto de los externos y en el denominador el de los

internos.

Nota: Si el numerador o el denominador es un entero y no un fraccionario, este se debe convertir

a un fraccionario dividiéndolo por la unidad.

Ejemplo 15.8

Efectie operaciones y simplifique la siguiente fracciéon compuesta
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N

X
1-%
Xy
y X
Solucion:

Para simplificar esta fraccion compuesta se realizan las operaciones indicadas en el numerador y

el denominador, como se muestra a continuacion.

1 ¥ y?-x?  (y+x)(y-x)

o v _ y?
X_Y  ox2-y?2 () (x-y)
y X xy xy

A continuacion, se efectua el producto de los extremos sobre el producto de los medios v,

simplificando, se obtiene:

1-%2
v:E_xy+00-x) _  x
Sor YeAnG-y) oy

15.6 Fracciones racionales

Una fraccion racional es una expresion de la forma %, donde p(x) y q(x) son polinomios de

grados n y m, respectivamente, en la variable x. Algunos ejemplos de fracciones racionales son
los siguientes:

x—1
x2+5x+6

x34+5x%+7x—1
x2+5x+6
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En el primer ejemplo, el grado del polinomio del numerador es menor que el del denominador. Por
esta razon se dice que la fraccion es propia, mientras que en el segundo, el grado del numerador es

mayor que el del denominador, razon por la cual se dice que dicha fraccion es impropia.

En general,

. Una fraccion racional en la cual el grado del numerador sea menor que el grado del
denominador se llama fraccion propia.

. Una fraccién racional en la cual el grado del numerador sea mayor o igual que el grado del

denominador se llama fraccion impropia.

Fraccion parcial: Si una fraccion propia puede escribirse como la suma de fracciones propias
cuyos denominadores tienen grado menor que el grado del denominador de la fraccion inicial, cada

una de estas fracciones sumandos se llama fraccion parcial de la fraccion dada.

Por ejemplo, las fracciones 2/(x + 3) y (5x + 7)/(x? + 3) son fracciones parciales para la
fraccion propia (7x2 + 22x + 27)/(x® + 3x% + 3x + 9), pues:

7x? +22x+27  T7x*+22x+27 2 +5x+7
x34+3x2+3x+9 (x+3)(x2+3) x+3 x2+3

El propdsito de esta seccion es mostrar las técnicas para descomponer una fraccion en fracciones

parciales. Lo anterior se enuncia en el siguiente teorema:

15.6.1 Teorema fundamental

. ., . . P(x) . .
Cualquier fraccion racional propia @puede descomponerse en una suma de fracciones parciales,

como sigue:
a. Si Q(x) es un producto de factores lineales distintos, es decir, si

Q(x) = (a;x + by)(azx + by) ...(apx + b,) sin que se repita un factor, entonces la

descomposicion en fracciones parciales tiene la forma:
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P(x A A A
() = 1 + 2 o ——n"
Qx) ax+b; ayx+b, a,x + b,

donde A4, A,, ..., A, son constantes por determinar.

b. Si Q(x) tiene un factor lineal repetido k veces, de la forma (ax + b)*, entonces la

descomposicion en fracciones parciales de P(x)/Q(x) contiene términos de la forma
A A A
1 + 2 + + —k
ax+b (ax + b)? (ax + b)k

donde A4, A,, ..., A, son constantes por determinar.

c. Si Q(x) tiene un factor cuadratico de la forma ax? + bx + ¢ no repetido, que no puede
seguirse factorizando, entonces la descomposicion en fracciones parciales de P(x)/Q(x) tendra un

término de la forma:
Ax + B
ax?+bx+c

donde A, B son constantes por determinar.

d. Si Q(x) tiene un factor cuadratico repetido k veces, de la forma (ax? + bx + ¢)* y ax? +

. .., . . P(x) ,
bx + cno se puede factorizar, entonces la descomposicion en fracciones parciales de ) tendra

los términos:
Aix + B4 N A, x + B, R Apx + By
ax?+bx+c (ax? + bx + c)? (ax? + bx + c)k

donde A4, Ay, ..., Ay, By, By, ..., By, son constantes por determinar.

Ejemplo 15.9

Descomponga en fracciones parciales
7x — 3

x3 4 2x%2 - 3x
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Solucion:

Primero se factoriza el denominador como sigue:

x3+2x? —-3x=x(x?+2x—-3)=x(x+3)(x—1)

El denominador tiene tres factores lineales distintos y por tanto la descomposicion en fracciones

parciales tiene la forma:
7x — 3 A B C

= +
x34+2x2—-3x x x+3 x-1

Para encontrar las constantes A, B y C, se procede de la siguiente forma:

7x — 3 _A+ B N C _A(x+3)(x—1)+Bx(x—1)+Cx(x+3)
x34+2x2—-3x x x+3 x—1 x(x+3)(x—1)
_ Ax®+2Ax —3A + Bx? — Bx + Cx* + 3Cx

B x(x+3)(x—1)
_(A+B+0O)x*+(2A-B+30)x—34A

B x(x+3)(x—1)

Para que la igualdad planteada en la ecuacion anterior sea valida se utiliza las siguiente propiedad
de polinomios que dice que dos polinomios

P(x)=aux"+a,_x" 1+ +ax+agy

Q(x) = bpx™ + by x" 1+ -+ bix + by

Son iguales si los coeficientes de los monomios de igual grado son iguales, es decir, si a; = b; para

i=01,..,n

Por tanto

A+B+C=0 (1)
2A—B+3C=7 (2)
—34=-3 3)

Para resolver este sistema de ecuaciones, se procede asi:

De (1) se obtiene:
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B=-A-C (4)

De (2) se obtiene:
B=2A+4+3C-7 (5)

Igualando (4) y (5) se sigue:
—-A—-C=2A+3C-7
=4C =-3A+7

> ¢ =226

De (3) se obtiene:
A=1

Reemplazando A = 1len (6) se obtiene que C = lyreemplazando A = 1y C = 1len (5) se tiene que
B =-2.

Por lo tanto, la descomposicion en fracciones parciales es:

7x — 3 1 2 1

x3+2x2—3x=x x+3+x—1

Ejemplo 15.10

Obtenga la descomposicion en fracciones parciales para la fraccion.
x2+1

x3 + x?

Solucion:
El denominador se factoriza comox® + x? = x%(x + 1) y el factor x se repite dos veces en el

denominador, entonces la descomposicion en fracciones parciales tiene la forma:
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x3 + x2

x*+1 A B C
x | x2

+
X x+1

Para encontrar las constantes A, B y C, se procede de la siguiente forma:

x*+1 A B C Ax(x+1)+Bx+1)+Cx?

—_— 4 — =

x34+x2 x x? x+1 x2(x+1)
_(A+0Ox*+(A+B)x+B

B x2(x+1)

Para que la igualdad planteada en la ecuacion anterior sea valida se requiere que:

A+C=1 (1)
A+B=0 2)
B=1 A3)
Reemplazando (3) en (2) se tiene que A = —1; reemplazando este valor en (1) se sigue que C = 2.

Por lo tanto, la descomposicion en fracciones parciales es:

x2+1 1 1 2

x3+x2 x x2 x+1

Ejemplo 15.11
Obtenga la descomposicion en fracciones parciales para la fraccion.

7x? + 22x + 27
x3+3x2+3x+9

Solucion:
El primer paso es factorizar completamente el denominador de la fraccion inicial. La factorizacion
del denominador es:

x34+3x2+3x+9=x%(x+3)+3(x+3)=(x+3)(x*+3)
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Por lo tanto, la fraccion propia dada se puede reescribir como:

7x? +22x +27  7x*+22x +27
x34+3x24+3x+9  (x+3)(x2+3)

Uno de los factores del denominador es lineal y el otro es cuadratico irreducible; por lo tanto, la
descomposicion en fracciones parciales es:

7x2+22x+27_ A +Bx+C
(x+3)(x2+3) x+3 x2+43

Para encontrar las constantes A, B y C, se procede de la siguiente forma:
7x? + 22x + 27 A Bx+C A(x*+3)+ (Bx+C)(x+3)
x+3)(?+3) x+3 x2+3 (32 +3)
_(A+B)x*+ (3B + C)x + (34 +3C)

(x+3)(x2+3)

Para que la igualdad planteada en la ecuacion anterior sea valida se requiere que:

A+B=7 (1)
3B+ C =22 )
34 +3C =27 3)

Para resolver el anterior sistema de ecuaciones, se procede asi:
De (1) se obtiene:
B=7-A 4)

De (3) se obtiene:
C=9—-A (5)

Reemplazado (4) y (5) en (2), se obtiene:

3(7-A)+(9—-4) =22
= 30— 44 =22
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=>A=2

Reemplazando A = 2 en (4) y (5) se obtiene que:
B=7-2=5
C=9-2=7

Por lo tanto, la descomposicion en fracciones parciales es:

7x? +22x+27 2 +5x+7
(x+3)(x2+3) x+3 x2+3

Ejemplo 15.12
Si una fraccidn propia se puede descomponer como:

f(x) A B
(x—a)(x—b)_x—a+x—b

Entonces, verifique que:

_fl@ _ f)
A= a—>b B " b—a
Solucion:
f(x) _A(x—=b)+B(x—a)

x—a)x-b)  (x—a)(x—b) = f(x) = A(x — b) + B(x — a)

Six=a,f(a)=A(a—b)=>A—@

" a-b

Six=b,f(b)=B(b—a):>B=%
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Taller de algebra

1. Responda V (verdadero) o F (falso). Si la respuesta es falso, escriba un contragjemplo o la
proposicion verdadera.

a) La raiz cubica de un numero negativo no es un niumero real.

b) La raiz de indice par de un nlimero negativo no es un nimero real.

c¢) La raiz de indice impar de un nimero negativo no es un nimero real.

d) Si a = Vx , entonces a™ = x.

e) Un radical de indice par de un nimero negativo tiene una solucion real.

f) La raiz de un producto es igual al producto de las raices de los factores.

g) La raiz de una suma no es igual a la suma de las raices de los sumandos.

h) La raiz de una potencia se obtiene dividiendo el exponente del radicando por el indice del radical.

1) La raiz de una fraccién es igual a la raiz del numerador dividida por el denominador.
Va2 +bZ=a+b.

k) m =a+b.

DY@+ ==

m) V5 = V2 + 3.

0) V21 = V73

P) Vaz =a para todo a real.

q a™xa =a™.

r)VaZ =asia > 0.

2.Responda V o F. Si larespuesta es falso (F), escriba un contraejemplo o la proposicién verdadera.
a) La expresion 3x* — 7x72 + 1 es un polinomio de grado 4.

b) Vx + 7x% + 2 es un polinomio de grado 2, con término independiente 2.

¢) 5x3 — V7x + 8 es un polinomio.

d) —7xy3 y —7xy? son términos semejantes.

e) Todo real elevado al cero equivale a 1.
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) (7a — 2b) ™2 esté4 definido Va, b € R.

4 4

X"+
4 €s exacta.
x+y

g) La division
h) Los polinomios ax® — 7x + 5y —7x + ¢ con a, ¢ € R no pueden ser iguales.
1) (xm)n — xm+n.

j) El grado del producto de dos polinomios es igual al producto de sus grados.

k) a™b™ = (ab)?™ Para a, b nimeros positivos n,m € Z.

) (a+b)" = (a+1b)nPara a, b nimeros positivos n,m € Z.

m) (a + b)™ = a™ + b™ Para a, b nimeros positivos n,m € Z

n) a"b™ = (ab)™™ Para a, b nimeros positivos n,m € Z

3. Complete:
a) Al introducir los tres Ultimos términos de 7x — 4y + 5y — 1 en un paréntesis precedido del

signo —, se obtiene:

b) El cubo de x menos tres veces y se escribe algebraicamente:

c¢) El polinomio que debe disminuirse en 3x% —y + 5 para obtener x> + 7x% — 8y + 3 es:

d) La expresion que debe sumarse a x* — 7x% + x — 3 para obtener x> — 7x3 + x2 — 3x es

e) Una division entre polinomios finaliza cuando:

f) Si xy = 3 entonces x3y3 =

g) Si x~1y~! = 3 entonces x3y3 =

h) Si x” = 2 entonces (x3)®(x2)? =

N Qi (XYN-2 _ Z\6 _
1) Si (Z )~“ = 3 entonces (xy) =
j) Si P(x) = 3x% — x* + 2x® — 7x + 1 entonces P(—2) =
k) Si 25% = 5* entonces x =

1) Si 210 — 22 % 2% = ( entonces x =

m) El séptimo término de (x% — 3y)° es

n) Escriba un polinomio de grado 5 ordenado sin término independiente.
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4. En los siguientes problemas, simplifique y exprese todas las respuestas en términos de

exponentes positivos:

a) (2°)(2%)

b) x6x°
x%x®

C) y7y10

d) (x12)4

(@®)’

(b*)®

f) (2x*y°)°
w253\

g)( 52 )
(xH°

)x(x3)
] (xz)s(xs)z
Ve
J) (3x1/2)(_2x5/2)
b (5x%r")

4a?%b\ ,5a%b
1)(a3b2) (10b4

e)

5. Evalue las siguientes expresiones sin usar calculadora.

a) V36 + V64 — /=32
b) (32)72/% +/0.04
¢) (0.09)~1/2

o (%)"
o (Z)"
nifL-2]-2

g) 2V75 — 4427 + V128
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h) (16y°)*/*

()

i) V23

2/3

k)“l’c—6

(&)™

a3+a"2p~2
) a-3_a-2p-2

)

-1

6. Escriba las expresiones solo en términos de exponentes positivos.

3.,,—2
a)xy

72

b) 5/x2y3Z—10

7

c) 5m™2m~

d@B-2"
i

u “u -w
f) x23/xy—223

g) (Yxy=3)x~ty2
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7. Simplifique y racionalice el denominador de las siguientes expresiones. No use calculadora.
6
V1

b) =

5V3x3

V48

)7

x2
D=

) 4x
¢ V8x3
5x
D 8¥2x*
J3xy
0 s
8v2-48
V32
.. V54—/24
1) 7
i 3B81-3/192
33
12(x*-y%
45 x2—y?2

h)

k)
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8. Realice las operaciones indicadas y simplifique:

a) Bx—4y+2)+(Bx+2y—-5) o) 6x5-;-i)zc3—1

b) (t? — 6s?%) + (4s% — 2t* + 6) b [(a+ b) — (@ — b)J?
¢) (Vx +V2y) + (Vx + V/3z) 218

d) —3{4x(x +2) - 2[x* - 3—-x)]} VT

e) (u+2)(u~—3) D@ —a**t+a* ) (a+1)

f) 2u + 5)(6ul)
k) (éxf’ + %x‘*y +32 “x?y* - 31'—2) (—5a3x4y3)
1) —2x — {3x =5y + [-7x + 8y + (—9x + 2y) — (6x — 10y)]}

m)(x5—§x3+§x) (3x +32 ~X —%)+(——x +——§)

ﬂ_}_zzz

—443y3 —
o) Reste —4x°y o T 3XY -8

9. Exprese el area de las siguientes figuras mediante un polinomio reducido. Utilice productos

notables si es posible:

H

H
= 5 B ‘ \

i+d -5
a) b) C)

10. Exprese el area total y el volumen de estos cuerpos geométricos mediante un polinomio:
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3x

2-1

2y o b)

11. Utilice productos notables:

a) (x — 2)?
b) (x + §)2

¢) (\/2y + 3)?

d) (m + n)?

e) (4ab? + 5a%b)?

f) (10x3—9xy>)?

g) (@® —b*)(a® + b?)

h) 2a—b+c)(2a—b —c)

H(E+2)(E-3)

) G+ 2y)(x — 2y)(x* + 4y?)
k) (a+1)(a+2)
(x—5)(x+4)
m)(a+1)(a—1)(a—2)(a+2)

12. Desarrolle los binomios:
a) (m +n)3
b) (2x — 5y)*
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i+3

n) (5x2 + 3y?)(2x — 3y)(2x + 3y)
N 2x—y+3)2x+y—-3)

0) (3x —y)(9x* + y*)(3x + y)

p) (1 + 3x%)?

9 (q"—p")?

r) (1 —3ax)(3ax + 1)
sy(m—n—-1)(m—-n+1)

t) (x3 —x% —x)(x3 + x% + x)

u) (a+ b+ c)?

v) (2x — 5y)(4x? + 10xy + 25y%)
w) (x2 —1)(x? = 7)
X)(x+1D(x—1(x%-2)

y) (x +2y)(x* — 2xy + 4y?)

c) Gx - 1)3
d) (3a + 4b)®




13. Simplifique y racionalice el denominador de las siguientes expresiones.

X

%) e
b)

xX—2
Vx+V2
6
RETEE

VE+5
d) 7

81x2%—16y?
)=
3Vx—2y

14. Factorice el polinomio:
a)rs + 4st

b) 9x?y? — 362°

¢) 12a? — 4ab — 3ax? + bx?
d)a®+ 27b3 +a+ 3b

e) m? — 27n1?

) 9x3 — 12x2%y + 4xy?
g) x%y? — 26xy + 165

h) x3 + 12x2y — 45xy?

i) 65 — 8xy — x%y?
PDxt+x2-2

k) 1622 — 56z + 49

) z* — 64w?

m) 64x3 — y°

n) 343x3 + y°

1
RETRT

1

SR
) V2BV
) V2+V5+V7

. 1

fi) x> + y°

0) 2ax — 6bx + ay — 3by
p) 2ay? — axy + 6xy — 3x?
q) 5x3 + 10x? — 20x — 40
Nxt+2x3—-x-2

s)a® —a’b + ab? — b3

t)x1 —1
u) 10x2 + 21x — 10
v) x8 — 16y8

w)x® —y% = (x? —y?) + y(x — y)?
X)5x2 —17x + 6

y) 6x3y + 4x%y — 10xy

z) p* — pq — 20q?

15. En los siguientes ejercicios efectie, simplifique y racionalice si es necesario.

a) 2x2y~3x*

b) —
) [u5/2p1/2

c)g{/t_4

20
D Gy
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e) Yx2yz33/xy?

. 1
V5

N3 2Vx2+1—-x)"1 i)
V35
2)3
g) - [(x3)2] )\/—"'\/— Vz
Va—y+/z
h——o
(=)
Vi6x3
16. Efectte las operaciones y simplifique:
a*-b* ab 1 1 2
3) arpe [1 + (a—b)z] Tlat bz] b2 X+5  x-3
1
b) x%+3x+2 ) xX— 2
x2+5x+6 (x+1)2  x2+x
) x2+x-6 N 2 3 4
x3-8 J a2 ab b2
d t3-27 t?+3t ) x—2 xX+6
) £3—9t  t+3 x2-x-2  x%245x-6
o) x2+2xy+y? 2x%-xy-y? ) 1 1 _ 1
. 2 — 2 2 —
x2—y2 X2 —xy—2y2 X4+x—2 2x4—5x+2 2x%+5x-3
2 2 2a3+54b3 8ab—19b?
2x%+43x+1 | x*+6x+5 m) —
f) > - 2a%+5ab-3b? 2a-b
x“+2x-15 2x%+7x+3
) 4x%-9 | 2x%+x-3
&) ox7rox—18 * x?+5x-6
17. Simplifique las siguientes fracciones compuestas:
1 1
a) 1 + +L (X+h)2 x2
1+x f) h
S 2z 1
b) x—1 x+1 g) x=7 2
X 1 -
X—1 x+1 (x+1)2  x2+x
-2 -2 1 1
x"4—y -1
Cc) —— x+h Vx
)x—1+y—1 h) ==—=
s i—
X X
h 4x—2——2%
T+t —x=1
A2 P
x4—4 x(x—-2) 4x—1
) x 1
xX—=2 x+2
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18. Utilice la division larga para dividir f (x)por g(x). Escriba la respuesta en la forma f(x) =
g(x)q(x) + r(x) donde q(x)es el cociente y r(x) es el residuo.
a)f(x)=x*+4x—-7; gx)=x+8

b) f(x) =x—:—§x2 + 5x — 3; g(x) =x—§

) f()=x"+y% gx) =x+y
d)f(x)=5x3—7x*+4x+1; glx) =x*+x—1

e) f(x) =2x3 +4x? -3x+5; g(x) = (x — 2)?

) f(x) =5x% — x>+ 10x* +3x2 —2x+4; glx) =x—1

g f(x)=x*—4x3—x>+x-8; glx) =x-3

h) fx) =2x*+x3—3x2—5x+4;, glx) =x?+x+1
)f(x)=6x>+10x3 —7x2+x+1; g(x) =2x>+3x+1
D@ =x—x5+x*+x2—x+1;, gx) =x3—x*2—x-3
K fx)=x3+8;, glx) =x2—x—1

D) f(x) =2x3—x%—-5; g(x) =x—§

m) f(x) =x*+30x +12; g(x) =2x+6

19. Determine las soluciones de las siguientes ecuaciones.
a)18x2 —9x+4=0

b)x?—4x+4=0

)x®—4x3+4=0

d)yx*—5x2—-6=0

e)x?—2V3x+2=0

f)—5x2+x+6=0

g ax*+bx*+c=0
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20. Halle, sin hacer division, el residuo de dividir f(x) por el polinomio lineal dado.
a) f(x) = 3x% —Zx +5; x + 2

b) f(x) =x3—3x%+4x+5; x—3

O f(x) = 4x? —9x +7; x -

d) f(x) =3x*+4x -5 x—1

e) f(x) = x3+3x? + 6x + 6; x+§

) f(x) = 4x% —-2x+9; x+§

g) flx)=2x—-3x>+x*—2x+1; x— 4

21. Determine si el polinomio lineal dado es un factor de f(x).
a) f(x) =2x?>+6x—25,x—5

b) f(x) =10x% —27x +11; x + 1

) f(x) = 4x3 + 2x* + 6x — 8; x+§

df(x)=x*—3x3+6x2—-12x+8; x—1

22. Usando la division sintética, halle el cociente y el residuo de dividir:
a) 5x* 4+ 3x? — 5 entre x —%

b) x> + 10x2 + 5x + 2 entre x + 5
c)3x3—x*+x+2entrex — 3
d)x3+9x—1lentrex +1

e) 9x° + 54x2 + 4 entre x + 4

) 12x3 + 4x? — 15x — 5 entrex+§

g)6x3—3x2—8x+4entrex—%

h) x* — 5x3 + 3x%2 —3x — 2 entre x — 3
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23. Utilice el teorema del residuo, del factor y de los ceros racionales para factorizar los siguientes
polinomios en R.

a) p(x) = x% + 5x° + x* — 25x3 — 26x% + 20x + 24
b) q(x) = 2x* + 5x3 — 9x% — 15x + 9

c)p(x) = 48x* —52x3 +13x — 3

d) f(x) =3x*—13x3 + 3x2 + 37x — 30

e) f(x) = 6x3 — 35x?% + 34x + 40

) f(x) =2x*—x3—5x2+2x+2

g r(x) =x3—8x%+x+42

h) f(x) = 4x5 + 12x* + 9x3

i) f(x) = Bx3 + 2x?)(2x — 5)3

24. Verifique las siguientes identidades.

bc ac ab

s o s voupe S Yo

D(e-3)E-DE-)E-Dr-2)=%

_ A-B A-B
B+iias A ias ;(A_B): AB

c) le—=)=—
1 1

=1

AB-B? AZ-AB B A
1+AB 1-AB

minen(e2-2)

1.1 p? 2
m2 n2 m2nZmn

=mn

25. Encuentre la descomposicion en fracciones parciales.

) 8x-1 f) 19x2+50x—25
(x—2)(x+3) 3x3-5x2
) x+34 2x34+2x%+4x-3
x2—4x-12 g) x4 42
C)Sx—lz x5 —5x*+7x3—x%2—4x+12
x2—4x h)
x3—3x2
d)4x2—5x—15 2x247x
x3—4x?-5x 1)xz+6x+9
37-11x 5
G)T . 3x°+13x-1
(x—1)(x2—5x+6) J)_?;EIZ;T_
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Algunas respuestas

1.

a)F gV
)V i) F
e) F k)V

a)F g) F
o)V i) F
e)V k) F

a) 12
c) 10/3
e)9/16

g) —2V3 + 432

@ Parte 3. Repaso del Algebra

n) vV
o)F
qQV

W8
©) 7oy
1
g) x4—/5y13/5




7.
a) 3(V2)? o) LYy

xy
c) 2V/2 b1
e)@ 2 2\(5 /2 2\4
x k) 3(x* +y?)({x* —y?)
8.
a)11x —2y —3 g)3x3+2x—$
¢) 2vx + /2y +V3z i)z—18

e)u’—u—=6

11.

a)x?—4x+4 i) 4x2 —y2+ 6y —9
e) 16a2b* + 40a3b® + 25a*b? r) 1 —9a?x?

h) 4a? + b? — ¢? — 4ab v) 8x3 — 253

j)x* —16y* y) x° + 8y°

D x?2—x—20

12.

a) 16x* — 160x3y + 600x%y? — 1000xy3 + 625y*
d) 243a® + 1620a*b + 4320a3b? + 5760a?b® + 3840ab* + 1024b>

13.
a)Vx +4—2 9) x?13 -y +y?/3
x+y
9 204+ 25 +V5%) i) (3VX + 2,/7) (9x + 4y)
e) V3 -2
14.
a) s(r + 4t) ¢) (3a — b)(4a — x?)
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e) (m3 — 3n*)(m® + 3m3n* + 9n?®) p)5(x +2)%(x — 2)

g) (xy — 15)(xy — 11) x—Dx+ D2+ D(x*+1)
)(-x+5)(x+13) t) (2x + 5)(5x — 2)
1) (z2 — 8w)(z2 + 8w) 7) (x + y)(x* — x3y + x2y? —xy3 + yh)

n) (7x + y3)(49x? — 7xy3 + y®)

15.
a Zyi: g) x°
. (33) -+ )2
e) xyz 1) x+y
16.
a?p? . x—3
a a-b 1) x(x+1)
x+3 2x
©) X2+42x+4 k) x2—1
2x+y ab
e) x—=2y ) 2a-b
g1
17.
2x+3 x—3
a) x+2 g) x(x+1)
Xy ; 2 _
c) p 1)8x* —1
2x—4
e) x3+x2+2x
18.

a)(x +8)(x—4) + 25

¢) (x + M) (x* — X3y + x?y? —xy® + y*)

) (x — 1)(5x° + 4x* + 14x3 + 14x% + 17x + 15) + 19
hy(x2+x+1)2x>—x—4)+8
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) (3 —x% —x —3)(x% + x* + 2x3 + 5x2 + 11x + 22) + 49x2 + 54x + 67

3 2
n)(2x+6)(x?—%+97x+§)+3

19.

a) No tiene raices reales

21.

a) No es factor

22.

. 5 17 . 63
a) Cociente 5x3 + Exz +—x + -, Residuo — —

17

c)x =32

¢) Cociente 3x? + +8x + 25, Residuo 72
e) Cociente 9x* — 36x3 + 144x2 — 522x + 2088, Residuo —8348

g) Cociente 6x3 — 8x, Residuo 0

23.

a) Ceros x = —3,%, +V3
c) Ceros x = —g, 1,2,3
e) Ceros x = —%, 1,+vV2

g) Ceros x = —%,O

1) Ceros x = —3,1+2,+1

e)x=+3+1

82
27

g) 5369

¢) No es factor
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24.

a) 8x—-1 _ 5
(x—2)(x+3) T x+3  x-2

c)

5x-12 _ 3 | 2

x2—4x  x = x—4
o) 37-11x 4
(x—1)(x2-5x+6) x+1 x-3

2x3+2x2+4x-3 _ 5-2x 3

) x%+4x2 T X241 x2
) 2x2+7x 5 3
x2+6x+9 x+3  (x2+4)2
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Parte 4. Funciones y sus graficas

Introduccion

Practicamente en todos los fenomenos econdmicos observamos que una cantidad depende de otra.
Por ejemplo, el costo de enviar un paquete por correo depende de su peso, la demanda de un bien
depende de su precio. Todos estos son ejemplos de funciones. El concepto mas importante en todas
las matematicas es el de funcion.

Sean X e Y dos subconjuntos de R, una relacion entre estos dos subconjuntos es un conjunto de
pares ordenados de la forma (x,y) conx € X Ay € Y. El conjunto X es dominio de la relacion y

el conjunto Y es el recorrido (rango).

Ejemplo 16.1

Sean
x ={2,4,6,8,10}
y =1{1,2,3,4,5}

Una relacion entre x y y puede ser:

Figura 16.1. Diagrama de flechas.

La relacion f esta formada por los pares ordenados:

{(2,1); (4,2); (6,3); (8,4); (10,5)}
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En este ejemplo la relacion se puede definir como:

y=fx) =§,conx =2,4,6,8,10

Y se observa que a cada x € X le corresponde un tnico y € Y. En este caso se dice que la relacion
es una funcién, de modo que se escribe y = f(x). La variable x se denomina variable
independiente y la variable y se conoce como la variable dependiente. En términos sencillos, una
funcioén es un tipo especial de relacion que expresa como una cantidad —la salida (y)— depende
de otra cantidad —la entrada (x)—.

Esquematicamente una funcion se entiende de la siguiente forma. La funcion es una maquina que

a cualquier x € R le hace el proceso f.

X =

procesador

7 doy=f(x)eR

Figura 16.2. Diagrama de caja negra.

Para expresar la dependencia de y con respecto a x, se especifica una formula que muestra lo que

debe hacerse con la entrada para obtener la salida, y se denota asi:

y = f(x).

Ejemplo 16.2

Si una cantidad de dinero A = 1000 se deposita al 5% de interés anual durante t afios, entonces la

t
cantidad después de los t afios completos serda K = 1000 [1 + Fso] . Asi, para cada valor de t hay

uno de K, por lo que se dice que K es una funcion de t y se escribe: K = f(t).
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16. “Funcion real de variable real”

Sean Xe Y dos conjuntos de ntimeros reales. Una funcion real f de una variable realx es una regla

o correspondencia que asigna a cada nimero x de X un tnico nimero real y de Y, que se denota

como y = f(x).

En forma esquematica tenemos:

f:X-Y
x =y =f)

Figura 16.3. Forma esquematica de una funcion.

En la ecuacion que define una funcion, el papel de la variable x es simplemente un hueco por llenar.

Por ejemplo, la funcion definida por la formula:

f(x) =+/x2%2 —3x +4x3 — 100

Puede describirse como:

fCD)= ,/I:IZ —3[J+4 T —100

Para evaluar f(3), basta colocar 3 en |:| y operar. Entonces,

F(3)=.32-3(3)+4(3)*—100=18
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En general las letras f, g, h, w, etc., se utilizan para representar reglas de funciones. Por ejemplo,
la ecuacion y = 2x + 1 define a y como una funcién de xen este caso, la regla es multiplicar cada

x por 2 y luego sumar uno. Lo anterior se suele indicar como:

y=f(x)=2x+1.

Una funcion puede expresarse de manera verbal, sagital, por parejas, graficamente o por una

formula o ecuacidn, las dos ultimas son las que mas se utilizan.
Observacion: Cuando se hace referencia a la funcidén f también nos estamos refiriendo a la
ecuacion que describe la funcion o a la grafica de ella. Por lo tanto, se hard referencia

indistintamente a la funcion f, la ecuacion y = f(x) o a la grafica de ella.

Ejemplo 16.3

Seag(y) = y:_y. Obtener g(2),9(—2),g(—1).
Solucion:
@ =55y =gy =2
G )= T2~
4 4 4 2
9D =712 6 3
4 4
g(-1) =

12— (D) 1+1 °

Ejemplo 16.4
Sea f(x) = x*/3. Obtenga £(0), f(64),f(1/8)
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Solucion:

f(0) =0*3 =0

f(64) = 6443 = (V64)" = (Vﬁ)4 = 4* = 256
£(1/8) = /&) = (Y178)" = (1/2)* = 1/16

Ejemplo 16.5

Sea f(x) = x? — 2x , determine M

Solucion:
Dada f(x) = x? — 2x se tiene que:

f(x+h)—f(x) _ [(x + h)? —2(x + h)] — [x? — 2x]

h h
x? + 2xh + h? = 2x — 2h — x? + 2x
- h
2xh +h? —2h hQ2x+h-2)
~ . _ . =2x+h-2

Ejemplo 16.6

Sea f(x) = {

x six<l1
x? six>71

determine f (1), f G), f(2)

Solucion:

Como x = 1entonces f(x) =x - f(1) =1
1 1 1
f(5)=3pues; <1

f(2Q)=22=4pues2>1

y simplifique.
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Ejemplo 16.7
Un negocio con un capital original de $20000 tiene ingresos y gastos semanales de $4000 y $3200
respectivamente. Si todas las utilidades se conservan en el negocio, exprese el valor V del negocio

al final de t semanas como una funcion de t.

Solucion:

El valor V del negocio se puede expresar como la suma del valor inicial mas las utilidades
semanales. Como los ingresos semanales son $4000 y los gastos son $3200, entonces las utilidades
semanales son 4000 — 3200 = 800. Por lo tanto, el valor del negocio después de t semanas es

V' = Valor inicial + Utilidad semanal X Numero de semanas

Esto es,

V(t) = 20000 + 800t

16.1. Dominio y rango de una funcion
El conjunto X se llama dominio de f. El numero y de Yse denomina imagen de x bajo f y se
denota como y = f(x). El recorrido de f se define como el subconjunto de Y formado por todas

las iméagenes de los nimeros de X.

Observacion: El dominio de una funcién lo entendemos como el conjunto de valores que puede

tomar x para que la expresion y = f(x) tenga sentido.

El dominio de f denotado como Dy es €l conjunto de los x € R que hacen que y = f(x) sea un

numero real. Esto es,

Dy={x€R/y=f(x) ER}

La expresion y = f(x) se conoce como la imagen de x bajo f. El conjunto de todas las imagenes

en el recorrido de f lo denotamos como Ry. Esto es,

Rr={yeY/y=f(x)}
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Nota: Para hallar el dominio de una funcion f se deben excluir del dominio los nimeros reales que

causen division por cero o raices de indice par de un nimero negativo.

Ejemplo 16.8

Hallar dominio y rango de una grafica:

v

El dominio de la funcion seria: (—oo; 3) U [4; +00)

El rango de la funcion seria (—oo; 2)

Ejemplo 16.9

Determine el dominio para las siguientes funciones:

a.h(x) =

x+2
2x-3

b.g(x) =V5x +1
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1-x
x2-25

c.fx)=

Solucion:
a. Como x = 3/2 causa una division por cero, se debe excluir del dominio de la funcion por tanto

Dp={xeR/x+3/2}

b. Para evitar una raiz cuadrada de un nimero negativo se debe cumplir que
5+1>20->5x>-1->x2>-1/5
Asi el dominio de g(x) estd dado por Dy = {x € R/x = —1/5} o en notacion intervalo D, =

c. Para que f(x) tenga sentido en el conjunto de los nimeros reales se requiere que la cantidad

1-—
> = > 0. Por lo tanto,
x4=25

subradical sea no negativa. Esto es, se requiere que

1—x
Df={xE]R/x2_2520}

1-x
x2-25

Entonces, para encontrar el dominio de la funcion f hay que resolver la desigualdad

1-x .
=155 = 0; para ello procedemos asi;
Signosde 1 — x

l1-x>0e=ex<1INANl—x<0esx>1

Signos de x + 5
x+5>0x>-5Ax+5<0e=x< -5

Signosde x — 5
x—=5>0x>5Ax-5<0sx<5

El diagrama de signos es el siguiente:
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(+) (-) (+) (-)
———————————————————————————————————————————————— +++++++++ (x-5)
++++++++|F+++++F++ F e m e (1-x)
———————————— +++++++++ ++ AR (x+5)

—0 » 0
+++++++ -5 - 1 +++4++++++++ 5 |--mmmmee -

Figura 16.4. Método del cementerio.

Como el dominio es el conjunto de valores de x para los que el producto es no negativo, entonces:
D¢ = (=o0;=5) U [1;5)
En la determinacion del dominio de una funcién también es necesario tener en cuenta las

restricciones sobre la variable independiente x.

Ejemplo 16.10

Hay que construir una caja abierta con un trozo rectangular de cartulina con 16 pulgadas de largo
y 10 de ancho, cortando cuadrados idénticos de x pulgadas de lado en cada esquina y doblando las
solapas resultantes. Encuentre el volumen de la caja en funcion de x. ;Cudl es el dominio de la

funcién?

Solucion:

1 1
1 L

—x— —x—

Figura 16.5. Esquema de caja ejemplo 16.10.

Si el largo de la pieza rectangular es de 16 pulgadas y cortamos x pulgadas a cada lado, entonces

el largo de la base de la caja es | = 16 — 2x; asi mismo, como el ancho es 10 pulgadas, entonces
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al cortar x pulgadas a cada lado se obtiene que el ancho de la base de la caja es a = 10 — 2x.
Ademas, al doblar las solapas, el alto de la caja es de x pulgadas. Por lo tanto, el volumen de la

caja es:

V =V (x) = largoxanchoxalto = (16 — 2x)(10 — 2x)x

Como la longitud de cada lado de la caja debe ser mayor que cero, entonces se requiere que:
x>0AN16—-2x>0A10-2x>0x>0Ax<8AXx <5

Las tres condiciones anteriores se satisfacen de manera simultanea siempre que 0 < x < 5. Por lo

tanto, el dominio de la funcidon es el intervalo (0; 5).

Ejemplo 16.11

Seay =+v2x—1

a. Encuentre: £ (1), £(0), f(3), f(=2), f(5), f(2a), f (x?).
b. Encuentre: DryRy.

c. Trace la graficade f.

Solucion:

a.

fFD =20 -1=v2-1=Vi=1

f(0) =4/2(0) — 1 = +/—1. Valor que no pertenece a los numeros reales Vv—1 ¢ R

fB3=42B@)-1=Vv6-1=15

f(~)=2(-2)-1=v=4—-1=V-5¢R

f(5)=+42(6)-1=vV10-1=v/9=3
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f(2a) =/2(2a) -1 =V4a -1

f&x) =21 -1

b. Para encontrar el dominio de la funcion debemos saber que solo puede sacarse una raiz para
numeros positivos y al cero, por tanto:
2x — 1 = 0 resolviendo esta desigualdad lineal, se tiene:

2x =11
>1 [1 4 )
— > |=: 40
=271
Por tanto Dy = x € E, +00)

Para el rango de la funcion debe considerarse que el resultado de la raiz sera positivo o cero por lo
que su recorrido sera:

Ry =y € [0; +0)

C.
~f:’ .
T %10
T 1 |1
T 5 (3
13 |5

Figura 16.6. Grafica de la funcion del ejemplo 16.11.
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Ejemplo 16.12
Seay = f(x) = 2x% — 1.

a. Encuentre:£(0), (1), f(=1), £(2), £ (=2), f (2a), f (V%)
b. Encuentre: Dy yRy
c. Trace la graficade f

Solucion:

a.

f(0)=2(0)2-1=-1
f=21)?-1=2-1=1
f(-D=2(-1)?>-1=2-1=1
f2)=212)?*-1=8-1=7

f(=2)=2(-2)*-1=8-1=7

fQa) =2R2a)*-1=2(4a*>)—1=8a*>—-1

fF(VE) =2(vx) —1=2x -1

b. Por ser una funcion polinomica cuadratica, el dominio son todos los reales Df: x € R. Para

encontrar el recorrido (rango) hay que considerar dos cosas, la primera es su vértice que ocurre en
-b -0
f (Z) entonces f (ﬁ) = f(0) =2(0)—1=f(0) = —1;lasegundaes quecomoa = 2 > 0 la

parabola abre hacia arriba y por tanto el recorrido es:

Re:y € [-1; )
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Figura 16.7.Gréafica de la funcién ejemplo 16.12.

Interceptos eje x = y = 0:

2x2-1=0

(\/Ex + 1)(\/§x + 1) =0

1 7
ﬁ 6 x

V2
2

1
:>\/§x—1=06\/§x—1:0:>x: J—
V2

Racionalizando se tiene que x = 5 0x =—

Asi, los interceptos con el eje x son los puntos (g, 0) y (%E, 0).

Interceptos eje y - x =0

y = —1 yel intercepto es (0; 1).
Se observa que para el ejemplo 10 f(2) = f(—2) Vx € R, por tanto, la grafica de f(x) es

simétrica con respecto al eje y. Las funciones que son simétricas con respecto al eje y se conocen

como funciones pares.
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Definicion

La funcion f(x) es par si y solo si f(—x) = f(x) Vx € Df. En este caso la grafica de f es
simétrica con el eje y.

La funcion f(x) es impar si y solo si f(—x) = —f(x) Vx € Df. En este caso la grafica de f es

simétrica con el origen.

Ejemplo 16.13

Sea f(x) =|1—x%|+3

a. Exprese f sin valor absoluto.

b. Obtenga f(—1), f(=2), f(2), f (V).

c. Obtenga Dy, Ry y determine si f es par o impar.

d. Trace la grafica de f.

Solucion:
af(x)=11—-x%+3
Debemos determinar donde 1 — x2 > 0, con el objetivo de reformular f(x). Factorizando tenemos

que:

p oo

------------- [ sl e— (=2 )14x)
1 i

Figura 16.8. Método de los signos.
Con x=-2- te—=—
x=0-> +ot+=+

X=2- teot=—

1—x%si —1<x<1

Y por definicion del valor absoluto se sigue que |1 — x?| = {_(1 Cx)six>1va<—1

Usando esta informacion, tenemos:
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1—x?>+3 si —1<x<1
—(1-x?)+3 six>1vx< -1

fe =1

_(=x?4+4 si —1<x<1
f(x)_{x2+2 six>1vx<-—1

bf-D=1-(1D*+3->f-D=3
f(2)=11-(-22[+3->f(-2)=|-3|+3=3+3=6-> f(-2)=6
f)=22+2=6

f(Wx)=|1-Wx)?*+3 x=0

f(Wx)=11—x|+3 x>0

c. El dominio de la funcién son todos los reales:

f(¥x) = 11— (=x)?| + 3 = |1 — x| + 3 por tanto es par.

f(=x) =|1—=(—x)?|+ 3 =|1—x2| + 3 = f(x) por tanto es par.
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Figura 16.9. Gréafica de la funcién del ejemplo 16.13.

Ejemplo 16.14

[2—x|
x—2

Sea f(x) =

a. Evalte f(_3)rf(_2)rf(0)' f(?’)'f(4)

b. Exprese f sin valor absoluto.
c. Obtenga Dy y Ry y determine si f es par o impar.

d. Trace la grafica de f.

Solucion:
a. f(x) = 2=

2—(-3 5
G

-3—-2 -5
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12— (=2)| _ |4]

D= == 1
|z—(o>| 2l
f(0) = —— — _—2——1
|2 — 3| I—1I
f@=F—=—F=1
AL
T 4-2 2

b.f(x)=|fc:’zcI 2—-x>0> —x>-2- x<2

Nota: Para f(x) esté definida x # 2 para evitar division por cero.

-(x-2)
—ssix < 2
foo=]_x=2 °
—(=(x-2)) .
TS‘UC > 2
(-1 six<?2
f(x)_{l six > 2
c. Drrx € R— {2}
f(=x) = 2= ( x)l |_2; | entonces no es par ni impar.
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Figura 16.10. Grafica de la funcion del ejemplo 16.14.

Una funcién f(x) es uno a uno o inyectiva cuando a cada y € Y le corresponde un unico x en X,

es decir, f(x) es uno a uno o inyectiva si dado f(x;) = f(x,), entonces x; = x,.
Por ejemplo, y = f(x) = x2 no es uno a uno, ya que 4 es la imagen de 2 y de —2. Para determinar

si una funcién es uno a uno podemos usar el criterio de la recta horizontal. Este criterio nos dice

que una funcion es uno a uno si toda recta horizontal corta a la grafica de f en un punto a lo sumo.
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Figura 16.11 a. Funcién uno a uno; b. Funcioén que no es uno a uno

Una funcion que es uno a uno y sobreyectiva se dice biyectiva.

16.2 Algunas funciones especiales

Introduccion

En matematicas es comun que algunas funciones que poseen ciertas estructuras se utilicen con
mayor frecuencia que otras; estas estructuras particulares ayudan a determinar de manera sencilla
dominios e incluso nos dan una idea de como son sus graficas. Es por eso que es costumbre nombrar
este tipo de funciones con nombres que ayudan a distinguirlas de las demds y ademas nos ayudan

a que otras personas con las que nos comunicamos se hagan una idea mental del tipo de funcion.

Veamos algunas de ellas.

16.2.1 Funcion constante

Una funcion de la forma f(x) = k, donde k es una constante (niimero real).

16.2.2 Funcion identidad

Es una funcion de la forma f(x) = x.

Matematicas | para las Ciencias Economicas @




16.2.3 Funciones algebraicas
Una funcién algebraica es aquella que se puede expresar como un numero finito de sumas,

productos, cocientes y raices de potencias de x. Por ejemplo,
fx) =+/x2+1

1
h(x) = +/x? +5x—50+;

5x24+7x—9 y ,
r(x) =——F7—"— — Funcion racional
x3+x

g(x) = 5x* + 3x? 4+ 100x — 50 — Funci6n polinémica

16.2.3.1 Funcion polindmica

El tipo més comun de funcién algebraica es la funcioén polinomica.

Una funcion polinomica de grado n es una funcion de la forma

f(x) = apx™ + ap_x™ 1 + -+ ayx + agcona,, a,_q ...aq, a9 € Rya, # 0 yx € R

El dominio de una funcion polindmica son todos los nimeros reales.
f(x) =5x% + 7x +2

gx)=7x+2

gx) =2

16.2.3.2 Funciones racionales
Sean P(x) y Q(x) dos funciones polindmicas de grados n y m, respectivamente. Una funcioén

racional es una funcion de la forma

P(x)
000 conQ(x) # 0

f(x) =

ElD; = {x € R/Q(x) # 0}
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Ejemplo 16.15
Encuentre el dominio de la funcién

2x3 +5x%2+7 2x3 +5x%2+7

fe = 2x6 + 5x — 3x* x*2x—=1)(x+3)
Solucion:

2x3 +5x2 47
fx) =

x*2x —1)(x+3)

1
Dy =xE]R—{O;§;—3}

16.2.4 Funcion compuesta o por tramos

En muchas situaciones es necesaria mas de una expresion para definir una funcion. Este tipo de

funciones se conocen como funciones por tramos.

Ejemplo 16.16

Grafique las siguientes funciones:

2x+3si1<x<3

x4+ 1six<1
ay=
8 six >3

2x six < -1
b.y={x+lsi—1<x<10
-2 six =10

Solucion:

2x+3si1<x<3

x> +1six<1
ay=
8 six >3
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Figura 16.12 Gréfica de la funcion a. del ejemplo 16.16.

2x six < -1
by=Wx+1si—-1<x<10
-2 six =10

161
141
121
104

8
6
4
2
]
-1
2
4
6
8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
PN

11-10 9 -3 -7 -6 -5 -4 -3 -2

.10+
124
-14+4

Figura 16.13 Grafica de la funcion b. del ejemplo 16.16.
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16.3 Aplicaciones en economia

Introduccion

Con el uso de funciones es posible ir entendiendo y utilizando algunos conceptos propios de las
ciencias econdémicas, a continuaciéon veremos ejemplos sencillos en los cuales se usa el concepto
de funcion

Algunos términos basicos en economia son los siguientes:

Términos basicos Formulas bésicas.
x: Es el numero de unidades producidas (o vendidas)

p: Precio por unidad

I: Ingresos totales por la venta de x unidades. I =xp

C: Costo total de produccion de x unidades.

B: Es el beneficio total de vender x unidades B=I1-C

El punto de equilibrio es el valor de . para el que I = C. Ademas, el precio unitario p también se

conoce comofuncion de demanda.

Ejemplo 16.17
Un restaurante de comidas rapidas calcula que la demanda mensual de hamburguesas es:
60000 — x
~ 720000

También sabe que el costo total de produccion es:

C = 2000 + 0.56x

Obtenga una expresion para los ingresos totales y para el beneficio total, y el punto de equilibrio.

Solucion:

I(x) = Precio - Cantidad

1G) = (60.000 — x). 3 x?
20.000 20.000
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B(x) =1(x) — C(x)

Boo = (S22 =X7) < 000 + 0,56
X =\""20.000 ©. 26%)
) =\""20.000 ' POX) =X 50000 0%
xZ
B(x) = 2.44x — 20,000 —5.000

Para obtener el punto de equilibrio se hace B(x) = 0.

Al resolver esta ecuacion cuadratica se tiene que x = 2143,32 y x = 46656,7.

Ejemplo 16.18
Una compaiiia reembolsa a su representante de ventas US$ 150 diarios por alojamiento y comidas
mas 30 centavos por milla recorrida. Escriba una funcion lineal que exprese el costo diario ¢ para

la compaiiia en términos de x, el nimero de millas recorridas.

Solucion:

Sea ¢ = Costo de la compafiia y x = millas recorridas, como la compaiiia remunera con 150
diarios independientemente de las millas recorridas, entonces el intercepto del modelo es b = 150
y como da 0,3 por milla recorrida, entonces la pendiente es m = 0,3; por lo tanto, el modelo lineal
para el costo es:

c=f(x)=mx+b=0,3x+ 150

Ejemplo 16.19

Un empleado dispone de dos opciones a puesto en una gran corporacion. En un puesto le pagan
$US 12.5 por hora mas un suplemento de US$ 0,75 por unidad producida. En el otro, le pagan
USS$ 9,2 por hora mas un suplemento de US$ 1,3 por unidad producida.

Encuentre funciones lineales que expresen los salarios por hora W en términos de x, el nimero de

unidades producidas por hora, para cada una de las opciones.
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Represente graficamente las funciones de los salarios y encuentre el punto de interseccion de las
dos funciones de salarios.
Interprete el significado del punto de interseccion de las graficas. ;Como usaria esta informacion

para seleccionar la opcion correcta si su objetivo fuera obtener el mayor sueldo por hora?

Solucion:
Sea W = salario por hora y x = unidades producidas por hora

Para encontrar funciones lineales que expresen el salario por hora en cada puesto, se procede asi:

Puesto 1: Como la remuneracion fija por hora es 12,5 y por unidad adicional el salario se
incrementa en 0,75 dodlares, entonces el intercepto es b = 12,5, y la pendientes es
m = 0,75; por lo tanto, el salario en este puesto viene dado como:

w; = f(x) =mx+b=0,75x+ 12,5

Puesto 2: Como en este puesto, la remuneracion fija por hora es 9,2y se incrementa en 1,3 dolares
por unidad adicional, entonces el intercepto es b = 9,2 y la pendiente esm = 1,3; por lo tanto, el
salario en este puesto viene dado como:

w, =f(x)=mx+b=13x+9,2

Para encontrar el punto de interseccion de los salarios igualamos el salario en los dos puestos. Esto
se hace asi:

w; =w, ©0,75x +12,5=1,3x+9,2

12,5-9,2 =1,3x — 0,75x

33 = 0,55x
_33
X =055

Este valor quiere decir que si se producen x = 6 entonces el salario serd el mismo en las dos
opciones de trabajo, y es:

w=f(6)=13x6+92=075x6+125=17
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Para la representacion grafica de estas rectas, se tiene en cuenta que las dos pasan por el

punto (6;

funciones

30
28

26
24
22
20
18
16
14
12
10

Nk Oy 0

17); la primera (0,12; 5)y la segunda pasa por el punto(0,9; 2). La grafica de estas dos

esta en la siguiente figura:

wy = 1.3x 4+ 9.2

w; = 0.75x +12.5

(6,17)
Punto de interseccidn de las lineas de salarios

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34;5

Figura 16.14. Grafica de las funciones de los salarios.

Interpretacion: El punto de interseccion de los salarios es x = 6y w = 17. Esto significa que si se

producen

6 unidades la hora, entonces es indiferente el puesto que se elija. Ahora, la figura anterior

nos muestra que si se producen menos de 6unidades por hora, entonces es mas alto el salario de la

primera opcion, y si se producen mas de x = 6 unidades por hora, entonces es mas conveniente la

opcidn de trabajo2.
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Ejemplo 16.20

Un fabricante puede producir grabadoras a un costo de US$ 40 la unidad. Se estima que si las
grabadores se venden a un precio de x ddlares cada una, los consumidores compraran 120 — x de
estas al mes. Exprese el beneficio de la compaiia como una funcion del precio unitario, dibuje la
grafica de esta funcion y utilicela para estimar el precio 6ptimo de venta, el beneficio 6ptimo, y

determine el dominio y recorrido de esta funcion.

Solucion:

Beneficio =y = Ingresos - Costostotales

Sea x = precio de venta, a este precio la demanda es 120 — x. Por lo tanto los ingresos de la
compaiiia son:

Ingresos = x(120 — x)

Ademas, como el costo unitario es de US$ 40 dolares y las unidades fabricadas son 120 — x,
entonces el costo total de produccion es:

Costos = 40(120 — x)

Por lo tanto, el beneficio es:

y =x(120 — x) — 40(120 — x) = (x — 40)(120 — x) = 160x — x? — 4800

La ecuacion anterior corresponde a una parabola vertical que se abre hacia abajo a partir de su
vértice. Para encontrar el vértice, se procede asi:

y = 160x — x2 — 4800 © y + 4800 = —(x% — 160x)

A continuacién completamos el cuadrado del lado derecho. Para ello tenemos en cuenta que 160
es el doble producto, y por tanto al interior del paréntesis se suma y resta 12ﬂ = 80 al cuadrado,

como se observa a continuacion:

Matematicas | para las Ciencias Economicas @




y + 4800 = —(x2 — 160x + 802 — 802)
& vy 44800 = —(x2 — 160x + 802) + 802
& v+ 4800 — 6400 = —(x — 80)2

&y —1600 = —(x — 80)2

Entonces, el vértice es (80,1600). Como la pardbola se abre hacia abajo a partir del vértice,
entonces podemos afirmar que en el precio x = 80 se produce la maxima demanda, que es 1600

unidades.

Para la representacion gréfica se buscan las intersecciones con el eje x. Para ello se hace y = 0 en

la ecuacion y se obtiene:

0=(x—-40)(120—x) >x =40 vV x =120

Por lo tanto las intersecciones con el eje x son: (40,0) y (120, 0). La grafica de esta ecuacion es

la siguiente:

2000

Vértice (80, 160). Esto significa que para un
preciode 80 la utilidad es maxima e igual 1600

1600
1200
&00

400

20 /a 60 80 100 1)\ 140
400 - -

Figura 16.15. Grafica beneficio del ejemplo 16.20.
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Ejemplo 16.21

Una compaiiia de maquinaria tiene un plan de incentivos para sus agentes de ventas. Por cada
maquina que un agente venda la comision es $40 , y esta se incrementa en $0,04 por cada maquina
vendida por arriba de 600 unidades. Exprese la comision como una funcion del nimero de

unidades vendidas.

Solucion:

Seax el nimero de unidades vendidas por un agente de ventas. Entonces,

Si vende de 600 unidades o menos, la comision sera 40x.

Si vende mas de 600 unidades, la comision se incrementa en 0,04por cada méaquina vendida por
encima de 600; entonces, en este caso la comision sera:

40 + 0,04(x — 600).

Por lo tanto, la funcién f(x) para determinar la comision de un trabajador en término del nimero

de unidades vendidas es:

(x) = {40x six <600
FGO =140 + 0.04(x — 600) si x > 600

17. Transformaciones de funciones (¢ > 0)

Gréfica original: y = f(x)

Traslacion horizontal ¢ unidades a la derecha: y = f(x — ¢)
Traslacion horizontal ¢ unidades a la izquierda: y = f(x + ¢)
Traslacion vertical ¢ unidades hacia abajo: y = f(x) — ¢
Traslacion vertical ¢ unidades hacia arriba: y = f(x) + ¢
Reflexion (respecto al eje x): y = —f(x)

Reflexion (respecto al eje y): vy = f(—x)
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Reflexion (respecto al origen): y = —f(—x)

Ejemplo 17.1
Use la grafica de la funcién y = f(x) = —x? para obtener la grafica de las funciones g(x) = x? +

1,h(x) =(x+1)?yl(x) = —x2

Solucion:
La grafica de la funcién y = f(x) = x? es una parabola abierta hacia arriba, cuyo vértice es el
punto (0,0) y la grafica de g(x) es la grafica de f(x) con un desplazamiento vertical de una

unidad hacia arriba, como se muestra en la figura 17.1.

‘rbq

-1+

Figura 17.1. Desplazamiento vertical parabola y = f(x) = x2.

Y la grafica de h(x) es la grafica de f(x) con un desplazamiento horizontal a la izquierda de una

unidad, como se muestra en la figura 17.2.

@ Parte 4. Funciones y sus graficas




Ty

b= (xr 12

Figura 17.2. Desplazamiento horizontal parabola y = f(x) = x?

La grafica de L(x) = —x? es la reflexion con respecto al eje x de la grafica de

y = f(x) = x* (Figura 17.3).

Figura 17.2 Reflexion parabola y = f(x) = x?
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18. Operaciones con funciones

Sean f y g dos funciones reales. Se definen las funciones:
f+9)x) =f)+g(x)

f=9)®) =fx) —g(x)

(f-9)(x) = f(x) - g(x)

(g) (x) = ;g; cong(x) # 0

Nota:

El Df+g = Df—g = ng = Df N Dg

El Dy =Dy N Dy — {x/g(x) = 0}
g

Ejemplo 18.1

Sean f(x) = V9 — x2, g(x) = Vx2? — 1, detemine:
a. (f +9)(x)

b. (f —g9)(x)

c. (f-9)(x)

d. (f/9)(x)

y sus respectivos dominios.

Solucion:

a(f+g9)(x) =vV9 —x2 +Vx2 -1
b.(f—g)(x) =V9 —x2 —Vx2 -1
c.(f-g)(x)=v9 —x2-Vx2 -1
d. (f/g)(x) =v9 —x2 /Vx2 —1
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El dominio de la funcion f es [—3; 3]y el dominio de g es (—o0; —1] U [1; 0).Asi, el dominio de
las funciones resultantes en los incisos a), b) y ¢) es y; para el inciso d) el denominador es cero para

x = 1yx = —1; por tanto, el dominio es

Df =[-3;-1) U (1;3]

19. La funcion compuesta

Sean f y g dos funciones. La funcion (f o g)(x) se conoce como la funciéon compuesta de f con

g v se define por:
(f e g)(x) = f(g(x))

Que es la funcion de f evaluada en g(x); el dominio de esta funcion es:

D(f o g)={x € Dy / g(x) € Dy}

Ejemplo 19.1
Sean f(x) = Vx y g(x) = 2x — 7. Obtenga:

a. El dominio de estas funciones.

b. f+9,.f—9g,f -9yf/gysusdominios.
c. fog,9c° fysus dominios.
d. Evaluar lo siguiente: (f o g)(9), (g ° f)(4)

Solucion:

a. El dominio de f: Para que f(x) = /x exista se requiere que x > 0; por lo tanto el dominio de

esta funcion esta formado por los reales positivos unidos con el cero; esto es, Dy = R* U {0} =

[0; +00)
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El dominio de g: Comog(x) = 2x — 7 es una funciéon polinémica, entonces su dominio es el

conjunto de los nimeros reales.

b. Las funciones f + g, f — g, f - g y /g se obtienen asi:

(f + 9)x) = f(x) + g(x) =Vx+2x —7 El dominio de esta funcién vienen dado por
Dsyg =Dy ND, = [0,+%) N R = [0, +0)

(f —9)(x) = f(x) — g(x)=vx — (2x —7) =+/x — 2x + 7 El dominio de esta funcién vienen
dado por Df_; = Df N Dy = [0, +00) NR = [0, +0)

(f - 9)(x) = f(x) - g(x) = Vx - (2x — 7) = 2xvx — 7/x = 2x3/2 = 7\/x El dominio de esta
funcion vienen dado por Dy.; = Df N Dy = [0, +00) NR = [0, +0)

(f/9)x) =f(x)/g(x) = T\/i El dominio de esta funcién vienen dado por

Df/g = (D N Dy) — {x/g(x) = 0} = {[0, +0) N R} — g} = [0, +0) — g}

c. Para encontrar las funciones compuestas y sus dominios procedemos asi:

(f e 9)(x) = f(g(x)) = \/g(x) = V2x — 7 Para el dominio de esta funcién procedemos asi:
Dyor ={x €Dy/g(x) € D;} ={x € R/2x —7 = 0} = {x € R/x = 7/2} = [7/2,+0)
(g°f)x) =g(f(x)) =2f(x) — 7 = 24/x — 7 Para el dominio de esta funcién procedemos asi:
Dgor = {x € D/f (x) € Dy} = {x 2 0/x € R} = {x = 0} = [0, +o0)

d.(fog)(9) =v2:9-7 =11
(gef)(A)=2V4—7=2:2-7=3

20. Funciones trigonométricas

Son funciones trascendentes, cuyo estudio requiere tener conocimientos acerca de la forma de

medir angulos y del manejo entre otros del teorema de Pitadgoras.
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Angulos y sus medidas

Un angulo consta de tres partes como se muestra en la figura 20.1

A

Rayo terminal=Lado terminal

8=0
X
- - >
Verlice Rayo micial=Lado micial
Figura 20.1.Partes de un 4ngulo positivo.
A;y
Rayo terminal=Lado terminal
X
4

Vertice

Rayo micial=Lado micial

Figura 20.2. Partes de un angulo negativo.
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Un angulo esté en posicion normal cuando su lado inicial coincide con el eje positivo x y su vértice
con el origen. Si la orientacion del angulo es en sentido contrario a las agujas del reloj, el angulo

es positivo; en caso contrario es negativo.

De acuerdo a su medida en grados, los angulos se clasifican como:
Agudo: Siun angulo 6 esté entre 0° y 90°.

Obtuso: Siun angulo S esta entre 90° y 180°.

Llano: Si un angulo es exactamente de 180°.

Recto: Siun angulo es exactamente de 90°

Un giro completo corresponde a 360°.

a=360

-

Figura 20.3 Angulo 360°.

Los angulos ¢ = 60° y § = —330° son coterminales.
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a=60

YFH

Figura 20.4 Angulos coterminales.

Un angulo mayor de 360° grados es aquel cuyo lado terminal ha girado mas de una vuelta en el

sentido de las agujas del reloj.

Medidas en radianes

Los grados, minutos y segundos sirven para medir angulos, aunque esta es una medida arbitraria
inventada por los babilonios.

La unidad de medida natural de un angulo es el RADIAN.

Se puede observar en la figura que a medida que el angulo 6 crece, el arco a también crece, lo que

significa que hay una relacion directa entre la medida del angulo en radianes y en grados.
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Figura 20.5 Angulos en radianes y grados.

La medida del angulo en radianes se define como la longitud del que subtiende sobre la

. . . . , . a
circunferencia es a de radio r, entonces la medida del &ngulo 6 en radianes es 8 = s Ahora, como
la longitud de la circunferencia completa es 27tr y el angulo es 360 , si hacemos r = 1 tenemos

° 2l
que 360 = - entonces:

360° = 21 radianes

10 = —radi
=180 radianes
180°
1 radidn =
T

Las dos igualdades anteriores permiten convertir angulos que estan en radianes en grados y

viceversa.

Ejemplo 20.1

Pase los siguientes angulos de grados a radianes o viceversa

a. 0 = 45°
b. 8 = 30°
c.0 =120°
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T .
d. g = ;radlanes

Solucion:

2.0 = 45° = 45 X — radianes = —radianes
180 4
b. 8 = 30° = 30 X — radianes = ~radian
180 6
c. 8 = 120° = 120 X — radianes = 2—”radianes
180 3
d. 8 = Z radianes = Z x 180 _ 60°
3 3 bis

20.1 Definicion de las funciones trigonométricas
Las funciones trigonométricas las podemos definir como el cociente de los lados de un tridngulo
rectangulo para angulos agudos o en términos de un punto (x, y)de su lado terminal. Esta ultima

forma es su definiciéon como funciones circulares.
20.2 Funciones trigonométricas en un triangulo rectangulo

Consideremos un tridngulo rectangulo

h =hipot
potenusa v = cateto opuesto

N ]

x = cateto adyacente

Figura 20.6. Triangulo rectangulo.
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Por el teorema de Pitagoras se tiene que h = /x? + y?

El angulo 6 es un angulo agudo. Las funciones trigonométricas para este angulo se definen como:

sen(f) = % csc(0) = %
cos(@) = % sec() = %
tan(0) = % cot(@) = %

20.3 Funciones trigonométricas como funciones circulares

Consideremos un angulo 8 en posicion normal. Para definir las funciones trigonométricas del

angulo 6 usamos un punto(x, y) de su lado terminal, asi:

y (x;y)

A 4

Figura 20.7. Angulo en posiciéon normal.

Se observa que r = {/x? + y?

Las funciones trigonométricas se definen como:
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s

senf =2 cscl =-
r y

X T

cosf == secO = -
T b

X

tanf =2 cotd =~
x y

En estas definiciones se debe tener en cuenta el signo que tienen x e y. Por lo tanto, en el primer
cuadrante todas las funciones son positivas; en el segundo cuadrante seno y cosecante son
positivos; en el tercero, tangente y cotangente son positivos, y en el cuarto son positivos el coseno

y la secante.

Ejemplo 20.2
. 3 . . )
Sicosa = — L Y a tiene un lado terminal en el tercer cuadrante, encuentre las restantes funciones
trigonométricas.
Solucion:
Como cosa = f, se tiene que x = —3 y r = 4, ademas por el teorema de Pitdgoras, x* + y? =
r2 = y = ++/7. Como el lado terminal esta en el tercer cuadrante entonces y = —/7, por tanto
T s 7T NWNT 7 TONT NI 7
V7 4
tan a = — seca = —-

20.4 Evaluacion de las funciones trigonométricas
20.4.1 Funciones trigonométricas de 30" y 60°

Consideremos un tridngulo equilatero de lado x y con dngulos de 60° cada uno.
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X
2

Figura 20.8. Tridngulo equilatero.

Y asi se forma el triangulo rectangulo:

Figura 20.9 Triangulo rectangulo con angulos de 30" y 60°.

Luego:
1
sen30°=§ csc30°=—-—=2
3 2 2V3
cos30°=£ sec30°:—:i
2 V3 3
1 3 V3
tHHBOOZEZ? COt30°=T=\/§

@ Parte 4. Funciones y sus graficas

3 2 2vV3
sen 60°=£ csc60°=—=£
2 V3 3

60°—1 60°—2—2

cos =5 sec =17
V3 1 3
tan60°=T=\/§ cot60°=ﬁ:?




20.4.2 Funciones trigonométricas del angulo de 45°
Consideremos un triangulo rectangulo con un dngulo de45°. Por ser rectangulo se obtiene que el
otro angulo agudo mide también 45°, de modo que el tridngulo es isosceles, que significa que los

catetos tienen igual medida. Esto es,

1 V2 V2
sen45°=ﬁ=7csc45°=T=\/§

1 2 V2
cos45°=ﬁ=7sec45°=T=\/§

vz V2

o _ 2 __ o__2 __

tan45—£—1 cot 45 _ﬁ_l

2 2

20.4.3 Funciones de 0, g, T y%n

Consideremos un circulo unidad
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Figura 20.11 Circulo unitario.

Para todos los puntos en la circunferencia unitaria v = 1. Entonces:
sen(0) =0 csc(0) =3

cos(0) =1 sec(0)=1

tan(0) =0 cot(0) = -3

sen (g) =1 csc (g) =1
cos (g) =0 sec (g) =

tan (g) = —3 cot (g) =0

sen(r) =0 csc(m) = -3
cos(m) = —1 sec(m) =1

tan(m) =0 cot(mr) = -3

cos (3;) =0 sec (3;) =
tan (3;) =3 cot (3;) =0
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Para evaluar funciones trigonométricas en otros cuadrantes usamos los dngulos de referencia. Los
valores de las funciones trigonométricas en otros cuadrantes son los valores de estas funciones
evaluadas en el angulo de referencia teniendo en cuenta el signo de la funcidn en el cuadrante. Un
angulo de referencia depende del cuadrante y en general se construye observando el angulo que

forma el lado terminal con el eje x.

Los angulos de referencia en los diferentes cuadrantes son los siguientes:

Segundo cuadrante Tercer cuadrante
90’ 90’
g
180- 8 g /\
-0 \ 180°
1800 \ 360" =27
& -180
-
%0° 270°
(7

/\ 3500:271.
Cuarto cuadrante 180° K
360-6
—"\_21r-8

2700 = 2%
3

Figura 20.12. Angulos de referencia.

Ejemplo 20.3
Evalue:

a. sen(135°)
b. cos(225°)
c. tan(315°)
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Solucion:

a. Como 135° esté en el segundo cuadrante, entonces el angulo de referencia esta dado por 6, =

180° — 135° = 45°, asi sen(135°) = sen(45°) = g

b. El 4angulo de 225° esta en el tercer cuadrante, entonces el d&ngulo de referencia
O = 225° — 180° = 45°. Pero el coseno es negativo en éste cuadrante, entonces cos(225°) =

—cos (45°) = —g

c. 315° esté en el cuarto cuadrante, entonces 8 = 360° — 315° = 45° y tangente es negativa en

el cuarto cuadrante, asi, tan(315°) = — tan(45°) = —1.

Otra forma de evaluar las funciones trigonométricas es usando la calculadora en modo grados (deg)

o radianes (rad).

20.5 Graficas de las funciones trigonométricas

Todas las  funciones  trigonométricas  son  periddicas.  Esto  significa  que
f(x+p)=f(x)conp # 0, para todo valor de x en el dominio de la funcién. P debe ser el valor
mas pequeiio que cumple esta propiedad. Se debe tener presente que para realizar la grafica de las
funciones trigonométricas se toman los angulos medidos en radianes para formar parejas ordenadas

de numeros reales.

El seno, el coseno, la secante y la cosecante tienen periodo 2, esto es: f(x + 2m) = f(x)
Para estas funciones trigonométricas, entonces:

sen (x + 2m) = sen x

cos (x + 2m) = cos x

sec (x + 2m) = secx

csc (x + 2m) = cscx
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La tangente y la cotangente tienen periodo 7, esto es:

f(x+m) =f(x)
Para estas dos funciones, se tiene:

tan(x + m) = tanx

cot(x + m) = cotx

0.5

Figura 20.13 Funcion seno.

v~

05

2

v

3m Y/ A 9

Figura 20.14 Funcion coseno.
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Figura 20.15 Funcién tangente.

Figura 20.16 Funcion cotangente.

@ Parte 4. Funciones y sus graficas
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1

Figura 20.17 Funcion secante.

3mid

w3

Figura 20.18 Funcion cosecante.
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21. Identidades trigonométricas

Las relaciones de igualdad entre funciones trigonométricas que se cumplen para todo 8 se llaman
identidades trigonométricas. Las identidades mas frecuentes son las siguientes:

De acuerdo con la definicion de las funciones trigonométricas se tiene que:

cotd = secO =
sen tan cos6 cos@

csch =

21.1 Identidades pitagoricas

Sabemos que en un triangulo rectangulo que tiene hipotenusa h = \/x2? 4+ y?2 donde x y y son los

catetos y 6 es uno de los angulos agudos del triangulo. Por lo tanto,

sen?f + cos?0 =1
1 4+ tan?8 = sec?0

1 + cot?6 = csc?0

21.2 Identidades de suma y diferencia de angulos
sen(a +6) =senacosf + cosa sen b

cos(a £ B) = cos a cosf + sen a senf

tana +tanpf
1 + tana tanf

tan(a £ pB) =

21.3 Identidades de angulo doble
sen(2a) = 2sen a cos a

cos(2a) = cos?a — sen’a = 1 — 2 sen’a = 2cos’a — 1

Las identidades anteriores se obtienen haciendo @ = [ en las identidades de suma de angulos.

@ Parte 4. Funciones y sus graficas




21.4 Identidades de funcion par-impar
sen(—60) = —sen @
cos(—0) = cos O

tan(—0) = —tan 0

21.5 Otras identidades

5 1+ cos2a 5 1 — cos2a
cos“q@q = ——sen‘qg = ———

2 2

Ejemplo 21.1

Verificar la identidad senx(csc x — senx) = cos? x

Solucion:
Para verificar esta identidad vamos a transformar el miembro del lado izquierdo en el del lado

derecho, para esto se utilizan las identidades fundamentales.

1
senx (— — senx) = cos?x
senx

1 — sen’x )
sen x| —— | = cos?x
sen x
1 — sen?x = cos?x
1—(1—-cos?x) = cos?x
1—1+4cos?x = cos?x

cos? x = cos? x

22. Ecuaciones trigonométricas

Resolver una ecuacion trigonométrica es encontrar todos los valores def que satisfagan la
ecuacion. En la solucion de las ecuaciones trigonométricas se tendra en cuenta que las funciones

trigonométricas son periodicas. Ademas es importante resaltar el uso de las identidades
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trigonométricas y las técnicas de factorizacion para la solucion de dicha ecuaciones, asi como el

uso de los angulos de referencia para hallar dichas soluciones.

Una funcion f (x) es periodica de periodo p > 0si f(x +p) = f(x) V x € Dy.
Las funciones seno, coseno, secante y cosecante son periddicas de periodo 2w y tangente y

cotangente son periddicas de periodo 7.

Ejemplo 22.1

Resolver para 0 < § < 27 la ecuacién 2sen?6 = 1.

Solucion:

2sen?d = 1 & senf = +

|5

Si senf = \/Z—E significa que 6 € [y II cuadrante, en el primero 6 = %y en el segundo 6 = — % =

5
%,ahora,sene = — \/Z—Eentonces 0 € 1l y IV, para el tercer cuadrante tenemos que: 8 = 1 +% = Tﬂ

3t 5m 71
4’ 4" 4

T 71T T
en el cuarto cuadrante 8 = 2w — Piaie Entonces 8 = "

Ejemplo 22.2

Resuelva la ecuacion sen?x + cosx = 1 para 0 < x < 27.

Solucion:

Usando la identidad pitagorica sen?x + cos? x = 1 se sigue que:
(1 —cos?x)+cosx=1

1—cos?x+cosx =1

1—cos?x+cosx—1=0

—cos?x+cosx =0

cosx(—cosx+1)=0
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cosx =0 —cosx+1=0

x=£,3—” —cosx = —1
2’ 2
cosx =1
x=0
mw 31
cs={05.7}

23. Funciones inversas

Una funcién f(x) de A en B puede representarse por medio de un conjunto de pares ordenados
(x,y)conx €A Ay € Btalquey = f(x).

Por ejemplo, se tiene:

Figura 23.1. Diagrama de flechas para y = f(x).

De forma que puede escribirse f(x) como:

fx) ={(=1,-2); (1,2); (2,4); (3,6)}

La funcion que “deshace” lo que hizo f(x) es una funcién que va de B hacia A, y se obtiene
intercambiando coordenadas.

Entonces, podemos escribir:

B g (x) A
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4 L2
6 3

Figura 23.2. Diagrama de flechas para y = f~1(x).
Esta funcion se llama la inversa de f(x) y la denotamos como g = f~1 (x)

Nota:
-1 1
a. f(x) # )
b. Df = Rf—l N Rf = Df—l

Ademas como f~1(x) deshace lo que hizo f(x) y f(x) deshace lo que hizo f~1(x) entonces
(flef)(x) =x Vx €Dy
(fof ™)) =x vxeD

Esta es la prueba para saber si dos funciones son inversas la una de la otra.
Si una funcion tiene inversa esta es unica.

Si g es la inversa de f, entonces f es la inversa de g.

Ejemplo 23.1
Sea f(x) = 2x + 1, muestre queg(x) = xT_l es la inversa de f y muestre graficamente las dos

funciones.
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Solucion:

-1
(f°g)(x)=f(g(x))=2g(x)+1=2xT+1=x—1+1=x

(9N = 9(r0) =12 Ik

g(x)

Figura 23.3. Grafica de la funcion f(x) = 2x + 1 y su inversa.

Nota: Se observa que f(x) y g(x) se reflejan en torno a la recta y = x. Ademas, si (a, b) esta
sobre la grafica de f entonces (b, a) esta sobre la grafica de g. Esta propiedad se conoce como la

propiedad reflexiva de la inversa.

Ejemplo 23.2
Sean f(x) = 1 —x3y g(x) = V1 — x, pruebe que f y g son funciones inversas, y la propiedad

reflexiva de la inversa, y trace sus graficos.
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Solucién:

Para f(x) = 1 — x3 se tiene Dy = Ry R, = R

Para g(x) = V1 —x setiene Dy = Ry Ry = R

(Feg)0) =F(g)=lg@P=1-(3T=%) =1-(1-0)=1-1+x=x
GeHN@=g(f@)=Y1-f=Y1-1+x3=Yx3=x

x f(x) ¥ g (x)
-2 9 -7 2
-1 2 0 1
0 1 1 0
1 0 2 -1
2 -7 9 -2

Asi, si (a; b) esta en la grafica de f, entonces, (b; a) esta en la grafica de g.
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y=x

Eje de simetria

M

to ¥ f®)

4

Figura 23.4. Gréfica de la funcionf (x) = 1 — x3 y su inversa.

Nota: Una funcion es inyectiva cuando para cada valor de x hay un unico valor de y, y para cada
valor de y hay un unico valor de x, es decir f(x;) = f(x,) © x; = x,. En otras palabras, es

inyectiva cuando a lo sumo toda recta horizontal corta a la grafica en un punto.

23.1 Existencia de la funcion inversa

No toda funcioén tiene funcidn inversa.

Una funcion tiene inversa si y solo si es inyectiva.

Si f es estrictamente mondtona en todo su dominio, entonces es inyectiva y por lo tanto tiene

inversa.
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Nota: A pesar de que una funcion sea inyectiva y por lo tanto posea inversa, en algunas ocasiones

es imposible determinar una ecuacion para su inversa.

23.2 Procedimiento para encontrar la inversa de una funcion

1. Determinar la existencia de la funcion inversa.

2. Despejar x en términos de y, esto es, obtener x = g(y) = f~1(y).

3. Intercambiar x y y en la ecuacion anterior. La ecuacion resultante es y = f~1(x).
4. El dominio de f~1 es igual al recorrido de f.

5. Verificar que (f o f ™) =x VX € D1y (f 1o f)(x) =x Vx € Dy.

Ejemplo 23.3
Sea f(x) = Vx — 3, x = 3, encuentre la inversa de f.

Solucion:

Lo primero es realizar la grafica de f(x).
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1) Dominio:[3; +)

— Rango:[0; +0)

Figura 23.5. Grafica de la funcion f(x) = vx — 3.

La funcion es inyectiva por la prueba de la recta horizontal.

Analiticamente se puede ver que la funcién es inyectiva de la siguiente manera:

fx)=fl) ey —3=Jx,—-3ex-3=x-3x =X

Se despeja x en términos de y.

y=vi=3

Se eleva al cuadrado a ambos lados:

y’ = (Wx=3)

2
y =x-—3

Despejando x:

x=y2+3=f(y)

Intercambiamos x ¢ y:

fff=y=x
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f'(x) =y = x* 4+ 3Ds-1:[0; +00)
Rp-u: [3; +0)

Trazamos la grafica de las funciones f(x), f~1(x) ey = x.

Jfx)

Figura 23.6. Grafica de la funcion f(x) = Vx — 3 y su inversa.

Verificamos que f(x) y f~1(x) sean inversas.
Fef™ME=f10)=Vf1x)-3=vx?+3-3
=\/x_= lx|  Vx € Dp—

=x Vx € x>0
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F o) =1 (FQ) = [fF2+3 = [Vx—3] +3

=x—3+3
=Xx
Ejemplo 23.4

Sea f(x) = x3 + 1, encuentre la inversa de f.

Solucion:

Veamos que la funcion f es inyectiva de manera analitica
Supongamos que f(x;) = f(x,) luego x3 + 1 =x3 + 1 o x3 = x3 © x; = x, por tanto f es

inyectiva.

Ahora veamos que f es inyectiva de manera grafica.

Es inyectiva.
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Figura 23.7. Gréfica de la funcién f(x) = x3 + 1.

Despejamos x en términos de y.
y=x3+1
x3=y—-1

x=3y—-1=f®)

Intercambiamos x ¢ y.

flo=y=Yx—-1

Reemplazamos:
e =)=V -1=Vx3+1-1

=X

@ Parte 4. Funciones y sus graficas
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(Fof M) =FF1@) = FIF @R +1[¥x=1] +1
=x—1+1

=X

Son mutuamente inversas

- A

)
=
[
A
[
=
[
=
o B
[
—
=1
L &
(=)
=
[
Uh
L
=

-204

Bl o

S304

Figura 23.8 Gréfica de la funcién f(x) = x3 + 1 y su inversa.

24. Funciones exponencial y logaritmica

24.1 Funcion exponencial
Una funcion exponencial es una constante real positiva y diferente de uno, elevada a una potencia.

f(x)=a*ae R a+1
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Propiedades

Sean a y b nimeros reales positivos y sean x € y dos numeros reales.
l.a’ =1

2.a*a¥ = a*tY

3. (a¥)Y =a™Y

4. (ab)* = a*b*

a* x—
a _ y
5. 5= a

Ejemplo 24.1

Trace las graficas de las funciones:

a. f(x) =3*

b.ge) =37= (%)
c. h(x) =4*
Solucion:

% ]

- y=3"

Figura 24.1. Grafica de funciones exponenciales.
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_ x
* =¥ x| glx) = (9
-3 10,037
2 0,111 3|27
-1 10,333 2 |9
0 0 -1 |3
1 3 0 |1
En [3 19 1 0333
3 57 2 |0,111
3 10,037
a* « T
a<1la€eRt 3

general:

x | h(x)=4*

-3 0,016

-2 10,0625

-1 1025

0 1

1 4

2 16

3 64
o - ax
a>1aeR"

-1.5 -1 -0.5

Figura 24.2. Grafica de la funcion exponencial y = a*.

24.1.1 Propiedades de las funciones exponenciales
Sea a un niimero real mayor a 1.

El dominio de f(x) = a* y de g(x)=a™ es (—o0; +00).
El rango f(x) = a* y deg(x)=a™* es(0; +o0).

La interseccion y def (x) = a* y de g(x)=a* es (0; 1).
Las funciones f(x) = a* y g(x)=a™* son inyectivas.
Numero e

e = 2.7182181 ... Numero de Euler
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X

0,1

0,01

0,001

-0,1

—0,01

—0,001

(1+2x)"x | 25937

2,7048

2,7169

2,8679

2,7319

2,7196

Exponencial natural

y=e*
— e*
0.5
-5 -4 -3 -2 -1 1 2
Figura 24.3. Grafica de la funcion exponencial natural.
Ejemplo 24.2
Aplicacion de funciones exponenciales:
36—3x — 6x2+5
Solucion:

(62)—3x — 6x2+5 = 6—6x — 6x2+5

Aplicando la propiedad (a)* = (a)” & x = y tenemos que:

= —6x =x%+45
=>x24+6x+5=0
=>x+5kx+1)=0

=2>x4+5=06x+1=0

>x=-56x=-1
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24.2 Funcion logaritmo
Para b > 0 y b # 1 entonces se define el logaritmo en base b de x como
y = log, x si ysolosi bY = x.

El dominio de esta funcion es R* y el recorrido es R

Ejemplo 24.3

a.log, 10000 = 4 porque 10* =10000
b. log, 8 = 3 porque 23 =8

c.logz1 =0 porque 3° =1

d.log;, 0,01 = —2porque 1072 = 0,01

Nota:
1. Solo los niimeros positivos tienen logaritmo.

2. El logaritmo puede ser cualquier numero real.

24.2.1 Propiedades generales de la funcion logaritmo
l.logy, b =1
2.log,1=0
3. blognx = x

4.log, b* = x
De las propiedades 3 y 4 se sigue que las funciones exponenciales y logaritmicas son inversas.

24.2.2 Leyes de los logaritmos
Para b > 0 y b # 0 sean x, y,n nimeros reales talesque x >0y y > 0

1. log,, (ﬁ) = log, x —log, y

2.log,(x.y) = log, x +logy, y

3.log, x™ = nlogy x
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Ejemplo 24.4
Escriba 5 logs x + 4logs(x + 3) — 2log;(x® — 2) como un solo logaritmo.

Solucion:
5logs x + 4logs(x + 3) — 2logs(x3 — 2) = logz x> + logz(x + 3)* — logs (x3 — 2)2
= logs x°. (x + 3)* — log;(x3 — 2)?

x> (x + 3)*
- s (")

24.2.3 Formula cambio de base

log, x
log, b

log, x =

Las bases mas conocidas son la base 10 y la base e que se denotan de la siguiente forma:
log,o x = log x se llama logaritmo comun

log. x = In x se llama logaritmo natural

Por tanto:

y=Inxsiysolosilase” =x

24.2.4 Propiedades de la funcion logaritmo

1. El dominio de g(x)=1logy, x es (0, +o0)

2. El rango de g(x)=1logy, xes (—oo, +00)

3. La interseccion eje x de g(x)=logy, xes (1,0)

4. La funcidn es inyectiva
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24.2.5 Propiedades como inversas
l.Ine* =x

2. elMX = x

Figura 24.4 Gréafica de la funcion exponencial natural y logaritmo natural.

Ejemplo 24.5

Usar las propiedades de los logaritmos para escribir la expresion como suma, diferencia y/o

multiplicacion de los logaritmos.
a. In2 b.In=
3

Solucion:
a. lng =In2—-1In3
b. 1n§= In1—1In5=—1In5

c.Inva—1=In(a - 1)1/2 = iln(a -1

c.lnva—-1
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Ejemplo 24.6

Escribir la expresion % [In(x? + 1) — In(x — 1) — In(x — 1)] como un solo logaritmo.

Solucion:

g[ln(x2 +1)—In(x—1)] = %[ln(x2 + 1) —[In(x + 1) + In(x — D]]

= g[ln(x2 +1) —In(x + D(x — 1)]

= E[ln(x2 +1) —In(x? — 1)]

(x +1)
(x2 -1

x2 41 “/3
=1
n(xu)
3| (x2 + 1\’
=In (x2—1>

25. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Una ecuacion en la cual la incognita se presenta como exponente se denomina Ecuacion
exponencial, y si la incdgnita se presenta en la base o en el argumento de un logaritmo se llama

ecuacion logaritmica.

Ejemplo 25.1

Resuelva la siguiente ecuacion exponencial: e?* + 2e* —8 =0

Solucion:

e?* +2e*—-8=0
(e*—=2)(e*+4)=0
*—2=00e*+4=0
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e* =20e*=—-4

De la ecuacion e* = 2 se sigue que X = In 2 pero e* = —4 no tiene solucion ya que e* > 0 para

toda x.

Ejemplo 25.2

Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a.log2x —log(x —1) =0

b.log,_,(3x+4) =2

Solucion:

a.

log2x —log(x — 1) = 0 = log 2x = log(x — 1)
>2x=x-1

=>2x—x=-1

=>x=-1

Se verifica la respuesta, y se tiene que esta ecuacion no tiene solucion ya que:
log2(—1) — log(—1 — 1) no esta definido.
log,_,(3x+4)=2=>(x—2)>=3x+4

x2—4x+4=3x+4

x2—4x—-3x+4—-4=0

x2=7x=0

(x—=7)=0

x=06x=7

x = 0 no es solucion de la ecuacion, ya que la base x — 2 > 0 por la definicion de logaritmo. Asi

la Ginica solucién es x = 7.
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Taller de funciones

1. Defina con sus propias palabras:

a)ftA-B

b) Dominio y rango o recorrido

c) Graficade f:A—> B

d) Criterio de la vertical para determinar si una grafica es funcional, es decir, si representa una

funcion.

2. Responda Falso o Verdadero para las siguientes afirmaciones; si es verdadero justifique y en
caso de ser falso, dé un contragjemplo.

a) Es posible que en una funcion un mismo elemento del conjunto de partida tenga dos imagenes
distintas.

b) En toda funcion, el rango es igual al conjunto de llegada.

¢)Eslomismo f(x) =x+1quey =x+ 1.

d) En una funcidn, cada elemento del conjunto de partida tiene una imagen.

e) Si f: Q — Q es unarelacion cuya reglaes y = ngz entonces f es una funcion.

f) En toda funcion, cada elemento del conjunto de partida tiene como maximo una imagen.

g) El dominio de la relacion f: R — {3} — R dada por laregla y = % es el conjunto de partida.
h) Si f(a) = f(b), entonces a = b.

1) Una recta vertical puede intersectar la grafica de una funcion a lo mas una vez.

J) Si f(x) = f(—x) para toda x en el dominio de f, entonces la grafica de f es simétrica respecto
al eje y.

k) Si f es una funcion, entonces f(ax) = af (x).

1) Para cualquier funcion f, f(a + b) = f(a) + f(b).

m) La grafica de una funcién puede cortar al eje x en un punto y solo uno.

n) La grafica de una funcién puede cortar al eje y en un solo punto.

) Si una recta vertical corta a una gréafica en un punto, la grafica es funcional.

0) Si f es una funcién par, entonces existe f 1.
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p) Si existe la funcién inversa de f, entonces la interseccién y de f es una interseccion x de f 1.
q) La composicion de dos funciones impares es una funcion par.

r) Si f y g tienen el mismo dominio, entonces f /g también tiene ese dominio.

3. Evaltie la funcién en los valores indicados.

2) g(x) = 3 —x% g(0),g(v2), g(1 + 1), g ()

b) £() = Va3 F(=2), F(1), fF(L + B) = f (1), f (3)
OF) ==; fm.f@fG+h).f(5)

d) F(x) = %16; F(x + h),F(V5),F(—4),F (-2)

e g() =2 g(-2),9(3),9(x», 9(5)
Hf@) { SIx <0 rea),rr ()

x+2 six>0’
x%2 4 2xsix < —1

5946)) [ si-l1<x <1 f(=4),f(=3),f(-1),F(0), £ (25)

six>1

4. (Cuales de las siguientes relaciones determinan una funcion f con formula y = f(x)? Para
aquellas que lo sean, determine f(x). Sugerencia: despeje y en términos de x y observe que la

definicion requiere un solo valor de y para cada x.

a)x?+yr=1 d)yx ==

y+1
b)xy+y+x=1conx # 1 &) yi=x2—1
c)x=w/2y+1 f)xzy_xz_l_4y=0
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5. (Cuales de las siguientes graficas son graficas de funciones?

a) b)
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6. Utilice el criterio de la recta vertical para determinar si y es funcion de x.

x+1 six<0
-x+2six>0

a) f(x) = {

b)yx2+y2=4
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7. ¢Cual de las siguientes graficas representa mejor los tres enunciados siguientes? Escriba un

enunciado para la grafica restante.

a) Acababa de salir de la casa cuando me percaté de que habia olvidado mis libros, asi que regresé
para recogerlos.

b) Las cosas marchaban bien hasta que se ponch6 una llanta.

¢) Arranqué con calma pero aceleré cuando me di cuenta de que llegaria tarde.

Distancia desde casa

a) Tiempo

Distancia desde casa

Tiempo

b)

| Distancia desde casa

C) Tiempo
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Distancia desde casa

d)

8. Encuentre el dominio de las funciones.

a)g(x) =x>—2x*+x+3
b)F(x) =V3x + 4

0) g(x) = —

d) H(x) = —V625 — x*

&) fx) = 2

f) F(x) = |2x + 3|

g) F(x) = x?/% -1
hyH(x) = /x+ DT
i)f(x)=x%+1

) h(x) = =

2x—5

9. Encuentre el dominio y el rango de las funciones.

a)F(x)=—Vx+4
b)g(x) =x*-5
¢) H(x) =§

d) fx) = —

Tiempo
x+2
k) g(x) - x2—-1
)F(x) =Vx -2

_ V3—x
m) h(x) = 24x

5
n) H(x) = =
x%-1

fi) g(x) = T

0) H(x) = V4x?2 — 2x
p)f(x) = N
q) g(x) =\/xT+ﬂ

3
Tz
1) h(x) = J%i

x|+ 1, six <1
—x+1, six=>1

Vvx+4, six<4

(x —5)%, six>5

) f0) =

f)f(x)={
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10. Bosqueje la grafica de las siguientes funciones.

a) f(x) =3 k) F(x) = |x| —x
7= 1s- b= 553
c)h(x) =x%-5 <1
Six
d)g(x)=x3;2,0SxS5 m)f(x)_{x+1 six>1
e)f(x) =vx+5 n)f(x)_{x'+1 zi};;g
Hgl) =x*-3 six < -1
g)h(x)zl i) f) = {x +1, six=-1
* -x, six<0
) Ho) = [3x] 0){9_xz, si0<x<3
i) h(x) =V—x x—3,six>3
o) =—

11. Especifique si la funcién dada es par, impar o ninguna de las dos.

a) f(x) =5 g) h(w) =Vw2 +3
b) f(x) = 2x73 h) g(t) = |t3 + 2t
¢) g(x) = 3x> — 2x ) G(t) = —|t+ 5]
d) h(x) = 5x — /3 i) h(x) = =3|t| — 2
— 2
e)h(x)—iyi2+2x+1 k)f()—{;+4 ;g;}
f) g(z) =~

12. Encuentre f + g, f —g,.f " 9,f/9,f ° g, g ° f,ysus dominios para:

a) f(x) =x—3; gx) =x? d) f(x) =vV9—x% g(x) =Vx? -4
b) () = 262 + x5 g() = 25 &) F() = Ixl; g() = x* — 4x
O f() =VxT—T; g(0) =2 Df0) =5 g =Vx+1
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13. Observe las graficas de las funciones mas usuales; indique:

a) Dominio d) Si tiene inversa, escribala
b) Rango f) Si es par o impar

¢) Es uno a uno

Funcion identidad Funcion cuadritica
y =

&
5
4

&}

Funcion cibica Funcion raiz cuadrada
¥ -

G [

5

4

i
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Funcion valor absolute F!Im‘i'-'l}. racional
¥ k

[

14.
a) Como se relacionan las graficas de f(x) y f(|x]|)

b) Grafique y = sen|x]|

¢) Grafique y = /x|
d) Grafique y = |senx|

15. Exprese la funcién en la forma f o g.

a) F(x) = (x — 9)° d) H(x) = o
b) F(x) =Vx +1 e) G(x) = [2x3 — 4|
¢) G(x) = xf; f)Hx) =1 +Vx

16. Encuentre f o g o h.

a) f(x) =1, @) = x%, h(x) = x +2 b) () =V, g(x) = ==, h(x) = ¥x

x-1’

17. Exprese la funcién en la forma f o g o h.

a) H(x) = Yvx — 1 b)G(x)=\/%
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18. Demuestre en forma analitica y en forma grafica que f y g son funciones inversas.

=

a) f(x) =5x+1, glx) == Nf(x) =16 —x%,x>0,g(x) = V16 — x

< |

b) F(x) =3 —4x, g(x) == 9 f() =1, g(x) ==
) f(x) =x3, g(x) = Vx h) f(x)=$,x20,g(x)=1;—x,0<xs
Hf) =1-x3 g)=¥T—x 1

e)f(x) =vx—4,g(x)=x?>+4, x>0

19. Utilice el criterio de la recta horizontal para determinar si una funcion es inyectiva en todo su

dominio y, por lo tanto tiene inversa.

a) f(r)=3z+6 N
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20. Obtenga la funcion inversa de f a mano, represente graficamente f y f 1, describa la relacion

entre las gréficas.

a) f(x) =2x -3 ¢) f(x) =Vx
b) f(x) = 3x d) f(x) =Vx2 —4,x > 2

21. Suponga que se da la grafica de f. Escriba las ecuaciones para las graficas que se obtienen a
partir de la grafica de f, como se indica.

a) Desplacela 2 unidades hacia arriba.

b) Desplacela 2 unidades hacia abajo.

¢) Desplacela 2 unidades hacia la derecha.

d) Desplacela 2 unidades hacia la izquierda.

e) Alarguela verticalmente un factor de 2.

f) Contraigala verticalmente un factor de 2.

22. Por medio de translaciones, bosqueje la grafica de:

a) f(x) =vx—2-3 e)f(x)z%3
b)f(x) =|x+4|—-2 (x + 2)?
o) fx)=(x—-3)*>+4
dDfx)=(x+1)3-3

Bl Y

f) f(x) =

23. Responda verdadero o falso:

a) Existe un 6 tal que senf = —g

b) Existe un 8 tal que cos 8 = —g

¢) El dominio de la tangente es R
d) Existe 0 tal que secf no existe

e) Sitan 8 > 0y cosf < 0 entonces send > 0
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f) Si el lado terminal de 6 en posicion estandar pasa por (—2,5), 8 es obtuso

g) El periodo del seno y de la tangente es 2m

h) Si senf = %, §< 6 < m,entonces tan@ = 0,577

24. Convierta las siguientes medidas en grados a radianes (Deje su respuesta en ).

a) 30° f) 10°
b) 45° g) 150°
c) —60° h) 315°
d) 240° i) 144°
e) —370°

25. Convierta las siguientes medidas en radianes a grados.

7 35
a) P e) — PP
b) 3n 3
4 2
1 7
c) — 37 g) 37
4 11
d) 3 T h)? T
26. Sin utilizar calculadora evalue:
s s
a) tan— e) cot
b) secrw f) tan (_ %)
c) sec £l n
4 g) cos (— E)

s
d) csc >

Matematicas | para las Ciencias Economicas @




27. Encuentre el cuadrante en el que se encuentra el angulo 6.

a)send < 0ycosf <0 c)senf >0ycosf <0
b)secO >0ycotd <0 d)cscd <0Oytanf >0

28. Encuentre los valores de las funciones trigonométricas para 6 si:

a)sen@:%yc059>0 d)csc = —-16ytanf >0

b) cotd = -3 ytand >0 e)secd =2ytand >0

3
¢)sech = 4,8 ysend < 0 f) cosf = —-ysenf <0

29. Verifique que las siguientes sean identidades.

1

g)sen 4x = 8sen x cos? x — 4sen x cos x
sec?z

a) (1 + senz)(1 —senz) =

b) (sect — 1)(sect + 1) = tan? t Sugerencia: utilice dos veces una identidad

del angulo doble.
C) secx — senx tanx = cos X
sec? 1 h) (1 + cos 8)(1 — cos 8) = sen?H
) — = sen®x
sec4 x ) senu cosu —
2 + 1 1 cscu secu
e) sen“v = )

) secv j) (1 —cos?x)(1 + cot?x) =1
f) cos3t =4cos3t—3cost Sugerencia: k) senx(csc x — senx) = cos? x
utilice dos veces una identidad del angulo 1—csc? x 1
doble 1) csc2x  sec?x

30. Bosqueje las graficas de las siguientes funciones:

a) y = sen (2x) d)y =sect

b) y = 2sent e)y =csct

c)y=cos(x—%) f)y =2cost
g)y = cos 3t
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= sen™
h)yy = sen -
i)y = 2 cos(2x)

31. Determine el periodo, la amplitud y el corrimiento (tanto horizontal como vertical), y dibuje

una grafica en el intervalo —5 < x < 5 para las siguientes funciones.

2mx
a)y = —sen—=
b) y = tan(2x)
c)y = sen(x + m)

32. Resuelva la ecuacion para 0 < 8 < 2.

a) 2sen’d =1
b) 2cos?x —3cos(2x) =1
c)tan?0 =3

d)tan?6 —tanf =0

e) cos% —cosf =1

f) 2sen’x — 3senx + 1 =0
g)2cos?6 —cosh =1

h) secf csc = 2 cscH

1) send = cos O

j) cos? 8 +senf = 1
k)3sec?x — 2v/3tanx —2 =0

d)y=cos(x—§)

s
e)y—1+cos(x—5)
f)y = 21 4+ 7sen(2x + 3)

33. Encuentre los valores de las seis funciones trigonométricas del éangulo sefialado en cada

triangulo.
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m

2 A
& 2 al
i 06
S\ ¢)
B . 43 A B
o 0.8
- d} V5 C
b) 12

34. Identifique la amplitud y el periodo de cada una

+v
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35. Complete la tabla con la forma exponencial o la forma logaritmica apropiada de la ecuacion.

Forma logaritmica Forma exponencial
logs5=1
logo 81 =2
27?3 =9
8% =512
log, (l) =-1
7
1
672 = 36
36. Exprese la ecuacion en forma exponencial.
a) logs 25 =2 HDIn(x+1)=2
b)log,0 0,1 = -1 g)In(x—1) =4
c)log82=§ h)lny =5
d) log; 81 = 4 i) logg 4 ==
e)In5=x

Matematicas | para las Ciencias Economicas @




37. Exprese la ecuacion en forma logaritmica.

a) 53 =125 e) 273 = 1
8
b) 10~% = 0,0001 3
f) 472 = 0,125
c) 103 = 1000
. g)e* =2
d)81z =9 h)ye® =y

38. Use la definicion de la funcion logaritmica para hallar x.

a)log,x =5 f) log, 16 = 4
b)logs x = 4 g) log, 6 = -
c)log,16 =x
) logz h) log, 3 = 2
d)log,,0,1 =x 3
_ i) log, 8 = 3
e) log, 1000 = 3 2

39. Encuentre la solucion de la ecuacion exponencial, con cuatro decimales:

a) 10% = 25 )21* =3
bye 2 =7 d)5% = 4x+1

40. Resuelva la ecuacion:

a)x22¥X —2¥=0 d) x210* — x10* = 2-10*
b) 4x3e™3* —3xte™3¥ =0 efe* _1
e) eX+e X 2

c)e* —3e*+2=0
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41. Resolver la ecuacion logaritmica para x:

a)log,(x? —x—2) =2 d) (logx)? = log x?
b)log, 3 + log, x = log, 5 + log,(x — 2)
Oln(x—1)+In(x+2)=1

¢) ~log 2xx—3 = log 2x+3
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Algunas respuestas

2.
a) F A
)V k) F
e) m) F
g)V i)V
3.

a)g(0) =3,9(vV2) =1,9(1+,) = 2,h + hz,g(

1 1

OfM) ==, [ =3, fG+h) ==,

h
lhl’

9 g(-2)=-1,¢(3)
9 f(-0) =8, f(-3)

4.

a) No es funcion b) y x*-1

5.

a) No es funcion

6.

a) Es funcion
8.

a)D, =R
c) Dy, =R —{2/5}
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r) F

47
16

r(3)=1
g =1, g(5) = 1

~2,f(-1) =1, f(0) =0, f(25) = -1

¢) No es funcion

¢) No es funcion

¢) D = R—{-2,3}
g)Dr =R




i) Dy =R fi) Dy = (=3,3)

k) D, = R —{—1,1} p) Dy = [—4,4]

m) Dy = (—o0,—2) U (~2,3] 1) Dy = [~2,7) U (7,%)

9.

a) DF = [_41 OO), RF = (—OO, 0] e) Df = Rr RF = (—OO, 0] U [1' OO)

¢)Dy =R —{0}, Ry = R — {0}

11.

a) par €) ninguna 1) ninguna
c) impar g) par

12.

a)(f+9)(x) =x*4+x—-3 Drry=R
(f-—9)x)=—x*+x-3 Dp_yg =R
(f - 9)(x) = x> = 3x*Ds.; = R

x—3
(f/9)(x) = 7Df/g =R — {0}

(feg)(x) =x*>—=3 Dpog =R

(9° @) = (x=3)?Dpey = R

0) (f + 9)(x) = Va2 =1+ =Dp 5 = (=00, 1] U [1, )
(F = 9@ =1~ 2Dy = (~0,~1] U [1,9)
(F + 9)() = =37~ 1Dy = (~o0,~1] U [1,0)
(F19)@) = 537 = 1Dy = (—o0,~1] U [1,0)
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4
(f o 9)(0) = /;— 1Dyg = [-2,2]

(g°f)x) =

2
ngof = (—00,-1) U (1,)
e) (f + 9)(x) = |x| + x* — 4xDsy g = R
(f =9 (x) = |x| —x* + 4xD;_y =R
(f - 9)(x) = |x|(x* — 4x)Dr.y = R

(F/9)G0) = Dy = R—(0,4)
(Fep@=Ix?=4  Dry=R
(g°f)(x) =x* —4x| Dgor =R
15.

) [0 =5, g(x) =x 9

O f00) =2, gl =2

e) f(x) =Ix|, glx) =2x>—4

16.

1
a)(f°g°h)(x)=m
17.

a) f(x) =Vx, g(x) =x -1, h(x) =Vx

19.

a) Es inyectiva

@ Parte 4. Funciones y sus graficas




20.
a) L) =22

21.
a)y = f(x)+2

23.

a) Vv

25.
a) 210°

26.

c) =2

27.

a) Il cuadrante

28.

3
a)senf = -
4

Of '(x) = x?
)y=[f(x—-2) e)y = f(2x)
c) F g F
e)F
3 .\ 4
&)~ )—
g 5;"
c) —60° g) 420°
e) —350°
e)l
f
g 73
¢) I cuadrante
V7 7
cosf = 7 tanf = —

Matematicas | para las Ciencias Economicas @




b)sen6?=—ﬂ
48
9= 1
cos =18
32.
T T 51
a)x_ZJ _;T
_7 2 4m
c)x—3, 3’ 3
2T
e)x—n,?
36.
a) 52 =25
c)81/3 =2
37.

a)log; 125 =5
¢) log1000 = 3

38.

a)x = 2°
¢)2¥ = 16
e) x3 = 1000
39.

a)x =~ 1,3979

40.
a)x =+1

@ Parte 4. Funciones y sus graficas

4.7

tanf = ——
an 1
e)sen6?=\/2—§
e)e* =

get=x—-1

9_1
cos =3
tan@ = /3

4m 2m
3’ 3
i)8%2/3 = 4

e) log,1/8 = -3

HNIn2=x
gxt?=6
i)x3/2=8

c)x = —0,5849

c)x=In2, x=0




In3
x=7

41.

a)x =3,x =-2
c)x=%(—1i\/ﬁ)
e)x=-1, x=9/4
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Parte 5. Limites y continuidad

26. Introduccion a los limites

3_
Consideremos la funcion f(x) = );—_28, Dy =R —{2}

Veamos como se comportaf (x) en las cercanias de x = 2.

x L5 |1,75 1,9 1,99 (1,999 [2(2,001 |2,01 |2,1

x3 -8

_2 9,25(10,5625|11,41{11,94|11,994|7?|12,006|12,06|12,61
x_

f(x) =

> 12 12 <

Se ve que cuando x se aproxima a 2 por la izquierda o por la derecha, la funcion f(x) se aproxima

cada vez mas a 12. Observe que para x # 2

x> —8 (x—=2)(x* +2x+4)

— 2 — (2
f(x)—x_2 po— x*+2x+4 =>y=U*+2x+1)+3

= y—3=(x+1)*

Y graficamente:

x>-8
2.

3
Figura 26.1. Grafica de la funcion f(x) = —

X
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En este caso, decimos que 12 es el limite de f(x) cuando x tiende a 2 y escribimos:

26.1 Definicion intuitiva del “Limite de una funcion”
Sea f(x) una funcion definida en un intervalo abierto I que contiene al punto ¢, excepto quizas en
¢, diremos que L es el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ lo que escribimos como:

limf(x) =L

X—C
Esto significa que L es un nimero real y que podemos hacer que f(x) se aproxime todo cuanto
queramos (tanto como queramos) al nimero L haciendo que x se aproxime lo suficientemente a c,
por la derecha y por la izquierda, sin tomar x = c.
Se dice que f(x) se aproxima cada vez mas a L a medida que x se aproxima a ¢ por izquierda o

por derecha, como se ilustra en la grafica 26.2.

AY

/

Figura 26.2.Gréafica de la existencia del limite.
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Mientras que en la figura 26.3 se muestra que el limite de f(x) no existe cuando x — ¢, porque la

funcién f(x) se acerca a valores diferentes cuando x se aproxima a ¢ por la derecha y por la

izquierda.
A Yy
()
L2 e - ——— - -
I
1
:
Vo
[
w
o
11
—=r= > T
Figura 26.3.Gréfica de la no existencia del limite en c.
Ejemplo 26.1

Sea f(x) = % con x medido en radianes, complete la siguiente tabla y use el resultado para

senx

estimar lim
x—-0 X

x [-0,1 -0,01 -0,001 0 0,001 0,01 0,1

f(x) {0,998310,999983 [0,99999983 | ? 0,99999983 | 0,999983 | 0,9983

v
—
A
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Se observa que a medida quex se aproxima a cero por la izquierda (valores menores que cero) o

senx y ’ Ja
por la derecha (valores mayores que cero) f(x) = —estd cada vez més proxima a 1; por lo tanto:

senx
lim =1
x-0 X
Ejemplo 26.2

VX+5-3 ) . Jx+5-3
Sea f(x) = xx_4 ; D = [—5;0) — {4}, estime JICI_I)T}} xx_4 .
Solucion:

X 35 39 3,99 4 4,01 4.1 4.5
f(x) 0,169 (0,167 0,1667 |? 0,1666 0,1662 |0,1644
> (0,1666 <

Entonces, lirri X573 0,1666 z%

X— -

Ejemplo 26.3
Use la siguiente grafica para hallar el limite de f(x) en el punto que se indica si es que este limite
existe.

fe =1

xX>+2, x+1
1, x=1
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x>+2, x#1

Figura 26.4. Grafica de la funcion f(x) = { 1 =1

Solucion:
De la grafica se observa que cuando x se aproxima a 1 por la derecha y por la izquierda la funcion
f(x) se aproxima a 3; este valor es diferente al valor que toma la funcidon cuando x = 1 que es

f(1) = 1. De esta manera:
jlci_r}}f(x) =3+f(1)=1

26.2 Limites laterales
26.2.1 Limite por la derecha

Decir que lim_f(x) = Lsignifica que cuando x esta cerca, pero a la derecha de a, entonces f(x)
xX—a

esta cercade L.

26.2.2 Limite por la izquierda

Decirque lim f(x) = L significa que cuando x esta cerca, pero a la izquierda de a, entonces f (x)
xX—a

esta cerca de L.

@ Parte 5. Limites y continuidad




Observacion
Decir que x = a~ es diferente a decir que x = —a.
El siguiente teorema establece la relacion que existe entre el limite de una funciéon en un punto y

los limites laterales.

26.2.3 Teorema: relacion entre limite y limites laterales

limf(x)=Le lim f(x) =LA lim f(x) =L.
x—a x—at x—a~

Nota resumen:

1. Al hallar lim f(x) no nos interesa para nada lo que sucede en x = a.
xX—a

2. Nos interesa lo que sucede a f(x) cuando x toma valores alrededor de a.

Observaciones

1. Otra forma equivalente de enunciar el teorema es la siguiente: lim f(x) no
xX—a

existe siy solo si no existe alguno de los limites laterales o, si existen, son diferentes.

2. Las dos formas del teorema se utilizan para determinar la existencia o no del limite de una

funcion.
Ejemplo 26.4
Encuentre el valor del siguiente limite o establezca que no existe: lin} @; x # 1.
X -
Solucion:
De acuerdo con la definicion del valor absoluto, se tiene que:
x—1 six—1=20 _(x—1 six =1
fO) =lx -1 _{—(x—l)six—l <0< lx — 1] _{—(x—l)six< 1

De esta forma:
|x—1|_x—1_
x—1 x—-1

1, six>1
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=1l _ (=1 _
x—1  x—-1

-1, six<1

., x—1 . .y ’
La funcién f(x) = lx_1|, x # 1, puede escribirse entonces como una funcion a tramos, asi:
lx—1] 1 six>1
f(x) = = .
x-1 —-1six<1
N
y
4
3
2
1 - =
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
< o
-2
-3
—4
. , .y x—1
Figura 26.5 Grafica de la funcion f(x) = %
Abhora,

lim f(x) = lim (-1) = -1
x-1" x-1"

= lim f(x) no existe
lim f(x) =1lim (1) =1 x—1
x-1+ x—-1t
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26.3 Evaluacion analitica de limites
26.3.1 Teorema: algebra de limites

Sea n un entero positivo, Kuna constante real y f y g funciones tales que lim f(x) y lim g(x)
xX—a x—-a

existen. Entonces:

l.limK =K (el limite de una constante es la constante)
xX—a

2]limx =a (limite de la funcion identidad)
xX—a

3.limK - f(x) = K - lim f(x).
xX—a xX—a
(toda constante que multiplica o divide puede

salir del limite)

4. lim[f(x) + g(x)] =lim f(x) + lim g(x).
x—a x—-a x—-a
(el limite de una suma de funciones es la suma de los

limites)

5. lim[f(x) — g(x)] =lim f(x) — lim g(x).
xX—a xX—a xX—a
(el limite de la diferencia de funciones es la

diferencia de los limites)

6. lim[f(x) - g(x)] =lim f(x) - lim g(x).
x—a x—a x—a
(el limite del producto es el producto de los limites)
i £G0 e

- m —}Cmg =) siempre que }(1_13 g ( x) #0

(el limite de un cociente es el cociente de los limites)
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8. lim[f(x)]™ = [lim f(x)]" (el limite de una funcién potencial es la potencia del
x—a x—a

limite).

9.1im /f(x) = "/lim f(x), conlim f(x) > Ocuando n par
xX—a xX—a xX—a

(el limite de una funcioén radical es la raiz del limite)

Ejemplo 26.5

Encuentre el lim 8x% — 7x + 2

x—>=2

Solucion:

lim 8x% — 7x + 2

xX—>=2

= lim 8x? — lim 7x + lim 2 Propiedades4 y 5
xX—>=2 xX—>=2 xX—>=2

= 8limx? —7 lim x + lim 2 Propiedad 3
xX—>=-2 xX—>=2 X—-—2

2
=8 ( lim x) —7lim x + lim 2 Propiedad 8
X——2 x—-—=2 xX——2
=8(-2)2-7(-2)+2 Propiedades 1 y 2.

=324+14+2=48

Ejemplo 26.6

Encuentre:
I 5x3 +9
xlzg x2+1

Solucion:

i 5x349 ,lciH;V5x3+9 edad 7
im =X ropieda
x—>2\ x2+1 Jlcin%\/xz+1 prop
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lim x2+1im 1
x— xX-2

,chi_rg(Sx3+9)
=t propiedad 9
/ lim (x2+1)
’chl_rg 5x3+)l€i_rg 9
= % propiedad 4
2

5 (Jl‘i_rg x)3 +chl_)rr% 9
= propiedades 3 y 8

(lim x)2+1im 1
xX—2 xX-2

_ \/5((22))23:19 - % propiedades 1y 2

26.3.2 Teorema: Limite de una funcion polinémica y de una funcion racional
Si f(x) es una funcion polinomial, entonces lim f(x) = f(a)..
xX—a

Si g(x) es una funcién racional de la forma g(x) = % y a es un numero real tal que q(a) # 0,

entonces lim g(x) = g(a).
xX—a

Ejemplo 26.7

. 3x%*-2x%+47
Encuentre lim ————
x-2 X°=7x+1

Solucion:

3x*—2x2+7 3(2)*-2(2)2+7 48—8+7 47 47

I - = _ 2
2 x2—7x+1  (2)2-7-2+1 4—-14+1 -9 9

26.3.3 Teorema: Limite de funciones iguales
Sean f(x) y g(x) dos funciones definidas en un intervalo I que contiene al punto a y tales que:
l. f(x) = g(x) paratodo x € I, excepto posiblemente en a.

2. limg(x) existeyesL
xX—a

Entonces, lim f(x) = L.
xX—a
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Ejemplo 26.8
Sea la funcion

3x2—-5x—2
f(x)zT Six #2
3 six =2

Determine el lirr% f(x).
x—

Solucion:

. . . , . . 3x%-5x-2 3(2)%*-5(2)-2 0
Si evaluamos directamente lim f (x),tendriamos que: lim f(x) = lim =3® = -
x—2 x—2 x—2 X—2 2-2 0

El cociente 0/0 no es un nlimero real y se conoce en el calculo como una forma indeterminada (no
puede determinarse a primera vista el valor exacto del limite). Sin embargo, usando manipulaciones
algebraicas puede transformarse la funcién en una funcion equivalente que tiene limite y que de
acuerdo con el ultimo teorema coincide con el limite de f(x).

Al efectuar el proceso algebraico y simplificar se conoce en el lenguaje del calculo como “eliminar

la indeterminacion”.

Asi
3x2-5x—2 (GBx+1)(x-2
= ( ) ) =3x+1
x—2 (x—2)
2_ca_
Por tanto las funciones f(x) = % y g(x) = 3x + 1 son iguales en todos los puntos del eje

real, excepto en el punto x = 2.

Ademas lirr% gx) = lirr%(3x+ 1) =7, y de acuerdo al teorema anterior se tiene que
X X

jlcizg fx)=7
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B
141
134
121
114
104
ol
gl
el
Graficade [ 4]
sl
41
3l o (2.f(2))
2
J "
2 B / 1 p) 3 4 5 6 7 ’
14
3x2—5x-2 .
Figura 26.6. Grafica de f(x) = {T Six#2
3 six =2
1y
144
134
124
114
104
ol
gl
71
Graficadeg 4l (2,9(2)
sl
al
3l
2l
) | 5
-2 7 | i 2 3 4 5 6 7

Figura 26.7.Graficade g(x) = 3x + 1.
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Procedimiento para eliminar una indeterminacion del tipo °

1. Si la funcidn f es racional, factoriza, simplifica y evalua.

2. Sila funcioén f es irracional, multiplica y divide por el conjugado de donde esté la raiz, simplifica

y evalua.
Ejemplo 26.9
Evalua los siguientes limites:
. x3-27
a) }cllg 2x2-7x+3
. Vx4
o)l s
Solucion:
li x3— i 73)(P43x49) L x?4+3x+9 3243349 27
a) xllg 2x2-7x+3  xo3 (2x-1)(x-3) T x53 2x-1  23-1 5
b) lim V-4 - (Vz-4)(VaZ+4¥x+16)(Va+8) - (x—64)(VX+8)
x—64 VX—-8  x—64 (\/2—8)(\/Z+8)(3\/x_2+43\/§+16) T x—64 (x—64)(W+4%+16)
. (x — 64)(Vx + 8) i (vx +8) 16 1
1m = lim = = -
x64 (x — 64) (Va2 +43x +16) 04 (/x2 +43x +16) 48 3

26.3.4 Teorema del sanduche
Sean f(x), g(x) y h(x) tres funciones definidas en un intervalo I, excepto posiblemente en el
punto a € I y tales que:
1. f(x)<g(x) < h(x)paratodox €[
2. limf(x) =limh(x) =L.
x-a x—a

Entonces, lim g(x) = L
x—a
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Graficamente tenemos que:

Ay

> T

Figura 26.8 Ilustracion de teorema del sanduche.

Ejemplo 26.10

. 1
Demuestra que lim x sen—= 0
x—-07% x

Solucion:
: 1 : 1 : 1
a) lim xsen—=limx* lim sen—=0* lim sen—= 0
x—-07* X x>0t x-07% X x—0 X

La respuesta es correcta pero el ejercicio estd mal resuelto ;por qué?

b) La manera correcta de resolverlo es usando el Teorema del emparedado asi:

- , 1 L
Como el rango de la funcidn seno esta entre -1 y 1 entonces —1 < sen— < 1, multiplicando esta

: . 1 ,
desigualdad por x, con x > 0 se tiene que —x < x sen— < x, ademas
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: : : . 1
lim —x = lim x = 0, entonces por el teorema del sanduche se puede concluir que lim x sen— = 0.
x>0+ x>0+ x—-0% x

27. Limites de las funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas

27.1 Teorema: Limites de funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas
Para todo niimero real c en el dominio de la funcion
1. limsen(x) = sen(c)
X—C
2. lim cos(x) = cos(c)
X—C
3. limtan(x) = tan(c)
X—C
4. lim cot(x) = cot(c)
X—C
5. limsec(x) = sec(c)
X—C
6. lim csc(x) = csc(c)
X—C
7. lima* =a,a>0

X—C

8. limlog, x =log,c,a>0
X—C

Ejemplo 27.1

2
. x“—1)tanx
Encuentre lim %
x—0 x“+1

Solucion:

o (x!=1Dtanx  [(x?2-—-1\ _
11m2—= im ‘limtanx =-1-0=0
x—0 x4 +1 x—0 \ x2 + x—0

Ejemplo 27.2

Encuentre los siguientes limites.

a. lim(2 + Inx)
X—2

b. lim(x%e3¥)
x—3
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c. limlog;(x? — 1)?
xX—2

Solucion:

a. lirr%(Z +Inx)=2+1In2
X—

b. lirg(xze3x) = 32¢% = 9¢°
X—

c. lin; logs(x? — 1)3 =log5(2%2 — 1)3 = log3 27 =3
X—

27.2 Teorema: Limites trigonométricos especiales

_ senx
. lim =1
x->0 X

1——cosx
2. lIlm— =90
x—0 X

Demostracion:

2

1—-cosx (1—cosx)(1+cosx) _ ;. 1-cos? x T sen<x

2. lim = lim = lim ———
x-0 x x—0 x(1+cosx) x—0 x(1+cosx) x—0 X(1+cosx)

sen x-senx . senx Senx . senx sen x 0

= lim = lim = lim - lim =
x-0x(1+cosx) x-0 x (l4+cosx) x-0 x x-0(1+cosx) 1+1

=0

Ejemplo 27.3

Encuentre cada limite:

sen 5x

a. lim
x->0 X

b. lim

x-0 X

tanx

1-cosx

c. lim
x-0 senx
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Solucion:
a. Al evaluar este limite directamente se obtiene division por cero. Para resolver este problema, se
reescribe el limite de la siguiente manera:

~ senbx sen 5x ~ senbx
lim——=Ilim5——=5lim——
x>0 X x—0 5x x-0 5x

Haciendo un cambio de variable y = 5x y teniendo en cuenta que cuando x — Oentonces y — 0

puede escribirse:

~ senbx sen5x
lim——=1im5
x—0 X x—0 S5x
~ sen5x . seny
=5lim—— = 5Ilim
x—0 5x y-0 Yy
=5-1=5
b.
senx
tan x
lim = lim <%
x->0 X x-0 X
~ senx ~ senx 1
= lim—— = lim
x->0XCOSX x>0 X COSX
. senx 1
= lim - lim
x-0 X x—0COS X
=1-1=1
c.
(1—cosx)
y 1—cosx y —
im—— = lim—=——
x>0 sen x x>0 senx
X
. 1—cosx
llmg
_ x-0 X
- . senx
lim
x-0 X
0 0
1
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28. Limites infinitos. Asintotas verticales

Sea f(x) = ﬁ . Dy = R — {2}y asi f es discontinua en x = 2. Estudiemos }Cl_rgi

X 1,9 1,99 1,999 1,9999 2 12,0001 2,001 2,01 2,1

-10 |{-100  |-1000 -10000 ? 110000 1000 100 10

X —2

»- 00 o0 <

. 1 . _ . ;.

Se observa que lim ~— o existe, ya que cuando x — 27, f(x) decrece sin limite y cuando x —
X—2X—

2%, f(x) crece sin limite y escribimos:

. 1 . 1
lim — = —ooy lim — = o
xX—>2~ X—2 x—=2+t x—2

Graficamente, tenemos:

10+

Figura 28.1. Grafica de la funcion f(x) = ﬁ

Definicion

Sea f una funcion definida en un intervalo I, excepto posiblemente en el punto a € I. Entonces:
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lim f(x) = +o0

x—a

Significa que los valores de f(x) pueden hacerse tan grandes o tan pequenos como deseemos,
tomando a x lo suficientemente cerca de a (pero no igual aa), es decir, los limites infinitos de una
funcion se dan cuando el valor de la funcion crece o decrece sin limite a medida que la variable x

se aproxima al valor dado.
Pueden darse definiciones similares para:

lim f(x) = too lim f(x) = too lim f(x) =too lim f(x) = too
x—-a~ x—at X——00 X—00

28.1 Algunos limites infinitos

1 limi—<+oo’ sik>0
' x—>c+ xX—C o —m, Si k < 0

En este caso, el denominador tiende a cero a través de valores positivos

) limi—4_oo’ sik>0
“xscmx—c |40, sik <0

En este caso el denominador tiende a cero a través de valores negativos.
Lo anterior, se indica asi:

k k {+00, sik>0

i x—c 0t |-, sik<0
Y
lim zi_{+00, sik>0
xoccx—c 0~ -, sik<O0
Ejemplo 28.1
Determine:

x+1 ) x+1

dm T Y I T
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Solucion:

Cuando x —» 4% y x > 47, entonces el numerador x + 1 —» 5y el denominador (x — 4)? es un

x+1
(x—4)?

nimero que se aproxima a cero, pero positivo y por tanto es un numero positivo grande, asi

im 2 = ooy lim 2 = oo
Xoa- (-2 Y ot -

28.2 Asintota vertical

La recta x = c se llama asintota vertical de la curva y = f(x) si se cumple una de las siguientes
condiciones

lim f(x) =fo0  lim f(x) =+4c0  limf(x) = £oo

Las asintotas verticales ocurren en las funciones racionales, en los ceros del denominador que no

son ceros del numerador.

Si lim f(x) = too cuando x tiende a ¢ por la izquierda o por la derecha decimos que la recta x =
X—C

¢ es una asintota vertical para la grafica de f(x) tiene una discontinuidad infinita en x = c.

. . .y X . 7 .
Para determinar si una funcion h(x) = % tiene una asintota vertical en x = c, tenemos en cuenta

lo siguiente:
Si fy g son funciones continuas en un intervalo abierto que contiene al punto x = c ysi f(c) # 0

y g(c) = 0 entonces la grafica de h(x) = % tiene en x = ¢ una asintota vertical, es decir, las

asintotas verticales ocurren en los ceros del denominador que no son ceros del numerador.

Ejemplo 28.2
La funcion f(x) = tanx = %tiene asintotas verticales en x = ig, + , ... y su grafica

tiene la forma
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Figura 28.2 Grafica funcion tangente.

28.3 Propiedades de los limites infinitos

Sean ¢,L € Ry f y g funciones tales que lim f(x) = oo y lim g(x) = L. Entonces,
X—C X—C

lim[f (x) + g(x)] = o0

X—=C

lim[f(x)-g(x)] =, L#0

imI® _

x-c f(x)

Las propiedades anteriores también son validas, si lim f(x) = —oo y para limites por izquierda y
X—C

por derecha.

Ejemplo 28.3
Sea f(x) =

1
x2-9

complete la siguiente tabla para determmarxllgl_ e A1 s
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X -3,5 -3,1 -3,01 -3,001 -3 1-2,999 -2,99 -2,9
f(x) 10,307 1,639 16,63 166,63 ? |-166,694 -16,694 -1,694
»0O  — 0O
Observamos que ,}L%‘- = Ty lersr)l+ mg = —®
Analiticamente, tenemos:
lim = lim !
x>-3"x2 -9 x->-3-(x —3)(x+3)
= lim - lim !
x->-3"(x +3) x>-3"(x —3)
1 -1
= 0—_ . ? = 400
lim = lim !
x>-3tx2 —9 x>-3*(x —3)(x + 3)
= lim - lim !
x--3*(x +3) x>-3*(x —3)
1 -1
S0t e
Y podemos concluir que en x = —3 hay una asintota vertical para la grafica de
flx) = ' De manera analoga, se demuestra que x = 3 también es una asintota vertical para

x2-9°

esta grafica.

Ejemplo 28.4

Halle las asintotas verticales para las siguientes funciones si estas existen:

+2
X

@ f(0) =222
b. f(x) =

x+1
x2-1

Matematicas | para las Ciencias Economicas @




Solucion:

a. Para f(x) = g el Dr = R — {1}, y en x = 1 el numerador es 3 y el denominador es cero; por

tanto:
1 x+ 2 3_+ 1 x+ 2 3_
xlg}'l —X __E;: STy xlg}'l-— X E;: «

entonces en x = 1 hay una asintota vertical.

x+1
x2-1

b. Para f(X) =

el D = R—{1,-1}
Para x = 1 el numerador es 2 y el denominador es cero; por consiguiente en x = 1 hay una asintota

vertical y se cumple que:

x+1 . 1 . x+1 . 1
xo>1— x2-1 - ler{l—E =Ty xll_>r{1+ x2-1 - ,}H{%E = to.
En x = —1 tanto el numerador como el denominador son cero y por lo tanto en x = —1 no hay
asintota vertical, ya que en x = —1se tiene que:
lim x—-l-l = lim r+ 1
xo-1(x2—-1) x--1(x—-1(x+1)
_ 1 1
- xlirzllx -1 - 2

29, Limites al infinito. Asintotas horizontales

. ., Vx2+1 .. . .,
Consideremos la funcion f(x) = ——Cuyo dominio es R — {0} y no existe la funciéon en x = 0,
. , . .o VxZ+1 1 . x2+1 1 ,
por tanto tiene una asintota vertical, pues lim =—=—o00y lim = — = +o00 asi, en
x—0— X 0 x—0t X ot

x = 0 la discontinuidad es inevitable.
Veamos como se comporta f(x) cuando x crece sin limite (x = +00) y cuando x decrece sin

limite (x —» —o0)

x -1 -10 -100 -1000 - —00

f(x) |-1,4142 |-1,004987 |-1,00005 |-1,000005 |-1
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Asi, a medida que x decrece sin limite se observa que f(x) se aproxima cada vez mas a —1,

o . x2+1
entonces eSClelmOS lim . = —1.

X——00

x |1 10 100 1000 - +00

f(x) | 1,4142 | 1,004987 |1,00005 |1,000005 |1

VxZ+1
x

Observamos que a medida que (crece sin limite, la funcién f(x) = se aproxima cada vez

, - . xZ+1
mas a |_y escribimos lim =1.
? x—+4+0 X

En general, si f(x) se aproxima cada vez mas a L a medida que x crece sin limite, decimos que L
es el limite en el infinito de f(x) y escribimos:

lim f(x) =L

X—+o00

De manera similar, lim f(x) = Lsignifica que f (x) se aproxima cada vez mas a L a medida que
X——00

x decrece sin limite.

29.1 Asintotas horizontales

Larectay = L es una asintota horizontal de la grafica de f(x) si liI;n f(x)=Lo lim f(x)=L.
X—>+ 00 X—>—00

Vx2 V2 Vx2
Para la grafica de f(x) = = *L se tiene que lim — L y lim = LN
X X—>—00 X X—+o00 X
2
Por lo tanto, las rectas y = 1y y = —1 son asintotas horizontales para la grafica de f(x) = <= iy

Para esta funcion también sabemos que la recta x = 0 es una asintota vertical. El conocimiento de
las asintotas nos permite aproximar mejor la grafica de la funcion. También sabemos que es

positiva si x es positivo, y es negativa cuando x es negativa y que es simétrica con el origen.
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Figura 29.1. Grafica de una funcion con asintotas horizontales.
El siguiente teorema nos permite encontrar limites en el infinito.

Teorema: Sear € R*y ¢ € R entonces:

1. lim ==

2. Six" esta definido parax < 0, lim — =0

x——00 X7

3. lim x" = o sea h(x) = fx )para buscar lim £&
X—00 g(x x—00 g(x)

Dividimos el numerador y el denominador por la mayor potencia de x, y a continuacién utilizamos

las propiedades del teorema anterior.

Ejemplo 29.1

Calcule los siguientes limites en el infinito:

. 5x3+2x2%+1
a. lim ———
X—+00 10x3-9
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2
b. lim —
x——o0 X+3

2x+1

c. lim —=
xX—o00 VX“—X

—3x+1

d. lim

X——00 x2+x

e. lim (2x —/4x? + 1)
X—00

. sen2x
L
Solucion:
a.
I 5x3+2x%2+1 (OO)
ot 10x3-9  \oo
Ll gyl
= lim ¥——*—% = lim XX
x—+c0 10x3 9 x=+0 10 — 2
x3 x3 x3
b.
5x? 00
x—>—0o X + 3 - (g)
s
— i x2 2 _
o Xl—l>r+noo i + i 0+ «©
x2 = x2
C.
I 2x +1 (00)
im ——=(—
x—>oo1/x2 —x (0]
oyl 242 242
= lim == = lim —== = lim 2
x—00 Vx2-x x—00 [, 2 3 xX—00
x el 1=
d.
. —3x+1 00
jim 2241 (2)
X——00 xZ + x (0]
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—-3x 1 —3x 1 1

ot T 3+-

= lim IX|T+|x|=limw=lim L =2
X—>—00 X X X—>—00 xz x X——00 1
|| x_2+ x_z 1 +;

Nota: Para limites cuando x — —oo para funciones con radicales con indice par, dividimos |x|

€.

lim (2x — y/4x? + 1) = (o0 — ) se multiplica y divide por el conjugado

(2x — J4x2 + 1D(2x + V4x2 + 1)
2x +V4x?2 +1

lim (2x —/4x% + 1) = lim

X—00 X—+o00

o (Ax* = (4x* + 1) _ -1
= lim = lim ( )
xoo \ 2x + V4x? + 1 X2 \2x + V4x? + 1

-1 -1
= lim —2—— = lim X
X—00 2X 4x2+1  x-o 5, 4x2+1
x x x x2
= lim X = =0
x—00 1 2+2
2+ |4+
X
. sen 2x T
f. lim — por el teorema del emparedado se sabe que —1 < sen 2x < 1; dividiendo todo por x
X—00
,—1 sen2x 1 . 1 . -1 . sen2x
tenemos qué— < —— < —y como lim = = lim — = 0. Entonces lim =0
X X X X—00 X xX—oo X X—00 X

30. Funcion continua

Intuitivamente se puede decir que una funcion es continua cuando en su grafica no aparecen saltos
o cuando el trazo de la grafica no tiene “huecos”. En las siguientes figuras aparece la grafica de
tres funciones: dos de ellas no continuas (discontinuas) en el punto x = a de su dominio (figura a

y b) y la otra continua en todo su dominio (figura c).
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b)

Figura 30.1.Gréfica de funcion discontinua en x = a, donde el limite existe.

> T

Figura 30.2.Gréfica de una funcion discontinua en x = a, donde el limite no existe.
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y = f(z)

> T

Figura 30.3.Gréfica de una funcion continua en x = a.

Al mirar con cuidado las graficas anteriores podemos deducir intuitivamente resultados que
permitiran comprender con mayor claridad la definicion precisa de lo que significa ser una funcioén

continua en un punto dado de su dominio.

e En la grafica de la figura a) tenemos que:
1. xlircrll_ flx) = xlirclllJr fx)=Le 91(1_1)1611 f(x) = L (existe).

ii.  f(a) (existe).
Pero )lcl_r}(ll f(x) =L # f(a) (por estarazon f es discontinua).
e Para la gréfica de la figura b) tenemos que:

1. xlircrll_f(x) =L # xlirgll"'f(x) =L, & jlci_r)rcllf(x) (no existe).

(por estarazén £ es discontinua).

ii.  f(a) (existe).

e Finalmente, para la grafica de la figura c) tenemos que:

i. 9}l>rcrzl+ f (x)lelrgl_ f (x):L@;lci—rg f(x) =L (existe).
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ii.  f(a) (existe).
iii.  limf(x) = f(a)

Estas tres condiciones son las que en ultima instancia permiten deducir intuitivamente que la
funcién cuya grafica aparece en la figura c) es continua en el punto a.

Lo anterior nos permite establecer la siguiente definicion:

30.1 Definicion: funcion continua en un punto
Una funcion f es continua en x = a siy solo si se satisfacen las siguientes condiciones:
1. f(a)existe.
2. limf(x) existe.
xX—a
3. limf(x) = f(a)
xX—a
Continuidad en un intervalo abierto: Una funcion es continua en un intervalo abierto(a; b) si es

continua en cada uno de los puntos del intervalo. Una funcion que es continua en toda la recta real

(—o00; 00)es continua en todas partes.

Observaciones

1. Si en la definicion anterior sustituimos limf(x) por lim f (x) o por lim f(x), decimos
x—-a x—a x—-a~

entonces que f es continua a la derecha o a la izquierda, respectivamente, del punto x = a.
2. Algunos autores adoptan como definicién de continuidad en un punto la condicién 3 de la

definicion anterior, esto es, fes continua en x = asi y solo si limf(x) = f(a).
xX—a

3. Si en la definicion de continuidad se hace x = a + h, conay (a + h) en el dominio def, se

dice entonces que f es continua en a si y solo si }lirr(l) fla+h) =f(a).

30.2 Discontinuidad y clasificacion de las discontinuidades
Si al menos una de las tres condiciones establecidas para la funcidén continua deja de cumplirse, se

dice que f es discontinua (no continua) en x = Q.
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Si f es discontinua en x = a, y limf(x) existe pero es diferente de f(a), se dice que la
xX—a

discontinuidad es removible o evitable. En caso contrario, se dice que la discontinuidad es esencial.

Asi, por ejemplo, la grafica de la figura a) corresponde a la grafica de una funcidén con
discontinuidad removible o evitable enx = a, mientras que la grafica de la figura b) corresponde a
una discontinuidad esencial en x = a.

Cuando una funcién tiene discontinuidad removible en un punto se usa la frase “remover la

discontinuidad” para indicar que se puede redefinir la funcion haciendo que f(a) = limf(x), y de
xX—a

esta manera obtener una nueva funcion continua enx = a.

Ejemplo 30.1

x> +1 six<0
Considere la funcion f definida por f(x) =1 3 six =0 cuya grafica es:

2x+1 six>0

x>+1 six<0
Figura 30.4.Grafica de la funcion f(x) =1 3 six=0

2x+1 six>0
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Si se analiza la continuidad de f en el punto x = 0, se tiene que:

lim f(x) = lim (x2+1) =1
x—-0" x—-0"

_ T _ . ( (existe)
RS0 = g e D=1

2. f(0) = 3 (existe)

Pero lin(l)f (x) =1+ f(0) =3, lo que indica que f es discontinua en x = 0. Ahora, como
X—

lin(l) f(x) # f(0), la discontinuidad es evitable.
X—

Puede entonces “removerse” o “evitarse” la discontinuidad redefiniendo la funcién de tal forma

que lin(l) f(x) = f(0), esto es, redefiniendo f; asi:
X—

x2+1 six <0

fx) =141 six=20

2x+1 six>0

Esta nueva funcion es continua en x = 0.

30.3 Teorema 1: Algebra de funciones continuas

Sean f y g dos funciones continuas en el punto x = a, y k una constante. Entonces:

1.

2
3.
4

kfes continua en x = a. (Una constante por una funcién continua es continua.)
(f + g) es continua en x = a. (La suma de funciones continuas es una funcién continua.)
(f — g) es continua en x = a. (La diferencia de funciones continuas es una funcién continua.)

(f - g) es continua en x = a. (El producto de funciones continuas es una funcioén continua.)
(i) es continua en x = a, si g(a) # 0. (El cociente de dos funciones continuas es una funcion

continua.)
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30.3.1 Consecuencias
1. La funcién polindmica es continua en todo punto del eje real.

2. Una funcioén racional es continua en los puntos que no anulen el denominador de la funcidn.

Ejemplo 30.2

JSi (f + g)(x)es continua en x = a, entonces f(x) y g(x) son continuas en x = a?

Solucion

La implicacion formulada es falsa. En efecto, sean:

x+1 six<O0
f(x) =40 six=0
x—1 six>0
-1 six <0
glx) =40 six=0
1 six>0

Cuyas graficas aparecen a continuacion:

f(x)4

4

Figura 30.5.Grafica de la funcion f(x).
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g(x) 4

i 4

-1

1

Figura 30.6.Grafica de la funcion g(x).

Puede demostrar facilmente que f (x) y g(x) son discontinuas en x = 0 (verifiquelo). Sin embargo,

x+1)—-1 six<0

(f+g)(x)=[0 six=0
x—1)+1 six>0

Esto es,

x six<O0
(f+g)(x)={0 six=0

x sSix>0

o simplemente (f + g)(x) = xes la funcién identidad, cuya grafica es continua en x = 0.

(r+2)(x) &

=V

Figura 30.7.Grafica de la funcion (f + g)(x).
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30.4 Teorema 2: Limite de la funcion compuesta

Sean f y g dos funciones tales que f es continua en b y limg(x) = b, entonces,
xX—a

lim(f ° )60 = limf(g(x)) = £ (limg()) = £(b)

Como consecuencia se sigue que: si g es continua ena, y f es continua en g(a), entonces

(f og)(x) = f(g(x)) es continua ena.

30.5 Teorema 3: Continuidad de la funcion valor absoluto y raiz n-ésima
La funcidn valor absoluto es continua para todo numero real a. Si n es par, la funcidn raiz n-ésima

es continua para todo nimero real positivo y es continua para todo niimero reala, si n es impar.

30.6 Teorema 4: Continuidad de las funciones trigonométricas, exponenciales y
logaritmicas
Las funciones seno, coseno y exponencial son continuas en todo numero real, y las funciones

tangente, cotangente, secante, cosecante y logaritmicas son continuas en todo numero real en sus

dominios.

Ejemplo 30.3

x5—6x3+1

—) es continua.
2x2+5x-3

Determine en qué puntos la funcion f(x) = cos (

Solucion:

x5—6x3+1

. . ) 1
Sea g(x) = S una funcién racional continua en todos los reales, excepto en x = Syx =

2x2+5x—
—3 y por el teorema 4 la funcion cosenoes continua para todos los reales, luego por el teorema 2

f(x) = h(g(x)) con h(x) = cos x es continua para todos los reales, excepto en x = %y x = —3.
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30.7 Definicion: continuidad en un intervalo cerrado
Una funcioén f es continua en un intervalo cerrado [a; b] si y solo si f es continua en el intervalo
abierto (a,b) y

Jim () = f(@)y Jim f(x) = ()

Es decir, fes continua por la derecha de a y continua por la izquierda deb.

Ejemplo 30.4
Analice la continuidad de f(x) = V9 — x? en el intervalo[—3; 3].

Solucion

La funcién f(x) = V9 — x? es continua en (—3; 3) por el teorema 3; por otro lado,
lir§1+\/9 —x? =0 = f(—3) continua por la derecha
X—

lim v9 —x2 =0 = f(3) continua por la izquierda

X—37
Por tanto se puede concluir que f es continua en el intervalo cerrado [—3; 3], como se muestra en

la siguiente grafica.

-1

1]

Figura 30.8.Grafica de la funcion f(x) = V9 — x2.
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Taller de limites

1. Responda falso o verdadero a cada una de las siguientes afirmaciones. Justifique su respuesta.

. x%-9 .
a)Sigx) = ¢ entonces xll,rflg glx)=g(—
b) Si hm f(x) =Ly hm g(x) = M, entonces }Cl_r)rg oo = M

¢) Si lim f(x) = L, entonces f(c) = L.
X—C

f&x) _ L

d) Si f(x) = g(x) para todos los nimeros reales distintos de cero y lirr(l) f(x) = L, entonces
xX—

lim g(x) = L.
x—0

e)Silim f(x) =Ly f(c) = L, entonces f es continua en c.
X—C

f)Si f(x) =g(x)parax = cy f(c) # g(c), entonces f o g no es continua en c.

f()

g) Si f(x) es un polinomio, entonces la grafica de la funcién dada por g(x) = tlene una

asintota vertical en x = 1.

2. Evalue los siguientes limites.

5x2-45

a) lim
x—3 X—3

b) lim 3222=%

x—-1 x—1

x3-3x+2
1x4 4x+3

c) 11

d) xllrg(Zx — 3x)

4_ .5

. X
e) lim
x—-1 x—1

x2-5x+6
52 x2-12x+20

. Vx3-27
g) lim

x—-3 Xx+3

f)ll

@ Parte 5. Limites y continuidad
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h)l (x+h)>—x
h—0 h
V2x+1-3
S4Vx—2—v2

1) 11

1)¥a1v3x+1+1




3. Encuentre el valor de cada uno de los siguientes limites o establezca que no existen.

|x+3]
x+3

¢) lim (x + 2)
x—>-3
4. Bosqueje la gréfica de las siguientes funciones y encuentre luego los limites dados o establezca

que no existen.

x?>  six<0
a)f(x)=9x si0<x<1
1+x%2 si x>1

lim £(); lim f (x)

—x+1, x<1
b)f(x)=[x—1, 1<x<2
5—x%, x>2

lim g(x); lim g(x)
x-1 x—2

x?, x <=2
c)h(x) =45 x=-2
—4x, x > —2
lim h(x)
xX—>—=2
5. Evaltie los limites trigonométricos.
. sen4b . sen?(x+1)
a) lim ==
) 60 20 d) xILrPl (x2+2x+1)
. 62 . tanx-senx
b) ¢191_r>r(1) sen 6 ©) }cl_{r(l) x?
—x2 2(%X
¢) lim — f) 1imw
x—1 Senmx o0 %2
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2

X+XxCcosx

2¢SC k) lim
g) }Cl_llr(l) x ax ) x—0 Senx cosx
1—cos 3x sen(t?—4)
h) lim D lim———
x->0  4x t—2 t—2
senx cosx—senx
i) lim m) lim —————
x—>71’71' x x—>7'[/4 1-tanx
j) lim
x—0V1—cosx

6. En los ejercicios siguientes establezca la continuidad o no de las funciones en los puntos a dados.

Si es discontinua y dicha discontinuidad es removible, remueva la discontinuidad. Dibuje las

graficas de las funciones.

a) f(x) =4x?> —2x+12, a=3

x“six < 2
J— =2
©) fx) = {3x+2 six > 2’ ¢

b f) =5, =2 mdxe3

3x f)h(x):{—swcqti% a=3
C)f(x)—m a=-2 5 six =3

4x-8 ~ 9 x—1 six<1
d)h(x)—{ Six , a=2 g)g(x) =141 six=1, a=1

2 six=2 1—xsix>1

_( 7x+ksix <3
7. Seaf(x)_{—Zx+5 six =3

Determine el valor de k para que lirg f(x) exista.
X—

x? six <=2

8.Sea f(x) =3ax+b si—2<x<?2
2x—5 six =2

Determine los valores de las constantes a y b para que el lim2 fx)y lirr% f (x) existan.
xX—>— x—

9. Determine los siguientes limites:
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l' xz . x+1
a) 11m ——————
) X—00 (x—3)(5—x) x—2t x—2
. 3x3-x2 li 2x?
- - 1m
b) ;I—E{}o mx3—-5x2 & x—5~ 25-x7
. 62
. 3[1+8x2 h) lim
C) lim 2 x—-mt+ send
X—00 x“+4
. X2+2x+8
d) lim =221 1) lim 22
x—00 VX243 x—2
. i) lim &
e) lim (V2x2 + 3 —V2x2 - 5) ) m
X— 00

10. Encuentre las asintotas horizontales y verticales para las graficas de las funciones indicadas.

Después dibuje sus graficas:

2) fx) = = ) ) =
b) f(x) = = &) f(x) = =
0) f(x) = 5=

11. Larecta y = ax + b se denomina asintota oblicua la grafica de f(x) si

lim[f(x) — (ax +b)] =006 lim [f(x) — (ax + b)] = 0 encuentre la asintota oblicua para:
X—00 X—>—00

()_2x4+3x3—2x—4
fx) = x3—1

Sugerencia: Comience por dividir el numerador entre el denominador.
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Algunas respuestas

2.

a) 30 20 k) 2/3
c)1/2 ) 2v2 m)1/6
e)-1 ’

3.

a) No existe ¢) No existe

5.

a) 2 g 1/a? m) 1/v/2
c)2/m i1

e)0 k) 2

6.

a) Continua
¢) Discontinua, discontinuidad no removible.

e) Discontinua, discontinuidad no removible.

x—1 six<1

g) Discontinua, discontinuidad removible.g(x) = { 1 — xsix > 1

7.k =-—22

8.a=—5/4yb =132

9.

a)—1 g) ©
c)2 i) —oo
e)0
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10.

a) Asintota horizontal y = 0, asintota vertical x = —1
c¢) Asintota horizontal y = 0.

e) Asintota horizontal y =2y y = —2.

11.
y=2x+3
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Parte 6. La derivada

31. La derivada y la recta tangente

Problema: Queremos hallar la pendiente de la recta tangente a f(x) en (c, f (c))el problema esta
en que solo conocemos un punto y para la pendiente necesitamos dos.

Consideremos una funcion f(x) cuya grafica se muestra en la grafica 31.1.

fo/

f(c+ Ax) (c £4&%, f(c + Ax))

c)

d

/ Ax

\\Q
{ ﬁ
+
>
=
=
v

Grafica 31.1 Grafica de la recta secante y tangente de una funcion.
Incrementamos ¢ un Ax obtemos: ¢ + Ax y su imagen es f(c + Ax).

La recta L, que pasa por los puntos (c; f(c)) y (¢ + 4x; f(c + Ax))se llama recta secante, ya que

corta la grafica de f(x) en dos puntos. La pendiente de L, es
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_fle+a0) —f(©) _ fle+40) —f(©)

L c+Ax —c Ax

La recta L es tangente a la curva f(x) en el punto (c; f(c)) pues alrededor de c,este es el inico

punto en comun que tiene la recta L con f(x).

Se observa que a medida que Ax — 0 la recta L; se aproxima cada vez mas a la recta Lque es
tangente a la curva f(x) en el punto (c; f(c)).
De esta forma, la pendiente de la recta tangente en el punto (c; f(c)) es el limite cuando 4x — 0

de la pendiente de la recta secante, esto es,

_ fle+4x) = (o)
mp = Mean = Al)lcr—r>10 Ax

Siempre que este limite exista. A este limite se le conoce como la derivada de f(x) en el punto

(c; f(c)) y se denota como f'(c), esto es,

= jim [EHAD—F©

Ax—0 Ax

f'(c) es la pendiente de la recta tangente a la grafica f en el punto (c; f(c)).

Por lo tanto la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto (c; f(c)) esy —
= f' — ! = = |i w

£(©) = f'(©)(x — ¢) donde f(c) = Myangente = lim L2

31.1 Definicion “derivada de f en x”

La derivada de f(x) en el punto x viene dado por

flx+ 4Ax) — f(x)
Ax

'(x) = lim
f1e) = lim
Siempre que tal limite exista.

Por simplicidad también podemos usar una letra diferente para calcular este limite por ejemplo:
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fx+h) - f(x)
h

f'G) = lim

Notacion: Si y = f(x), la derivada f'(x) también la denotamos como f'(x) = Z—z y representa la

razén de cambio de y con respecto a x, o como D, f (x).
De esta forma, f'(x) representa la pendiente de la recta tangente a f(x) en el punto (x, f(x)) y la

interpretamos como la razén de cambio de y = f(x), con respecto a x.

Ejemplo 31.1
Encuentre la derivada de:

af(x)=x3+2x+1

1

b-f(x)=\/—;

Solucion:

fx+h)—f(x)

a. f'(x) = }li_rg P

C(x+h)B+2x+h)+1—x3-2x—-1
lim

h—0 h
o x3+3hx?+3h%’x+h3+2x+2h+1—-x3-2x—1
= lim
h—0 h
 h(Bx?+3hx+h?>+2)
= lim = lim 3x% + 3hx + h? + 2
h—0 h h—0
=3x%+2

' ; (x+4x)—f(x)
b. 1) = Jim PR

1 1
Vitdx  Vx _ 1. Vx —Vx + Ax

Ax N Alalcr—r>lo AxxVx + Ax
~ i (Vx = Vx + 4x) (Vx + Vx + 4Ax)
T x50 AxxVx § Ax(Vx + /x + Ax)

F'e =
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lim (\/})2 — (Vx + 4x)*
4x=0 AxA/x\/x + Ax(\x + /x + Ax)

- lim x — (x + 4Ax)
Ax=0 Ax[xvx + Ax(Vx + /x + Ax)
= lim 1
150 ey F Ax(Vx + Jx + Ax)
-1 -1
T 2uvx 2

Ejemplo 31.2

Halle una ecuaci6n de la recta tangente a la grafica def (x) = x2y paralelaalarecta3x —y + 1 = 0.

Solucion:
Para encontrar el punto de tangencia igualamos las pendientes de las rectas, ya que estas son
paralelas. Luego, f'(x) = mygpes igual am; = 3.
ooy v SO+ Ax) = f(x)
feg = fim, Ax
o (x+ 4x)* —x?
= lim
Ax—0 Ax
o x% 4 2xAx + Ax? — x?
= lim
Ax—0 Ax
o (2x + Ax)Ax
lim —— =
4x—0 Ax

2x

3 ] . 3 3 3 9
Entonces, 2x =3 = x = 5 Y asi, el punto de tangencia es (E i f (5)) = (E ; Z) ym = 3 por lo que

., 9 9
la ecuacion de la recta tangente en el punto es: y — i 3 (x — %) =>y=3x— "
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y=3x+1

——> tangente

— (xs(0)
Punto de tangencia que es desconocido

> )

Grafica 31.2 Grafica del ejemplo 31.2.

31.2 Definiciones alternativas de la derivada en un punto

flc+Ax)—f(c)
Ax

a. Sabemos que f'(c) = Alimo , si en la grafica 31.1 hacemos x = ¢ + Ax, de donde
X

Ax = x — c entonces se tiene que f'(c) = lim%
X—C -

Para que este limite exista se requiere que:

f (C) f(x) f(C) f (C) f( ) f( )COIHCIdan

El primer limite es la derivada por la izquierda de c, y el segundo es la derivada por la derecha.

b. Al incrementar x un Axla y normalmente cambia un Ay = f(c + Ax) — f(c) luego f'(c) =

. . . . , . . . Ay
— si existe, es decir, la derivada es el limite del cociente incremental —
Ax—>0 Ax Ax—> Ax Ax

cuando Ax — 0.

31.3 Teorema: “derivabilidad implica continuidad”

Si f es derivable en x = ¢ entonces f es continua en c.

Observacion: el reciproco del teorema anterior no es cierto, es decir, una funcién continua no

siempre es derivable.
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Ejemplo 31.3
Sea f(x) = |x — 5|veamos que f(x) es continua en x = 5, y sin embargo, f no es derivable en

x = 5.

Solucion:

f(x) = |x — 5|se expresa sin valor absoluto de la siguiente forma:

fG) =x—5]={

x—5six>5
5—xsix<5

Veamos que f(x) es continua en x = 5.

1. £(5)=0
2 Jip £6) = lip (- =0

Jim, f (x) = Q}Lrgl+(5 —x)=0

Luego, lirré f(x) = 0= f(5) por lo tanto, f(x) es continua en x = 5.
X—

Ahora veamos que f(x) no es derivable en x = 5. En efecto,

oy O 5-x
re=lp =y i
ey SO o 5-x
[ =p s = s

Luego f'(5) no existe.

32. Reglas de derivacion

Aqui presentamos una serie de resultados que nos van a permitir obtener la derivada de una funcién

sin usar la definicion.
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32.1 Teorema 1: Regla para la funcion constante

. d . . .,
Siy = f(x) = c con ¢ constante entonces f'(x) = ﬁ = 0. Es decir, la derivada de una funcion

constante es (.
Demostracion:

Como f(x) = ¢ por la definicion de la derivada empleando el limite, se tiene que
@) =]
f'(x)= I c

i flx+4x) — f(x)
= lim
Ax—0 Ax
c—c¢

= lim
Ax—0 Ax

= lim 0
Ax—0

32.2 Teorema 2: Regla del multiplo constante
Si f(x) es derivable y kes una constante entonces ;—x [kf (x)] = kf'(x). Esto es, la derivada de

una constante por una funcion es igual a la constante por la derivada de la funcion.

Demostracion:

kf(x + Ax) — kf (x)
Ax

d :
ax MO = i,

ki flx+4x) — f(x)
= m
Ax—0 Ax

=kf'(x)

32.3 Teorema 3: Regla para la potencia

. . d
Sin € R entonces para f(x) = x™ se tiene que = [x"] = nx™ L.
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Demostracion:

Primero recordemos el binomio de Newton

n(n—1)a™?
2

Supongamos que si n € Q* entonces:

fx+4x) — f(x)
Ax

(a+b)*=a"+na" b+ b? + ---nab™ ! + p"

" [4N] = £/ I F
dx [T = f(x) Al)lcl’_l’)lo

o (x+ A0t —x"
= lim

Ax—0 Ax

nn-1)x""

2
x™ +nx""1(4x) + (4x)% + -+ (Ax)™ — x™
= lim 2

Ax—0 Ax

nn — 1)x" 2
= lim [nx™1+ #
Ax—0 2

(4x) + -+ (Ax)" !

= nx"1+ 0+ 40

=nx"1

Ejemplo 32.1

Utilice las reglas de derivacion para encontrar la derivada de las siguientes funciones:

I. y=x
1

2. y=f)=53

Vx
3. = x_3

4

4 y= 3x~3
Solucion:

. y=x=>y' =1-x1"1=1

_ _1 _1 -3 P — fl(y) = L(—3,-3-1) = L
2. y=f)=g5z=3x7 =2y =) =5(=3x"") =3
5
3. y=Ucymoy =t =S
X 2x2
3
4 y=3:_3=%:>y’=— 3x?% = 4x?
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32.4 Teorema 4: Reglas de la suma y la diferencia
Sean f y g dos funciones derivables, entonces las funciones f + g y f — g son derivables y sus

derivadas son:

d
—[(F+ @] =@ +9'@)

d
—[(f - @] =f® -9

Esto es, la derivada de una suma es la suma de las derivadas y la derivada de una resta es la resta

de las derivadas.

Demostracion:

d L () +Ax) - (F+9)(x)
)] = lim T

i L& A0 + 906+ 40) — f(x) — g ()
im

Ax—0 Ax
i fe+Ax)—f(x) . g+ 4x) — g(x)
= lim + lim

Ax—0 Ax Ax—0 Ax
=f'(x)+g'(x)

Ejemplo 32.2

Encuentre la derivada de f(x) = 5x° — %x‘* +9x—1

Solucion:

% [f()] = :—x [5x6] — < [Ex“] + :—x [9x] — :—x [1] (Teorema 4)

dx L2
—cdr,61_39 4 L o
= de [x°] o [x*] + 9dx [x] — [1] (Teorema 2)
=5-6x°"1— % 4x* 149 1x171 -0 (Teoremas 3y 1)
=30x>—6x3+9
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33. Razones de cambio

Se ha visto como usar la derivada para determinar la pendiente. Pero la derivada es la razon de
cambio de una variable con respecto a otra. La razén de cambio se emplea en una gran variedad de
campos. Algunos ejemplos son tasas de crecimiento poblacional, tasas de produccion, flujo de
agua, velocidad y aceleracion.

Un uso comun de la razén de cambio se observa en la descripcion del movimiento en linea recta
de un objeto. En tales problemas, para representar la recta del movimiento se acostumbra utilizar
una recta horizontal o vertical en la que se marca un origen. En tales rectas, el movimiento a la
derecha (o hacia arriba) se considera un movimiento en direccion positiva y el movimiento a la
izquierda (o hacia abajo) se considera un movimiento en direccién negativa.

La funcién s = s(t) se llama funcion de posicion, donde s es el desplazamiento del objeto respecto
al origen, en el instante t. Si, en un periodo At, el cambio en la posicion es As = s(t + At) — s(t),

entonces, la velocidad promedio es:

. desplazamiento  s(t + At) — s(t)
velocidad= - =

tiempo At
Es decir, la velocidad promedio se puede definir como:

Cambio de posicion A4S

Cambio en tiempo At

Ejemplo 33.1

Si una bola de billar se deja caer desde una altura de 100 metros, su altura  en el tiempo ¢ esta
dada por la funcion de posicion:

s = —16t%* + 100

Donde s esta dada en metros y t estd dada en segundos. Encuentre la velocidad promedio en cada

uno de los siguientes intervalos de tiempo.

1.[1;2] 2.[1;1,5] 3.[1; 1,1]
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Solucion:
1. En el intervalo [1; 2], el objeto cae desde la altura s(1) = —16(1)? + 100 = 84 metros hasta
una altura de s(2) = —16(2)? + 100 = 36 metros. La velocidad promedio es

AS 36—84 —48
i —48 metros por segundo.

2. Enelintervalo [1; 1,5], ¢l objeto cae desde una altura de 84 metros hasta una altura de 64 metros.

La velocidad promedio es

AS 64—84 —-20
== =—=-40 metros por segundo.
At T 15-1 05

3. En el intervalo [1; 1,1], el objeto cae desde una altura de 84 metros hasta una altura de 80,64

metros. La velocidad promedio es:

AS _ 80.64-84 _ —3.36

i = —33.6 metros por segundo.

Observe que aqui las velocidades promedio son negativas, lo cual indica que el objeto se mueve

hacia abajo.

34. Definicion de velocidad instantanea

Si un objeto se mueve a lo largo de un eje coordenado con funcion de posicion s = s(t) entonces
su velocidad instantanea en el instante de tiempo ¢ es:

s(t+ At) — s(t) _ ()

Esto significa que la velocidad instantdnea en el instante t es igual a la pendiente de la recta

YO= T

tangente.

Es decir, la funcién velocidad es la derivada de la funcion de posicion. La velocidad puede ser
negativa, positiva o cero. La rapidez de un objeto es el valor absoluto de su velocidad. La rapidez
no puede ser negativa.

La posicion de un objeto en caida libre (despreciando la resistencia del aire) bajo la influencia de

la gravedad puede representarse mediante la ecuacion:
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s(t) = %gt2 + vt + 5 Funcion de posicion
Donde s, es la altura inicial del objeto, v, es la velocidad inicial del objeto y g es la aceleracion

debida a la gravedad. En la tierra el valor de g es aproximadamente -32 pies por segundo por

segundo o -9.8 metros por segundo por segundo.

Ejemplo 34.1

En el tiempo t = 0, un clavadista salta desde un trampolin que se encuentra a una altura de 32 pies
sobre el agua. La posicion del clavadista esta dada por

s(t) = —16t? + 16t + 32 Funcién de posicion

donde s esta dada en pies y ! estd dado en segundos.

1. {Cual es el tiempo en el que el clavadista choca con el agua?

2. (Cudl es la velocidad del clavadista en el momento del impacto?

Solucion:

1. Para hallar el tiempo t en el que el clavadista choca con el agua, se hace s = 0 y se despeja t.

—16t*+16t+32=0 Igualar con cero la funcién de posicion
—16(t+1)(t—-2)=0 Factorizar
t=—-162 Despejar !

Como t > 0, se elige el valor positivo y se concluye que el clavadista choca con el aguaen t = 2

segundos.

2. La velocidad en el tiempo t esta dada por la derivada s'(t) = —32t + 16. Por lo tanto, la
velocidad en el tiempo t = 2 es

s'(2) = —32(2) + 16 = —48 pies por segundo.
Ejemplo 34.2

Un fabricante produce camisetas, y estima que el ingreso de producir y vender x unidades de estas

camisetas serd I(x) = 0.25x? + 2x — 1 millones de pesos.
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1. ;A qué razon cambia el ingreso respecto al nivel de produccidén x cuando se producen 4
unidades?

2. (Estd aumentando o disminuyendo el ingreso?

Solucion:

1. Como x representa el nimero de unidades producidas entonces x = 0y
I'x)=05x+2=1'(4)=2+2=4

Entonces se deduce que el ingreso cambia a razon de $4°000.000 por unidad respecto al nivel de

produccion cuando se producen 4 unidades de camisetas.

2. El ingreso esta aumentando ya que I'(4) = 4 es positivo, es decir la pendiente de la recta

tangente es positiva y por tanto el ingreso es creciente en x = 4.

35. Reglas del producto y del cociente

Las reglas para derivar un producto y un cociente de funciones derivables son los siguientes.

35.1 Teorema 5: Regla del producto
Sean f y gdos funciones derivables. La derivada de su producto es igual a la derivada de la primera
funcion multiplicada por la segunda funcion mas la primera funcion por la derivada de la segunda.

Esto es,

d
—[f()- g = ') g0+ f() - g'()

Demostracion:
flx+Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x)
Ax
flx+Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x + Ax) + f(x)g(x + Ax) — f(x)g(x)

d .
2 S () - g(0] = lim

:AlaicTo Ax
Ax) — A Ax) —
i UGB~ SNGH20 | p 86420~ )
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_ o G 40— f()
= lim
Ax—0 Ax

< lim g(x +4x) + f(x) - g'(x)
Ax—0
Y como g(x) es derivable y por lo tanto es continia entonces
lim g(x + 4x) = g(x + 0) = g(x)
Ax—0
Luego
LG g@] = £(x) - g() + f(x) - g (x).

Ejemplo 35.1
Encuentre la derivada de la funcion (4x3 — 2x + 1) (3x + 4)

Solucion:

d 3

T [(4x° —2x + 1)(3x + 4)]

B d[(4x3 — 2x + 1)] d[(3x + 4)]

= 3 4
dx (Bx +4) + dx

= (12x2 - 2)(Bx + 4) + 3(4x3 — 2x + 1)
=36x3+48x2 —6x -8+ 12x3—6x+3
=48x3 + 48x% —12x — 5

(4x3 —2x + 1)

35.2 Teorema 6: Regla del cociente
Sean dos funciones derivables f y g con g(x) # 0. Entonces la funcion f/ges derivable y su

derivada es

d 0] gGOf @) - FG)g ()
E[gm] = POk 9 #0

Esto es, la derivada de un cociente es igual a la derivada del numerador por el denominador menos

el numerador por la derivada del denominador sobre el cuadrado del denominador.
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Ejemplo 35.2
Vx

x2+1

Determine la derivada de f(x) =

Solucion:
Vi o x'/2
x2+1 x2+4+1
%x_l/z(x2 +1)— 2x(x1/2)

f&x) =

f1e = (X% + 1)2
X241 2z x241-ax?
' _2\x 1 _ 2+/x
f@ = =@+ 1
F) = a3
X)=—————
24/x(x2 + 1)2
Ejemplo 35.3
. 5x—-2
Encuentre D,y siy = )
Solucion:
( 7x — 2 ) _ (3x% +5)D,(7x — 2)D,(3x? + 5)
*\3x2+5/ (3x2 + 5)2
_ (3x*+5)7—(7x—2)6x 21x* +35—42x* + 12x —21x*+12x + 35
B (3x2 + 5)2 B (3x2 + 5)2 B (3x2 + 5)2

35.3 Derivada de orden superior

. d . ., )
Si y = f(x) entonces ﬁ = f'(x) es una funcion de x; y la funcion f'(x) puede derivarse
nuevamente con respecto a x para obtener la segunda derivada de f(x) con respecto a x denotada

por
d

y" = () = —[f ()] = Dely']
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Y también se denota como

2

d*y

dZ
100 = =5 = [ ()]

La tercera derivada con respecto a x de f(x), se obtiene derivando la funcion f''(x) y se denota

como

d d?
y" = @) = =[] = Dely") = T [ ()]

35.3.1 Notacion

En general, las derivadas de orden superior se denotan como se muestra a continuacion:

Notacion
Derivada  y'
Primera y'
Segunda y"
Tercera y'"
n-ésima y ™
Ejemplo 35.4

Notacion

f'(x)
f'(x)
£

flll(x)

™)

Notacion

dy

dx

dy
dx
a’y
d?x
d3y

d3x

'y

dx

Notacion .,
Notacion

S[f] Dy

d

=l p
dZ
dx? [f ()] D,?y

d3
dx3 [f ()] D3y

n

=@ pn,

Sea f(x) = iencuentre f), f'(x), f"(x), f" ).
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Solucion:

fo) = =27
F@=-rt=-0

Fr0) = 267 = =

x3
" —4 6
) =—6xt = -
36. Regla de la cadena

36.1 Teorema 7: La regla de la cadena

Esta es una regla de derivacion potente que nos permite derivar funciones compuestas.

Sea y = f(u)una funcion derivable de u, y u = g(x) es una funcion derivable en x, entonces la

funcién compuesta y = f(u) = f(g(x)) es derivable con respecto a x, y su derivada es

dy dy du
dx  du dx
Esto es,

d
gt =F'(gt)-g'@)

En palabras, la derivada de una funcion compuesta es la derivada de la funcion externa evaluada

en la funcién interna, por la derivada de la funcién interna.

Ejemplo 36.1
Encontrard— siy = Vox2 +4 = = (9x? + 4)1/3

Solucion:

Sea u(x) = 9x% + 4 derivable en x y Z—Z = 18x ademas, y = ul/ 3 es derivable en u.
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Por lo tanto,

dy dy du 1 1 du
=—Uu 3 —_—

l -1,

= Zu */3-18x

T dx du dx 3 dx
1
3
Luego
r_ 1 — 6x
Y = 6x (ox2+4)7/3"
Ejemplo 36.2

Determine Z—z para las siguientes funciones
1. y=3x2+5x
2. y=(x3+x+2)°

1
x2-1

3. y=

Solucion:

1. Reescribiendo la funcion se tiene que y =

Zy (2+5x) */3- (2x +5) =

Vx2 +5x = (x2 4 5x)1/3,luego por la regla de la

potencia y la regla de la cadena se sigue que:

2. Z=503 +x+2)* (3x2 +1) =53x + D +x + 2)*.

=t

x?—1)" /2Luegoy ———(x — 1) - (2x) =

—-X

(x2-1)72’
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37. Derivadas de las funciones trascendentes

37.1 Teorema 8: Derivadas de las funciones trigonométricas

Derivadas de las funciones trigonométricas son:

1< [senx] = cosx
dx
d

2—[cosx] = —senx
dx

3.2 [tan x] = sec?x
dx

4L [cotx] = —csc?x
dx
d
5.—[secx] = secx -tanx
dx
d
6. —[cscx] = —cscx - cotx
dx

Siu = u(x) es derivable en x por la regla de la cadena se sigue que
1. % [senu(x)] = cosu(x) - u'(x)

2. % [cosu(x)] = —senu(x) - u'(x)

3.;—x [tanu(x)] = sec?u(x) - u'(x)

4. % [cotu(x)] = —csc?u(x) - u'(x)

5.;—x [secu(x)] = secu(x) - tanu(x) - u'(x)

6. % [cscu(x)] = —cscu(x) - cotu(x) - u' (x)

Algunas demostraciones de estas reglas de derivacion
2

cos(x + Ax) — cosx

o= T

cosx-cosdx —senx-sendx — cosx

= lim
Ax—0 Ax
. cosx[1—cosAx] —senx - senAdx]
= lim
4x—0 Ax
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1 — cos Ax sen Ax

= lim cosx*——— —senx " lim = —senx
Ax—0 Ax Ax-0  Ax
d [ ]
=—/[cosx] = —senx
dx
3.
d d
d d rsenx; ——lsenx]-cosx —senx—[cosx]
_ _ dx dx
—[tanx] = — = >
dx dx Lcos x CcOS?%x
cos’x + sen’x 1 5
= > = 5= = sec“x
Ccos2x Ccos2x
6.
d[ | d[ 1 ] O-senx —1-cosx
—Jcscx] = — =
dx dx lsen x sen?x

coSs x 1
= — . = —cscx - cotx
senx senx

Ejemplo37.1

Encontrar la derivada de las siguientes funciones:

1. f(t) =secttant
2. y = x%senx + 2x cos x
Solucion:

1. f(t) =secttant
f'(t) = Di(sect)tant + D.(tant) sect
=secttanttant + sec®t- sect
= sec t tan®t + sec3t
dy

2.a= 2xsenx 4+ x?cosx + 2cosx — 2xsenx

= x?cosx + 2cosx

cosx (x? + 2)
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Ejemplo 37.2

Determine D, [cos ?(sen(x?))]

Solucion:

D,[cos? sen(x?))] = D,[cos(sen(x?))]?

= 2[cos(sen(x?))] D, cos(sen(x?))

= 2[cos(sen(x?))][—sen(sen(x?))]D, sen(x?)

= 2[cos(sen(x?))][— sen(sen(x?))] cos(x?)D, x>
= 2[cos(sen(x?))][— sen(sen(x?))] cos(x?) 2x

= —4x cos(sen(x?)) sen(sen(x?)) cos(x?)

Ejemplo 37.3
Determine f'(x), f"(x), f"'(x) si f(x) =tanx

Solucion:

f(x) =tanx

f'(x) =sec?x

f""(x) = 2secx secxtanxtanx + sec? x (2 sec? x)

=4sec’xtan’x + 2sec’x

37.2 Teorema 9: Derivadas de las funciones exponenciales
1. Si f(x) = e* entonces f'(x) = e*.

2.Si f(x) = e*™ entonces f'(x) = e*™® - u/(x).

3.Si f(x) = a* entonces f'(x) = a* -lna.

4. Si f(x) = a*™® entonces f'(x) = a*® -u'(x) - Ina.

Ejemplo 37.4

dy .. .
Encuentre —= para las siguientes funciones:
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l.Ly=e*+3*+x3+8

2.y = 6%
3.y =x?%-e>
Solucion:

l.y" =e*+3*-In3 + 3x?
2.y'=6%*-2In6

3.y" = 2x-e>* + e>* - 5x2

37.3 Teorema 10: Derivada de funciones logaritmicas

d
1. - [log, x] = e

U/ (x)

con u(x) una funcion derivable de x.
u(x)Ina

2.:—x [log, u(x)] =

3.i[lnx] =L x>0
dx X

du _ ')
dx u(x)

4, % [Inu(x)] = % ; u > 0 con u(x) una funcion derivable de x.

Ejemplo 37.5

Determine:

a. % [In(5x)]

b. % [In(x?)]

c.:—x [logs(2x3 — 3)]

d L [ln Vx2 + 1]
dx

Solucion:

d 5 1
a— [In(5x)] = v
2
X

d
b.—[In(x?)] =35 =
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6x?
(2x3-3)1In3

d
c.— [log;(2x3 —3)] =

d. = [InVaZ+1] = = [InG? + 1) V2| = S PIn@? + 1| = = x

2(x2+1)  x2+1

38. Derivacion implicita

Cuando escribimos y = f(x) = x% + 3x tanx — v/x estamos expresando y como una funcion de
x y decimos que y esta explicitamente representado como funcion de x.

En otros casos, la relacion entre xe yesta expresada mediante una ecuacion; de esta no es posible
despejar yen términos de x. En estos casos, decimos que y esta definida implicitamente en
términos de xen la ecuacion. Por ejemplo, en la ecuacion:

x%y3 + xy? + senxy =0

Es practicamente imposible obtener a ycomo funcion de x;entonces decimos que yes una funcion

. , . dy . . . .,
1mphclta de x. El proceso para obtener a en estas situaciones se conoce como derivacion

implicita.

dy

—, como su derivada interna.

En derivacion implicita siempre que derivemos h(y) aparece

En el proceso de derivacion implicita procedemos asi:

1. Derivamos todos los términos de la ecuacion respecto a x.

. . . . L d
2. Al derivar funciones de y su derivada interna la indicamos como ﬁ.

omos &
3. Despejemos -~

Ejemplo 38.3
Encuentre Z—z por medio de derivacion implicita:
1. x3—xy+y?=

2. \/3xy+cosy+y?=4
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Solucion:

1. Derivando a ambos lados la ecuacion con respecto a x

d[3 N 2]_d 4

X Ty Yl =14
dy dy

2 _ — _— _— =

3xc—y xdx+2ydx 0

. d . .
Agrupamos los términos en los que aparece ﬁ y factorizando se sigue que:

d
d—i}(—x +2y)=-3x*+y

Por ultimo despejamos %
dy —3x*+y
dx —x+2y

d d
2. a[,/Bxy +cosy +y?| = —[4]

d
= [(Sxy)l/z + cosy + yz] =0

1 1y d dy dy

— 2 — — [ —_— =

> (3xy) P [3xy] —seny o + 2y I 0

1 =Y dy dy dy
E(Sxy) 2<3y+3xg)—senya+2ya—0

1 _1 dy dy dy 1 _1y
Z - _ 4 2y—= == 2
> (Bxy)™ /23x I Seny o 2y Ix 2 (3xy)~ /23y

dy (1 1

d_ic/(i (3xy)‘1/23x —seny + Zy) =3 (3xy)‘1/23y
1 _1

dy — —;Bx) /23y

dx %(Bxy)"l/z?)x —seny + 2y

__ 3
dy _ 2(3xy)'/2
dx

PETA —seny + 2y
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3y

d_y _ B 2(3xy)1/2

dx 3x—2(3xy)1/2 sen y+4y(3xy)1/2
2(3xy) /2

dy —3y

dx 3y — 2(3xy)1/2 seny + 4y(3xy)1/2

Ejemplo 38.4

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la ecuaciéon x3 — y3 + 6xy = O en el

4 8
punto (E ; 5) .

Solucion:
dy dy
3x%2 —3y2—=+6 6x— =
X y dx+ y + xdx 0
dy dy
_2v2_ L L — _ 242 _
3y dx+6xd 3x 6y

Yy g2 2
a(—3y + 6x) = —3x* — 6y
dy —3x*-—6y

dx  (—3y2 + 6x)
dy. x=4/3 _3 (? —_
dxly=g/s 3 (g) +

_ 1 48 —48-144
ayp=_3(5) -5 5%
a_ _ - (8 24 — T192+72

y=8/3 3 (3) + 3 5
dy o 192 B 8
dx """ 120 5

Por la ecuaciéon de punto pendiente, tenemos que la ecuacion de la recta tangente en el punto

G ; g)esté dada por:
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8_8( 4)
Y=375\" 73

8 32 8
YTE¥ T3
8 8

Y=5Xt s

38.1 Derivacion logaritmica
Aplicando primero la funcion logaritmo y usando sus propiedades se puede simplificar el trabajo
de derivar expresiones que incluyan productos, cocientes y potencias. Este método se llama

derivacion logaritmica.

Ejemplo 38.6

Deri _ x%/5x+2
erive y = e

Solucion:

Tomando logaritmo natural en cada lado de la ecuacion se tiene que:

vl x%V/5x + 2
IR D
Iny =Inx? + In(5x + 2)1/2 —In(x3 + 1)3 Prop. de In para el produto y el cociente
Iny=2Inx + %ln(Sx +2)=3In(x3+1) Prop. de In para la potencia
14 2
r =2 R C ) derivando a ambos lados de la ecuacion
y x  2(5x+2) x34+1
y' 2 N 5 9x?
y x 2(Gx+2) x3+1

x%\/5x + 22 5 9x?

ST x TGt Br1

yl
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Taller de derivadas

1. Responda Verdadero o Falso. Justifique las respuestas falsas mediante un contraejemplo o con

la respuesta correcta.

a) Si f'(x) = g'(x) entonces f(x) = g(x)
b) Si f(x) = g(x) + c entonces f'(x) = g'(x)
¢) Si y = e? entonces Z—z = e?

. d
d) Si y = m? entonces ﬁ =2m

. x d 1
e)Siy == — entonces 2z
dx X

NSigkx)=— entonces g'x) =

nxn— 1

g Siy = f(x)g) entonces =f'(0g'(x)

h) Siy = (x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4) entonces 3 Y -9

1) Si f'(c)y g'(c)son cero y h(x) = f(x)g(x) entonces h'(c) =0
j)Siy = (x — 1)!/? entonces == = = (1 — x)™%/?

k) Si f(x) = senz(Zx)entonces £/(x) = 2sen(2x)cos(2x)

1) Si y es una funcion derivable de u, y u es una funcién derivable de u y u es una funciéon

derivable en x, entonces 4y _ dy du
dx du dx
m) La derivada de la funcion f(x) es la funcion f’(x) con la regla f'(x) = lim f(x+h})l—f(h) para
X—>00

los valores de x para los que existe el limites.

n) Si f'(a) existe, hay una recta tangente de la grafica de f(x) en el punto P(a, f(a)) y su
pendiente es f'(a).

= 2\ _ _3.-1/2

n) D, (x 2) =—5X

0) Si D, (sen x) = cosx, entonces D,(sen z) = cosz

p) Si f(x) es continua en x = a, entonces f’(a) existe.
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q) Si f(x) es continua en x = ¢ y f’(x) tiende al infinito cuando x tiende a c, entonces la grafica
de f(x) tiene una recta tangente horizontal en el punto (c, f(c)).

r) Si f’(a) existe, entonces f(x) es continua en x = a.

s) Si h(x) = %, entonces la grafica de h(x)tiene una recta tangente vertical en (0,0).

2. En los siguientes ejercicios, encuentre la ecuacion de la recta tangente a la funcion en el punto

dado:

a) f(x) = 2x* —x,(-1,1) d) f(x) =2x +3,(-2,2)
b) f(x) = x?2 — 6,(1,—5)

&) f(x) = 6—=,(211/2)
©) f(0) = 5.5 (03/5)

f)f(x) =vx+1,(0,1)

3. Obtenga la derivada de las siguientes funciones por medio de la definicion:

fx+h) - fx)

f'G) = lim

h
a) f(x) =3 f) f(x) = x3 + 2x
b) f(x) =7x+2 g)f(x)=vx2+1
) f(x) =5+2x h) f(x) = —
d) f() = == ) ===

e) f(x) =x*+3x—2

4. Obtenga f’(c) para las siguientes funciones por medio de la definicion:

(e = im [ =1©
xX—-c X —C
8) f(x) = = b) f(x) = 22
c) f(x) =x2-3
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d)f(x)=vx—8

5. Calcule la derivada de las siguientes funciones, por medio de las reglas de derivacion:

8) f(¥) =

b) f(x) = x? + 4x3

c) f(x) =6x% —e*+2

d) flx) = gsen(x) — cos(x)

e) f(x) = %xz + tan(x)

f) f(x) = >e* — 3log, (%)

g) f(x) = 55" + sec(x)

h) f(x) = (7x? + 8%)(6x% — 2x + 1)
i) f(x) = cotx (§x3 + 7x% + 10x — 2)
D) = Vx(x? +4)

k) f(x) = cot(x) — vx csc(x)

6. Encuentre la derivada que se indica:

a) D, log,(x% + 3x + m)

b) D, In(x — 4)3

¢) D, In[sen(x) tan(x)]?

d) D5 %(5x2 — x + 2)12

e) Z—z, siy = sec(4* *H)In(Vx)

sen(cos x)

f) ¥ iz =
dx’ T In(x?)

g)Z—z,siyzez"+2‘/E
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) f(x) = cos(x) (x3 + 2x — 8)
m) f(x) = 9*(log; x + sen(x))

n) f(x) = T2

i) f(x) = =

0) f(x) = =

p) f(x) = =2

Q) f() = o=

) f ) = I

) f(x) =7% (1 —ﬁ)

h) Z—i’, siy = tan(e*) + cos(cot(2x))

eX+x2

2 siy=
! dx’ y_Vx2+1
WAy .. 4 [x%243x-1
) dx’ Sly_\l x3+2

Y v = cot? (l)
k) - S1y = cot (sec "

1) D, In[sec(x) + tan(x)]
m) D, In[cot(x?) + csc(x)]




d%y .
7. Encuentre =2 si:
dx?

a)y = —2x3 + 8x? — 5x
b) y = sen(x?)

7x
5x—-2

oy =

d . . , .
8. Encuentre é usando la derivacion implicita:

a) 2x3 +8y%2 =16
b)x?y3 —x+15=0

c) 2x3 —3xy? +19xy =0
d) /xy + 2y = 10x?

e) i’—z -1= \/?

f) y* + In(xy) = x?

g) cos(xy) = y? + 2x

_ 3x+y?

h)y

x+y?

1) xy + /%—5=0

je*y + yix = 2x?
Ke*V=x+y+4
))e” +yx =4

dy=3*+Inx
e)y =3Vx% +x
f) y = {/x?cos(x)
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9. El costo, en pesos, para producir x unidades de lapiceros es:

C(x) = 1500 + 2x + 0,02x% + 0,0001x3

a) Encuentre la funciéon de costo marginal.

b) Halle €’(100) y explique su significado.

10. Un fabricante estima que cuando se produzcan y se vendan xunidades de chocolate, el ingreso
sera I(x) = 0,4x? + 2x — 1 en millones de pesos.
(A qué razon cambia el ingreso respecto al nivel de produccion xcuando se producen 5 unidades?

(Estd aumentando o disminuyendo el ingreso?

11. La ganancia total (acumulada) para un negocio de computadoras después de t en afios estd dada

por la funcioén G(t) = 105002 pesos.

a) (Cual fue su ganancia durante el tercer afo (entret = 2y t = 3)?
b);Cual fue su tasa promedio de ganancia durante la primera mitad del tercer afo, entre t = 2y
t =257

c¢) (Cual es la tasa instantanea de ganancia en t = 27
12. Suponga que el ingreso I(x) en pesos por producir x bombillas estd dado por

I1(x) = 0.3x — 0.0001x?2

Encuentre las tasas instantaneas del cambio del ingreso cuando x = 10y x = 10
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Algunas respuestas

1.

a)F i) F

¢)F k) F

e)F m) F

g F fi) F

2.

a)y—1=5(x+1) c)y—%:

3.
a) f'(x) =0

¢) f(x) =2 g) f'(x) =

5

4.

a) /() = — =

5.
_8

) f' () = -

¢) f'(x) = 12x — e*

©) f'(x) = 3x + sec? (x)

o) f'(x) = gsx In5 + sec(x) tan(x)
)
esc?x (Sx% + 7x% + 10x — 2)

f'(x) = cotx(5x% + 14x + 10) —

3
—=x
5

e)f'(x) =2x+3

X

VxZ+1

pF
19

11 1
)y ——=,;x-2)

DG =~

¢) fi(x) =2x
k) f'(x) =+/x cotx cscx — csc? x —
1
AL
m) f'(x) =9*In9(log; x + sen x) +
x (1
9 (xln7 + cosx)
SN proon o Vx-12
n) f (x) - 2(\/;—6)2
, _ (x*-1) cosx—4x3(sen x+2)
p) f (x) - (x4_1)2
) 2
) f'(x) =

(x+1)2
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6.

2x+3

a) Dx logz(xz +3x + T[) = (x2+3x+m)In2

¢) Dy In[sen(x) tan(x)]? = 2(cotx + sec x csc x)
e) Z_:;] = 2x Sec(4x2+1) tan(4x2+1) 4x2+1 ln 4 ln\/} + %Sec(4‘x2+1)

Ay _ 9,2x L 1 ovx
g)dx—Ze +2ﬁ2 In 2
N dy _ x(xP+2)+eX(x?-x+1)
) dx (x2+1)3/2

1 4 = 2cor (see (7)) esc? (see (7)) sec (5) cor () ()

_ 2xcsc?(x?)+cotx escx

m) D, In[cot(x?) + csc(x)] =

cot(x2)+cscx
7.
a)y’' =-12x+ 16 i _ 620x*0/9—9yx
) 9y = 36x2
g 140
Oy’ = (5x-2)3
8.
I -8y
VY =
r _ 3y2-19y—6x?
C) y = 19x—6xy
r 63/'2
oy = x*(4y—3x3.y)
r _ _ 2+ysen(xy)
g) y = 2y+xsen(xy)

o y(Wx—2x2\xty
DY = ey

ex+y_1

k) y’ = 1—eXxty
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9.
a) C'(x) = 0,0003x% + 0,04x + 2

b) C’(100) = 9, esto significa que para producir un lapicero adicional, después de 100 cuesta 9

pesos.
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