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Resumen

En el presente trabajo estudiamos de forma cualitativa la existencia, unicidad y estabilidad
de las ecuaciones diferenciales ordinarias. En especial, hacemos un analisis cualitativo de un
modelo matematico de epidemias, conocido como el modelo S.I.S. En este modelo incluimos los
fenémenos de natalidad y mortalidad. Asi, demostramos la existencia de una tnica soluciéon po-
sitiva del modelo S.I.S. Ademas, damos las condiciones para demostrar la estabilidad asintética
de los puntos equilibrio: libre de enfermedad y endémico. También, damos las condiciones para
que la enfermedad desaparezca y para que ésta persista. Finalmente, encontramos la solucién
explicita del modelo, acompanada de ciertas simulaciones.

Palabras claves: Ecuacion Diferencial Ordinaria, Modelo S.I.S, Equilibrio Libre de Enfermedad,
Equilibrio Endémico.
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Introduccion

El estudio matematico de los sistemas biolégicos es una herramienta indispensable de descrip-
cién y prediccion del comportamiento de ellos. Si bien, estos modelos son ideales, su estudio
es necesario pues, bajo ciertas condiciones, aproximan muy bien la realidad. En este trabajo
se pretende estudiar un problema epidemiologico desde una perspectiva netamente cualitativa.
Las epidemias han sido parte de la naturaleza desde el origen mismo de la vida, en particular,
han aquejado al ser humano desde tiempos remotos.

En la modelacién de epidemias se describe una dinamica entre tres tipos de una poblacion, a
saber, los susceptibles a la enfermedad, los infectados por la enfermedad y los recuperados de la
enfermedad. Estos modelos que describen tal dindmica se denominan modelos S.I.R. El estudio
matematico de los modelos S.I.LR data del siglo pasado. La primera propuesta de modelacion
mateméatica de epidemias se di6 en el trabajo de Kermakc-Mckendrick (1927)[1], el cual es un
modelo S.I.R determinista y se rige por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

s

o — _B3ST

dt BS’
dl

= = BSI—~I
dR

—=~l, t>0.
i~ =l

donde S,I y R son las de poblaciones de los susceptibles, infectados y recuperados, respecti-
vamente. 3 es el coeficiente de transmision de la enfermedad y v es la tasa de recuperacion
de la enfermedad. S y ~ son constantes positivas. En este primer modelo epidemiologico se
asegura que la poblacién total es una constante positiva N. Alli, se supone que los indivi-
duos recuperados nunca mas vuelven a sufrir la enfermedad. Una generalizacién del modelo
Kermakc-Mckendrick es el modelo S.I.LR con nacimientos-muertes, en el que se introduce en la
dindmica el fenémeno de natalidad-mortalidad. Ahora, si todos los individuos recuperados son
nuevamente susceptibles a la enfermedad, estamos hablando de un modelo S.I.S. El modelo
S.I.S. con nacimientos y muertes esta dada por:
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dsS
dl
o =pIS —(y+wl, t>0.

donde u es la tasa de natalidad y mortalidad.

En vista de que los modelos matematicos que se describen anteriormente son sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, en el siguiente trabajo se pretende, en el primer capitulo, hacer
un estudio breve de las ecuaciones diferenciales ordinarias de forma cualitativa y en el segundo
capitulo, garantizar las propiedades cualitativas en el modelo S.I.S con nacimientos y muertes.
En el apéndice, encontramos la solucion explicita al modelo y hacemos algunas simulaciones
para contrastar las propiedades cualitativas de dicho modelo.



Capitulo 1

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

En este primer capitulo haremos un tratamiento breve de las ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden desde un punto de vista cualitativo.

1.1. Ecuaciones diferenciales Ordinarias de primer or-
den.

Definiciéon 1.1.1. (Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden.)
Sean d € N, I intervalo abierto no vacio de R, D un dominio de R?, z, € R? y t, € R. Una
ecuacion diferencial ordinaria (E.D.O) de primer orden es una ecuacion de la forma:

dx
= I, (1.1.1)

donde f € C(I x D;R%).
Una solucién de (1.1.1) es una funcién v : J — D, tal que:

1. J es un subintervalo de I

2. ve CY(J,D)

il
dt

Observacién 1.1.

3. —(t) = f(t,7(t)), para todo t € J



1.1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN. E.D.O

1. Si J = I, decimos que 7 es una solucion global.

2. Si (tg,x0) € I x D. La expresién x(tg) = xy es una condicion inicial de (1.1.1) y ésta indica
que cualquier solucién v de (1.1.1) pasa por el punto (ty, o) o satisface que v(ty) = .
En este sentido, el par:

dx
T f(t7x>
dt (1.1.2)

$(t0) = 29

lo denominamos problema de valor inicial (P.V.1.).

El siguiente teorema indica que una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es equivalente
a una ecuacion integral.

Teorema 1.1.2.

Sivy:J— D, donde J es un subintervalo de I, to € J y xq € D.
v es una solucion del P.V.I (1.1.2) si, y sdlo siy € C(J,D) y

t
v(t) = zo +/ f(s,v(s))ds, para todo t€ J.
to

Demostracion.
t

Sea t € J, veamos que y(t) = xg —|—/ f(s,7(s))ds. Como  es solucién de del (P.V.I) (1.1.2),
to

d
entonces d—Z(t) = f(t,~(t)). Ahora, integrando a ambos lados tenemos que:

/t: (Z(S)ds = /t: F(s,7(s))ds

90 = (t0) = [ F5.9()ds
30 =1(ta) + [ F5.7())ds
dado que 7(ty) = o, entonces

10 =2+ [ f(s7(5))ds

d
Por otra parte, veamos que d—Z(t) = f(t,7(t)), para todo t € J, v € C'(J, D) y v(tg) = zo. Es

t
evidente que v € C*(J, D), pues v € C(J, D) y se satisface que v(t) = x —1—/ f(s,7(s))ds.
to



1.1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN. E.D.O

to
Ademaés, notemos que (ty) = xg +/ f(s,7v(s))ds = xy. Sea t € J, veamos que
to

&y

It (t) = f(t,~v(t)). En efecto

ngihm%y@WWH@)
-4 [ s atnas| 0 = e, -

La definiciéon que consideramos a continuacién es una condicién elemental de la funcién f para
garantizar la existencia y unicidad de las soluciones de (1.1.1).

Definicién 1.1.3. (Funcién Lipschitz en la variable espacial)
Sean d € N, I un intervalo no vacio de R, D un subconjunto no vacio de R4y f : I x D — R,

decimos que:

1. f es globalmente Lipschitz en I x D en la variable x si, y sélo si, existe ¢ > 0 tal que

| f(t,x) — f(t,y)] <c|lx —y| paratodo x,y€ D, paratodo tel

2. f eslocalmente Lipschitz en I x D en la variable z si, y sdlo si, para todo (tg, o) € I x D,
existe § > 0 tal que f es globalmente Lipschitz en [to — d,ty + 8] N I x Bs(zo) N D en la
variable x.

Observaciéon 1.2.

Si D es un dominio de R?, f(¢,x) = b(z), para todo t € I, para todo z € D y b € C*(D;R?)
entonces f es localmente Lipschitz en I x D en la variable x.

Ahora, enunciamos la desigualdad de Gronwall — Bellamn que es el argumento tipico para

acotar una solucién de una ecuacion integral.

Teorema 1.1.4. Desigualdad de Gronwall-Bellamn

Sean I un intervalo de R, to € I, ¢ >0, v, € C(1,[0,400)), supongamos que para cada t en
IN[ty, +00)

V() < e+ t: B(s)y(s)ds (1.1.3)

entonces para cada t en I N [ty, +00)

v(t) < cexp </t:B(s)ds> (1.1.4)
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Demostracion.

Consideremos ¢ > 0 y definamos la funcién A : I N [ty, +00) — R definida por A(t) = ¢ +
/ B(s)y(s)ds, reescribiendo la desigualdad (1.1.3) tenemos que y(t) < A(¢) para t € I N

t0,+oo) Como ¢ > 0y 7(t),5(t) > 0, para todo t € I N [ty,+00), por tanto tenemos que
A(t) > 0, para todo t € I N [ty, +00). Entonces v(t)/A(t) < 1, multiplicando a ambos lados por
B(t), ya que B(t) > 0, para todo t € I N [ty, +00), tenemos que:

< B(t) paratodo te€ N ][ty,+00)
t
por otra lado, sabemos que A(t) = ¢ +/ B(s)y(s)ds, luego N (t) = B(s)y(s) para todo t €
¢

I N [ty,+00), de esto N(t)/A(t) < 5(¢) paroa todo t € I N [tyg, +00). Integrando a ambos lados
tenemos que:

EN(s)
o A(s) 8 S

Mo, < [ 8(s)ds
In (A1) — In (AMto)) < [ B(s)ds

to

ttﬁ(s)ds

In(A(t)) <In(c)+ tﬁ(s)ds, dado que A(tg) =c+ v B(s)y(s)ds = ¢

cxpn (A1) < oxo(in (e 0 ([ sts)as) O
A(t) < cexp ( t;ﬁ(s)ds>

Y como 7(t) < A(t), para todo t € I N [ty, +00), concluimos que:

t
v(t) < cexp </ ﬁ(s)ds),para todo t € IN][ty,+00)
to

para el caso donde ¢ = 0 en la ecuacién (1.1.4) basta tomar limite cuando ¢ tiende a cero por
derecha. 0

Definicion 1.1.5. Aplicaciéon contractiva

Sean (X, d) un espacio medible y T: X — X decimos que T es una aplicacién contractiva si,
y solo si existe a € [0, 1) tal que

d(T(2),T(y) < ad(x,y), paratodo ,y € X

Teorema 1.1.6. Teorema de punto fijo de Banach



1.2. EXISTENCIA 'Y UNICIDAD E.D.O

Sean (X,d) un espacio medible completo, y T: X — X. Si T es una aplicacién contractiva,
entonces eziste un unico ¥’ € X tal que T'(x') = 2’

1.2. Existencia y unicidad

Una de las propiedades cualitativas mas elemental y fundamental en el marco de las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias es la existencia y unicidad de las soluciones. En cualquier modelo
matematico que se represente mediante una ecuacion es importante garantizar que existe una
soluciéon y que la solucién es tnica. A continuacién, presentamos el teorema de existencia y
unicidad que usamos para justificar que el modelo que se estudia en el siguiente capitulo esta
bien puesto.

Teorema 1.2.1. Teorema de existencia

Sean I un intervalo abierto no vacio de R, D un dominio en R?, t, € I, g € D y sea
f:Ix D — R Consideremos el siguiente Problema de valor inicial.

dz

— = f(t,x)

di (1.2.1)
x(tg) = wo.

Supongamos que f € C(I x D,R?) y [ty,00) C I. Si f es localmente Lipschitz en [ty, o00) x D
en la variable x, entonces existe § > 0 tal que (1.2.1) tiene una solucion en [ty,to + d].

Demostracion.

Dado que D es un dominio y zy € D, entonces como f es localmente Lipschitz en [tg, 00) X D
en la variable , existe h > 0 tal que [to,to + h| X By(zg) C [to,00) X Dy f es globalmente
Lipschitz en [tg,to + h] x Bp(z0), es decir, existe L > 0 tal que

I f(t,z1) — f(t,zo)|| < L||wy — 22|, para todo x1,z9 € Bp(z9), para todo t € [to,to + hl.

definamos A := [tg, to + h] X Bp,(zo), M := (mgixA | f(t,2)| (sin perdida de generalidad digamos
t,x)e
que M > 0) y sea b:= min{h,h/M,1/L} > 0, entonces existe 6 > 0 tal que 6 < b, por tanto

d < h,h/M,1/L. Por otra parte, definamos:
F ={~y € C([to,to + 3]; D) : |7 — zolloc < h}.

Notemos que % es cerrado y .% # 0, luego .% es Banach. Ahora sea T una aplicacién de .Z a



1.2. EXISTENCIA 'Y UNICIDAD E.D.O

Z tal que para cada funcion v € .Z la aplicacién T, la definimos asi:

T (t) = xo + /tot f(s,7(s))ds para todo t € [tg,to + 0].

Veamos que T esta bien definida y que es una aplicaciéon contractiva.

1. Primero veamos que T esté bien definida. Dada v € %, probemos que T'[v]| € C([to, to +
0; D) y que ||T[Y] — zol|oo < h, es claro que T'[y] € C([to, to + 0]; D), pues v € C([to, to +
d]; D) y asi T[] es diferenciable en [tg, tg + 0]. Ahora, dado t € [tg,to + ], tenemos que:

IT)(E) = oll =

/t: f(s,7(s))ds|| < /t: (s, v(s))||ds

< [ mac 1757 (Dlds < [ maxf(s,2(5)ds

- to s€[to,t] to s€[to,to+0
i t
< méx (s, () llds < [ Mds
to

= Jto (sy)€lto,to+0]x B (xo)

:M(t—t0)§M5<h

Asi, || T[y](t) — xo|| < h, para todo t € [ty,to + 0], por tanto || T[y](t) — xo|| < h, para
todo t € [tg,to + 8], de donde T[y](t) € Bp(xg) C D, para todo t € [tg,to + 0], ademéas
max || T[v](t) — zo|| < h, lo cual significa que [|T[y] — z¢|c0 < h.
teto,to+o]
2. Por otro lado, probemos que T es una contraccién en %, es decir, veamos que existe
a € (0,1) tal que

Ao T[], TIY)) < aduc(3,4),  para todo 7,4 € (1.2.2)

donde doo(7,7) = max : Iy () — ()]

tG[to,t0+6
Tomemos a = § L, entonces a € (0,1), donde § < b < 1/L y sean ~,9 € Z.
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Dado t € [to, to + §], tenemos que:

700 - TN = | [ 7sr(s)ds = [ 1o wt)ds

’ t

/: (f(s,7(s)) — f(s,%(s)))ds

< | N (s,7(5)) = f(s,%(5)))llds

0

< [ L||v(s) —¥(s)||ds, por ser f localmente Lipschitz

< tL max ||v(s) —¢(s)||ds

- to s€ [t() 7t]

< ['L max 90— v(s)lds

- to sE [to,t0+§

= L(t —to) max |y(t) = (1)

tE[t07t0+5]
< Ld t) —w(t)|.
< L§ max (&) = v (@)
= O-/doo(r%d))

Asi, de 1 y 2 al aplicar el teorema de punto fijo de Banach, existe v € .# tal que T[] = 7, es
decir, T[y](t) = y(t), para todo t € [ty,ty + 0], en otras palabras:

t
(t) = o +/t f(s,7(s))ds para todo t € [to,to + 0] O
0

Observacién 1.3.

Repitiendo este razonamiento podemos construir una solucién v de (1.2.1) definida en un in-
tervalo maximal [tg,T), donde ¢ty < T' < oo. Esta solucion la denominamos solucién maximal.

En el teorema que enunciamos a continuaciéon se dan condiciones para que T' = oo, es decir,
condiciones para que la solucion sea global.

Teorema 1.2.2. Sean I un intervalo abierto no vacio de R, D un dominio en R?, tq € I,
2o €D ysea f: I x D — R Consideremos el siguiente Problema de valor inicial.

dz
di (1.2.3)
ZL‘(to) = X29-

Supongamos que f € C(I x D,R?) y [ty,00) C I. Si f es localmente Lipschitz en [ty,00) X D en
la variable x. Sea y: [ty,T) — D es una solucion mazimal de P.V.I (1.2.3) y si existe D* C D,
D* compacto tal que y(t) € D*, para todo t € [ty,T) entonces T = oo

10



1.2. EXISTENCIA 'Y UNICIDAD E.D.O

Demostracion.

Supongamos lo contrario, es decir T' < co. Notemos que [ty, T] x D* C [tg,00) x D C I x D.

Sea M :=  max _ |[[f(¢,x)||. Como =y es solucién de P.V.I (1.2.3), entonces
(t,)€lto, T x D*

Cj;(t) = f(t,y(t)), paratodot € [ty,T)

por lo tanto,
d
d:(t)H = ||f(t,y()|| < M, paratodot € [ty,T)

entonces existe B € R? tal que lirzg ~(t) = B, y como D* es compacto, entonces B € D*. Asi
t—T—

(T, B) € [ty,T] x D* C I x D. Dadas estas condiciones, existe una solucién ¢: [tg,tg+0) — D
de (1.2.3), con to+3d > T, es decir podemos extender la solucién (ver[6] ) y como «: [ty,T) — D
es una solucién maximal de P.V.I (1.2.3), se sigue una contradiccion. O

El siguiente teorema muestra otras condiciones para que la solucién maximal v sea global. En
este teorema asumimos las mismas hipotesis del teorema anterior.

Teorema 1.2.3. condiciones para que T = co

1. Si eziste {Dp}nen C D, D,, un dominio acotado con D, C D. Ademds D,, T D, es decir
D, C D1, para todon € N y U D, =D y sea

neN
T, :=inf{t € [to,T) : y(t) ¢ Dy}

Si lim T,, = oo entonces T = oo.
n—oo

2. Si existe M > 0 tal que ||f(t,z)|| < M, para todo [tg,00),z € D, entonces T = co.

3. St existe M > 0 tal que || f(t, )| < M(1+ ||z||) para todo t € [ty, 00), para todo x € D,
entonces T' = oo.

Demostracion 1.

Veamos que T,, < T, para todo n > 1. Sea n € N, definamos:

A, = {t € [to,T) : v(t) ¢ D,}. Si A, # 0, entonces existe t* € A, tal que t* < T, esto
implica que inf(A,) < t* < T, de donde inf(A,) < T, es decir T,, < T, entonces T,, < T.
Por otra parte, si A, = ) implica que inf(A,,) = oo, de donde T}, = co y ¥(t) € D,,, para
todo t € [tg, T). Luego (t) € D,, para todo t € [ty,T), y dado que D,, es compacto, con
D, C D, entonces T = oo. Asi, T,, = T, de donde T}, < T Por lo tanto, si nh_}n(glo T, = o0
entonces T = o0. O

11
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Demostracion 2.

Supongamos lo contrario que T < oo y sabemos que v: [tg, T) — D es una solucién de
(1.2.1), entonces

v(t) = xo + /tt f(s,7(s))ds para todo t € [ty,T)

t
luego y(t) — xg = / f(s,7(s))ds para todo t € [ty, T). Asi,
to

[ (s ()ds

0

(1) = o = ' . para todo t € [to, T)

t
< [ 1#(s,2(s)llds,  para todo t € [to, T)
to

t
< [ Mds, pues v(t) € D,para todo s € [ty,t] C [tg, o0)
to

= M(t —tg) < M(T —ty), paratodot € [ty,T).

Sea D* ={x € D : ||lx—x0|| < M(T—to)}. Notemos que D* es compacto, ademés D* C D
y como y(t) € D*, para todo t € [tyg,T), entonces T' = 00, lo cual es una contradicciéon. [

Demostracion 3.

Supongamos que T' < 0o, sabemos que 7 : [to, T) — D es solucién de (1.2.1), entonces
t
v(t) = o —1—/ f(s,7(s))ds para todo t € [to,T).
to
t
luego (t) — xo = / f(s,7(s))ds, para todo t € [ty,t), entonces
to

, para todo t € [ty,T)

[ s 2()ds

t
< / | f(s,7(s))|lds, para todo t € [to,T)
to

I966) = zoll =

t
< / M1+ ||v(s)||)ds, pues ~v(t) € D,para todo s € [ty,t] C [to, 00)
to

t
= M(t —to) + M/ |v(s)||ds, para todo t € [to, T)
to

12



1.2. EXISTENCIA 'Y UNICIDAD E.D.O

luego

t
YOI < [lzoll + M (t — to) +M/t |v(s)l|ds, para todo t € [to, T)
0
t
< ol + M(T — to) + M/ lv(s)||ds, para todo ¢ € [to, T)
to

t
<C+ M/ l7(s)|lds, para todo t € [tg,T), C := ||lxo| + M(T — to)
to

<CexpM(t—ty), paratodote [ty,T) por (1.1.4)
< CexpM(T —ty), paratodot € [ty,T).

Asi, por la desigualdad de Gronwall-Bellman, tenemos que:
v < Cexp M(t —ty) < Cexp M(T —ty), paratodot € [ty,T).

Definamos D* = {z € D : ||z|| < cexp M (T —ty)}. Notemos que D* es compacto y
ademéas D* C Dy ~(t) € D*, para todo t € [ty,T), entonces T' = oo, lo cual es una
contradiccion. O]

El terreno estd preparado para el teorema de existencia y unicidad global. Antes de enunciar
este teorema es importante definir el operador de Lyapunov asociado a la ecuacion (1.2.3). Tal
operador lo denotamos por & y lo definimos como:

d

0 0

i=1 i
Dada V € C!([tg,00) X D;R). La accién de & sobre V es:
o oV

En particular, para (¢,x) € [ty,00) X D, tenemos que:

ov ov

d
PV(t,z) = E(t,x) + Z:fi(t,x)a—%(t,x)

En forma mas compacta,

BV (t,0) = Dt + (S (0,0), - (0,2).

£V indica la evolucién de una solucién de la ecuacion (1.2.3) a lo largo de V.

Teorema 1.2.4. Teorema de existencia y unicidad
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1.2. EXISTENCIA 'Y UNICIDAD E.D.O

Sean I un intervalo abierto no vacio de R, D un dominio en R?, t, € I, 9 € D y sea
f:1Ix D — R Consideremos el siqguiente Problema de valor inicial.

dx

= f(t,x)
dt (1.2.4)
ZL‘(to) = X29-

Supongamos que f € C(I x D,R?) y [ty,00) C I. Si f es localmente Lipschitz en [ty, 00) x D
en la variable x, y existen V € C([ty,00) X D;RT), {D, }nen C D, con D,, dominios acotados,
D, C D y ademds D, T D tal que

1. Si existe ¢ > 0, tal que LV (t,x) < cV(t,x), para todo t € [tg, 00), para todo x € D.

2.V, = inf V(t,z) = oo cuando n — oo.
te(to,00),2¢ Dy

entonces existe una unica solucion de (1.2.4) en [ty, o0)

Demostracion. Veamos primero la existencia.

Existencia: Dado que f es localmente lipschitz en [ty,00) x D en la variable z, existe una solucién
(maximal) v: [ty,T) — D de (1.2.4), donde ty < T' < 0o, veamos que T = co. Supongamos
que T < oo, sabemos que 7(t) € D para todo t € [ty,T) Asi, de 1, tenemos que:

LV (t,v(t) < cV(t,y(t)), paratodot € [ty,T).

= f(s,7(s)), por lo que 7j(s) = fi(s,7(s)),
( () ();'--,’Yd( )),aSI.

Haciendo un paréntesis, notemos que 7/(s)
1 <i < d. Definamos h(s) := V(s,7y(s)) =

T = T + S+ g (525 u)
oV oV

— E(S,V(S)) + 1:21 @—i(s,v(s))%(s)
= 88‘;(5,’7(8)) +> g;/i<377(s)>fi(s,7(5)) = LV (s,7(s)).

=1

Continuando con lo anterior e integrando a ambos lados de la desigualdad anterior, tene-
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1.2. EXISTENCIA 'Y UNICIDAD E.D.O

mos que:
t
LV (s,v(s))ds < c/ V(s,7v(s)), paratodot € [ty,T)
¢
t t
/ d—h(s)ds < c/ V(s,7v(s)), para todot € [ty,T)
t to
V(s,7v(s)), paratodot € [ty,T)
v

(s,7(s)), paratodot € [ty,T)

t
V(t,v(t)) < V(to,zo) + c/ V(s,7v(s)), paratodot € [ty,T)
to
V(t,y(t)) < V(to, o) exp (c(t —ty)), para todot € [tg,T), por (1.1.4).
< V(to, o) exp (¢(T — to)), para todo t € [ty,T).

Consideremos T, := inf{t € [ty,T) : v(t) ¢ D, }, n > 1, como T < oo, entonces T,, < 00,
pues T, < T. Veamos que T, < T. Sabemos que T;, < oo, entonces A,, # 0,

donde A, = {t € [t,,T) : ~(t) ¢ D,}. Entonces existe tx € A, y como tx < T, por
tanto inf A, < tx < T, de donde T,, < T, por lo que T,, € [ty, T). Asi,

V(T 7(Th)) < V(to, zo) exp (¢(T;, — t)) para todo n > 1.
Luego,
V(T,,v(T,)) < V(tg,xo) exp (c¢(T —ty)) para todon > 1.

Y como T, € [tg,0) y v(T,,) ¢ D,, por lo que:

V(Tn,y(Ty)) > inf Vt,z) =V,

T t€[to,00),2¢ Dy,

por tanto,
Vi, < V(to,z0) exp (c(T — ty) para todo n > 1.

Entonces,

lim V, < V (to, zo) exp (c(T' — to))
oo < V(to, xg) exp (¢(T — to)).

lo que implica que V' (g, zo) exp (¢(T — o)) = 00, esto es absurdo, pues

V(to, o) exp (c(T — tg)) € R. Asi, T' = oo, entonces v: [ty,00) — D es una solucién de
(1.2.4).

Unicidad: Sean v; y 72 soluciones de (1.2.4) en [ty, 00). Definamos # := {t € [tg,00) : ™M (t) =

72(t)}. Usemos un argumento de conexidad. Claramente # # 0, pues v1(to) = xo = 72(to),
ademés # es cerrado, dado que # = v~ 1({0}), v = 71 — 72 y como {0} es cerrado y 7 es
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continua, por tanto # es cerrado. Veamos ahora que # es abierto. Sea s € #, probemos
que existe § > 0 tal que (s — 0, s+ ) C #. Sin perdida de generalidad, supongamos que
s > tp, como s € #, entonces v1(s) = 7a(s) = y, luego (s,y) € [to,00) X Dy como f es
localmente lipschitz en [ty,00) x D en la variable x, entonces existe € > 0 tal que f es
globalmente lipschitz en [s — €, s + €] x B(y) en la variable z, [s — €, 5 + €] x B.(y) C
[to, 00) X D, es decir existe L > 0 tal que

I f(t,x) — f(t,2)|| < L|jx — 2|, para todo z,z € B.(y),para todo t € [s — €, s + €.

Sea M = max_||f(¢,z)]|. Sabemos que 7; y 72 son continuas en s, por tanto:
[s—e,s+€]xBe(y)

existe ; > 0, para todo u € [tg,00) |lu—s| <1 entonces ||yi(u) —y| <e
existe d > 0, para todo u € [tg,00) ||lu—s|| < d2 entonces ||y2(u) —y| <€

es decit, 11| (e—sres (1) € Be(y): 1altesmorsn (1) € Bu(y), para todo u € [to, 00).

Ahora, por la densidad de R, existe 0 < § < min{e,e/M,1/L, 51,85}

Sea F={y€((s—0,s+0);D): |yv—yl| <e}y definamos la siguiente aplicacién T
de F a F, donde para cada v € F, tenemos que:

THI) ==y + /: Flu,~v(u))du.

Sabemos (por un argumento anterior) que 7' es una contracciéon. Luego, por el teorema
de punto fijo de Banach, existe un tnico v € F, tal que T[y] = 7.

Notemos que 7V |s—ss16) € F, V2|(s—s.5+6) € F y ademds, sabemos que 7; y 72 son solu-
ciones de (1.2.4), es decir,

C?tl(t) = f(t,7(t)), paratodot € [ty, o)
2 (1) = 7t 20(0),  para todo t € [to, 0.

En particular,

(1) = F(t (1), para todo € (s — 6,5 +0)
D2 (1) = f(1,20(1)), para todo € (s — 6,5 +0).
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integrando a ambos lados de la igualdad anterior tenemos que

Py t
/ dt’ (u)du = / f(u,712(u)du, paratodot e (s—9,s+9)

t
Y1.2(t) — 71,2(5) = /S f(u,712(u)du, paratodot € (s—0d,s+9)

t
T2(t) =y + / fu,y12(u)du, paratodot € (s—0d,s+9)

T2(t) =T[m2(t), paratodote (s—9,s4+0).

En otras palabras, 71,2|(s—ss+6) satisfacen que v = T'[y]. Por lo que, 71 |(s—s,s+6) = V2| (s—5,5+6)
de donde (s — d,s +0) C %, lo cual es equivalente a que # es abierto. finalmente,
H = [ty,00). Asi, para todo ¢ € [tg,00), (t € ), i.e, para todo t € [tg, 00), Y1(t) = Ya(t).
Lo cual implica que v, = 5. O]

Observacién 1.4. la unica solucién de (1.2.4) sujeta a la condicién inicial x(ty) = zo la
denotamos por z(t; to, zo).

1.3. Estabilidad

En este apartado, introducimos la nocién de estabilidad de las soluciones de las ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden. La estabilidad, intuitivamente, indica el comportamiento
de una solucién de una ecuacién diferencial ordinaria cuando ésta sufre pequenios cambios en las
condiciones iniciales. En particular, analizaremos el comportamiento de las soluciones triviales.

Definicién 1.3.1. Soluciones triviales o puntos estacionarios

Sean tg > 0, 79 € Dy f € C(I x D,R%). Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria de
primer orden:

dx

= = f(t,) (1.3.1)

Decimos que xq es un punto estacionario de (1.3.1) si, y sélo si, f (¢, x¢) = 0, para todo t € [tg, 00)
(podemos interpretar esto como una solucién trivial v(t) = xy.)

En adelante, vamos a suponer que el teorema de existencia y unicidad se satisface, es decir,
existe una tnica solucion de (1.3.1) independiente de cualquier condicién inicial z(tg) = .
Definicién 1.3.2. Estabilidad y estabilidad asintética de los puntos estacionarios.

Dado zy € D un punto estacionario de (1.3.1). Decimos que z( es estable si, y sélo si, para
todo € > 0, existe § = d(e,tp) > 0, tal que para todo = € D, |x; — zo]| < 6, entonces
|z (t, to, z1) — xo|| < €, para todo t € [tg, 00).
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Decimos que zy es asintéticamente estable si, y sélo si g es estable y existe § = §(tg) > 0 tal
que tli)m x(t, to, x1) = xo, para todo z1 € Bs(zy).
o

Observacién 1.5. Para dar una mejor idea de como es la estabilidad en forma geométrica, a
continuacion se exaltara dos figuras que daran ejemplo de un punto estable y asintoticamente
estable:

(a) Estabilidad (b) Estabilidad asintética

Figura 1.1: Estabilidad de puntos estacionarios

Definicién 1.3.3. Funciones definidas positivas y negativas

Dado zg € D y sean V € C([tg,00) X D;R) y ¢ € C(D;R). Decimos que:

1. ¢ es definida positiva en xq si, y sélo si ¢(xg) =0y ¢(x) > 0, para todo = € D, x # xy.
¢ es definida negativa en xg si, y solo si, ¢(xg) =0y ¢(z) < 0, para todo = € D, x # xy.

2. V es definida positiva en xq si, y solo si existe ¢ € C(D;R), ¢ definida positiva tal que
V(t,x) > p(x) para todo t € [tg, 00), para todo x € Dy V(t,z9) = p(x¢) = 0, para todo
t e [to, OO)

V es definida negativa en x si, y sélo si, existe ¢ € C(D;R), ¢ definida positiva tal que
V(t,x) < —p(x) para todo t € [ty,0), para todo = € Dy V(t,x9) = ¢(x9) = 0, para
todo t € [tg, 00).

Teorema 1.3.4. Teorema de Lyapunov para la estabilidad de puntos estacionarios

Dado x¢ un punto estacionario de (1.3.1). Si existe V€ C([ty,00) x D;R) tal que V' es definida
positiva en g, entonces:

1. Si LV (t,x) <0, para todo t € [ty,00), para todo x € D, entonces © = xq es estable.

2. Si LV es definida negativa en g, entonces x = xg es asintéticamente estable.

Demostracion.
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1. Veamos que para todo € > 0, existe § > 0, para todo « € D tal que ||x; —x¢|| < & entonces
| x(t, to, x1) — xo|| < €, para todo t € [ty,00). Sea € > 0 y sabemos que V es definida
positiva, es decir, existe ¢ € C(D;R), ¢ definida positiva en zq tal que V(t,z) > ¢(z)
para todo x € D, para todo t € [ty,00). Consideremos L := min{p(z)/x € 0B(xo)}.
Claramente ¢(x) > 0, para todo x € 0B(xy) y como ¢ es continua, aseguramos que
L > 0. Ademas, tenemos que:

lim V(to, ) V(to,l‘o) =0. (132)

Tr—T0

Particularizando con L > 0 en (1.3.2), entonces existe h > 0, para todo x € D tal que
|t — xo|| < h entonces |V (to,x)| < L.
Ahora, tomemos ¢ := min{h, e/2} y sea x € D tal que ||z1 — zo|| < § < h, luego:
V(to,z) < L. (1.3.3)

Veamos que ||z(t; to, 1) —xo|| < € para todo t € [tg, 00). Denotemos a x(-, t, x1) por y(-) y
notemos que h(t) := V(t,7v(t)) es decreciente en [ty, 00), pues LV (t,v(t)) < 0, para todo
t € [ty,00) y como h'(t) = LV (t,v(t)), para todo t € [ty,00), por lo tanto h(t) < h(ty),
para todo t € [tg, 00). Luego, V(t,7(t)) < V(to,v(to)) = V(ty,x1), para todo t € [tg, o0)
y asi,

V(t,y(t)) < V(to,x1), paratodo t € [ty,00). (1.34)

Ademas,
o(y(t)) < V(t,y(t)), paratodo t € [ty, 00). (1.3.5)

Por (1.3.3), (1.3.4) y (1.3.5), tenemos que:
e(v(t)) < L, para todo t € [tg, 00).

Con esto concluimos que y(t) ¢ 9B.(xg), para todo t € [ty,00) y por lo tanto, (t) €
Be(xy), para todo t € [tg, 00). Pues si existe t* € [ty, 00) tal que y(t*) ¢ B.(x¢), entonces
v(t*) € Ext(B(zo)) y como v es continua, existe t** < t* tal que y(t**) € 0Bc(zo), lo
cual es contradiccion. Asi, ||v(t) — zo|| < €, para todo t € [tg,00). En otras palabras
|z (t, to, 1) — xo|| < €, para todo t € [tg, 00).

2. Es evidente que x = xg es estable, pues £V es definida negativa en x = xy. Veamos que
existe 0 = d(tg) > 0 tal que para todo x; € Bs(xp),

Jim (t; b, 1) = o

Como D es abierto y gy € D, entonces existe p > 0 tal que B,(x¢) C D. Como = = x
es estable, entonces existe A > 0 tal que para todo z; € D, ||z1 — zo|| < A se tiene que
|z (t; to, x1) — @o|| < p/2, para todo t € [tg,00). Tomemos § := A > 0 y sea x; € Bs(zy).
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Denotemos a z(+, tg, 1) por y(+). Definamos a h(-) := V(-,7(+)) y sea € > 0. Notemos que h
es decreciente en [tg, 00) y acotado inferiormente [to, 00), por lo tanto, existe « € RTU{0}
tal que

lim h(t) = Jlim V(t,y(t) =«

t—o00

Veamos que o = 0. Si a > 0, afirmamos que existe 5 > 0 tal que ||v(t) — zo|| > 3, para
todo t € [tg,00), pues si suponemos lo contrario, entonces tenemos que para todo 5 > 0
existe ¢ € [tg, 00) tal que ||y(t) — xo|| < 5. Asi, existe {t, }nen C [to, 00), t,, — 00 cuando
n — oo tal que

1
tn) — xoll < =
I7(t0) = woll < -

luego, nh_g)lo v(tn) = zo. Ademas, nh—>r£lo V(tn,v(tn)) = 0y por otro lado, por la caracteriza-
cién secuencial del limite, tenemos que T}grgo V(tn,v(tn)) = «, de donde o = 0, lo que es
absurdo. Sabemos que £V es definida negativa en z = x(, entonces existe ¢ € C(D;R),
v definida positiva en x = xg tal que

LV (t,x) < —p(x) para todo t € [ty,00), para todo z € D
Sea L :=inf{p(x)/ [ < |z — x| < p/2}. Claramente L > 0, luego
LV (t,y(t) < —p(y(t)) < —L para todo t € [tg, 00).
Por lo tanto,

t t
/ LV (s,7(s))ds < / —Lds, para todo t € [ty,o0)
to t

V(t,vy(t)) — V(to,y(to)) < —OL(t —ty), para todo t € [tg,00)
V(t,y(t)) < V(to,x1) — L(t —to), para todot € [ty.00)

Si tomamos tx > tg + V(tg,x1)/L, por lo tanto, V (t*,~(tx)) < 0, lo cual es una contra-
dicciéon, pues V' es no negativa. Asi,

lim h(t) = Jim V(t,y(t)) =0

t—o00

Razonando de la misma forma que en el primer numeral, podemos demostrar que:

lim y(t)) = xo.

t—o0

Teorema 1.3.5. Teorema de linealizacién de Lyapunov

Seanty >0,0€ D y f € CY(D,R%). Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria de primer
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orden (auténoma):

daz

i (1.3.6)
Six =0 es un punto estacionario de (1.3.6) y sea A := Jf(0). Si para todo € > 0 existe § > 0
tal que || f(x) — Azx|| < €||z||, para todo x € Bs(0) N D y A es una matriz que tiene todos sus
valores propios con parte real negativa, entonces x = 0 es asintoticamente estable.

Demostracion. Tomemos () una matriz simétrica real definida positiva de orden d x d. Dado
que A cumple que todos sus valores propios tienen parte real negativa, entonces existe P una
matriz simétrica real definida positiva de orden d x d tal que:

PA+ATP = —Q (1.3.7)

El argumento anterior lo podemos encontrar en [12]. Particularizando con 0 < € < A\ (Q))/2]|2]|
en la hipdtesis, existe § > 0, para todo z € Bs(0) N D tal que

| f(z) — Az|| < €]|z||. Definamos r(z) := f(x) — Az. Por otra parte, definamos V': [tg, 00) X
B;(0) N D — R dada por V(t,z) := (x, Px) = 27 Px. Claramente V es definida positiva en
x =0y veamos que LV es definida negativa en x = 0.

Dado t € [ty,00) y « € Bs(0) N D, entonces:

LV (t,z) = (OZ, Pz) + (z, j (Px))
Pr) + (x, Po)

( ), Px) + (x, Pf(x))

Az +r(z), Px) + (x, P(Az + r(z)))
Az +r(x), Px) + (z, PAx 4+ Pr(x))
Az +r(x), Pz) + (x, PAz) + (x, Pr(z))
Y+ (r(z), Px) + (z, PAz) + (x, Pr(z))
Ax Pz) + (Px,r(z)) + (x, PAz) + (z, Pr(z))
z, ATPx) + (x, PTr(x)) + (z, PAz) + (z, Pr(z))

z, AT Px) + (x, PAx) + 2(zx, Pr(x)), por ser P una matriz simétrica
z,2(ATP + PA)) + 2(x, Pr(z))
z, —Qx) + 2(z, Pr(z)) = —(z,Qx) + 2(z, Pr(z))
< —Amin( Q)| l* + 2€[| PlH|z[* = (= Auin(Q) + 2¢[| PI]) |||
= K|jz|”, K :=—Xuin(Q) + 2¢||P||
= —|K|||l=|?

Las tltimas desigualdades las justificamos de la siguiente forma: sabemos que (x,Qx) >
Amin(Q)||]|?, por tanto —(z,Qz) < —Ann(Q)|z||*>. Ademés, por desigualdad de Cauchy-
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Schwarz

(z, Pr(z)) < [lz|[[|[Pr(z)]
< llzllliPlllr @) < =l Pllllzle = ellP ]

Por otro lado, como 0 < € < (Anm(Q))/2]|p]]), por tanto 2¢|| P|| < Amin(Q), de donde —Ayin (@) +
2¢|| P|| < 0. Asi, tenemos que LV (t,z) < —|K|||z||*. Luego, por el teorema anterior, x = 0 es
asintoticamente estable. H
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Capitulo 2

Modelos Epidemiolégicos

En este capitulo estudiamos una aplicacion de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden en la epidemiologia. Los modelos que presentamos en este apartado se denominan modelos
S.LR. y S.I.S. Es muy comun utilizar en las aplicaciones el término “punto de equilibrio” en
vez de “punto estacionario”.

2.1. Modelos S.I.R. y S.I.S.

Un modelo matemético S.I.LR. es un modelo epidemioldgico en el que aparecen tres tipos de
individuos en una poblacion, a saber, los susceptibles, infectados y recuperados. En los modelos
mas primitivos se considera que el nimero de individuos de cada especie evoluciona con el
tiempo y el nimero de individuos de la poblacién es constante (en el tiempo).

El estudio matematico de los modelos S.I.R. data del siglo pasado. La primera propuesta de
modelacién mateméatica de epidemias se di6 en el trabajo de Kermakc-Mckendrick (1927) [1], el
cual es un modelo S.I.R determinista y se rige por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias: is o1
a7
‘CZ = BSI — I, (2.1.1)
ng =~l, t>0

donde S,I y R son las de poblaciones de individuos susceptibles, infectados y recuperados,
respectivamente. [ es el coeficiente de transmision de la enfermedad y «v es la tasa per-capita
de recuperacién de la enfermedad. Aqui, se considera tanto a 5 como a -y constantes positivas.
Ademas, en este modelo se asume que la poblacién total en cualquier instante de tiempo ¢ es
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una constante positiva NV, asi;

S(t)+I(t)+ R(t) = N (2.1.2)

Al sistema (2.1.1), frecuentemente, se le impone la condicion inicial:
S(0) > 0;1(0) > 0; R(0) = 0.

También se supone la siguiente dindamica: sélo los individuos susceptibles pueden infectarse al
estar en contacto con los infectados. Las mezclas entre poblaciones son uniformes. Bajo estos
supuestos el término no lineal SSI es justificado, pues los individuos susceptibles estan en
contacto con los infectados para enfermar y, como la mezcla es uniforme, se producen infec-
ciones proporcionales al producto SI. Los individuos infectados pueden recuperarse y luego,
son inmunes a la enfermedad. Si supone que todos los individuos recuperados inmediatamente
vuelven a sufrir la enfermedad, estamos hablando de un modelo S.I.S. Una generalizacion del
modelo S.I.S es el modelo S.I.S. con nacimientos y muertes, en el que se involucran los fenéme-
nos de natalidad y mortalidad y estd dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden:

ds
= —BIS +~I + p(N — 8),

dt
o (2.1.3)

2 _BIS — I. t>0.
o 5 (v + w1, >

donde p es una constante positiva que representa la tasa per-capita de natalidad y mortalidad.
Ahora, como las dos ecuaciones anteriores estan acopladas por el supuesto S+ I = N, entonces
podemos estudiar una sola ecuacién en términos de los infectados I, es decir, basta estudiar la
ecuacion:

U= BIN 1)~ (4, 120 (2.1.4)

Notemos que (2.1.4) se puede escribir de la forma:
— =pI(I—1), t>0, (2.1.5)

Yt p

donde I := N —
&

2.2. Propiedades Cualitativas

2.2.1. Existencia y Unicidad

Dada una condicién inicial 1(0) = I, € (0, N) de (2.1.4), entonces (2.1.4) tiene una tinica solu-
cién I en [0, 00).
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Justificacién: notemos que f(t,1) := SI(I —1I), con t € [0,00) y I € (0, N). Veamos que [ es
localmente Lipschitz en [0, 00) x (0, N) en la variable I, esto es, dado (', 1) € [0,00) x (0, N),
existe 0 > 0 tal que f es globalmente Lipschitz en [t' — §,t' 4+ §] x [I' — 6,1’ + 0] en la variable .
Sin perdida de generalidad supongamos que t' > 0, como I’ € (0, N) entonces 0 < I < N, por
tanto existe d1,dy > 0 tal que [I' — 61, 1" + 61] C (0, N) y t' > . Tomemos § = min{d;,da} > 0
y sea ¢ = BN +~ 4 pu+26(I +6). Dado que I, I, € [I' —6,I' + 6] y t € [t' — 6,t' + 8] ahora

[ 1) — f(t L) = [BL(N — 1) — (v + u
= |BLN = BI} = (v +p
= |BN(L = ) + (v + p)(I — ) + B(I5 — I})]
=[BN(Li = L) + (v + w)(la — [1) + Bl — L) (L2 + 11))|
S BN = LI+ (v + )l = L) + Bl = B[ + I
< BN|L = Lo + (v + p)| s = Lo| + 28(1" + )11 — I
= (BN + v+ p+28(I' + )1 — L) = |1 — ).

I = BIy(N — Iy) + (v + p) Lo
I — BI;N + 5]22 + (v + p) Lo

~_ ~— ~—

Por lo tanto, |f(t, 1) — f(t, I2)| < c¢|I; — I5]. De aqui se sigue que f es localmente lipschitz en
[I'—0, '+ 0] x [t' —d,t' 4 0] en la variable I. Ahora veamos que existe {D,, }neny C D una sucesiéon
de dominios acotados, con D,, C D para todon € Ny ademés D,, T D. En efecto, consideremos
D, = (1/n,N — 1/n), para n € N. Claramente D,, es un dominio acotado para todo n € N.
Ademés, D,, C D, pues si x € D,, para todo n € N, por tanto 1/n < < N — 1/n para todo
n€Nycomol/n >0y N—1/n < N,paratodon € N,portanto0 < 1/n <z < N—-1/n < N.
Asi, 0 <z < N, esto es z € (0, N). Por otro lado veamos que D,, T D, es decir,

D, CDpn y |JD,=D.

neN

Es claro que D,, C D,,11, pues dado = € D,,, entonces 1/n <z < N —1/n. Ademés, n < n+ 1
para todo n € N, luego 1/n > 1/(n+1) y como N > 0 tenemos que N —1/n < N —1/(n+1),
dedonde 0 < 1/(n+1)<1l/n<z<N-1/n<N—1/(n+1), es decir, z € (1/(n+1), N —
1/(n+ 1)) = D,y1. Ahora mostremos que U,eny D, = D. Como D,, C D para todo n € N,
entonces D,, C D para todo n € N y por tanto, U,eny D, C D. Del otro lado, sea = € D, esto
es, z >0y x < N,luego N —x > 0. Denotemos por ¢ = min{z, N — z}, es claro que ¢ > 0,
entonces existe ng € N tal que 1/ng < ¢, por tanto 1/ng < xy 1/ng < N—x. Asi, x < N—1/nj.
En conclusién, 1/ny < x < N —1/ng, por lo que z € D,,, para algiin ng € N, en otras palabras,
r € Upen D falta garantizar la existencia de V€ C([0,00) x (0, N); RT) tal que

1. Si existe ¢ > 0, tal que LV (I) < ¢V (1), para todo t € [0,00), para todo I € (0, N).

2.

Vo= inf V(I) = oo cuandon — .
te[0,00),I¢ Dy,
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Y
Nn—1 T 71
4
N
O 1 N 1 N X
n 2 N_le
Figura 2.1: Funcion V(I) = + + —
1gura <.1: runcion = — -
& I N-1I

Tomemos V' : [0,00) x (0, N) — R dada por V(t,I) := 1/I + 1/(N — I). Una observacion
antes de empezar es que V (¢, I) no depende de la variable temporal, por lo que denotaremos
a partir de ahora V (¢, 1) por V(I). De esta forma la funcién nos queda de la siguiente manera
V(I):=1/I+1/(N —1I), pero sin descuidar que también esta involucrada la variable temporal,
solo que en este caso no aparece. Claramente V € C*([0,00) x (0, N);R") y V(I) > 0 para
para todo I € (0, N). Calculemos la derivada de V' (I) para encontrar el punto minimo de esta
funcién y también, visualizar de una mejor manera los intervalos abierto D,, y aquellos puntos
que no estan sobre esos intervalos.

Es facil ver que:

1+ 1  —(N-IP+I* —N*42NI-I*+I1* 2NI—-N?
2 (N-I12  I)(N-1? I2(N —I)2 - I2(N —1)?

V(1) =

Ahora encontremos el minimo de V(I). Como el denominador nunca se anula, pues I € (0, N).
Entonces, el numerador se anula, cuando I = N/2. Ahora, tomemos un ny € N tal que 1/ny <
N/2. Finalmente, calculemos las imagenes de los extremos del intervalo D, :

1 1 1 n
V():1+ =n-+

n N—% Nn —1
1 1 1 1 1 n
V N—— e = _ =
( n) NI N-W-h) T NI I TN

Dado n > nyg, tenemos que V,, = n/(Nn — 1) + n. Notemos que si n — 0o, entonces V,, — co.
Solo resta ver que existe ¢ > 0 tal que LV (I) < ¢V(I), todo I € (0, N). Tomemos como
c=max{fN,v+ pu} >0yseal € (0,N). Asi,

2v(n) =97+ T = 5
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y como
1% 1 1 .
W(I):_FJFW’ y fU)=pI(I—1)=pI(N—-1I)—(yv+pl.
Luego,
1 1
V() = (=5 + (g ) T = D) = (D)
_ BWN-I) atp BL (vl
D Y R Y A P
7+ u Bl T+p BN
T "NneD ST TNZa
c c 1 1
<ityor=clira—g) =0

Asi, por el teorema (1.2.4), para la condicién inicial 7(0) = Iy, existe una unica solucién [
(2.1.4) en [0, c0).

2.2.2. Positividad e Invarianza

Dada una condicién inicial 7(0) = I € (0, N), entonces I(t) € (0, N) para todo t € [0, 00).

Justificacién: por definicién, I es una funcién de [0,00) en (0, N), luego I(t) € (0, N) para
todo t € [0, 00).

2.2.3. Estabilidad de los puntos estacionarios.

En esta seccién estudiaremos la estabilidad de los puntos estacionarios que aparecen en (2.1.4).
Recordemos que funcién f esta dada por f(t,1) = f(I) = BI(N —I) — (y+ p)I = BI(I — I),
donde I = N — (y 4 p)/B. Es evidente que I = 0 y I = I son puntos estacionarios de (2.1.4).
Ahora analizaremos la estabilidad de cada uno de ellos.

Estabilidad del punto estacionario I =0
Si I < 0 entonces I = 0 es un punto estacionario de (2.1.4) asintéticamente estable.

Justificacién: sabemos que f(I) := BI(I — I), claramente f € C((0,N);R). Ahora, sea
A = Jf(0). En este caso A es la derivada de f en el punto I = 0, por tanto, A = g1, luego
el inico valor propio es Bf < 0, es decir, este valor propio tiene parte real negativa. Por otro
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@)

~>
=
S

Figura 2.2: Funcién V(I) = I (4 —1In (l> — 1)

lado, sea € > 0. Tomemos ¢ = min{e/3, N} >0yseal €[0,N),con ] <j <N
|f(I) — AI| = |BI(I - I) = BII| = | - BI*| = |BI*| = |B||I?| = BI* < BSI < el.
Asi, por tanto por el teorema (1.3.5), tenemos que I = 0 es asintéticamente estable.

Estabilidad del punto estacionario I = I
Si I > 0 entonces I = I es un punto estacionario de (2.1.4) asint6ticamente estable.

Justificacion: consideremos la funcién

V() = V() =1 (j I (j) _ 1)

claramente V € C*((0, N);R) y V(I) > 0 para todo I # I y V(I) = 0, esto es, V es definida
positiva en I = I. Veamos que LV es definida negativa en I = I. En efecto,

2v(1) = Do) = Vi),
¥ come v — i (LY _; I-1\ 1-1
n=1(3-7)= <n>— ]
Asi,
-1 s g
v () = (157 11 - 1) = -5 - 17 = ~ot)
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N

O i N x

A

Figura 2.3: Funcion ¢(I) = (I — I)?

donde ¢(I) := B(I — I)2. Como ¢ es definida positiva en I = I, entonces LV es definida
negativa en I = I. Asi, por el teorema (1.3.4), tenemos que I = [ es asintéticamente estable.

2.2.4. Extincién

Dada la condicién inicial 1(0) = Iy € (0, N) de (2.1.4) y I < 0, entonces

tliglo I(t)=0.
Justificacion: veamos que
In(Z(t
lim sup n(I(t) <0
t—o0

Ya sabemos que existe una unica solucién I en [0,00) de (2.1.4) tal que
I(t) € (0,N), para todo t € [0,00). Ahora, consideremos la funcién V' : (0, N) — R definida
por V(I) :=In(I). Es claro que tanto V' y I son diferenciables, luego por la regla de la cadena:

dv(I) av(I)dl dv(l)
dt dIl dt  dI

b(I) =V'(Ib(I) =2LV(I)
Sea t > 0. Integrando de 0 a t la expresién tenemos que:

/Ot d‘;é[)(s)ds _ /OtQV(I(S))ds

es decir,

V() — V(I(0) = /0 PV (I(s))ds
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en otras palabras,

t

In(1(0)) = () + [ LaV(I(s))ds = Wn(lo) + [ (BI(S)N = 1(5)) = (3 + )T (5)) 7 ds

I(s)
=t(lo) + [ (BOV = 1(9) = (1 + 1)) ds

< In(lo) + (BN — (v + p))t,
(2.2.1)

luego dividiendo entre ¢,

< + (BN — (v +n))
por tanto,
In(7(¢
lim sup n(Z(t)) < BN —(y+n) <0.
t—00 t
o In(I(%)) e
Asi, existen h < 0y T > 0 tal que < h, para todo t > T'. Luego, I(t) < ", para todo

t
t > T.Y finalmente, como tl_i}m e" =0y I(t) > 0, para todo ¢t > T, entonces 1tli}m I(t)=0.

2.3. Solucién Explicita y Simulaciones

2.3.1. Solucion Explicita

Recordemos que nuestra ecuacion diferencial tiene la forma:

ZZ = BI(I —1I)=BII - BI? (2.3.1)

Supongamos que I # 0. Calculemos la solucién aplicando el método de Bernoulli para resolver
(2.3.1). Para ello, notemos que:

dl

— = pBII — pI?
o B B
dl .
— — BII = —BI>.
o B 54
dz

Consideremos 2z =1"?=171"1luego + BIz = 8.

dt

Calculemos el factor integrante

F.I=exp (/ ﬁfdt) = exp(BIt)
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Asi, la solucién es:

zexp(ﬂft) = /exp(ﬁft)ﬁdt

zexp(BIt) = Mﬁ +C
pI

1 A exp(B1t)

7 exp(BIt) = 7 C
lie (—B1t)
177 exp
1 1+ C1 exp(—pIt)
I I
7 I

T + CI exp(—p1t)
I

Ahora,si t=0 yI=1, entonces - =1
I+CI
I R I R I—1
—=14CI, entonces — —1=CI dedonde mUsyel
IO IO I[)
I
Luego (f ) =1
14+ YJexp(—8It
% p(—pB1t)
I

=1

Iy + (I — Iy) exp(—p1t)

Ahora, supongamos que I = 0. Ahora recordemos nuestra ecuacién (2.3.1), por tanto, nos
quedara el problema de valor inicial de la siguiente manera:

dI

— = —pI?

dt (2.3.2)
10) = I
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Podemos calcular la solucién de (2.3.2) a través del método de separacion de variables:

dl 1
i —BI?, equivalente a ﬁdl = —fdt
1 1
/ﬁdf = —/Bdt, esto es, 7= —pt + C4
1
I= Gi_op ahora tomando el valor inicial, 1(0) = I
1
1(0) = o entonces [y = o de donde, C4 = A
1o
Por lo tanto, I(t) = —, lo cual es equivalente a [I(t) = ———
Finalmente, tenemos que la solucion de (2.3.1) estd dada por:
II R
S— . si 140
In+ (I — Ip) exp(—pIt)
I(t) = (2.3.3)
I .
70’ i T=0.
Btly + 1
Notemos que si I < 0, entonces
11 I
lim I(t) = lim 0 — =0 y lim—"—=0
t—00 t=oo [ 4 ([ — [O) eXp(_ﬂ[t) t—oo Btly + 1
y si I> 0, entonces
II II R
lim /(t) = lim R 0 — = 0 7]
t—o0 t=00 [y + (I — Iy)exp(—p1t) Io+0

De esta tultima observacion, podemos determinar varias condiciones como: si Iy > I, [y < [ y
Iy = I. Ahora miremos como se comporta la solucién en cada caso.

1. Sil= Iy, es evidente que la solucion serd una funcién constante, es decir I(t) = I , puesto
I? .
que [(t) = ———5—> = = = [.
I+ (I —1)eBt |

2. Si I < I, Veamos que I < I(t) para todo t € [0,00). Sea t € [0,00), notemos que
I—1Iy < 0, entonces (I —1Iy)e ?t < 0, por lo tanto IO+(f—[0)6_BIt < Iy. Ademds sabemos
que 1> e Pty Iy > Iy — I, entonces Iy > (Iy — e P, de donde Iy + (I — Ip)e #1t > 0,
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por lo que
1< o A
Io + ([ — 10)675“
A 11
I< = I(t), paratodot € [0,00).

]0 + (f — Io)e_ﬁft

dl A dl
Y como E(t) = BI(t)(I — I(t)), para todo t € [0, 00), tenemos que E(t) < 0 para todo

t € [0, 00), entonces I es decreciente en [0, 00)

3. Si [ > I, Veamos que | > I(t) para todo t € [0,00). Sea t € [0,00), notemos que
I — Iy > 0, entonces (f — Iy)e Pt > 0, por lo tanto Iy + (f — Ip)e Pt > Iy, por lo que

Iy
[0 + (f — [0>€7ﬁft
A 11
I> < — = [(t), paratodot € [0,00)
IO + (I — [0)67ﬁ[t

1>

1 - I
Ahora, como Ccilt(t) = BI(t)(I — I(t)), para todo t € [0,00), tenemos que Ccilt<t> > () para

todo t € [0, 00), entonces I es creciente en [0, 00)
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2.3.2. Simulaciones

Modelo epidemiolégico S.I.S.

g
=}
|

— I(t)

Infectados
o © o o
o ~ oo o

o
n

N
i

2 4 6 8 10
Tiempo

oA

Figura 2.4: con la condicion de I<0

Valor del paraametro | valores iniciales
8 =0.01 N =100
w=0.4 So =199

Tabla 2.1: con la condicién de I < 0

Modelo epidemiolégico S.1.S.

— I(t)

80 A

Infectados
()]
o
s

N
o
L

20 1

0 2 4 6 8 10
Tiempo

Figura 2.5: con la condicién de I<0
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Valor del paradmetro | valores iniciales
g =0.01 N =100
v=0.7 Iy =99
w=0.4 So=1

Tabla 2.2: con la condicién de I < 0

Modelo epidemiolégico S.1.S.

10 4 — I(t)

Infectados

4 6 8 10
Tiempo

o
N

Figura 2.6: con la condicién de I =0

Valor del paradmetro | valores iniciales
8 =0.01 N =100
w=0.3 So =199

Tabla 2.3: con la condicién de [ = 0

Modelo epidemiolégico S.1.S.

90 1 — (1)
80 1
70 4
n 60 4
o
e
£ 501
QL
£ 40
30 1
20 1
10 4
0 2 4 6 8 10
Tiempo

Figura 2.7: con la condicién de I =0
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Valor del paradmetro | valores iniciales
g =0.01 N =100
v=0.7 Iy =99

Tabla 2.4: con la condicién de I < 0

Modelo epidemiolégico S.1.S.

— I(t)
98

96

94

Infectados

92 A

90 A

0 2 4 6 8 10
Tiempo

Figura 2.8: con la condicién de I > 0y I < I,

Valor del paradmetro | valores iniciales
B =0.1 N =100

v =0.7 Iy =90
w=0.4 So =10

Tabla 2.5: con la condicién de [ > 0 yI<Iy

Modelo epidemiolégico S.1.S.

80 A

60 A

404

Infectados

20 1

— I(t)

0 2 4 6 8 10
Tiempo

Figura 2.9: con la condicién de I > 0y I > I,
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Valor del paradmetro | valores iniciales
B8 =0.1 N =100
=04 So =99

Tabla 2.6: con la condicién de I > 0 y I <1,

Modelo epidemiolégico S.1.S.

94 4 — v

92 A

90 A

Infectados

88

86

0 2 4 6 8 10
Tiempo

Figura 2.10: con la condicién de I > 0y I = I,

Valor del paradmetro | valores iniciales
B =0.1 N =100

v =00.7 Iy =90
w=0.4 So =10

Tabla 2.7: con la condicién de T >0y I < I,
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Conclusiones

Después de haber analizado de forma cualitativa el modelo epidemiologico S.I.S. con nacimien-
tos y muertes, pudimos establecer la regularidad de las soluciones y garantizamos el sentido
biologico del fenémeno con la positividad e invarianza del dominio de dicho modelo. Més atn,
si] < 0, hemos podido garantizar la extinciéon de la enfermedad, lo que va de mano con que
0 sea un punto de equilibrio asintoticamente estable. Ademés, con la solucion explicita y en
conjunto con las simulaciones, logramos darle la validez las propiedades cualitativas de modelo
en mencion.
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