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Resumen
Usamos el método del dominio de la frecuencia para demostrar que la solución cero

de ciertas ecuaciones diferenciales de tercer orden retardadas no lineales es asintóticamente
estable, (cuando no hay forzamiento de término). También probamos la existencia de una
solución acotada que es exponencialmente estable, (cuando hay un término forzado acotado).
También se prueba dicha existencia para la situación en la cual el término no lineal es retar-
dado.

Palabras clave: Ecuación diferencial de retardo de tercer orden, Estabilidad asintótica, Es-
tabilidad exponencial, Soluciones periódicas, Método de dominio de frecuencia.

Abstract
We use the frequency domain method to prove that the zero solution of certain third or-
der nonlinear delayed differential equations is asymptotically stable, (when there is no for-
cing term). We also prove the existence of a bounded solution which is exponentially stable,
(when there is a bounded forcing term). The situation for which the non-linear term is dela-
yed is also proved.

Keywords: Third order delay differential equation, Asymptotic stability, Exponential stability,
Periodic solutions, Frequency domain method



viii



Contenido

Agradecimientos v

Resumen vii

1. Introducción 3
1.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2. Preliminares 5
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3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.3. Resultados Principales-Estabilidad asintótica con p(t) = 0 . . . . . . . . . . . 17
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Introducción
Por décadas, el término disipatividad sigue siendo una propiedad cualitativa clave para

soluciones de ecuaciones diferenciales no lineales (por lo tanto, sistemas). Ya que muchos
sistemas conocidos son usados como modelos para varios campos de la tecnologı́a, ingenierı́a
y ciencias fı́sicas y biológicas, es más importante estudiar las condiciones necesarias que van
a dar mayor entendimiento de esta propiedad cualitativa mayor -disipatividad.
Recordemos que un sistema de ecuaciones, X = f (t, X), que satisfaga las condiciones de
unicidad y continuidad con respecto a ciertas condiciones iniciales, será disipativo si existe
una constante ρ tal que

lı́m sup
t→∞

||X(t; t0, X0)|| < ρ

para toda solución.
Además, se dirá que el sistema es uni f ormemente disipativo si existe ρ > 0 tal que para todo
α > 0 y t0 ≥ 0, existe T (α) tal que para todo X0 con ||X0|| ≤ α se tiene que ||X(t; t0, X0)|| ≤ ρ
para t ≥ t0 + T (α).
Lo anterior significa que existe un dominio de radio ρ con centro en el origen, para el cual
todas las soluciones finalmente permanecen allı́ uniformemente.
Las herramientas matemáticas para investigar estas propiedades han seguido variando a lo
largo de los años porque nuevas ideas siguen saliendo a la luz.
La teorı́a de sistemas disipativos está ı́ntimamente ligada a la teorı́a de estabilidad de Lya-
punov. Existen herramientas desde el enfoque de la disipatividad que pueden ser usadas para
generar funciones especiales de Lyapunov y viceversa. Un enfoque bien conocido habla so-
bre cierta propiedad de las soluciones de una ecuación diferencial (o sistema) que se cumplı́a
si (y a veces sı́ y solo sı́) existı́a una función de Lyapunov que satisface ciertas condiciones
especı́ficas. También es conocido que obtener criterios eficientes para la existencia de tales
funciones es la tarea más difı́cil.
Sin embargo, a lo largo de los años, muchos métodos verificables fueron desarrollados por
Yakubocivh[51], Kalman [21] , Popov [53] y otra vez por Yakubovich [52]. Estos métodos
verificables llevaron a lo que ahora es conocido como el método de dominio de frecuencia.
Basados en este método, el muy conocido lema Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) fue des-
cubierto. Este lema da lugar a las propiedades cualitativas más discutidas, que utilizan la
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

teorı́a de Lyapunov y permite que sean investigadas. Los investigadores han usado, modifi-
cado y generalizado este lema (KYP) hasta tal punto que muchos campos de la ingenierı́a y
de la ciencia confı́an en este como su principal herramienta de investigación. Por ejemplo,
podemos citar el reciente trabajo de VL. Rasvan[54], quien derivó un nuevo criterio de di-
sipatividad (Oscilaciones Towards Yakubovich) También citamos los trabajos recientes de I.
Barbalat[7], I. Barbalat y A. Halanay[55, 9] y A. Halanay[56], que se basaron en los trabajos
de Yakubovich[51, 52], Popov[53], y Kalman[21] entre otros. También hacemos notar los
trabajos de A. Afuwape[57, 58, 59, 3], que usaban los métodos de dominio de frecuencia en
algunas ecuaciones especı́ficas de f de orden superior.
Un esfuerzo mayor en esta investigación serı́a representar nuestras ecuaciones en el sistema
de la forma: {

X = AX − Bϕ(σ) + P(t, X)
σ(t) = C∗X (1.1)

donde X ∈ Rn, A ∈ Mn×n, C, B ∈ Mn×m, ϕ(σ) = col(ϕ j(σ)), ( j = 1, ...,m), y P(t, X) ∈ Rn.
Las herramientas para el método de dominio de frecuencia han sido aplicadas por Afuwape
[57, 58, 59, 3] en casos particulares de ecuaciones diferenciales no lineales de tercer orden:

x′′′ + f (x, x′, x′′) + g(x, x′) + h(x) = p(t, x, x′, x′′)

y en ecuaciones diferenciales no lineales de cuarto y quinto orden (cf:[63, 61, 62, 60],...). Mu-
chas de estas ecuaciones se encuentran en variadas aplicaciones. Se espera que más adelante
se puedan hacer más aplicaciones para ası́ extender y generalizar el método.

La hipótesis principal se constituye sobre las matrices A, B y C (solo cuando estén iden-
tificadas) en las aplicaciones anteriores, condiciones tales como que A sea una matriz estable
siempre se asumen. Pero siguiendo el trabajo de Rasvan, Vl[54], si esta condición no es cier-
ta, ¿cómo se procederı́a con el argumento para encontrar las condiciones de disipatividad?
Además, las dimensiones de B y C y su relación con cada una son necesarias para las aplica-
ciones.

El objetivo principal es encontrar condiciones necesarias (y posiblemente suficientes)
para las cuales la desigualdad del dominio de frecuencia para ecuaciones diferenciales no
lineales de orden superior disipativas se mantenga.

Especı́ficamente, vamos a considerar sistemas de la forma:{
X = AX − Bϕ(σ)
σ(t) = C∗X (1.2)

para matrices especı́ficas A, B, C y no linealidades ϕ(t, σ), para encontrar condiciones del do-
minio de frecuencia que lleven a las conclusiones de disipatividad o disipatividad uniforme
de soluciones.
Las aplicaciones se harán en ecuaciones diferenciales no lineales de tercer orden. Esto com-
plementará los trabajos de A. Afuwape [57, 58, 59, 3] en lı́neas similares.



Capı́tulo 2

Preliminares

En el contexto de las ecuaciones diferenciales serı́a ideal poder calcular explı́citamente
todas las soluciones, sin embargo esto no siempre es posible, aun en los casos más sim-
ples tales como son ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes.
De acuerdo con lo anterior, se ve la necesidad de obtener información sobre las soluciones
sin conocerlas. En este sentido, la teorı́a cualitativa nos permite conocer el comportamiento
dinámico, es decir, las propiedades cualitativas de las soluciones de una ecuación diferencial
o de un sistema de ecuaciones diferenciales.

En este capı́tulo se presentan algunos conceptos básicos de la teorı́a cualitativa para ecua-
ciones diferenciales con el fin de entender los capı́tulos posteriores.

2.1. Sistemas dinámicos
Definición 2.1.1. Un sistema dinámico enD es la tripleta (D,R, s), donde s : R × D → D
es tal que se cumplen los siguientes axiomas:

i) (Continuidad): s( · , · ) es continuo en D × R y para cada t ∈ R, s( · , x) es continuamente
diferenciable enD.

ii) (Consistencia): s(0, x0) = x0 para todo x0 ∈ D.

iii) (Propiedad del grupo): s(τ, s(t, x0)) = s(t + τ, x0) para todo x0 ∈ D y t, τ ∈ R.

De ahora en adelante, denotamos el sistema dinámico (D,R, s) por G y nos referimos
a la aplicación s( · , · ) como el flujo o trayectoria de G correspondiente a x0 ∈ D, y para
un s(t, x0) dado, t ≥ 0, nos referimos a x0 ∈ D como una condición inicial de G. Dado
t ∈ R denotamos la aplicación s(t, · ) : D → D por st(x0) o st. Por lo tanto, para t ∈ R
el conjunto de asignaciones definidas por st(x0) = s(t, x0) para cada x0 ∈ D da el flujo de
G. En particular, si D0 es una colección de condiciones iniciales tales D0 ⊂ D, entonces el
flujo st : D0 → D no es más que el movimiento de todos los puntos x0 ∈ D0 o, de manera
equivalente, la imagen de D0 → D bajo el flujo st, es decir, st(D0) ⊂ D0 (vea la Figura
2.1(a)). Alternativamente, si la condición inicial x0 ∈ D está fijo y dejamos [α, β] ⊂ R,
entonces el mapeo s( · , x0) : [α, β] → D define la curva solución o trayectoria del sistema
dinámico G. Por lo tanto, el mapeo s( · , x0) genera una gráfica en [α, β] × D identificando la
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6 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

trayectoria correspondiente al movimiento a lo largo de una curva C a través del punto x0 en
un subconjunto D del espacio de estados (ver 2.1(b)). Dado x ∈ D denotamos la aplicación
s( · , x) : R→ D por sx(t) o sx.

Si pensamos en un sistema dinámico G como describiendo el movimiento de un fluido,
entonces el flujo de G describe el movimiento de todo el fluido y es consistente con una
descripción euleriana del sistema dinámico en el que el movimiento se analiza en un medio
continuo (volumen de control). Alternativamente, la trayectoria de G describe el movimiento
de una partı́cula individual en el fluido y es consistente con una formulación lagrangiana
del sistema dinámico que describe el movimiento (posición) de una partı́cula en función del
tiempo.

Figura 2.1: (a) Flujo de un sistema dinámico. (b) Curva de solución de un sistema

En términos de la aplicación st : D → D los Axiomas ii) y iii) pueden ser equivalentes
escrito como ii)′ s0(x0) = x0 y iii)′(sτ ◦ st)(x0) = sτ(st(x0)) = st+τ(x0). Tenga en cuenta que
de i) y iii) se deduce que la aplicación st : D → D es un función con una inversa continua
s−t. Por lo tanto, st con t ∈ R genera una familia un-parámetro de homeomorfismos en D
formando un grupo conmutativo bajo la composición. Para ver que st es uno a uno, tenga en
cuenta que si s(t, y) = s(t, z), entonces y = z se sigue de

y = s(0, y)
=s(−t + t, y)
=s(−t, s(t, y))
=s(−t, s(t, z))
=s(−t + t, z)
=s(0, z)
=z.

(2.1)

También tenga en cuenta que si y ∈ D, entonces st(x) = y para x = s(−t, y), y por lo tanto,
st es sobre. Finalmente, para ver que st tiene una inversa continua, solo necesitamos mostrar
que s−t es la inversa de st. Para ver esto, tenga en cuenta que para dos flujos cualesquiera st y
sτ, st ◦ sτ = st+τ ya que, para todo x ∈ D,

(st ◦ sτ)(x) = st(sτ(x)) = st(s(τ, x)) = s(t + τ, x) = st+τ(x). (2.2)
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Además, note que para cada x ∈ D, s0(x) = s(0, x) = x es la identidad operador enD. Por lo
tanto, s−t ◦ st = st−t = s0, lo que establece que s−t es el inverso de st.

Dado que un sistema dinámico G involucra la función s(·, ·) que describe el movimiento
de x ∈ D para todo t ∈ R, este genera una ecuación diferencial en G. En en particular, la
función f : D → Rn dada por

f (x) :=
d
dt

s(t, x)
∣∣∣∣
t=0

(2.3)

define un campo vectorial continuo en D. Para x ∈ D, f (x) pertenece a Rn y corresponde
al vector tangente a la curva st(x) en t = 0. Por tanto, para st : D → D satisfaciendo los
axiomas i) − iii) de la definición 2.1.1, haciendo x(t) = s(t, x0) y definiendo f : D → Rnn
como en (2.1) se sigue que

ẋ(t) = f (x(t)), x(0) = x0, t ∈ R. (2.4)

Usaremos la notación s(t, x0), t ∈ R y x(t), t ∈ R, indistintamente para denotar la solución del
sistema dinámico no lineal (2.1 con la condición inicial x(0) = x0.

Ya vimos que un sistema dinámico no lineal G como se definió en 2.1.1 da lugar a una
ecuación diferencial no lineal. Ahora estudiar algunos resultados de estabilidad sobre siste-
mas dinámicos no lineales caracterizado por ecuaciones diferenciales de la forma

ẋ(t) = f (x(t)), x(t0) = x0, t ∈ Ix0 , (2.5)

donde x(t) ∈ D, t ∈ Ix0 , D es un subconjunto abierto de Rn con 0 ∈ D, f : D → Rn es
continuo en D, y Ix0 = (τmin, τmax) es el intervalo máximo de existencia para la solución x(·)
de (2.5). Una función continuamente diferenciable x : Ix0 → D Se dice que es una solución
de (2.5) en el intervalo Ix0 ⊆ R con condición inicial x(t0) = x0, si x(t) satisface (2.5) para
todo t ∈ Ix0 .

Las siguientes definiciones proporcionan varias clasificaciones del sistema dinámico no
lineal. Sea

ẋ(t) = f (t, x(t)), x(t0) = x0, t ∈ [t0, t1], (2.6)

donde f : [t0, t1] ×D → Rn es continuo por partes en t y continuo en x en [t0, t1] ×D.

Definición 2.1.2. Considere el sistema dinámico no lineal (2.6). Si f (t, x) = f (t0, x) para todo
(t, x) ∈ [t0, t1] ×D, entonces (2.6) se llama sistems invariante en el tiempo o autónomo.

Definición 2.1.3. Considere el sistema dinámico no lineal (2.6) con f : [t0,∞) × D → Rn.
Si existe T > 0 tal que f (t, x) = f (t + T, x) para todo (t, x) ∈ [t0,∞) × D, entonces (2.6)
se denomina sistema periódico. Además, el tiempo mı́nimo T > 0 para el cual f (t, x) =

f (t + T, x) es llamado el perı́odo.

Definición 2.1.4. Considere el sistema dinámico (2.6) conD = Rn. Si f (t, x) = A(t)x, donde
A[t0, t1] → Rn×n es continuo a trozos en [t0, t1] y x ∈ Rn, entonces (2.6) se llama un sistema
dinámico lineal variable en el tiempo. Si, alternativamente, para todo t ∈ [t0,∞) existe
T > 0 tal que A(t) = A(t + T ), entonces (2.6) se llama sistema dinámico periódico lineal.
Finalmente, si f (t, x) = Ax, donde A ∈ Rn×n y x ∈ Rn, entonces (2.6) se llama sistema
dinámico autónomo lineal.
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A continuación, presentamos el concepto de punto de equilibrio de una sistema dinámico.

Definición 2.1.5. Considere el sistema dinámico no lineal (2.6) con f : [t0,∞) × D → Rn.
Se dice que un punto xe ∈ D es un punto de equilibrio de (2.6) en el tiempo te ∈ [t0,∞) si
f (t, xe) = 0 para todo t ≥ te.

Note que en el caso de los sistemas autónomos y los sistemas periódicos, xe ∈ R
n es un

punto de equilibrio en el tiempo te si y solo si xe es un punto de equilibrio en todo momento.
Además, si xe es un punto de equilibrio en el tiempo te, entonces definiendo τ := t − te y
τ0 := t0 − te tenemos

ẋ(τ + te) = f (τ + te, x(τ + te)), x(τ0 + te) = x0, τ ∈ [τ0,∞), (2.7)

donde ẋ( · ) denota diferenciación con respecto a τ, y por tanto xe es un punto de equilibrio
de (2.7) en τ = 0 ya que f (τ + te, xe) = 0 para todo τ ≥ 0. Por lo tanto, asumimos sin pérdida
de generalidad que te = 0. Además, si f ( · , · ) tiene al menos un punto de equilibrio xe ∈ R

n

entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que xe = 0 de modo que f (t, 0) = 0,
t ≥ 0. Para ver esto, definia xs := x − xe y note que

ẋs(t) =ẋ(t) = f (t, x(t)) = f (t, x(t) + xe) := fs(t, xs(t)),
xs(t0) = x0 − xe, t ∈ [τ0,∞).

(2.8)

Ahora, la afirmación sigue al notar que fs(t, 0) = f (t, xe) = 0, t ≥ t0. Finalmente, observamos
que si xe ∈ R

n es un punto de equilibrio de (2.9) y x(t0) = xe, entonces x(t) = xe, t ≥ t0, es
una solución a (2.6).

2.2. Estabilidad para sistemas dinámicos no lineales
Uno de los problemas más básicos en la teorı́a de sistemas es la estabilidad de los sis-

temas dinámicos. La estabilidad del sistema se caracteriza por analizar la respuesta de un
sistema dinámico a pequeñas perturbaciones en los estados del sistema. Especı́ficamente, un
punto de equilibrio de un sistema dinámico se dice que es estable si, para valores suficien-
temente pequeños de perturbaciones iniciales, el movimiento perturbado permanece en una
pequeña región arbitrariamente prescrita del espacio estado. Más precisamente, la estabili-
dad equivale a la continuidad de las soluciones en función de las condiciones iniciales del
sistema en una vecindad del punto de equilibrio uniformemente en el tiempo. Si, además,
todas las soluciones del sistema dinámico se acercan al punto de equilibrio para grandes va-
lores de tiempo, entonces el se dice que el punto de equilibrio es asintóticamente estable.
La mas completa contribución al análisis de estabilidad de sistemas dinámicos no lineales
fue introducido a finales del siglo XIX por el matemático ruso A. M. Lyapunov en su obra
fundamental titulada El problema general de la estabilidad del movimiento [29]-[31]. Los
resultados de Lyapunov que incluyen el métodos directos e indirectos, junto con el principio
de Barbashin-Krasovskii-LaSalle [8],[22],[24],[25] proporcionan un marco poderoso para
analizar la estabilidad de sistemas dinámicos no lineales, ası́ como diseñar controladores de
retroalimentación que garantizan la estabilidad del sistema en circuito cerrado.
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El método directo de Lyapunov establece que si una función definida positiva de los es-
tados de un sistema dinámico dado puede ser construido para el cual su tasa de cambio de
tiempo debido a perturbaciones en una vecindad del equilibrio del sistema es siempre nega-
tivo o cero, entonces el punto de equilibrio del sistema es estable o, de manera equivalente,
Lyapunov estable. Alternativamente, si la tasa de cambio en el tiempo de la función definida
positiva es estrictamente negativo, entonces el punto de equilibrio del sistema es asintótica-
mente estable. A diferencia del método directo de Lyapunov, que puede proporcionar estabi-
lidad global conclusiones para un punto de equilibrio para un sistema dinámico no lineal, el
método indirecto de Lyapunov saca conclusiones sobre la estabilidad local del punto de equi-
librio mediante el examen de la estabilidad del sistema no lineal linealizado sobre el punto de
equilibrio en cuestión. Ahora presentamos algunos resultados sobre la teorı́a de la estabilidad
necesarios para desarrollar nuestros objetivos.

Comenzamos por considerando el sistema dinámico autónomo no lineal general

ẋ(t) = f (x(t)), x(t0) = x0, t ∈ Ix0 , (2.9)

donde x(t) ∈ D ⊆ Rn, t ∈ Ix0 , D es un conjunto abierto con 0 ∈ D, f : D → Rn es continuo
en D, y Ix0 = [0, τx0), 0 ≤ τx0 ≤ ∞. Suponemos que para cada condición inicial x(0) ∈ D
y cada τx0 > 0, el el sistema dinámico (2.9) posee una solución única x : [0, τx0) → D en
el intervalo [0, τx0). Denotamos la solución de (2.9) con la condición inicial x(0) = x0 por
s(·, x0), de modo que el flujo del sistema dinámico (2.9) dado por la aplicación s : [0, τx0) ×
D → D es continuo en x y continuamente diferenciable en t y satisface la propiedad de
consistencia s(0, x0) = x0 y la propiedad de semigrupo s(τ, s(t, x0)) = s(t + τ, x0), para todo
x0 ∈ D y t, τ ∈ [0, τx0) tal que t + τ ∈ [0, τx0). A menos que se indique lo contrario, asumimos
que f (0) = 0 y f (·) es Lipschitz es continuo en D. La siguiente definición introduce varios
tipos de estabilidad correspondientes a la solución cero x(t) ≡ 0 de (2.9) para Ix0 = [0,∞).

Definición 2.2.1. i) La solución cero x(t) ≡ 0 a (2.9) es estable si, para todo ε > 0, existe
δ = δ(ε) > 0 tal que si ||x(0)|| < δ, entonces ||x(t)|| < ε, t ≥ 0. Gráficamente

Figura 2.2: Estabilidad de un punto de equilibrio.

ii) La solución cero x(t) ≡ 0 a (2.9) es asintóticamente estable si es estable y existe δ > 0
tal que si ||x(0)|| < δ, entonces lı́mt→∞ x(t) = 0. Gráficamente
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Figura 2.3: Estabilidad asintótica de un punto de equilibrio.

iii) ) La solución cero x(t) ≡ 0 a (2.9) es exponecialmente estable si existen constantes
positivas α, β y δ tales que si ||x(0)|| < δ, entonces ||x(t)|| ≤ α||x(0)||e−βt, t ≥ 0.

iv) ) La solución cero x(t) ≡ 0 a (2.9) es globalmente asintóticamente estable si es estable
y para todo x(0) ∈ Rn, lı́mt→∞ x(t) = 0.

v) ) La solución cero x(t) ≡ 0 a (2.9) es globalmente exponecialmente estable si existen
constantes positivas α y β tal que ||x(t)|| ≤ α||x(0)||e−βt, t ≥ 0, para todo x(0) ∈ Rn.

vi) ) Finalmente, la solución cero x(t) ≡ 0 a (2.9) es inestable si no es estable.

La figura 2.4 muestra las nociones de estabilidad y inestabilidad de un punto de equilibrio.
Claramente, estabilidad exponencial implica estabilidad asintótica y estabilidad asintótica
implica estabilidad.

Figura 2.4: Estabilidad y inestabilidad de un punto de equilibrio.

El siguiente resultado, conocido como método directo de Lyapunov, da condiciones su-
ficientes para la estabilidad asintótica y exponencial de Lyapunov de un sistema dinámi-
co no lineal. Para este resultado, sea V : D → R una función continuamnte diferencia-
ble con derivada a lo largo de las trayectorias de (2.9) dada por V̇(x) := V ′(x) f (x). No-
te que V̇(x) depende del sistema dinámico (2.9). Dado que, usando la regla de la cadena,
V̇(x) = d

dt V(s(t, x))
∣∣∣∣
t=0

= V ′(x) f (x) se deduce que si V̇(x) es negativo, entonces V(x) es de-
crecinte a lo largo de la solución s(t, x0) de (2.9) pasando por x0 ∈ D en t = 0.
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Teorema 2.2.2. (Teorema de Lyapunov). Considere el sistema dinámico no lineal (2.9) y
asuma que existe una función V : D → R continuamente diferenciable tal que

V(0) = 0, (2.10)
V(x) > 0, x ∈ D, x , 0, (2.11)

V ′(x) f (x) ≤ 0, x ∈ D. (2.12)

Entonces, la solución cero x(t) ≡ 0 de (2.9) es estable. Si, además,

V ′(x) f (x) < 0, x ∈ D, x , 0, (2.13)

entonces la solución cero x(t) ≡ 0 de (2.9) es asintóticamente estable. Finalmente, si existen
escalares α, β y ε > 0, y p ≥ 1 tales que V : D → R satisface

α||x||p ≤ V(x) ≤ β||x||p, x ∈ D, (2.14)
V ′(x) f (x) ≤ −εV(x), x ∈ D, (2.15)

entonces la solución cero x(t) ≡ 0 de (2.9) es exponencialmente estable.

Prueba. Sea ε > 0 tal que Bε(0) ⊆ D. Como ∂Bε(0) es compacto y V(x), x ∈ D, es
continuo, se deduce que V(∂Bε(0)) es compacto, y por lo tanto, α := mı́nx∈∂Bε (0) V(x) existe.
Observe que α > 0 ya que 0 , ∂Bε(0) y V(x) > 0, x ∈ D, ξ , 0. A continuación, sea
β ∈ (0, α) y define Dβ como la componente conexa de {x ∈ D : V(x) ≤ β} que contiene
el origen; es decir, Dβ es el conjunto de todos x ∈ D tal que existe una función continua
ψ : [0, 1] → D tal que ψ(0) = x, ψ(1) = 0, y V(ψ(µ)) ≤ β, para todo µ ∈ [0, 1]. Note
Dβ ⊂ Bε(0) (ver Figura 2.5). Para ver esto, supongamos, por absurdo, que Dβ 1 Bε(0). En
En este caso, existe un punto p ∈ Dβ tal que p ∈ ∂Bε(0), y por lo tanto, V(p) ≥ α > β, lo cual
es una contradicción. Ahora, dado que V̇(x) : V ′(x) f (x) ≤ 0, x ∈ Dβ, se sigue que V(x(t))
es una función no creciente del tiempo, y por lo tanto, V(x(t)) ≤ V(x(0)) ≤ β, t ≥ 0. Por lo
tanto, Dβ es un conjunto invariante positivo con respecto a (2.9). Además, dado que Dβ es
compacto, se sigue que para todo x(0) ∈ Dβ, (2.9) tiene una solución única definida para todo
t ≥ 0.

Figura 2.5: Visualización del conjunto usado en la demostración del Teorema 2.2.2.
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A continuación, dado que V(·) es continuo y V(0) = 0, existe δ = δ(ε) ∈ (0, ε) tal que
V(x) < β, x ∈ Bδ(0). Ahora, supongamos que x(t), t ≥ 0, satisfaciendo (2.9) con ||x(0)|| < δ.
Dado que, Bδ(0) ⊂ Dβ ⊂ Bε(0) ⊆ D y V ′(x) f (x) ≤ 0, x ∈ D, se sigue que

V(x(t)) − V(x(0)) =

∫ t

0
V ′(x(s)) f (x(s)) ds ≤ 0, t ≥ 0,

y por tanto, para todo x(0) ∈ Bδ(0),

V(x(t)) ≤ V(x(0)) < β, t ≥ 0.

Ahora, como V(x) ≥ α, x ∈ ∂Bε(0) y β ∈ (0, α), se sigue que x(t) < ∂Bε(0), t ≥ 0. Por lo
tanto, para todos ε > 0 existe δ = δ(ε) > 0 tal que si ||x(0)|| < δ, entonces ||x(t)|| < ε, t ≥ 0, lo
que demuestra la estabilidad de la solución cero x(t) ≡ 0 para (2.9).

Para demostrar la estabilidad asintótica de la solución cero x(t) ≡ 0 para (2.9) suponga
que V ′(x) f (x) < 0, x ∈ D, x , 0 y x(0) ∈ Bδ(0). Entonces se deduce que x(t) ∈ Bε(0),
t ≥ 0. Sin embargo, V(x(t)), t ≥ 0, es decreciente y acotada por debajo por cero. Ahora,
el absurdo, suponga que x(t), t ≥ 0, no converger a cero. Esto implica que V(x(t)), t ≥ 0,
tiene un lı́mite inferior, es decir, existe L > 0 tal que V(x(t)) ≥ L > 0, t ≥ 0. Por tanto, por
continuidad de V(·) existe δ′ > 0 tal que V(x) < L para x ∈ Bδ′(0), lo que además implica que
x(t) < Bδ′(0) para todo t ≥ 0. Luego, defina L1 := mı́nx∈∂Bε (0)δ′≤||x||≤ε V ′(x) f (x). Ahora, (2.13)
implica −V ′(x) f (x) ≥ L1, δ′ ≤ ||x|| ≤ ε o equivalentemente,

V(x(t)) − V(x(0)) =

∫ t

0
V ′(x(s)) f (x(s)) ds ≤ −L1t,

y por tanto, para todo x(0) ∈ Bδ(0),

V(x(t)) ≤ V(x(0)) − L1t.

Dejando t > V(x(0))−L
L1

, se sigue que V(x(t)) < L, lo cual es una contradicción. Por tanto,
x(t)→ 0 cuando t → ∞, estableciendo la estabilidad asintótica.

Finalmente, para demostrar la estabilidad exponencial de la solución cero x(t) ≡ 0 para
(2.9) tenga en cuenta que (2.15) implica que

V(x(t)) ≤ V(x(0))e−εt, t ≥ 0. (2.16)

Ahora, dado que por el supuesto V(x(0)) ≤ β||x(0)||p y ||α||x(t)||p ≤ V(x(t)), sigue que

α||x(t)||p ≤ β||x(0)||p − εt, t ≥ 0, (2.17)

lo que implica que

||x(t)||p ≤
(
β

α

1/p)
||x(0)||e−(ε/p)t, t ≥ 0, (2.18)

estableciendo estabilidad exponencial. �
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2.3. Método dominio de frecuencia
Uno de los métodos para construir una función de Lyapunov es lo que se conoce como el

método dominio de frecuencia.
El método surgió de los intentos de superar las dificultades en la construcción de funcio-

nes de Lyapunov.
Considere un sistema no lineal de la forma

dx
dt

= Ax − bφ(σ), σ = c∗x (2.19)

donde A es una matriz constante n× n, b y c son n−vectores (con c∗ denotando la transpuesta
de c) y φ(σ) una función continua real. (Tenga en cuenta que muchos otros sistemas se pueden
reducir a la forma de (2.19), mediante la elección adecuada de variables).
Problema de Lurie [27]: Hallar constantes µ1, µ2 y todas las funciones φ(σ) que satisfacen

φ(0) = 0, µ1σ
2 ≤ σφ(σ) ≤ µ2σ

2,

y continua en (A,b, c) para que las soluciones triviales de (2.19) sean globalmente asintóti-
camente estables.

La solución de este problema depende de los resultados de Popov [28], Kalman [21] y
Yacubovich [51].

Proposición 2.3.1. (Popov [28]): Suponga que la matriz A en (2.19) es estable y que la
función continua φ satisface

φ(0) = 0, 0 < σφ(σ) < kσ2,

para σ , 0 y para alguna constante k.
Suponga además que existe un número no negativo q tal que

Re {(1 + iwq)[c∗(iwI − A)−1b]} > 0 (2.20)

para todo real w.
Entonces, la solución trivial de (2.19) es globalmente asintóticamente estable.

Observación 2.3.2. De la proposición anterior, queda claro que existe la necesidad de justi-
ficar la existencia del número q no negativo. Esto viene dado por la siguiente proposición

Proposición 2.3.3. ([21]): Suponga A y satisfaga las hipótesis de la Proposición 2.3.1. Su-
pongamos además que existen constantes reales α y β y una matriz constante B n×n simétrica
definida positiva. Sean α y βy satisfaciendo

α ≥ 0, β ≥ 0, y α + β > 0.

Defina la función V(x, σ) por

V(x, σ) = x∗Bx + α(σ − c∗x)2 + β

∫ σ

0
φ(ξ) dξ (2.21)

con las propiedades
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i) V(x, σ) es definida positiva.

ii) V(x, σ) tiende a infinito cuando ||x|| + |σ| tiende a infinito

iii) ·V(x, σ) es definida negativa con respecto al sistema (2.19).

Entonces existe un número q ≥ 0 tal que se cumple (2.20), es decir,

Re {(1 + iwq)[c∗(iwI − A)−1b]} > 0

Observación 2.3.4. Note que si V(x, σ) en (2.21 existe y satisface las propiedades i), ii) y iii),
entonces la estabilidad asintótica global de las soluciones de (2.19) está garantizada por las
teorı́as de Lyapunov. Además, la existencia de V(x, σ) en (2.21) está ligada a la existencia
de “matriz simétrica B”. La existencia de tal “matriz simétrica B” viene dada por:

Proposición 2.3.5. ([21],[51]). Suponga que A en (2.19) es una matriz estable, D es una
matriz n × n simétrica definida positiva, b es un n−vector real distinto de cero y k es un
n−vector real.

Suponga además que τ y ε son escalares reales que satisfacen τ ≥ 0 y ε > 0. Entonces una
condición necesaria y suficiente para la existencia de una matriz definida positiva simétrica
B y un n−vector real d, satisfaciendo

(i) A∗B + BA = −dd∗ − εD y

(ii) Bd − k =
√
τd es que ε sea lo suficientemente pequeño y se cumpla la desigualdad

τ + 2Re {k∗(iwI − A)−1b} > 0 (2.22)

para todo w real.

Observación 2.3.6. Las desigualdades (2.20) y (2.22) son equivalentes.
Además, a partir de la proposición (2.3.5), podemos probar

Proposición 2.3.7. Suponga que α y β son dos números no negativos que no se anulan juntos.
Entonces la desigualdad (2.20) [por lo tanto (2.22)] se satisfacen para todo w ∈ R si y solo
si existe una función V(x, σ) de la forma (2.21) y satisfacen las condiciones (i), (ii) y (iii) de
la proposición (2.3.3).

Observación 2.3.8. (1) Las variaciones en las propiedades de (2.21) V(x, σ) dan varia-
ciones en las propiedades cualitativas de la solución cero de (2.19). Ası́, también
podrı́amos concluir con variaciones de las desigualdades (2.20) o (2.22).

(2) Un estudio completo de la desigualdades (2.20) o (2.22) revela una función de matriz
constante G(iw) = c∗(iwI−A)−1b referida a como la función de transferencia de la par-
te lineal de (2.19). Esto está definido de manera única por la parte lineal de (2.19). A
causa del efecto y ocurrencia G(iw) en la desigualdad, (siendo la frecuencia-respuesta)
y que el comportamiento cualitativo de las soluciones puede siempre ser expresado en
términos de G(iw), (2.20) o (2.22) se conoce como la desigualdad de dominio de fre-
cuencia, y el método se denomina método o técnica de dominio de frecuencia.



Capı́tulo 3

Estabilidad asintótica para ciertos tipos
de ecuaciones diferenciales de tercer
orden no lineales con retardo

3.1. Introducción
Ha habido mucho trabajo en sistemas de la forma

Ẏ(t) = (A + B)Y(t) − Qϕ(σ(t)),

σ(t) = D∗Y(t),
(3.1)

donde A, B,Q, son matrices reales n × n, n × n, n ×m y n ×m, con énfasis en las propiedades
cualitativas de las soluciones, (D∗ es la matriz conjugada transpuesta de la matriz D).

Sin embargo, para sistemas de la forma
Ẋ(t) = AX(t) + BX(t − τ) − Qϕ(σ(t)),

σ(t) = C∗1X(t) + C∗2X(t − τ),
(3.2)

donde C1,C2 son matrices n×m, cuando son generalizados a ecuaciones no lineales de tercer
orden con retraso (Nota: Si la variable independiente en las derivadas de orden superior no es
menor que cualquier otras derivadas en la variable independiente t, se llama ecuación diferen-
cial con retraso), no ha habido mucho trabajo en la literatura usando técnicas de dominio de
frecuencia, especialmente para propiedades cualitativas similares siempre que el parámetro τ
sea lo suficientemente pequeño y las condiciones del sector

0 ≤
ϕ j(σ1 j) − ϕ j(σ2 j)

σ1 j − σ2 j
≤ µ j, (σ1 j , σ2 j) (3.3)

( j = 1, 2, · · · ,m) estén satisfechas.
Para el estudio de las propiedades cualitativas de sistemas de este tipo, se han utilizado

diferentes métodos: a saber: funciones de Lyapunov se han construido y utilizado en [5, 35,
39, 42]; Se utilizaron métodos del grado topológico en [6, 38]; y los principios de Pontryagin

15
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se utilizaron en [12]. Sin embargo, el uso del método en el dominio de la frecuencia no ha sido
aprovechado, su máximo ventaja que es evitar la construcción de funcionales de Lyapunov
que sigue siendo un arte. Este método se remonta a las obras de Brockett y Willems Brockett
[11], Kalman [21], Popov y Halanay [32] y Yacubovich [50]. Se registra una buena cuenta de
esto en [17, 26], y trabajos de Duan et al. [13].

Nuestro objetivo en este capı́tulo es utilizar el método de dominio de frecuencia en ciertas
ecuaciones diferenciales no lineales con retardo de tercer orden. ecuaciones de las formas:

x′′′(t) + ax′′(t) + [b1x′(t) + b2x′(t − τ)] + [c1x(t) + c2x(t − τ)] + h(x(t)) = p(t), (3.4)
x′′′(t) + ax′′(t) + [b1x′(t) + b2x′(t − τ)] + [c1x(t) + c2x(t − τ)] + h1(x(t − τ)) = p(t),(3.5)
x′′′(t) + ax′′(t) + [b1x′(t) + b2x′(t − τ)] + [c1x(t) + c2x(t − τ)] + g(x′(t)) = p(t), (3.6)

(3.7)

y

x′′′(t) +ax′′(t)+[b1x′(t) + b2x′(t − τ)]+[c1x(t) + c2x(t − τ)] +g1(x′(t − τ)) = p(t), (3.8)

donde a, b1, b2, c1, c2, son constantes y h, h1, g, g1 y p(t) son funciones continuas de valor real
que dependen solo de sus argumentos. Sobre estas ecuaciones, probaremos que la solución
cero es asintóticamente estable (cuando no hay un término forzado, es decir, p(t) = 0).

Estos tipos de ecuaciones ocurren tanto en modelos biológicos como en problemas fı́sicos
(ver [14] y las referencias en él). También constituyen ecuaciones de interés estudiadas por
diferentes investigadores (véanse [6,26-28] a [40]). Éstas eran en diferentes formas y con
valores particulares para las constantes a, b1, b2, c1, c2, y no linealidades h(x(t)), h1(x(t − τ)),
g(x′(t)) y g1(x′(t − τ)).

3.2. Preliminares
Primero recordamos que en una serie de artı́culos, a principios de los 70, Barbalat[7],

Barbalat y Halanay [9, 10], Halanay [18, 19, 17, 20] y Rasvan [33, 34] basados en artı́culos
de Brockett, Kalman, Popov and Yacubovich [26], ( y el trabajo de Duan y compañia[13] y
las referencias en el mismo), para llegar a un teorema general para sistemas de la forma (3.2).

Precisamente, se demostró el siguiente teorema:

Teorema 3.2.1. Supongamos que para el sistema (3.2)

(i) El sistema
Ẋ(t) = AX(t) + BX(t − τ)

cumple la ecuación
det(pI − A − Be−pτ) = 0

tiene todas las raı́ces p con Re p < 0; ( esto es uniformemente asintóticamente estable);

(ii) la función no-lineal ϕ(σ) = Col(ϕ1(σ j1), ϕ2(σ j2), · · · , ϕm(σ jm)), satisface

ϕ j(0) = 0, (3.9)

0 ≤
(ϕ j(σ j))
σ j

≤ µ j, (σ j , 0),
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para constantes µ j, ( j = 1, 2, . . . ,m);

(iii) existe una matriz diagonal L con elementos no-negativo, y una matriz diagonal R, tal
que para δ > 0, la condición dominio de frecuencia

G(iω) + G∗(−iω) ≥ δI > 0 para todo real ω ∈ [−∞,+∞] (3.10)

where
G(p) = LK−1 + (L + pR)Υ(p)

con matriz de transferencia

Υ(p) = (C∗1 + C∗2e−pτ)(pI − A − Be−pτ)−1Q,

and K = diag(µ1, µ2, . . . , µm). Entonces, la solución cero del sistema (3.2) es asintoti-
camente estable para todas las funciones iniciales Xto(t) = ψ(t) ∈ C[−τ,0].

Para obtener una demostración detallada de este teorema, consulte [33, 34].

Observación 3.2.2. Observamos que las matrices L y R son parámetros para ser elegido
convenientemente para que se pueda lograr la condición de dominio de frecuencia (3.10). La
elección de estos parámetros aumenta en dificultad con la número de funciones no-lineales
y condiciones que hacen que la matriz caracterı́stica puedan tener raı́ces con partes reales
negativas.

Observación 3.2.3. También notamos que para m = 1, la condición dominio de frecuencia
(3.10) es una desigualdad funcional, que puede reducirse a encontrar un parámetro θ tal que

1
µ

+ Re{(1 + iωθ)Υ(iω)} ≥ 0

para todo ω ∈ R.

3.3. Estabilidad asintótica con p(t) = 0.
Los siguientes son los resultados principales:

Primero consideraremos ecuaciones de la forma:

x′′′(t) + ax′′(t) + [b1x′(t) + b2x′(t − τ)] + [c1x(t) + c2x(t − τ)] + h(x(t)) = 0 (3.11)

Teorema 3.3.1. Suponga que en la ecuación (3.11), se cumple:

(i)

a > 0; a(b1 + b2) − (c1 + |c2|) > 0; c1 > |c2|;

a2 > 2(b1 + b2); (b1 + b2)2 > 2a(c1 + |c2|);
(3.12)
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(ii) h(0) = 0 y para algún δ > 0, existe µ1 > 0 such that

0 ≤
h(x(t))

x(t)
≤ µ1 (x(t) , 0), (3.13)

con
µ1 < (c1 − |c2|). (3.14)

Entonces, la solución cero del sistema 3.11 es asintóticamente estable para todas las funcio-
nes iniciales xto(t) = ψ(t) ∈ C2[−τ, 0].

Recordamos de [2] un lema importante que será útil en la demostración del teorema 3.3.1.

Lema 3.3.2. Sea a > 0, ab > c y c > 0. Entonces la función Φ1(v) definida por

Φ1(v) = av +
v(v − b)2

(av − c)
(3.15)

es estrictamente convexa para v > c
a y tiene su valor mı́nimo Φ1(v1) en v1 con ab > Φ1(v1) > c

donde v1 satisface

Ψ1(v) = 2av3 + (a3 − 2ab − 3c)v2 + 2c(2b − a2)v + c(ac − b2) = 0. (3.16)

Prueba del Lema 3.3.2: Diferenciando Φ1(v) dos veces, obtenemos

(av − c)2Φ
′

1(v) = Ψ1(v),

y
1
2

(av − c)3Φ
′′

1(v) = v(av − c)2 + c(b − v)(av − c) + c(ab − c)(b − v).

Ahora para v > c
a , y con la hipótesis que b > c

a , tenemos

Φ
′′

1(
c
a

) > 0.

Además, Ψ1( c
a ) < 0, y Ψ1(b) > 0. Por lo tanto, v1 satisface c

a < v1 < b. Es más , Φ1(v) > av >
c, para v > c

a .
Prueba del Teorema 3.3.1: Escribamos (3.11) en la forma del sistema (3.2) poniendo

A =

 0 1 0
0 0 1
−c1 −b1 −a

 ; B =

 0 0 0
0 0 0
−c2 −b2 0

 ;

C1 =

100
 ; C2 ≡ 0; Q =

001
 .

Suponemos que la ecuación caracterı́stica

∆(p) = det (pI − A − Be−pτ) = p3 + ap2 + p(b1 + b2e−pτ) + (c1 + c2e−pτ) = 0
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tienes soluciones p con Re p < 0.
Claramente, ∆(iω) = A− iB, donde

A = (c1 − aω2) + c2 cosωτ + b2ω sinωτ = (c1 − aω2) + R cos(ωτ − ψ1),

y
B = ω(ω2 − b1) − b2ω cosωτ + c2 sinωτ = ω(ω2 − b1) + R sin(ωτ − ψ1),

con ψ1 = arctan(b2ω
c2

) y R =

√
(c2

2 + b2
2ω

2).
En efecto, |∆(iω)|2 = (A)2 + (B)2 , 0 para todo ω ∈ R, puesto que A = 0 y B = 0 no

tienen soluciones reales comunes, siempre que a(b1 + b2) − c1 > |c2|.
Ası́, (iωI − A − Be−iωτ)−1 existe, y de hecho, la función de transferencia es

Υ(iω) =
A + iB
A2 + B2

Ahora, si elegimos L = 1 y R = θ, tenemos de la condición dominio de frecuencia (3.10)
como

1
k

+
A− ωθB

A2 + B2 > 0 (3.17)

para todo ω ∈ R, con 1
k = 1

µ1
− δ.

Para θ = 0, y τ , 0, tenemos que demostrar que

1
k

+
A

A2 + B2 > 0,

1
k

+
[(c1 − aω2) + c2 cosωτ + b2τω

2( sinωτ
ωτ

)]

[(c1 − aω2) + c2 cosωτ + b2τω2( sinωτ
ωτ

)]2 + [ω(ω2 − b1) − b2ω cosωτ + c2ωτ( sinωτ
ωτ

)]2
> 0

para todo ω ∈ R.
Por el lema 3.3.2, usando las condiciones (3.12), y asumiendo que

(a − b2τ)(b1 + b2 − c2τ) > c1 − |c2|

tenemos
k < c1 − |c2| + mı́n

ω2,0
Θ1(ω2)

donde

Θ1(v) = (a − b2τ)v +
v([b1 + b2 − c2τ])2

[(a − b2τ)v − (c1 − |c2|)]
.

Para θ , 0, y ω , 0 desigualdad (3.17) se puede expandir para tener

ω6 + ω4[a2 − 2(b1 − b2 cosωτ) + (c2 − ab2)τ(
sinωτ
ωτ

) − kθ]

+ ω2
[
b2

1 + b2
2 − 2a(c1 + c2 cosωτ) + 2b1b2 cosωτ

+ τ(2b2c1 − 2c2b1 − k(c2θ + b2))(
sinωτ
ωτ

) + k[θ(b1 + b2 cosωτ) − a]
]

+ (c2
1 + c2

2 + 2c1c2 cosωτ + kc2 cosωτ)
> 0
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para todo ω ∈ [−∞,∞], si

kθ < a2 − 2(b1 + b2) + τ(ab2 − c2).

Elegimos

τ < mı́n{
a
b2
,

b1 + b2

c2
},

la condición dominio de frecuencia (3.17) se satisface para todoω ∈ [−∞,∞], y la conclusión
del teorema 3.3.1 se sigue del Teorema 3.2.1.

Observación 3.3.3. Observamos que el teorema anterior 3.3.1 es una extensión del resultado
en [4], (con b2 , 0).

A continuación, consideremos la ecuación de la forma:

x′′′(t) + ax′′(t) + [b1x′(t) + b2x′(t − τ)] + [c1x(t) + c2x(t − τ)] + h1(x(t − τ)) = 0. (3.18)

donde la función no-lineal es con término de retardo.

Teorema 3.3.4. Suponga que en la ecuación (3.18), las siguientes condiciones estan satisfe-
chas:

(i) a > 0, a(b1 + b2) − c1 > |c2|; (c1 + c2) > 0 y a(b1 + b2) < 2(c1 + c2)

(ii) existe µ2 > 0 such that

0 ≤
h1(x(t))

x(t)
≤ µ2, (x(t) , 0), (3.19)

donde
µ2 < c1 + |c2|, 4c2(c2 − 1) > 0, (|c2| > 1). (3.20)

Entonces, la solución cero del sistema (3.18) es asintóticamente estable para todas las fun-
ciones iniciales xto(t) = ψ(t) ∈ C2[−τ, 0].

Prueba del teorema 3.3.4: Usando el mismo esquema de la prueba del teorema (3.3.1)

excepto que en este caso C1 ≡ 0; y C2 =

100
 tenemos la función de transferencia como

Υ(iω) =
(A cosωτ − B sinωτ) − i(B cosωτ +A sinωτ)

A2 + B2

Por tanto, la condición de dominio de frecuencia (3.10) se convierte en,

1
µ2

+
(A + ωθB) cosωτ − (B − ωθA) sinωτ

A2 + B2 > 0. (3.21)
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Esto da

1
µ2

+
(2 cos2 ωτ − 1)(c2 − b2θω

2) + (b2 + c2θ) sin (2ωτ)
A2 + B2

+
[c1 cosωτ − ω2(a cosωτ + b1θ)] − ω[ω2(1 + aθ) − (b1 + c1θ)] sinωτ

A2 + B2

> 0.

Elegimos θ = −1
a . Luego, para valores pequeños de τ esto será cierto. En particular, si τ <

a2−b1
2(ab2−c2) . Además, tenemos para ω2 = 0, que esto es válido para µ2 ≥ 0.

La conclusión de la demostración del teorema sigue el mismo argumento, usando el teo-
rema (3.2.1).

Observación 3.3.5. Observamos que el teorema anterior 3.3.4 es una extensión del resultado
en [4], (con b2 , 0).

Ahora podemos considerar la ecuación

x′′′(t) + ax′′(t) + [b1x′(t) + b2x′(t − τ)] + [c1x(t) + c2x(t − τ)] + g(x′(t)) = 0 (3.22)

La no linealidad está en la primera derivada.

Teorema 3.3.6. Suponga que en la ecuación (3.22), las siguientes condiciones son satisfe-
chas:

(i) a > 0; a(b1 + b2) − (c1 + |c2|) > 0; c1 > |c2|; a2 > 2(b1 + b2)

(b1 + b2)2 > 2a(c1 + |c2|); (3.23)

(ii) g(0) = 0 y para algún µ3 > 0,

0 ≤
g(x′(t))

x′(t)
≤ µ3, (x′(t) , 0), (3.24)

tal que
µ3 < a2 − 2(b1 + b2). (3.25)

Entonces, la solución cero del sistema (3.22) es asintóticamente estable para todas las con-
diciones iniciales xto(t) = ψ(t) ∈ C2[−τ, 0].

Prueba del teorema (3.3.6): Ahora consideramos la ecuación (3.16) (o ecuación (3.22)
en su forma equivalente (3.2) eligiendo A, B, y Q como en el teorema (3.3.1), pero con

C1 =

010
 ; C2 ≡ 0.
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En este caso, la función de transferencia

Υ(iω) = C∗1(A + Be−iωτ − iωI)−1Q =
iω∆̄(−iω)
|∆(iω)|2

,

∆(iω) = det(iωI − A − Be−iωτ) = A− iB con

A =
[
(c1 − aω2) + c2 cosωτ + b2ω sinωτ

]
;

B =
[
ω(ω2 − b1) − b2ω cosωτ + c2 sinωτ

]
.

Por lo tanto, la condición dominio de frecuencia (3.10) se convierte

1
µ3

+ Re
{

(1 + iωθ)
iω∆̄(−iω)
|∆(iω)|2

}
> 0. (3.26)

Evaluando esto tenemos
1
µ3
−
ω(B − ωθA)
A2 + B2 > 0.

Por inversión y reordenamiento, encontramos que si elegimos θ ≥ 0 and µ3 < a2 − 2(b1 + b2),
esto será cierto para todos ω ∈ [−∞,+∞].

La conclusión sigue usando el teorema (3.2.1).

Por último, consideraremos la ecuación

x′′′(t) + ax′′(t) + [b1x′(t) + b2x′(t − τ)] + [c1x(t)+c2x(t − τ)] + g1(x′(t − τ)) = 0, (3.27)

donde la no linealidad tiene término de retraso.
Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.3.7. Suponga que en la ecuación (3.27), se cumplen las siguientes condiciones:

(i) a > 0, a(b1 + b2) − (c1 + |c2|) > 0; c1 > |c2|a2 > 2(b1 + b2)

(b1 + b2)2 > 2a(c1 + |c2|); (3.28)

(ii) g1(0) = 0 y para algún µ4 > 0,

0 ≤
g1(x′(t))

x′(t)
≤ µ4, (x′(t) , 0), (3.29)

tal que
µ4 < a2 − 2(b1 + b2). (3.30)

Entonces, la solución cero del sistema (3.27) es asintóticamente estable para todas las fun-
ciones iniciales xto(t) = ψ(t) ∈ C2[−τ, 0].

Prueba del teorema (3.3.7): Estableciendo esto como un sistema de forma (3.2), con

matrices como antes, pero con C1 ≡ 0; C2 =

010
; tenemos la función de transferencia como

Υ(iω) = C∗2e−iωτ(A + Be−iωτ − iωI)−1Q =
iωe−iωτ∆̄(−iω)
|∆(iω)|2
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donde

∆(iω) = det(iωI − A − Be−iωτ) = A− iB,
with

A =
[
(c1 − aω2) + c2 cosωτ + b2ω sinωτ

]
,

B =
[
ω(ω2 − b1) − b2ω cosωτ + c2 sinωτ

]
.

Por tanto, la condición de dominio de frecuencia (3.10) se convierte en

1
µ4

+ ω

{
(A− ωθB) sinωτ − (B + ωθA) cosωτ

A2 + B2

}
> 0. (3.31)

Entonces, esto será cierto para todos ω ∈ [−∞,+∞] si θ < 0 y µ4 > 1
θτ

. Aplicación del
teorema (3.2.1) completa la demostración del teorema.



24 CAPÍTULO 3. ESTABILIDAD ASINTÓTICA



Capı́tulo 4

Soluciones uniformemente disipativas
para cierto tipo de de ecuaciones
diferencilales de tercer orden no lineales

En este capı́tulo estudiamos soluciones uniformemente disipativa para ciertas ecuaciones di-
ferenciales de tercer orden no lineales. Empleando el método del dominio de la frecuencia
y el teorema generalizado de Yacubovich sobre la disipatividad se obtienen condiciones su-
ficientes para garantizar la existencia de soluciones uniformemente dispativas a la ecuación
considerada.

4.1. Introducción
El propósito ahora es abordar la existencia de soluciones uniformemente disipativas para

la ecuación:
x′′′ + F(r)x′′ + G(r)x′ + H(r)x = p(t, x, x′.x′′), (4.1)

y su sistema equivalente

x′ = y;
y′ = z;
z′ = −x − (1 − ε)y − (1 − ε)z

+ kε[l(ε)x + m(ε)y + n(ε)z](x2 + y2 + z2) + p(t, x, x′.x′′),

(4.2)

donde

F(r) = 1 − ε[1 + kn(ε)r2];

G(r) = 1 − ε[1 + km(ε)r2];

H(r) = 1 − εkl(ε)r2.

Además, las funciones F(r), G(r), H(r) y p(t, x, x′, x′′) son continuas con r2 = x′2 + x′′2.
Además k > 0 y ε son parámetros reales. El sistema (4.1) es periódico con un perı́odo w, y
satisface la condición de unicidad de la solución con respecto al problema de valor inicial

25
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sobre el producto espacio I × K, donde t ∈ I, I = [0,+∞), (x, y, z) ∈ K. K es un subconjunto
compacto arbitrario de R3.

La ecuación (4.1)(respectivamente sistema (4.2) con varias combinaciones de funciones
no lineales no solo son de interés teórico, sino también de gran importancia práctica, ya que
se pueden aplicar a modelo de control automático en sistemas de T.V. realizado por medio
de filtros R-C (ver por ejemplo, Afuwape et al. [8] y las referencias allı́ citadas). Vamos a
usar el método del dominio de la frecuencia y el teorema generalizado de Yacubovich sobre
la disipatividad para obtener algunas condiciones suficientes para la existencia de soluciones
uniformemente disipativas a la ecuación (4.1).

Nuestra motivación para este estudio proviene de los artı́culos de Chen [13] y Afuwape
et al. [8]. En Chen [13], se utilizó una función de Lyapunov adecuada del tipo ”solo forma
cuadrática”para obtener condiciones suficientes para la existencia de una solucin que es uni-
formemente acotada en última instancia, y periódica (o casi periódica) para la ecuación (4.1),
mientras que Afuwape et al. [8] empleó el uso del método dominio de frecuencia para ob-
tener la existencia de una solución acotada, que es globalmente exponencialmente estable y
periódica (o casi periódica) para la misma ecuación. Observemos que el método del dominio
de la frecuencia es beneficioso en aplicaciones y evita las limitaciones experimentadas en la
construcción práctica del conocido método de funciones de Lyapunov (ver [19] y [20]). Los
resultados obtenidos en este el documento amplı́a y mejora los contenidos en Chen [13] y
Afuwape et al. [8] y también complementan resultados existentes en la literatura.

El resto del artı́culo está organizado de la siguiente manera. En la Sección 2, se dan
definiciones y algunos resultados preliminares. Después el resultado principal se da en la
Sección 3, se proporcionará su prueba completa en la Sección 4. Finalmente, concluiremos
el artı́culo con comentarios generales en la Sección 5.

4.2. Preliminares
Se supondrá a partir de la ecuación (4.1) que para todo t, x, x′, x′′, la función p satisface

la desigualdad
|p(t, x, x′.x′′) ≤ ρ0,

donde ρ0 es una constante positiva. Es importante observar que la parte lineal del sistema
(4.2) es dada por

x′ = y;
y′ = z;
z′ = −x − (1 − ε)y − (1 − ε)z,

(4.3)

de la cual podemos derivar la matriz de coeficientes A como

A(ε) =

 0 1 0
0 0 1
−1 −(1 − ε) −(1 − ε)

 , (4.4)

con polinomio caracterı́stico

det(λI − A(ε)) = λ3 + (1 − ε)λ2 + (1 − ε)λ + 1. (4.5)
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Las raı́ces caracterı́sticas de la ecuación (4.5) se dan como

λ1 = −1,

λ2 =
ε

2
+ (1 − (

ε

2
)2)

1
2 ,

λ3 =
ε

2
− (1 − (

ε

2
)2)

1
2 .

(4.6)

Además, es bien conocido que para que una matriz sea estable, todos sus valores propios
deben tener partes real negativa, es decir, Re (λ j) < 0. En este caso j = 1, 2, 3 y además, A(ε)
será estable si ε ≤ −2. Ası́ podemos tener (iwI − A(ε)) siendo

(iwI − A(ε)) =

iw −1 0
0 iw −1
1 (1 − ε) iw + (1 − ε)

 (4.7)

y
det(iwI − A(ε)) := ∆ = w2(ε − 1) + 1 − iw(w2 + ε − 1) ≡ r + iws,

de donde obtenemos

|∆|2 = [w2(ε − 1) + 1]2 + w2[w2 + ε − 1]2. (4.8)

Definición 4.2.1. Considere el sistema

X′ = AX − BΦ(σ) + P(t, X), σ = C∗X; (4.9)

donde A es una matriz real n × n estable, B y C son matrices reales n × m constantes (con
C∗ como la transpuesta de C), Φ(σ) = colΦ j(σ j), ( j = 1, 2, . . . ,m) y P(t, X) es una función
n−vector continua.

Se dice que el sistema (4.9) es disipativo si en el espacio solución x hay un conjunto
cerrado acotado J tal que

i) x(t0) ∈ J implica x(t) ∈ J para todo t ≥ t0;

(ii) cualquier solución x(t) que comience en cualquier momento ingresa en J en algún mo-
mento t0 y

(iii) hay al menos una solución x0(t) ∈ J que está acotada para todo t en R.

Observación 4.2.2. Si J es un conjunto uniformemente acotado, entonces se dice que el
sistema (4.9) es uniformemente disipativo.

Nuestro trabajo se beneficiará sustancialmente del siguiente teorema generalizado de Ya-
cubovich. Teorema generalizado de Yacubovich [11]

Teorema 4.2.3. Suponga que en el sistema (4.9) se cumplen las siguientes condiciones:

i) para
|α| ≥ λ0, 0 ≤ αΦ j(α) ≤ µ0, jα

2, −αi j ≤ Φ′j(α) ≤ α2 j (4.10)

para µ0, j ≤ α2 j y α1 j ≥ 0
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(ii) para todo (t, X) en Rn+1,
|P(t, X)| ≤ ρ0 (4.11)

(iii) existen matrices diagonales D1 > 0, D2,D3 ≥ 0 tales que la desigualdad dominio de la
frecuencia

π(w) =D1 + Re [D1M + iwD2]G(iw)

+ w2Re [D3[I + (D′′ − D′)G(iw)] −G∗(−iw)D3D′D′′G(iw)]
> 0

(4.12)

se cumple para todo w en R, donde M = diag(µ0, j), D′ = diag (α1 j), D′′ = diag (α2 j) y
G(iw) = C∗(iwI − A)−1B.

Además, si la condición complementaria

lı́m
|λ|→∞

D2

(
1
λ2

)
diag

[∫ λ

0
Φ j(α) dα −

λ

2
Φ j(λ)

]
≥ 0 (4.13)

se satisface, entonces el sistema (4.9) tiene soluciones uniformemente disipativas.

4.3. Resultado principal
Teorema 4.3.1. Además de los supuestos de la ecuación (4.1), suponga que existen constan-
tes positivas µ1, µ2, µ3 y las funciones H(r), G(r) y F(r) son diferenciables para todo |q| ≥ λ0,
λ0 suficientemente grande de tal manera que

0 ≤
H(q)

q
≤ µ1, 0 ≤ H′(q) ≤ µ1; (4.14)

0 ≤
G(q)

q
≤ µ2, 0 ≤ G′(q) ≤ µ2; (4.15)

0 ≤
F(q)

q
≤ µ3, 0 ≤ F′(q) ≤ µ3; (4.16)

se satisfacen, entonces las soluciones de la ecuación (4.1) son uniformemente disipativas si
las siguientes condiciones

lı́m|λ|→∞ 1
q2

[∫ q

0
H(ζ) dζ − 1

2qH(q)
]
≤ 0; (4.17)

lı́m|λ|→∞ 1
q2

[∫ q

0
G(ζ) dζ − 1

2qG(q)
]
≥ 0; (4.18)

lı́m|λ|→∞ 1
q2

[∫ q

0
F(ζ) dζ − 1

2qF(q)
]
≤ 0 (4.19)

también se cumplen.

Observación 4.3.2. La condición de acotación en la función p(t, x, x′, x′′) puede debilitarse
a

|p(t, x, x′, x′′)| ≤ ρ0 + ρ1(|x|, |x′|, |x′′|), (4.20)

donde ρ0 y ρ1 son constantes positivas.
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4.4. La prueba del Teorema 4.3.1
Considere la ecuación (4.1) (respectivamente el sistema (4.2)) que se puede escribir en la

forma vectorial (4.9):

X′ = AX − BΦ(σ) + P(t, X), σ = C∗X,

donde

A =

 0 1 0
0 0 1
−1 −(1 − ε) −(1 − ε)

 ; B =

0 0 0
0 0 0
1 1 1


C =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ; P(t) =

 0
0

p(t, x, x′, x′′)

 ; Φ(σ) =


Ĥ(x)
Ĝ(y)
F̂(z)

 .
(4.21)

La función de transferencia G(iw) = C∗(IwI − A)−1B de este sistema está dada por

G(iw) =
1
∆

 1 1 1
iw iw iw
−w2 −w2 −w2

 . (4.22)

Elijamos las matrices diagonales

D1 =


τ1
µ1

0 0
0 τ2

µ2
0

0 0 τ3
µ3

 ; D2 =


θ1
τ1

0 0
0 θ2

τ2
0

0 0 θ3
τ3

 ; M =

µ1 0 0
0 µ2 0
0 0 µ3

 . (4.23)

Entonces la desigualdad en el dominio de la frecuencia (4.12) se convierte en

Π(w) =

Π11 Π12 Π13

Π21 Π22 Π23

Π31 Π32 Π33

 > 0; (4.24)

donde

Π11 =
τ1

µ1
+

[
rτ1 + w2 θ1

τ1
s
]

|∆(w)|2
, (4.25)

Π22 =
τ2

µ2
+

w2
[
sτ2 −

θ2
τ2

r
]

|∆(w)|2
, (4.26)

Π33 =
τ3

µ3
− w2

[
rτ3 − w2 θ3

τ3
s
]

|∆(w)|2
, (4.27)

Π12 =
p1 + iq1

2|∆(w)|2
y Π21 =

p1 − iq1

2|∆(w)|2
.

Es más,

p1 =

(
τ1 − w2 θ2

τ2

)
r + w2

(
τ2 +

θ1

τ1

)
s



30 CAPÍTULO 4. SOLUCIONES UNIFORMEMENTE DISIPATIVAS

y

q1 = w
((
θ1

τ1
− τ2

)
r −

(
τ1 + w2 θ2

τ2

)
s
)
.

Similarmente,

Π13 =
p2 + iq2

2|∆(w)|2
y Π31 =

p2 − iq2

2|∆(w)|2
.

con

p2 =
(
τ1 − w2τ3

)
r + w2

(
θ1

τ1
− w2 θ3

τ3

)
s

y

q2 = w
((
θ1

τ1
+ w2 θ3

τ3

)
r −

(
τ1 + w2τ3

)
s
)
.

También,

Π23 =
p3 + iq3

2|∆(w)|2
y Π32 =

p3 − iq3

2|∆(w)|2
.

donde

p3 = w2
(
τ2 − w2 θ3

τ3

)
s − w2

(
τ3 +

θ3

τ3

)
r

y

q3 = w
((
τ2 + w2 θ3

τ3

)
r + w2

(
θ2

τ2
− τ3

)
r
)
.

Para demostrar que la desigualdad (4.24) es válida, basta con utilizar el criterio de Sylvester
que exige que los principales menores de Π(w) en la desigualdad (4.24) sean estrictamente
positivos. Ahora probaremos esto en lo sigue.

Lema 4.4.1. Para todo w en R, Πii(w) > 0, (i = 1, 2, 3).

Prueba:
Para i = 1, Φ11(w) en la ecuación (4.25) será positivo para todo w en R si podemos

encontrar un M1 tal que

M1 ≥
1
µ1

+ máx
w∈R

r − w2 theta1
τ2

1
s

r2 + w2s2

 > 0. (4.28)

Dado que tanto r y s no pueden ser idénticamente cero al mismo tiempo, el máximo de la
expresión en el el corchete es alcanzable en w2 = −1

ε−1 , con un valor de −(ε−1)
ε−1)2−1

θ1
τ2

1
. Esto es

posible al elegir theta1 siendo negativo y, por tanto, Π11(w) > 0.
A continuación, para i = 2, Φ22(w) en la ecuación (4.26) será positivo para todo w en R,

si de manera similar, podemos encontrar un M2 tal que

M2 ≥
1
µ2

+ máx
w∈R

−w2s − w2 theta2
τ2

2
r

r2 + w2s2

 > 0. (4.29)

Al usar argumentos similares a los anteriores, se observa que el máximo se alcanza en w2 =

1 − ε con un valor de (1−ε)
ε−1)2−1

θ2
τ2

2
. Esto es posible al elegir θ2 > 0. Por tanto, Π22(w) > 0.
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Por último, para i = 3, Φ33(w) en la ecuación (4.27) será positivo para todo w en R si
también podemos mostrar que para un M3,

M3 ≥
1
µ3

+ máx
w∈R

−w2r − w4 theta3
τ2

3
s

r2 + w2s2

 > 0. (4.30)

Esto es posible ya que el máximo existe en w2 = −1
ε−1 , con un valor de (1−ε)

ε−1)2−1
θ3
τ2

3
eligiendo

θ3 < 0. Por tanto, Π33(w) > 0.

Lema 4.4.2. Para todo w en R,

Πii(w)Π j j(w) − |Πi j(w)|2 > 0, (i , j) (i, j = 1, 2, 3).

Prueba
Para i = 1 y j = 2, obtenemos

Πa(w) =

(
Π11 Π12

Π21 Π22

)
> 0 (4.31)

de la desigualdad (4.24) que es equivalente a

Πa(w) =

 1 Π12 M−1
1

2|∆|2
Π21
2|∆|2 Π22

 > 0.

Ası́

det Πa(w) = Π22(w) −
|Π12(w)|2

4|∆|4
M−1

1 > 0,

si
τ2

µ2
> máx

w∈R

4w2(sτ2 + θ2
τ2

r)|δ|2 + |Π12(w)|2M−1
1

4|∆|4

 ,
que con una mayor simplificación conduce a

1
µ2

>
−[(ε − 1)2 − 1][1 − (ε − 1)]

(ε − 1)[1 − (ε − 1)]2 + M−1
1

[τ2
2 − θ2]2[(ε − 1)2 − 1]2

4τ2(ε − 1)2[1 − (ε − 1)]2

M−1
1

[(1 − ε)τ2 −
1
ε−1

θ2
τ2

]2[(ε − 1) − 1]2

4τ2[1 − (ε − 1)]2

al elegir w2 = − 1
ε−1 , τ1 = (1 − ε)τ2 y θ1 = −(1 − ε)θ2. La región en la que el máximo es

alcanzado está determinado por el signo de θ1 = −(1 − ε)θ2. Dado que está claro que no hay
ası́ntotas, el máximo es alcanzable. Por tanto, se satisface la desigualdad (4.31).

Lo siguiente es mostrar que para i = 1 y j = 3,

Πb(w) =

(
Π11 Π13

Π31 Π33

)
> 0. (4.32)

Siguiendo los argumentos anteriores, solo necesitamos mostrar que det Πb(w) en la desigual-
dad (4.32) es definido positivo para satisfacer el criterio de Sylvester, ya que, ya ha sido
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probado en el Lema 4.4.1 que Π11 y Π33 son ambos positivos. Al simplificar la desigualdad
(4.32), obtenemos

Πb(w) =

Π11
Π13 M−1

2
2|∆|2

Π21
2|∆|2 Π22

 > 0.

Ası́

det Πb(w) = Π11(w) −
|Π13(w)|2

4|∆|4
M−1

2 > 0,

si
τ1

µ1
> máx

w∈R

 |Π13(w)|2M−1
2 − 4(rτ1 − w2 θ1

τ1
s)|∆|2

4|∆|4

 .
Al usar argumentos similares a los anteriores con la elección de θ1 < 0, θ3 < 0 y w2 = 1 − ε
tenemos

1
µ1

>
[τ1 − (1 − ε)τ3]2 + (1 − ε)

[
θ1
τ1

+ (1 − ε) θ3
τ3

]2
− 4τ1

[
1 − (ε − 1)2

]5

4
[
1 − (1 − ε)2]4 .

Por tanto, se satisface la desigualdad (4.32).
Por último, mostraremos que

Πc(w) =

(
Π22 Π23

Π32 Π33

)
> 0. (4.33)

Ası́

det Πc(w) = Π33(w) −
|Π23(w)|2

4|∆|4
M−1

3 > 0,

si
τ3

µ3
> máx

w∈R

 |4(rτ3 + w2 θ3
τ3

s)|∆|2 − |Π23(w)|2M−1
3

4|∆|4

 .
Al usar argumentos similares a los anteriores con la elección de θ1 < 0, θ3 < 0 y w2 = 1 − ε
tenemos

1
µ3

>
4(1 − ε)(1 − (1 − ε)2)τ3

[
(1 − ε)2(τ3 + f racθ3τ3)2 + (τ2 + (1 − ε) θ3

τ3
)
]

4
[
1 − (1 − ε)2]2 .

Por tanto, se satisface la desigualdad (4.33).

4.5. Conclusión para la prueba del resultado principal
Ahora queda demostrar que

det Π(w) =Π11

(
Π22Π33 − |Π23|

2
)

+ Π22

(
Π11Π33 − |Π31|

2
)

(4.34)

Π33

(
Π11Π22 − |Π12|

2
)
− 2Π11Π22Π33 (4.35)

+ 2<(Π12Π23Π31) (4.36)
> 0, (4.37)
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que es equivalente a det Π(w) > 0, y esto será cierto ∀w ∈ R si

Π11Π22Π33−
1

4|∆|4
(Π11(p2

1 + q2
1) + Π22(p2

2 + q2
2) + Π33(p2

3 + q2
3)) (4.38)

+
1

4|∆|4
(p1(p3 p2 + q3q2) + q1(p3q2 − q3q2)) > 0. (4.39)

Al utilizar todos los parámetros en la desigualdad (4.38), el grado de p1, q1, p2, q2, p3, q3,
|∆(w)|2, |∆(w)|4 y |∆(w)|6 pueden considerarse polinomios en w. Si en la desigualdad (4.38),
w2 = 0, entonces det Π(w) > 0. Sin embargo, si w2 , 0, entonces |∆(w)|2, |∆(w)|4 y |∆(w)|6

pueden verse como polinomios en w2 de órdenes tres, seis y nueve respectivamente. Por lo
tanto, con la elección de µ1, µ2 y µ3 que satisfacen los Lemas 4.4.1 y 4.4.2, det Π(w) > 0.

Ahora queda por mostrar que la condición suplementaria (4.13) en relación con los siste-
mas (4.9 y (4.21) está satisfecho. En vista de estos y de la elección de la matriz diagonal D2,
se deduce que

lı́m
|z|→∞

1
z2

θ1 0 0
0 θ2 0
0 0 θ3


ϑ1 0 0

0 ϑ2 0
0 0 ϑ3

 ≥ 0, (4.40)

donde
ϑ1 = lı́m

|x|→∞

1
x2

∫ x

0
Ĥ(ζ) dζ −

x
2

Ĥ(x), (4.41)

ϑ2 = lı́m
|y|→∞

1
y2

∫ y

0
Ĥ(ζ) dζ −

y
2

Ĥ(y), (4.42)

ϑ3 = lı́m
|z|→∞

1
z2

∫ z

0
Ĥ(ζ) dζ −

z
2

Ĥ(z). (4.43)

La evaluación de la desigualdad (4.40) da

lı́m
|x|→∞

θ1

x2

[∫ x

0
Ĥ(ζ) dζ −

x
2

Ĥ(x)
]
≤ 0, (4.44)

lı́m
|y|→∞

θ2

y2

[∫ y

0
Ĥ(ζ) dζ −

y
2

Ĥ(y)
]
≥ 0, (4.45)

y

lı́m
|z|→∞

θ3
z2

[∫ z

0
Ĥ(ζ) dζ −

z
2

Ĥ(z)
]
≤ 0. (4.46)

Esto es posible eligiendo θ1 < 0, θ>0 y θ3 < 0. Ası́, todas las condiciones del teorema
de Yacubovich generalizado se cumplen. Por tanto, las soluciones de la ecuación (4.1) son
uniformemente disipativas.
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Resultados y Conclusiones

Es el punto final de la investigación realizada, ésta se enmarca en un contexto de inicio-cierre,
es decir, que se parte con las ideas propuestas o preliminares del estudio, luego se describen
los logros obtenidos, y finalmente se formulan otras ideas partiendo de las que se tuvieron al
principio del estudio. En términos generales, la conclusión debe incluir aspectos como:

1. Se logró enriquecer un poco la teorı́a del dominio de freciencias para ecuaciones no-
lineales de tercer orden con retardo .

2. Un punto interesante que quiero resaltar es el hecho de que, si bien, los parámetros R y
L en el teorema (3,2,1) deben ser escogidos de una manera ideal para que la condición de do-
minio de frecuencia se pueda dar, esta elección aumenta en dificultad en la medida en la que
se aumenta el número de no-linealidades y las condiciones para que la matriz caracterı́stica
sea una matriz estable.

3. Se pudo constatar que el método de dominio de frecuencias resulta una herramienta
muy útil a la hora de estudiar el comportamiento cualitativo de las soluciones de las solu-
ciones de una ecuación diferencial o sistemas de ecuaciones diferenciales, pues da una luz a
cómo puede ser construida la función de Lyapunov.

35
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