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Resumen

La presente investigacion tuvo como objetivo analizar procesos de matematizacion que emergen
de los estudiantes en la solucion de tareas matematicas en contextos realistas. En coherencia con
el objetivo se busco resolver la pregunta de investigacion: ;qué procesos de matematizacion
emergen de los estudiantes cuando resuelven tareas matemaéticas en contextos realistas? Para
responder a la pregunta formulada se adopt6 un paradigma de investigacién cualitativo con un
enfoque hermeneéutico. Los participantes de la investigacion fueron diez estudiantes voluntarios
que cursaban octavo y noveno grado del sistema escolar colombiano. Las principales fuentes de
informacion provienen de entrevistas, basadas en cuatro tareas matematicas en contextos realistas,
que fueron grabadas en video y luego transcritas para facilitar el anlisis. Los andlisis se centraron
en la actividad matematica que tuvo lugar cuando los participantes se enfrentaron a la solucién de
las tareas matematicas. Los hallazgos revelan que las tareas matematicas en contextos realistas
estimularon en los estudiantes procesos de matematizacion como: conteo, tanteo, establecimiento
de conexiones, identificacion de patrones o reglas de formacion, realizacién de representaciones
pictoricas y numeéricas, busqueda de atajos, identificacion de estructuras numeéricas y espaciales,
argumentacion, identificacion y clasificacion de informacion relevante, generalizacion,
identificacion de relaciones funcionales, correspondencia, covariacion y formalizacion. También
se evidencid que las tareas posibilitaron diferentes rutas para la formalizacion y revelaron la

importancia del contexto realista como recurso para validar resultados.

Palabras clave: tareas matematicas, contextos realistas, procesos de matematizacion,

actividad matematica
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Abstract

The present research aimed to analyze the mathematization processes that emerged from students
in solving mathematical tasks in realistic contexts. The research question to be answered was: what
mathematization processes do emerge from students when they solve mathematical tasks in
realistic contexts? To achieve the proposed goal and answer the research question, a qualitative
research paradigm and a hermeneutic approach were adopted. The research participants were ten
volunteer students in eighth and ninth grade from the Colombian school system. The main sources
of information came from interviews, based on four realistic mathematical tasks, which were
videotaped and then transcribed to facilitate analysis. The analyzes focused on the mathematical
activity that took place when the participants faced the resolution of the mathematical tasks. The
findings reveal that mathematical tasks in realistic contexts stimulated students’ mathematization
processes such as: counting, testing, establishment of connections, identification of patterns or rules
of formation, realization of pictorial and numerical representations, search for shortcuts,
identification of numerical and spatial structures, argumentation, identification and classification
of relevant information, generalization, identification of functional relationships , correspondence,
covariation and formalization. It is also highlighted that the tasks enabled different routes for

formalization and revealed the importance of the realistic context as a resource to validate results.

Keywords: mathematical tasks, realistic contexts, mathematization processes, mathematical

activity
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Introduccion

Este reporte da cuenta de una investigacion en el campo de la educacion, bajo el cual se
estudiaron procesos de matematizacion de los estudiantes cuando se enfrentan a la solucion de
tareas matematicas en contextos realistas. La investigacion se presenta en este documento como
capitulos. El primer capitulo, da cuenta de los argumentos que dieron origen al problema, asi como
de la pregunta, el objetivo de la investigacion y la justificacion. En el segundo capitulo se presenta
el marco tedrico que describe los fundamentos teoricos en el marco de la Educacion Matematica
Realista. Alli se exponen los referentes tedricos de la Educacion Matematica Realista y la
matematizacion.

El tercer capitulo da cuenta de la ruta metodoldgica seguida para llevar a cabo el estudio, la
cual se enmarcé en un paradigma de investigacion cualitativo y en un enfoque hermenéutico. Alli
se presentan las tareas matematicas en contextos realistas como estrategia metodoldgica que
estimula los procesos de matematizacion. Se presentan los participantes de la investigacion, los
aspectos éticos, el trabajo de campo, los instrumentos para la produccién de registros y datos y una
breve descripcion del proceso de analisis. En el cuarto capitulo se exponen los hallazgos y las
conclusiones de la investigacion, en términos de la Educacion Matematica Realista, los procesos

de matematizacion, y la importancia del contexto.
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Planteamiento del problema

La actividad matematica, entendida como el conjunto de acciones (planificacion, ejecucion,
uso de instrumentos) que una persona emprende para la solucién de tareas matematicas ha ganado
interés en los Gltimos afios en el campo de la educacién matematica y en especial en la Educacion
Matematica Realista (Gravemeijer et al., 2016). La Educacion Matematica Realista es una corriente
didactica que nace como resistencia al caracter mecanico que reinaba en las matematicas escolares
en los paises bajos en la segunda mitad del siglo pasado. Esta corriente promueve la matematica
como actividad humana para todos (Heuvel-Panhuizen & Drijvers, 2014) y les otorga a los
estudiantes un papel activo y protagénico mientras los pone en actividad matematica para que
accedan a conocimientos, objetos y habilidades dentro de situaciones problematicas en contextos
realistas que generen la necesidad del uso de herramientas matematicas para su organizacion y
solucion. Esa actividad matematica se conoce como matematizar y uno de los propdsitos de esta
corriente es precisamente que el estudiante avance en sus procesos de matematizacion. Es decir,
concretizar la accion de solucion de tareas matematicas mediada por los recursos culturales
disponibles como instrumentos, discursos, conceptos y objetos. No obstante, aunque la Educacion
Matematica Realista ha venido madurando en los ultimos 30 afios, aun se cuenta con una
descripcion muy limitada de esos procesos que los estudiantes activan cuando emprenden la
solucion a una tarea matematica.

Las tareas matematicas hacen referencia a los enunciados, problemas o actividades
practicas que se usan como herramientas de instruccion (Zapata-Cardona, 2014).
Tradicionalmente, en la matematica escolar se emplean tareas que se caracterizan por: poseer la
informacion necesaria para resolverlas; obtener la solucion al aplicar una 0 méas operaciones
aritméticas; tener sentido; ignorar el contexto; usar en la solucion todas cantidades dadas y tener
una solucion tnica (Jiménez & Verschaffel, 2014; Orrantia et al., 2005). Sin embargo, este tipo de
tareas no siempre logran hacer evidente en los estudiantes la actividad matematica que ponen en
juego en la solucion de tareas que les permitan sopesar informacion, clasificarla y establecer
posibles incoherencias (Gravemeijer, 2020; Reusser & Stebler, 1997). Asi, mucha de esta actividad
matematica queda oculta a los ojos del docente o investigador.

Algunas investigaciones (Jiménez & Ramos, 2011; Jiménez & Verschaffel, 2014; Orrantia

et al., 2005) sugieren que los estudiantes al resolver tareas descontextualizadas y procedimentales



PROCESOS DE MATEMATIZACION EN TAREAS REALISTAS
5

se fijan en palabras claves; se guian por las cantidades del enunciado para definir la operacién a
usar; son influenciados por la operacion mas reciente ensefiada en el aula; o ejecutan la operacién
con la que se sienten mas confiados. En ese sentido, las tareas descontextualizadas y que privilegian
los procedimientos no permiten evidenciar procesos de matematizacion como identificar y
clasificar informacion relevante, sopesar incoherencias, hacer esquemas, encontrar nuevos caminos
0 atajos, usar bocetos, explicar, establecer vinculos con la realidad o analizar tendencias. Es posible
que la forma como se presentan las tareas matematicas, con o sin contextos, tenga una relacion
directa con las oportunidades de los estudiantes para matematizar y poner en accién los recursos
culturales disponibles como conceptos, instrumentos, discursos, objetos y conocimientos.

La matematizacion es la actividad de organizar una situacién matematica en un contexto
realista con el fin de encontrarle solucién (Gravemeijer et al., 2016). Las herramientas matematicas
pueden ser: “la representacion de la situacion problematica, la esquematizacion, la suma reiterada,
la aplicacion del conocimiento de los hechos numéricos, la forma de hacer el seguimiento de los
resultados y la comunicacion de las estrategias”!(Heuvel-Panhuizen, 2002, p. 17). No obstante, es
usual que las tareas a las que se enfrentan los estudiantes en su vida escolar carezcan de contexto
y respondan a unas matematicas procedimentales (Alvis-Puentes et al., 2019), que ocultan las
herramientas matematicas usadas y sus procesos de matematizacion.

La estimulacion de los procesos de matematizacion requiere una vision de las matematicas
que supere el fuerte privilegio que se le ha dado a los procedimientos y algoritmos en situaciones
descontextualizadas. Los contextos realistas no necesariamente hacen referencia a situaciones que
tienen un vinculo con el mundo real sino a aquellas que pueden ser imaginables, visualizables,
recreables o representables en la mente del estudiante ante las cuales se pone en juego el sentido
comun y se vinculan las matematicas (Zolkower et al., 2020). Los contextos no solo se presentan
verbalmente, sino también a partir de figuras, dibujos, fotografias, diagramas y otras
visualizaciones.

El estudiante basado en los contextos realistas hace uso de las habilidades y conocimientos

matematicos informales e intuitivos para darle solucion a una tarea. Los procesos de

! Both the constitution of mathematical tools (the representation of the problem situation, the schematization, the
repeated addition, the application of number fact knowledge, the way of keeping track of the results, and the
communicating about the strategies)
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matematizacion, es decir, de reorganizacion de la realidad con las matematicas (Freudenthal, 2006),
emergen cuando los estudiantes hacen uso de sus habilidades, nociones y procedimientos intuitivos
de manera activa en los contextos realistas.
Pregunta y Objetivo de Investigacion

Teniendo en cuenta los diferentes aspectos problematicos que fueron expuestos en los
parrafos anteriores, se propone como pregunta de investigacion: ¢qué procesos de matematizacion
emergen de los estudiantes cuando resuelven tareas matematicas en contextos realistas? Dicha
pregunta esta orientada por el objetivo: analizar procesos de matematizacion que emergen de

estudiantes cuando resuelven tareas matematicas en contextos realistas.

Justificacion

La presente investigacion cobra relevancia al permitir estudiar en profundidad procesos de
matematizacién que emergen de los participantes en la solucion de tareas en contextos realistas.
Desde el punto de vista metodolégico, el disefio propuesto en este estudio favorece el papel activo
y protagénico de cada participante en ambientes diferentes al aula. Ademas, el uso de tareas
matematicas en contextos realistas para la produccién de la informacién es una oportunidad de
estimular la actividad matematica que emerge de los participantes en el contexto; posibilitando una
visién de las matematicas que permite ir mas alla del uso de algoritmos y procedimientos sin una
conexion real.

Asimismo, visibilizar procesos de matematizacion que emergen de los participantes cuando
resuelven tareas en contextos realistas puede servir de insumo para que los docentes de matematicas
anticipen las respuestas de sus estudiantes y los orienten en su actividad matematica. En términos
practicos, hacer evidente los procesos de matematizacion podria ser una herramienta para ayudar a
los docentes a reflexionar sobre la ensefianza de las matematicas y a comprender los variados
recursos y estrategias que ponen en juego los estudiantes para llegar a la formalizacién matematica.
Cuanta mas informacion se adquiera sobre los procesos de matematizacion de los estudiantes, mas
oportunidades se pueden crear para estimular el trabajo matematico en niveles mas elevados (Cai
etal., 2017). Estudiar a profundidad los procesos de matematizacion puede ofrecer oportunidades

de investigacion didactica que contribuyan a enriquecer el trabajo en el aula.
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En términos tedricos, esta investigacion se justifica como una oportunidad para aportar al
conocimiento académico sobre las formas de matematizacion de los estudiantes. También es una
posibilidad para avanzar en el campo de la educacion matematica en la misma linea de diversas
investigaciones que se han enfocado en reflexionar sobre el papel de las tareas con contextos y en
los procesos de matematizacion (Alsina, 2016; da Ponte & Brocardo, 2020; Dekker, 2020; Heuvel-
Panhuizen, 2002; VVos, 2020; Wijers & de Haan, 2020).
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Marco tedrico

Educacion Matematica Realista

Hans Freudenthal fue uno de los promotores de la Educacion Matematica Realista en los
paises bajos a partir de los afios 60 del siglo XX. En este proyecto se vincularon varios
investigadores conectados con el Instituto para el Desarrollo de la Educacion de la Matematica de
la Universidad de Utrecht en Holanda, denominado actualmente instituto Freudenthal (Heuvel-
Panhuizen, 2020). La Educacion Matematica Realista se ha caracterizado por: el uso de problemas
contextuales, modelos como estrategia para el progreso, las producciones y construcciones propias
de los estudiantes, la interaccion en el proceso de aprendizaje que propicia la reflexion y la
interconexion entre los ejes del curriculo (Zapata-Cardona, 2020). El progreso hace referencia a la
capacidad de avanzar de cada estudiante en sus procesos de matematizacion, pasando de unos muy
intuitivos a otros cada vez mas elaborados. “El progreso implica que los estudiantes lleguen a
soluciones mas generales a partir de soluciones relacionadas con el contexto?’(Heuvel-Panhuizen,
2002, p. 11).

Hans Freudenthal consideraba que la matematica era una actividad humana para todos y no
para unos cuantos. La matematica al ser una actividad humana no se transmite a los estudiantes, el
estudiante es un participante activo que descubre sus propias estrategias mediante la guia del
docente (Sumirattana et al., 2017). También el hacer matematico, o matematizacion, tiene su punto
de partida en los contextos realistas (Gravemeijer & Doorman, 1999) dentro de los cuales los
estudiantes construyen sus propias estrategias y conceptos matematicos.

La palabra realista en holandés “zichs realiseren” hace referencia a imaginar. Una situacion
es realista “si se presenta ante el sujeto que aprende como razonable, realizable o susceptible de
ser imaginada” (Zolkower et al., 2006, p. 13). La esencia de las tareas realistas esta en que tenga
significado para los estudiantes, sean imaginables y recreables. Ademas, en la Educacién

Matematica Realista “hacer matematicas no solo se centra en la solucién final, sino también en

2 Progress implies that students arrive at more general solutions from context-related solutions
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cémo se lleva a cabo el proceso, como: buscar los patrones y la relacion, las pruebas de conjeturas
y la estimacion de resultados™ (Sitorus & Masrayati, 2016, p. 119).

Matematizacion

La matematizacion puede surgir de actividades de exploracion intuitivas en tareas
matematicas que brindan a los estudiantes la oportunidad de modelar, estructurar, representar
problemas y soluciones (Dekker, 2020; Gutiérrez A. et al., 2017; Jupri et al., 2014; Ramos, 2005;
Wijers & de Haan, 2020). Freudenthal (2006) define matematizar dentro de la corriente didactica
de la Educacion Matematica Realista, como una actividad humana en la que se usan herramientas
matematicas estructurantes y organizadoras para comprender el mundo incluida la matematica
misma. De acuerdo con esta postura, los procesos de matematizacion son toda actividad
matematica empleada para la comprension, organizacion o estructuracion de los contextos. La
actividad matematica son todas las acciones del pensamiento que los individuos ponen en juego
para darle respuesta a un problema matematico. Gravemeijer (2020) y Zapata-Cardona (2020)
indican que la matematizacion es actividad matematica. Asi, matematizar esté relacionada con la
actividad de organizacién matematica, que puede ser resultado de una experiencia intuitiva
expresada en un lenguaje cotidiano y puede derivar en una expresion matematica.

La Educacion Matematica Realista promueve la matematizacion progresiva extraida de la
realidad (Gravemeijer & Doorman, 1999). La matematizacion es progresiva al hacer uso de
herramientas matematicas en diferentes niveles de evolucion. Las herramientas matematicas se
emplean en la situacion contextual y permiten visibilizar procesos de matematizacion. Algunas
herramientas matematicas son las representaciones y las descripciones (Freudenthal, 2002; Alagia
et al., 2005). Los niveles de matematizacion que pueden emerger en la solucién de las tareas son:
situacional, referencial, general o formal (Alagia et al., 2005; Freudenthal, 2006). Algunos de los
procesos de matematizacion que pueden aparecer de acuerdo con los niveles de matematizacion se

ilustran en la Figura 1.

3 Doing mathematics does not only focus on the end solution but also how the process takes place, such as: search the
patterns and rapport, conjecture testing as well as result estimation.
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Figural
Niveles de matematizacion

Establece conexiones con Describe las relaciones, y e Usa propiedades comunes
S . Identifica patrones
conocimientos previos conceptos para establecer reglas
. . . Esquematiza el problema Identifica estructuras Realiza representaciones
Imagina la situacion " -
concreto matematicas algebraicas
Realiza deducciones, Propone formulas o

Estudia el cambio S 6 procedimientos

Realiza predicciones

Nota. Elaboracién de los niveles de matematizacion de acuerdo con Gravemeijer (2020), Gravemeijer y Doorman

(1999). Cada nivel de matematizacion esta asociado con ciertas acciones caracteristicas.

El nivel situacional es el nivel en que el estudiante en contextos realistas imagina la
situacion del contexto realista y establece conexiones con conocimientos previos y la creatividad
(Trelles-Zambrano et al., 2019). El estudiante realiza procesos de matematizacion que
corresponden al nivel referencial cuando toma conciencia del objeto matematico que se esta
presentando en el contexto realista, puede describir las relaciones y conceptos que esquematizan el
problema concreto y empieza a estudiar el cambio.

El nivel de matematizacion general tiene lugar cuando el estudiante produce esquemas,
identifica patrones, estructuras matematicas, realiza deducciones, construcciones o justificaciones
que le ayudan a poner a prueba lo razonado. El nivel de matematizacion formal se da cuando el
estudiante usa propiedades comunes para establecer reglas, realizar representaciones algebraicas,
proponer formulas, procedimientos o realizar predicciones. Los procesos de matematizacion
ayudan tanto a traducir un problema de un contexto realista al mundo matematico y a su vez ofrece
la oportunidad de visibilizar las matematicas que se usan al organizar y resolver tareas realistas
(Gravemeijer, 2020).
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Interaccion

La interaccion es uno de los principios en la Educacién Matemaética Realista, al ser
considerada la matematica como una actividad social (Freudenthal, 2006). La interaccion es un
intercambio de conocimientos y estrategias entre los estudiantes, los estudiantes en grupo con el
docente o el docente y el estudiante. La interaccion es una condicién que propicia que los
estudiantes bajo la guia del docente reinventen objetos, modelos, operaciones y estrategias
matematicas con sus pares y el docente (Zolkower et al., 2006). La reflexion es un punto central
para progresar en los procesos de matematizacion y ésta es posible mediante la interaccion (Heuvel-
Panhuizen & Drijvers, 2014). Las preguntas juegan un papel primordial en los tipos de
interrogantes que promueven la interaccion del docente con los estudiantes. Segin Gravemeijer
(2020) las normas socio-matematicas pueden limitar las formas esperadas de actuar y explicar en

un aula determinada.
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Metodologia

Para dar respuesta a la pregunta de investigacion ¢qué procesos de matematizacion emergen
en los estudiantes al resolver tareas matematicas en contextos realistas? se siguié un paradigma
cualitativo con enfoque hermenéutico. Este paradigma es pertinente por la naturaleza cualitativa
del objeto de estudio y los procesos de matematizacion. El enfoque hermenéutico, que busca
comprender e interpretar los fendbmenos para rastrear su desarrollo, permitio estudiar los procesos
de matematizacion de los participantes a partir de la técnica de analisis de su discurso (Creswell,
2014).

El enfoque de investigacion hermenéutico fue pertinente porque permitié explorar, describir
y comprender la actividad matemaética que los participantes de la investigacion emprendieron
cuando se enfrentaron a la solucién de tareas matematicas en contextos realistas. Para Sanchez
Gamboa, (1998) en el enfoque hermenéutico, la interpretacion se da mediante la indagacion, con
el fin de aclarar los aspectos ocultos que se esconden detras de los fendmenos revelando los
significados que no se dan inmediatamente. La investigacion hermenéutica permitié estudiar la
actividad matematica oculta en las declaraciones verbales y en las acciones de los participantes.

Se analizé la actividad matematica de los participantes a partir de las verbalizaciones o
producciones escritas que emergieron cuando solucionaban las tareas matematicas en contextos
realistas. Para lo cual, se plante6 como técnica de produccion de informacion la entrevista
semiestructurada basada en tareas matemaéticas en contextos realistas como herramientas de
produccién de informacién. La actividad matematica de los estudiantes participantes al resolver
tareas realistas se constituy6 en la unidad de andlisis de la investigacion. La actividad matematica
de los estudiantes se estudié a partir de lo que ellos decian o hacian cuando resolvian las tareas
matematicas en contextos realistas, con especial atencién en los momentos en los que buscaban

atajos, cambiaban de estrategias, elaboraban de modelos, clasificaban, organizaban, entre otros.

Participantes en la Investigacion

Los participantes se seleccionaron teniendo como criterio fundamental la edad, la disponibilidad y
los recursos tecnoldgicos. Una de las principales limitantes que existia en ese momento en el trabajo
de campo era la pandemia del COVID-19. Durante ese periodo, la presencialidad se vio limitada

por riesgo de contagio y muchos procesos tuvieron que llevarse a cabo de manera virtual. Para
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invitar a los participantes se realiz6 una convocatoria abierta y se envid un poster a través de
WhatsApp a grupos escolares (Anexo A) y a conocidos de la investigadora que cumplian con la
edad, la disponibilidad y el acceso tecnolégico.

Los participantes fueron diez estudiantes que cursaban octavo y noveno grado en el sistema
escolar colombiano que para el momento en que se llevo a cabo el trabajo de campo, tenian entre
los 13y 15 afios. Los participantes recibieron la informacidn sobre la investigacion antes de decidir
participar libremente y fueron autorizados por sus acudientes después de llevar a cabo todo el
proceso de consentimiento informado (Anexo B). De los diez participantes de la investigacion, en
el analisis solo aparecen siete debido a que solo se presenta el episodio que mejor representa la
actividad matematica que se observo. Esta decision se tomo con el &nimo de evitar redundancias.
Los episodios son fragmentos de las entrevistas semiestructuradas en los que los participantes,
resolviendo las tareas matematicas en contextos realistas, reflejaban procesos de matematizacion.

Las entrevistas se llevaron a cabo de forma individual, lo que favorecio que las acciones de
los participantes fueran auténticas y no estuvieran condicionadas por las de otros agentes. Para
proteger la integridad y la privacidad de los participantes de acuerdo con las normas de
investigacion con seres humanos en Colombia, los nombres que aparecen en este reporte son
seudonimos. La informacion de cada participante se sintetiza en la Tabla 1.

Tabla 1

Informacion de los participantes

Seuddénimo Edad Grado
Juan 13 8
Keiner 13 9
Hanna 14 9
Augusto 15 9
Luis 13 9

Carlos 15 8
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Vanessa 14 9
Pablo 15 8
Brayan 15 9
Ana 13 8

Nota. La tabla contiene informacién de los participantes como el seudénimo, la edad al momento de realizar el

trabajo de campo y el grado escolar que cursaban.

Los participantes realizaron operaciones mentales que se podian deducir parcialmente por
lo que hacian en el papel o por sus argumentos; sin embargo, durante todas las entrevistas fue
fundamental que la investigadora indagara mas y propiciara la reflexién mediante preguntas como:
¢de qué manera lo hiciste?, ;como llegaste a esa conclusién?, ;de qué otra manera lo realizarias?,
¢puedes explicarme eso?, ;coémo verificarias esa respuesta? También se tenian protocolo especifico
a cada tarea que incrementaba la dificultad en las acciones matematicas. EI proceso de interaccion
exigid precaucion de la investigadora para tratar de develar lo que el participante hacia sin influir
su pensamiento mediante pistas, ni descalificativos de su actividad matematica. En todo momento
se trato al participante como el experto en el tema.

Produccion de la Informacion

El trabajo de campo se llevé a cabo durante los meses de marzo y abril del afio 2021. Se
hicieron entrevistas semiestructuradas basadas en cuatro tareas matematicas en contextos realistas.
Las entrevistas semiestructuradas se basan en un protocolo de preguntas mediante la cual el
entrevistador tiene flexibilidad para avanzar de acuerdo con las respuestas del participante
(Herndndez et al., 2014). La entrevista tuvo una duracion aproximada de treinta minutos por

participante.
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En la investigacion cualitativa el investigador tiene un papel fundamental en la produccion

de informacion de los participantes (Creswell, 2014). Segin Kool, (2020) el rol del investigador
incluye estimular a los participantes a que se unan activamente en la solucion de problemas
mediante preguntas que inviten a la reflexion, ademés de crear una atmosfera donde los
participantes se sientan seguros. Los participantes fueron entrevistados de forma individual en un
ambiente fuera de la escuela.
Se les presentd de forma oral el enunciado de la tarea y se apoy0 con representaciones visuales. Se
les pidid que iniciaran la solucidn de la tarea y que fueran narrando en voz alta lo que iban pensando
y las decisiones que iban tomando. Las entrevistas se realizaron en modalidad presencial o virtual
de acuerdo con la disponibilidad de los participantes. Las entrevistas fueron video grabadas, se
transcribieron para facilitar el andlisis y se eligieron episodios criticos que hacian evidente los
procesos de matematizacion.

A cada participante se le dotd (o se le solicitd) de hojas de papel en blanco y lapices y este
material se dispuso en caso de que los necesitaran para hacer alguna representacion, esquema o
calculo. Al final se hicieron preguntas de comprobacion si se estimaba que era necesario. Las
preguntas se emplearon como estrategias para hacer evidente el pensamiento de los participantes
al resolver la tarea. Para Zapata-Cardona, (2012) el aprendizaje y el conocimiento que desarrolla
el estudiante se puede potenciar dependiendo de la forma como se pregunte. Se formularon
preguntas que indagaban el como o el por qué para rastrear la actividad matematica. Para Vos
(2020) las preguntas estan destinadas a hacer que el estudiante realice actividad matematica.
También, se estimularon preguntas como: ¢Por qué funciona esto? ;Cémo lo hiciste? ;Siempre

funciona? ¢Puedes explicarlo de otra manera? La actividad matematica de los estudiantes se
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observd en los enunciados verbales del discurso y en algunas representaciones en la produccién
escrita.
Tareas Matematicas en Contextos Realistas

Las tareas son enunciados que tienen una pregunta o una secuencia de preguntas y estan
destinadas a movilizar la actividad matematica de quien se enfrenta a la solucién (Vos, 2020). Las
tareas se usan como herramienta de instruccion que pueden limitar o potencializar el aprendizaje
(Zapata-Cardona, 2014). Lo “realista” de las tareas en la Educacion Matematica Realista esta
relacionado con lo que el estudiante puede imaginar o representar en su mente, pero no solo hace
referencia a la conexién con el mundo real (Heuvel-Panhuizen, 2002). Para Freudenthal, (2006) lo
“realista” es aquello que tiene sentido para los individuos y puede representarse mentalmente
incluyendo objetos y acciones mentales.

En la Educacion Matematica Realista las tareas se presentan dentro de un contexto en el
que los participantes puedan solucionarlas de diversas formas (Heuvel-Panhuizen, 2002). Ademas,
las tareas realistas deben generar procesos de matematizacion, por lo cual no pueden ser rutinarias,
ni triviales, deben basarse en el conocimiento informal y ampliarlo (Wijers & de Haan, 2020).

Las tareas matematicas en contextos realistas usadas como los instrumentos para la
produccién de la informacion fueron tomadas de diversas investigaciones (Callejo et al., 2016;
Sabena & Cusi, 2020; Vergel et al., 2020; Vergel & Rojas, 2018). Las tareas realistas generaran la
necesidad en el participante de organizar matematicamente la realidad (Heuvel-Panhuizen, 2002).
Se usaron tareas de algebra para la investigacion porque se prestaban para estimular los procesos
de matematizacion, tenian diferentes formas de llegar a la solucion y los estudiantes podian partir
del conocimiento informal. Las tareas matematicas en contextos realistas al permitir que el

estudiante imagine o experimente una situacion como real, favorecen el desarrollo de diferentes
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habilidades mentales al realizar una matematizacion progresiva (da Ponte & Brocardo, 2020;

Gravemeijer, 2020; Heuvel-Panhuizen, 2002, 2020; Webb & Peck, 2020).

Tarea 1 - Boletas

Leonardo y Carolina participan en la rifa de boletas para ingresar a las funciones de un
festival de cine. Las boletas estan guardadas en sobres, cada uno de los cuales contiene el mismo
numero de boletas. Leonardo, quien ya tenia 7 boletas, gan6 un sobre y Carolina, quien ya tenia 2
boletas, gano6 2 sobres como se ilustra en la Figura 2. Si ahora los dos quedan con el mismo nimero
de boletas, ¢cuantas boletas contiene cada sobre? (Tarea tomada de Mora Moreno, 2019).

Figura 2

Boletas de Leonardo y Carolina

Leonardo Caroling

v vivi:

OO0

Nota. Se ilustra la situacion de la cantidad de sobres y boletas de Carolina'y Leonardo. La imagen fue tomada de Mora

Moreno (2019).

Tarea 2 - Mesas
En un restaurante se juntan mesas cuadradas para los comensales, es decir, que en dos mesas
juntas se pueden sentar como maximo 6 comensales. La Figura 3 representa la ubicacion de los

puestos en relacion con las mesas juntas por comensales sentados. ¢ Cuantos comensales se podran
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sentar en 5 mesas juntas? ;Cuantos comensales se podran sentar cuando se tiene una cantidad mas
grande de mesas juntas? (Tarea tomada de Callejo et al., 2016).

Figura 3

Organizacion de mesas y sillas

'Y A

S NS

Nota. llustracion de la disposicién espacial de las sillas y las mesas en la Tarea 2 tomada de Callejo et al. (2016).

Tarea 3 — Punticos

Observa la Figura 4 con atencion y responde las preguntas: ¢Cuéntos puntos habra en la
cuarta posicion? ¢ Cuantos en la quinta posicion? ;Cuantos hay en la posicion 20? ;Cuéntos puntos
hay en la posicion 500? Realiza una breve descripcion respecto a como llegaste a tus respuestas.
Si tienes 3005 puntos ¢A qué nimero de posicion corresponde? Relata con detalle como obtuviste
tu respuesta. 7856 puntos ¢ Corresponde a una posicion de esta secuencia? (Tarea tomada de Vergel
et al., 2020).

Figura 4
Posiciones de la secuencia de punticos
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Nota. El contexto de la tarea fue una representacion visual. Imagen tomada de Vergel et al. (2020).

Tarea 4 - Estacionamiento

Un edificio debe organizar los estacionamientos cumpliendo el patron ilustrado en la Figura
5. Se ubica un arbol, luego dos espacios para estacionamiento y de nuevo un arbol. A lo largo de
un bulevar hay 37 arboles plantados. ; Cuantos estacionamientos se pueden construir en el bulevar?

(Tarea adaptada de Sabena y Cusi, 2020).

Figura 5

Distribucion de estacionamientos en el bulevar

Nota. La imagen ilustra la distribucion espacial de los parqueaderos y los &rboles para cualquier tramo del

estacionamiento. Imagen tomada de Sabena y Cusi (2020).

Prueba piloto
Previamente al trabajo de campo se realiz6 una prueba piloto con otros participantes con el

proposito de afinar el instrumento y tomar decisiones metodolégicas. La prueba piloto reveld varios
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aspectos que debieron ser ajustados para la presentacion de las tareas con contextos realistas como:
el formato oral o escrito, el apoyo de representaciones visuales y la estructura de las preguntas.

Durante la prueba piloto se entregé a los participantes el enunciado de la tarea en hojas de
papel. Los participantes leian el contenido de las hojas e inmediatamente iniciaban el proceso de
solucion. Sélo hasta el final cuando terminaban la tarea habia oportunidad de preguntar algo y
establecer una conversacion con el participante. La prueba piloto permitié descubrir que presentar
los enunciados de las tareas en hojas no fue favorable para estimular los procesos de pensamiento
de los participantes que permitirian rastrear los procesos de matematizacion. Mediante la
presentacion de la tarea en hojas los participantes emprendian la solucion como si fuera una
evaluacion escrita y los procesos de matematizacion quedaban ocultos. De acuerdo con este
resultado, se decidid transformar el formato escrito y presentar la tarea en formato oral.

Para este propdsito se tomaron dos decisiones: (1) apoyar cada tarea con una representacion
visual y (2) preparar con anticipacion el qué, como y cuando se preguntaba. Asi, se presentaron las
tareas en formato oral, se acompafiaba la presentacion con una representacion visual y se iniciaba
la entrevista semi estructurada. Una vez el participante tenia claridad sobre la tarea se le pedia
resolverla y cuando anunciaba una respuesta se le pedia explicacion o argumentacién de cémo lo
habia realizado; luego, se hacian preguntas de verificacién o se hacian preguntas con un nivel de
complejidad mayor.

Durante la prueba piloto los participantes resolvian una tarea a la vez antes de continuar
con la siguiente. Luego de que el participante terminaba cada tarea, se le preguntaba si queria
continuar o deseaba parar en ese momento. El participante realizaba maximo cuatro tareas por

encuentro.
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Anélisis de la Informacién

Todos los encuentros con los participantes fueron grabados en video. Las videograbaciones
fueron transcritas palabra a palabra. Posteriormente, se observaron una y otra vez los videos y se
leyeron las transcripciones de manera reiterada y detallada rastreando la actividad matematica de
los participantes. Se identificaron las acciones que daban cuenta de los procesos de matematizacion
y se realizaron anotaciones sobre las transcripciones. Se identificaron fragmentos especificos en
los videos que debian ser analizados a mayor profundidad y que ejemplificaban los procesos de
matematizacién. Luego, se hicieron las interpretaciones relacionadas con la actividad matematica
de los participantes. El proceso de analisis demandd volver reiteradamente a los datos e ir
contrastando la informacion aportada por los sujetos participantes con el marco teorico.

Se sistematizo la informacion producida a partir de las entrevistas y los artefactos, teniendo
en cuenta los procesos de matematizacion, los referentes tedricos y los conceptos claves que se
repetian en las transcripciones. La validacion del proceso de andlisis se realiz6 mediante la
triangulacion entre la informacion producida, las comprensiones de la investigadoray los referentes

teoricos de la investigacion.

Consideraciones Eticas

Garantizar el bienestar de todos los participantes durante y después del trabajo de campo y
de la investigacion en general es un factor fundamental en la investigacion con seres humanos. El
investigador debe tener en cuenta los principios morales que guian el trabajo ético desde el
bienestar de los participantes y la proteccién de sus derechos. Por lo cual, antes de iniciar el trabajo

de campo se inform6 a todos los participantes y a sus acudientes sobre los propoésitos de la
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investigacion, los procedimientos, la proteccion de la informacion, los beneficios y potenciales
riesgos mediante encuentros virtuales por la plataforma de Google Meet o Ilamadas telefonicas.

Ademas, se hizo claridad sobre la participacion voluntaria y la posibilidad de desistir de
participar en cualquier momento sin ningun tipo de perjuicio o penalidad. Se abri6 un espacio para
aclarar dudas que presentaran los potenciales participantes. Este proceso termind con la firma de
un documento en el cual declaraban que habian recibido la informacion y daban su consentimiento
como participantes de la investigacion. EI documento denominado consentimiento de participacion
aparece en el Anexo B. A los participantes se les dio un estimulo econémico simbélico como una
forma de agradecer su tiempo y disponibilidad.

Se guardod la privacidad y confidencialidad con la informacion que los participantes
aportaron a la investigacion, y en caso de que los participantes o sus acudientes lo solicitaran, se
les ofreci6 tener acceso a dicha informacién. Ademas, se garantiz6 el anonimato de los
participantes de forma que su identidad no se viera comprometida, para ello en el reporte final se

utilizaron seudénimos.
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Resultados

En este apartado se presentan los procesos de matematizacion que emergieron de los
estudiantes participantes en la solucion de las tareas matematicas en contextos realistas. Las tareas
son en contextos realistas no porque generen un vinculo con el mundo real sino porque ofrecen un
contexto para que los participantes imaginen y proyecten en su mente la situacion de estudio y
conecten lo concreto con lo abstracto (Zapata-Cardona, 2020). Los procesos de matematizacion
hacen referencia a la actividad matematica empleada para la comprension, organizacion o
estructuracion de las tareas planteadas en contextos realistas. La actividad matematica son todas
las acciones mentales y concretas que los individuos ponen en juego para darle respuesta a un
problema matematico. Este apartado se organizo en tres topicos: tareas que promueven diferentes
procesos de matematizacion, tareas que posibilitan diferentes rutas para la formalizacion y el

contexto realista de las tareas como recurso para validar resultados.

Tareas que promueven diferentes procesos de matematizacion

Los procesos de matematizacion estan relacionados con las acciones que emprenden las
personas al hacer matematicas. Estos procesos tienen que ver con como las personas identifican y
clasifican la informacion, identifican incoherencias, realizan esquemas, buscan y encuentran
atajos, analizan tendencias, ponen a prueba conjeturas, estiman resultados, elaboran modelos,
cambian de estrategias, cuentan, deducen y formalizan situaciones de las tareas matematicas en
contextos realistas (Bressan & Gallego, 2010; Gravemeijer, 2020; Gravemeijer & Doorman, 1999;
Heuvel-Panhuizen, 2005; Webb & Peck, 2020; Zolkower etal., 2020). A continuacion, se
presentan algunos episodios de las entrevistas con los participantes que reflejan los procesos de

matematizacion.
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En la solucion de la tarea 2, la de las mesas, la participante Luisa se apoyO en la
representacion visual que fue presentada, generd una representacion mental, expresd que podria
incluir una mesa en la mitad de las dos que ya estaban dispuestas y asi determind el total de sillas.

El siguiente fragmento de la entrevista con Luisa ilustra esta estrategia.

1 Investigadora Si colocamos otra mesa ¢ Cuantas personas se podrian sentar?

2 Luisa Ocho

3 Investigadora ¢Me podrias explicar que hiciste para determinar eso?

4 Luisa Agregué una mesa en la mitad (Entrevista Luisa, marzo 30 2021)

En la linea 4 se puede apreciar que la participante conservo las dos mesas dadas en los
extremos e incluy6 una mesa en el centro. La participante uso una estrategia vinculada al contexto
coordinando la representacion mental y el conteo para determinar el total de sillas. Una
representacion mental es de naturaleza inobservable y surge de la reproduccion en la mente como
respuesta a una representacion externa (Rico Romero, 2009). Las representaciones son las formas
de plasmar las ideas y procedimientos matematicos (Alsina, 2016). Las representaciones se pueden
clasificar como verbales, pictoricas, numéricas y simbolicas (Merino et al., 2020). Asi, las
representaciones mentales son formas de reproducir en la mente de quien resuelve la tarea ideas
expresadas en enunciados verbales, imagenes, expresiones algebraicas o simbolos. En el caso de
la estudiante Luisa, ella expreso la idea de la mesa en el medio como una modificacion de la imagen
inicial que acompafid la presentacion de la tarea y luego uso el conteo para determinar el total de

sillas.
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Acorde a Zolkower et al., (2006) en la Educacién Matematica Realista el contexto al ser
susceptible de ser imaginado es realista y segiin Gravemeijer y Doorman,(1999) ese es el punto de
partida para el hacer mateméatico o matematizacion. El nivel situacional es el nivel en que el
estudiante representa mentalmente el contexto de la tarea realista y establece conexiones con
conocimientos previos y la creatividad (Trelles-Zambrano et al., 2019). Se podria inferir que la
representacion mental empleada por Luisa en la tarea 2 es uno de los procesos de matematizacion
que se encuentran enmarcados en el nivel situacional y que permitid establecer conexiones con la
imagen de apoyo frente a los requerimientos de la tarea matematica.

La tarea de las boletas, que pedia determinar el nimero de boletas en los sobres, fue resuelta
por todos los participantes mediante el tanteo. El tanteo es un proceso de solucion gue no sigue una
estructura formal o algebraica, sino que se hacen multiples ensayos con valores diferentes, algunas
veces sistematicos, hasta que se encuentra el resultado. EIl tanteo es un proceso de matematizacion
porque activa la actividad matematica, aunque es una estrategia informal de matematizar. Las
estrategias informales son todos aquellos procedimientos adquiridos a partir de la intuicién (de
Castro Hernandez et al., 2015). A continuacion, un episodio en la solucién de la tarea de las boletas

con el participante Augusto.

5 Investigadora  ¢Cuantas boletas contiene cada sobre?

6 Augusto Cinco boletas

7 Investigadora  ¢Podrias explicarme cémo lo hiciste?

8 Augusto Leonardo tenia mas boletas que Carolina, pero solamente se gan6 un sobre,
9 entonces era facil afirmar haciendo cuentas rapidas y faciles, por ejemplo:

10 yo hice primero con una, después con dos hasta que llegué a cinco. Tenian de
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11 a cinco pues siete mas cinco es doce y asi se sabia el contenido de cada sobre. (Entrevista

Augusto, 15 de marzo 2021).

El participante Augusto uso el tanteo, fue evidente que lo hizo de forma sistematica, y luego
validé el resultado en el contexto de la tarea mediante la suma. El participante intentd con diferentes
valores y aplico la suma hasta que se cumplio la igualdad.

En la solucién de la tarea 3, la de los punticos, los participantes presentaron diferentes
soluciones relacionadas con la identificacion de patrones de formacion. La identificacion de
patrones requiere el reconocimiento de semejanzas y diferencias entre los elementos de una
secuencia. Un patron es una sucesion de elementos que se construye siguiendo una regla o
algoritmo, ya sea de repeticion o recurrencia (Bressan & Gallego, 2010). Se puede identificar un
patron mediante la observacion de las regularidades de los elementos de la secuencia. Cuando los
elementos de una secuencia se presentan en forma periddica es un patrén de repeticion, como por
ejemplo la secuencia de la tarea de los parqueaderos A, P, P, A, P, P, A, P, P, A, P, A donde primero
va un arbol (A) y luego dos parqueaderos (P) y continGa repitiéndose la secuencia hasta que finaliza
con un arbol. Cuando cada término de la sucesion se expresa en funcién del término anterior se
denomina patron de recurrencia, como por ejemplo la secuencia de la tarea de los puntos que
numericamente se representa de la forma 1, 3, 5, 7, 9..., y cada término es el resultado de
adicionarle 2 al término anterior, por tanto, para cualquier término se cumple la igualdad a,, =
a,_1 + 2. A continuacion, el siguiente episodio ilustra el momento donde el participante Juan

identificd un patrén en la tarea de punticos.

12 Investigadora  ¢Cuantos puntos habra en la posicion 4?
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13 Juan Si en la primera hay tres, en la segunda hay cinco y en la tercera hay siete,

14 serian nueve. Se suman de a dos. (Entrevista Juan, 3 de abril, 2021)

El participante Juan en las lineas 13 — 14 usé conteo y descubri6 la regla de formacién de
la secuencia. El identificé que al sumar dos a la figura inicial lograria predecir la cantidad de puntos
que tendria la siguiente posicion. Por tanto, logré identificar el patron de recurrencia que surgia al

sumar dos al término anterior. La Figura 6 es una representacion desarrollada por el participante

Juan y que corresponde al patron identificado en la linea 13.

Figura 6

Representacion realizada por el participante Juan en la tarea de los punticos
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Posteriormente al episodio, la investigadora le pregunt6 a Juan por la cantidad de puntos en
la posicion veinte, y el participante realizo un cambio en la representacion del patron identificado.

Se puede apreciar en la Figura 6 que cuando pasa de la posicion 9 a la 10, el participante Juan
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cambio las representaciones graficas a numéricas correspondiente al total de puntos en cada
posicion. En este caso, el participante Juan intentd ser eficiente por eso cambi6 su representacion
y buscé un atajo para evitar el camino largo. Rodriguez y Juarez (2019) han sugerido que la mente
busca atajos para elaborar estrategias mas eficientes y para evitar caminos largos. Posiblemente el
participante descarto la representacion grafica en busqueda de simplificar y optimizar sus acciones
para dar respuesta a la pregunta planteada. La matematizacion es un proceso de reorganizacion que
resulta en atajos mediante el uso de conexiones entre conceptos y estrategias (Heuvel-Panhuizen
& Drijvers, 2014). En consecuencia, la reorganizacion de la representacion optimizando la forma
de resolver la tarea es un atajo.

Ademas, la Figura 6 también da cuenta de que el participante Juan logré identificar un
patrén de repeticion cuando encerrando con un circulo identificé los nimeros impares
correspondientes al segundo digito (,3,5,7,9,1) de la cantidad de puntos en las posiciones 11 a 14,
los cuales se repetian nuevamente de la posicion 15 a la 20. Los patrones de repeticion dan cuenta
de la identificacion de regularidades y secuencias, y son un paso conceptual para la generalizacion
(Bressan & Gallego, 2010). Luego, el participante identifico la correspondencia y covariacion a
partir de la posicién 20; saltando de veinte en veinte las posiciones y agregando de a cuarenta a la
cantidad total de puntos. Los estudiantes aprenden a visualizar la correspondencia en aspectos
cuantificables de figuras con posicidén /nimero de elementos y atienden a la covariacién con un
tipo particular de crecimiento a medida que los aspectos cuantificables cambian en cada figura de
la secuencia (Wilkie, 2022). El participante Juan hasta ese momento del desarrollo de la tarea contd,
descubrid la regla de formacion, identificé dos patrones de incremento uno de recurrencia y otro

de repeticion, realizé una representacion pictorica y una numérica y buscé atajos.
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La identificacion de estructuras numéricas y espaciales es uno de los procesos de
matematizacion que emergio en los participantes previo a la generalizacion. La identificacion de
estructuras numéricas y espaciales consiste en identificar el nimero de elementos de un término y
la ubicacion fisica de cada elemento de este término en relacion con los otros elementos del término
(Callejo & Zapatera, 2017). A continuacion, un episodio de la solucion de la tarea 4 por parte del
participante Keiner en la que se pedia encontrar el patron de formacion en el disefio de un
estacionamiento. El participante identificd estructuras numéricas y espaciales que lo llevo a una

relacion funcional.

15 Investigadora  ¢Cuéntos estacionamientos se pueden construir con treinta y siete
16 arboles plantados?
17 Keiner Setenta y dos espacios para estacionarse

18 Investigadora  ¢Qué hiciste para determinar eso?

19  Keiner Sumé los espacios, por cada arbol tenia que haber un espacio, entonces
20 le resté un arbol porque para encerrarlo todo deberiamos tener un arbol
21 de més y como es del doble espacio, entonces, seria el doble. (Entrevista Keiner, 30 marzo 2021)

En las lineas 19 y 20 el participante argumenté que por cada arbol hay un espacio de
parqueadero y luego otro arbol para encerrarlo todo en la secuencia del parqueadero. La
argumentacion segin Sabena y Cusi (2020) es una herramienta que puede visibilizar el
pensamiento de los estudiantes gracias a la guia docente. La guia docente puede realizarse
mediante preguntas que favorezcan el proceso de argumentacion y que inviten a los estudiantes a
justificar sus respuestas o0 los cuestionen sobre lo que realizaron. En el episodio de Keiner en la

linea 18 se puede evidenciar la pregunta realizada por parte de la investigadora: “;Qué hiciste para
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determinar eso?”. La pregunta posibilitd que el estudiante argumentara su respuesta y expresara en
las lineas de la 19 a la 21 “Sumé los espacios, por cada arbol tenia que haber un espacio, entonces,
le resté un &rbol porque para encerrarlo todo deberiamos tener un arbol de mas y como es del doble
espacio, entonces, seria el doble”. Por tanto, la argumentacion pudo hacer visible la identificacion
de la relacion funcional de la forma P = (A —1)* 2 por parte del participante, donde P
corresponde al nimero de parqueaderos y A el nimero de &rboles.

Los participantes en sus argumentaciones dieron cuenta de la forma como establecieron
relaciones con la situacion contextual, el tipo de informacion que consideraron relevante y asi
mismo la forma en que la clasificaron. El siguiente episodio, resolviendo la tarea de las mesas,

muestra como el participante Juan establecid relaciones con la situacion contextual.

22 Investigadora ¢ Cuéntas personas se pueden sentar en cinco mesas?

23 Juan Doce

24 Investigadora ¢Me podrias explicar qué estas pensando?

25  Juan Porque tiene cuatro lados, pero no se utilizan todos

26 porgue se necesitan para juntar la mesa. Entonces,

27 al juntar las cinco mesas en el lado izquierdo dan cinco sillas y en el

28 derecho cinco. Arriba daria un puesto y abajo daria otro (Entrevista Juan, 3 de abril 2021)

El participante Juan identificé y clasifico informacion relevante en la linea 25, cuando
sefial6 que la mesa tenia cuatro lados, pero que no se utilizaban todos los lados. Luego, a partir de
la clasificacion de la informacion relevante el participante identifico el patrén en las lineas 27 y 28
en el que a cada mesa le cabian dos sillas, una por el lado derecho y otra por el lado izquierdo.

Finalmente, el participante Juan establecié una relacion entre las mesas y las sillas de acuerdo con
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la ubicacion de las mesas, y en la linea 28 especifico una relacion en las mesas de los extremos
superior e inferior con una silla adicional.

A continuacion, un episodio del participante Luis en el que estableci6 una relacion
funcional usando el lenguaje numérico mientras resolvia la tarea de las mesas. El establecimiento
de relaciones funcionales es un proceso de matematizacion formal. El establecimiento de la
relacién funcional como una relacion de dependencia entre dos cantidades covariantes se origina

con la identificacion de un patrén de formacion y la posterior generalizacion (Cafiadas & Molina,

2016).
29 Investigadora: ¢ Y si te digo que para cien mesas?
30 Luis: Si por cada mesa se sientan dos personas entonces
31 multiplico dos por cien.
32 Investigadora: ¢ Y ese seria el total de las personas?
33 Luis: Seria el total y solamente habria que sumarle dos
34 sillas mas (Entrevista Luis, 28 de febrero 2021).

La identificacion del patron de formacion se considera un paso previo a la generalizacion
la cual a la vez se entiende como el establecimiento de reglas que logran deducir el valor
correspondiente para posiciones lejanas en la serie. Por ejemplo, cuando un estudiante es capaz de
llegar al nimero de elementos de la posicion 100 en una serie, se puede decir que ha logrado
generalizar (Callejo & Zapatera, 2017; El Mouhayar & Jurdak, 2013). En consecuencia, cuando el
participante Luis logra determinar la cantidad de sillas para 100 mesas logra generalizar.

La generalizacion implica descubrir la regla general mediante la coordinacién del nimero

de elementos de un término y la posicién de cada término de la serie (Radford, 2011). Cuando los
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estudiantes descomponen la secuencia para establecer la relacion entre la posicion en la secuencia
y el nimero de elementos que la componen estan coordinando dos estructuras y logran establecer
una relacion funcional (Callejo & Zapatera, 2017). Por lo cual, cuando se logra generalizar
mediante el establecimiento de reglas, se esta estableciendo una relacién funcional que aplica para
cada término de la serie.

Las figuras en un patron creciente pueden ayudar a los estudiantes a percibir visualmente
las relaciones funcionales (Wilkie, 2022). La relacién funcional en secuencias se establece gracias
a la generalidad que es cierta para cada posicion en un patron. Se evidencio el establecimiento de
la relacion funcional por parte del participante Luis en una secuencia de pasos que llevan un orden
I6gico. Cuando se habla de orden Idgico se hace referencia al orden en el paso a paso que el
participante cre6 para determinar el total de sillas para cien mesas. Inicialmente, el participante
identificd que por cada mesa se sentaban dos personas, lo que correspondia al patrén de formacion.
Luego, en la generalizacion, el participante multiplico por dos el total de mesas y adicionalmente
considero el valor constante debido a las dos sillas de los extremos.

La relacion de correspondencia entre las mesas y las sillas se establecié cuando el
participante identificé que por cada mesa podian acomodarse dos sillas. La relacion funcional se
generalizd cuando el participante enuncio la relacion de correspondencia entre el niamero de sillas
que le correspondia a cada mesa usando la multiplicacion y luego usé la adicion para agregar las
dos sillas que tenian un comportamiento diferente a las demas. La multiplicacion por dos representa
la covariacién del pensamiento proporcional entre las mesas y las sillas. La adicion del valor
constante y la correspondencia da cuenta de la identificacion de una relacion funcional.

Algunos participantes llegaron a establecer reglas para poder aplicar la relacion funcional

identificada. Establecer reglas consiste en delimitar la aplicacién de la estructura funcional para
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orientar el desarrollo de una accion o actividad (Gravemeijer, 2020). A continuacion, un episodio

de la entrevista con la participante Vanessa mientras resolvia la tarea de las mesas.

35 Investigadora:  Para cualquier cantidad de mesas ¢qué harias para

36 determinar las personas que se pueden sentar?

37 Vanessa: Primero tendriamos que mirar la cantidad

38 de mesas que hay disponibles. Ya después tendriamos

39 que multiplicar por dos la cantidad de mesas y ya

40 sumarles las dos sillas de los lados. (Entrevista Vanessa, 30 de marzo de 2021)

La participante Vanessa delimito la aplicacion de la relacion funcional cuando expresé en
la linea 37 y 38 “primero tendriamos que mirar la cantidad de mesas que hay disponibles”. Luego
la participante, aplicd en la linea 39 y 40 el procedimiento para hallar el total de sillas, el cual da
cuenta de una relacion funcional de la forma y = x x 2 + 2, donde y son las sillas y la x son las
mesas. La participante usé la informacién disponible, le dio sentido y a partir de eso tradujo la
situacion contextual a un lenguaje matematico. En otras palabras, se hizo evidente un proceso de
matematizacion.

Los participantes emprendieron acciones que evidenciaron diversos procesos de
matematizacion: conteo, tanteo, establecimiento de relaciones, identificacion de patrones o reglas
de formacion, realizacion de representaciones pictoricas y numéricas, busqueda de atajos,
identificacion de estructuras numéricas y espaciales, argumentacion, identificacion y clasificacion
de informacion relevante, generalizacion, identificacion de relaciones funcionales,
correspondencia, covariacion y formalizacion. Algunos participantes migraron de un lenguaje

informal, basado en la descripcion de la situacion contextual, a un lenguaje matematico logrando
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la formalizacion. La formalizacion en la Educacién Matematica Realista es el proceso de adornar,
ajustar y transformar el lenguaje coman a un lenguaje formal (Freudenthal, 2006). Esto no solo
tiene que ver con un asunto estético o de reorganizacion sino con el rigor que se le imprime a la
actividad matematica.

Cuando a un estudiante se le estimulan diferentes procesos de matematizacion se le favorece
un aprendizaje gradual, en el que adquiere conocimientos y habilidades a partir de su propia
actividad matematica (Freudenthal, 2006). El estudiante a partir de los contextos realistas desarrolla
nuevas ideas matematicas con su propia actividad matematica (Gravemeijer, 2007). Se considera
que hay progreso en la matematizacion cuando el estudiante va realizando estrategias méas formales
a partir del contexto realista. La matematizacion progresiva es la forma como el estudiante
evoluciona en los recursos que usa para matematizar (Heuvel-Panhuizen, 2002).

Cuando a los estudiantes se le estimulan diferentes procesos de matematizacion, estos
tienen la oportunidad de reconocer los multiples usos y significados de las matematicas en
diferentes contextos. Los estudiantes en el surgimiento de los procesos de matematizacion
experimentaron las matematicas no como la repeticidn de procedimientos de forma rutinaria, sino
como una actividad creativa vinculada al sentido comdn. De acuerdo con lo manifestado por
(Gravemeijer, 2020), las tareas deben incitar a los estudiantes a pensar matematicamente, a resolver
creativamente problemas abiertos desconocidos.

En la Educacion Matematica Realista el papel del docente incluye plantear las tareas y las
preguntas que permitan fomentar el pensamiento en los estudiantes como una forma de ayudar a
construir su comprension (Gravemeijer, 2020). Las preguntas empleadas por la investigadora
como: “;Qué hiciste para determinar eso?, ;Me podrias explicar qué estas pensando?, ¢Podrias

explicarme cémo lo hiciste?” invitaron a la reflexion y permitieron que los estudiantes explicaran,
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argumentaran y justificaran sus soluciones. Evidenciar los procesos de matematizacién por los que
avanzaron los participantes dependié en gran medida de la forma como se les preguntd. Si no se
hubieran realizado las preguntas con el interés de evidenciar los procesos de matematizacion del
estudiante, estos hubieran quedado ocultos. El rol del docente es fundamental para comprender los
diversos procesos de pensamiento de los estudiantes y asi tener oportunidad de guiarlos a

soluciones mas refinadas o novedosas.

Tareas que posibilitan diferentes rutas para la formalizacion

La formalizacion en la Educacion Matematica Realista se da cuando el estudiante usa
propiedades comunes para establecer reglas, realizar representaciones algebraicas, proponer
formulas, procedimientos o realizar predicciones (Gravemeijer, 2020; Gravemeijer & Doorman,
1999). La formalizacion no se centra Gnicamente en la manipulacién rigurosa de expresiones
algebraicas. La formalizacion se dio cuando los participantes hicieron generalizaciones a través de
conjeturas o argumentacion expresandose en formas cada vez mas formales, en donde las tareas
posibilitaron diversas formas para obtener la solucion. Las tareas realistas posibilitan a los
estudiantes diversas formas de obtener una o varias soluciones, retomar conocimientos previos, y
ampliarlos (Heuvel-Panhuizen, 2020).

A medida que se pedia deducir el nimero de elementos en posiciones elevadas de la
secuencia, los participantes desarrollaron procesos de matematizacion mas elaborados y generales.
La tarea de las mesas fue una de ellas y permitid visibilizar dos rutas diferentes para formalizar.
Una de las rutas para la formalizacion se hizo evidente en el participante Pablo, quien de acuerdo

con la forma como describid la organizacion de las sillas y las mesas en la situacion contextual uso
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una estrategia que da cuenta de una relacién funcional de la forma y= (x-2) * 2 + 6 para determinar
la cantidad de sillas para cien mesas.

41 Investigadora: ¢Cuantas personas se pueden sentar en cien mesas?
42  Pablo: Doscientas dos

43 Investigadora:  ;Cdémo determinar esa cantidad de personas?

44  Pablo: Como hay dos mesas se toma lo que falta para llegar a los
45 cien, multiplicamos por dos, que son los que caben, y se
46 suman las seis personas que estan en las dos mesas. (Entrevista Pablo, 24 de marzo 2021)

El participante Pablo expresé en las lineas 44 a 46 su pensamiento usando el lenguaje con
el que se le presento la situacion contextual. Alli él expresé una relacion funcional, pero el término
constante fueron los seis asientos con los que se le plante6 la tarea inicialmente. El participante
conservo las seis sillas de las dos mesas iniciales, luego separd las dos mesas dadas en el
planteamiento de la tarea y acomodo alli, en el centro, otras adicionales ubicando de a dos sillas.
El participante en su formalizacion rest6 las mesas iniciales del total de las mesas dadas y luego
sumo las sillas de estas mesas.

El contexto “dota de significado el resultado” (Zapata-Cardona, 2020, p. 13). Al
contextualizar una tarea los nimeros adquieren un significado en unidades y dimensiones (Vos,
2020). En el contexto de cada una de las tareas presentadas los numeros tenian un significado
asociado tanto en sus unidades como en sus dimensiones que les daban sentido a los resultados.
Los participantes en la tarea de las mesas asociaban un nimero y una imagen a cada elemento,
tanto a las mesas como a las sillas para hacer alusion a la cantidad. Cada imagen tenia unas
dimensiones especificas que limitaban la solucion de la tarea. Cuando se preguntaba por la cantidad

de sillas necesarias para determinada cantidad de mesas, los participantes vinculaban a la cantidad
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dada la distribucion espacial que representaban mentalmente. Asi, cada expresién dada por el
participante estaba relacionada con el contexto y tenia un significado para él. Por ejemplo, cuando
el participante expreso en la linea 44 “como hay dos mesas” se refiere a las mesas iniciales dadas
en el contexto de la tarea de mesas y sillas. En la linea 44 expreso ““se toma lo que falta para llegar
a cien”, alli el participante resto al total de las mesas dadas las dos mesas iniciales. Luego en la
linea 45 dijo “multiplicamos por dos” debido a que, por cada mesa, ubicada en posiciones
diferentes a los extremos, se podian sentar dos personas.

Otra ruta de formalizacion que fue usada por los participantes para resolver la tarea de las
mesas Y las sillas se ilustra en el siguiente episodio de Keiner. El participante dio cuenta de la

identificacion de la relacién funcional del tipo y=x*2+2.

47 Investigadora: ~ ¢Si en vez de ser cinco mesas, fueran quince mesas juntas?
48 ¢ Cuéntas personas se pueden sentar?
49 Keiner: Treinta y dos

50 Investigadora:  ¢Y qué hiciste para hacerlo tan rapido?
51 Keiner: Ya me aprendi el patrén: por cada mesa son dos puestos,
52 lo tuve que multiplicar por dos, mas los dos de las esquinas

(Entrevista Keiner, 24 de marzo 2021)

A diferencia de la solucion dada por Pablo, en la relacion establecida aqui el término
constante fueron las dos sillas de los extremos. El participante Keiner en la linea 51 identificd un
patrén en la situacion contextual en la que a cada mesa le correspondian dos sillas, posteriormente
en la linea 52 explico que empleo la multiplicacion por dos y al resultado le adiciond las dos sillas

de los extremos. Cuando se comparan las dos formas de establecer relaciones funcionales, la de
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Pablo y la de Keiner, se puede evidenciar que, los estudiantes establecieron rutas diferentes a partir
del mismo contexto realista. Unos participantes establecieron relaciones de correspondencia que
se diferenciaron por el término constante, unos tuvieron en cuenta toda la disposicion de las mesas
de los extremos y otros solo consideraron las dos sillas de los extremos.

Los participantes emplearon diferentes estructuras funcionales para representar las
relaciones entre las variables que aparecian en la situacion contextual. La Educacion Matematica
Realista se caracteriza porque estimula diversas formas de solucionar una tarea contextual realista.
Cada participante es un agente activo en el proceso de ensefianza-aprendizaje, en el que desarrollan
herramientas y conocimientos matematicos (Heuvel-Panhuizen, 2002; Sumirattana et al.,
2017).Aunque las relaciones funcionales empleadas variaron en su forma, ambas formalizaciones
tenian un uso comparable y generaban el mismo resultado cuando se queria predecir para un
numero determinado grande de mesas. Asi, ambas formalizaciones cumplieron con el propdésito
que buscaban los participantes de encontrar una expresion funcional que permitiera la
generalizacién para cualquier nimero de mesas. Las estrategias para solucionar tareas en contextos
realistas no son unicas y pueden dar lugar a variedad de formas (Bressan & Gallego, 2010; Heuvel-
Panhuizen, 2020).

Se le puede ayudar a los estudiantes a expandir y construir diferentes formas de pensar
compartiendo las diferentes formas en que solucionan una tarea mediante la interaccion
(Gravemeijer, 2020). La interaccién es una actividad social que permite a los estudiantes la
oportunidad de compartir sus estrategias e inventos y reflexionar sobre ellos (Heuvel-Panhuizen,
2002). La interacciéon en la investigacion se dio Unicamente entre la investigadora y cada
participante. La interaccién se presentd en la investigacion gracias a las preguntas planteadas en

las entrevistas semiestructuradas, unas preguntas que tenian como finalidad profundizar en los
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procesos de matematizacion desarrollados por los participantes mediante una invitacion
permanente a la reflexion.
Contexto realista de las tareas como recurso para validar resultados

La validacion es el proceso mediante el cual el participante vuelve a la situacion real a
comprobar que los resultados tengan sentido y correspondan al planteamiento inicial (Verdejo
et al., 2021). Algunos participantes partieron de la situacion realista, pero la abandonaron pronto
en el proceso y aunque llegaban a soluciones, estas no tenian sentido dentro del contexto en el que
se planteaba la tarea. Algunos participantes establecieron relaciones entre los elementos del
contexto y la distribucion espacial de las tareas, pero rapidamente abandonaron la distribucién
espacial del contexto y se centraron Unicamente en realizar operaciones matematicas sin corroborar
la utilidad del resultado en la situacion contextual de la tarea matematica. Un caso de estos fue el
participante Brayan quien solo se fijo en el total de sillas por cada mesa e intent6 aplicar una regla

de tres con esta informacion como se presenta en el siguiente episodio.

53 Investigadora: Hay dos mesas juntas, si se adiciona otra mesa, ¢ Cuantas
54 personas mas se podrian sentar?
55 Brayan: ¢En la imagen son dos mesas individuales juntas?

56 Investigadora: Si
57 Brayan Si se agrega una tercera podrian haber otras tres personas

58 en total serian nueve. (Entrevista Brayan, 24 de marzo de 2021)

El participante solo se fijé en una parte de la informacidn proporcionada en el contexto, y
establecio una correspondencia entre la cantidad de mesas y sillas. Con la informacion que se le

presento en la tarea, a cada mesa le hizo corresponder tres sillas. El participante extrajo porciones
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de la informacion numérica del contexto de la tarea y con ella establecié una relacion de
proporcionalidad. Al separar la informacion cuantificable de la distribucion espacial dada en la
representacion visual se desvincul6 de informacion relevante del contexto realista. Pese a que el
participante continuaba pensando en las sillas que iba a asignar a las mesas, no clasifico como
informacién importante la conformacion espacial de las mesas y las sillas. Esto llevd al
participante al uso de diferentes representaciones que ubicara las nueve sillas, en las tres mesas

juntas, aunque dichas representaciones eran forzadas.

59 Investigadora: ¢ Cuéntas personas se sentarian?

60 Brayan: Podrian ser cuatro en un lado y tres en otro y dos en las
61 esquinas o cuatro en cada lado y una en una esquina. De
62 cualquiera de las dos podria ubicarse porque tendrian que
63 sentarse nueve (Entrevista Brayan, 24 de marzo de 2021)

El participante en la linea 62 resaltd el hecho de que independiente de la ubicacion de la
otra silla en cualquier lado de las mesas se tenian que sentar nueve. El participante ubicaba de
distintas formas una silla que tenia de mas en las esquinas. El participante selecciond la cantidad
de sillas por mesas como la unica informacion relevante del contexto. Para él, la relacion
proporcional explicaba el fenémeno, pero fue insuficiente.

Posterior a la identificacion de la dificultad del participante, la investigadora le repitié que
la pregunta hacia referencia a cuantas personas se podian sentar en tres mesas juntas pero las mesas
tenian que conservar la disposicion inicial. Ya con la aclaracion de la pregunta, el participante logré
dar respuesta sobre la cantidad de personas en tres mesas juntas. No obstante, cuando se le pregunto

por la cantidad de personas en cinco mesas juntas el participante Brayan abandond la conformacion
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espacial nuevamente y emprendi6 acciones que dieron cuenta de un pensamiento proporcional que

para el caso de interés no era pertinente.

64 Investigadora: ¢Cuantas personas se pueden sentar en cinco mesas juntas?

65 Brayan: En cinco mesas podrian caber doce sillas, entonces,

66 en diez mesas acomodadas de la misma forma podria hacer

67 multiplicar ese nimero por dos o podria sumarlo.

68 Investigadora: Entonces ¢Cuantas sillas te dio para diez mesas?

69 Brayan: Me dieron las veinticuatro. (Entrevista Brayan, 24 de marzo de 2021)

Se puede evidenciar en las lineas 65 - 67 del anterior episodio que el participante us6 un
pensamiento proporcional para encontrar el resultado. El participante argumento que, si en cinco
mesas cabian doce sillas, entonces en diez mesas era el doble de sillas. El participante selecciond
nuevamente las magnitudes identificadas en la informacion que tenia en el momento y se
desvinculé de la disposicion espacial inicial de las mesas y las sillas sin validar con la informacion
que le ofrecid el contexto de la tarea realista.

Las tareas matematicas en contextos realistas pueden brindar herramientas para validar los
resultados. La validacion es un proceso que crea sentido (Ishibashi & Uegatani, 2022). El sentido
hace referencia a la necesidad de comprobar que los resultados fueran acertados en la situacion
dada. Al respecto Chamoso y Céceres, (2018) argumentan que, en las tareas realistas para dar la
solucion a la pregunta planteada, hace falta un razonamiento posterior que conecte el calculo
matematico con la situacién contextual. En consecuencia, las tareas matemaéticas en contextos

realistas posibilitan la validacion, pero es necesario que el participante haga uso del razonamiento
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posterior a la solucién para conectar los resultados con el contexto realista y les dé sentido. Al
respecto Zapata-Cardona (2020) identificd en su investigacién que los modelos creados por las
participantes a partir de la tarea matematica en contextos realistas tuvieron la funcion de validacion
que les permitié mejorar su célculo e interpretacion. Sin embargo, cuando algunos participantes
obtenian soluciones, no realizaban la validaciéon de los resultados como es el caso de Brayan.
Coincidiendo con Verdejo et al. (2021) algunos participantes no se mostraban familiarizados con
la necesidad de validar sus resultados, y consideraban finalizada la tarea matematica en el momento

de verbalizar la solucion.
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Conclusiones

Esta investigacion permitié evidenciar procesos de matematizacion que emergen de los
participantes cuando resuelven tareas realistas en ambientes diferentes al aula. Algunos de los
procesos que se hicieron evidentes fueron: conteo, tanteo, establecimiento de conexiones,
identificacion de patrones de recurrencia, identificacion de patrones de repeticion o reglas de
formacion, realizacion de representaciones pictoricas y numéricas, busqueda de atajos,
identificacion de estructuras numéricas y espaciales, argumentacion, identificacion y clasificacion
de informacién relevante, generalizacion, identificacibn de relaciones funcionales,
correspondencia, covariacion y formalizacion. Los procesos de matematizacion que emergieron
pueden ser un recurso para ayudar a los docentes a reflexionar sobre la ensefianza de las
matematicas y a comprender las maltiples estrategias que ponen en juego los estudiantes para llegar
a la formalizacion matematica. Los participantes usaron algunas veces procesos de matematizacion
primitivos que eran seguidos por procesos de matematizacién mas avanzados y complejos o partian
de procesos avanzados de formalizacion.

Los participantes lograron la transicion del uso de un lenguaje informal, basado en la
descripcion de la situacion contextual, a expresiones mas matematicas gracias a las tareas
matematicas en contextos realistas. Ademas, las soluciones presentadas en tareas de contextos
realistas no fueron Unicas, se pudieron evidenciar diferentes formas de formalizar. La variedad en
los procesos de formalizacion se dio gracias a que los participantes pusieron en juego diferentes
formas de identificar la informacién y de interpretarla. Las diversas rutas de formalizar podrian ser
un insumo importante para ayudar a los docentes a descubrir las estrategias alternas que usan los

estudiantes para resolver una tarea matematica.
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La tarea realista permite la validacion de las estrategias de los participantes y la
confrontacién de los resultados en la bdsqueda de sentido. La validacion de los resultados en el
contexto realista va a depender del razonamiento del estudiante en el desarrollo de la tarea. La
forma de validar o buscar la creacion de sentido en el desarrollo matematico fue la comprobacién
de la relacion funcional que se identifico en algunos términos de la secuencia.

Una posible implicacién de la investigacion es que el docente al ver los diferentes procesos
de matematizacion de los estudiantes pueda enriquecer el trabajo en el aula, implementando
estrategias como las tareas matematicas en contextos realistas. EI docente puede favorecer los
espacios de interaccion de los estudiantes para enriquecer las formas de solucionar una tarea
matematica con contexto realista en el aula. Los diferentes procesos de matematizacion que se
describen en este estudio pueden ser un insumo importante para orientar la reflexion en los procesos
de formacion de docentes frente al como, el qué, el cuando y el para qué de su ensefianza. Tener
una visién general del proceso por el que pasan los estudiantes es importante para avanzar en la
ensefianza. Los diferentes procesos de matematizacion aportan a los docentes informacién sobre
las estrategias de solucidn de los estudiantes a las tareas matematicas. Por lo cual, al docente o
investigador discutir y compartir los diversos procesos de matematizacion podrian generar espacios

de reflexion para futuras investigaciones.
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Aunque el trabajo de campo se realizd con estrategia virtual por la crisis debida a la
pandemia COVID-19, el marco de Educacion Matematica Realista fue pertinente y
posibilitd la reflexion evidenciando diversos procesos de matematizacion de los estudiantes.
Dicho hallazgo, abre las puertas a mas investigaciones con apoyo virtual que permitan
ampliar el horizonte conceptual en la educacion matematica y muy en especial de la
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