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Resumen

Este articulo reporta una experiencia en la que se estudio el aporte de las tareas realistas
inspiradas en la Educacion Matematica Realista a la comprension del residuo en la division
aritmética en poblacion infantil. Las participantes fueron tres estudiantes de la escuela pri-
maria (6 a 10 afios de edad) quienes resolvieron una tarea de division con residuo en un con-
texto realista. Las participantes fueron entrevistadas en un espacio por fuera del ambiente
escolar y se les aportd manipulativos como apoyo a la soluciéon y como herramienta para
hacer visible las estrategias usadas en el modelado. Los principales hallazgos revelan que
las tareas matematicas realistas tienen el potencial para promover la exploracion, construc-
cion e implementacion de algoritmos espontaneos en los estudiantes, parecen solucionar el
problema de la interpretacion del residuo en la division aritmética y promueven el modela-
do y la matematizacion dando acceso a una matematica mucho mas formal.

Palabras clave: Matematica realista, aritmética escolar, infancia, division

Abstract

This paper reports an experience that studied the contribution of realistic tasks inspired
by the Realistic Mathematics Education to the interpretation of the remainder in the arith-
metic division in young children. The participants were three primary school students (6 to
10 years old) who solved a division task with remainder in a realistic context. The partici-
pants were interviewed in a space outside the school environment and they were provided
with manipulatives to support the solution and as a tool to make visible the strategies used
in the modeling. The main findings reveal that realistic mathematical tasks have the poten-
tial to promote exploration, construction, and implementation of spontaneous algorithms
in students; seem to solve the problem of interpreting the remainder in arithmetic division;
and promote modeling and mathematization by giving access to much more formal math-
ematics.

Keywords: Realistic mathematics, school arithmetic, childhood, division
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INTRODUCCION

=,

Tradicionalmente, el curriculo de mate-
maticas en la escuela primaria ha buscado
que los estudiantes aprendan operaciones
aritméticas basicas (ver por ejemplo los Es-
tandares Bésicos de Competencias de Co-
lombia [Ministerio de Educacion Nacional,
2006] y The Common Core State Standard
Initiative —/niciativa de los Estandares Ba-
sicos Comunes de Estado— de los Estados
Unidos [National Governors Association
and Council of Chief State School Officers,
2010]). No obstante, la investigacion ha
mostrado que, en su paso por la educacion
obligatoria, los estudiantes aprenden un vas-
to cimulo de conocimientos matematicos a
los que son incapaces de darle un buen uso
(Freudenthal, 1991) y no logran conectar con
escenarios por fuera de la escuela (Bakker y
Derry, 2011; Zapata-Cardona, 2018).

Este problema podria estar relacionado
con la forma en la que tradicionalmente se
ha llevado a cabo la ensefianza de las mate-
maticas, que pone un fuerte énfasis en la so-
lucion de ejercicios rutinarios; el uso de pro-
blemas matematicos restrictivos en los libros
de texto; la fragmentacion del conocimiento
en partes sin sentido (van den Heuvel-Pan-
huizen, 2002); y la visidon mecanicista de la
matematica, que asume al hombre como un
instrumento similar a una computadora que
puede ser programado mediante la ejercita-
cioén para llevar a cabo operaciones mate-
maticas (Freudenthal, 1991). La literatura
ha mostrado que la matematica escolar en la
mayoria de los paises hace un mayor €nfasis
en el dominio de reglas matematicas basicas
que en la comprension (Vos, 2020) y que los
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libros de texto privilegian los procedimien-
tos por encima de las matematicas subyacen-
tes (Zapata-Cardona y Marrugo, 2019). Al
respecto, van den Heuvel-Panhuizen (2020)
sefiala que los libros de texto de la escuela
primaria en su mayoria contienen problemas
de calculo sencillos, pero las oportunidades
para la resolucion de problemas y el razona-
miento matematico son muy limitadas. Una
preocupacion similar fue sefialada por Gra-
vemeijer (2020), quien indic6 que los libros
de texto privilegian procedimientos que ge-
neran rapidamente respuestas correctas y se
invierte poco en el desarrollo matematico.
Esto hace que la aritmética que aprenden los
estudiantes de la escuela primaria se torne
poco relevante y poco funcional. El siglo
XXI requiere solucionadores de problemas
y equipar a los estudiantes con una base s6-
lida de conocimiento aritmético contextual
parece un punto de partida valioso (Kool,
2020).

Algunos autores (Cisternas Rojas, Gil
Llario, Ceccato, y Mari-Sanmillan, 2019)
han senalado que los estudiantes tienden a
confundir las operaciones aritméticas debi-
do a la baja capacidad para reconocer el pro-
ceso necesario y la falta de procesamiento
adecuado de la informacion. Otros autores
(Kaasila, Pehkonen y Hellinen, 2010) han
establecido que la comprension de la divi-
sion requiere una buena comprension de la
multiplicacion. No obstante, el problema
va mas alld de los aspectos técnicos de la
aritmética y también tiene que ver con las
formas de presentar la aritmética escolar en
la infancia.
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Se tiene la falsa creencia de que una
fuerte formacion aritmética serd suficiente
para que el aprendiz haga espontdneamente
la conexion con el mundo cuando tenga que
poner las herramientas aritméticas al servicio
de la solucion de problemas reales en escena-
rios futuros. A pesar de esto, académicos en
el area (Vicente, van Dooren, y Verschaffel,
2014) han establecido que muchos estudian-
tes pueden no presentar dificultades en la
aplicacion de operaciones aritméticas basi-
cas, pero estas si aparecen cuando resuelven
problemas realistas. Por ejemplo, Defranco y
Curcio (1997) propusieron una situacion de
division con residuo a un grupo de estudian-
tes a quienes pidieron encontrar el nimero
de autobuses necesario para transportar un
grupo completo a una fiesta. La situacion se
propuso en dos configuraciones diferentes:
en un contexto experimental restrictivo (solo
se les presentaba la situacion) y un contexto
experimental realista (debian hacer la reser-
va de los autobuses). Los resultados mos-
traron que 18 de 20 estudiantes fallaron en
la configuracion experimental restrictiva, al
ignorar el residuo de la divisién y redondear
por debajo el nimero de buses requerido.
No obstante, cuando la situacion atendio a
una configuracion experimental realista, 16
de los 20 estudiantes respondieron apropia-
damente. Estos resultados sugieren una re-
duccion de las dificultades de los estudiantes
cuando las situaciones se plantean en confi-
guraciones realistas, pero no en configura-
ciones restrictivas, como usualmente sucede
en la vida escolar. Silver, Shapiro y Deutsch
(1993) reportaron un estudio con una tarea

matematica similar en el cual solo 43% de
los participantes no hizo una interpretacion
apropiada del residuo en la division.

Los resultados obtenidos por Defran-
co y Curcio (1997) y por Silver, Shapiro y
Deutsch (1993) ofrecen informacion valio-
sa sobre la formacion matematica en la in-
fancia, en particular, con aquellos nifios que
no han tenido instruccion formal en los al-
goritmos aritméticos y, en general, con los
estudiantes de la escuela primaria para quien
urge que la aritmética escolar sea relevante.
Esto sugiere que las tareas realistas son alia-
das importantes en la formacion aritmética
en la infancia, particularmente en las tareas
de divisidon que requieren una interpretacion
del residuo. Esta idea se fortalece si se tiene
en cuenta la premisa de la Educacién Mate-
matica Realista que establece que las mate-
maticas deberian partir de contextos realistas
y centrarse en un conocimiento matematico
en la practica. Los estudiantes necesitan pro-
blemas matematicos realistas que tengan un
contexto significativo (Freudenthal, 1991).

En coherencia con las tensiones plan-
teadas, el objetivo de este articulo es pro-
poner algunas reflexiones sobre el rol de las
tareas realistas en la interpretacion del re-
siduo de la division aritmética y hacer una
descripcion de las matematicas que los ni-
flos de la escuela primaria ponen en juego
en la solucion. En ese sentido, la pregunta
de investigacion que se responde es {Coémo
contribuyen las tareas realistas en la infancia
a la interpretacion del residuo en la division
aritmética?

MARCO TEORICO

=,

La Educacion Matematica Realista es
una corriente didactica que nace en Holanda
en los afios 60" como respuesta a la ense-
flanza mecanicista de la aritmética que era

u]

comun en aquel pais. Esta corriente surge en
el Instituto para el Desarrollo de la Educa-
cion Matematica (IOWO por sus siglas en
holandés) —predecesor del Instituto Freu-
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denthal— y busca poner en cuestion el qué y
el como en la ensefianza de las matematicas,
enfocandose en el progreso del conocimien-
to de los estudiantes y en su comprension de
las matematicas. Sus origenes se remontan
a Freudenthal (1991), Gravemeijer (1994),
De Lange (1996) y van den Heuvel-Panhui-
zen (2002), pero en la actualidad varios aca-
démicos continuan trabajando en esta linea
de pensamiento (Gravemeijer, 2020; Kool,
2020; van den Heuvel-Panhuizen, 2020;
Voigt, Fredriksen y Rasmussen, 2020; Vos,
2020).

La Educacién Matematica Realista se
caracteriza por: (1) el uso privilegiado de
problemas contextuales; (2) el desarrollo de
modelos como estrategia para el progreso;
(3) los aportes de los estudiantes mediante
producciones y construcciones propias; (4)
la interaccion en el proceso de aprendizaje;
y (5) el entrelazado de los ejes del curriculo
(Alsina, 2009; van den Heuvel-Panhuizen,
2002). Esta corriente didactica plantea que la
ensefianza de la matematica debe ser contex-
tual, cercana a los estudiantes y socialmente
relevante para que pueda constituirse como
actividad y valor humanos (Freudenthal,
1991; van den Heuvel-Panhuizen, 2002). El
contexto se convierte en un vehiculo para
conectar lo concreto con lo abstracto. Lo
“realista” no solo hace referencia a la cone-
xi6n con el mundo real. Esto se aclara al te-
ner en cuenta que la expresion en holandés
“zich REALISEren” —de donde la corriente
toma su nombre— puede ser traducida como
“imaginar” (van den Heuvel-Panhuizen,
2002). En ese sentido, una tarea realista esta
relacionada con ofrecer a los estudiantes si-
tuaciones contextuales que puedan imaginar,
es decir, que puedan proyectar en su mente
(Sanchez-Barbero, Calatayud y Chamoso,
2019). La expresion “realista” no necesaria-
mente representa un “orden social” como es
entendida por Beswick (2011) o un vinculo

con la “vida-real” o “cercano a la realidad”
como es entendida por Vos (2020); las tareas
“realistas” pueden representar una relacion
con la vida cotidiana, con la fantasia, o con
un contexto artificial pero su esencia esta en
que tengan un significado para los estudian-
tes y que sean imaginables y recreables. La
realidad a la que se refiere Freudenthal no
vincula a alguna realidad externa preexisten-
te, sino a la realidad experiencial y autocons-
truida (Gravemeijer, 2020); lo que el senti-
do comun experimenta como real (van den
Heuvel-Panhuizen, 2002).

La Educacion Matematica Realista par-
te de situaciones contextuales que se usan
como mediadores del aprendizaje de las ma-
tematicas que luego son modeladas (usan-
do representaciones, esquemas, diagramas,
gréficas, simbolizaciones, ecuaciones, ex-
presiones verbales), dando lugar a la activi-
dad matematica que evoluciona de niveles
informales a niveles formales. Esta activi-
dad matematica se conoce con el nombre de
matematizacion. El modelo puede ser sim-
ple o sofisticado, pero siempre es emergente
y no predeterminado. Primero aparece como
un modelo de las estrategias informales de
los estudiantes en contextos situados, pero
este empieza a transformarse con la activi-
dad matematica y centra su atencion en las
relaciones matematicas involucradas. Los
modelos evolucionan de un “modelo de” ac-
tividad situada a un “modelo para” un razo-
namiento matematico formal. Como lo ex-
presa Gravemeijer (2020), “el modelo de la
actividad matematica informal evoluciona a
un modelo para el razonamiento matemati-
co mas formal™' (p.223), y esta evolucion se
da a lo largo de cuatro niveles de actividad:
(1) Actividad situada en una tarea que parte
de la realidad experiencial para los estudian-
tes; (2) Actividad referencial, los modelos
se refieren a la actividad en la configuracion
de la tarea; (3) Actividad general, los mo-
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delos se refieren a un marco de relaciones
matematicas; (4) Razonamiento matemdatico
formal, es independiente del soporte de mo-
delos para la actividad matematica.

El proceso de matematizacion se asocia
con la actividad matematica en la cual los es-
tudiantes usan herramientas matematicas (in-
formales o estandar) para organizar, analizar,
dar sentido y solucionar problemas realistas.
No obstante, la matematizacion también se
vincula con el proceso de reorganizacion
dentro del sistema matematico mismo, tal
como encontrar atajos, descubrir conexiones
entre conceptos y estrategias, y luego apli-
car esos descubrimientos a otras situaciones
(van den Heuvel-Panhuizen, 2002).

Para que la matematizacion tenga lugar,
a los estudiantes se les debe ofrecer tareas
contextuales en las que puedan organizar,

analizar y elaborar mediante herramientas
matematicas. Las tareas realistas no solo
funcionan como un campo de aplicacion
sino como una fuente para el proceso de
aprendizaje. Mientras se trabaja en una tarea
realista se desarrollan herramientas mate-
maticas y comprension matematica (van den
Heuvel-Panhuizen, 2002).

Segun Freudenthal (1991), la ensefianza
de las matematicas debe partir de contextos
y situaciones problematicas realistas, en el
sentido de que deben ser representables, ra-
zonables, imaginables para los estudiantes,
como generadores de su actividad matema-
tizadora —organizacion de la realidad con
medios matematicos—. Asi, Freudenthal se
refiere al contexto como “ese dominio de la
realidad, en el cual, alglin proceso de apren-
dizaje particular es revelado al aprendiz para
ser matematizado™ (p.73).

METODOLOGIA

Para responder a la pregunta de inves-
tigacion ;Como contribuyen las tareas rea-
listas en la infancia a la interpretacion del
residuo en la division aritmética?, se acu-
di6 a un paradigma cualitativo que busca
hacer evidente lo que esta oculto y entender
como los sujetos experimentan el mundo
(Creswell, 2013; Denzin y Lincoln, 2012).
La interpretacion del residuo en la divi-
sion aritmética es un proceso de naturale-
za cualitativo y se puede estudiar a partir
de formas en las cuales los participantes le
dan sentido, es decir, a partir de una mirada
cualitativa. Para tal fin, se disefi6 una ta-
rea aritmética realista fundamentada en la
Educacion Matematica Realista y se imple-
ment6 con los participantes.

La tarea

La tarea usada como estrategia para la
produccion de informacion fue inspirada
en resultados de investigacién que han re-
velado problemas sistematicos de los estu-
diantes en situaciones similares (Defranco y
Curcio, 1997; Itzcovich, Resia de Moreno,
Novembre y Becerril 2009; Silver, Shapiro
y Deutsch, 1993). Para resolver la tarea pro-
puesta en esta experiencia, las participantes
necesitaban traducir la situacion, modelarla,
matematizarla e interpretar apropiadamente
el residuo. Una tarea similar aparecio en el
National Assessment of Educational Pro-
gress [Evaluacion Nacional de Progreso
Educativo] (NAEP) en los Estados Unidos
(Carpenter, Lindquist, Matthews y Silver,
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1983) y los estudiantes, persistentemente,
ignoraron el residuo redondeando los resul-
tados por debajo cuando debian redondear
por encima. La tarea en cuestion es la si-
guiente: Un taxi tiene capacidad para cuatro
personas. Diecisiete personas quieren ir a
una fiesta jcuantos taxis se necesitan para
que todas las personas vayan a la fiesta?

En la aplicacion de la tarea, el interés no
estaba Uinicamente en el resultado final de la
tarea aritmética, sino en todo el proceso de
modelado y de matematizacion que las par-
ticipantes activaban para resolverla. En ese
sentido, la aplicacion de la tarea siguid un
método dialéctico.

No nos limitamos al método habi-
tual de ofrecer al sujeto estimulos sim-
ples a los que esperamos una respuesta
directa. [...] De esta manera, podemos
estudiar el proceso de llevar a cabo una
tarea con la ayuda de medios auxiliares
especificos; asi también podemos descu-
brir la estructura interna y el desarrollo
de los procesos psicologicos superiores®.
(Vygotsky, 1983, p.69)

Participantes

Las participantes de esta experiencia
fueron tres estudiantes (6 a 10 afios) de una
misma ciudad, todas de género femenino,
estaban matriculadas en el sistema educati-
vo colombiano en el nivel de la basica pri-
maria y —con autorizacion de sus padres
o tutores— aceptaron participar de forma
voluntaria. Dos participantes (Valeria y Sa-
manta) avanzaban en el primer periodo (de
cuatro posibles) del grado primero y una
(Andrea) avanzaba en el primer periodo (de
cuatro posibles) en el grado quinto. Valeriay
Samanta nunca habian tenido exposicion al
algoritmo de la divisiéon y Andrea era com-
petente en el algoritmo por una y dos cifras.
Las participantes no pretenden representar

a todos los estudiantes de la escuela prima-
ria, por consiguiente, no se considera una
muestra representativa y es necesario tener
precaucion con las conclusiones. Por el con-
trario, son una muestra conveniente debido
a la disponibilidad y cercania con la investi-
gadora y asi debe ser entendido.

Procedimiento

La implementacién de la tarea se lle-
vé a cabo en un lugar silencioso por fuera
del ambiente escolar con cada participante
a la vez. Se ofreci6 a las participantes ma-
terial manipulativo —en unos casos, cubos
de madera de un centimetro de arista y, en
otros, fichas de plastico— para que tuvieran
oportunidad de usarlos como herramienta de
modelado en caso de que fuera necesario y
para evidenciar sus estrategias. Toda la ac-
cion de las participantes en la resolucion de
la tarea fue grabada en video que capturaba
los gestos, la manipulacioén del material con-
creto y las estrategias de organizacion, mo-
delacion y matematizacion. La interaccion
entre la investigadora y cada participante
fue transcrita palabra a palabra para facilitar
el analisis. En la implementacion de la tarea
se le dio a cada participante la responsabi-
lidad de llegar a sus propias soluciones y
explicar su razonamiento. No hubo instruc-
cion directa, solo preguntas de seguimiento
y comprobacion o preguntas que solicitaban
detalles adicionales sobre su razonamiento
y acciones: ;Como lo hiciste? ;Qué quiere
decir esto? ;Entonces cuantos serian? ;Qué
haces con este?

Estrategia de andlisis

Los videos de las participantes resolvien-
do la tarea realista propuesta se revisaron de
forma cuidadosa una y otra vez. Se prestod
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especial atencion a los enunciados verbales
de las participantes ya que el discurso cons-
tituye la conciencia (Lerman 2001) y tiene
una funcion reguladora. También se tuvo en
cuenta las acciones de las participantes con
los materiales manipulativos como estrate-
gia que ayudara a hacer evidente la actividad
matemadtica. Con los videos se cre6 una se-
cuencia descriptiva de la actividad matemati-
cay se identificaron episodios cruciales para
un andlisis adicional. Los episodios cruciales
fueron comentados y luego contrastados con
el marco tedrico. El andlisis se centr6 en di-
ferentes procesos: (1) modelacion (2) mate-
matizacion (3) e interpretacion del residuo.
El andlisis fue inductivo con el objetivo de
senalar hallazgos basados en los datos em-
piricos recolectados (Hernandez, 2014). La
implementacion de la tarea con tres parti-
cipantes diferentes de forma independiente
funciond como criterio de credibilidad.

Resultados

A continuacion, se presentan los resul-
tados de la implementacion de la situacion
realista con cada una de las participantes.
Aparecen en su orden: Valeria, Samanta y
Andrea.

Valeria

A la participante se le presento la situa-
cion realista a resolver junto con diecisiete
manipulativos. La participante escucho las
instrucciones y us6 los manipulativos para
modelar la tarea. Inicialmente, la participan-
te se mostrd contrariada con la interpretacion
que debia dar al residuo de la division, pero
la actividad de modelacion con los manipu-
lativos le ayudod en una solucion creativa de
la situacion. El siguiente es el intercambio
entre la investigadora y la participante.

1 Investigadora: Un taxi tiene capacidad para cuatro personas. Diecisiete personas quieren ir a
una fiesta ;Cudntos taxis necesitan para estas personas trasladarse a la fiesta?
Valeria: [Escucha atentamente la situacion planteada y sin mediar palabra procede a

usar el material concreto disponible como apoyo para modelar el escenario en
2 cuestion. Hace grupos de cuatro como se muestra en la Figura 1 y queda con
una ficha en su mano] ;Por qué sobr6 una? [la participante se hace la pregunta

y piensa por un momento]

3 Valeria: [después de una extendida pausa] y este que sobro, lo mando en otro taxi
4 Investigadora: ;Solito?

5 Valeria: No

6 Investigadora: Entonces ;cuantos taxis necesitas?

7 Valeria: Uno mas, para que me lleve a este también con todos a la fiesta

Figura 1. Disposicion del material manipulativo organizado por Valeria.




EL ROL DE LAS TAREAS REALISTAS EN LA INTERPRETACION DEL RESIDUO DE LA DIVISION ARITMETICA l{:

Aunque Valeria no lo dijo de forma ex-
plicita, en el video es claro que por cada gru-
po de cuatro elementos que formo, ella aso-
cié un taxi. Asi, sus expresiones “otro taxi’
(intercambio 3 en la transcripcion) y “uno
mas” (intercambio 7 en la transcripcién) sig-
nifican un taxi adicional a los cuatro que ya
habia considerado por cada grupo de cua-
tro elementos que habia formado. Con ello,
Valeria necesitd cinco taxis para resolver la
situacion propuesta. Se resalta que, aunque
Valeria no habia recibido instruccién en el
algoritmo de la divisién, logré solucionar
exitosamente la tarea usando estrategias in-
formales y conocimiento experiencial.

La tarea realista tuvo aportes en el pro-
ceso de modelacion, en el proceso de mate-
matizacion y en la interpretacion del resi-
duo. Los manipulativos apoyaron el proceso
de modelado de la tarea y a llevar un control
del reparto equitativo. La ficha que inicial-
mente le sobro en su reparto ayudo a gestar

su pregunta “;por qué sobro una?” (inter-
cambio 2 en la transcripcion). Esta pregunta
funciond como una estrategia de validacion
de su modelo que posteriormente la llevo a
hacer ajustes para darle sentido a la activi-
dad matematica en el contexto de la tarea.
También fue evidente el uso de herramien-
tas matematicas como representacion del
problema, reparto justo para formar cuatro
grupos iguales, adicion repetida y relacio-
nes de correspondencia. Su expresion “para
que me lleve a este también con todos a la
fiesta” (intercambio 7 en la transcripcion)
indica que Valeria interpreto el residuo en el
contexto de la tarea realista.

Samanta

La situacion realista se presentd a la
participante junto con diecisiete manipula-
tivos. Samanta no tuvo ninguna duda con
respecto a la interpretacion del residuo de la
division. El siguiente es el intercambio en-
tre investigadora y participante.

Investigadora: Tienes diecisiete personas que quieren ir a una fiesta, y quieren ir en taxi.

8 Cada taxi tiene capacidad para cuatro personas ;Cuantos taxis necesitas
para que todas las personas vayan a la fiesta?

9 Samanta: [Usa las fichas para modelar la situacion. Hace grupos de cuatro fichas
como aparece en la Figura 2]

10 Investigadora: ;Qué quiere decir esto? [sefialando uno de los grupos de cuatro]

11 Samanta: Que hay cuatro personas en el taxi y una en la parte de adelante

12 Investigadora: Ah, comprendo

13 Investigadora: [Después de una pausa] ;Entonces cuantos taxis van aca?

14 Samanta: [Cuenta cada uno de los grupos de cuatro y cuenta también la ficha indivi-

dual] uno, dos, tres, cuatro y cinco.

Figura 2. Disposicion del material manipulativo por parte de Samanta.
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En el desarrollo de la tarea se evidencid
que Samanta usé repartos equitativos como
estrategia para encontrar la solucion. Cuando
la participante expresé “hay cuatro personas
en el taxi y una en la parte de adelante” (in-
tercambio 11 en la transcripcion), sefiald uno
de los grupos que habia formado con cuatro
elementos del material manipulativo y us6 su
conocimiento no matematico referido a un
taxi. En su ciudad, un taxi tipico tenia capa-
cidad para transportar cuatro personas: una
en la parte delantera y tres en la parte trasera.

Asi, ella vinculd este conocimiento ex-
periencial —no matematico— para dar sen-
tido a la situacion. Con la expresion “hay
cuatro personas en el taxi y una en la parte
de adelante” (intercambio 11 en la transcrip-
cion), Samanta también comunico su inter-
pretacion de la tarea y la traduccion que hizo
de la situacion contextual al mundo matema-
tico y dio a entender su estrategia de modela-
cion. Al final, cuando cont6 hasta cinco (in-
tercambio 14 en la transcripcion), Samanta
aplicd una relacion de correspondencia don-
de a cada grupo de cuatro elementos —y al
elemento solitario— le asign6 un taxi. Este
ejercicio de correspondencia, al igual que
con la adicién repetida y el conteo, es una
herramienta matematica que hace evidente el
proceso de matematizacion. Estas surgieron
como actividad situada en la experiencia de
la participante, a un nivel elemental, pero se
consideran como precursoras de un desarro-
llo més formalizado de la divisién aritméti-

ca. Al terminar el modelado de la situacion
realista con el material manipulativo y poner
en juego herramientas matematicas, Saman-
ta no tuvo dudas al considerar el residuo de
la divisién como elemento de esa relacion de
correspondencia. Ella interpretod el residuo
de ese reparto en términos de la situacion re-
alista. El hecho de considerar un taxi para el
pasajero solitario da cuenta de ello.

Andrea

Se le presento la situacion realista a An-
drea —Ila participante de nivel académico
mas alto— ademas de diecisiete manipulati-
vos para usar en caso de ser necesario. Cuan-
do se enfrentd a resolver la situacion por
primera vez, el proceso de matematizacion
sucedid mentalmente y no fue verbalizado.
La investigadora no pudo observar las estra-
tegias que tuvieron lugar alli porque la par-
ticipante, aunque us6 los manipulativos dis-
puestos, no dejo ver una clara organizacion
en su disposicion final (Figura 3). A pesar de
que la estrategia con los manipulativos no fue
suficientemente clara, la participante sefiald
que se necesitaban cuatro taxis. La investiga-
dora tuvo que interrogar a la participante para
que ofreciera detalles sobre las estrategias de
modelado y matematizacion. En esta nueva
oportunidad, Andrea us6 los manipulativos
para explicar su estrategia, se dio cuenta de
su error y ajustd su respuesta inicial a cinco
taxis. El siguiente es el intercambio entre la
investigadora y la participante.

Figura 3. Disposicidn inicial de los manipulativos por parte de Andrea.
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15 Investigadora: Diecisiete personas van a ir a una fiesta, van a ir en taxi. Cada taxi
tiene capacidad para cuatro personas ;Cuantos taxis se necesitan?

16 Andrea: [Usa los manipulativos, pero no es clara su estrategia. Figura 3] Cua-
tro

17 Investigadora: ~ Cuéntame ;como lo hiciste?

18 Andrea: Sumé cuatro, mdas cuatro, mas cuatro, mas cuatro y asi. Por
ejemplo [toma las fichas y hace grupos de cuatro elementos. Figura
4], cuatro serian un taxi, otros cuatro, dos taxis, otros cuatro tres,
taxis, y otros cuatro, cuatro taxis. Sobraria una [la participante
hace un gesto que da a entender que hay algo extrafo en su
razonamiento que no la deja completamente satisfecha].

19 Investigadora:  ;Entonces qué haces con esa persona?

20 Andrea: Tengo que conseguir otro taxi

21 Investigadora: ~ ;Entonces cuantos taxis serian?

22 Andrea: Cinco

Figura 4. Disposicion de los manipulativos por parte de Andrea después de ser interro-

gada.

Aunque Andrea era la tnica participante
con experiencia en el algoritmo de la divi-
sion, su primera respuesta se baso en el uso
mental de sumas repetidas y hechos numéri-
cos que la llevaron a un resultado errado en el
que interpretd equivocadamente el residuo.
Cuando la investigadora le pidi6é explicar su
razonamiento model6 con los manipulativos
formando cuatro grupos de cuatro y un ele-
mento solitario. Esta nueva representacion le
permitié ver fisicamente el residuo y otor-
garle una interpretacion en el contexto de la
tarea. Andrea ajusto su respuesta inicial y ex-
preso “Tengo que conseguir otro taxi” (inter-

cambio 20 en la transcripcion). Andrea usod
herramientas como: traduccion de la tarea
del mundo real al mundo matematico, adi-
cion repetida, hechos numéricos, relacion de
correspondencia entre cada grupo de cuatro
(y el elemento solitario) con un taxi. Estas
herramientas hacen evidente el proceso de
matematizacion que tuvo lugar. En ese pro-
ceso interactivo de modelado y matematiza-
cion, Andrea tuvo la oportunidad de explicar
su respuesta, reflexionar y hacer los ajustes
que revelaron su avance. Modelado y mate-
matizacion funcionaron como puentes entre
la tarea contextual y la actividad matematica.



Lucia ZAPATA-CARDONA

Discusion

El trabajo con manipulativos se vio re-
presentado en las soluciones a la tarea rea-
lista que dieron Valeria y Samanta. Andrea
solo uso los manipulativos cuando fue cues-
tionada por la investigadora y era la tnica
participante con instruccion formal en el al-
goritmo de la division; no obstante, no uséd
el algoritmo formal sino otras habilidades
informales para encontrar la respuesta ini-
cial. Al respecto van den Heuvel-Panhuizen
(2002) sostiene que “los contextos que tie-
nen potencial para el modelado funcionan
como potentes dispositivos para cerrar la
brecha entre las matematicas informales y
las mas formales* (p.11). Solo cuando An-
drea uso los manipulativos para explicar su
solucion, representd la situacion con un mo-
delo —cuatro grupos de cuatro y un elemen-
to solitario— que le permitid reconocer su
error y ajustar su respuesta. Alli, el modelo
tuvo la funcion de validacion que le permi-
ti6 mejorar su calculo e interpretacion. Al
respecto, van den Heuvel-Panhuizen (2002)
reconoce que los modelos se originan de si-
tuaciones que funcionan como puentes a ni-
veles mas elevados de comprension. En este
mismo sentido, Gravemeijer (2020) sostie-
ne que los modelos visuales y tactiles han
sido poderosas herramientas para apoyar el
aprendizaje para la comprension. Este es un
hallazgo en favor de los materiales mani-
pulativos para la modelacion. Aun para in-
fantes que tengan un razonamiento mental
interiorizado (como el de Andrea), los ma-
teriales manipulativos son una herramienta
de modelado que apoya en la explicacion,
justificacion, ejemplificacion, validacion y
confrontacion del razonamiento. Aunque el
proposito de la Educacion Matematica Rea-
lista es que los estudiantes usen el modela-
do para avanzar en los diferentes niveles de

actividad matematica, el uso de los manipu-
lativos se configura como una herramienta
esencial en ese modelado.

La tarea realista con el apoyo de los
manipulativos también ofrecid oportunida-
des de matematizacion. Las participantes
pusieron en juego tanto herramientas ma-
tematicas informales como formales: con-
teo, reparto justo, adicion repetida, hechos
numéricos y relaciones de correspondencia.
El apoyo de los manipulativos hizo eviden-
te las relaciones de correspondencia que de
otra forma no hubiese sido posible; todas
estas herramientas fueron situadas en la ta-
rea matematica. Es de resaltar que la tarea
realista y los manipulativos fueron claves
para que las herramientas matematicas que
emergieron para la representacion, analisis y
solucion tuvieran un sentido en términos del
contexto. Se hace claro el llamado de algu-
nos autores a ver las matematicas integradas
en la actividad matematica: “el punto focal
no deberia estar en las matematicas como un
sistema cerrado sino en la actividad, en el
proceso de matematizacion™ (van den Heu-
vel-Panhuizen, 2002, p.3). La tarea realista
también permiti6 evidenciar diferentes ni-
veles de matematizacion. Mientras Valeria
y Samanta usaron herramientas matemati-
cas basicas dentro de la actividad situada,
Andrea uso herramientas mas sofisticadas
usando relaciones matematicas. Asi, la tarea
realista impulsé diferentes niveles de mate-
matizacion. Al respecto es relevante desta-
car el pensamiento de van den Heuvel-Pan-
huizen (2002) quien establece que las tareas
realistas no solo funcionan como un campo
de aplicacion, sino como una fuente de pro-
greso para el aprendizaje. Mientras se traba-
ja en una tarea realista se pueden desarrollar
herramientas y comprension matematica.
En un sentido similar, la utilizacion de dife-
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rentes herramientas matematicas en la solu-
cion de una tarea hace posible multiples mo-
dos de matematizar las situaciones usando
diferentes modelos y lenguajes (de Lange,
1996; Gravemeijer, 1994). Asi mismo, se ha
destacado el valor de las estrategias mate-
maticas informales para encontrar una solu-
cidén exitosa a una tarea realista, las cuales
se consideran herramientas que dan cuenta
del proceso de matematizacién (Gravemei-
jer, 2020).

El problema del residuo en los proble-
mas de division aritmética ha sido amplia-
mente estudiado (Carpenter, Lindquist,
Matthews y Silver, 1983; Defranco y Cur-
cio, 1997; Silver, Shapiro y Deutsch, 1993)
evidenciando coincidencias en las dificulta-
des de los participantes al aportar una inter-
pretacion coherente. Al respecto, las tareas
realistas parecen ser escenarios propicios
para aumentar las posibilidades de otorgar
una interpretacion mas contextual. Expre-
siones como “Uno mas, para que me lleve
a este también con todos a la fiesta” (inter-
cambio 7 en la transcripcion) y “Tengo que
conseguir otro taxi” (intercambio 20 en la
transcripcion), sugieren que las participan-
tes interpretaron el resultado en términos del
contexto. Esto coincide con declaraciones
de autores como van den Heuvel-Panhuizen
(2002), quien resalta que el contexto dota de
significado al resultado. Esto se torna aun
mas llamativo si se tiene en cuenta las parti-
cipantes que no habian recibido instruccion
formal en el algoritmo de la division. Ellas
usaron las herramientas disponibles —con-
teos, repartos equitativos, sumas repetidas,
conocimiento experiencial— para solucio-
nar y dar sentido a la tarea realista y activa-
ron sus recursos para aproximarse a la divi-
sion como un reparto e interpretar el residuo
en términos contextuales.

Los resultados de esta experiencia su-
gieren una perspectiva diferente en compa-
racion con estudios anteriores que han esta-
blecido que es poco probable que los nifios
tengan éxito en la division si no tienen una
buena comprension de los conceptos subya-
centes a las habilidades de multiplicacion
(Cisternas Rojas, Gil Llario, Ceccato, y Ma-
ri-Sanmillan, 2019) y que la comprension de
la division requiere una buena comprension
de la multiplicacion (Kaasila, Pehkonen y
Hellinen, 2010). En un sentido argumenta-
tivo similar:

Los clasicos de la literatura psico-
logica, como las obras de Binet y otros,
suponen que el desarrollo es siempre
un requisito previo para el aprendizaje
y que si las funciones mentales (opera-
ciones intelectuales) de un nifio no han
madurado en la medida en que es capaz
de aprender un tema particular, entonces
ninguna instruccion resultara 1til. Te-
mian especialmente la instruccion pre-
matura, la enseflanza de un tema antes
de que el nifo estuviera listo para ello.
Todo el esfuerzo se concentr6 en encon-
trar el umbral mas bajo de la capacidad
de aprendizaje, la edad a la cual un tipo
particular de aprendizaje se hace posible
por primera vez®. (p.72)

Esta experiencia mostrd que aun sin ha-
ber desarrollado el algoritmo formal de la
division, las participantes lograron dar solu-
cion satisfactoria a la tarea propuesta en un
escenario realista. En contraste, los hallaz-
gos de esta experiencia confirman que “los
nifios tienen su propia aritmética preescolar”
(Vygotsky, 1983, p.76). Es decir, los nifios
en sus experiencias previas a la vida escolar
desarrollan ideas matematicas como el sen-
tido de numero (van den Heuvel-Panhuizen
y van den Boogaard, 2008) y el sentido de
reparto justo que usan como herramientas
informales en su actividad matematica. Al
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respecto, la escuela debe potenciar estas ex-
periencias previas para favorecer el desarro-
llo espontaneo que posteriormente den lugar

a los procesos emergentes mas formalizados
de modelacion y matematizacion.

CONCLUSIONES Y LIMITACIONES

Las reflexiones originadas en esta ex-
periencia mostraron el potencial de los con-
textos realistas en la infancia en la interpre-
tacion del residuo de la division aritmética.
También se hicieron evidentes los procesos
de modelacion y matematizacion que tienen
lugar cuando los estudiantes de la escuela
primaria dan soluciones creativas a situacio-
nes realistas.

Los resultados de esta experiencia per-
miten sugerir que las tareas matematicas
realistas —como la propuesta aqui— con
apoyo de materiales manipulativos (1) po-
drian ser escenarios para que los estudiantes
exploren, construyan e implementen algorit-
mos espontaneos; (2) parecen solucionar el
problema de la interpretacion del residuo en
la division aritmética; (3) podrian funcionar
como promotoras del modelado y la mate-
matizaciéon dando acceso a una matematica
mucho mas formal.

Una limitacién de esta experiencia es el
nimero reducido de participantes. Como se
indicé en el componente metodoldgico, las
participantes fueron una muestra convenien-
te y, por lo tanto, los juicios derivados de
ella deben ser formulados con precaucion.
Seria interesante llevar a cabo esta experien-
cia con un numero mayor de participantes
que sean representativos de la basica pri-
maria para determinar si los hallazgos son
consistentes.

Otra limitacion de esta experiencia es
que se llevd a cabo por fuera del ambiente

escolar, en un ambiente artificial que no se
asemeja a la realidad de la escuela. No obs-
tante, los hallazgos sugieren que las situacio-
nes que se presentan en contextos realistas
tienen el potencial para poner en juego ma-
tematicas espontaneas de los participantes
y para activar recursos matematicos que no
estaban disponibles. Esto es, las situaciones
dentro de un contexto realista pueden con-
vertirse de forma eventual en la puerta de
acceso a un conocimiento matematico for-
mal. La investigacion futura podria explorar
variadas situaciones realistas en ambientes
escolares y contrastar la consistencia con los
hallazgos presentados en esta experiencia.

Otra limitacion tiene que ver con la na-
turaleza transversal de esta experiencia. Un
corte transversal solo describe el fenomeno
de interés en un momento en particular. Es
claro que el propdsito de la Educacion Ma-
tematica Realista es de naturaleza longitudi-
nal en el sentido que el estudiante, al enfren-
tarse a diferentes situaciones contextuales,
se expone a multiples oportunidades para
poner en accion el conocimiento matemati-
co intencionado y para el progreso matema-
tico. En consecuencia, la investigacion en
educacion matematica necesita robustecer el
conocimiento cientifico con estudios de na-
turaleza longitudinal que puedan mostrar la
historia completa del uso de la matematica
realista en la infancia y de la emergencia del
modelado y la matematizacion en la division
aritmética.
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NortAs

1. Traduccion de la autora. “The model of informal mathematical activity develops into a model for more

formal mathematical reasoning.”

2. Traduccion de la autora. “Contexts then means that domain of reality, which in some particular learning
process is disclosed to the learner in order to be mathematised.”

3. Traduccion de la autora. “We do not limit ourselves to the usual method of offering the subject simple
stimuli to which we expect a direct response. [...] In this way, we are able to study the process of accom-
plishing a task by the aid of specific auxiliary means; thus we are also able to discover the inner structure
and development of the higher psychological processes.”

4. Traduccion de la autora. “Contexts that have model potential serve as an important device for bridging this
gap between informal and more formal mathematics.”

5. Traduccion de la autora. “The focal point should not be on mathematics as a closed system but on the

activity, on the process of mathematization.”

6. Traduccion de la autora. “Similarly, the classics of psychological literature, such as the works by Binet and
others, assume that development is always a prerequisite for learning and that if a child’s mental functions
(intellectual operations) have not matured to the extent that he is capable of learning a particular subject,
then no instruction will prove useful. They especially feared premature instruction, the teaching of a sub-
ject before the child was ready for it. All effort was concentrated on finding the lower threshold of learning
ability, the age at which a particular kind of learning first becomes possible.”
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