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Introduccion

En los ultimos afios la mecédnica cuantica ha sido una de las ramas de la fisica més prometedoras,
debido a su amplia gama de aplicaciones practicas y tedricas [SN14; Sak06], la cuantizacién de
distintas cantidades fisicas como la energia, el momentum angular y los campos electromagnéticos
a bajas energias permiten describir los procesos de interaccion de los materiales con los campos a
un nivel atémico y molecular de una forma bastante precisa [SZ99; BJ03]. Particularmente, para
calcular las propiedades épticas como la susceptibilidad y el indice de refraccién, un formalismo
cudntico desvela comportamientos lineales y no lineales que no pueden ser obtenidos a partir de
formalismos clésicos [Boy20; DH14].

Uno de los modelos més importantes para modelar la interaccién de la materia con las ondas
electromagnéticas de bajas energias es el modelo de Jaynes-Cummings [JC63; SK93| que ofrece una
gran precisién para modelar los acoples de los campos electromagnéticos cuantizados y la materia,
esto la convierte en una de las descripciones tedricas mas importantes de la electrodinamica cuédntica
de cavidades y la dptica cudntica [GKL13; Lar07].

Los sistemas cuanticos pueden modelarse a través de un formalismo de operador densidad [Fan57]
que permite modelar efectos de disipacién y decoherencia [Sch05; Zur03] propios de los sistemas
abiertos a través de ecuaciones maestras [BP02; Man20]. Los sistemas abiertos suelen presentar
dindmicas que llevan a un estado cuantico estacionario que puede ser calculado mediante formalis-
mos perturbativos o exactos [Fer00; Tar02; Fri78] que depende usualmente de las tasas de disipacién
y bombeo a las cuales esta sometido el sistema lo que puede ser aprovechado para multiples aplica-
ciones [Alb18].

Una de las aplicaciones de los estados cuanticos estacionarios consiste en modificar las propieda-
des 6pticas de los materiales utilizando interferencia cuéntica [SZ99; Boy20], es posible suprimir los
efectos de dispersion y absorcién sobre la luz incidente, cuando la interferencia entre los canales de
emisiéon es destructiva, este efecto es conocido como transparencia inducida electromagnéticamente
[BIHI91; FIMO05; Mar98], donde la interferencia provoca cambios en el indice de refraccién del ma-
terial eliminando su capacidad de absorcién y dispersiéon a uno de los campos [LI01; HFI90], estos
efectos han sido ampliamente estudiados y aplicados en sistemas atémicos de tres niveles tipo A en
cavidades 6pticas [FIMO05; Miic+10] y estructuras semiconductoras més complejas como moléculas
de puntos cudnticos [Wei+12].

Un punto cuédntico semiconductor es una heteroestructura que permite el movimiento de elec-
trones confinados en un espacio 3 dimensional y por lo tanto poseen un espectro de energia discreto
[WW14; Wan+07; Alo+07]. Las moléculas de punto cuéntico se forman acoplando dos o més puntos
cuanticos y usualmente son llamadas moléculas artificiales que poseen propiedades y aplicaciones
muy interesantes en el régimen de interaccién dipolar [Yos+04; Hen+07]. Las estructuras semicon-
ductoras, como las moléculas de punto cuantico presentan fenomenologia interesante, pues se han
observado acoples fuera de la resonancia en experimentos de fotoluminiscencia [Kan+08; Lau+11],
estos acoples son atribuidos a multiples fenémenos como el desfase puro [AGP09] y las interacciones
electrén-fonén [Hoh10; Hoh+09; Hug+11] y se ha demostrado que estas interacciones extienden el
rango de disonancia en el cual los puntos cuanticos pueden acoplarse a campos externos [Maj+11].

En este trabajo exploramos la dindmica de los puntos cuanticos acoplados a campos en resonancia
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y fuera de la resonancia, incluyendo a su vez los efectos de disipacién y decoherencia y los acoples
no resonantes como las interacciones electrén fonén a nivel de la ecuaciéon maestra y en busca
del estado estacionario, se propone un formalismo de cuadro rotante que elimina las dependencias
temporales en los hamiltonianos de los campos cldsicos o cuanticos externos que pueden generar. A
partir de este punto se calculan propiedades 6pticas como la susceptibilidad y el indice de refraccion
a través de métodos aproximados como teoria de perturbaciones y métodos exactos, en funcion de
las distintas tasas y niveles de energia del sistema de puntos cuanticos, desvelando comportamientos
similares a los gases atomicos, donde sus propiedades épticas se van modificadas, como por ejemplo
la transparencia inducida electromagnéticamente. Ademds numéricamente se exploran los efectos
de acoples no resonantes sobre sistemas con radiaciéon cuantizada.



Capitulo 1

Dinamica en el formalismo del
operador densidad

En mecédnica cudntica algunos problemas pueden solucionarse de forma exacta, gracias a la
estructura de los Hamiltonianos que describen los sistemas y sus interacciones con agentes exter-
nos como por ejemplo campos electromagnéticos [SN14; Sak06]. Sin embargo, existen numerosos
problemas donde la solucién exacta esta lejos del alcance. Para solucionar este tipo de sistemas e
interacciones existe la posibilidad de utilizar aproximaciones de tipo perturbativas, que permiten
una descripcién de los fendmenos fisicos a distintos 6rdenes. Particularmente los fenémenos de la
Optica cuantica no lineal aprovechan este formalismo con dependencia temporal explicita para en-
contrar valores esperados de cantidades de interés como la susceptibilidad x?), donde (7) es el orden
de la perturbacién, que a medida que aumenta, revela distintos comportamientos de la materia en
presencia de campos electromagnéticos [Boy20| como veremos més adelante.

1.1. Teoria de perturbaciones

Supongamos un sistema cudntico descrito por un hamiltoniano H(t) dependiente del tiempo el
cual podemos dividir en dos partes

H(t) = Hy + V(t); (1.1.1)
de los cuales el primer término Hy es independiente del tiempo y conocemos sus autoestados
Hy|n) = E, |n), (1.1.2)

mientras que el segundo término V' (¢) contiene la dependencia temporal y la informacién de las
interacciones con agentes externos.
Cuando V(t) = 0 los autoestados |n) poseen una evolucién temporal estacionaria trivial descrita
iHqt
por el operador e~ . Sin embargo, de forma general cuando V' (t) # 0 el problema dejara de ser

trivial y la evolucion temporal de las poblaciones y coherencias de manera general, no es estacionaria
PH ()t

y ya no podré ser descrita por e~ #» , debido a que el operador H(t) no conmuta necesariamente
a diferentes tiempos. En general el estado del sistema en cualquier tiempo ¢ puede ser descrito
mediante un formalismo de operador densidad

(1) =S pum(t) ) ()] (1.1.3)

donde toda la dependencia temporal es descargada sobre las poblaciones py,, (t) y coherencias pym, (t),
y para el sistema cerrado de manera general la evolucién temporal se rige bajo la ecuacion de
Schrodinger

ihp = [H(t), p]. (1.1.4)

6
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Es conveniente solucionar la ecuacién de cada elemento de matriz del operador densidad. Esto
se consigue haciendo la proyeccién (n|...|m) sobre la ecuacién (1.1.4), quedando de la forma:

k
La perturbacién al sistema descrito por Hg es descrita por el potencial V', en general V tiene una
dependencia explicita del tiempo y ademaés puede depender de varios pardmetros. La perturbacion
puede calcularse a distintos 6rdenes de V' y en algunos casos es interesante considerar la perturbacién
en funciéon de una pequena parte de V. Para introducir esta idea dividiremos V en la suma de la
contribucién no perturbativa y la contribucién perturbativa proporcional a un parametro \. Note
que la contribucién no perturbativa, no necesariamente es parte de Hy

V=vO vl (1.1.6)

El paso siguiente tiene que ver con el operador densidad p, el cual puede ser expandido en una serie de
potencias en funcién del parametro A, en este paso se debe tener sumo cuidado con la convergencia
de la serie, pues las sutilezas de las teorias perturbativas suelen esconder grandes problemas de
convergencia y llevar a resultados erroneos, dando lugar a una teoria de perturbaciones no regular
o singular [Fer00]. Los coeficientes de la serie de potencias del operador densidad de j-ésimo orden

)

prim se relacionaran con el operador densidad total como
p=>_pIN =" pD) ()N |n) (ml, (1.1.7)
=0 j=0n,m

y teniendo en cuenta la ecuacién (1.1.3) los elementos de matriz del operador densidad, es decir las
poblaciones y coherencias, expandidas por la perturbacion son:

S, (115)
5=0
por lo tanto la ecuacién (1.1.5) se transforma en:
Zzhp N =3 (Ex DN DD IV o, = PAVEDIN + (Vo oil), = el Vi
j=0 =0 k
(1.1.9)

Las ecuaciones perturbativas se toman segtn las potencias del parametro \. La primera contri-
bucién de interés es el orden de perturbacién 7 = 0, donde se encuentra la solucién sin perturbacion,
es decir, en este escenario la contribucién perturbativa del potencial V() no tiene un rol dindmico
sobre las coherencias y poblaciones. La ecuacién a orden j = 0 segtn (1.1.9) es:

ihp, = (Bn = En)piSh + Z ok Pl = Pt Vi) - (1.1.10)

km

Esta ecuacién cargard la informaciéon fundamental de la evolucién sin perturbacién del sistema.
Notemos que el hecho de que V(9 aparezca, indica que no necesariamente los autoestados de Hy se
comportan como estados estacionarios, de hecho, la dependencia temporal explicita de V' en términos
generales, puede aparecer en ésta porcién del potencial. A este orden el estado estacionario es de
particular interés, ya que es el estado natural donde se encontrara el sistema antes de encender
la perturbacién. La dependencia temporal explicita del potencial no perturbativo, convierte esta
discusion en un problema no trivial, por lo que la discusién acerca del estado estacionario se retomars
en secciones posteriores. El orden superior (j > 1) también puede encontrarse de (1.1.9) como:
z'hp'g) (En — Em + Z nk pkm pizjk)v( )) (V(li)P( Y Pik UV(l))]’ (1.1.11)

km km
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estos ordenes superiores j > 1 tienen la particularidad de que exponen una dependencia del estado
a un orden inferior j — 1, acoplando la evolucién temporal de forma que a medida que se aumentan
los 6rdenes de aproximacion, mas informacién dindmica se ira revelando, aislando las contribuciones
dinamicas de la perturbacién en cada orden. En 6ptica no lineal cantidades como la susceptibilidad
tendran una conexién directa con la teoria de perturbaciones.

En este punto es muy importante tener en consideracién todos los cuidados sobre la convergencia
de la teoria de perturbaciones, pues en (1.1.7) se ha asumido la convergencia de la serie de potencias
para p, lo que acarrea problemas matematicos complejos que no saltan a la vista. Por fortuna, estas
sutilezas matematicas estan en su mayoria contenidas en la dependencia temporal explicita de V' (1),
y muchas veces con un simple cambio de variable que sacrifica el estado estacionario global del
sistema, por un estado rotante cuasi-estacionario, se mostrard que es un tratamiento suficiente para
evitar caer en errores que invaliden completamente los resultados [Fer(00].

1.2. Transformacion al cuadro rotante

1.2.1. Transformacién directa

Al igual que los cuadros dinamicos de Schrodinger y Heisenberg, el cuadro rotante ofrece ventajas
particulares sobre la visién dindmica de los fenémenos cuanticos. Por defecto sabemos que p es el
estado del sistema en el cuadro de Schrédinger, y de manera general, es totalmente dependiente del
tiempo. Supongamos por un momento que V = 0, en este escenario la ecuacion de los elementos
de matriz del operador densidad (1.1.5) toma una forma totalmente desacoplada y la solucién
general de la dindmica de poblaciones y coherencias estard dada por ppm(t) = ppm(0)e~nrmt con
Whm = % Esta solucién ademas de claramente depender de su condicién inicial, también tiene
una particularidad y es que la fase exponencial e~“nm? prohibe que las coherencias del operador
en este cuadro puedan ser estacionarias; en el caso general con V # 0 existird una transformacién
unitaria sobre (1.1.5) de la forma:

Prm = Prme’ ™™t (1.2.1)

tal que la dependencia explicita del tiempo de la ecuacién serd eliminada por completo. El valor
de oy, debe cumplir entonces dos propiedades esenciales, pues se debe preservar la hermiticidad
y la traza del estado p. Es facil ver qué a; = —an, v por lo tanto la transformacion para
las poblaciones estard mediada por el parametro «,, = 0, conservando tanto las probabilidades
Pnn = Pnn v la hermiticidad de p.

Para que la transformacién sea exitosa analizaremos el caso comun en que Vi, = ~nmeif3"mt, en
este caso la ecuacién (1.1.5) se convertird en:

ihﬁnmeianmt = h(wnm + anm)ﬁnmeianmt + Z(Vnkﬁkmei(ﬂnk—i_akm)t - ﬁnkamei(ank+ﬂkm)t) ) (122)
k

teniendo en cuenta que si Vj,;,, = 0 el valor de B,,, estd indefinido y por lo tanto tiene infinitas
posibilidades. Por tltimo también es importante notar que como p y V son operadores hermiticos
Umn = —Qpm Y Bmn = —Bnm. Para este caso, con el fin de eliminar la dependencia temporal, que
estd contenida en las exponenciales, la ecuacién (1.2.2) arrojard la relacién:

Qpm = Bk + Qem = Qnk + Brm » (1'2'3)
de la cual gracias a la hermiticidad de V' y p, utilizando que vy, = 0 se cumplird que
AQm = _6mk - /Bkm . (124)

Finalmente se obtendra la relacién:
Apm = IBnk - IBmk y (125)



CAPITULO 1. DINAMICA EN EL FORMALISMO DEL OPERADOR DENSIDAD 9

que se debera cumplir para todo k. De esta forma, la ecuacion diferencial se convertird en una
nueva ecuacién sobre los coeficientes de p al cual llamaremos como el operador densidad en el
cuadro rotante y cuyas componentes evolucionan segin una ecuacion diferencial que no depende
explicitamente del tiempo

k

Cabe notar que las ecuaciones (1.1.5) y (1.2.6) tienen la misma estructura, la tnica diferencia
estd en el término proporcional a py., que se vera convertido de wWpm & Wpm + @nm ¥ que la ecuacién
diferencial en el cuadro rotante perdera toda su dependencia temporal explicita. Esta particularidad
brinda beneficios en la teorfa de perturbaciones ya que la estructura de (1.1.10) y (1.1.11) no sé vera
modificada en exceso y la pérdida de la dependencia temporal, brindara beneficios adicionales para
analizar el estado estacionario, ya que en las ecuaciones dindmicas, al perder la dependencia temporal
explicita, la teoria perturbaciones sobre py., se convertird en una teoria regular, sin problemas de
convergencia y permitird un andlisis més riguroso de los distintos érdenes de interaccién con el
agente perturbativo. Visto desde el cuadro rotante, el estado es estacionario y se corresponde a
un estado cuasi-estacionario en el cuadro de Schrédinger, ya que teniendo en cuenta (1.2.1), la
informacién de la dependencia temporal explicita estard completamente contenida en la fase e?nm?
y las amplitudes gy, tendran una dindamica mas sencilla que las amplitudes p,,, pero seguirdn
teniendo una conexién directa.

1.2.2. Transformacién unitaria general

Otra manera de pensar la transformacion al cuadro rotante es partir de la ecuacion de Schrodin-
ger (1.1.4) en el cuadro de Schrodinger. Siimponemos que el operador densidad en el cuadro rotante
p sea una transformacién unitaria del operador en el cuadro de Schrédinger p tal que p = UpUT,
entonces satisface una ecuacién de Schrédinger con un hamiltoniano modificado H:

ihp = (A, 7], (12.7)
donde el primer objetivo sera deducir H. Partamos de que:
ihp = in(UpUT + UpUT + UpUt) (1.2.8)

donde reemplazando la expresién (1.1.4) obtendremos

ihp = ih(UpUT + U“y]m +UpU,
y reorganizando un poco la ecuacion, obtendremos qué
ihp = ih(UpUT + UpUt) + UHpUT — UpHUT,
dado que p = UpUT multiplicando por los factores adecuados obtendremos qué:

ihp = inUUp+ pUUN) + UHU T — pUHUT

t . :
finalmente teniendo en cuenta que d(LQtU ) = yut +UUT = 0, obtendremos que:

ihp = [ihUU + UHUT, p| = [H, p], (1.2.9)

por lo que podemos concluir que . '
H = iU+ UHUT. (1.2.10)
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Esta expresién general para H nos da informacién muy importante para el cambio de cuadro,
si suponemos que H = Hop+V y U = etHot/h notamos que H =V, = Uvut generando la
transformacién al cuadro conocido como cuadro de interaccién, por lo que la expresién (1.2.10) es
una ecuacion robusta y general para cualquier cambio de cuadro dindmico.

Teniendo en cuenta que la estructura de la transformacién tiene como fin eliminar las depen-
dencias temporales explicitas de H, podemos imponer la condicién

OH
T 0, (1.2.11)

para encontrar las ecuaciones de evolucion en lo que llamamos como el cuadro rotante. La ecuacion
para U resultante de imponer esta condicién sobre la transformacién (1.2.10) es:

0=in(UU +UUY + UHUY + UAUY + UHUT . (1.2.12)
Dado que U es un operador unitario, no es descabellado suponer que puede ser escrito como U = €'©?,

transformando la ecuacién diferencial anterior para U en una ecuacion algebraica para O:
0 = ih((—Q2UUT + (iOU)(—i0U")) + (iIOU)HU' + UHU' + UH(—i0U"),
la cual multiplicando por U y U a la izquierda y derecha respectivamente y simplificando obtenemos
0=iOH + H—iHO,

que finalmente puede ser reescrita como:

H =i[H, 0. (1.2.13)

Lo anterior resulta una ecuacién sumamente interesante, pues © es un operador cuyo conmu-
tador con H tiene una relacién directa con su derivada temporal H y la transformacién unitaria
U = €', en la ecuacién (1.2.10), convierte a H en un operador sin dependencia explicita del tiem-
po. Este hecho hace que la ecuacién (1.2.7) se convierta en una ecuacién lineal sin dependencias
explicitas del tiempo, totalmente andloga a las ecuaciones de las componentes de la seccién anterior
(1.2.6), y nuevamente facilita considerablemente su solucién. Més adelante utilizaremos este resul-
tado para eliminar la dependencia temporal de algunos Hamiltonianos comunes de los formalismos
de interaccién radiacion materia y éptica no lineal.



Capitulo 2

Teoria de la interaccion radiacion
materia

Las dindmicas temporales de los campos electromagnéticos en el vacio estan descritas por las
ecuaciones de Maxwell

VE="L, (2.0.1)
€0
V.B=0, (2.0.2)
. - 0B
E=-=- 2.0.3
L - 10E

A continuacién desarrollaremos un proceso que involucra la dindmica del campo confinado en una
caja cubica sin fuentes. En este escenario las condiciones de frontera afectan al campo eléctrico que
debe ser periddico en las paredes de la caja. A partir de estos resultados se buscard la cuantizacion de
Dirac mediante sus coordenadas candnicas, donde luego se acoplaran materia y campo libre, ambos
cuantizados, para describir los Hamiltonianos que son fundamentales en los fendmenos propios de
la 6ptica no lineal [DH14; Sak06].

2.1. Ecuacién de onda - Gauge de Coulomb

En el caso en que no existen fuentes de campo, es decir p =0y J = 0 las ecuaciones de Maxwell
toman la forma

V.E=0, 2.1.1
V.B=0, (2.1.2)

. - 0B
E=-22 2.1.3

. - 10E
B=—-="_. 2.1.4
V % =5 (2.1.4)

11
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Teniendo en cuenta (2.1.2) y (2.1.3) podemos proponer un potencial vectorial A y otro escalar ¢ de
forma qué las expresiones

S
I

VXA, (2.1.5)
_ 94
Voo (2.1.6)

La ventaja de incluir estos potenciales es que estos poseen invarianza Gauge sobre una funcién f,
de forma que unos nuevos potenciales

=
Il

A=A+ Vf, (2.1.7)
iy 9
¢ =0- 30 (2.1.8)

nos dardn la libertad de simplificar muchos de los célculos sobre el campo electromagnético.
Al reemplazar (2.1.5) y (2.1.6) en las ecuaciones de Maxwell de forma general obtendremos las
ecuaciones diferenciales acopladas de los potenciales:

0

9 _ 9 - -
Vi =~ (V.A), (2.1.9)
or 10?2 5 Sfz - 109

a las cuales podemos aplicar un Gauge especial de la 6ptica cuantica, para encontrar la solucién de
los campos propagantes en el espacio, que consiste en volver los potenciales a la forma que cumplan
que:

0,

¢
V.A=0. (2.1.11)

\%

Este gauge es conocido como el Gauge de Coulomb y convierte las ecuaciones (2.1.9) y (2.1.10) en
una unica ecuacion de onda para el potencial vectorial

VZA- S -A=0, (2.1.12)

~ 0A
E=-—" 2.1.1
B=VxA. (2.1.14)

El potencial vectorial y el campo electromagnético son en general funciones vectoriales de las
coordenadas espaciales y el tiempo de esta forma cuando consideramos una caja con geometria
ctibica conviene expresar (2.1.12) en coordenadas cartesianas como

RPA A A 1924
02 T T or @ar =0 (2.1.15)

Utilizando separaciéon de variables y teniendo en cuenta las fronteras de una caja con paredes
perfectamente conductoras como se muestra en la figura 2.1 el potencial vectorial tendra una solucién
general dada por la expansion

—

A7 t) = (ae™® + be= ™= (ce’ ¥ + de=Hv¥)(fei*=* 4 ge=™H=?)(he™t + [e~™t) (2.1.16)
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=,
N—

2) = E(z+ L)

oo
Djl

(y) =E(y+L)

Dm

L E(z)=E(z+ L)

L

Figura 2.1: Condiciones de frontera periédicas sobre caja cibica de lado L, en cada una de las
paredes de la caja, el campo eléctrico es periddico.

donde se k;, ky, k. y w son constantes que satisfacen la relacion:

2
(k2 +k+k) =K==

c2

(2.1.17)

para ser solucién de la ecuacién de onda (2.1.15). Mientras que, las constantes a, b, ¢, d, f y g
dependen de las condiciones de frontera. Los vectores h y [los analizaremos con detalle més ade-
lante. Cabe aclarar que tanto las constantes como los vectores constantes pueden tener coeficientes
complejos.

Utilizando el gauge de Coulomb (2.1.13), el campo eléctrico tomard la forma general de:

E(7,t) = —iw(ae®® 4+ be~ =) (ce™¥ 4 de~ W) (fe'ks* 4 gem o) (he™! — le7™!),  (2.1.18)

la cual podemos analizar teniendo en cuenta las fronteras de la caja ctbica en la figura 2.1. Supo-
niendo los lados de la caja de tamano L, podemos situar la caja en un sistema de referencia tal que
las 6 paredes estén situadas en las posiciones z,y,z = 0y x,y,z = L de esta forma las constantes
tomardn la forma de a = b, ¢ = d, y f = g. Ademas, las componentes del vector IZ, tomaran la
forma de k, Q”T” ky = 2”5‘” vk, = Q”Tz” Los nimeros enteros n,, n, y n, haran referencia a los
modos normales de oscﬂamon de la onda. De este modo el campo eléctrico puede simplificarse de

forma que se agrupen los modos de radiacién segun su vector de propagacion k= —(nz, Ty, M)

E(7t) = iwp(¢F7 4 e T ([e 5t — Feit). (2.1.19)
i

El vector de campo eléctrico E debe ser una cantidad real, ya que es un observable con significado
fisico, por lo que podemos imponer la condicién de Im[E] = 0 que tomard la forma de:

Re[lze it — hpe™i'] = 0. (2.1.20)
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Debido a que la constante iw es imaginaria pura y la parte dependiente de las coordenadas es real
y esto dard como resultado que las constantes vectoriales son:

- E,z
hy = ——22a,
ZWE
FE -
T 0,k -
»=——ay. 2.1.21

El factor =2£ se incluye para simplificar la expresién en términos de la amplitud del campo y para
’LUJE

adimensionalizar el vector dj.. De esta forma, el potencial vectorial A y el campo eléctrico £ dentro

del cubo con condiciones periddicas tomaran la forma:

T(= 0k o ik | —iki\ (= —iwet =k iwn

A(F,t) = ZE(GZ T e ) (@pe R — aEeWkt) (2.1.22)
k

B t) = 3 By p(e™ 4 e ) (e 0t 4 et (2.1.23)
i

esta solucién puede simplificarse ain mas, ya que los productos daran resultados de ondas planas
viajeras y los términos —k.r"—w;t pueden ser absorbidos por los términos k.r'—wpt cuando k — —k:

/T(F, £) = Z ‘L,k(—»]geil_c’fe—iwgt _ 626_“;"76"“13'5) (2.1.24)
Wy
> k

E(F, t) _ Z EO E(_.Eeilz.f‘e—iwgt + 526_iE'F6int) ) (2.1'25)

Estas son las soluciones mas generales del potencial vectorial y el campo eléctrico, en forma de
una superposiciéon de ondas planas, es decir, cuando la onda estd descrita por un tnico vector de
propagacion k. Para la contribucién del campo magnético por su parte, que tendra la forma de
(2.1.14), primero analizaremos las propiedades que oculta el Gauge de Coulomb. Dado que toda
la dependencia explicita de las coordenadas esta incluida en uno de los términos exponenciales es
conveniente analizar la funcién

U7, k) = eF 7. (2.1.26)
Las derivada parcial respecto a x toma forma como:
o T .
8[](;;’) = ik, U (7, k), (2.1.27)

y de manera anéloga sucedera lo mismo para y y z. Teniendo esto en cuenta al aplicar el Gauge de
Coulomb (2.1.11) y a un tdnico modo de (2.1.24) obtendremos:

V.A(Ft) = —k.E(Ft) =0, (2.1.28)

€l

lo que indica que la onda es perpendicular a su vector de propagacion k. En otras palabras, el vector
k es perpendicular al campo eléctrico y al potencial vectorial. Este resultado nos indica que el vector
dy; de cada modo, posee dos componentes constantes que en general resultan distintas de cero, y

son dos componentes transversales perpendiculares a k. De este modo el campo magnético puede
calcularse facilmente usando las expresiones (2.1.14) y (2.1.27) como:

L 1o =
B t) =V x A(F,t) = ~k x E(F1), (2.1.29)
w
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lo que demuestra que el vector de propagacion k y el campo eléctrico, son perpendiculares al campo
magnético, por lo que los modos de propagacién de la onda electromagnética son necesariamente
transversales. El campo magnética quedard expresado como:

. E . o —_
B(rt) =Y —2* o [(k X dp)e’™ e R 4 (K x ab)e —lk-rewzt] : (2.1.30)

Para finalizar, cabe resaltar que los vectores de polarizacién en cada modo Gz, no necesariamente
restringen la onda electromagnética a una polarizacién lineal, si no que de manera general tenemos
grados de libertad adicionales, y por eso deben ser expresados como vectores complejos.

2.2. Hamiltoniano del campo electromagnético en una caja

Es bien conocido que el hamiltoniano clasico del campo electromagnético confinado en un espacio
de volumen V estd definido cémo:

H== /Vd3 7 (E%(7,t) + *B%(7,t)) . (2.2.1)

En este caso el integrando hace referencia a la densidad energética del campo en una posicién 7. En
el caso de una caja de paredes conductoras el espacio de integracion corresponde al interior de la
caja con V = L3, las magnitudes al cuadrado de los campos las podemos calcular como:

E%(7,t) = E(F,t).E(F,1),

1 -
Bz(f: ) 72

(k x E(F,t)).(k x E(7t)), (2.2.2)

estas cantidades son proporcionales a la densidad de energia eléctrica y magnética respectivamente.
Es conveniente analizar por separado el caso de un tinico modo:

E2(F,t) = E3(a®U% (7, k)e ™! + d.a* + a*.a + U™ (7, k)e*™") (2.2.3)

donde serd til diferenciar el orden de operacién entre los vectores a@ y a* para una cuantizacién del
campo mas directa. Por el lado del campo magnético, por simplicidad, apoyandonos de la identidad
vectorial

(T X W).(T x @) = viw? — (7.45)2, (2.2.4)

y las condicién (2.1.28), el cuadrado del campo magnético tendra la forma:
E2 o . . o .
B2(7,t) = =2k*(a*U> (7, k)e ™! + @.a* + a*.@ + a™* U™ (7, k)e*™") . (2.2.5)
Para calcular el hamiltoniano (2.2.1), notemos que la integral sobre las coordenadas tinicamente

tendrd en cuenta a los términos que contengan a U (7, k) de este modo las integrales de interés sobre
el volumen de la caja son:

/ PrUF k) =0, (2.2.6)
14
/ Br=I1>=V (2.2.7)
.

de esta forma el hamiltoniano monomodo queda reducido a la forma:

H = eE3V(d.a* + a*.d), (2.2.8)
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el cual podemos generalizar a un hamiltoniano total que considere todos los posibles modos expan-
diendo sus direcciones de polarizacion aj. Pero antes, como la onda electromagnética es transversal,

por cada modo E, hay 2 direcciones de interés a; = 1,2, equivalentes a las componentes de polari-

zacion transversales a k, es decir que

2
i =) G fop - (2.2.9)

— 2 * *
H=) > «B Vi, a, +a ag,). (2.2.10)

Es también importante notar que en este hamiltoniano no hay términos de interaccién entre los
distintos modos y sus componentes.
2.3. Coordenadas canédnicas del campo electromagnético

Dado a que los modos de oscilacién y sus diferentes direcciones no interactiian entre si, podemos
analizar la contribucién de una tinica polarizacién del hamiltoniano monomodo 2.2.8 es decir:

H = ¢E2V (aa* + a*a), (2.3.1)
donde los coeficientes a que en general son complejos podemos escribirlos como:
a=q+ip, (2.3.2)

donde ¢ y p son cantidades reales y adimensionales que reciben el nombre de cuadraturas. Al
reemplazar la forma compleja en (2.3.1) obtendremos:

H =2¢E}V(p* + ¢%), (2.3.3)

que tiene la forma de un hamiltoniano arménico, por lo que podemos reescalar los coeficientes g y
P como:

1 1
=—/—P 2.34
P=5e\ v’ (2.3.4)

w 1
_ 2.3.5
1= 5\ v @ (2.3.5)

y de esta manera:
1, w? 9

el cual es altamente similar a un hamiltoniano arménico de masa m = 1. Sin embargo, las coorde-
nadas X y P no son posicién y momentum, si no que estan relacionadas con los coeficientes reales
e imaginarios de a, que son coeficientes de la separacién de variables en la solucién de la ecuacién
de onda. Por lo que distinguirlas como las coordenadas canénicas del campo [Sak06] y que deberan
cumplir la relacion canénica clasica mediante el corchete de Poisson:

{X,P}=1. (2.3.7)
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2.4. Cuantizacién del campo electromagnético

Dada la relacién candnica (2.3.7), el proceso de cuantizacién requerird convertir los coeficientes
X y P y las cantidades relacionadas en operadores, incluyendo a los mismos campos y potenciales.
Esto se logra al convertir los corchetes de Poisson en conmutadores cuanticos [Sak06] de modo que:

(X, P] =ih, (2.4.1)
que arrojara la relaciéon sobre ¢ y p como:
w 1
,p| = ——=1h, 2.4.2
a0} = § B2 ooV (24.2)
la cual a su vez arrojard el conmutador:
hw
1 —
a,a'| = —5—, 2.4.3
[ ] QEgEOV ( )
en este punto es conveniente escoger la amplitud inicial del campo como Ey = 2§;JV y de este

modo reescribir los conmutadores de una manera mucho mas sencilla como:

g, p] = (2.4.4)

L
27
[a,al] =1

(2.4.5)

Estas relaciones dardan como resultado que el hamiltoniano (2.3.1) para una tunica direccién de
polarizacién en uno de los modos serd

H = hw(a'a+1/2), (2.4.6)

que generalizado a todos los modos tendra la forma:

1.
H = Z Z fiw(ay, o Py T 1/2). (2.4.7)

a—:

Los conmutadores entre los distintos modos y direcciones de polarizacion seran:

[a];;a_,a a’El o ] = 07 (248)

"k !
(05 000, ) 1= 0 o, (2.4.9)
(2.4.10)

del mismo modo el potencial vectorial y campo eléctrico cuantizado dentro de la caja de paredes
conductoras, teniendo en cuenta (2.1.24) y (2.1.25), tomaran la forma:

2
—»* —iwpt 1 % (= T\ dwety A
Z ZCL) 260V Z ’I" k “E _a’aa,;U ('r,k:)e k )Ea;g7 (2411)
ap=1

o hw = T\ —iws * (= 70 iwg
E(F Z 260V Z (az. . U(F, ke f+a* UM (ke ea, - (2.4.12)

a*_
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2.5. Interaccién radiacion materia - Interaccion dipolar

El hamiltoniano que describe la interacciéon de un sistema de particulas cargadas de masa m; y
carga ¢; con un campo electromagnético, utilizando el Gauge de Coulomb (2.1.11) es:

H=H, +Z P+qj (7, t) ZV , (2.5.1)
1753

dénde H. es el hamiltoniano del campo libre y V' el potencial de interaccion entre las cargas. Veamos
que al expandir los términos en la sumatoria obtenemos

H=H, +Z (P2+qu A0 + g AT 1). P + A%, 1)) + ZV ,
Z#J

H=H,+H, +Z (qu A1) + 4 A, )P+ A%, 1)

(2.5.2)

donde H, es el hamiltoniano que describe el sistema de particulas cargadas en ausencia de campo.
El término restante es entonces el potencial de interaccién particulas-campo mas general posible,
que puede organizarse de modo que:

2
HthZQm (Pj.A(7;,t) + A(7,t). ;) +Z g2 1. (2.5.3)
J J mj

Dado que el término J%A'(ﬂ,t) es en el fondo el operador diferencial que llevara a la condicién
de transversalidad del Gauge de Coulomb(2.1.11), el término puede reemplazarse por 14_1'(17’],15)]3J
Ademis, el segundo término proporcional a AQ('F’j, t) puede despreciarse ya que los efectos de doble
absorcion y doble emisiéon son muy pequenos comparados con los de absorcién y emisiéon unica,
tipicamente hasta 4 ordenes de magnitud mds pequenos [SZ99], por lo tanto

Hip = %E(Fj,t).ﬁj : (2.5.4)
: J
J

Reemplazando (2.4.11) obtendremos la expresién final

2
L 4q;j 1 h'wl; - N\, —iwrt T * N\ piwpt | 2 3
Hmt - ; mij Z @ 2€0V Zl <aE7agU<7’], k)e k" — a]g7 U ( k) GO‘E'PJ . (255)
K ap=

El término €a-Pj corresponde a la proyeccion del momentum lineal del dtomo j—ésimo sobre
la direccién oy de polarizacion del campo, es decir:

éap-Pi = Pja. . (2.5.6)

Como P] i debe cumplir las relaciones canénicas con el respectivo operador de posicion, se tendrd
que
[rj,a;;’ PJ':O!,;] =ih, (2'5'7)

por lo que podemos reescribirlo de modo tal que:

1 2

1 .
Pj,aE = %[Tj7a}§7 Pj,a}z] = %[ij‘fé’ P] 7[73‘,0%, Ha] , (258)
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donde H, es el término del hamiltoniano que describe al sistema de particulas cargadas en ausencia
de campo de (2.5.2). Ahora reemplazando (2.5.8) en (2.5.5) obtendremos

2
1 hwz L o
_ k - —wzt t e =t .

Hint - qu Z hw- QEOV Z <aE,aEU(Tj’ k>e E - a’E7aEU*(Tj? k)ezwk > [Haar‘],al—é] . (259)
ik Ok ag=1

A continuacién consideremos el caso de emisién de un fotén con vector k y polarizacion ag al

pasar entre dos autoestados atémicos |A) — |B). La probabilidad de que este suceso ocurra esté
mediada por el elemento de matriz

hwz(ng 4+ 1)
wAB k k/'yoé* i w/ = T
A, nE,a,;> - Wy \/ k e kt;qj <B’ U (rj,k)rj,% |A> , (2.5.10)

<B7 "oz + 1‘ Hint 2¢0V

donde wyap = E“‘;hEB. Del mismo modo un proceso de absorcién en una transicién del tipo |B) — |A)
estard mediado por:

wap | %o o, .
<A, Mo — 1‘Hmt B,ng’%> = e >4 (AU B |B) . (25.11)
J

La funcién exponencial (2.1.26) puede ser expandida como serie de Taylor de la forma:

UF ) = eF =1 +iki+ = (k72 + . (2.5.12)
donde debido a que la longitud de onda del modo estd relacionada con la magnitud del vector k
como \; = 27/|k|. Si consideramos la aproximacién de onda larga donde

Az >> Ratom (2.5.13)

la funcién exponencial puede aproximarse a distintos ordenes de 7, en particular a orden 0 ob-
tendremos la aproximacion dipolar, que para sistemas con longitudes de onda en el rango visible
A~ 400nm — 700nm y Rutom ~ 0.1nm contendra la suficiente informacién de la interaccién.

Bajo aproximacién dipolar las probabilidades de emisién y absorcién toman la forma de:

hwp(ng 4+ 1)
kY kg iwpt
R Zj:qj (Bl 7jaz [4) (2.5.14)

Bon: )= %eiwztz (A| 7,0 |B) (2.5.15)
hap/ T\ T 2e0V - G A e 127 -

donde por conservacién de la energia, la frecuencia del fotén absorbido o emitido puede aproximarse
a la frecuencia del gap de energia entre los estados A y B, es decir, las frecuencias wap ~ w. Este
resultado indica que bajo aproximacion dipolar, los elementos de matriz de H;,; pueden calcularse
de dos maneras y su resultado serd el mismo, dado que la dependencia de 7 estd completamente

<B, M + 1‘ Hi

A, nE,a,;

<A,n,;7% - 1( Hing

suprimida con U (77, k) ~1
q; L L=
Hipt =) A Zq] )7 = [L.E(t), (2.5.16)
J
donde [i es el operador vectorial de dipolo eléctrico, que en capitulos posteriores sera discutido a
mayor profundidad.
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2.6. Aproximacion de onda rotante y hamiltoniano de Jaynes-
Cummings

Consideramos un hamiltoniano que contiene la informacién de la interaccién de un sistema
atémico y campo electromagnético bajo interaccién dipolar de la forma:

H=H,+H.+ i.E(t), (2.6.1)

suponiendo que el sistema atomico puede aproximarse a un sistema de dos niveles, H, puede ser
descrito en términos de dos autoestados de energia |g) vy |e) de modo que con el operador escalera
definido como o = |g) (e|, H, tomara la forma:

H, = hwao'o, (2.6.2)

dado que el operador de dipolo tiene la forma de

A= 0 (2:6.3)
J

Segun las simetrias del sistema podemos determinar los elementos de matriz del dipolo en la base de
autoestados de H,. En particular para un sistema con simetria axial el operador de dipolo tendra
la forma:

. 0 M2 | .

= €, - 2.6.4

a [Mlz 0 7 ( )
Reemplazando las expresiones (2.6.4) y (2.4.12) en (2.5.16) obtendremos la expresién en el cuadro
de Schrodinger:

2
Hing =Y 2By > (0 + UT)(CLE,%2 +al Yoy fag, (2.6.5)
i =1

que considera el campo conformado por todos los posibles modos k£ y todas sus direcciones de
polarizacién. A continuacién, suponiendo que el campo es monomodo con frecuencia w y polarizado
linealmente en la misma direccién del vector de dipolo €,, el hamiltoniano de interaccién se reduce

a
Hint = hg(o +o')(a +al), (2.6.6)

donde g = p12Fp/h es la frecuencia de interaccién dipolar. Ahora, analizando el cuadro de interac-
cién donde Hy = H, + H. el hamiltoniano de interaccion tendra la forma de:

Hipy = fig(oe™™at 4 UTeiw“t)(ae_i“’t + aTem) , (2.6.7)

+i(wa—w) +i(watw)t

que tendra términos proporcionales a las exponenciales e tye . A nivel dipolar
el acople del campo de radiacién al sistema atéomico debe ser tal que las frecuencias estén cerca
de la resonancia lo que implica que |w, — w| << wy + w y dentro de los términos exponenciales
corresponderan a oscilaciones a una escala de tiempo maés lenta y dominardan completamente la
dindmica. Sin embargo, sus contribuciones estan mediadas a su vez por la frecuencia de acople g,
por lo que en el caso de que g << w, + w las contribuciones de la suma de frecuencia estaran
completamente perdidas en las contribuciones de la resta de frecuencias. Esta aproximacion se le
conoce como la aproximacién de onda rotante y convierte el hamiltoniano de interaccién en el cuadro

de interaccién como: R . A
Hpp = hg(aaTe—l(wa—w)t + JTael(wa—w)t) ’ (2.6.8)

y de vuelta al cuadro de Schrédinger obtenemos el hamiltoniano conocido como el hamiltoniano de
Jaynes-Cummings
Hjc = hg(oa® +o'a), (2.6.9)
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que en resumen es un hamiltoniano de interaccion radiacion materia bajo aproximacién dipolar,
campo monomodo y onda rotante [JC63; SK93]. En el caso del campo clésico, es decir, no cuantizado,
el hamiltoniano es dependiente del tiempo y recibe el nombre de hamiltoniano de Rabi:

Hp = hQ(oe™! + ofe™™1) (2.6.10)

donde el simbolo Q2 = u12Ey/h posee el mismo significado que g pero se diferencia para indicar el
campo clasico y no cuantizado.



Capitulo 3

Sistemas cuanticos abiertos

Dado que los sistemas fisicos inevitablemente estdn conectados al mundo exterior, es indispen-
sable modelar estas interacciones mediante un formalismo matemaético lo mas efectivo y real posible
[BP02]. En los sistemas abiertos, nuestro interés se centra en un pequeno subsistema que interactia
con el resto de componentes del sistema, al cual llamaremos entorno o reservorio, debido a la comple-
jidad del entorno, es indispensable utilizar formalismos estadisticos que aproximen su contribucién
al sistema de interés. Los sistemas cudnticos son afectados por la disipacién y decoherencia, de
hecho, muchos de los efectos méas famosos de la teoria deben modelarse mediante estos formalismos,
tal es el caso de la emisién espontanea en sistemas atémicos y la decoherencia de los estados de luz,
y particularmente en la éptica no lineal, son estos efectos los que enriquecen la fisica detras de los
fenémeno de absorcién y dispersién de luz [DH14].

3.1. Entornos y reservorios

En la dindmica de un sistema abierto existen multiples grados de libertad asociados al entorno
en los cuales no estamos interesados, pues centramos nuestra atencién en una porcién pequena del
sistema, esta region de interés y sus alrededores las llamaremos el sistema y el reservorio respectiva-
mente. Es usual que se le atribuya al reservorio los efectos de pérdida y decoherencia, sin embargo,
también pueden atribuirles efectos de bombeo (inyeccién de energia) e incluso de medida.

Para poder promediar los efectos del reservorio sobre un sistema y poder centrar nuestra atencién
sobre el mismo, debemos considerar un reservorio en equilibrio térmico a temperatura finita T', cuyo
estado p corresponde a un estado de maxima entropia

poc e H/kBT (3.1.1)

donde H es el hamiltoniano total del entorno y kg la constante Boltzmann. El hamiltoniano, por
simpleza, puede ser descrito como multiples modos no interactuantes H =), Hj, transformando a

p=11%:"e """ =]]re. (3.1.2)
k k

pen

donde Zj es la funcién particién del k-esimo modo, que cumple su rol de normalizar las trazas
Tr[px] = 1, utilizando la base propia de Hy podemos ver las componentes py y Zj como:

Pk =Y Prn [mx) (i = Z71 Y e Pon /KT ) (my| (3.1.3)
mn n

Zp =Y e Frn/hsT (3.1.4)

n

22
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Si consideramos el caso particular de un reservorio de modos bosoénicos descritos por Hy = ﬁwka,tak,
donde wy, es la frecuencia asociada a cada uno. Asi, podemos evaluar la funcién particion que estara
relacionada con el nimero medio de excitaciones térmicas de cada modo

1
_ —hwpn/kgT __
Z) = En e = T (3.1.5)

kT 07, 1
_ = . 3.1.6
hZ;, Owy ehwn/kpT 1 ( )

np(wg, T) = Tr {pkazak] = Zk_1 Zne_h‘”k”/kBT =
k

Como era de esperarse ng, se corresponde con la expresion del numero de excitaciones en equilibrio
térmico de la estadistica caracteristica de Bose-Einstein.

3.2. Ecuacion Maestra Born-Markov

Consideremos un sistema bipartito compuesto por un sistema de interés y un reservorio descrito
por el hamiltoniano
H=Hg+ Hr + aHgpgr, (3.2.1)

con Hg y Hpg los hamiltonianos libres del sistema y el reservorio respectivamente y Hggr el hamilto-
niano de interaccién entre sistema-reservorio (SR), el cual analizaremos més adelante. La constante
«a es una constante que nos ayudara a entender los 6rdenes de interaccién y que més adelante
desaparecera siendo igualada a 1.

La ecuacién dindmica para el operador densidad total del sistema bipartito SR es:

ihp = [H, p] = [Hs + Hg + aHgg, p] , (3.2.2)

la cual puede reducirse con la transformacion unitaria al cuadro de interaccion entre los subsistemas
p=UpUT con U = ¢!Hs+tHR)t/h E] resultado del cambio de cuadro es:

ihp = alHsr, d], (3.2.3)

con Hgp = UHgpU' que es un operador que puede depender del tiempo debido a la representacion.
Siendo conscientes de esta dependencia la integral sobre la expresion (3.2.3) entre dos tiempos tg = 0
y t da como resultado

) = 50+ (5) [ de Fsn(e). ). (3.2.4)

donde el segundo término de la derecha no es una integral trivial, sin embargo nos serd tutil si
reemplazamos en la ecuacién (3.2.3) teniendo cuidado con las dependencias temporales de cada
término de la ecuacién

) aN o~ ar2 [ -~ t -

50 = (5) UHsr(t), 5(0)] + (5 ) {HSRu), /0 dt [Hsr(t'), p(t')]| - (3.2.5)

Dado que el interés se centra en el sistema y no en el reservorio podemos trazar parcialmente

la matriz densidad (en cualquier representacién) sobre todos los grados de libertad del reservorio
Trrlp(t)] = ps(t), esto nos permite aislar los grados de libertad del sistema sobre los reservorios.
La primera aproximacion, llamada la aproximacién de Born, consiste en considerar que el estado
del reservorio pgr(t) no cambia en el tiempo y es separable para todo tiempo t. Aproximacién
que podemos imponer razonablemente porque, sabemos que el reservorio es mas grande y contiene
considerablemente méas grados de libertad que el sistema de interés. Es decir,

p(t) =~ ps(t) @ pr (3.2.6)
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de este modo trazando parcialmente sobre el reservorio la ecuacién (3.2.5) obtendremos

(07

pst) = () Ton (1150 0).50] + (&) o { [ snto), [ atlitsntr ]} 2

en la cual el primer término de la derecha puede ser anulado mediante la eleccién de la condicion
inicial p(0), esto nos permitird analizar gg(t) integrando (3.2.7) entre ¢’ y ¢ obteniendo la ecuacién

ps(t) — ps(t') = (%)2 /ﬂt dt” TFR{

Expresion que es sumamente reveladora pues la diferencia entre pg(t) y ps(t') es del orden de o por
lo que podriamos aproximar a pg(t') &~ pg(t) para tiempos cercanos. Esta es la aproximacién usada
en un proceso Markoviano, la cual no altera significativamente la integral en el segundo término
de la expresién (3.2.7), dando como resultado para a = 1 un resultado conocido como la ecuacién
maestra de Born-Markov

o
Hsp(t"), /0 dt”’[ﬁszz(t”’),ﬁ(t”’)]]} : (3.2.8)

hs(t) = (171)2 ten {150, [ t a Fsnlt), 50} (3.2.9)

3.3. Ecuacion Maestra de Lindblad

Hasta ahora las aproximaciones han sido sumamente generales, debido al tamano y la robustez
de los reservorios, esto genera que la ecuacion (3.2.9) todavia no tenga una estructura sencilla, pues
si reescribimos de modo que:

2t
pst) = () [ v o { [Frsnto. s, 0]} (3:3.1)
implica que el lado derecho de la ecuacién depende de las correlaciones a distintos tiempos de
diferentes observables del reservorio, por esto es necesario especificar algunas caracteristicas del
mismo con el fin de simplificar la expresién.
Consideremos la interaccion sistema-reservorio bajo la aproximacion de onda rotante, de tal
modo que:

Hsr = h(SR" + STR), (3.3.2)

donde S y R son operadores escalera del sistema y reservorio respectivamente y en el cuadro de
interaccion con las dependencias temporales, tendremos qué

Hsgr(t) = h(S(t)R'(t) + ST(t)R(t)). (3.3.3)

Con este Hamiltoniano procedemos a calcular el doble conmutador [I:I sr(t), [Hsr(t), ,5(25)]} pre-

sente en la integral de la ecuacién (3.3.1), no sin antes recordar que p(t) = ps(t) ® pr. Empezaremos
calculando el conmutador interno [Hgr(t'), p(t)]:

Hsr(t'), p(t)] = HISW)RY(E) + 5H(¢)R(), ps(t) @ pr]
— W{SW)RN(#)ps(t) ® pr — ps(t) ® prS(E)RI(H)
+ STV RW)Ps () © pr — s(t) © prST(#) R}, (3.3.4)
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el cual podemos usar para calcular el conmutador final:

Hsr(t), [Hsr(¥), ()| = b [SORY @) + ST R, [Hsr(t), 5(1)]
= ISR (SR (¢)ds(t) @ pr — SE)VR(#)ps () @ prS R (2)
— SR (0)5s(t) @ prSE)RI () + ps(t) © prSE)RN @) SO R (1)
+ SRSV RE)ps(t) @ o — (VR )ps (1) @ prS()RI (1)
— SR (1)5s(t) © prST(VR(E) + ps(t) © prST(#)RE) SO (1)
+ SUOROSER(#)ps() © pr — SE)R(E)ps(t) © prST (DR ()
~ STORs(1) @ prSEIRI(E) + s(t) © prSE)RNE)ST(RE)
+ SUOROS () RE)ps () @ pr — SHEVRE)Ps(t) @ prST (DR ()
~ S0 R()ps(t) © prSHEVR(E) + s(t) © pm *(t’)é(t’)é*(tmg?g ;

el cual claramente no tiene una forma sencilla a primera vista, pero teniendo en cuenta que los ope-
radores de diferentes subsistemas conmutan y que las trazas son operaciones ciclicas, para calcular
la traza parcial sobre el reservorio, podemos definir las siguientes funciones de correlacion auxiliares
que facilitardn la escritura:

F(t,t') = Trr[RI ()R (') pr] ,

G(t,1") = Trr[R(t)R(t)pr]

I(t,t') = Trp[RT(t) R(t')pr] ,

J(t,t") = Trr[R(t)RT(t")pg] . (3.3.6)

+ ps(®)ST)STHGH', 1)}y,  (3.3.7)

finalmente podemos considerar el reservorio compuesto por modos bosénicos continuos de la forma:

oo
Hy = / do hub (w)b(w) (3.3.9)

0
con los operadores R en el cuadro de Schrédinger representados por
o0

R= / dwg(w)b(w) (3.3.9)

0

y en el cuadro de interaccién como:

R(t) = /0 "~ dwg(w)b(w)eit (3.3.10)



CAPITULO 3. SISTEMAS CUANTICOS ABIERTOS 26

La funcién g(w) la analizaremos mdas adelante, pero podemos considerarla como una densidad de
frecuencias del reservorio, dado que algunos modos del bafio bosénico se acoplardn mejor o peor al
sistema de interés.

Comencemos analizando las funciones F(t,t') y G(t,t'), en el caso de que pgr es un estado de
equilibrio térmico de la forma (3.1.2) con una productoria continua sobre todas las frecuencias
posibles, de esta forma los operadores escalera b(w) y bf (w) actiian tinicamente sobre la componente
pr(w) de tal forma que:

b(w)pr(@) = Zw) ™" S e BT i, 1) ()]

b (w)pr(w) = Z(w) ™Y e ™ 5T\ /nt T ng, + 1) (ny| (3.3.11)

con esta expresion es facil ver que al trazar parcialmente una o multiples aplicaciones de b(w) sobre
pr(w) son iguales a cero por lo que F(t,t') = 0 y G(t,t') = 0 y reducird considerablemente la
expresion (3.3.7).

Para las funciones I(t,t') y J(t,t') teniendo en cuenta que el conmutador [b(w), bt (w')] = 6(w—w’)
y la aplicacién de los operadores sobre la componente pr(w) tendremos:

b (wb(w)pr(w) = Z(w) ™" Y e 5 nlny) (nl

b(w)b! (W)pr(w) = Z(w) 'Y e MR (n 4 1) Iny) (n| | (3.3.12)

n

por lo que al trazar parcialmente y recordando la expresién (3.1.6) nos dara las relaciones:

Trp[b'(w)b(W)pr] = nn(w, T)d(w — o),
Trr[b(w)b' (w)pr] = [ (w, T) +1]6(w — o), (3.3.13)

y finalmente nos llevara a las expresiones
oo . ,
1) = [ dolg(e) Prunes, D)0
o0 0 ) ,
Tt 1) = / d|g(w) P (ran (w, T) + 1)e— =) (3.3.14)
0

En este punto es conveniente analizar el término n,(w,T") el cual puede aproximarse a una funcién
que no depende de w, ya que en el limite de temperaturas finitas, i.e, temperaturas del orden
~ 300K, kT ~ 1meV . Las excitaciones térmicas de los modos bosénicos ny,(w,T) =~ ng (1) ~ 0
sin importar el modo bosénico acoplado al sistema, lo que nos deja claro que los términos asociados
a I(t,t") tienen relacién con los bombeos y los términos relacionados con J(¢,t') con las pérdidas.
La funcién |g(w)|? por su parte est4 relacionada con la distribucién de frecuencias de los acoples del
sistema con los modos bosénicos del reservorio, en estos casos es comin utilizar una distribuciéon de
Cauchy de la forma: ,
2 1 g
lg(w)|* = oo Z (3.3.15)
donde wyq es la frecuencia de resonancia del acople entre sistema y reservorio por lo que debe estar
relacionada con la frecuencia caracteristica de los operadores escalera del sistema en el cuadro de
interaccion de forma que:

S(t) = Se~iwot | (3.3.16)



CAPITULO 3. SISTEMAS CUANTICOS ABIERTOS 27

6 —— wp=0,y=0.1
wo=1,y=0.2
5 —— wp=0,y=0.3
—— wo=—-0.5,y=0.05
44
3
53]
2<
1<
OA

-20 -15 -10 -05 00 05 1.0 15 20

1

Figura 3.1: Distribucién de Cauchy la cual presenta un pico de altura s centrado en wy.

Las integrales (3.3.14) quedardn reducidas a una funcién de los pardmetros de la distribucién wy
v v los cuales como se observa en la figura 3.1 estan relacionados con la frecuencia del modo bosénico
optimo para el acople entre sistema y reservorio, segin el tipo de proceso descrito por los operadores
S. En este punto cabe resaltar que debido a que en la ecuacién maestra, Hgp descrito por (3.2.1)
es un hamiltoniano bajo la aproximacién de onda rotante. El operador S debe ser necesariamente
proporcional a un operador de bajada del sistema con unidades de s~'. De este modo es que la
exponencial en las representaciones (3.3.16) gana su signo negativo estricto debido a que wp > 0.
Sin embargo es posible ampliar los intervalos de integracién gracias a la simetria de |g(w)|? respecto
a wo desde —oo a 0o, ademds teniendo en consideracién que t’ < ¢, tendra lugar a:

I(t, ') = nup(T) / h dwlg(w) 21 = pyy (T)e 1) —iwo)
I(t',t) = ny(T) /OO dw|g(w)|?e= @) = pyp (T)e~ () (r+iwo)
J(t,1') = (n(T) + 1) / " dolg(w) 2= = [ (T) + 1]e= ) 0+is0)
Tt ) = (un(T) +1) / " dolg@)Pe ) = [ap(T) + 1)e=t-0=iw0), (3.3.17)

Finalmente podemos reemplazar los resultados de (3.3.16) y (3.3.17) en los conmutadores tra-
zados parcialmente (3.3.7) para obtener:

Trg { [ﬁSR(t), [Hsr(t), ﬁ(t)]] } = 12e " [ (T)](SST ps(t) — 25T ps(£)S + ps(t)SST)+

[ (T) + 1)(STSps (t) — 2555 (8)ST + ps(t)STS)} -
(3.3.18)

Al incluir este resultado en la ecuacién maestra (3.3.1) la integral unicamente alterara la parte
exponencial dando como resultado:

t , _ Nt
/ dt'e ) = 1zem o 1, (3.3.19)
0 Y Y
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en el cual el segundo término tenderd a desaparecer a medida que pase el tiempo, lo que indicara
un periodo transitorio que no afectard en mayor medida la evolucién y puede descartarse para
simplificar atin més la expresion. Reemplazar estos resultados sobre la expresién (3.3.1) dard como
resultado a la ecuacién maestra de Lindblad en el cuadro de interaccién

fis(t) = =~ [un (T)(SST7is(t) = 257505 + (1)) +

(nun(T) + 1)(STSps(t) — 2Sps(t) ST + ps(1)ST9)] (3.3.20)
la cual se puede simplificar atin mas considerando que S = %L siendo L el operador escalera

adimensional del sistema y recordando la definicién de anticonmutador

ps(t) = A (T)(E s (L — 2 {7s(8), L) + (nan (T) + D(Eps() 2 — 3 {fs(0), L1LY)],
(3.3.21)

volviendo al cuadro de Schrédinger, note que en la expresion de la derecha este cambio solo afecta
al operador densidad y a la izquierda emergera el conmutador con el hamiltoniano del sistema.
Reorganizando un poco los términos, la ecuacién maestra de Lindblad [Alb18] toma la forma final
de:

s = == [Hs, ps] 4 11(na(T) + )(EpsLt — L {ps, 1Y) + nn(T)(EpsL — L (s, L)) (3:3.22)
Nos damos cuenta que el primer término de la ecuacion corresponde a la evolucion hamiltoniana
usual de un sistema cerrado. El segundo término pesado por 7, estd relacionado con el rango de
frecuencias de los diferentes modos bosénicos del reservorio, acopladas al sistema. Ademads v actiia
como la tasa asociada a los procesos de interaccién con el reservorio . Estos procesos induciran dos
cambios distinguibles entre si segiin la temperatura del reservorio, dado que ny,(T') nos indica el
nimero de excitaciones térmicas del reservorio. Seguin (3.3.22) el primer término no hamiltoniano
estd relacionado con un proceso disipativo asociado al operador de bajada L y el segundo término a
un proceso de bombeo térmico asociado al operador de subida LT. Es conveniente utilizar la notacién
de superoperador, llamado también lindbladiano y simbolizado por £ para generalizar a multiples
acoples con el reservorio, de modo que

1
L) = LpsL! — {ps, 1L}, (3.3.23)

1

ps = %[HS, PS] + Z Ve [(nth,a(T) + 1)£[La] + nth,a(T)‘C[Liv] . (3324)

3.4. Decoherencia: Efectos comunes

La ecuacién (3.3.24) es sumamente ttil para describir todo tipo de procesos disipativos, en
particular la segunda ley de la termodinamica indica que todos los sistemas en interaccion de la
naturaleza tienden a evolucionar a estados donde la entropia se maximiza, llamados usualmente
estados de equilibrio térmico. Particularmente los sistemas atémicos presentan una gran variedad
de fenémenos que mediante evoluciones hamiltonianas no pueden ser descritos, dado a que la energia
del sistema no se mantiene constante, esto indica que existe alguna interaccién con agentes externos
que estan disipando o bombeando energia.

Consideramos inicialmente un sistema atémico de dos niveles descrito por un hamiltoniano de
la forma

Hs = hwao'o, (3.4.1)
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Figura 3.2: Fenémeno de emisién espontanea de sistemas atémicos, podemos observar como la forma
hamiltoniana descritas por las curvas azules, no es capaz de describir este fenémeno. Sin embargo,
un formalismo de Lindblad, descrito por las curvas naranjas es sumamente efectivo.

donde o = |g) (e| es el operador escalera entre los estados base |g) y excitado |e) del atomo. En
una evolucién de tipo hamiltoniana estos estados son estacionarios y particularmente el estado |e)
no puede ser estacionario. La realidad es que el sistema atomico, inevitablemente, terminara por
decaer al estado |g) al pasar el tiempo y la evolucién hamiltoniana es incapaz de dar cuenta de este
fenémeno. Este fendmeno es conocido como emisién espontanea y necesariamente debe ser descrito
mediante un acople a un reservorio.

El operador escalera en el cuadro de interaccién tiene la forma:

G = oe Wt (3.4.2)
lo que indica que el acople a los modos bosénicos del reservorio estara pesado por la funcién

D T I (3.4.3)
W = —————, 4.
I ™ (@ —wa) + 72

generando una ecuacién maestra de Lindblad de la forma (3.3.24):

js = %[Hg, pol 7 [0 (T) + 1) Llo] + min (D)o ] | (3.4.4)
dénde el primer término estard asociado al proceso disipativo de la emisién espontanea ([Sak06])
y el segundo término un proceso de bombeo o absorcién. Sin embargo, este ultimo es considerable
menos observable a temperaturas pequenas, si kg1 ~ 1 meV, y las energias propias del sistema son
del orden de 1 eV, el nimero medio de excitaciones térmicas ng, ~ 0, tal como se describe en la
ecuacién en el limite de cero temperatura.

La figura 3.2 muestra como la evolucién hamiltoniana es incapaz de describir estos fenémenos
disipativos pues la linea azul muestra la solucién de la parte hamiltoniana sin considerar los efectos de
Lindblad para un estado inicial de la forma [¢(0)) = |e) y [(0)) = \%(]g} + |e)) respectivamente,
mientras la curva naranja, cuando se consideran los efectos de acople al reservorio, muestra el
decaimiento exponencial de la energia que describe el proceso de la emisién espontinea, pues al
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Figura 3.3: Esquema simplificado de un sistema atémico de dos niveles acoplado a un tnico modo
de radiacién cuantizada.

descender en un nivel de energfa, la forma de (3.3.2) nos indica que se ha emitido energia que ahora
hace parte del reservorio.

Otro efecto comuin de decoherencia surge en la cuantizacién de el campo electromagnético en una
cavidad formada por paredes perfectamente reflectoras. Resulta que no hay tal cosa en la naturaleza
como un espejo perfecto, por lo que la energia de la radiacién dentro de la cavidad tiende a decaer,
el hamiltoniano libre recordamos tiene la forma de un oscilador arménico

1
Hg = hweala + 3 (3.4.5)

donde w, es la frecuencia del modo de radiacion y los operadores escalera en el cuadro de interaccion
toman la forma:
a = ae "l (3.4.6)

y la funcién de distribuciéon de Cauchy tomara la forma

) = =" (347
wlff=——--5—= 4.

g 7k (W — we)? + K2

asi la ecuacién maestra que describe el proceso de pérdidas y bombeos a través de las imperfecciones
de las superficies reflectivas de la cavidad tomard la forma

. 1
s = = [Hs, ps] + & | (nen(T) + DLa] + nan(T)LlaT]] - (3.4.8)

3.5. Decoherencia en sistemas fuera de la resonancia

Consideremos un sistema compuesto por un atomo de dos niveles acoplado a radiacién cuanti-
zada. El hamiltoniano que describe este tipo de sistemas bajo la aproximacién dipolar y de onda
rotante un hamiltoniano de Jaynes-Cummings y como se vio en el capitulo anterior tiene la forma:

Hs = hwaolo + hwea'a + hg(oa’ + o'a), (3.5.1)

donde w, y w. son las frecuencias caracteristicas y los operadores o = |e) (g| y a son operadores

de bajada del sistema atomico y la radiacién respectivamente, por su parte g es la frecuencia de
acople. Este tipo de sistemas puede representarse como se muestra en la figura 3.3, el sistema atémico
posee una estructura de dos niveles |g) y |e) y el acople con la radiacién inducird transiciones y
superposiciones entre ellos. Sin embargo, en esta seccién, consideraremos que no necesariamente el
acople entre sistema atémico y radiacién es en resonancia, es decir, consideraremos el caso w, # we,
definiendo un parametro llamado asintonia o detunning de la forma A = w, — w,. el cual, debemos
resaltar, puede ser positivo o negativo.
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Figura 3.4: Estructura de niveles fuera de resonancia para un sistema de dos niveles acoplado a
modos de radiacién. A la izquierda el caso para A > 0 donde los estados |e,n) tienen mayor energia
que los estados |g,n + 1) y a la derecha A < 0 donde sucede lo contrario.

Empecemos transformando al cuadro de interaccién con Hy = hwgeoto + hweat, en este caso los
autoestados de Hj serén de la forma |g,n) y |e,n) y tendran un orden en la escala de energia segin
el signo de A. Por ejemplo, en el caso A > 0 la energia asociada a |g,n + 1) serd menor que la
asociada a |e,n). En la figura 3.4 se esquematiza el orden de energias asociadas a los estados para
el caso A > 0 a la izquierda y A < 0 a la derecha. Un sistema fuera de resonancia puede acoplarse
a un bano bosénico bajo la aproximacién de onda rotante, primero notamos que el efecto de la no
resonancia se evidencia en los estados |g,n + 1) y |e, n). Podemos verificar facilmente que en el caso
A > 0, el operador escalera L = oal en el cuadro de interaccién tendran la forma:

L=ocale ™, (3.5.2)

lo que convertird la distribucién de Cauchy (3.3.15)de acople a modos bosénicos de un reservorio
en:

| (w)‘Q_LF—Q (35.3)
T = M w— AR +12° 5.
De este modo para A > 0 la ecuacién maestra en la forma de Lindblad es:
. 1
Ps = —[Hs,ps] +T [(nth(T) +1)L[oal] + nth(T)L‘[gTaﬂ fo (3.5.4)

donde los puntos suspensivos indican que es posible tener otros efectos de decoherencia segin las
especificaciones fisicas del sistema. Del mismo modo para el caso A < 0 la ecuacién se transforma

en:
) 1
ps = —[Hs,ps| + T’ [(nthm +1)Llota] + nm<T>£[aaT]} + o (3.5.5)
Estos efectos surgen en sistemas acoplados fuera de resonancia y es cuanto menos curioso ya
que estos efectos desparecen completamente en los sistemas resonantes. La decoherencia fuera de
resonancia se explorara en detalle mas adelante pues es una forma natural en que los sistemas fuera

de resonancia aumenten o disminuyan su nimero de excitaciéon como se observa en la figura 3.4.



Capitulo 4

Teoria semiclasica de la respuesta
6ptica no lineal

En este capitulo se estudiara la teoria de la respuesta éptica de los materiales en un formalismo
cudntico, donde la cantidad fundamental sera la susceptibilidad, que dependera de parametros del
material como el momento dipolar eléctrico y tasas de transiciéon de los distintos niveles de energia.
La susceptibilidad es una cantidad que caracteriza el nivel de polarizabilidad de un material en
respuesta a un campo electromagnético externo [Boy20; DH14], para este caso consideraremos un
formalismo cudntico para describir el material y el campo externo en un formalismo cldsico. Como
se muestra en la figura 4.1 la distribucién de carga puede cuantificarse dada la posicién que ocupa
cada una de las cargas en el espacio, de esta manera el vector de dipolo eléctrico

i= g, (10.1
7

permite cuantificar diferentes efectos de respuesta a estimulos electromagnéticos. Cuanticamente,
los vectores posicién de cada una de las cargas son operadores que obedecen los principios de la
mecéanica cuantica. Del mismo modo, el vector de dipolo, cudnticamente posee informacién segin
los estados y niveles de energia que posea la distribucién de cargas.

Figura 4.1: Cargas distribuidas en el espacio, los vectores posicién a cada carga 7; permiten obtener
diferentes propiedades épticas y cuantificar la respuesta a estimulos externos.

32
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4.1. Vector de polarizabilidad y tensor de susceptibilidad

Supongamos que cierta distribucién de carga es afectada por un campo eléctrico externo E, la
interaccion con el campo eléctrico generara una fuerza tal que las cargas que pertenecen a cierto
material, se redistribuiran como se muestra en la figura 4.2, donde segin la direccién del campo
eléctrico, las cargas positivas tenderan a moverse en la misma direccion del campo y las cargas
negativas en el sentido contrario. Este fenémeno es llamado polarizabilidad y permite redistribuir
las cargas presentes en la materia y asi generar efectos eléctricos interesantes, sin importar que
un material eléctricamente neutro. Esta redistribucién afecta, por supuesto, al vector de dipolo [
y la polarizabilidad tendra relacién con sus cambios a nivel infinitesimal de forma que de manera
general, el vector de polarizabilidad eléctrica estara dado por

P=-C =pd, (4.1.1)

donde p; es la densidad de carga ligada en un volumen dV y d la posicién relativa de las cargas
positivas a las cargas negativas.

Dado que el vector de polarizabilidad aparece cuando el material es afectado por un campo
externo, estos efectos pueden variar segtn las distintas propiedades que posea el material, como por
ejemplo, sus simetrias y estructura atémica. Para cudntificar los efectos, de manera general, existe
una funcién de respuesta, dada por la expansion en serie de Taylor de cada una de las componentes
del vector de polarizacién F;, en funcién de las componentes del campo externo Ej:

Po=co | S xGE + Y XDEE+ Y XU EEE + ...+ O(B") (4.1.2)
i ik ki

donde x(™), en general, es un tensor de orden n + 1 llamado susceptibilidad, mediante el cual se
puede cuantificar la respuesta de un material frente a un estimulo electromagnético externo. Los
efectos pueden cuantificarse y clasificarse segin el orden del tensor y las direcciones de interés, por
ejemplo, la componente XZ(;) indicara la respuesta de polarizabilidad a primer orden de un material
en direccion ¢ (primer indice) dado un campo externo aplicado en direccién j (segundo indice). Cabe
resaltar que los efectos que se evidencian a primer orden son los llamados efectos lineales, mientras
que los ordenes superiores seran llamados, efectos no lineales.

A primer orden es interesante notar que la susceptibilidad tiene relaciéon con el indice de re-
fraccién, supongamos por un momento que una onda electromagnética incide desde el vacio sobre
un medio dieléctrico con permitividad e. Como se muestra en la figura 4.3 la onda transmitida
es desviada de su trayectoria original segtin la ley de Snell ademéas de que segin las propiedades
dispersivas y de absorcion, la onda frenard disminuyendo su velocidad de propagacién dentro del
medio. El indice de refraccién es entonces una cantidad adimensional dada por:

C €
1”2 = —2 = Iu = 6’!’#7‘) (413)
v €0/40

donde €, v u, son las constantes eléctricas y magnéticas relativas del medio con respecto al vacio.
Sin perder mucha generalidad la constante u, = 1 debido a que ordenes propios de interacciones a
nivel dipolar no se presentan cambios significativos a nivel magnético, sin embargo, a nivel eléctrico
si se presentan efectos considerables y de manera general afectan al tensor de susceptibilidad lineal
xM). De este modo, si la onda incidente posee una frecuencia angular w:

P (W) = e (w) -1, (4.1.4)
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E

Figura 4.2: Fenémeno de polarizabilidad de la materia debido a la interaccién con un campo eléctrico
externo.

donde la dependencia de la frecuencia puede encontrarse facilmente utilizando analisis de Fourier
sobre la polarizabilidad del medio dieléctrico. El tensor de suceptibilidad estard relacionado con el
indice de refraccién de modo que:

(W) = xV(w) +1, (4.1.5)

los resultados de esta ecuacion presentan multiples posibilidades donde es de particular interés el
caso para alguna frecuencia critica we, x"(we) = 0 y por lo tanto 7(w.) = 1 lo cual indica que
la onda no se desvia ni disminuye su velocidad al ingresar al medio, es decir, el medio se vuelve
transparente a ciertas frecuencias, lo interesante de esto es que dado que los distintos ordenes de x
dependen de factores propios del material. En conclusién, mediante agentes externos de control, es
posible volver transparente un medio a ciertas frecuencias si se sintoniza correctamente.

Figura 4.3: Haz de luz proveniente del vacio incidente sobre un medio con permitividad e. La
velocidad de la onda cambia de ¢ a v una vez ingresa al medio, ademaés que se desvia de su trayectoria
original.
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4.2. Calculo de susceptibilidad con mecanica cuantica

Uno de los métodos méas comunes para calcular los tensores de los diferentes ordenes de la
susceptibilidad es mediante la teoria de perturbaciones, sin embargo como se discutioé en capitulos
anteriores estos métodos pueden tener problemas de convergencia que no son tan evidentes [Fer00].
Para sobrellevar este tipo de problemas el cambio al cuadro rotante suele ser una de las mejores
opciones y de ese modo pasar de una teoria dependiente del tiempo a una teoria independiente
del tiempo. Dado que las cantidades electromagnéticas como el dipolo y la polarizabilidad son
cantidades que dependen de las propiedades intrinsecas de cada material, la teoria cuantica permite
una descripciéon mucho maés precisa en términos de sus niveles de energia y simetrias, por lo que en
un lenguaje de operadores y valores esperados podemos determinar estas cantidades con una mayor
precision. Esta descripcién cudntica tiene la ventaja de que puede desvelar comportamientos que a
nivel cldsico probablemente no aparecerian. Particularmente los conocidos efectos de interferencia
cuantica [SZ99].

4.2.1. Teoria de perturbaciones

Para ejemplificar los calculos mediante teoria de perturbaciones consideramos un sistema atémi-
co de dos niveles que interactia a nivel dipolar con un campo electromagnético clasico de frecuencia
angular w. El hamiltoniano que describe el comportamiento de este sistema bajo la aproximacion
de onda rotante es:

H = hwgolo + iQ(oe™! + oglTe ™t | (4.2.1)

donde el operador o es el operador escalera entre los niveles de energia del sistema de dos nive-
les y €2 es una constante proporcional a la intensidad del campo y de la interaccién dipolar. La
representaciéon matricial de H en la base propia del sistema atomico es:

0 0 eiwt:|

—iwt
Qe Wa

H=h [ (4.2.2)
La cual tiene una dependencia temporal explicita, utilizando la transformacién unitaria al cuadro
rotante con

o= {8 g] , (4.2.3)

teniendo en cuenta la condicién (1.2.10) el nuevo hamiltoniano independiente del tiempo sera:
0 Q ]

0w (4.2.4)

qu
La ecuacion maestra que incluye los efectos de emision espontanea, a temperatura baja, en el cuadro

rotante sera: )

p= i F 7+ Llo], (4.2.5)
la cual arroja como resultado, el sistema de 4 ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden
de los elementos de matriz del operador densidad, en adicién de la condiciéon de normalizacién de

la traza
p11 = Ypo2 + Q12 — pa1)

pr2 = i(wa — w)p1a — %ﬁm +iQ(p11 — p22) ,

po1 = —i(wa — w)par — %,521 —iQ(p11 — p22),

oo = —Yp22 — iQ(p12 — p21),
1= p11+ paz, (4.2.6)
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en el cuadro rotante.
Debido a que € es proporcional a la amplitud del campo, analizaremos las ecuaciones a ordenes
de A\, las ecuaciones a orden (0) son:

£(0) ~(0)

P11 = VP22 »
- . ~(0) 7 ~(0
A2 = i — W)y — 2519
0 . 0 70
Py = —ilwa —w)ply — 2/)51) :
0 (0
ng) = —7052) )
1= + 7 (4.2.7)
cuya solucion estacionaria sera:
~(0) _ 1 0
p [O 0] . (4.2.8)

A primer orden el sistema de ecuaciones tomard la forma:

1 1) .y =(0) (0
Pgl) = 70(22) + ZQ(ng) - Pgl)) )

P = ilwa — W)ty — 351 + QU — 5)

o = —ilwa —w)ply) — 265 — QAT — 7).
P = by — QP — 74
0=pY + 7 (4.2.9)
las cuales pueden simplificarse reemplazando el resultado (4.2.8) como:

(1) ~(1)

P11 = VP22 s
1 1 7.1
ng) = i(wa — W)sz) oF 52) + 82,
(1 . (1) Y1) .
Pél) = —i(we — W)P§1) - §Pg1) i2,
(1 ~
Péz) = _'ngz) )
0=pY + by (4.2.10)
y arrojaran la solucién estacionaria como:
~ Q 0 i7/2 — (wg —w)
M) = 7 a 4211
T a2 /2~ (wa — w) 0 £2n)

De esta forma podemos continuar hasta ordenes superiores, sin embargo, el proceso puede hacerse
bastante complejo al cabo de algunas iteraciones. Es pertinente resaltar que a medida que avancemos
a ordenes més altos la precision del calculo del estado del sistema atémico en su forma de operador
densidad mejorard considerablemente si la teoria es regular y para el caso en el cuadro rotante,
dado que no hay dependencias temporales explicitas, la convergencia resulta ser lo suficientemente
buena.

El valor esperado del operador de dipolo puede calcularse también mediante teoria de pertur-
baciones si consideramos que

(i) = Trlpii) = Tr | (0@ + p) + p@ + )ji| = (@)@ + (DD + (D) + .., (4.2.12)
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ademads, si el sistema tiene propiedades de simetria axial, el operador de dipolo serda un operador
hermitico y antisimétrico de forma que su componente principal, es decir la magnitud [ = uf, sea:

0 Hi2
_ , 42.13
" [m ! ] (4.2.13)

ademads, el operador densidad en el cuadro de Schrodinger es:

~ -t
=UtpU =|. P pr2e=) 4.2.14
P P |:p21e—zwt P22 ( )

el cual puede reemplazarse en la expresién (4.2.12) para obtener el valor medio del operador de
dipolo expandido en ordenes de perturbacién como:

(1) = pro(pore™™ + prae™) = pia(ps) et + piett). (4.2.15)
i

Los distintos ordenes de perturbacién pueden calcularse mediante el método anterior y notamos con
expresiones como (4.2.8) que (u)(®) = 0, mientras que (4.2.11) arrojara el resultado a primer orden:

0
a_W)2+'Y2/4

1 = mor (/2 ~ (wa — w)]e™ + [i7/2 — (wa —w)}é™") . (4.2.16)

Este resultado tiene conexién directa con el valor medio de polarizabilidad en la direccién principal
del dipolo [ a primer orden de modo qué puede verse como la expansion de Fourier:

(P) = W _ > (Pw))e™", (4.2.17)
con este resultado resulta evidente que:

Q

P(o)D = F12 iV /2 — (W — w)] = eox V(W) E 4.2.1
(PN = A o i7/2 — (e~ )] = ex V) (42.18)
donde gracias a que en aproximacién dipolar 2 = ’“;E , el coeficiente de Fourier de la susceptibilidad

a primer orden tendra la forma de:

20 /2 — (wg —w
X(l)(w): Hip i/ (2 2) ‘
eohV (wq —w)? +~2/4

(4.2.19)

Como se muestra en la figura 4.4 la expansion a primer orden de los coeficientes de Fourier posee
una parte real y una parte imaginaria, analizando la expresién 4.1.5, la relacién con el indice de
refraccién. Como es de esperarse la parte real de x(!) tendr relacién con la dispersién de la onda al
entrar al medio diaeléctrico y la parte imaginaria con la absorcién de la misma. Se resalta el hecho
de que la parte imaginaria presenta un pico en w, — w = 0, ademas de que la parte real es cero,
indicando un méaximo de absorcién y anulacién de la dispersién cuando el sistema se encuentra en
resonancia.

4.2.2. Caélculo exacto y expansién en series de Taylor.

Debido a que la teoria de perturbaciones suele presentar multiples problemas de convergencia, a
continuacién presentamos un método que permite estimar la polarizabilidad de una manera exacta.
Sabemos que en el cuadro rotante las ecuaciones dindmicas son las expresadas anteriormente en
el sistema de ecuaciones (4.2.6) donde ya fueron eliminadas todas las dependencias temporales
explicitas. El método inicialmente consistira en encontrar el estado estacionario de cuadro rotante,
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Figura 4.4: Resultado de la susceptibilidad de primer orden, para un sistema de dos niveles, por
el método perturbativo. La expansiéon de Fourier arroja la parte real y la parte imaginaria como
funcién de la diferencias de frecuencias del sistema de dos niveles y el campo. La grafica se escala

2
con « para las frecuencias y la constante 60‘%2‘/ para la susceptibilidad.

el cual es importante resaltar, no es un estado perfectamente estacionario, pues de vuelta al cuadro
de Schrodinger las coherencias sufrirdn cambios en su fase. Este hecho evidencia que los estados
cuanticos no pueden ser estacionarios en el sentido estricto ya que como minimo existira una fase
global rotante que cambia en el tiempo.

Teniendo en cuenta (4.2.6), el estado estacionario en el cuadro rotante debe ser tal que py; = 0,
512 =0, 521 =0y ,522 = 0, imponiendo estas condiciones obtenemos que el estado tal que:

QQ

5
i 202 + (wa —w)2 +12/4°
Q
1o = /2 = (wa = w)),
P12 2QQ+(wa_w)2+,yz/4(l’Y/ (wa —w))
Q
a1 = —i7/2 = (wa — )
P21 2924_(%_@24_72/4( i/ (W — w))
Q2
P2 (4.2.20)

T 202 + (Wg —w)2+~2/4"
Este resultado es un resultado estacionario en el cuadro rotante que reemplazando en la primera

igualdad de (4.2.15) obtendremos el valor medio exacto de dipolo

08 = megem o ?W o (2 = (o =)™ 4 (i7/2 = (o =)™, (4221

de tal forma que el coeficiente de Fourier exacto de polarizabilidad en la direccién principal del
dipolo es:
<P( )> _ H12 Q(i'}//z_(wa_w)) )
V 202 + (wg —w)? +~v2/4
Este calculo exacto permite expandir la polarizabilidad en serie de Taylor al rededor de €2 = 0 para
obtener las potencias de la forma:

(P(w)) = (P(w)® + (P(w))® + (P(w))® + ..., (4.2.23)

(4.2.22)
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Figura 4.5: Resultado de la susceptibilidad de tercer orden, para un sistema de dos niveles, por
4

el método exacto. La grafica se escala con v para las frecuencias y la constante 605’11723‘/ para la

susceptibilidad.

donde (P(w))(™ es proporcional a Q". El resultado para las potencias (0), (1) y (2) es:
(Pw)® =0,
Q
Pl — F12 iV /2 — (wy —
(PN = B2 e 17/2 — (wa = )]
(P(w)® =0. (4.2.24)

Notamos que las potencias pares de la forma (2m) se hacen cero, indicando que no hay respuesta
de orden par para un sistema de dos niveles de estas caracteristicas. Por otro lado la potencia
de orden de (1) es idéntica a la encontrada en (4.2.18), mostrando la consistencia de este método
exacto con la teoria de perturbaciones. Sin embargo, la ventaja que ofrece la solucién exacta es la
informacién que ofrece sobre todos los ordenes, ademés de simplificar significativamente los célculos
para los ordenes superiores. Como ejemplo de ello, la susceptibilidad de orden (3) se puede calcular
utilizando el coeficiente de la expansién en Taylor de orden (3) de modo que

0\3
ummﬁzmﬂWmﬁzm%Wm<h) , (1.2.25)
H12
esto arrojard como resultado la susceptibilidad de tercer orden:

4 .
X(B)(w _ 2#;2 /2 — (wa — w) ;
OV [(wg — w)? +12/4

(4.2.26)

Este resultado a orden (3) nuevamente posee un término real asociado a la dispersién de la
onda y un término imaginario asociado a la absorcién, sin embargo, como se observa en la figura
4.5 son efectos de orden no lineal, que en el caso de dos niveles no presentan grandes diferencias
a los ordenes menores. Cabe resaltar que en otros sistemas atémicos es posible que los efectos de
orden superior desvelen comportamientos mas especiales como lo son la doble absorcién de segundo
arménico o incluso efectos de transparencia [Boy20; DH14].



Capitulo 5

Modelo y resultados

5.1. Sistema fisico

Una molécula de puntos cuanticos puede disefiarse tal que posea tres niveles de energia bien
diferenciados. Utilizando los métodos de epitaxia de gotas y nanolitografia [WW14] se genera una
plantilla de nanoagujeros de baja densidad sobre superficies de GaAs [Wan+07], cuando las condi-
ciones de crecimiento son las adecuadas, el crecimiento epitaxial de InAs, conforma moléculas de
punto cudntico verticales con propiedades de emisién adecuadas [Alo+07]. El proceso de fabricacién
comienza con el crecimiento de una capa amortiguadora de GaAs de 0.5 um sobre un substrato
del mismo tipo a 580 °C, sobre esta capa se utilizan nanogotas de Ga que se distribuyen sobre la
superficie con una densidad de 2.5x10® cm™2 y se cristalizan formando los nanoagujeros, la pro-
fundidad media de los nano agujeros es de 4.44+0.8 nm con diametros entre 434+5 nm y 95+5 nm.
Sobre la plantilla de nanoagujeros se deposita InAs que forman el primer punto cuantico, seguido
de una pelicula delgada de algunos nm de GaAs como barrera de tunelamiento a los portadores de
carga que separa a una segunda capa de InAs que forma el segundo punto cudntico, estas gotas se
depositan automaticamente justo encima a las primeras gracias a la tensién superficial generada
por el relieve de la pelicula intermedia. Por tltimo, este proceso termina con una capa de GaAs que
sella la molécula de puntos cuanticos, este proceso se esquematiza en la figura 5.1. Este ensamble
permite obtener estructuras verticales simétricas o asimétricas acopladas donde el tipo de acople
de tunelamiento entre los puntos cuanticos puede ser controlado a necesidad segun el grosor de la
capa intermedia [Xie+95; Bay+01].

5.2. Modelo semiclasico del sistema de tres niveles

La molécula de puntos cudnticos usualmente es llamada molécula artificial debido a que presenta
una estructura de niveles de energia discretos y sus espectros de emision estan en el rango del visible,
que corresponden a diferencias de energia en un rango de eV. Los materiales semiconductores que
conforman la molécula permiten acoplarla a campos electromagnéticos externos que se encuentren
en el rango de frecuencias de eV y por lo tanto longitudes de onda de una longitud de onda de 500
nm, gracias a esto los acoples radiaciéon materia puedan modelarse a través de un hamiltoniano de
interaccion dipolar:

Hi = - E(t), (5.2.1)

el esquema de transiciones del sistema depende de las direcciones de polarizacién de los campos
acoplados y de los elementos de matriz del operador dipolar en su base de autoestados de energia.
Consideramos un acople tipo A, que consiste en que tres autoestados de energia, estén configurados
de modo que las transiciones a nivel dipolar sigan reglas de seleccidn especificas, el control expe-
rimental del tamafno de los puntos cudnticos y el grosor de la pelicula intermedia permite que el

40
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GaAs (Sellado)

~nm[|  GaAs (Tunelamiento) InAs (Depositados)

—@—@ @ @ —— — nAs (Nanoagujeros)

GaAs (Amortiguamiento)

GaAs (Substrato)

Figura 5.1: Conformaciéon de una molécula de puntos cudnticos vertical con la técnica de epitaxia
de gotas. Sobre la capa de amortiguamiento de GaAs se forman nanoagujeros que se llenan con
la primera capa de InAs, formando el primer punto cuintico, mientras que sobre la barrera de
tunelamiento la deposicién de InAs forma el segundo punto cudntico justo encima del primero.

operador de dipolo sea:

0 0 H13 0 0 0
=10 0 0 [é+ |0 0 p3|ée, (5.2.2)
piz 00 0 po3 O

donde €, y €. son dos direcciones independientes y perpendiculares. El campo eléctrico externo que
se acopla a este esquema se considera con la superposicién de dos modos de radiacién de frecuencias
wp y we en las direcciones é, y é. respectivamente

E(t) = Ey(t)é, + Ee(t)é., (5.2.3)

donde la forma de los campos esta dada por por las ecuaciones (2.1.25) en su forma clasica o (2.4.12)
en su forma cuéntica. Debido a la forma del dipolo y de los campos, las transiciones se dardn entre
los estados 1 y 3, estimuladas por el campo £, que llamaremos campo de prueba, mientras que la
transiciones entre 2 y 3, seran mediadas por E. que llamaremos campo de control. Con este esquema
y como se muestra en 5.2 no hay transiciones permitidas entre los estados 1 y 2.

Los campos no necesariamente deben estar en resonancia con las frecuencias propias del sistema,
para tener en cuenta esto, se definen dos pardmetros de asintonia A, = w31 —wp y A¢ = w3z — we,
asociados a los campos de prueba y control respectivamente. En el caso de los campos clasicos y
de baja amplitud tal qué uFE = h{) ~1 meV, se puede aplicar la aproximaciéon de onda rotante al
hamiltoniano total en el cuadro de Schrédinger del sistema tipo A y se puede escribir como:

w1 0 Qpei‘”?t
H=h 0 Wy Qeeiwet | (5.2.4)
Qpe—iwpt ch—iwct ws

por lo que el operador © para pasar al cuadro rotante, tal que el hamiltoniano (1.2.10) sea un
operador que no dependa explicitamente del tiempo, segun la condicién (1.2.13), es:

0 0 0
©=|0 wy—w. 0], (5.2.5)
0 0 Wy
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3)
Ap = w31 — UJPI - IAC = W32 — We
We
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Figura 5.2: Sistema de tres niveles tipo A, las transiciones 133 y 2++3 estdn mediadas por los
campos E, y E. respectivamente, la diferencia de energias entre los niveles y los campos son las
asintonias A, y A, respectivamente. Las transiciones 14+2 esta prohibidas a nivel de dipolo.

el hamiltoniano en el cuadro rotante sera entonces:

B w1 0 Qp
H=h|0 wy— (wp—we) Qe . (5.2.6)
Q, Q. w3 — wp

Dada la estructura tipo A del acople de la molécula de punto cuantico con los campos y las
transiciones permitidas a nivel dipolar, los efectos de disipacion debido a la emisién espontanea
estaran mediadas por el operador escalera 13 = |1) (3| y en menor medida al operador 012 = |1) (2|,
la ecuacion maestra de Lindblad en el limite de cero temperatura sera:

B 1.~
p= ﬁ[HW] + m3Llo13] + 712L]012] (5.2.7)

que generara un sistema de 9 ecuaciones diferenciales, lineales y homogéneas acopladas, ademés de
la condicién de normalizacién que debe cumplir el operador densidad T'r[p] = 1.
5.3. Susceptibilidades por el método exacto

El valor medio del vector de polarizabilidad puede calcularse como:

(P) = ““;ﬁép + <¢;>éc,

(5.3.1)

donde las componentes en direcciéon del campo de prueba y en direccién del campo de control son
componentes independientes del vector, sin embargo, el interés se centrara en las variaciones del
campo de prueba por lo que es conveniente analizar la componente en su misma direccion:

<Pp> = M = &(ﬁlgeiw”t + ﬁgle_iwpt)’ (5‘3.2)
Vv %4
que es la expansion en series de Fourier de la componente y serd conveniente utilizar el término

proporcional a e™»?
H13
(Pp)(wp) = 77 P13 (5.3.3)
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La solucion estacionaria para los elementos de matriz densidad en el cuadro rotante arroja como
resultado para el elemento pi3 la expresién exacta, simplificada en términos de las asintonias A, y
A, y puede ser expandida en series de potencias de 2, y €). para obtener:

hQ- hQ
(Pp)(wp) = €0 Z pr e Z (2J)k ‘J—k +... ], (5.3.4)
P jh=p.c N] HE

a orden 1. El tensor de susceptibilidad tendra dos componentes x;.. y Xp,p que nos indicara el efecto
de polarizabilidad debido a los campos en las direcciones é. y €, respectivamente. Los resultados de
la expansién son tal que:

XSA,) =0, (5.3.5)

lo que indica que el campo de control no produce respuesta a primer orden en la direccién é,, por
otro lado ) A A o
NS, SC 5 SRAE

7 «0hV QF — (Ap +i75) ((Ap — Ac) +i%52)

es la respuesta debido al campo de prueba que tiene un comportamiento interesante, si consideramos
que el campo de control estd en resonancia A, = 0 y ademas conociendo que y13 ~ 0 dado que la
transicion 14»2 estd prohibida a nivel del dipolo, la expresién puede simplificarse a una forma que
se revelan comportamientos interesantes de la molécula artificial:

(5.3.6)

(D(A) = s = . (5.3.7)
YTV Q2 = (A, + i3 A,

Como se muestra en la figura 5.3 en el caso de A, = 0 la susceptibilidad se anula tanto en su
parte real como en su parte imaginaria, por lo que segiin (4.1.5) el indice de refraccién es de 1,
lo que implica que el material no dispersa, ni absorbe la onda de campo de prueba y por lo tanto
presenta un punto de transparencia. Este resultado podria ser utilizado en muiltiples aplicaciones,
en las que destacan un switch éptico, dado que mediante cambios en la frecuencia del campo de
control es posible cambiar la respuesta éptica del material. Como se observa en la figura 5.4 un
pequenio cambio en A, de inmediato habilitard la absorcién y la dispersion de la onda de campo de
prueba. Este interesante fenémeno se da gracias a que la interferencia destructiva entre los campos
dentro del material produce estados de la materia en los que la respuesta éptica se puede controlar
de manera conveniente, estabilizando el indice de refraccién.
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A-=0, y12~0, yi13~ Q¢
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Figura 5.3: Resultado de la susceptibilidad de primer orden, para un molécula de puntos cudnticos

de tres niveles tipo A en funcién de A,,. La gréfica se escala con (2. para las frecuencias y la constante
2
Eolh?i v Dara la susceptibilidad.

Ap,=0, y12~0, y13~Qc
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Figura 5.4: Resultado de la susceptibilidad de primer orden, para un molécula de puntos cudnticos

de tres niveles tipo A en funcién de A.. La grafica se escala con €. para las frecuencias y la constante
2
60%12?; v bara la susceptibilidad.
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5.4. Sistemas de dos niveles y acoples fuera de resonancia

Los modelos completamente cudnticos que abordan la respuesta éptica de los materiales, pre-
sentan grandes dificultades matematicas y analiticas debido a la complejidad de sus ecuaciones.
En este trabajo hemos utilizado un software especializado en la solucién de ecuaciones maestras
para sistemas cuanticos abiertos, que se ha hecho muy popular en los tdltimos anos, llamado QuTiP
[JNN12], esta herramienta es una libreria que puede integrarse a Python lo que le da una gran
versatilidad y utilidad.

Como se ha discutido anteriormente la estructura de niveles de una molécula de punto cuantico
puede ser controlada con precision mediante las dimensiones de la capa de tunelamiento que separa
los puntos cudnticos, esto permite generar estructuras como la tipo A discutida anteriormente pero
también permite generar estructuras mas restrictivas como una de dos niveles, que hacen referencia
a las energias de los electrones en la banda de valencia y conduccién del material [WW14; Bay-+01].
Ademas, es posible construir estructuras donde la radiacién quede atrapada en las cavidades que se
forman en el interior y pueda tratarse bajo un formalismo cuantico, para esto sera necesario tratar
el sistema radiacién materia mediante el modelo de Jaynes-Cummings 2.6.9 (Ver capitulo 2). Los
modos de radiacién dentro de las cavidades usualmente dependen de la geometria y las dimensiones
y los sistemas pueden modelarse de modo que el acople sea no resonante como se muestra en la
figura 5.5.

El hamiltoniano de Jaynes-Cummings que describe este sistema estd dado por:

H = hwao'o + hwea'a + hg(oa’ +o'a). (5.4.1)

Sin embargo la molécula se puede acoplar también a un pulso cldsico externo con frecuencia w, que

puede modelarse bajo el hamiltoniano de Rabi

hQ(t)
2

Hep = (oetrt 4 glemiwnty (5.4.2)

donde Q(t) es el pardmetro de acople con el campo externo que depende la amplitud del campo, en
general podemos considerar la amplitud dependiente del tiempo para generar distintas envolventes
sobre la onda. El pardmetro de asintonia es 6, = w, — w., de modo que

A —0p=wq —wp. (5.4.3)

We

Figura 5.5: Molécula de dos niveles acoplada a campo fuera de resonancia con pardametro de asintonia
A = w, — we. En azul se representa un pulso clasico externo con frecuencia wy,, que también puede
acoplarse fuera de resonancia con un pardmetro de asintonfa distinto ¢, = w, — we.
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Figura 5.6: Probabilidad del estado excitado segun los pardmetros de asintonia, la simulaciéon toma
los parametros "= 10/g, v =0, K = 0, I' = 0. La linea roja punteada equivale a J,, = 20g.

Los efectos de disipacién y decoherencia a nivel de ecuacién maestra actuaran sobre los distintos
subsistemas, particularmente la molécula de punto cudntico sufrird de emisién espontdnea mientras
la cavidad tendra fugas de radiacién. Ademds consideramos un acople donde A > 0 por lo que un
efecto fuera de resonancia producto del acople a fonones emergera en la forma (3.5.4) [Maj+11]. La
ecuacion dindmica general serd entonces:

1
~ih

La respuesta al pulso externo depende de los pardmetros de asintonia A y §, y para observar
la respuesta se simula la molécula y la cavidad en el estado base |g,0). Mediante un pulso continuo
con §)(t) = 2g se deja evolucionar el sistema, variando A y d, con valores desde —30g hasta 30g.
Asi, es posible promediar temporalmente el valor medio de la poblacién del estado excitado |e) para
cada valor de asintonia segiin

p [H + Heut, p) +vL[0] + kL[a] + TL[oa'] . (5.4.4)

T
P = % /0 dtP.(t). (5.4.5)

Segtin la figura 5.6 la mayor capacidad de respuesta a pulso puede observarse cuando P, es maxima
y esto corresponde a regiones donde A ~ 0 es decir, cuando la molécula y la cavidad estan en
resonancia pero también cuando A ~ §, que segin la ecuacién (5.4.3) corresponde cuando el pulso
y la molécula estan en resonancia, pero no la cavidad y la molécula. Este hecho serd clave pues cuando
A ~ 6, el mecanismo de decoherencia fuera de resonancia de tasa I' estara activa. Centraremos la
atencién en el valor particular de J, = 20g indicado por la linea roja punteada. Ademas, la figura
5.7 muestra que la respuesta éptima para este valor de asintonia se da cuando el sistema presenta
un A = 0 como es de esperar, pero también cuando A ~ 18¢, es decir cuando w, — wp, ~ —2¢, que
indica que la molécula y el pulso externo también estan fuera de resonancia, sin embargo generando
una respuesta éptima.

Una vez caracterizada la respuesta de la molécula fuera de resonancia con la cavidad y el pulso
externo, en la simulacién se monitorea la respuesta frente a la intensidad del acople I, aislando los
deméds mecanismos de disipacién y decoherencia. Recordemos que segiin la expresion (3.5.3), I' tiene
relacion con el ancho de frecuencias del bano bosénico que se acoplan al sistema, debido a que se
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Figura 5.7: Probabilidad de respuesta con d, = 20g, donde existen picos de respuesta en A =0y
A ~ 18g.

acoplan con frecuencias centradas en A ~ 18¢, variando a I" entre 0 y 1¢g. El mecanismo fuera de
resonancia es mediado por el operador ga' indicando que a medida que la molécula tiende a caer
a su estado base la cavidad aumentara su niimero de excitacion, por lo que es conveniente analizar
su promedio temporal

B T
(n) = % /0 dt(n) (£) (5.4.6)

Este resultado es plasmado en la figura 5.8 mostrando como la intensidad del acople fuera de
resonancia genera un aumento en los niimeros de excitaciéon que crece de manera lineal hasta I' ~0.6
g, a partir de este punto la respuesta comienza a disminuir su pendiente disminuyendo su efectividad,
este mecanismo podria aprovecharse para aumentar de manera controlada el nimero medio de
excitacion en las cavidades.

6,=20g, A=18g

124 —== (M -
1.0 -
0.81 e

061 s
0.4 L
0.2 .
0.0 -

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
Wle]

Figura 5.8: Promedio temporal con 7' = 10g del nimero medio de excitacién (n) como funcién de
I' en un acople fuera de resonancia con ¢, = 20g y A = 18g.
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Figura 5.9: Evolucién temporal con I'=0.1g, los casos que se muestran corresponde respectivamente
al conjunto de pardmetros (k = 0,7 = 0), (k =0.1g,7 = 0), (k = 0,7 =0.1g) y (k =0.1g,v =0.1g)
respectivamente.

5.5. Estado estacionario fuera de resonancia

Segin lo discutido en la secciéon anterior es posible aprovechar el acople fuera de resonancia
gracias a la aparicién de mecanismos de decoherencia de asistencia fonénica de la forma (3.5.4),
inicialmente se simula el sistema en los pardmetros de asintonia 6ptimos d, = 20g y A = 18¢g y el
estado base inicial |g,0), mientras el pulso continuo con €(t) = 2¢g se acopla y genera transiciones
entre los estados de la molécula, el mecanismo de decoherencia fuera de resonancia tendra una
intensidad de I'=0.1¢. En la figura 5.9 se explora esta dindmica modificando a su vez los parametros
Ky v con los valores 0 y 0.1g. Como se observa en las figuras, la probabilidad del estado excitado de la
molécula varia ligeramente en su oscilacién, pero no es significativo el cambio, por otro lado, para el
nimero medio excitacion, la emisién espontanea mediada por la tasa v no afecta significativamente
al efecto de I', pero, las fugas en la cavidad mediadas por k si reducen significativamente el efecto
de I', sin hacerlo desaparecer del todo. Cuando los tres mecanismos estan presentes el efecto de I’
seguira siendo evidente pero el aumento serd més lento que se evidencia en los cambios de pendiente
de crecimiento en (n).

El siguiente caso que se simulard con el estado inicial |g, ), donde |a) es un estado coherente,
es decir un autoestado del operador escalera a, este estado tiene la forma:

) :e—%'?;\‘;%\m, (5.5.1)

estos estados tienen la particularidad que (n) = |a|?, para la simulacién, el estado inicial es tal que
|a|? = 25, ademis el pulso utilizado tendra forma gaussiana, es decir:

) = ac () (5.5.2)
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Figura 5.10: Evolucién temporal sobre estado coherente de radiacién con I'=0.1g, los casos que se
muestran corresponde respectivamente al conjunto de pardmetros (k = 0,7 = 0), (k =0.1g,y = 0),
(k =0,7=0.19) y (k =0.1g,v =0.1g) respectivamente.

donde la amplitud del pulso serd A =4.5¢g y estard centrado en tyg = 4/g y una duracién de 0.7/g,
ademads, en la misma linea del resultado anterior se exploran variaciones de v y x con los valores
0 y 0.1g. El resultado en este caso es evidenciado en las figuras 5.10 donde nuevamente la emisién
espontanea no tiene efectos significativos sobre el resultado y se pueden dar aumentos escalados en
el nimero de excitaciones, sin embargo, cuando las fugas de la cavidad estdn presentes, la pérdida
de la coherencia del estado hace que el mecanismo fuera de resonancia pierda su efectividad para
aumentar el nimero medio de excitaciones.

Los resultados anteriores evidencian que las fugas de cavidad son las que reducen el protagonismo
y efectividad el mecanismo fuera de resonancia, debido a la perdida de coherencia. La pregunta que
surge al analizar este comportamiento es cudl es el estado estacionario una vez es apagado el pulso
externo. Las evidencias de la simulacién sugieren que la molécula reposard en |g), sin embargo, el
aumento del nimero de excitacion y a la distinguibilidad del estado de la molécula, sugiere que el
estado de radiacién en la cavidad es un estado puro para esto utilizaremos la funcién de correlacion
g (1) de segundo orden dada por:

CLT T (IT a\T)a
#) = (<a)f<o(>0a)<o(>>)2 7(0» (5:5:3)

que segun su valor indicara la naturaleza de la estadistica del estado de radiacién de modo que:

<1 Sub-Poissoniana,,
gP(r){=1
> 1y <2 Sudper Poissoniana.

Poissoniana ,

Para analizar el estado estacionario se activard un pulso continuo sobre el estado base con 0
excitaciones, durante un tiempo de t = 30/g de modo que se aumente a en promedio 1 excitacién,
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Figura 5.11: Formacién del estado estacionario con pulso continuo de 30/¢g y 45/¢g de duracién.
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Figura 5.12: Funcién g(2)(7) para el estado estacionario formado tras un pulso continuo de 30/g de
duracién.

una vez apagado el pulso se analizard la correlaciéon con tiempos posteriores, es decir 7 = gt —30. En
la figura 5.11 se muestra como cuando los mecanismos de decoherencia adicionales estan desactivados
el aumento del nimero de excitacién permanece constante a pesar de que la molécula es obligada
a permanecer en su estado base, el resultado de la ¢(® indica que el estado debe poseer estadistica
super-poissoniana, por lo que esté aumento en el nimero de excitacién corresponde a que su estado
estacionario forma una superposicién de estados de Fock donde a medida que la duracién del pulso
aumente también lo hara su nimero medio de excitacién, particularmente para pulsos con duraciones
30/g y 45/g el aumento del promedio de excitaciones es de aproximadamente 0.5 excitaciones.
Finalmente, la figura 5.12 indica que el estado estacionario formado tiene una estadistica siper-
poissoniana, en todos los casos donde x y « estan prendidos o apagados.

Estos mecanismos fuera de resonancia resultan entonces muy efectivos para controlar el niimero
medio de excitacién siempre y cuando se supriman de manera efectiva las fugas mediadas por k por
lo que las moléculas de punto cudntico pueden ser utilizadas como depédsitos de energia.



Conclusiones y perspectivas

Las principales conclusiones y perspectivas que emergen de este trabajo son:

e Creemos que un resultado importante sobre la bisqueda de estados estacionarios, es la expre-
sién encontrada para el operador © (1.2.13) ya que brinda una alternativa a la hora de lidiar
con Hamiltonianos dependientes del tiempo que son usuales en la éptica cudntica. Usualmen-
te, cuando el campo de forzamiento externo es semiclasico, existen términos exponenciales
de la forma e*™! que generan dindmicas singulares desde el punto de vista de la teorfa de
perturbaciones, lo que trae grandes inconvenientes para analizar su convergencia [Fer00]. La
solucién de la ecuacién (1.2.13), en los casos usuales de la aproximacién de onda rotante,
tiene infinitas soluciones que son sencillas de determinar y como se ha demostrado la solucién
exacta del estado estacionario en el cuadro rotante, no solamente permite conocer la respuesta
optica de los materiales, sino que con una expansién en series de Taylor, es posible encontrar
la respuesta a diferentes 6rdenes, recuperando los resultados de la teoria de perturbaciones
con mayor facilidad y una mayor certeza de la convergencia.

e Seria interesante generalizar la solucién para los operadores © a otros hamiltonianos de la
Optica cuantica fuera de la aproximacion de onda rotante, e incluso a hamiltonianos de la
dindmica molecular con forzamientos dependientes del tiempo, pues en estos casos, la solucién
de los estados estacionarios es un problema no trivial, que puede ser atacado desde un punto
de vista de cuadro rotante.

e Otra contribucion del trabajo es presentar las deducciones de los hamiltonianos propios de la
optica cuantica desde primeros principios, con las ecuaciones de Maxwell clédsicas, han sido
discutidas con profundidad en el capitulo 2. Estas deducciones, tienen como fin la profundiza-
cion y generalizacién de estos modelos a estructuras fisicas tan dispares como lo son los gases
atémicos y los puntos cuanticos. Los gases atémicos han sido sumamente importantes en la
Optica cuantica dado que las principales predicciones de la teoria, como la transparencia indu-
cida electromagnéticamente, han sido observadas experimentalmente [BIH91; LIO1; HFI90].
Las nuevas tecnologias y los nuevos desarrollos basados en estructuras semiconductoras, co-
mo los puntos cudnticos y las moléculas de puntos cudnticos [Miic+10; Wei+12; Alo+07],
requieren un modelamiento adecuado basado en los 6rdenes de magnitud observados en los
experimentos. Desde el punto de vista de la éptica cudntica, existen grandes similitudes en
la fenomenologia de estas estructuras, como sus esquemas de dos y tres niveles de energia.
A pesar de ello, también existen grandes diferencias, como los procesos de acople fuera de
la resonancia y la asistencia fonénica, propios de los materiales semiconductores [Kan+08;
Lau+11; Hoh10; Hoh+409; Maj+11], esto motiva a que la profundizacién desde primeros prin-
cipios sobre los modelos usuales pueda traer nuevas ideas que permitan modelar con mayor
precision las observaciones del laboratorio.

e Las moléculas de puntos cuanticos en su conformacién tienen una gran variabilidad en su
espectro de niveles de energia, que puede ser contralado mediante técnicas experimentales
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[WW14]. Con esto en mente, se pueden conformar estructuras que posean estructuras de tres
niveles, tipo A, tipo V o escalera que pueden acoplarse a corrientes y campos épticos externos
capaces de manipular a fondo sus propiedades épticas intrinsecas. Como se demostrd en el
capitulo 4, las moléculas de punto cuantico de tres niveles, como los gases atémicos, poseen la
virtud de volverse transparentes por los fenémenos de interferencia cuantica. El calculo de estas
propiedades puede ser encontrado mediante los formalismos usuales de teorias perturbativas
pero también mediante métodos exactos en el cuadro rotante. Esto hace que las moléculas
de puntos cuanticos, usualmente en forma de peliculas delgadas como se ilustra en la figura
5.1, sean unos buenas candidatas a aplicaciones interesantes como los switches o transistores
opticos.

e Los sistemas de moléculas de puntos cuanticos pueden ser acoplados a cavidades opticas, que
por diseno y geometria, tendran la capacidad de confinar frecuencias especificas de radia-
cion. En este tipo de estructuras, los acoples no resonantes han tenido un gran impacto en
los estudios recientes de fotoluminiscencia y espectroscopia [Kan+08; Lau+11; Hohl0]. La
fenomenologia asociada a las observaciones ha sido atribuida a los acoples entre las molécu-
las y a los fonones generados por los modos vibracionales de los sélidos [Hoh+09; Maj+11].
Hemos encontrado que los acoples asociados a mecanismos de decoherencia fuera de resonan-
cia, descritos por las ecuaciones (3.5.4) y (3.5.5) se producen efectos asociados de aumento
o disminucién del nimero medio de fotones, de una manera robusta como se muestra en la
figura 5.8. La idea que surge de inmediato es en la posibilidad de preparar un estado de luz
donde (n) = 1. Los resultados expuestos en las figuras 5.9 y 5.10 indican que en presencia de
mecanismos de emisién espontanea para la molécula, el mecanismo es robusto y se sobrepone
aumentando de manera efectiva el nimero de excitaciones. Sin embargo cuando las pérdidas
por fugas de la cavidad son considerables, disminuyen la efectividad del mecanismo en su to-
talidad. Ademads, la funcién g(® (1) representada en la figura 5.12 indica que el estado formado
en presencia de los distintos mecanismos de decoherencia usuales en las moléculas de puntos
cuanticos, posee una naturaleza de estadistica super-poissoniana quedando descartada para
ser una posible fuente de fotones individuales.

e Finalmente, como una posible continuacién de este trabajo, se encuentra la posibilidad de
aplicacién de moléculas de puntos cuanticos acopladas a radiacién fuera de resonancia, como
posibles depésitos de energia, la asistencia fonénica puede tener un rol fundamental para man-
tener o aumentar el nimero medio de fotones dentro de la cavidad 6ptica a control. Ademads
la teoria cuantica de la susceptibilidad es un area todavia en desarrollo, donde la radiacién
incidente sobre los materiales esté cuantizada y pueda presentar comportamientos diferentes
segun el estado de la radiacion y recuperar las observaciones en la aproximacion semiclasica de
las bien conocidas observaciones sobre transparencia inducida electromagnéticamente, donde
las soluciones exactas del cuadro rotante pueden desligarnos de la costumbre sobre las teorias
perturbativas en virtud de resultados mas confiables.
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