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la oportunidad de trabajar y compartir más allá de la f́ısica, en un momento donde el mundo se veńıa
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Introducción

En los últimos años la mecánica cuántica ha sido una de las ramas de la f́ısica más prometedoras,
debido a su amplia gama de aplicaciones prácticas y teóricas [SN14; Sak06], la cuantización de
distintas cantidades f́ısicas como la enerǵıa, el momentum angular y los campos electromagnéticos
a bajas enerǵıas permiten describir los procesos de interacción de los materiales con los campos a
un nivel atómico y molecular de una forma bastante precisa [SZ99; BJ03]. Particularmente, para
calcular las propiedades ópticas como la susceptibilidad y el indice de refracción, un formalismo
cuántico desvela comportamientos lineales y no lineales que no pueden ser obtenidos a partir de
formalismos clásicos [Boy20; DH14].

Uno de los modelos más importantes para modelar la interacción de la materia con las ondas
electromagnéticas de bajas enerǵıas es el modelo de Jaynes-Cummings [JC63; SK93] que ofrece una
gran precisión para modelar los acoples de los campos electromagnéticos cuantizados y la materia,
esto la convierte en una de las descripciones teóricas más importantes de la electrodinámica cuántica
de cavidades y la óptica cuántica [GKL13; Lar07].

Los sistemas cuánticos pueden modelarse a través de un formalismo de operador densidad [Fan57]
que permite modelar efectos de disipación y decoherencia [Sch05; Zur03] propios de los sistemas
abiertos a través de ecuaciones maestras [BP02; Man20]. Los sistemas abiertos suelen presentar
dinámicas que llevan a un estado cuántico estacionario que puede ser calculado mediante formalis-
mos perturbativos o exactos [Fer00; Tar02; Fri78] que depende usualmente de las tasas de disipación
y bombeo a las cuales está sometido el sistema lo que puede ser aprovechado para múltiples aplica-
ciones [Alb18].

Una de las aplicaciones de los estados cuánticos estacionarios consiste en modificar las propieda-
des ópticas de los materiales utilizando interferencia cuántica [SZ99; Boy20], es posible suprimir los
efectos de dispersión y absorción sobre la luz incidente, cuando la interferencia entre los canales de
emisión es destructiva, este efecto es conocido como transparencia inducida electromagnéticamente
[BIH91; FIM05; Mar98], donde la interferencia provoca cambios en el ı́ndice de refracción del ma-
terial eliminando su capacidad de absorción y dispersión a uno de los campos [LI01; HFI90], estos
efectos han sido ampliamente estudiados y aplicados en sistemas atómicos de tres niveles tipo Λ en
cavidades ópticas [FIM05; Müc+10] y estructuras semiconductoras más complejas como moléculas
de puntos cuánticos [Wei+12].

Un punto cuántico semiconductor es una heteroestructura que permite el movimiento de elec-
trones confinados en un espacio 3 dimensional y por lo tanto poseen un espectro de enerǵıa discreto
[WW14; Wan+07; Alo+07]. Las moléculas de punto cuántico se forman acoplando dos o más puntos
cuánticos y usualmente son llamadas moléculas artificiales que poseen propiedades y aplicaciones
muy interesantes en el régimen de interacción dipolar [Yos+04; Hen+07]. Las estructuras semicon-
ductoras, como las moléculas de punto cuántico presentan fenomenoloǵıa interesante, pues se han
observado acoples fuera de la resonancia en experimentos de fotoluminiscencia [Kan+08; Lau+11],
estos acoples son atribuidos a múltiples fenómenos como el desfase puro [AGP09] y las interacciones
electrón-fonón [Hoh10; Hoh+09; Hug+11] y se ha demostrado que estas interacciones extienden el
rango de disonancia en el cual los puntos cuánticos pueden acoplarse a campos externos [Maj+11].

En este trabajo exploramos la dinámica de los puntos cuánticos acoplados a campos en resonancia
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y fuera de la resonancia, incluyendo a su vez los efectos de disipación y decoherencia y los acoples
no resonantes como las interacciones electrón fonón a nivel de la ecuación maestra y en busca
del estado estacionario, se propone un formalismo de cuadro rotante que elimina las dependencias
temporales en los hamiltonianos de los campos clásicos o cuánticos externos que pueden generar. A
partir de este punto se calculan propiedades ópticas como la susceptibilidad y el ı́ndice de refracción
a través de métodos aproximados como teoŕıa de perturbaciones y métodos exactos, en función de
las distintas tasas y niveles de enerǵıa del sistema de puntos cuánticos, desvelando comportamientos
similares a los gases atómicos, donde sus propiedades ópticas se van modificadas, como por ejemplo
la transparencia inducida electromagnéticamente. Además numéricamente se exploran los efectos
de acoples no resonantes sobre sistemas con radiación cuantizada.



Caṕıtulo 1

Dinámica en el formalismo del
operador densidad

En mecánica cuántica algunos problemas pueden solucionarse de forma exacta, gracias a la
estructura de los Hamiltonianos que describen los sistemas y sus interacciones con agentes exter-
nos como por ejemplo campos electromagnéticos [SN14; Sak06]. Sin embargo, existen numerosos
problemas donde la solución exacta está lejos del alcance. Para solucionar este tipo de sistemas e
interacciones existe la posibilidad de utilizar aproximaciones de tipo perturbativas, que permiten
una descripción de los fenómenos f́ısicos a distintos órdenes. Particularmente los fenómenos de la
óptica cuántica no lineal aprovechan este formalismo con dependencia temporal expĺıcita para en-
contrar valores esperados de cantidades de interés como la susceptibilidad χ(j), donde (j) es el orden
de la perturbación, que a medida que aumenta, revela distintos comportamientos de la materia en
presencia de campos electromagnéticos [Boy20] como veremos más adelante.

1.1. Teoŕıa de perturbaciones

Supongamos un sistema cuántico descrito por un hamiltoniano H(t) dependiente del tiempo el
cual podemos dividir en dos partes

H(t) = H0 + V (t); (1.1.1)

de los cuales el primer término H0 es independiente del tiempo y conocemos sus autoestados

H0 |n〉 = En |n〉 , (1.1.2)

mientras que el segundo término V (t) contiene la dependencia temporal y la información de las
interacciones con agentes externos.

Cuando V (t) = 0 los autoestados |n〉 poseen una evolución temporal estacionaria trivial descrita

por el operador e−
iH0t
~ . Sin embargo, de forma general cuando V (t) 6= 0 el problema dejará de ser

trivial y la evolución temporal de las poblaciones y coherencias de manera general, no es estacionaria

y ya no podrá ser descrita por e−
iH(t)t

~ , debido a que el operador H(t) no conmuta necesariamente
a diferentes tiempos. En general el estado del sistema en cualquier tiempo t puede ser descrito
mediante un formalismo de operador densidad

ρ(t) =
∑
n,m

ρnm(t) |n〉 〈m| , (1.1.3)

donde toda la dependencia temporal es descargada sobre las poblaciones ρnn(t) y coherencias ρnm(t),
y para el sistema cerrado de manera general la evolución temporal se rige bajo la ecuación de
Schrödinger

i~ρ̇ = [H(t), ρ]. (1.1.4)
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CAPÍTULO 1. DINÁMICA EN EL FORMALISMO DEL OPERADOR DENSIDAD 7

Es conveniente solucionar la ecuación de cada elemento de matriz del operador densidad. Esto
se consigue haciendo la proyección 〈n| ... |m〉 sobre la ecuación (1.1.4), quedando de la forma:

i~ρ̇nm = (En − Em)ρnm +
∑
k

(Vnkρkm − ρnkVkm) . (1.1.5)

La perturbación al sistema descrito por H0 es descrita por el potencial V , en general V tiene una
dependencia expĺıcita del tiempo y además puede depender de varios parámetros. La perturbación
puede calcularse a distintos órdenes de V y en algunos casos es interesante considerar la perturbación
en función de una pequeña parte de V . Para introducir esta idea dividiremos V en la suma de la
contribución no perturbativa y la contribución perturbativa proporcional a un parámetro λ. Note
que la contribución no perturbativa, no necesariamente es parte de H0

V = V (0) + λV (1). (1.1.6)

El paso siguiente tiene que ver con el operador densidad ρ, el cual puede ser expandido en una serie de
potencias en función del parámetro λ, en este paso se debe tener sumo cuidado con la convergencia
de la serie, pues las sutilezas de las teoŕıas perturbativas suelen esconder grandes problemas de
convergencia y llevar a resultados erróneos, dando lugar a una teoŕıa de perturbaciones no regular
o singular [Fer00]. Los coeficientes de la serie de potencias del operador densidad de j-ésimo orden

ρ
(j)
nm se relacionarán con el operador densidad total como

ρ =
∑
j=0

ρ(j)λj =
∑
j=0

∑
n,m

ρ(j)
nm(t)λj |n〉 〈m| , (1.1.7)

y teniendo en cuenta la ecuación (1.1.3) los elementos de matriz del operador densidad, es decir las
poblaciones y coherencias, expandidas por la perturbación son:

ρnm =
∑
j=0

ρ(j)
nmλ

j , (1.1.8)

por lo tanto la ecuación (1.1.5) se transforma en:∑
j=0

i~ρ̇(j)
nmλ

j =
∑
j=0

(En − Em)ρ(j)
nmλ

j +
∑
j=0

∑
k

[(V
(0)
nk ρ

(j)
km − ρ

(j)
nkV

(0)
km )λj + (V

(1)
nk ρ

(j)
km − ρ

(j)
nkV

(1)
km )λj+1]

(1.1.9)
Las ecuaciones perturbativas se toman según las potencias del parámetro λ. La primera contri-

bución de interés es el orden de perturbación j = 0, donde se encuentra la solución sin perturbación,
es decir, en este escenario la contribución perturbativa del potencial V (1) no tiene un rol dinámico
sobre las coherencias y poblaciones. La ecuación a orden j = 0 según (1.1.9) es:

i~ρ̇(0)
nm = (En − Em)ρ(0)

nm +
∑
k

(V
(0)
nk ρ

(0)
km − ρ

(0)
nkV

(0)
km ) . (1.1.10)

Esta ecuación cargará la información fundamental de la evolución sin perturbación del sistema.
Notemos que el hecho de que V (0) aparezca, indica que no necesariamente los autoestados de H0 se
comportan como estados estacionarios, de hecho, la dependencia temporal expĺıcita de V en términos
generales, puede aparecer en ésta porción del potencial. A este orden el estado estacionario es de
particular interés, ya que es el estado natural donde se encontrará el sistema antes de encender
la perturbación. La dependencia temporal expĺıcita del potencial no perturbativo, convierte esta
discusión en un problema no trivial, por lo que la discusión acerca del estado estacionario se retomará
en secciones posteriores. El orden superior (j ≥ 1) también puede encontrarse de (1.1.9) como:

i~ρ̇(j)
nm = (En − Em)ρ(j)

nm +
∑
k

[(V
(0)
nk ρ

(j)
km − ρ

(j)
nkV

(0)
km ) + (V

(1)
nk ρ

(j−1)
km − ρ(j−1)

nk V
(1)
km )], (1.1.11)
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estos órdenes superiores j ≥ 1 tienen la particularidad de que exponen una dependencia del estado
a un orden inferior j − 1, acoplando la evolución temporal de forma que a medida que se aumentan
los órdenes de aproximación, más información dinámica se irá revelando, aislando las contribuciones
dinámicas de la perturbación en cada orden. En óptica no lineal cantidades como la susceptibilidad
tendrán una conexión directa con la teoŕıa de perturbaciones.

En este punto es muy importante tener en consideración todos los cuidados sobre la convergencia
de la teoŕıa de perturbaciones, pues en (1.1.7) se ha asumido la convergencia de la serie de potencias
para ρ, lo que acarrea problemas matemáticos complejos que no saltan a la vista. Por fortuna, estas
sutilezas matemáticas están en su mayoŕıa contenidas en la dependencia temporal expĺıcita de V (t),
y muchas veces con un simple cambio de variable que sacrifica el estado estacionario global del
sistema por un estado rotante cuasi-estacionario, se mostrará que es un tratamiento suficiente para
evitar caer en errores que invaliden completamente los resultados [Fer00].

1.2. Transformación al cuadro rotante

1.2.1. Transformación directa

Al igual que los cuadros dinámicos de Schrödinger y Heisenberg, el cuadro rotante ofrece ventajas
particulares sobre la visión dinámica de los fenómenos cuánticos. Por defecto sabemos que ρ es el
estado del sistema en el cuadro de Schrödinger, y de manera general, es totalmente dependiente del
tiempo. Supongamos por un momento que V = 0, en este escenario la ecuación de los elementos
de matriz del operador densidad (1.1.5) toma una forma totalmente desacoplada y la solución
general de la dinámica de poblaciones y coherencias estará dada por ρnm(t) = ρnm(0)e−iωnmt con
ωnm = En−Em

~ . Esta solución además de claramente depender de su condición inicial, también tiene
una particularidad y es que la fase exponencial e−iωnmt proh́ıbe que las coherencias del operador
en este cuadro puedan ser estacionarias; en el caso general con V 6= 0 existirá una transformación
unitaria sobre (1.1.5) de la forma:

ρnm = ρ̃nme
iαnmt , (1.2.1)

tal que la dependencia expĺıcita del tiempo de la ecuación será eliminada por completo. El valor
de αnm debe cumplir entonces dos propiedades esenciales, pues se debe preservar la hermiticidad
y la traza del estado ρ. Es fácil ver qué αmn = −αnm y por lo tanto la transformación para
las poblaciones estará mediada por el parámetro αnn = 0, conservando tanto las probabilidades
ρnn = ρ̃nn y la hermiticidad de ρ.

Para que la transformación sea exitosa analizaremos el caso común en que Vnm = Ṽnme
iβnmt, en

este caso la ecuación (1.1.5) se convertirá en:

i~ ˙̃ρnme
iαnmt = ~(ωnm + αnm)ρ̃nme

iαnmt +
∑
k

(Ṽnkρ̃kme
i(βnk+αkm)t − ρ̃nkṼkmei(αnk+βkm)t) , (1.2.2)

teniendo en cuenta que si Vnm = 0 el valor de βnm está indefinido y por lo tanto tiene infinitas
posibilidades. Por último también es importante notar que como ρ y V son operadores hermı́ticos
αmn = −αnm y βmn = −βnm. Para este caso, con el fin de eliminar la dependencia temporal, que
está contenida en las exponenciales, la ecuación (1.2.2) arrojará la relación:

αnm = βnk + αkm = αnk + βkm , (1.2.3)

de la cual gracias a la hermiticidad de V y ρ, utilizando que αmm = 0 se cumplirá que

αkm = −βmk = βkm . (1.2.4)

Finalmente se obtendrá la relación:
αnm = βnk − βmk , (1.2.5)
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que se deberá cumplir para todo k. De esta forma, la ecuación diferencial se convertirá en una
nueva ecuación sobre los coeficientes de ρ̃ al cual llamaremos como el operador densidad en el
cuadro rotante y cuyas componentes evolucionan según una ecuación diferencial que no depende
expĺıcitamente del tiempo

i~ ˙̃ρnm = ~(ωnm + αnm)ρ̃nm +
∑
k

(Ṽnkρ̃km − ρ̃nkṼkm) . (1.2.6)

Cabe notar que las ecuaciones (1.1.5) y (1.2.6) tienen la misma estructura, la única diferencia
está en el término proporcional a ρnm que se verá convertido de ωnm a ωnm+αnm y que la ecuación
diferencial en el cuadro rotante perderá toda su dependencia temporal expĺıcita. Esta particularidad
brinda beneficios en la teoŕıa de perturbaciones ya que la estructura de (1.1.10) y (1.1.11) no sé verá
modificada en exceso y la pérdida de la dependencia temporal, brindará beneficios adicionales para
analizar el estado estacionario, ya que en las ecuaciones dinámicas, al perder la dependencia temporal
expĺıcita, la teoŕıa perturbaciones sobre ρ̃nm se convertirá en una teoŕıa regular, sin problemas de
convergencia y permitirá un análisis más riguroso de los distintos órdenes de interacción con el
agente perturbativo. Visto desde el cuadro rotante, el estado es estacionario y se corresponde a
un estado cuasi-estacionario en el cuadro de Schrödinger, ya que teniendo en cuenta (1.2.1), la
información de la dependencia temporal expĺıcita estará completamente contenida en la fase eiαnmt

y las amplitudes ρ̃nm tendrán una dinámica más sencilla que las amplitudes ρnm pero seguirán
teniendo una conexión directa.

1.2.2. Transformación unitaria general

Otra manera de pensar la transformación al cuadro rotante es partir de la ecuación de Schrödin-
ger (1.1.4) en el cuadro de Schrödinger. Si imponemos que el operador densidad en el cuadro rotante
ρ̃ sea una transformación unitaria del operador en el cuadro de Schrödinger ρ tal que ρ̃ = UρU †,
entonces satisface una ecuación de Schrödinger con un hamiltoniano modificado H̃:

i~ ˙̃ρ = [H̃, ρ̃] , (1.2.7)

donde el primer objetivo será deducir H̃. Partamos de que:

i~ ˙̃ρ = i~(U̇ρU † + Uρ̇U † + UρU̇ †) , (1.2.8)

donde reemplazando la expresión (1.1.4) obtendremos

i~ ˙̃ρ = i~(U̇ρU † + U
[H, ρ]

i~
U † + UρU̇ †) ,

y reorganizando un poco la ecuación, obtendremos qué

i~ ˙̃ρ = i~(U̇ρU † + UρU̇ †) + UHρU † − UρHU † ,

dado que ρ̃ = UρU † multiplicando por los factores adecuados obtendremos qué:

i~ ˙̃ρ = i~(U̇U †ρ̃+ ρ̃UU̇ †) + UHU †ρ̃− ρ̃UHU † ,

finalmente teniendo en cuenta que d(UU†)
dt = U̇U † + UU̇ † = 0, obtendremos que:

i~ ˙̃ρ = [i~U̇U † + UHU †, ρ̃] = [H̃, ρ̃] , (1.2.9)

por lo que podemos concluir que
H̃ = i~U̇U † + UHU † . (1.2.10)



CAPÍTULO 1. DINÁMICA EN EL FORMALISMO DEL OPERADOR DENSIDAD 10

Esta expresión general para H̃ nos da información muy importante para el cambio de cuadro,
si suponemos que H = H0 + V y U = eiH0t/~ notamos que H̃ = VI = UV U † generando la
transformación al cuadro conocido como cuadro de interacción, por lo que la expresión (1.2.10) es
una ecuación robusta y general para cualquier cambio de cuadro dinámico.

Teniendo en cuenta que la estructura de la transformación tiene como fin eliminar las depen-
dencias temporales expĺıcitas de H, podemos imponer la condición

∂H̃

∂t
= 0 , (1.2.11)

para encontrar las ecuaciones de evolución en lo que llamamos como el cuadro rotante. La ecuación
para U resultante de imponer esta condición sobre la transformación (1.2.10) es:

0 = i~(ÜU † + U̇ U̇ †) + U̇HU † + UḢU † + UHU̇ † . (1.2.12)

Dado que U es un operador unitario, no es descabellado suponer que puede ser escrito como U = eiΘt,
transformando la ecuación diferencial anterior para U en una ecuación algebraica para Θ:

0 = i~((−Θ2U)U † + (iΘU)(−iΘU †)) + (iΘU)HU † + UḢU † + UH(−iΘU †) ,

la cual multiplicando por U y U † a la izquierda y derecha respectivamente y simplificando obtenemos

0 = iΘH + Ḣ − iHΘ ,

que finalmente puede ser reescrita como:

Ḣ = i[H,Θ] . (1.2.13)

Lo anterior resulta una ecuación sumamente interesante, pues Θ es un operador cuyo conmu-
tador con H tiene una relación directa con su derivada temporal Ḣ y la transformación unitaria
U = eiΘt, en la ecuación (1.2.10), convierte a H̃ en un operador sin dependencia expĺıcita del tiem-
po. Este hecho hace que la ecuación (1.2.7) se convierta en una ecuación lineal sin dependencias
expĺıcitas del tiempo, totalmente análoga a las ecuaciones de las componentes de la sección anterior
(1.2.6), y nuevamente facilita considerablemente su solución. Más adelante utilizaremos este resul-
tado para eliminar la dependencia temporal de algunos Hamiltonianos comunes de los formalismos
de interacción radiación materia y óptica no lineal.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de la interacción radiación
materia

Las dinámicas temporales de los campos electromagnéticos en el vaćıo están descritas por las
ecuaciones de Maxwell

~∇. ~E =
ρ

ε0
, (2.0.1)

~∇. ~B = 0 , (2.0.2)

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (2.0.3)

~∇× ~B = µ0
~J +

1

c2

∂ ~E

∂t
. (2.0.4)

A continuación desarrollaremos un proceso que involucra la dinámica del campo confinado en una
caja cúbica sin fuentes. En este escenario las condiciones de frontera afectan al campo eléctrico que
debe ser periódico en las paredes de la caja. A partir de estos resultados se buscará la cuantización de
Dirac mediante sus coordenadas canónicas, donde luego se acoplarán materia y campo libre, ambos
cuantizados, para describir los Hamiltonianos que son fundamentales en los fenómenos propios de
la óptica no lineal [DH14; Sak06].

2.1. Ecuación de onda - Gauge de Coulomb

En el caso en que no existen fuentes de campo, es decir ρ = 0 y ~J = 0 las ecuaciones de Maxwell
toman la forma

~∇. ~E = 0 , (2.1.1)

~∇. ~B = 0 , (2.1.2)

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (2.1.3)

~∇× ~B =
1

c2

∂ ~E

∂t
. (2.1.4)

11
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Teniendo en cuenta (2.1.2) y (2.1.3) podemos proponer un potencial vectorial ~A y otro escalar φ de
forma qué las expresiones

~B = ~∇× ~A , (2.1.5)

~E = −~∇φ− ∂ ~A

∂t
. (2.1.6)

La ventaja de incluir estos potenciales es que estos poseen invarianza Gauge sobre una función f ,
de forma que unos nuevos potenciales

~A′ = ~A+ ~∇f , (2.1.7)

φ′ = φ− ∂f

∂t
, (2.1.8)

nos darán la libertad de simplificar muchos de los cálculos sobre el campo electromagnético.
Al reemplazar (2.1.5) y (2.1.6) en las ecuaciones de Maxwell de forma general obtendremos las

ecuaciones diferenciales acopladas de los potenciales:

∇2φ = − ∂

∂t
(~∇. ~A) , (2.1.9)

∇2 ~A− 1

c2

∂2

∂t2
~A = ~∇

[
~∇. ~A+

1

c2

∂φ

∂t

]
, (2.1.10)

a las cuales podemos aplicar un Gauge especial de la óptica cuántica, para encontrar la solución de
los campos propagantes en el espacio, que consiste en volver los potenciales a la forma que cumplan
que:

φ = 0 ,

~∇. ~A = 0 . (2.1.11)

Este gauge es conocido como el Gauge de Coulomb y convierte las ecuaciones (2.1.9) y (2.1.10) en
una única ecuación de onda para el potencial vectorial

∇2 ~A− 1

c2

∂2

∂t2
~A = 0 , (2.1.12)

que según (2.1.6) y (2.1.5) estará relacionado con los campos aplicando el gauge como

~E = −∂
~A

∂t
, (2.1.13)

~B = ~∇× ~A . (2.1.14)

El potencial vectorial y el campo electromagnético son en general funciones vectoriales de las
coordenadas espaciales y el tiempo de esta forma cuando consideramos una caja con geometŕıa
cúbica conviene expresar (2.1.12) en coordenadas cartesianas como

∂2 ~A

∂x2
+
∂2 ~A

∂y2
+
∂2 ~A

∂z2
− 1

c2

∂2 ~A

∂t2
= 0 . (2.1.15)

Utilizando separación de variables y teniendo en cuenta las fronteras de una caja con paredes
perfectamente conductoras como se muestra en la figura 2.1 el potencial vectorial tendrá una solución
general dada por la expansión

~A(~r, t) = (aeikxx + be−ikxx)(ceikyy + de−ikyy)(feikzz + ge−ikzz)(~heiωt +~le−iωt) , (2.1.16)
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L

L

L

~E(x) = ~E(x+ L)

~E(y) = ~E(y + L)

~E(z) = ~E(z + L)

Figura 2.1: Condiciones de frontera periódicas sobre caja cúbica de lado L, en cada una de las
paredes de la caja, el campo eléctrico es periódico.

donde se kx, ky, kz y ω son constantes que satisfacen la relación:

(k2
x + k2

y + k2
z) = k2 =

ω2

c2
(2.1.17)

para ser solución de la ecuación de onda (2.1.15). Mientras que, las constantes a, b, c, d, f y g
dependen de las condiciones de frontera. Los vectores ~h y ~l los analizaremos con detalle más ade-
lante. Cabe aclarar que tanto las constantes como los vectores constantes pueden tener coeficientes
complejos.

Utilizando el gauge de Coulomb (2.1.13), el campo eléctrico tomará la forma general de:

~E(~r, t) = −iω(aeikxx + be−ikxx)(ceikyy + de−ikyy)(feikzz + ge−ikzz)(~heiωt −~le−iωt) , (2.1.18)

la cual podemos analizar teniendo en cuenta las fronteras de la caja cúbica en la figura 2.1. Supo-
niendo los lados de la caja de tamaño L, podemos situar la caja en un sistema de referencia tal que
las 6 paredes estén situadas en las posiciones x, y, z = 0 y x, y, z = L de esta forma las constantes
tomarán la forma de a = b, c = d, y f = g. Además, las componentes del vector ~k, tomaran la
forma de kx = 2nxπ

L , ky =
2nyπ
L y kz = 2nzπ

L . Los números enteros nx, ny y nz harán referencia a los
modos normales de oscilación de la onda. De este modo el campo eléctrico puede simplificarse de
forma que se agrupen los modos de radiación según su vector de propagación ~k = 2π

L (nx, ny, nz):

~E(~r, t) =
∑
~k

iω~k(e
i~k.~r + e−i

~k.~r)(~l~ke
−iω~kt − ~h~ke

iω~kt) . (2.1.19)

El vector de campo eléctrico ~E debe ser una cantidad real, ya que es un observable con significado
f́ısico, por lo que podemos imponer la condición de Im[ ~E] = 0 que tomará la forma de:

Re[~l~ke
−iω~kt − ~h~ke

iω~kt] = 0 . (2.1.20)
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Debido a que la constante iω es imaginaria pura y la parte dependiente de las coordenadas es real
y esto dará como resultado que las constantes vectoriales son:

~h~k = −
E

0,~k

iω~k
~a∗~k ,

~l~k =
E

0,~k

iω~k
~a~k . (2.1.21)

El factor
E

0,~k

iω~k
se incluye para simplificar la expresión en términos de la amplitud del campo y para

adimensionalizar el vector ~a~k. De esta forma, el potencial vectorial ~A y el campo eléctrico ~E dentro
del cubo con condiciones periódicas tomarán la forma:

~A(~r, t) =
∑
~k

E
0,~k

iω~k
(ei

~k.~r + e−i
~k.~r)(~a~ke

−iω~kt − ~a∗~ke
iω~kt) (2.1.22)

~E(~r, t) =
∑
~k

E
0,~k

(ei
~k.~r + e−i

~k.~r)(~a~ke
−iω~kt + ~a∗~ke

iω~kt) , (2.1.23)

esta solución puede simplificarse aún más, ya que los productos darán resultados de ondas planas
viajeras y los términos −~k.~r−ω~kt pueden ser absorbidos por los términos ~k.~r−ω~kt cuando ~k → −~k:

~A(~r, t) =
∑
~k

E
0,~k

iω~k
(~a~ke

i~k.~re−iω~kt − ~a∗~ke
−i~k.~reiω~kt) (2.1.24)

~E(~r, t) =
∑
~k

E
0,~k

(~a~ke
i~k.~re−iω~kt + ~a∗~ke

−i~k.~reiω~kt) . (2.1.25)

Estas son las soluciones más generales del potencial vectorial y el campo eléctrico, en forma de
una superposición de ondas planas, es decir, cuando la onda está descrita por un único vector de
propagación ~k. Para la contribución del campo magnético por su parte, que tendrá la forma de
(2.1.14), primero analizaremos las propiedades que oculta el Gauge de Coulomb. Dado que toda
la dependencia explicita de las coordenadas está incluida en uno de los términos exponenciales es
conveniente analizar la función

U(~r,~k) = ei
~k.~r . (2.1.26)

Las derivada parcial respecto a x toma forma como:

∂U(~r,~k)

∂x
= ikxU(~r,~k) , (2.1.27)

y de manera análoga sucederá lo mismo para y y z. Teniendo esto en cuenta al aplicar el Gauge de
Coulomb (2.1.11) y a un único modo de (2.1.24) obtendremos:

~∇. ~A(~r, t) =
1

ω
~k. ~E(~r, t) = 0 , (2.1.28)

lo que indica que la onda es perpendicular a su vector de propagación ~k. En otras palabras, el vector
~k es perpendicular al campo eléctrico y al potencial vectorial. Este resultado nos indica que el vector
~a~k de cada modo, posee dos componentes constantes que en general resultan distintas de cero, y

son dos componentes transversales perpendiculares a ~k. De este modo el campo magnético puede
calcularse fácilmente usando las expresiones (2.1.14) y (2.1.27) como:

~B(~r, t) = ~∇× ~A(~r, t) =
1

ω
~k× ~E(~r, t) , (2.1.29)
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lo que demuestra que el vector de propagación ~k y el campo eléctrico, son perpendiculares al campo
magnético, por lo que los modos de propagación de la onda electromagnética son necesariamente
transversales. El campo magnética quedará expresado como:

~B(~r, t) =
∑
~k

E
0,~k

ωk

[
(~k× ~a~k)e

i~k.~re−iω~kt + (~k× ~a∗~k)e
−i~k.~reiω~kt

]
. (2.1.30)

Para finalizar, cabe resaltar que los vectores de polarización en cada modo ~a~k, no necesariamente
restringen la onda electromagnética a una polarización lineal, si no que de manera general tenemos
grados de libertad adicionales, y por eso deben ser expresados como vectores complejos.

2.2. Hamiltoniano del campo electromagnético en una caja

Es bien conocido que el hamiltoniano clásico del campo electromagnético confinado en un espacio
de volumen V está definido cómo:

H =
ε0
2

∫
V
d3~r

(
E2(~r, t) + c2B2(~r, t)

)
. (2.2.1)

En este caso el integrando hace referencia a la densidad energética del campo en una posición ~r. En
el caso de una caja de paredes conductoras el espacio de integración corresponde al interior de la
caja con V = L3, las magnitudes al cuadrado de los campos las podemos calcular como:

E2(~r, t) = ~E(~r, t). ~E(~r, t) ,

B2(~r, t) =
1

ω2
(~k× ~E(~r, t)).(~k× ~E(~r, t)) , (2.2.2)

estas cantidades son proporcionales a la densidad de enerǵıa eléctrica y magnética respectivamente.
Es conveniente analizar por separado el caso de un único modo:

E2(~r, t) = E2
0(a2U2(~r,~k)e−2iωt + ~a. ~a∗ + ~a∗.~a+ a∗2U∗2(~r,~k)e2iωt) , (2.2.3)

donde será útil diferenciar el orden de operación entre los vectores ~a y ~a∗ para una cuantización del
campo más directa. Por el lado del campo magnético, por simplicidad, apoyándonos de la identidad
vectorial

(~v× ~w).(~v× ~w) = v2w2 − (~v.~w)2 , (2.2.4)

y las condición (2.1.28), el cuadrado del campo magnético tendrá la forma:

B2(~r, t) =
E2

0

ω2
k2(a2U2(~r,~k)e−2iωt + ~a. ~a∗ + ~a∗.~a+ a∗2U∗2(~r,~k)e2iωt) . (2.2.5)

Para calcular el hamiltoniano (2.2.1), notemos que la integral sobre las coordenadas únicamente
tendrá en cuenta a los términos que contengan a U(~r,~k) de este modo las integrales de interés sobre
el volumen de la caja son: ∫

V
d3~r U2(~r,~k) = 0 , (2.2.6)∫
V
d3~r = L3 = V (2.2.7)

de esta forma el hamiltoniano monomodo queda reducido a la forma:

H = ε0E
2
0V (~a. ~a∗ + ~a∗.~a) , (2.2.8)
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el cual podemos generalizar a un hamiltoniano total que considere todos los posibles modos expan-
diendo sus direcciones de polarización α~k. Pero antes, como la onda electromagnética es transversal,

por cada modo ~k, hay 2 direcciones de interés α~k = 1, 2, equivalentes a las componentes de polari-

zación transversales a ~k, es decir que

~a~k =

2∑
α~k=1

a~k,α~k
ε̂α~k . (2.2.9)

de modo que ε̂α~k .
~k = 0. Reemplazando lo anterior en la expresión (2.2.8), el hamiltoniano final es:

H =
∑
~k

2∑
α~k=1

ε0E
2
0,~k
V (a~k,α~k

a∗~k,α~k
+ a∗~k,α~k

a~k,α~k
) . (2.2.10)

Es también importante notar que en este hamiltoniano no hay términos de interacción entre los
distintos modos y sus componentes.

2.3. Coordenadas canónicas del campo electromagnético

Dado a que los modos de oscilación y sus diferentes direcciones no interactúan entre si, podemos
analizar la contribución de una única polarización del hamiltoniano monomodo 2.2.8 es decir:

H = ε0E
2
0V (aa∗ + a∗a) , (2.3.1)

donde los coeficientes a que en general son complejos podemos escribirlos como:

a = q + ip , (2.3.2)

donde q y p son cantidades reales y adimensionales que reciben el nombre de cuadraturas. Al
reemplazar la forma compleja en (2.3.1) obtendremos:

H = 2ε0E
2
0V (p2 + q2) , (2.3.3)

que tiene la forma de un hamiltoniano armónico, por lo que podemos reescalar los coeficientes q y
p como:

p =
1

2E0

√
1

ε0V
P , (2.3.4)

q =
ω

2E0

√
1

ε0V
Q , (2.3.5)

y de esta manera:

H =
1

2
P 2 +

ω2

2
X2 , (2.3.6)

el cual es altamente similar a un hamiltoniano armónico de masa m = 1. Sin embargo, las coorde-
nadas X y P no son posición y momentum, si no que están relacionadas con los coeficientes reales
e imaginarios de a, que son coeficientes de la separación de variables en la solución de la ecuación
de onda. Por lo que distinguirlas como las coordenadas canónicas del campo [Sak06] y que deberán
cumplir la relación canónica clásica mediante el corchete de Poisson:

{X,P} = 1 . (2.3.7)
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2.4. Cuantización del campo electromagnético

Dada la relación canónica (2.3.7), el proceso de cuantización requerirá convertir los coeficientes
X y P y las cantidades relacionadas en operadores, incluyendo a los mismos campos y potenciales.
Esto se logra al convertir los corchetes de Poisson en conmutadores cuánticos [Sak06] de modo que:

[X,P ] = i~ , (2.4.1)

que arrojará la relación sobre q y p como:

[q, p] =
ω

4E2
0

1

ε0V
i~ , (2.4.2)

la cual a su vez arrojará el conmutador:

[a, a†] =
~ω

2E2
0ε0V

, (2.4.3)

en este punto es conveniente escoger la amplitud inicial del campo como E0 =
√

~ω
2ε0V

y de este

modo reescribir los conmutadores de una manera mucho más sencilla como:

[q, p] =
i

2
, (2.4.4)

[a, a†] = 1 . (2.4.5)

Estas relaciones darán como resultado que el hamiltoniano (2.3.1) para una única dirección de
polarización en uno de los modos será

H = ~ω(a†a+ 1/2) , (2.4.6)

que generalizado a todos los modos tendrá la forma:

H =
∑
~k

2∑
α~k=1

~ω~k(a
†
~k,α~k

a~k,α~k
+ 1/2) . (2.4.7)

Los conmutadores entre los distintos modos y direcciones de polarización serán:

[a~k,α~k
, a~k′,α′

~k′
] = 0 , (2.4.8)

[a~k,α~k
, a†~k′,α′

~k′
] = δ~k,~k′δα~k,α

′
~k′
, (2.4.9)

(2.4.10)

del mismo modo el potencial vectorial y campo eléctrico cuantizado dentro de la caja de paredes
conductoras, teniendo en cuenta (2.1.24) y (2.1.25), tomarán la forma:

~A(~r, t) =
∑
~k

1

iω~k

√
~ω~k
2ε0V

2∑
α~k=1

(a~k,α~k
U(~r,~k)e−iω~kt − a†~k,α~k

U∗(~r,~k)eiω~kt)ε̂α~k , (2.4.11)

~E(~r, t) =
∑
~k

√
~ω~k
2ε0V

2∑
α~k=1

(a~k,α~k
U(~r,~k)e−iω~kt + a†~k,α~k

U∗(~r,~k)eiω~kt)ε̂α~k . (2.4.12)
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2.5. Interacción radiación materia - Interacción dipolar

El hamiltoniano que describe la interacción de un sistema de part́ıculas cargadas de masa mj y
carga qj con un campo electromagnético, utilizando el Gauge de Coulomb (2.1.11) es:

H = Hc +
∑
j

 1

2mj
(~Pj + qj ~A(~rj , t))

2 +
1

2

∑
i 6=j

V (~ri, ~rj)

 , (2.5.1)

dónde Hc es el hamiltoniano del campo libre y V el potencial de interacción entre las cargas. Veamos
que al expandir los términos en la sumatoria obtenemos

H = Hc +
∑
j

 1

2mj

(
P 2
j + qj ~Pj . ~A(~rj , t) + qj ~A(~rj , t). ~Pj + q2

jA
2(~rj , t)

)
+

1

2

∑
i 6=j

V (~ri, ~rj)

 ,
H = Ha +Hc +

∑
j

1

2mj

(
qj ~Pj . ~A(~rj , t) + qj ~A(~rj , t). ~Pj + q2

jA
2(~rj , t)

)
,

(2.5.2)

donde Ha es el hamiltoniano que describe el sistema de part́ıculas cargadas en ausencia de campo.
El término restante es entonces el potencial de interacción part́ıculas-campo más general posible,
que puede organizarse de modo que:

Hint =
∑
j

qj
2mj

(~Pj . ~A(~rj , t) + ~A(~rj , t). ~Pj) +
∑
j

q2
j

2mj
A2(~rj , t) . (2.5.3)

Dado que el término ~Pj . ~A(~rj , t) es en el fondo el operador diferencial que llevará a la condición

de transversalidad del Gauge de Coulomb(2.1.11), el término puede reemplazarse por ~A(~rj , t). ~Pj .
Además, el segundo término proporcional a A2(~rj , t) puede despreciarse ya que los efectos de doble
absorción y doble emisión son muy pequeños comparados con los de absorción y emisión única,
t́ıpicamente hasta 4 ordenes de magnitud más pequeños [SZ99], por lo tanto

Hint =
∑
j

qj
mj

~A(~rj , t). ~Pj . (2.5.4)

Reemplazando (2.4.11) obtendremos la expresión final

Hint =
∑
j

qj
mj

∑
~k

1

iω~k

√
~ω~k
2ε0V

2∑
α~k=1

(
a~k,α~k

U(~rj ,~k)e−iω~kt − a†~k,α~k
U∗(~rj ,~k)eiω~kt

)
ε̂α~k .

~Pj . (2.5.5)

El término ε̂α~k .
~Pj corresponde a la proyección del momentum lineal del átomo j−ésimo sobre

la dirección α~k de polarización del campo, es decir:

ε̂α~k .
~Pj = Pj,α~k . (2.5.6)

Como P
j,~k

debe cumplir las relaciones canónicas con el respectivo operador de posición, se tendrá
que

[rj,α~k , Pj,α~k ] = i~ , (2.5.7)

por lo que podemos reescribirlo de modo tal que:

Pj,α~k =
1

2i~
[rj,α~k , P

2
j,α~k

] =
1

2i~
[rj,α~k , P

2
j ] =

mj

i~
[rj,α~k , Ha] , (2.5.8)
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donde Ha es el término del hamiltoniano que describe al sistema de part́ıculas cargadas en ausencia
de campo de (2.5.2). Ahora reemplazando (2.5.8) en (2.5.5) obtendremos

Hint =
∑
j

qj
∑
~k

1

~ω~k

√
~ω~k
2ε0V

2∑
α~k=1

(
a~k,α~k

U(~rj ,~k)e−iω~kt − a†~k,α~k
U∗(~rj ,~k)eiω~kt

)
[Ha, rj,α~k ] . (2.5.9)

A continuación consideremos el caso de emisión de un fotón con vector ~k y polarización α~k al
pasar entre dos autoestados atómicos |A〉 → |B〉. La probabilidad de que este suceso ocurra está
mediada por el elemento de matriz

〈
B,n~k,α~k

+ 1
∣∣∣Hint

∣∣∣A,n~k,α~k〉 =
ωAB
ω~k

√
~ω~k(n~k,α~k + 1)

2ε0V
eiω~kt

∑
j

qj 〈B|U∗(~rj ,~k)rj,α~k |A〉 , (2.5.10)

donde ωAB = EA−EB
~ . Del mismo modo un proceso de absorción en una transición del tipo |B〉 → |A〉

estará mediado por:

〈
A,n~k,α~k

− 1
∣∣∣Hint

∣∣∣B,n~k,α~k〉 =
ωAB
ω~k

√
~ω~kn~k,α~k

2ε0V
e−iω~kt

∑
j

qj 〈A|U(~rj ,~k)rj,α~k |B〉 . (2.5.11)

La función exponencial (2.1.26) puede ser expandida como serie de Taylor de la forma:

U(~r,~k) = ei
~k.~r = 1 + i~k.~r +

1

2
(i~k.~r)2 + ... (2.5.12)

donde debido a que la longitud de onda del modo está relacionada con la magnitud del vector ~k
como λ~k = 2π/|~k|. Si consideramos la aproximación de onda larga donde

λ~k >> Ratom , (2.5.13)

la función exponencial puede aproximarse a distintos ordenes de ~r, en particular a orden 0 ob-
tendremos la aproximación dipolar, que para sistemas con longitudes de onda en el rango visible
λ ∼ 400nm− 700nm y Ratom ∼ 0.1nm contendrá la suficiente información de la interacción.

Bajo aproximación dipolar las probabilidades de emisión y absorción toman la forma de:

〈
B,n~k,α~k

+ 1
∣∣∣Hint

∣∣∣A,n~k,α~k〉 =

√
~ω~k(n~k,α~k + 1)

2ε0V
eiω~kt

∑
j

qj 〈B| rj,α~k |A〉 , (2.5.14)

〈
A,n~k,α~k

− 1
∣∣∣Hint

∣∣∣B,n~k,α~k〉 =

√
~ω~kn~k,α~k

2ε0V
e−iω~kt

∑
j

qj 〈A| rj,α~k |B〉 , (2.5.15)

donde por conservación de la enerǵıa, la frecuencia del fotón absorbido o emitido puede aproximarse
a la frecuencia del gap de enerǵıa entre los estados A y B, es decir, las frecuencias ωAB ∼ ω~k. Este
resultado indica que bajo aproximación dipolar, los elementos de matriz de Hint pueden calcularse
de dos maneras y su resultado será el mismo, dado que la dependencia de ~rj está completamente

suprimida con U(~rj ,~k) ≈ 1

Hint =
∑
j

qj
mj

~A(t). ~Pj =
∑
j

qj ~E(t).~rj = ~µ. ~E(t) , (2.5.16)

donde ~µ es el operador vectorial de dipolo eléctrico, que en caṕıtulos posteriores será discutido a
mayor profundidad.
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2.6. Aproximación de onda rotante y hamiltoniano de Jaynes-
Cummings

Consideramos un hamiltoniano que contiene la información de la interacción de un sistema
atómico y campo electromagnético bajo interacción dipolar de la forma:

H = Ha +Hc + ~µ. ~E(t) , (2.6.1)

suponiendo que el sistema atómico puede aproximarse a un sistema de dos niveles, Ha puede ser
descrito en términos de dos autoestados de enerǵıa |g〉 y |e〉 de modo que con el operador escalera
definido como σ = |g〉 〈e|, Ha tomara la forma:

Ha = ~ωaσ†σ , (2.6.2)

dado que el operador de dipolo tiene la forma de

~µ =
∑
j

qj~rj . (2.6.3)

Según las simetŕıas del sistema podemos determinar los elementos de matriz del dipolo en la base de
autoestados de Ha. En particular para un sistema con simetŕıa axial el operador de dipolo tendrá
la forma:

~µ =

[
0 µ12

µ12 0

]
êµ . (2.6.4)

Reemplazando las expresiones (2.6.4) y (2.4.12) en (2.5.16) obtendremos la expresión en el cuadro
de Schrödinger:

Hint =
∑
~k

µ12E0,~k

2∑
α~k=1

(σ + σ†)(a~k,α~k
+ a†~k,α~k

)êµ.ε̂α~k , (2.6.5)

que considera el campo conformado por todos los posibles modos ~k y todas sus direcciones de
polarización. A continuación, suponiendo que el campo es monomodo con frecuencia ω y polarizado
linealmente en la misma dirección del vector de dipolo êµ, el hamiltoniano de interacción se reduce
a

Hint = ~g(σ + σ†)(a+ a†) , (2.6.6)

donde g = µ12E0/~ es la frecuencia de interacción dipolar. Ahora, analizando el cuadro de interac-
ción donde H0 = Ha +Hc el hamiltoniano de interacción tendrá la forma de:

H̃int = ~g(σe−iωat + σ†eiωat)(ae−iωt + a†eiωt) , (2.6.7)

que tendrá términos proporcionales a las exponenciales e±i(ωa−ω)t y e±i(ωa+ω)t. A nivel dipolar
el acople del campo de radiación al sistema atómico debe ser tal que las frecuencias estén cerca
de la resonancia lo que implica que |ωa − ω| << ωa + ω y dentro de los términos exponenciales
corresponderán a oscilaciones a una escala de tiempo más lenta y dominarán completamente la
dinámica. Sin embargo, sus contribuciones están mediadas a su vez por la frecuencia de acople g,
por lo que en el caso de que g << ωa + ω las contribuciones de la suma de frecuencia estarán
completamente perdidas en las contribuciones de la resta de frecuencias. Esta aproximación se le
conoce como la aproximación de onda rotante y convierte el hamiltoniano de interacción en el cuadro
de interacción como:

H̃int = ~g(σa†e−i(ωa−ω)t + σ†aei(ωa−ω)t) , (2.6.8)

y de vuelta al cuadro de Schrödinger obtenemos el hamiltoniano conocido como el hamiltoniano de
Jaynes-Cummings

HJC = ~g(σa† + σ†a) , (2.6.9)
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que en resumen es un hamiltoniano de interacción radiación materia bajo aproximación dipolar,
campo monomodo y onda rotante [JC63; SK93]. En el caso del campo clásico, es decir, no cuantizado,
el hamiltoniano es dependiente del tiempo y recibe el nombre de hamiltoniano de Rabi:

HR = ~Ω(σeiωt + σ†e−iωt) , (2.6.10)

donde el śımbolo Ω = µ12E0/~ posee el mismo significado que g pero se diferencia para indicar el
campo clásico y no cuantizado.



Caṕıtulo 3

Sistemas cuánticos abiertos

Dado que los sistemas f́ısicos inevitablemente están conectados al mundo exterior, es indispen-
sable modelar estas interacciones mediante un formalismo matemático lo más efectivo y real posible
[BP02]. En los sistemas abiertos, nuestro interés se centra en un pequeño subsistema que interactúa
con el resto de componentes del sistema, al cual llamaremos entorno o reservorio, debido a la comple-
jidad del entorno, es indispensable utilizar formalismos estad́ısticos que aproximen su contribución
al sistema de interés. Los sistemas cuánticos son afectados por la disipación y decoherencia, de
hecho, muchos de los efectos más famosos de la teoŕıa deben modelarse mediante estos formalismos,
tal es el caso de la emisión espontánea en sistemas atómicos y la decoherencia de los estados de luz,
y particularmente en la óptica no lineal, son estos efectos los que enriquecen la f́ısica detrás de los
fenómeno de absorción y dispersión de luz [DH14].

3.1. Entornos y reservorios

En la dinámica de un sistema abierto existen múltiples grados de libertad asociados al entorno
en los cuales no estamos interesados, pues centramos nuestra atención en una porción pequeña del
sistema, esta región de interés y sus alrededores las llamaremos el sistema y el reservorio respectiva-
mente. Es usual que se le atribuya al reservorio los efectos de pérdida y decoherencia, sin embargo,
también pueden atribuirles efectos de bombeo (inyección de enerǵıa) e incluso de medida.

Para poder promediar los efectos del reservorio sobre un sistema y poder centrar nuestra atención
sobre el mismo, debemos considerar un reservorio en equilibrio térmico a temperatura finita T , cuyo
estado ρ corresponde a un estado de máxima entroṕıa

ρ ∝ e−H/kBT , (3.1.1)

donde H es el hamiltoniano total del entorno y kB la constante Boltzmann. El hamiltoniano, por
simpleza, puede ser descrito como múltiples modos no interactuantes H =

∑
kHk transformando a

ρ en

ρ =
∏
k

Z−1
k e−Hk/kBT =

∏
k

ρk , (3.1.2)

donde Zk es la función partición del k-esimo modo, que cumple su rol de normalizar las trazas
Tr[ρk] = 1, utilizando la base propia de Hk podemos ver las componentes ρk y Zk como:

ρk =
∑
mn

ρk,mn |mk〉 〈nk| = Z−1
k

∑
n

e−Ek,n/kBT |nk〉 〈nk| , (3.1.3)

Zk =
∑
n

e−Ek,n/kBT . (3.1.4)

22
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Si consideramos el caso particular de un reservorio de modos bosónicos descritos por Hk = ~ωka†kak,
donde ωk es la frecuencia asociada a cada uno. Aśı, podemos evaluar la función partición que estará
relacionada con el número medio de excitaciones térmicas de cada modo

Zk =
∑
n

e−~ωkn/kBT =
1

1− e−~ωk/kBT
, (3.1.5)

nth(ωk, T ) = Tr
[
ρka
†
kak

]
= Z−1

k

∑
k

ne−~ωkn/kBT = −kBT
~Zk

∂Zk
∂ωk

=
1

e~ωk/kBT − 1
. (3.1.6)

Como era de esperarse nth se corresponde con la expresión del numero de excitaciones en equilibrio
térmico de la estad́ıstica caracteŕıstica de Bose-Einstein.

3.2. Ecuación Maestra Born-Markov

Consideremos un sistema bipartito compuesto por un sistema de interés y un reservorio descrito
por el hamiltoniano

H = HS +HR + αHSR , (3.2.1)

con HS y HR los hamiltonianos libres del sistema y el reservorio respectivamente y HSR el hamilto-
niano de interacción entre sistema-reservorio (SR), el cual analizaremos más adelante. La constante
α es una constante que nos ayudará a entender los órdenes de interacción y que más adelante
desaparecerá siendo igualada a 1.

La ecuación dinámica para el operador densidad total del sistema bipartito SR es:

i~ρ̇ = [H, ρ] = [HS +HR + αHSR, ρ] , (3.2.2)

la cual puede reducirse con la transformación unitaria al cuadro de interacción entre los subsistemas
ρ̃ = UρU † con U = ei(HS+HR)t/~. El resultado del cambio de cuadro es:

i~ ˙̃ρ = α[H̃SR, ρ̃] , (3.2.3)

con H̃SR = UHSRU
† que es un operador que puede depender del tiempo debido a la representación.

Siendo conscientes de esta dependencia la integral sobre la expresión (3.2.3) entre dos tiempos t0 = 0
y t da como resultado

ρ̃(t) = ρ̃(0) +
( α
i~

)∫ t

0
dt′[H̃SR(t′), ρ̃(t′)] , (3.2.4)

donde el segundo término de la derecha no es una integral trivial, sin embargo nos será útil si
reemplazamos en la ecuación (3.2.3) teniendo cuidado con las dependencias temporales de cada
término de la ecuación

˙̃ρ(t) =
( α
i~

)
[H̃SR(t), ρ̃(0)] +

( α
i~

)2
[
H̃SR(t),

∫ t

0
dt′[H̃SR(t′), ρ̃(t′)]

]
. (3.2.5)

Dado que el interés se centra en el sistema y no en el reservorio podemos trazar parcialmente
la matriz densidad (en cualquier representación) sobre todos los grados de libertad del reservorio
TrR[ρ(t)] = ρS(t), esto nos permite aislar los grados de libertad del sistema sobre los reservorios.
La primera aproximación, llamada la aproximación de Born, consiste en considerar que el estado
del reservorio ρR(t) no cambia en el tiempo y es separable para todo tiempo t. Aproximación
que podemos imponer razonablemente porque, sabemos que el reservorio es más grande y contiene
considerablemente más grados de libertad que el sistema de interés. Es decir,

ρ(t) ≈ ρS(t)⊗ ρR , (3.2.6)
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de este modo trazando parcialmente sobre el reservorio la ecuación (3.2.5) obtendremos

˙̃ρS(t) =
( α
i~

)
TrR

[
[H̃SR(t), ρ̃(0)]

]
+
( α
i~

)2
TrR

{[
H̃SR(t),

∫ t

0
dt′[H̃SR(t′), ρ̃(t′)]

]}
, (3.2.7)

en la cual el primer término de la derecha puede ser anulado mediante la elección de la condición
inicial ρ(0), esto nos permitirá analizar ρ̃S(t) integrando (3.2.7) entre t′ y t obteniendo la ecuación

ρ̃S(t)− ρ̃S(t′) =
( α
i~

)2
∫ t

t′
dt′′TrR

{[
H̃SR(t′′),

∫ t′′

0
dt′′′[H̃SR(t′′′), ρ̃(t′′′)]

]}
. (3.2.8)

Expresión que es sumamente reveladora pues la diferencia entre ρ̃S(t) y ρ̃S(t′) es del orden de α2 por
lo que podŕıamos aproximar a ρ̃S(t′) ≈ ρ̃S(t) para tiempos cercanos. Esta es la aproximación usada
en un proceso Markoviano, la cual no altera significativamente la integral en el segundo término
de la expresión (3.2.7), dando como resultado para α = 1 un resultado conocido como la ecuación
maestra de Born-Markov

˙̃ρS(t) =

(
1

i~

)2

TrR

{[
H̃SR(t),

∫ t

0
dt′[H̃SR(t′), ρ̃(t)]

]}
. (3.2.9)

3.3. Ecuación Maestra de Lindblad

Hasta ahora las aproximaciones han sido sumamente generales, debido al tamaño y la robustez
de los reservorios, esto genera que la ecuación (3.2.9) todav́ıa no tenga una estructura sencilla, pues
si reescribimos de modo que:

˙̃ρS(t) =

(
1

i~

)2 ∫ t

0
dt′TrR

{[
H̃SR(t), [H̃SR(t′), ρ̃(t)]

]}
, (3.3.1)

implica que el lado derecho de la ecuación depende de las correlaciones a distintos tiempos de
diferentes observables del reservorio, por esto es necesario especificar algunas caracteŕısticas del
mismo con el fin de simplificar la expresión.

Consideremos la interacción sistema-reservorio bajo la aproximación de onda rotante, de tal
modo que:

HSR = ~(SR† + S†R) , (3.3.2)

donde S y R son operadores escalera del sistema y reservorio respectivamente y en el cuadro de
interacción con las dependencias temporales, tendremos qué

H̃SR(t) = ~(S̃(t)R̃†(t) + S̃†(t)R̃(t)) . (3.3.3)

Con este Hamiltoniano procedemos a calcular el doble conmutador
[
H̃SR(t), [H̃SR(t′), ρ̃(t)]

]
pre-

sente en la integral de la ecuación (3.3.1), no sin antes recordar que ρ(t) = ρS(t)⊗ρR. Empezaremos
calculando el conmutador interno [H̃SR(t′), ρ̃(t)]:

[H̃SR(t′), ρ̃(t)] = ~[S̃(t′)R̃†(t′) + S̃†(t′)R̃(t′), ρ̃S(t)⊗ ρ̃R]

= ~{S̃(t′)R̃†(t′)ρ̃S(t)⊗ ρ̃R − ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃(t′)R̃†(t′)

+ S̃†(t′)R̃(t′)ρ̃S(t)⊗ ρ̃R − ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃†(t′)R̃(t′)} , (3.3.4)
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el cual podemos usar para calcular el conmutador final:[
H̃SR(t), [H̃SR(t′), ρ̃(t)]

]
= ~

[
S̃(t)R̃†(t) + S̃†(t)R̃(t), [H̃SR(t′), ρ̃(t)]

]
= ~2{S̃(t)R̃†(t)S̃(t′)R̃†(t′)ρ̃S(t)⊗ ρ̃R − S̃(t′)R̃†(t′)ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃(t)R̃†(t)

− S̃(t)R̃†(t)ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃(t′)R̃†(t′) + ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃(t′)R̃†(t′)S̃(t)R̃†(t)

+ S̃(t)R̃†(t)S̃†(t′)R̃(t′)ρ̃S(t)⊗ ρ̃R − S̃†(t′)R̃(t′)ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃(t)R̃†(t)

− S̃(t)R̃†(t)ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃†(t′)R̃(t′) + ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃†(t′)R̃(t′)S̃(t)R̃†(t)

+ S̃†(t)R̃(t)S̃(t′)R̃†(t′)ρ̃S(t)⊗ ρ̃R − S̃(t′)R̃†(t′)ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃†(t)R̃(t)

− S̃†(t)R̃(t)ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃(t′)R̃†(t′) + ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃(t′)R̃†(t′)S̃†(t)R̃(t)

+ S̃†(t)R̃(t)S̃†(t′)R̃(t′)ρ̃S(t)⊗ ρ̃R − S̃†(t′)R̃(t′)ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃†(t)R̃(t)

− S̃†(t)R̃(t)ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃†(t′)R̃(t′) + ρ̃S(t)⊗ ρ̃RS̃†(t′)R̃(t′)S̃†(t)R̃(t)} ,
(3.3.5)

el cual claramente no tiene una forma sencilla a primera vista, pero teniendo en cuenta que los ope-
radores de diferentes subsistemas conmutan y que las trazas son operaciones ćıclicas, para calcular
la traza parcial sobre el reservorio, podemos definir las siguientes funciones de correlación auxiliares
que facilitarán la escritura:

F (t, t′) = TrR[R̃†(t)R̃†(t′)ρ̃R] ,

G(t, t′) = TrR[R̃(t)R̃(t′)ρ̃R] ,

I(t, t′) = TrR[R̃†(t)R̃(t′)ρ̃R] ,

J(t, t′) = TrR[R̃(t)R̃†(t′)ρ̃R] . (3.3.6)

Trazando parcialmente el conmutador (3.3.5) obtendremos:

TrR

{[
H̃SR(t), [H̃SR(t′), ρ̃(t)]

]}
= ~2{S̃(t)S̃(t′)ρ̃S(t)F (t, t′)− S̃(t′)ρ̃S(t)S̃(t)F (t, t′)

− S̃(t)ρ̃S(t)S̃(t′)F (t′, t) + ρ̃S(t)S̃(t′)S̃(t)F (t′, t)

+ S̃(t)S̃†(t′)ρ̃S(t)I(t, t′)− S̃†(t′)ρ̃S(t)S̃(t)I(t, t′)

− S̃(t)ρ̃S(t)S̃†(t′)J(t′, t) + ρ̃S(t)S̃†(t′)S̃(t)J(t′, t)

+ S̃†(t)S̃(t′)ρ̃S(t)J(t, t′)− S̃(t′)ρ̃S(t)S̃†(t)J(t, t′)

− S̃†(t)ρ̃S(t)S̃(t′)I(t′, t) + ρ̃S(t)S̃(t′)S̃†(t)I(t′, t)

+ S̃†(t)S̃†(t′)ρ̃S(t)G(t, t′)− S̃†(t′)ρ̃S(t)S̃†(t)G(t, t′)

− S̃†(t)ρ̃S(t)S̃†(t′)G(t′, t) + ρ̃S(t)S̃†(t′)S̃†(t)G(t′, t)} , (3.3.7)

finalmente podemos considerar el reservorio compuesto por modos bosónicos continuos de la forma:

HR =

∫ ∞
0

dω ~ωb†(ω)b(ω) , (3.3.8)

con los operadores R en el cuadro de Schrödinger representados por

R =

∫ ∞
0

dωg(ω)b(ω) , (3.3.9)

y en el cuadro de interacción como:

R̃(t) =

∫ ∞
0

dωg(ω)b(ω)e−iωt . (3.3.10)
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La función g(ω) la analizaremos más adelante, pero podemos considerarla como una densidad de
frecuencias del reservorio, dado que algunos modos del baño bosónico se acoplarán mejor o peor al
sistema de interés.

Comencemos analizando las funciones F (t, t′) y G(t, t′), en el caso de que ρR es un estado de
equilibrio térmico de la forma (3.1.2) con una productoria continua sobre todas las frecuencias
posibles, de esta forma los operadores escalera b(ω) y b†(ω) actúan únicamente sobre la componente
ρR(ω) de tal forma que:

b(ω)ρR(ω) = Z(ω)−1
∑
n

e−~ωn/kBT
√
n |nω − 1〉 〈nω| ,

b†(ω)ρR(ω) = Z(ω)−1
∑
n

e−~ωn/kBT
√
n+ 1 |nω + 1〉 〈nω| , (3.3.11)

con esta expresión es fácil ver que al trazar parcialmente una o múltiples aplicaciones de b(ω) sobre
ρR(ω) son iguales a cero por lo que F (t, t′) = 0 y G(t, t′) = 0 y reducirá considerablemente la
expresión (3.3.7).

Para las funciones I(t, t′) y J(t, t′) teniendo en cuenta que el conmutador [b(ω), b†(ω′)] = δ(ω−ω′)
y la aplicación de los operadores sobre la componente ρR(ω) tendremos:

b†(ω)b(ω)ρR(ω) = Z(ω)−1
∑
n

e−~ωn/kBTn |nω〉 〈nω| ,

b(ω)b†(ω)ρR(ω) = Z(ω)−1
∑
n

e−~ωn/kBT (n+ 1) |nω〉 〈nω| , (3.3.12)

por lo que al trazar parcialmente y recordando la expresión (3.1.6) nos dará las relaciones:

TrR[b†(ω)b(ω′)ρR] = nth(ω, T )δ(ω − ω′) ,
TrR[b(ω)b†(ω′)ρR] = [nth(ω, T ) + 1]δ(ω − ω′) , (3.3.13)

y finalmente nos llevará a las expresiones

I(t, t′) =

∫ ∞
0

dω|g(ω)|2nth(ω, T )eiω(t−t′) ,

J(t, t′) =

∫ ∞
0

dω|g(ω)|2(nth(ω, T ) + 1)e−iω(t−t′) . (3.3.14)

En este punto es conveniente analizar el término nth(ω, T ) el cual puede aproximarse a una función
que no depende de ω, ya que en el ĺımite de temperaturas finitas, i.e, temperaturas del orden
∼ 300K, kBT ∼ 1meV . Las excitaciones térmicas de los modos bosónicos nth(ω, T ) ≈ nth(T ) ∼ 0
sin importar el modo bosónico acoplado al sistema, lo que nos deja claro que los términos asociados
a I(t, t′) tienen relación con los bombeos y los términos relacionados con J(t, t′) con las pérdidas.
La función |g(ω)|2 por su parte está relacionada con la distribución de frecuencias de los acoples del
sistema con los modos bosónicos del reservorio, en estos casos es común utilizar una distribución de
Cauchy de la forma:

|g(ω)|2 =
1

πγ

γ2

(ω − ω0)2 + γ2
, (3.3.15)

donde ω0 es la frecuencia de resonancia del acople entre sistema y reservorio por lo que debe estar
relacionada con la frecuencia caracteŕıstica de los operadores escalera del sistema en el cuadro de
interacción de forma que:

S̃(t) = Se−iω0t . (3.3.16)
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Figura 3.1: Distribución de Cauchy la cual presenta un pico de altura 1
πγ centrado en ω0.

Las integrales (3.3.14) quedarán reducidas a una función de los parámetros de la distribución ω0

y γ los cuales como se observa en la figura 3.1 están relacionados con la frecuencia del modo bosónico
óptimo para el acople entre sistema y reservorio, según el tipo de proceso descrito por los operadores
S. En este punto cabe resaltar que debido a que en la ecuación maestra, HSR descrito por (3.2.1)
es un hamiltoniano bajo la aproximación de onda rotante. El operador S debe ser necesariamente
proporcional a un operador de bajada del sistema con unidades de s−1. De este modo es que la
exponencial en las representaciones (3.3.16) gana su signo negativo estricto debido a que ω0 > 0.
Sin embargo es posible ampliar los intervalos de integración gracias a la simetŕıa de |g(ω)|2 respecto
a ω0 desde −∞ a ∞, además teniendo en consideración que t′ ≤ t, tendrá lugar a:

I(t, t′) = nth(T )

∫ ∞
−∞

dω|g(ω)|2eiω(t−t′) = nth(T )e−(t−t′)(γ−iω0) ,

I(t′, t) = nth(T )

∫ ∞
−∞

dω|g(ω)|2e−iω(t−t′) = nth(T )e−(t−t′)(γ+iω0) ,

J(t, t′) = (nth(T ) + 1)

∫ ∞
−∞

dω|g(ω)|2e−iω(t−t′) = [nth(T ) + 1]e−(t−t′)(γ+iω0) ,

J(t′, t) = (nth(T ) + 1)

∫ ∞
−∞

dω|g(ω)|2eiω(t−t′) = [nth(T ) + 1]e−(t−t′)(γ−iω0) . (3.3.17)

Finalmente podemos reemplazar los resultados de (3.3.16) y (3.3.17) en los conmutadores tra-
zados parcialmente (3.3.7) para obtener:

TrR

{[
H̃SR(t), [H̃SR(t′), ρ̃(t)]

]}
= ~2e−γ(t−t′){[nth(T )](SS†ρ̃S(t)− 2S†ρ̃S(t)S + ρ̃S(t)SS†)+

[nth(T ) + 1](S†Sρ̃S(t)− 2Sρ̃S(t)S† + ρ̃S(t)S†S)} .
(3.3.18)

Al incluir este resultado en la ecuación maestra (3.3.1) la integral únicamente alterará la parte
exponencial dando como resultado:∫ t

0
dt′e−γ(t−t′) =

1− e−γt

γ
≈ 1

γ
, (3.3.19)
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en el cual el segundo término tenderá a desaparecer a medida que pase el tiempo, lo que indicara
un periodo transitorio que no afectará en mayor medida la evolución y puede descartarse para
simplificar aún más la expresión. Reemplazar estos resultados sobre la expresión (3.3.1) dará como
resultado a la ecuación maestra de Lindblad en el cuadro de interacción

˙̃ρS(t) = −1

γ
[nth(T )(SS†ρ̃S(t)− 2S†ρ̃S(t)S + ρ̃S(t)SS†)+

(nth(T ) + 1)(S†Sρ̃S(t)− 2Sρ̃S(t)S† + ρ̃S(t)S†S)] , (3.3.20)

la cual se puede simplificar aún más considerando que S = γ√
2
L siendo L el operador escalera

adimensional del sistema y recordando la definición de anticonmutador

˙̃ρS(t) = γ[nth(T )(L†ρ̃S(t)L− 1

2
{ρ̃S(t), LL†}) + (nth(T ) + 1)(Lρ̃S(t)L† − 1

2
{ρ̃S(t), L†L})] ,

(3.3.21)

volviendo al cuadro de Schrödinger, note que en la expresión de la derecha este cambio solo afecta
al operador densidad y a la izquierda emergerá el conmutador con el hamiltoniano del sistema.
Reorganizando un poco los términos, la ecuación maestra de Lindblad [Alb18] toma la forma final
de:

ρ̇S =
1

i~
[HS , ρS ] + γ[(nth(T ) + 1)(LρSL

† − 1

2
{ρS , L†L}) + nth(T )(L†ρSL−

1

2
{ρS , LL†})] . (3.3.22)

Nos damos cuenta que el primer término de la ecuación corresponde a la evolución hamiltoniana
usual de un sistema cerrado. El segundo término pesado por γ, está relacionado con el rango de
frecuencias de los diferentes modos bosónicos del reservorio, acopladas al sistema. Además γ actúa
como la tasa asociada a los procesos de interacción con el reservorio . Estos procesos inducirán dos
cambios distinguibles entre śı según la temperatura del reservorio, dado que nth(T ) nos indica el
número de excitaciones térmicas del reservorio. Según (3.3.22) el primer término no hamiltoniano
está relacionado con un proceso disipativo asociado al operador de bajada L y el segundo término a
un proceso de bombeo térmico asociado al operador de subida L†. Es conveniente utilizar la notación
de superoperador, llamado también lindbladiano y simbolizado por L para generalizar a múltiples
acoples con el reservorio, de modo que

L[L] = LρSL
† − 1

2
{ρS , L†L} , (3.3.23)

ρ̇S =
1

i~
[HS , ρS ] +

∑
α

γα

[
(nth,α(T ) + 1)L[Lα] + nth,α(T )L[L†α]

]
. (3.3.24)

3.4. Decoherencia: Efectos comunes

La ecuación (3.3.24) es sumamente útil para describir todo tipo de procesos disipativos, en
particular la segunda ley de la termodinámica indica que todos los sistemas en interacción de la
naturaleza tienden a evolucionar a estados donde la entroṕıa se maximiza, llamados usualmente
estados de equilibrio térmico. Particularmente los sistemas atómicos presentan una gran variedad
de fenómenos que mediante evoluciones hamiltonianas no pueden ser descritos, dado a que la enerǵıa
del sistema no se mantiene constante, esto indica que existe alguna interacción con agentes externos
que están disipando o bombeando enerǵıa.

Consideramos inicialmente un sistema atómico de dos niveles descrito por un hamiltoniano de
la forma

HS = ~ωaσ†σ , (3.4.1)
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Figura 3.2: Fenómeno de emisión espontánea de sistemas atómicos, podemos observar como la forma
hamiltoniana descritas por las curvas azules, no es capaz de describir este fenómeno. Sin embargo,
un formalismo de Lindblad, descrito por las curvas naranjas es sumamente efectivo.

donde σ = |g〉 〈e| es el operador escalera entre los estados base |g〉 y excitado |e〉 del átomo. En
una evolución de tipo hamiltoniana estos estados son estacionarios y particularmente el estado |e〉
no puede ser estacionario. La realidad es que el sistema atómico, inevitablemente, terminará por
decaer al estado |g〉 al pasar el tiempo y la evolución hamiltoniana es incapaz de dar cuenta de este
fenómeno. Este fenómeno es conocido como emisión espontanea y necesariamente debe ser descrito
mediante un acople a un reservorio.

El operador escalera en el cuadro de interacción tiene la forma:

σ̃ = σe−iωat , (3.4.2)

lo que indica que el acople a los modos bosónicos del reservorio estará pesado por la función

|g(ω)|2 =
1

πγ

γ2

(ω − ωa) + γ2
, (3.4.3)

generando una ecuación maestra de Lindblad de la forma (3.3.24):

ρ̇S =
1

i~
[HS , ρs] + γ

[
(nth(T ) + 1)L[σ] + nth(T )L[σ†]

]
, (3.4.4)

dónde el primer término estará asociado al proceso disipativo de la emisión espontánea ([Sak06])
y el segundo término un proceso de bombeo o absorción. Sin embargo, este último es considerable
menos observable a temperaturas pequeñas, si kBT ∼ 1 meV, y las enerǵıas propias del sistema son
del orden de 1 eV, el número medio de excitaciones térmicas nth ∼ 0, tal como se describe en la
ecuación en el ĺımite de cero temperatura.

La figura 3.2 muestra como la evolución hamiltoniana es incapaz de describir estos fenómenos
disipativos pues la linea azul muestra la solución de la parte hamiltoniana sin considerar los efectos de
Lindblad para un estado inicial de la forma |ψ(0)〉 = |e〉 y |ψ(0)〉 = 1√

2
(|g〉 + |e〉) respectivamente,

mientras la curva naranja, cuando se consideran los efectos de acople al reservorio, muestra el
decaimiento exponencial de la enerǵıa que describe el proceso de la emisión espontánea, pues al
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Figura 3.3: Esquema simplificado de un sistema atómico de dos niveles acoplado a un único modo
de radiación cuantizada.

descender en un nivel de enerǵıa, la forma de (3.3.2) nos indica que se ha emitido enerǵıa que ahora
hace parte del reservorio.

Otro efecto común de decoherencia surge en la cuantización de el campo electromagnético en una
cavidad formada por paredes perfectamente reflectoras. Resulta que no hay tal cosa en la naturaleza
como un espejo perfecto, por lo que la enerǵıa de la radiación dentro de la cavidad tiende a decaer,
el hamiltoniano libre recordamos tiene la forma de un oscilador armónico

HS = ~ωca†a+
1

2
, (3.4.5)

donde ωc es la frecuencia del modo de radiación y los operadores escalera en el cuadro de interacción
toman la forma:

ã = ae−iωct , (3.4.6)

y la función de distribución de Cauchy tomará la forma

|g(ω)|2 =
1

πκ

κ2

(ω − ωc)2 + κ2
, (3.4.7)

aśı la ecuación maestra que describe el proceso de pérdidas y bombeos a través de las imperfecciones
de las superficies reflectivas de la cavidad tomará la forma

ρ̇S =
1

i~
[HS , ρs] + κ

[
(nth(T ) + 1)L[a] + nth(T )L[a†]

]
. (3.4.8)

3.5. Decoherencia en sistemas fuera de la resonancia

Consideremos un sistema compuesto por un átomo de dos niveles acoplado a radiación cuanti-
zada. El hamiltoniano que describe este tipo de sistemas bajo la aproximación dipolar y de onda
rotante un hamiltoniano de Jaynes-Cummings y como se vio en el capitulo anterior tiene la forma:

HS = ~ωaσ†σ + ~ωca†a+ ~g(σa† + σ†a) , (3.5.1)

donde ωa y ωc son las frecuencias caracteŕısticas y los operadores σ = |e〉 〈g| y a son operadores
de bajada del sistema atómico y la radiación respectivamente, por su parte g es la frecuencia de
acople. Este tipo de sistemas puede representarse como se muestra en la figura 3.3, el sistema atómico
posee una estructura de dos niveles |g〉 y |e〉 y el acople con la radiación inducirá transiciones y
superposiciones entre ellos. Sin embargo, en esta sección, consideraremos que no necesariamente el
acople entre sistema atómico y radiación es en resonancia, es decir, consideraremos el caso ωa 6= ωc,
definiendo un parámetro llamado asintońıa o detunning de la forma ∆ = ωa − ωc el cual, debemos
resaltar, puede ser positivo o negativo.
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Figura 3.4: Estructura de niveles fuera de resonancia para un sistema de dos niveles acoplado a
modos de radiación. A la izquierda el caso para ∆ > 0 donde los estados |e, n〉 tienen mayor enerǵıa
que los estados |g, n+ 1〉 y a la derecha ∆ < 0 donde sucede lo contrario.

Empecemos transformando al cuadro de interacción con H0 = ~ωaσ†σ + ~ωca†, en este caso los
autoestados de H0 serán de la forma |g, n〉 y |e, n〉 y tendrán un orden en la escala de enerǵıa según
el signo de ∆. Por ejemplo, en el caso ∆ > 0 la enerǵıa asociada a |g, n+ 1〉 será menor que la
asociada a |e, n〉. En la figura 3.4 se esquematiza el orden de enerǵıas asociadas a los estados para
el caso ∆ > 0 a la izquierda y ∆ < 0 a la derecha. Un sistema fuera de resonancia puede acoplarse
a un baño bosónico bajo la aproximación de onda rotante, primero notamos que el efecto de la no
resonancia se evidencia en los estados |g, n+ 1〉 y |e, n〉. Podemos verificar fácilmente que en el caso
∆ > 0, el operador escalera L = σa† en el cuadro de interacción tendrán la forma:

L̃ = σa†e−i∆t , (3.5.2)

lo que convertirá la distribución de Cauchy (3.3.15)de acople a modos bosónicos de un reservorio
en:

|g(ω)|2 =
1

πΓ

Γ2

(ω −∆)2 + Γ2
. (3.5.3)

De este modo para ∆ > 0 la ecuación maestra en la forma de Lindblad es:

ρ̇S =
1

i~
[HS , ρS ] + Γ

[
(nth(T ) + 1)L[σa†] + nth(T )L[σ†a]

]
+ ... , (3.5.4)

donde los puntos suspensivos indican que es posible tener otros efectos de decoherencia según las
especificaciones f́ısicas del sistema. Del mismo modo para el caso ∆ < 0 la ecuación se transforma
en:

ρ̇S =
1

i~
[HS , ρS ] + Γ′

[
(nth(T ) + 1)L[σ†a] + nth(T )L[σa†]

]
+ ... , (3.5.5)

Estos efectos surgen en sistemas acoplados fuera de resonancia y es cuanto menos curioso ya
que estos efectos desparecen completamente en los sistemas resonantes. La decoherencia fuera de
resonancia se explorará en detalle más adelante pues es una forma natural en que los sistemas fuera
de resonancia aumenten o disminuyan su número de excitación como se observa en la figura 3.4.



Caṕıtulo 4

Teoŕıa semiclásica de la respuesta
óptica no lineal

En este caṕıtulo se estudiará la teoŕıa de la respuesta óptica de los materiales en un formalismo
cuántico, donde la cantidad fundamental será la susceptibilidad, que dependerá de parámetros del
material como el momento dipolar eléctrico y tasas de transición de los distintos niveles de enerǵıa.
La susceptibilidad es una cantidad que caracteriza el nivel de polarizabilidad de un material en
respuesta a un campo electromagnético externo [Boy20; DH14], para este caso consideraremos un
formalismo cuántico para describir el material y el campo externo en un formalismo clásico. Como
se muestra en la figura 4.1 la distribución de carga puede cuantificarse dada la posición que ocupa
cada una de las cargas en el espacio, de esta manera el vector de dipolo eléctrico

~µ =
∑
i

qi~ri , (4.0.1)

permite cuantificar diferentes efectos de respuesta a est́ımulos electromagnéticos. Cuánticamente,
los vectores posición de cada una de las cargas son operadores que obedecen los principios de la
mecánica cuántica. Del mismo modo, el vector de dipolo, cuánticamente posee información según
los estados y niveles de enerǵıa que posea la distribución de cargas.

y

z

x

~ri

qi

Figura 4.1: Cargas distribuidas en el espacio, los vectores posición a cada carga ~ri permiten obtener
diferentes propiedades ópticas y cuantificar la respuesta a est́ımulos externos.
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4.1. Vector de polarizabilidad y tensor de susceptibilidad

Supongamos que cierta distribución de carga es afectada por un campo eléctrico externo ~E, la
interacción con el campo eléctrico generará una fuerza tal que las cargas que pertenecen a cierto
material, se redistribuirán como se muestra en la figura 4.2, donde según la dirección del campo
eléctrico, las cargas positivas tenderán a moverse en la misma dirección del campo y las cargas
negativas en el sentido contrario. Este fenómeno es llamado polarizabilidad y permite redistribuir
las cargas presentes en la materia y aśı generar efectos eléctricos interesantes, sin importar que
un material eléctricamente neutro. Esta redistribución afecta, por supuesto, al vector de dipolo ~µ
y la polarizabilidad tendrá relación con sus cambios a nivel infinitesimal de forma que de manera
general, el vector de polarizabilidad eléctrica estará dado por

~P =
d~µ

dV
= ρb~d , (4.1.1)

donde ρb es la densidad de carga ligada en un volumen dV y ~d la posición relativa de las cargas
positivas a las cargas negativas.

Dado que el vector de polarizabilidad aparece cuando el material es afectado por un campo
externo, estos efectos pueden variar según las distintas propiedades que posea el material, como por
ejemplo, sus simetŕıas y estructura atómica. Para cuántificar los efectos, de manera general, existe
una función de respuesta, dada por la expansión en serie de Taylor de cada una de las componentes
del vector de polarización Pi, en función de las componentes del campo externo Ej :

Pi = ε0

∑
i

χ
(1)
ij Ej +

∑
jk

χ
(2)
ijkEjEk +

∑
jkl

χ
(3)
ijklEjEkEl + ...+O(En)

 (4.1.2)

donde χ(n), en general, es un tensor de orden n + 1 llamado susceptibilidad, mediante el cual se
puede cuantificar la respuesta de un material frente a un est́ımulo electromagnético externo. Los
efectos pueden cuantificarse y clasificarse según el orden del tensor y las direcciones de interés, por

ejemplo, la componente χ
(1)
ij indicará la respuesta de polarizabilidad a primer orden de un material

en dirección i (primer ı́ndice) dado un campo externo aplicado en dirección j (segundo ı́ndice). Cabe
resaltar que los efectos que se evidencian a primer orden son los llamados efectos lineales, mientras
que los ordenes superiores serán llamados, efectos no lineales.

A primer orden es interesante notar que la susceptibilidad tiene relación con el indice de re-
fracción, supongamos por un momento que una onda electromagnética incide desde el vaćıo sobre
un medio dieléctrico con permitividad ε. Como se muestra en la figura 4.3 la onda transmitida
es desviada de su trayectoria original según la ley de Snell además de que según las propiedades
dispersivas y de absorción, la onda frenará disminuyendo su velocidad de propagación dentro del
medio. El indice de refracción es entonces una cantidad adimensional dada por:

η2 =
c2

v2
=

εµ

ε0µ0
= εrµr , (4.1.3)

donde εr y µr son las constantes eléctricas y magnéticas relativas del medio con respecto al vaćıo.
Sin perder mucha generalidad la constante µr ≈ 1 debido a que ordenes propios de interacciones a
nivel dipolar no se presentan cambios significativos a nivel magnético, sin embargo, a nivel eléctrico
śı se presentan efectos considerables y de manera general afectan al tensor de susceptibilidad lineal
χ(1). De este modo, si la onda incidente posee una frecuencia angular ω:

χ(1)(ω) = εr(ω)− 1 , (4.1.4)
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Figura 4.2: Fenómeno de polarizabilidad de la materia debido a la interacción con un campo eléctrico
externo.

donde la dependencia de la frecuencia puede encontrarse fácilmente utilizando análisis de Fourier
sobre la polarizabilidad del medio dieléctrico. El tensor de suceptibilidad estará relacionado con el
indice de refracción de modo que:

η2(ω) = χ(1)(ω) + 1 , (4.1.5)

los resultados de esta ecuación presentan múltiples posibilidades donde es de particular interés el
caso para alguna frecuencia cŕıtica ωc, χ

(1)(ωc) = 0 y por lo tanto η(ωc) = 1 lo cual indica que
la onda no se desv́ıa ni disminuye su velocidad al ingresar al medio, es decir, el medio se vuelve
transparente a ciertas frecuencias, lo interesante de esto es que dado que los distintos ordenes de χ
dependen de factores propios del material. En conclusión, mediante agentes externos de control, es
posible volver transparente un medio a ciertas frecuencias si se sintoniza correctamente.

c c

v

ε0

ε

Figura 4.3: Haz de luz proveniente del vaćıo incidente sobre un medio con permitividad ε. La
velocidad de la onda cambia de c a v una vez ingresa al medio, además que se desv́ıa de su trayectoria
original.
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4.2. Cálculo de susceptibilidad con mecánica cuántica

Uno de los métodos más comunes para calcular los tensores de los diferentes ordenes de la
susceptibilidad es mediante la teoŕıa de perturbaciones, sin embargo como se discutió en caṕıtulos
anteriores estos métodos pueden tener problemas de convergencia que no son tan evidentes [Fer00].
Para sobrellevar este tipo de problemas el cambio al cuadro rotante suele ser una de las mejores
opciones y de ese modo pasar de una teoŕıa dependiente del tiempo a una teoŕıa independiente
del tiempo. Dado que las cantidades electromagnéticas como el dipolo y la polarizabilidad son
cantidades que dependen de las propiedades intŕınsecas de cada material, la teoŕıa cuántica permite
una descripción mucho más precisa en términos de sus niveles de enerǵıa y simetŕıas, por lo que en
un lenguaje de operadores y valores esperados podemos determinar estas cantidades con una mayor
precisión. Esta descripción cuántica tiene la ventaja de que puede desvelar comportamientos que a
nivel clásico probablemente no apareceŕıan. Particularmente los conocidos efectos de interferencia
cuántica [SZ99].

4.2.1. Teoŕıa de perturbaciones

Para ejemplificar los cálculos mediante teoŕıa de perturbaciones consideramos un sistema atómi-
co de dos niveles que interactúa a nivel dipolar con un campo electromagnético clásico de frecuencia
angular ω. El hamiltoniano que describe el comportamiento de este sistema bajo la aproximación
de onda rotante es:

H = ~ωaσ†σ + ~Ω(σeiωt + σ†e−iωt) , (4.2.1)

donde el operador σ es el operador escalera entre los niveles de enerǵıa del sistema de dos nive-
les y Ω es una constante proporcional a la intensidad del campo y de la interacción dipolar. La
representación matricial de H en la base propia del sistema atómico es:

H = ~
[

0 Ωeiωt

Ωe−iωt ωa

]
, (4.2.2)

La cual tiene una dependencia temporal explicita, utilizando la transformación unitaria al cuadro
rotante con

Θ =

[
0 0
0 ω

]
, (4.2.3)

teniendo en cuenta la condición (1.2.10) el nuevo hamiltoniano independiente del tiempo será:

H̃ = ~
[

0 Ω
Ω ωa − ω

]
. (4.2.4)

La ecuación maestra que incluye los efectos de emisión espontanea, a temperatura baja, en el cuadro
rotante será:

˙̃ρ =
1

i~
[H̃, ρ̃] + γL[σ] , (4.2.5)

la cual arroja como resultado, el sistema de 4 ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden
de los elementos de matriz del operador densidad, en adición de la condición de normalización de
la traza

˙̃ρ11 = γρ̃22 + iΩ(ρ̃12 − ρ̃21) ,

˙̃ρ12 = i(ωa − ω)ρ̃12 −
γ

2
ρ̃12 + iΩ(ρ̃11 − ρ̃22) ,

˙̃ρ21 = −i(ωa − ω)ρ̃21 −
γ

2
ρ̃21 − iΩ(ρ̃11 − ρ̃22) ,

˙̃ρ22 = −γρ̃22 − iΩ(ρ̃12 − ρ̃21) ,

1 = ρ̃11 + ρ̃22 , (4.2.6)
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en el cuadro rotante.
Debido a que Ω es proporcional a la amplitud del campo, analizaremos las ecuaciones a ordenes

de λΩ, las ecuaciones a orden (0) son:

˙̃ρ
(0)
11 = γρ̃

(0)
22 ,

˙̃ρ
(0)
12 = i(ωa − ω)ρ̃

(0)
12 −

γ

2
ρ̃

(0)
12 ,

˙̃ρ
(0)
21 = −i(ωa − ω)ρ̃

(0)
21 −

γ

2
ρ̃

(0)
21 ,

˙̃ρ
(0)
22 = −γρ̃(0)

22 ,

1 = ρ̃
(0)
11 + ρ̃

(0)
22 , (4.2.7)

cuya solución estacionaria será:

ρ̃(0) =

[
1 0
0 0

]
. (4.2.8)

A primer orden el sistema de ecuaciones tomará la forma:

˙̃ρ
(1)
11 = γρ̃

(1)
22 + iΩ(ρ̃

(0)
12 − ρ̃

(0)
21 ) ,

˙̃ρ
(1)
12 = i(ωa − ω)ρ̃

(1)
12 −

γ

2
ρ̃

(1)
12 + iΩ(ρ̃

(0)
11 − ρ̃

(0)
22 ) ,

˙̃ρ
(1)
21 = −i(ωa − ω)ρ̃

(1)
21 −

γ

2
ρ̃

(1)
21 − iΩ(ρ̃

(0)
11 − ρ̃

(0)
22 ) ,

˙̃ρ
(1)
22 = −γρ̃(1)

22 − iΩ(ρ̃
(0)
12 − ρ̃

(0)
21 ) ,

0 = ρ̃
(1)
11 + ρ̃

(1)
22 , (4.2.9)

las cuales pueden simplificarse reemplazando el resultado (4.2.8) como:

˙̃ρ
(1)
11 = γρ̃

(1)
22 ,

˙̃ρ
(1)
12 = i(ωa − ω)ρ̃

(1)
12 −

γ

2
ρ̃

(1)
12 + iΩ ,

˙̃ρ
(1)
21 = −i(ωa − ω)ρ̃

(1)
21 −

γ

2
ρ̃

(1)
21 − iΩ ,

˙̃ρ
(1)
22 = −γρ̃(1)

22 ,

0 = ρ̃
(1)
11 + ρ̃

(1)
22 , (4.2.10)

y arrojarán la solución estacionaria como:

ρ̃(1) =
Ω

(ωa − ω)2 + γ2/4

[
0 iγ/2− (ωa − ω)

−iγ/2− (ωa − ω) 0

]
. (4.2.11)

De esta forma podemos continuar hasta ordenes superiores, sin embargo, el proceso puede hacerse
bastante complejo al cabo de algunas iteraciones. Es pertinente resaltar que a medida que avancemos
a ordenes más altos la precisión del cálculo del estado del sistema atómico en su forma de operador
densidad mejorará considerablemente si la teoŕıa es regular y para el caso en el cuadro rotante,
dado que no hay dependencias temporales explicitas, la convergencia resulta ser lo suficientemente
buena.

El valor esperado del operador de dipolo puede calcularse también mediante teoŕıa de pertur-
baciones si consideramos que

〈~µ〉 = Tr[ρ~µ] = Tr
[
(ρ(0) + ρ(1) + ρ(2) + ...)~µ

]
= 〈~µ〉(0) + 〈~µ〉(1) + 〈~µ〉(2) + ... , (4.2.12)
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además, si el sistema tiene propiedades de simetŕıa axial, el operador de dipolo será un operador
hermı́tico y antisimétrico de forma que su componente principal, es decir la magnitud ~µ = µµ̂, sea:

µ =

[
0 µ12

µ12 0

]
, (4.2.13)

además, el operador densidad en el cuadro de Schrödinger es:

ρ = U †ρ̃U =

[
ρ̃11 ρ̃12e

iωt

ρ̃21e
−iωt ρ̃22

]
, (4.2.14)

el cual puede reemplazarse en la expresión (4.2.12) para obtener el valor medio del operador de
dipolo expandido en ordenes de perturbación como:

〈µ〉 = µ12(ρ̃21e
−iωt + ρ̃12e

iωt) =
∑
j

µ12(ρ̃
(j)
21 e
−iωt + ρ̃

(j)
12 e

iωt) . (4.2.15)

Los distintos ordenes de perturbación pueden calcularse mediante el método anterior y notamos con
expresiones como (4.2.8) que 〈µ〉(0) = 0, mientras que (4.2.11) arrojará el resultado a primer orden:

〈µ〉(1) = µ12
Ω

(ωa − ω)2 + γ2/4

(
[−iγ/2− (ωa − ω)]e−iωt + [iγ/2− (ωa − ω)]eiωt

)
. (4.2.16)

Este resultado tiene conexión directa con el valor medio de polarizabilidad en la dirección principal
del dipolo µ̂ a primer orden de modo qué puede verse como la expansión de Fourier:

〈P 〉 =
〈µ〉
V

=
∑
ω

〈P (ω)〉eiωt , (4.2.17)

con este resultado resulta evidente que:

〈P (ω)〉(1) =
µ12

V

Ω

(ωa − ω)2 + γ2/4
[iγ/2− (ωa − ω)] = ε0χ

(1)(ω)E (4.2.18)

donde gracias a que en aproximación dipolar Ω = µ12E
~ , el coeficiente de Fourier de la susceptibilidad

a primer orden tendrá la forma de:

χ(1)(ω) =
µ2

12

ε0~V
iγ/2− (ωa − ω)

(ωa − ω)2 + γ2/4
. (4.2.19)

Como se muestra en la figura 4.4 la expansión a primer orden de los coeficientes de Fourier posee
una parte real y una parte imaginaria, analizando la expresión 4.1.5, la relación con el indice de
refracción. Como es de esperarse la parte real de χ(1) tendrá relación con la dispersión de la onda al
entrar al medio diaeléctrico y la parte imaginaria con la absorción de la misma. Se resalta el hecho
de que la parte imaginaria presenta un pico en ωa − ω = 0, además de que la parte real es cero,
indicando un máximo de absorción y anulación de la dispersión cuando el sistema se encuentra en
resonancia.

4.2.2. Cálculo exacto y expansión en series de Taylor.

Debido a que la teoŕıa de perturbaciones suele presentar múltiples problemas de convergencia, a
continuación presentamos un método que permite estimar la polarizabilidad de una manera exacta.
Sabemos que en el cuadro rotante las ecuaciones dinámicas son las expresadas anteriormente en
el sistema de ecuaciones (4.2.6) donde ya fueron eliminadas todas las dependencias temporales
explicitas. El método inicialmente consistirá en encontrar el estado estacionario de cuadro rotante,
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Figura 4.4: Resultado de la susceptibilidad de primer orden, para un sistema de dos niveles, por
el método perturbativo. La expansión de Fourier arroja la parte real y la parte imaginaria como
función de la diferencias de frecuencias del sistema de dos niveles y el campo. La gráfica se escala

con γ para las frecuencias y la constante
µ212
ε0~γV para la susceptibilidad.

el cual es importante resaltar, no es un estado perfectamente estacionario, pues de vuelta al cuadro
de Schrödinger las coherencias sufrirán cambios en su fase. Este hecho evidencia que los estados
cuánticos no pueden ser estacionarios en el sentido estricto ya que como mı́nimo existirá una fase
global rotante que cambia en el tiempo.

Teniendo en cuenta (4.2.6), el estado estacionario en el cuadro rotante debe ser tal que ˙̃ρ11 = 0,
˙̃ρ12 = 0, ˙̃ρ21 = 0 y ˙̃ρ22 = 0, imponiendo estas condiciones obtenemos que el estado tal que:

ρ̃11 = 1− Ω2

2Ω2 + (ωa − ω)2 + γ2/4
,

ρ̃12 =
Ω

2Ω2 + (ωa − ω)2 + γ2/4
(iγ/2− (ωa − ω)) ,

ρ̃21 =
Ω

2Ω2 + (ωa − ω)2 + γ2/4
(−iγ/2− (ωa − ω)) ,

ρ̃22 =
Ω2

2Ω2 + (ωa − ω)2 + γ2/4
. (4.2.20)

Este resultado es un resultado estacionario en el cuadro rotante que reemplazando en la primera
igualdad de (4.2.15) obtendremos el valor medio exacto de dipolo

〈µ〉 = µ12
Ω

2Ω2 + (ωa − ω)2 + γ2/4

[
(−iγ/2− (ωa − ω))e−iωt + (iγ/2− (ωa − ω))eiωt

]
, (4.2.21)

de tal forma que el coeficiente de Fourier exacto de polarizabilidad en la dirección principal del
dipolo es:

〈P (ω)〉 =
µ12

V

Ω(iγ/2− (ωa − ω))

2Ω2 + (ωa − ω)2 + γ2/4
. (4.2.22)

Este cálculo exacto permite expandir la polarizabilidad en serie de Taylor al rededor de Ω = 0 para
obtener las potencias de la forma:

〈P (ω)〉 = 〈P (ω)〉(0) + 〈P (ω)〉(1) + 〈P (ω)〉(2) + ... , (4.2.23)
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Figura 4.5: Resultado de la susceptibilidad de tercer orden, para un sistema de dos niveles, por

el método exacto. La gráfica se escala con γ para las frecuencias y la constante
µ412

ε0~3γ3V para la
susceptibilidad.

donde 〈P (ω)〉(n) es proporcional a Ωn. El resultado para las potencias (0), (1) y (2) es:

〈P (ω)〉(0) = 0 ,

〈P (ω)〉(1) =
µ12

V

Ω

(ωa − ω)2 + γ2/4
[iγ/2− (ωa − ω)] ,

〈P (ω)〉(2) = 0 . (4.2.24)

Notamos que las potencias pares de la forma (2m) se hacen cero, indicando que no hay respuesta
de orden par para un sistema de dos niveles de estas caracteŕısticas. Por otro lado la potencia
de orden de (1) es idéntica a la encontrada en (4.2.18), mostrando la consistencia de este método
exacto con la teoŕıa de perturbaciones. Sin embargo, la ventaja que ofrece la solución exacta es la
información que ofrece sobre todos los ordenes, además de simplificar significativamente los cálculos
para los ordenes superiores. Como ejemplo de ello, la susceptibilidad de orden (3) se puede calcular
utilizando el coeficiente de la expansión en Taylor de orden (3) de modo que

〈P (ω)〉(3) = ε0χ
(3)(ω)E3 = ε0χ

(3)(ω)

(
~Ω

µ12

)3

, (4.2.25)

esto arrojará como resultado la susceptibilidad de tercer orden:

χ(3)(ω) = − 2µ4
12

ε0~3V

iγ/2− (ωa − ω)

[(ωa − ω)2 + γ2/4]2
(4.2.26)

Este resultado a orden (3) nuevamente posee un término real asociado a la dispersión de la
onda y un término imaginario asociado a la absorción, sin embargo, como se observa en la figura
4.5 son efectos de orden no lineal, que en el caso de dos niveles no presentan grandes diferencias
a los ordenes menores. Cabe resaltar que en otros sistemas atómicos es posible que los efectos de
orden superior desvelen comportamientos más especiales como lo son la doble absorción de segundo
armónico o incluso efectos de transparencia [Boy20; DH14].



Caṕıtulo 5

Modelo y resultados

5.1. Sistema f́ısico

Una molécula de puntos cuánticos puede diseñarse tal que posea tres niveles de enerǵıa bien
diferenciados. Utilizando los métodos de epitaxia de gotas y nanolitograf́ıa [WW14] se genera una
plantilla de nanoagujeros de baja densidad sobre superficies de GaAs [Wan+07], cuando las condi-
ciones de crecimiento son las adecuadas, el crecimiento epitaxial de InAs, conforma moléculas de
punto cuántico verticales con propiedades de emisión adecuadas [Alo+07]. El proceso de fabricación
comienza con el crecimiento de una capa amortiguadora de GaAs de 0.5 µm sobre un substrato
del mismo tipo a 580 ◦C, sobre esta capa se utilizan nanogotas de Ga que se distribuyen sobre la
superficie con una densidad de 2.5×108 cm−2 y se cristalizan formando los nanoagujeros, la pro-
fundidad media de los nano agujeros es de 4.4±0.8 nm con d́ıametros entre 43±5 nm y 95±5 nm.
Sobre la plantilla de nanoagujeros se deposita InAs que forman el primer punto cuántico, seguido
de una peĺıcula delgada de algunos nm de GaAs como barrera de tunelamiento a los portadores de
carga que separa a una segunda capa de InAs que forma el segundo punto cuántico, estas gotas se
depositan automáticamente justo encima a las primeras gracias a la tensión superficial generada
por el relieve de la peĺıcula intermedia. Por último, este proceso termina con una capa de GaAs que
sella la molécula de puntos cuánticos, este proceso se esquematiza en la figura 5.1. Este ensamble
permite obtener estructuras verticales simétricas o asimétricas acopladas donde el tipo de acople
de tunelamiento entre los puntos cuánticos puede ser controlado a necesidad según el grosor de la
capa intermedia [Xie+95; Bay+01].

5.2. Modelo semiclásico del sistema de tres niveles

La molécula de puntos cuánticos usualmente es llamada molécula artificial debido a que presenta
una estructura de niveles de enerǵıa discretos y sus espectros de emisión están en el rango del visible,
que corresponden a diferencias de enerǵıa en un rango de eV. Los materiales semiconductores que
conforman la molécula permiten acoplarla a campos electromagnéticos externos que se encuentren
en el rango de frecuencias de eV y por lo tanto longitudes de onda de una longitud de onda de 500
nm, gracias a esto los acoples radiación materia puedan modelarse a través de un hamiltoniano de
interacción dipolar:

Hint = ~µ · ~E(t) , (5.2.1)

el esquema de transiciones del sistema depende de las direcciones de polarización de los campos
acoplados y de los elementos de matriz del operador dipolar en su base de autoestados de enerǵıa.
Consideramos un acople tipo Λ, que consiste en que tres autoestados de enerǵıa, estén configurados
de modo que las transiciones a nivel dipolar sigan reglas de selección espećıficas, el control expe-
rimental del tamaño de los puntos cuánticos y el grosor de la peĺıcula intermedia permite que el

40
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Figura 5.1: Conformación de una molécula de puntos cuánticos vertical con la técnica de epitaxia
de gotas. Sobre la capa de amortiguamiento de GaAs se forman nanoagujeros que se llenan con
la primera capa de InAs, formando el primer punto cuántico, mientras que sobre la barrera de
tunelamiento la deposición de InAs forma el segundo punto cuántico justo encima del primero.

operador de dipolo sea:

~µ =

 0 0 µ13

0 0 0
µ13 0 0

 êp +

0 0 0
0 0 µ23

0 µ23 0

 êc , (5.2.2)

donde êp y êc son dos direcciones independientes y perpendiculares. El campo eléctrico externo que
se acopla a este esquema se considera con la superposición de dos modos de radiación de frecuencias
ωp y ωc en las direcciones êp y êc respectivamente

~E(t) = Ep(t)êp + Ec(t)êc , (5.2.3)

donde la forma de los campos está dada por por las ecuaciones (2.1.25) en su forma clásica o (2.4.12)
en su forma cuántica. Debido a la forma del dipolo y de los campos, las transiciones se darán entre
los estados 1 y 3, estimuladas por el campo Ep que llamaremos campo de prueba, mientras que la
transiciones entre 2 y 3, serán mediadas por Ec que llamaremos campo de control. Con este esquema
y como se muestra en 5.2 no hay transiciones permitidas entre los estados 1 y 2.

Los campos no necesariamente deben estar en resonancia con las frecuencias propias del sistema,
para tener en cuenta esto, se definen dos parámetros de asintońıa ∆p = ω31 − ωp y ∆c = ω32 − ωc,
asociados a los campos de prueba y control respectivamente. En el caso de los campos clásicos y
de baja amplitud tal qué µE = ~Ω ∼1 meV, se puede aplicar la aproximación de onda rotante al
hamiltoniano total en el cuadro de Schrödinger del sistema tipo Λ y se puede escribir como:

H = ~

 ω1 0 Ωpe
iωpt

0 ω2 Ωce
iωct

Ωpe
−iωpt Ωce

−iωct ω3

 , (5.2.4)

por lo que el operador Θ para pasar al cuadro rotante, tal que el hamiltoniano (1.2.10) sea un
operador que no dependa expĺıcitamente del tiempo, según la condición (1.2.13), es:

Θ =

0 0 0
0 ωp − ωc 0
0 0 ωp

 , (5.2.5)
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|1〉

|3〉

|2〉

Ep

∆p = ω31 − ωp

Ec

∆c = ω32 − ωc

ωp

ωc

Figura 5.2: Sistema de tres niveles tipo Λ, las transiciones 1↔3 y 2↔3 están mediadas por los
campos Ep y Ec respectivamente, la diferencia de enerǵıas entre los niveles y los campos son las
asintońıas ∆p y ∆c respectivamente. Las transiciones 1↔2 está prohibidas a nivel de dipolo.

el hamiltoniano en el cuadro rotante será entonces:

H̃ = ~

ω1 0 Ωp

0 ω2 − (ωp − ωc) Ωc

Ωp Ωc ω3 − ωp

 . (5.2.6)

Dada la estructura tipo Λ del acople de la molécula de punto cuántico con los campos y las
transiciones permitidas a nivel dipolar, los efectos de disipación debido a la emisión espontánea
estarán mediadas por el operador escalera σ13 = |1〉 〈3| y en menor medida al operador σ12 = |1〉 〈2|,
la ecuación maestra de Lindblad en el ĺımite de cero temperatura será:

˙̃ρ =
1

i~
[H̃, ρ̃] + γ13L[σ13] + γ12L[σ12] , (5.2.7)

que generará un sistema de 9 ecuaciones diferenciales, lineales y homogéneas acopladas, además de
la condición de normalización que debe cumplir el operador densidad Tr[ρ] = 1.

5.3. Susceptibilidades por el método exacto

El valor medio del vector de polarizabilidad puede calcularse como:

〈~P 〉 =
〈µp〉
V

êp +
〈µc〉
V

êc , (5.3.1)

donde las componentes en dirección del campo de prueba y en dirección del campo de control son
componentes independientes del vector, sin embargo, el interés se centrará en las variaciones del
campo de prueba por lo que es conveniente analizar la componente en su misma dirección:

〈Pp〉 =
〈µp〉
V

=
µ13

V
(ρ̃13e

iωpt + ρ̃31e
−iωpt) , (5.3.2)

que es la expansión en series de Fourier de la componente y será conveniente utilizar el término
proporcional a eiωpt

〈Pp〉(ωp) =
µ13

V
ρ̃13 . (5.3.3)
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La solución estacionaria para los elementos de matriz densidad en el cuadro rotante arroja como
resultado para el elemento ρ̃13 la expresión exacta, simplificada en términos de las asintońıas ∆p y
∆c y puede ser expandida en series de potencias de Ωp y Ωc para obtener:

〈Pp〉(ωp) = ε0

∑
j=p,c

χ
(1)
p,j (∆p)

~Ωj

µj
+
∑

j,k=p,c

χ
(2)
p,jk(∆p)

~Ωj

µj

~Ωk

µk
+ ...

 , (5.3.4)

a orden 1. El tensor de susceptibilidad tendrá dos componentes χp,c y χp,p que nos indicará el efecto
de polarizabilidad debido a los campos en las direcciones êc y êp respectivamente. Los resultados de
la expansión son tal que:

χ(1)
p,c(∆p) = 0 , (5.3.5)

lo que indica que el campo de control no produce respuesta a primer orden en la dirección êp, por
otro lado

χ(1)
p,p(∆p) =

µ2
13

ε0~V
(∆p −∆c) + iγ122

Ω2
c −

(
∆p + iγ132

) (
(∆p −∆c) + iγ122

) , (5.3.6)

es la respuesta debido al campo de prueba que tiene un comportamiento interesante, si consideramos
que el campo de control está en resonancia ∆c = 0 y además conociendo que γ12 ∼ 0 dado que la
transición 1↔2 está prohibida a nivel del dipolo, la expresión puede simplificarse a una forma que
se revelan comportamientos interesantes de la molécula artificial:

χ(1)
p,p(∆p) =

µ2
13

ε0~V
∆p

Ω2
c −

(
∆p + iγ132

)
∆p

. (5.3.7)

Como se muestra en la figura 5.3 en el caso de ∆p = 0 la susceptibilidad se anula tanto en su
parte real como en su parte imaginaria, por lo que según (4.1.5) el ı́ndice de refracción es de 1,
lo que implica que el material no dispersa, ni absorbe la onda de campo de prueba y por lo tanto
presenta un punto de transparencia. Este resultado podŕıa ser utilizado en múltiples aplicaciones,
en las que destacan un switch óptico, dado que mediante cambios en la frecuencia del campo de
control es posible cambiar la respuesta óptica del material. Como se observa en la figura 5.4 un
pequeño cambio en ∆c de inmediato habilitará la absorción y la dispersión de la onda de campo de
prueba. Este interesante fenómeno se da gracias a que la interferencia destructiva entre los campos
dentro del material produce estados de la materia en los que la respuesta óptica se puede controlar
de manera conveniente, estabilizando el ı́ndice de refracción.
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Figura 5.3: Resultado de la susceptibilidad de primer orden, para un molécula de puntos cuánticos
de tres niveles tipo Λ en función de ∆p. La gráfica se escala con Ωc para las frecuencias y la constante
µ213

ε0~ΩcV
para la susceptibilidad.
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Figura 5.4: Resultado de la susceptibilidad de primer orden, para un molécula de puntos cuánticos
de tres niveles tipo Λ en función de ∆c. La gráfica se escala con Ωc para las frecuencias y la constante
µ213

ε0~ΩcV
para la susceptibilidad.
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5.4. Sistemas de dos niveles y acoples fuera de resonancia

Los modelos completamente cuánticos que abordan la respuesta óptica de los materiales, pre-
sentan grandes dificultades matemáticas y anaĺıticas debido a la complejidad de sus ecuaciones.
En este trabajo hemos utilizado un software especializado en la solución de ecuaciones maestras
para sistemas cuánticos abiertos, que se ha hecho muy popular en los últimos años, llamado QuTiP
[JNN12], esta herramienta es una libreŕıa que puede integrarse a Python lo que le da una gran
versatilidad y utilidad.

Como se ha discutido anteriormente la estructura de niveles de una molécula de punto cuántico
puede ser controlada con precisión mediante las dimensiones de la capa de tunelamiento que separa
los puntos cuánticos, esto permite generar estructuras como la tipo Λ discutida anteriormente pero
también permite generar estructuras más restrictivas como una de dos niveles, que hacen referencia
a las enerǵıas de los electrones en la banda de valencia y conducción del material [WW14; Bay+01].
Además, es posible construir estructuras donde la radiación quede atrapada en las cavidades que se
forman en el interior y pueda tratarse bajo un formalismo cuántico, para esto será necesario tratar
el sistema radiación materia mediante el modelo de Jaynes-Cummings 2.6.9 (Ver capitulo 2). Los
modos de radiación dentro de las cavidades usualmente dependen de la geometŕıa y las dimensiones
y los sistemas pueden modelarse de modo que el acople sea no resonante como se muestra en la
figura 5.5.

El hamiltoniano de Jaynes-Cummings que describe este sistema está dado por:

H = ~ωaσ†σ + ~ωca†a+ ~g(σa† + σ†a) . (5.4.1)

Sin embargo la molécula se puede acoplar también a un pulso clásico externo con frecuencia ωp que
puede modelarse bajo el hamiltoniano de Rabi

Hext =
~Ω(t)

2
(σeiωpt + σ†e−iωpt) , (5.4.2)

donde Ω(t) es el parámetro de acople con el campo externo que depende la amplitud del campo, en
general podemos considerar la amplitud dependiente del tiempo para generar distintas envolventes
sobre la onda. El parámetro de asintońıa es δp = ωp − ωc, de modo que

∆− δp = ωa − ωp . (5.4.3)

|g〉

|e〉

ωc

ωa

∆ = ωa − ωc

ωp = ωc + δp

Figura 5.5: Molécula de dos niveles acoplada a campo fuera de resonancia con parámetro de asintońıa
∆ = ωa − ωc. En azul se representa un pulso clásico externo con frecuencia ωp, que también puede
acoplarse fuera de resonancia con un parámetro de asintońıa distinto δp = ωp − ωc.



CAPÍTULO 5. MODELO Y RESULTADOS 46

−30 −20 −10 0 10 20 30
Δ/g

−30

−20

−10

0

10

20

30

δ p
/g

Pe

0Δ00

0Δ08

0Δ16

0Δ24

0Δ32

0Δ40

0Δ48

0Δ56

Figura 5.6: Probabilidad del estado excitado según los parámetros de asintońıa, la simulación toma
los parámetros T = 10/g, γ = 0, κ = 0, Γ = 0. La linea roja punteada equivale a δp = 20g.

Los efectos de disipación y decoherencia a nivel de ecuación maestra actuarán sobre los distintos
subsistemas, particularmente la molécula de punto cuántico sufrirá de emisión espontánea mientras
la cavidad tendrá fugas de radiación. Además consideramos un acople donde ∆ ≥ 0 por lo que un
efecto fuera de resonancia producto del acople a fonones emergerá en la forma (3.5.4) [Maj+11]. La
ecuación dinámica general será entonces:

ρ̇ =
1

i~
[H +Hext, ρ] + γL[σ] + κL[a] + ΓL[σa†] . (5.4.4)

La respuesta al pulso externo depende de los parámetros de asintońıa ∆ y δp y para observar
la respuesta se simula la molécula y la cavidad en el estado base |g, 0〉. Mediante un pulso continuo
con Ω(t) = 2g se deja evolucionar el sistema, variando ∆ y δp con valores desde −30g hasta 30g.
Aśı, es posible promediar temporalmente el valor medio de la población del estado excitado |e〉 para
cada valor de asintońıa según

P̄e =
1

T

∫ T

0
dtPe(t) . (5.4.5)

Según la figura 5.6 la mayor capacidad de respuesta a pulso puede observarse cuando P̄e es máxima
y esto corresponde a regiones donde ∆ ∼ 0 es decir, cuando la molécula y la cavidad están en
resonancia pero también cuando ∆ ∼ δp que según la ecuación (5.4.3) corresponde cuando el pulso
y la molécula están en resonancia, pero no la cavidad y la molécula. Este hecho será clave pues cuando
∆ ∼ δp el mecanismo de decoherencia fuera de resonancia de tasa Γ estará activa. Centraremos la
atención en el valor particular de δp = 20g indicado por la ĺınea roja punteada. Además, la figura
5.7 muestra que la respuesta óptima para este valor de asintońıa se da cuando el sistema presenta
un ∆ = 0 como es de esperar, pero también cuando ∆ ∼ 18g, es decir cuando ωa − ωp ∼ −2g, que
indica que la molécula y el pulso externo también están fuera de resonancia, sin embargo generando
una respuesta óptima.

Una vez caracterizada la respuesta de la molécula fuera de resonancia con la cavidad y el pulso
externo, en la simulación se monitorea la respuesta frente a la intensidad del acople Γ, aislando los
demás mecanismos de disipación y decoherencia. Recordemos que según la expresión (3.5.3), Γ tiene
relación con el ancho de frecuencias del baño bosónico que se acoplan al sistema, debido a que se
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Figura 5.7: Probabilidad de respuesta con δp = 20g, donde existen picos de respuesta en ∆ = 0 y
∆ ∼ 18g.

acoplan con frecuencias centradas en ∆ ∼ 18g, variando a Γ entre 0 y 1g. El mecanismo fuera de
resonancia es mediado por el operador σa† indicando que a medida que la molécula tiende a caer
a su estado base la cavidad aumentará su número de excitación, por lo que es conveniente analizar
su promedio temporal

¯〈n〉 =
1

T

∫ T

0
dt〈n〉(t) . (5.4.6)

Este resultado es plasmado en la figura 5.8 mostrando como la intensidad del acople fuera de
resonancia genera un aumento en los números de excitación que crece de manera lineal hasta Γ ∼0.6
g, a partir de este punto la respuesta comienza a disminuir su pendiente disminuyendo su efectividad,
este mecanismo podŕıa aprovecharse para aumentar de manera controlada el número medio de
excitación en las cavidades.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Γ/g

0.0
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0.4

0.6
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1.0
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⟨n
⟩

δp=20g⟩⟨Δ=18g
⟨n⟩

Figura 5.8: Promedio temporal con T = 10g del número medio de excitación 〈n〉 como función de
Γ en un acople fuera de resonancia con δp = 20g y ∆ = 18g.
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Figura 5.9: Evolución temporal con Γ=0.1g, los casos que se muestran corresponde respectivamente
al conjunto de parámetros (κ = 0, γ = 0), (κ =0.1g, γ = 0), (κ = 0, γ =0.1g) y (κ =0.1g, γ =0.1g)
respectivamente.

5.5. Estado estacionario fuera de resonancia

Según lo discutido en la sección anterior es posible aprovechar el acople fuera de resonancia
gracias a la aparición de mecanismos de decoherencia de asistencia fonónica de la forma (3.5.4),
inicialmente se simula el sistema en los parámetros de asintońıa óptimos δp = 20g y ∆ = 18g y el
estado base inicial |g, 0〉, mientras el pulso continuo con Ω(t) = 2g se acopla y genera transiciones
entre los estados de la molécula, el mecanismo de decoherencia fuera de resonancia tendrá una
intensidad de Γ=0.1g. En la figura 5.9 se explora esta dinámica modificando a su vez los parámetros
κ y γ con los valores 0 y 0.1g. Como se observa en las figuras, la probabilidad del estado excitado de la
molécula vaŕıa ligeramente en su oscilación, pero no es significativo el cambio, por otro lado, para el
número medio excitación, la emisión espontanea mediada por la tasa γ no afecta significativamente
al efecto de Γ, pero, las fugas en la cavidad mediadas por κ si reducen significativamente el efecto
de Γ, sin hacerlo desaparecer del todo. Cuando los tres mecanismos están presentes el efecto de Γ
seguirá siendo evidente pero el aumento será más lento que se evidencia en los cambios de pendiente
de crecimiento en 〈n〉.

El siguiente caso que se simulará con el estado inicial |g, α〉, donde |α〉 es un estado coherente,
es decir un autoestado del operador escalera a, este estado tiene la forma:

|α〉 = e−
|α|2
2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 , (5.5.1)

estos estados tienen la particularidad que 〈n〉 = |α|2, para la simulación, el estado inicial es tal que
|α|2 = 25, además el pulso utilizado tendrá forma gaussiana, es decir:

Ω(t) = Ae
− 1

2

(
t−t0
σ

)2

, (5.5.2)
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Figura 5.10: Evolución temporal sobre estado coherente de radiación con Γ=0.1g, los casos que se
muestran corresponde respectivamente al conjunto de parámetros (κ = 0, γ = 0), (κ =0.1g, γ = 0),
(κ = 0, γ =0.1g) y (κ =0.1g, γ =0.1g) respectivamente.

donde la amplitud del pulso será A =4.5g y estará centrado en t0 = 4/g y una duración de 0.7/g,
además, en la misma ĺınea del resultado anterior se exploran variaciones de γ y κ con los valores
0 y 0.1g. El resultado en este caso es evidenciado en las figuras 5.10 donde nuevamente la emisión
espontánea no tiene efectos significativos sobre el resultado y se pueden dar aumentos escalados en
el número de excitaciones, sin embargo, cuando las fugas de la cavidad están presentes, la pérdida
de la coherencia del estado hace que el mecanismo fuera de resonancia pierda su efectividad para
aumentar el número medio de excitaciones.

Los resultados anteriores evidencian que las fugas de cavidad son las que reducen el protagonismo
y efectividad el mecanismo fuera de resonancia, debido a la perdida de coherencia. La pregunta que
surge al analizar este comportamiento es cuál es el estado estacionario una vez es apagado el pulso
externo. Las evidencias de la simulación sugieren que la molécula reposará en |g〉, sin embargo, el
aumento del número de excitación y a la distinguibilidad del estado de la molécula, sugiere que el
estado de radiación en la cavidad es un estado puro para esto utilizaremos la función de correlación
g(2)(τ) de segundo orden dada por:

g(2)(τ) =
〈a†(τ)a†(0)a(τ)a(0)〉
〈a†(0)a(0)〉2 ,

(5.5.3)

que según su valor indicará la naturaleza de la estad́ıstica del estado de radiación de modo que:

g(2)(τ)


< 1 Sub-Poissoniana ,

= 1 Poissoniana ,

> 1 y ≤ 2 Súper Poissoniana .

Para analizar el estado estacionario se activará un pulso continuo sobre el estado base con 0
excitaciones, durante un tiempo de t = 30/g de modo que se aumente a en promedio 1 excitación,
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Figura 5.11: Formación del estado estacionario con pulso continuo de 30/g y 45/g de duración.
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Figura 5.12: Función g(2)(τ) para el estado estacionario formado tras un pulso continuo de 30/g de
duración.

una vez apagado el pulso se analizará la correlación con tiempos posteriores, es decir τ = gt−30. En
la figura 5.11 se muestra como cuando los mecanismos de decoherencia adicionales están desactivados
el aumento del número de excitación permanece constante a pesar de que la molécula es obligada
a permanecer en su estado base, el resultado de la g(2) indica que el estado debe poseer estad́ıstica
súper-poissoniana, por lo que esté aumento en el número de excitación corresponde a que su estado
estacionario forma una superposición de estados de Fock donde a medida que la duración del pulso
aumente también lo hará su número medio de excitación, particularmente para pulsos con duraciones
30/g y 45/g el aumento del promedio de excitaciones es de aproximadamente 0.5 excitaciones.
Finalmente, la figura 5.12 indica que el estado estacionario formado tiene una estad́ıstica súper-
poissoniana, en todos los casos donde κ y γ están prendidos o apagados.

Estos mecanismos fuera de resonancia resultan entonces muy efectivos para controlar el número
medio de excitación siempre y cuando se supriman de manera efectiva las fugas mediadas por κ por
lo que las moléculas de punto cuántico pueden ser utilizadas como depósitos de enerǵıa.



Conclusiones y perspectivas

Las principales conclusiones y perspectivas que emergen de este trabajo son:

• Creemos que un resultado importante sobre la búsqueda de estados estacionarios, es la expre-
sión encontrada para el operador Θ (1.2.13) ya que brinda una alternativa a la hora de lidiar
con Hamiltonianos dependientes del tiempo que son usuales en la óptica cuántica. Usualmen-
te, cuando el campo de forzamiento externo es semiclásico, existen términos exponenciales
de la forma e±iωt que generan dinámicas singulares desde el punto de vista de la teoŕıa de
perturbaciones, lo que trae grandes inconvenientes para analizar su convergencia [Fer00]. La
solución de la ecuación (1.2.13), en los casos usuales de la aproximación de onda rotante,
tiene infinitas soluciones que son sencillas de determinar y como se ha demostrado la solución
exacta del estado estacionario en el cuadro rotante, no solamente permite conocer la respuesta
óptica de los materiales, sino que con una expansión en series de Taylor, es posible encontrar
la respuesta a diferentes órdenes, recuperando los resultados de la teoŕıa de perturbaciones
con mayor facilidad y una mayor certeza de la convergencia.

• Seŕıa interesante generalizar la solución para los operadores Θ a otros hamiltonianos de la
óptica cuántica fuera de la aproximación de onda rotante, e incluso a hamiltonianos de la
dinámica molecular con forzamientos dependientes del tiempo, pues en estos casos, la solución
de los estados estacionarios es un problema no trivial, que puede ser atacado desde un punto
de vista de cuadro rotante.

• Otra contribución del trabajo es presentar las deducciones de los hamiltonianos propios de la
óptica cuántica desde primeros principios, con las ecuaciones de Maxwell clásicas, han sido
discutidas con profundidad en el capitulo 2. Estas deducciones, tienen como fin la profundiza-
ción y generalización de estos modelos a estructuras f́ısicas tan dispares como lo son los gases
atómicos y los puntos cuánticos. Los gases atómicos han sido sumamente importantes en la
óptica cuántica dado que las principales predicciones de la teoŕıa, como la transparencia indu-
cida electromagnéticamente, han sido observadas experimentalmente [BIH91; LI01; HFI90].
Las nuevas tecnoloǵıas y los nuevos desarrollos basados en estructuras semiconductoras, co-
mo los puntos cuánticos y las moléculas de puntos cuánticos [Müc+10; Wei+12; Alo+07],
requieren un modelamiento adecuado basado en los órdenes de magnitud observados en los
experimentos. Desde el punto de vista de la óptica cuántica, existen grandes similitudes en
la fenomenoloǵıa de estas estructuras, como sus esquemas de dos y tres niveles de enerǵıa.
A pesar de ello, también existen grandes diferencias, como los procesos de acople fuera de
la resonancia y la asistencia fonónica, propios de los materiales semiconductores [Kan+08;
Lau+11; Hoh10; Hoh+09; Maj+11], esto motiva a que la profundización desde primeros prin-
cipios sobre los modelos usuales pueda traer nuevas ideas que permitan modelar con mayor
precisión las observaciones del laboratorio.

• Las moléculas de puntos cuánticos en su conformación tienen una gran variabilidad en su
espectro de niveles de enerǵıa, que puede ser contralado mediante técnicas experimentales
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[WW14]. Con esto en mente, se pueden conformar estructuras que posean estructuras de tres
niveles, tipo Λ, tipo V o escalera que pueden acoplarse a corrientes y campos ópticos externos
capaces de manipular a fondo sus propiedades ópticas intŕınsecas. Como se demostró en el
caṕıtulo 4, las moléculas de punto cuántico de tres niveles, como los gases atómicos, poseen la
virtud de volverse transparentes por los fenómenos de interferencia cuántica. El cálculo de estas
propiedades puede ser encontrado mediante los formalismos usuales de teoŕıas perturbativas
pero también mediante métodos exactos en el cuadro rotante. Esto hace que las moléculas
de puntos cuánticos, usualmente en forma de peĺıculas delgadas como se ilustra en la figura
5.1, sean unos buenas candidatas a aplicaciones interesantes como los switches o transistores
ópticos.

• Los sistemas de moléculas de puntos cuánticos pueden ser acoplados a cavidades ópticas, que
por diseño y geometŕıa, tendrán la capacidad de confinar frecuencias espećıficas de radia-
ción. En este tipo de estructuras, los acoples no resonantes han tenido un gran impacto en
los estudios recientes de fotoluminiscencia y espectroscopia [Kan+08; Lau+11; Hoh10]. La
fenomenoloǵıa asociada a las observaciones ha sido atribuida a los acoples entre las molécu-
las y a los fonones generados por los modos vibracionales de los sólidos [Hoh+09; Maj+11].
Hemos encontrado que los acoples asociados a mecanismos de decoherencia fuera de resonan-
cia, descritos por las ecuaciones (3.5.4) y (3.5.5) se producen efectos asociados de aumento
o disminución del número medio de fotones, de una manera robusta como se muestra en la
figura 5.8. La idea que surge de inmediato es en la posibilidad de preparar un estado de luz
donde 〈n〉 = 1. Los resultados expuestos en las figuras 5.9 y 5.10 indican que en presencia de
mecanismos de emisión espontánea para la molécula, el mecanismo es robusto y se sobrepone
aumentando de manera efectiva el número de excitaciones. Sin embargo cuando las pérdidas
por fugas de la cavidad son considerables, disminuyen la efectividad del mecanismo en su to-
talidad. Además, la función g(2)(τ) representada en la figura 5.12 indica que el estado formado
en presencia de los distintos mecanismos de decoherencia usuales en las moléculas de puntos
cuánticos, posee una naturaleza de estad́ıstica súper-poissoniana quedando descartada para
ser una posible fuente de fotones individuales.

• Finalmente, como una posible continuación de este trabajo, se encuentra la posibilidad de
aplicación de moléculas de puntos cuánticos acopladas a radiación fuera de resonancia, como
posibles depósitos de enerǵıa, la asistencia fonónica puede tener un rol fundamental para man-
tener o aumentar el número medio de fotones dentro de la cavidad óptica a control. Además
la teoŕıa cuántica de la susceptibilidad es un área todav́ıa en desarrollo, donde la radiación
incidente sobre los materiales esté cuantizada y pueda presentar comportamientos diferentes
según el estado de la radiación y recuperar las observaciones en la aproximación semiclásica de
las bien conocidas observaciones sobre transparencia inducida electromagnéticamente, donde
las soluciones exactas del cuadro rotante pueden desligarnos de la costumbre sobre las teoŕıas
perturbativas en virtud de resultados más confiables.
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[BIH91] K-J Boller, A Imamoğlu y Stephen E Harris. ((Observation of electromagnetically indu-
ced transparency)). En: Physical Review Letters 66.20 (1991), pág. 2593.

[BJ03] Brian Harold Bransden y Charles Jean Joachain. Physics of atoms and molecules. Pear-
son Education India, 2003.

[Boy20] Robert W Boyd. Nonlinear optics. Academic Press, 2020.

[BP02] Heinz-Peter Breuer y Francesco Petruccione. The theory of open quantum systems.
Oxford University Press, 2002.

[DH14] Peter D Drummond y Mark Hillery. The quantum theory of nonlinear optics. Cambridge
University Press, 2014.

[Fan57] Ugo Fano. ((Description of states in quantum mechanics by density matrix and operator
techniques)). En: Reviews of Modern Physics 29.1 (1957), pág. 74.

[Fer00] Francisco M Fernández. Introduction to perturbation theory in quantum mechanics. CRC
press, 2000.

[FIM05] Michael Fleischhauer, Atac Imamoglu y Jonathan P Marangos. ((Electromagnetically
induced transparency: Optics in coherent media)). En: Reviews of Modern Physics 77.2
(2005), pág. 633.

[Fri78] Alberto Frigerio. ((Stationary states of quantum dynamical semigroups)). En: Commu-
nications in Mathematical Physics 63.3 (1978), págs. 269-276.
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