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RESUMEN

En este trabajo se estudia la cuantificacién del entrelazamiento entre el movimiento vibracional
y rotacional en moléculas diatémicas polares sometidas a campos eléctricos externos. Si bien
los estados vibrorotacionales estacionarios presentan separabilidad (y por tanto, no presentan
entrelazamiento) la presencia de un campo externo (tanto estitico como dindmico en forma
de pulsos) produce funciones de onda rotovibracionales de superposicién lineal que implican
correlaciéon vibrorotacional. Se analizan las entropias de entrelazamiento de dichas funciones
correlacionadas en funcién de la intensidad del campo estdtico. En el caso dindmico, se anal-
iza el establecimiento de entrelazamiento y su dindmica en funcién de los pardmetros del pulso
(amplitud, frecuencia, duracién, fase) de forma que a través de ellos pueda realizarse un con-
trol para generar estados con una magnitud de entrelazamiento deseada (mdxima o minima).
Los célculos de entropias se realizan en términos de entropias lineales y de von Neumann, la
cuales se calculan a través de los autovalores de las matrices densidad reducidas (vibracionales
y rotacionales) con la implementacién del teorema de Schmidt.
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"Su teoria es disparatada, pero no lo suficientemente
disparatada para ser verdad."

— Niels Bohr
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PRELIMINARES

Comenzaremos este capitulo con una revisién general de los conceptos més importantes de la
Mecanica Cudantica (MC) que nos permitirdn describir el sistema fisico de interés. Las secciones
1.1 y 1.2 se encargaran de los productos tensoriales y la traza parcial, conceptos claves a la hora
de entender el entrelazamiento cuantico en sistemas bipartitos. El formalismo del operador
densidad y los métodos aproximados en MC para bases ortogonales y no ortogonales se abordara
en la seccién 1.3; con las definiciones dadas alli podremos representar matematicamente y de
manera més general un estado cuantico y su evolucién. En la seccion 1.4 trabajaremos moléculas
diatémicas bajo la presencia de campos eléctricos fijos e incluiremos el teorema de Schmidt,
herramienta importante a la hora de intentar cuantificar el entrelazamiento. Finalmente, en
la seccién 1.5 construimos el Hamiltoniano para una molécula diatémica bajo un pulso laser
(dependiente del tiempo) que perturbe solo su parte vibrorotacional, escribiremos de una forma
general su vector de estado y al igual que en la seccién anterior, veremos cémo proceder para
cuantificar su entrelazamiento.

1.1 PRODUCTOS TENSORIALES

La mecénica cudntica muestra como propiedades inherentes a los estados cuénticos la super-
posicion y el entrelazamiento. La primera de estas propiedades se obtiene al sumar vectores de
estado, operaciéon permitida debido a que los elementos del espacio de Hilbert son vectores y
por ende dicha operacién esté bien definida. El entrelazamiento aparece en la mecénica cuantica
cuando el sistema cudntico puede subdividirse en dos o mas partes; en este caso tales estados
surgen debido a la superposiciéon de productos tensoriales de vectores de estado individuales,
para los que el concepto clasico de separabilidad en sistemas individuales no puede aplicarse.

Iniciamos nuestro estudio de los productos tensoriales considerando dos espacios vectoriales,
V' y W, al igual que lo hace Baaquie [3]; pueden tener dimensién finita o infinita. Denotamos el
producto tensorial de estos espacios por V ® W, el cual es también un espacio vectorial. Para
dos vectores de estado (kets) dados, los elementos que pertenecen al espacio vectorial V @ W
pueden expresarse en la forma:

W) @ |x) = [¥) [x) - (1.1)

En el caso finito, a diferencia del caso infinito dimensional, vemos que los productos pueden
ser escritos explicitamente. Considere dos vectores |v) € Vy y |w) € Wy de dimensiéon Ny M,
respectivamente. El espacio de estados del producto es Vyy = Vi ® W)y, que es un espacio de
dimensién N ® M.
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Sean dos kets, dados por sus componentes en sendas bases de la siguiente forma:

01 w1

(%) wo
0) = A

ON WM

El producto vectorial V ® W se define como un nuevo vector de dimensién M @ N, resultante
de multiplicar cada componente del ket |v) con todas las componentes del ket |w), de la forma:

01wW1
01wW3
01 w1
01WMm
(%] wy
e =w=|" el " |=
. . UNW1
ON wWm
UNW2
UONWM

1.1.1  Producto tensorial de operadores

Los operadores que representan magnitudes observables pueden representarse en una base,
dando lugar a matrices de operadores. De este modo, el producto tensorial de dos operadores
puede establecerse a través de su representacién matricial. Para ello, se consideran dos matrices
Ay B que acttian en los espacios vectoriales V y W, respectivamente; al igual que se hizo con
los vectores de estado, el producto de A y B se escribe como A ® B, tal que el nuevo operador
matricial acta en el espacio V@ W.

Como ilustracién, sean dos matrices A y B dadas por:

a1 a4 AN by bz -+ bim
Ay @y o AN | b1 by -+ bom

aN1 an2 -+ ANN b1 bym2 - bum



1.1 PRODUCTOS TENSORIALES

Los elementos de matriz del producto tensorial matricial estdn dados por:

allB tllzB cee alNB

a1B a»pB --- a)NB
ARB = 2.1 22 2N

LlNlB aNzB s aNNB

Escribiendo los productos de manera explicita, obtenemos:

antbnn  anbi -+ ainbim
anb a11b <o« aqnb

A@B— 21. 21 11. 22 1N. M| N M
anitbwn = -+ -+ annbmm

1.1.2  Producto externo

Si {|1;) } es una base de un espacio vectorial V de dimensién Ny {(n;|} eslabase de su espacio
dual, puede calcularse las coordenadas! de un elemento de V en la base {|1;) } utilizando la base
{(nj|}. Denotamos el producto externo de vectores de estado con su espacio dual por V ® Vp.

Un espacio de estados, al igual que un espacio vectorial euclidiano, estd completo si cualquier
vector de estado en V puede escribirse como combinacién lineal de vectores de estado de la base.
Decimos que un conjunto de estados es completo si satisface la identidad

Y i) (il =1, 1.2)

donde T es el operador identidad en el espacio V ® Vp, definido en general por

Hw)y=1w) ;  ll=(xl

El producto externo de dos (o més) espacios vectoriales V' y W puede denotarse por V @ W; para
vectores de estado |P) € V y (x| € W, los elementos en el espacio V ® W estdn dados por el
producto externo de los vectores Ket por los Bra, tal producto puede escribirse como sigue

) @ (x| = [¥) (x]. (1.3)

Dada la representacion en sendas bases de [1) y (x|, el producto externo de estos dos vectores
en el espacio V ® W tiene la forma

1 Véase las coordenadas como un conjunto de distribuciones de probabilidad que definen el estado.
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.
ap
W = | e b by (1.4)
_uN
Laibi by - aibi
. asz ﬂzb; cee Clzb}kv[
_Ll]\]bi< LZNbE aNb}*VI

1.2 TRAZA PARCIAL

Observe que la representacion del producto externo de dos vectores de estado es una matriz
segun la Eq. (1.3), con lo que este objeto corresponde a un operador O de la forma

O =) (x|

Este operador puede ser representado en la base de posiciones {|x)}, de forma que el operador
O queda escrito como:

([Ox) =w (') x" (%),

donde hemos definido ¥(x) como la funcién de onda y x*(x) como la funcién de onda en el
espacio dual. La traza del operador en una base continua se define como

Tr (O) = /dx (x| O|x). (1.5)
En particular, la operacién de traza para el producto externo de dos estados dado por (1.5) es

Tr (0) = / dxp (x) x* (x),

y tiene la forma de un producto escalar de dos funciones de onda. En el caso concreto de un
operador proyector del tipo O = |i) (1|, que corresponde a un operador densidad de estado
puro (aquel que se le asigna un vector de estado |)), su traza arroja la unidad, reflejando la
normalizacién del estado. Por otro lado, si el operador O se representa en una base de estados
|i) en un espacio de dimensién N, la traza del operador es la suma de los elementos diagonales
de la matriz del operador, segtin:

. N R N
Tr(0) = Y (101 = X (i 1) (x1). (16)

Veamos como ejemplo un sistema de dos componentes con un vector de estado |¢), donde el
producto externo es dado por

O = [P1) (1| @ [¥a) (.



1.3 OPERADOR DENSIDAD

Podemos realizar la traza parcial en O sobre el subsistema dos y escribir

Try (O) = 1) (1] | (W2 |w2) | = clwr) (w1]. (1.7)
h\’d

Se pueden generalizar estos resultados suponiendo que el operador O es una suma de productos
externos de estados:

O—imwwém

donde p; son ntimeros reales positivos. La traza parcial sobre el subsistema dos estd definida
por

7

® ]¢§> <1/)§

. N
TI‘Z (O) = Z pi
i=1

wh) (v

(wh

wh)

Ci

. (1.8)

) (v

N
Z pici
i=1
Note que puede procederse de manera analoga para la traza sobre el subsistema uno.

1.3 OPERADOR DENSIDAD

El vector de estado |{) es la médxima cantidad de informacién que podemos conocer acerca del
sistema cudntico. En particular, cuando tenemos una superposiciéon de estados escribimos

|11)> = ch |1/)n> ’

donde los coeficientes complejos ¢, paran = 1,2, ..., N son conocidos. Ademads, si los estados
son ortogonales entre si (P, | Pn) = pn), debe cumplirse ¥, [cq|* = 1, lo cual es equivalente
a la condicién de normalizacién del estado [1)), es decir, (¢ |1p) = 1. Supongamos ahora un
operador A que corresponde a un observable y un vector de estado |i) del sistema, podemos
calcular su valor esperado como:

(A) = |A|v). (1.9)

A menudo existen situaciones donde no es posible determinar un vector de estado para consti-
tuyentes dentro de un sistema cudntico. El caso més claro de esa situacion se da si consideramos
un sistema bipartito (compuesto de dos partes) en un estado entrelazado. En este caso, aunque
podemos asignar un vector de estado al sistema compuesto no lo podemos hacer para cada una
de sus partes. Decimos entonces, que estados cudnticos descritos por vectores de estado se lla-
man estados puros, mientras que estados que no pueden describirse por vectores de estados se
les conoce como estados mezclados [11]. En general el operador densidad en una representacion
diagonal tiene la forma

p =Y pilwi) (il (1.10)
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donde p; es la probabilidad de que el sistema esté en el estado i-ésimo del ensamble |y;), y
(i | ;) = 1 estd normalizado. Observe que con esta expresion hallamos valores esperados de
operadores asociados a observables de la manera (1.9), asi:

(A) =Tr (Ap) =Y (i | Ap| di) . (1.11)

i

Veamos ahora por medio de la representacion (1.10) y (1.11) la interpretacién de algunas propiedades
de p; [17].

1. Si A = I, el valor esperado de éste operador es:

(I = 1=Tr(Ip) =Tr(p)
= Y (ojlpi| i) (¥i|es)

i
= ;<1Pi|Pi|1Pi> :;Pi
2. Considere ahora un operador de la forma A = |@;) (|, para este caso vemos:
(A) = Te(Ap
= Tr{ lov) (or] L pil¥i) <1l’i|>
i
= ;};Pi (@j|@ir) (@i | i) (Wi | @)
= Lpi(wiler) (o |¥i) = Y piSii Sy
i i

Donde S;; es la matriz de solape que existe entre las dos base; En el caso en que sea el
proyector de uno de los estados del ensamble, se cumple que S;; = ;;. Por otro lado,
usando (1.9) para un vector de estado |), vemos que el valor esperado de este operador
(A) es definido positivo:

(A) = (W[ A|w) = (o) (@ [ ) = [0y [¥)]* > 0.
Igualando los dos tltimos resultados, se verifica que

pi > 0.

Retomando (1.10), el caso especial dénde todos los p; son cero excepto para un valor j particular,
escribimos p; = §;;, arrojando asi el operador densidad de un estado puro:

p=lwj) (wjl- (1.12)

El operador densidad en este caso es un operador proyeccion en los estados | j), mientras que
para el caso mas general (1.10) el operador densidad de los estados mezclados es una suma de
operadores de proyeccién pesados con la probabilidad de cada miembro del ensamble.



1.3 OPERADOR DENSIDAD

Considere ahora el cuadrado del operador densidad para ambos casos. Para un estado puro
tenemos p = |¢) (1P| de lo que se sigue la propiedad de idempotencia del operador de densidad

p*=[) (W) (] = [w) (W] = p,
y asi se cumple que para estados puros

Tr (oz) =Tr(p) =1. (1.13)
Por otro lado, para un estado mezclado tenemos:

p* = Y pipj [wi) (Wi | j) (W] -
ij

Tomando la traza nos encontramos con
() = X (ou|0?|on)
= X pipj(buli) (Wi | W) ()] n)

n,i,j

Y pipjl (Wi [ w) 2

i,j ,
(): Pi) =1 (1.14)

La igualdad se cumple s6lo si | (; |¥;) [* = 1 para todos los pares de estados |4;) y |1);).

Hemos llegado asf a la conclusién de que Tr (p?)

estados mezclados.

,52

IN

= 1 para estados puros, y Tr (f)z) < 1 para

Dado que la representacién diagonal de un operador densidad para un estado mezclado no
es lnica [7], es conveniente escribir éste en una base que no sea diagonal, asi:

p =Y pijli) (Wil (1.15)
i,j
Los elementos de matriz no diagonales p;; con i # j se llaman coherencias, mientras que los
diagonales p;; = p;;6;; se denominan poblaciones debido a su interpretacién probabilistica.

Podemos extender las operaciones descritas en la seccién 1.2 con el &nimo de aplicarlas al op-
erador densidad. Para hacerlo, basta sélo con hacer la asignacién O — p. Considere como
ejemplo el operador densidad reducido. Sea p1, el operador densidad que representa un sis-
tema bipartito compuesto por dos subsistemas 1y 2, cuyas bases son {|1)} v {|2)} respec-
tivamente. Ahora, un operador asociado a una magnitud fisica del sistema 1 es representada
como A = A ® [, donde I representa el operador identidad en el espacio 2. El valor esperado
de A usando el operador densidad p1; es:

(A);, = Tr(Ap)
Y (1] @ (W2]) Apra (Jh2) @ [11))

1,2

Y (1| A <Z (P2 | P12 | 1!’2)) 1) . (1.16)

1 2
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Note que hemos hecho uso de A (|¢h,) ® [1)) = (|y2) ® A 1)) La cantidad dentro del parén-
tesis denomina el operador densidad reducido del sistema 1 que se escribe como:

p1 =Y (V2| p12|th2) = Trz (p12) - (1.17)
2

A la luz de este resultado, podemos escribir el valor esperado de A asi
(A),, =Tr (Ap1). (1.18)

La tiltima ecuacién hace evidente que para hallar valores esperados en el subespacio 1 no se nece-
sita el operador densidad del sistema completo p15, sino el reducido p;. No obstante, p; contiene
informacién del subsistema 2. Procediendo de manera andloga con B = I; ® B encontramos:

(B)y, = Tra (Bpo) donde p2 = Tr1 (P12) - (1.19)

En conclusién p; y pp son los operadores densidad reducidos de los subsistemas que se obtienen
mediante la traza parcial.

1.3.1 Métodos aproximados en mecdnica cudntica

Al igual que en la mecénica clasica y en otros campos de la fisica, existen muy pocas situaciones
que puedan resolverse de manera exacta (jla mecanica cudntica no es la excepcién!). Por consigu-
iente, nos proponemos extender algunos métodos aproximados de solucion en casos independi-
ente y dependiente del tiempo que nos serviran a lo largo de todo nuestro estudio. Iniciaremos
por el caso independiente del tiempo en donde se abordaré el método variacional para bases no
ortogonales y ortogonales; acto seguido, veremos la teoria de perturbaciones dependiente del
tiempo.

1.3.2 Me¢étodo variacional

Este método es comiinmente usado para obtener autoenergfas y sus respectivas autofunciones
para estados ligados en Hamiltonianos independientes del tiempo de la forma?

H=Hy+ AH .

Donde el Hamiltoniano sin perturbar Hy corresponde a un problema de autovalores Hy |@k) =
Ei |@x) vy el término AH' corresponde a una pequeila perturbacion, la cual se le puede variar el
orden de perturbacién modificando el pardmetro A. Asumamos una base completa no ortogonal
{|¢i)}, con lo cual se expande el autovector de H de la forma [28]:

W) =Y. Ci|di) (1.20)

y E[Y] el funcional

_ (W Hy)
E[y] = o (1.21)

2 De ahora en adelante, cualquier operador C lo escribiremos como C.
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Abhora, si introducimos (1.20) en (1.21) obtenemos:

Ely) = TGO,
Li;CrCjSij

donde H;j = (¢;|H|$;) y Sij = (¢i|¢;). El método variacional consiste en hallar los coefi-

cientes que minimicen el funcional de energia (1.20). Mateméaticamente la condicién de minimo

es: %Ei([:kll’] = 0, operacién que aplicada a la siguiente férmula

E[W]} C/C;Sij =Y CiCiHij
ij ij

dard un problema de autovalores de la forma HC = ESC. Observe que si tomamos un conjunto
{|¢i)} ortogonal, la matriz de solape S = 1y volveremos a recuperar los resultados mostrados
en [6]; por otro lado, otra importante propiedad del funcional (1.21) es que el estado fundamental
obtenido siempre estard por encima del estado fundamental real Ey < E[¢]. Esta propiedad
constituye la base del método variacional de Rayleigh-Ritz para el calculo aproximado de Ey [5].

1.3.3 Teoria de perturbaciones dependiente del tiempo

En esta oportunidad el Hamiltoniano tiene la siguiente forma:
H = Hy + AH (t) (1.22)

donde Hj es independiente del tiempo y AH () es una pequefia perturbacién dependiente del
tiempo que podrd de nuevo ser modulada por el parametro A. Supongamos ahora que se cono-
cen las autoenergias Ey y las autofunciones |1y) del Hamiltoniano Hy. Por tanto, la solucién de
la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

.. 0¥

— = Hy¥Y
Zat 010

estd dada por

|\I{0> _ chge*ilgkt/h |ll)]<>
k

donde los coeficientes C]? son constantes y la suma se extiende sobre el conjunto completo de
funciones {|y)} las cuales pueden ser ortogonales o no. Ahora, dado que el conjunto de fun-
ciones {|Yy)} es completo, la solucién general [¥) de la ecuacién de Schrodinger dependiente
del tiempo

ih% — HY (1.23)
es
1¥) =Y Cp (t) e Bt/ ) (1.24)
k

donde claramente los coeficientes Cy (t) dependen explicitamente del tiempo. Para obtener la
solucién exacta y la solucién perturbativa, debemos introducir la expansién (1.24) en la ecuacién
(1.23), obteniendo asf:
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ihzck (t) e—iEkt/h |1-bk> _ AH(t) ch (t) e—iEkt/h ‘ll)k> '
k k

La tltima ecuacién puede proyectarse en un estado de la base (| e!E/" dejando as:
. 1 ,
Con(t) = = 3 Cic (1) e En=ER (| AH (1) [t ,
k

el cual es un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas cuya solucién (dada una condicién
de tiempo inicial) formal para cada coeficiente de expansién m tiene la forma:

Cn(t) = Cu(0) + % § /ot de'Cy (1) e/ En=EOP/ (g | AH(E) 1) (1.25)

Por otro lado, si se quiere usar teoria de perturbaciones, debemos partir del supuesto de que la
perturbacion es lo suficientemente pequenia, con lo cual, los coeficientes Cy, () serdn pequefios,
y por ende, podran usarse los valores iniciales de los coeficientes. Matemdticamente esto es,

Cr(t) = Ci(0) = bk, (1.26)
con i un estado inicial y m un estado final. Dicho esto, escribimos:
1 t . /
Cun(t) = C(0) + = / dt'C; () ! En=EC/ (| AH(E) [1hy) - (1.27)
0

La expresién anterior da transiciones entre un estado inicial i y un estado final m. El método
presentado arriba, se conoce como el método de variacion de las constantes. Para mayor detalle
ver [13].

1.4 MOLECULAS DIATOMICAS INMERSAS EN CAMPOS ELECTRICOS ESTATICOS

Considere una molécula diatémica heteronuclear en presencia de un campo eléctrico estético tal
cual se muestra en la figura:

&

Figura 1.1: Molécula diatémica sometida a campo eléctrico constate.

Aqui, E es un campo eléctrico de magnitud conocida y 6 es el angulo que forma el eje internu-
clear con el campo. Estamos interesados en describir el acople rotovibracional de la molécula
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diatémica generado por el campo eléctrico, para tal fin, usaremos las expresiones mostradas en
el apéndice A.1 las cuales son vdlidas para el Hamiltoniano nuclear en presencia de un campo
eléctrico constante. El momento dipolar de una molécula polar es un operador vectorial 1£(R) en
la direccién del eje internuclear. Se asume que el campo eléctrico esté a lo largo de la direccién 2,
E = Ey%, de modo que debe adicionarse al hamiltoniano molecular la interaccién del dipolo con
el campo,

H=Tn+V —u(R)Ecos(0). (1.28)

Deseamos cuantificar la cantidad de entrelazamiento presente en cada uno de los autoestados
de este Hamiltoniano [1, 24]. Para obtener los autoestados rotovibracionales del Hamiltoniano
(1.28), que es un problema sin solucién exacta en mecénica cudntica, se emplea el método varia-
cional, que implica construir los elementos de matriz del Hamiltoniano para diagonalizar poste-
riormente. Para ello ya se dispone de la base completa de las autofunciones del operador molec-
ular nuclear sin campo Hy = Ty + V. Por consiguiente, primero que nada debemos solventar la
ecuacion

5 a2 RZ) + E(R) | Xnj(R) = Wyyxn(R),

que para una unica curva electrénica E(R), nos permite obtener las autofunciones vibracionales
para cada valor de ntimero rotational | seleccionado. Para las autofunciones del Hamiltoniano
nuclear total sin campo sélo se requiere adicionar los armoénicos esféricos, que tienen en cuenta
la rotacion, de la forma®

[ 1> (d2 J(J+1)

Xnj (R)

Y1 (6,¢),

donde asignaremos Q) = (6, ¢). El elemento matricial del Hamiltoniano (1.28) en esta base es*:

Hy — u(R)E cos(6)

_ 0 0 0 0
Hﬂﬂlfnz]z - <XH1J1Y]1 Xn2]2Y12> + <XH1J1Y]1 Xn2]2Y12> (1.29)

que tiene la estructura matricial:

J=Jmax
0 0 ... H)

3 En este caso, estamos representando todo en la base de posicion.
4 Por simpleza estamos tomando la proyeccién del momento angular orbital molecular (M) igual a cero (0).
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el cual nos lleva a un problema de autovalores de la forma HC = EC (aqui se estd usando el
método variacional mostrado en 1.3.2). La solucién a nuestro problema tiene la forma

"”(k)> = nZ]Cf,k,) Xy ) ’Y?>r (1.30)

donde el indice k es una etiqueta de cada estado los cuales provienen de cada una de las colum-
nas de C de la diagonalizacién anterior. En el caso méas general, la solucién (1.30) proviene de
una estructura que tiene la siguiente forma (ignorando el indice k):

W)=Y Cupmln ], M).

n,J,M

Por consiguiente, el operador densidad para este tiltimo estado queda expresado como:

p=0) W= Y Y CunmCnpmlm i, M) (na, ]2, Mal,
ny,J1,My na,J2,Mp

el cual representado en la base de posicién para nuestro sistema molecular en presencia de un
campo eléctrico estatico queda escrito asi:

pRR) = RIpR) = ¥ ¥ oyt Chy sy 00 Byt )y (1)
ny,J1,My 12,]2,Mz

(1.31)

Los operadores densidad reducidos para la parte radial y angular representados en la base de
posicién adquieren ahora la forma:

XniJi (R) XnpJy (R/)

pR(R, R’) = TT’Q (p(R, R’)) = Z Z Cnl/h/Ml CZZ/h/Ml RR/ (132)
ni,J1,My 12
’ ’ M M,
pQ(R,R ) = Trg (p(R, R )) = Z Z C”lrh/Ml CZsz/MZYh ' (Q) Y}kz : (Q,) il[lr”Z]Zr

ny,J1,My na,J2,Mp

donde para obtener (1.32) se ha empleado la integral de ortonormalidad de los arménicos esféri-
cos y se ha escrito

o0
Sﬁlhr”Z}Z = /0 dRXﬂlh (R) XnyJp (R)

que es la matriz de solape para las funciones de onda de la parte radial de la molécula diatémica.
Observe que si el valor de J; es igual al valor de |, en la expresiéon de solape, tenemos que
S Jinafy = Ominy Yy Volvemos a recuperar el tratamiento ortogonal estandar.

Una vez conocidas las expresiones dadas en (1.32), procederemos a calcular las funciones de
Schmidt y la entropia de cada uno de nuestros subsistemas.



1.4 MOLECULAS DIATOMICAS INMERSAS EN CAMPOS ELECTRICOS ESTATICOS

1.4.1 Teorema de Schmidt

En esta seccion introducimos el teorema de Schmidt; en vistas de este propdsito, seguiremos el
desarrollo presentado en [18]. Supongamos |¥) un estado puro del espacio producto tensorial
H, ® Hp. Existe entonces una base ortonormal {|i4)} para H4 y una base ortonormal {|ip)}
para Hp, al igual que un conjunto de niimeros reales no negativos {P;} tal que

¥) = ZPi lia) lip) - (1.33)

Los coeficientes P; de la expresion anterior son llamados los coeficientes de Schmidt y para un
estado |¥) normalizado deben cumplir }; Pi2 = 1. El nimero de Schmidt (rango de Schmidt)
es el nimero de coeficientes P; que sean diferentes de cero. Dicho ntimero puede usarse para
detectar entrelazamiento en un sistema bipartito, asi el ntimero de Schmidt es uno para todos
los estado separables y mayor que uno para todos los estados entrelazados.

Ejemplo

Consideremos ahora {|is)} v {|jg)} dos bases ortonormales arbitrarias de H4 y Hp, respectiva-
mente. En esta oportunidad {|i4) ® |jg)} es un conjunto de base para H4 ® Hp y un vector de
estado arbitrario en este espacio puede escribirse como:

[¥) =) Pijlia) ljs) (1.34)
ij

donde los coeficientes P;; pueden ser complejos. Si Hy es de dimensién m y Hg es de dimen-
sién n, entonces la base {|i4) ® |jp)} es m x n dimensional y |¥) es una superposicién de m x n
vectores de base. Siempre podremos llevar (1.34) a (1.33), donde el indice i en (1.33) va hasta el
min(m, n).

No siempre es posible identificar la base de Schmidt por inspeccién. Por consiguiente planteare-
mos un estado general y escribiremos el operador densidad para nuestro ejemplo como sigue:

p = I¥)(¥

(Zpi lia) |iB>> ® (ij (jal <jB|> (1.35)
i j
= Y PiPjlia)lip) (jal (jbl

ij

trazando parcialmente sobre B y haciendo uso de la unidad obtenemos

Trp(p) = Y, (mp|Y PiPjlia) i) (jal (jB|ms)

m i,j

= Y PPlia) (ial,
1

13
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similarmente, Trs(p) = ¥; P? |ig) (ig|. Por tanto, los operadores densidad reducidos son diag-
onales en la base de Schmidt. Ahora, si tenemos un sistema compuesto podemos encontrar su
descomposicion de Schmidt con la siguiente receta:

1. Construir el operador densidad total del sistema.

2. Trazar parcialmente sobre cada uno de los dos subsistemas para obtener los operadores
densidad reducidos de cada subsistema.

3. Calcular los autovalores y autovectores de cada operador densidad reducido. Ambos op-
eradores (con diferente tamafio) deben ser isoespectrales. La raiz cuadrada de los autoval-
ores son los coeficientes de Schmidt y los autovectores son la base de Schmidt para cada
subsistema por separado.

En el capitulo 2 veremos cémo se aplica el teorema de Schmidt para la parte vibrorotacional en
la molécula de LiF.

1.4.2 Entrelazamiento

Una de las conclusiones mds importantes del teorema de Schmidt es que los operadores den-
sidad reducidos del sistema bipartito son isoespectrales. Asi, una vez se conozcan el conjunto
de autovalores { A}E?(m’n) de cualquiera de los dos operadores puede cuantificarse el entrelaza-
miento contenido en cada estado por medio de las entropias de von Neumann S,y y la entropia

lineal Sy, definidas como:

Sov[o] = ~Tr (plogy(p)),  Sile] =1-Tr (p?), (1.36)

donde las expresiones se aplican a los operadores densidad reducidos. Los resultados mostrados
en la seccion 1.3 para estados puros y mezclados tienen toda validez aqui. Dentro de nuestro
método algebraico, las entropias pueden calcularse por medio de los autovalores de las matrices
de densidad reducidas de nuestro sistema bipartito, dejando ast:

min(m,n) min(m,n)

Sonlpl=— Y Ailog,(A), Stle)=1- Y A (1.37)
i=1 i=1

Cuando el rango de Schmidt es cercano a uno (no hay superposicién de estados), quiere decir
que uno de los autovalores es proximo a uno y el resto son casi cero. Sin embargo, esperamos
un entrelazamiento maximo cuando todos los coeficientes de expansion tienen magnitudes sim-
ilares, proximos a 1/min(m, n) (condicién de maximizacion de las funciones 1.37).

1.5 MOLECULAS DIATOMICAS EN PRESENCIA DE PULSO LASER

En esta seccién consideraremos una molécula diatémica heteronuclear inmersa en un campo
eléctrico dependiente del tiempo E(t), que puede asimilarse al procedente de una onda elec-
tromagnética con una polarizacién determinada y que incide sobre la molécula en forma de
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pulso. Con la inclusién de la dependencia temporal del campo eléctrico se busca controlar tem-
poralmente la cantidad de entrelazamiento presente entre la parte vibracional y rotacional de la
molécula en cuestién. La ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo en este caso es:

F(R,t),

—ih%F(R, £ = —zhjovﬁ +E(R) — u(R)E(t) cos 0 — E22(t> (ch(R) + Acx(R)cosze)

(1.38)

Cuya obtencién se explica detalladamente en el apéndice A.2. En lo que sigue, supondremos
que la curva electrénica E(R) es fija con lo que estamos confinando las transiciones rotovibra-
cionales a pertenecer a la misma curva electrénica de la molécula (v, = n). En principio, esto
no tiene porqué ser asi, pues pueden existir transiciones entre diferentes curvas electrénicas; em-
pero, desarrollaremos toda la maquinaria fijando una tinica curva.

Para solventar la anterior ecuaciéon propondremos la siguiente solucién para la funcién nuclear
total dependiente del tiempo, representada en la base de posicién (tal cual se hace en la secciéon
1.3.3):

FRt)= Y Cusm(t) X”’R(R)Y;W (Q) e~ Wust/n, (1.39)

n,J,M

Si se introduce la Eq (1.39) en la Eq(1.38), multiplicamos por Wt/ R—1 Xn'j (R) Y;‘,M, (Q)e
integramos, llegamos a:

15

- i )= iE(t * M’
Copw() = Y Copm ()™ Wn,1>f/h{_r§) / dRX,r (R)t(R)xu (R) / dQY;M cos oY}
n,],M
iE2(t) M 24 M
+ = / dR Xy (R)A@(R) ) (R) / dOY;M cos?0Y! (1.40)
iE%(t
+ 2;5 ) /dRXn’]’(R)“L(R)XHJ(R)(S]]/‘SMM’}

La anterior ecuacion es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales acopladas, que debe re-
[ e e e . .
solverse para todo estado |# | M ) dada una condicién inicial temporal para los coeficientes que

van en (1.39), y con los que podemos predecir la evolucién de la parte nuclear de la molécula
diatémica en presencia de un pulso laser. Estas ecuaciones diferenciales contienen varios ele-
mentos de matriz que deben ser evaluados; unos radiales y otros angulares. Para la parte radial
deben evaluarse (en este caso numéricamente por cuadratura) los elementos de matriz de los
operadores dipolar p(R) y de polarizabilidad paralela o (R) y perpendicular | (R), evaluados
en la base de expansién de autoestados del Hamiltoniano sin perturbar. El segundo conjunto
de integrales puede calcularse facilmente en términos de integrales de tres armoénicos esféricos
(integral de Gaunt), que puede escribirse en funcién de los simbolos 3j de Wigner.
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1.5.1 Entrelazamiento dependiente del tiempo

En el caso dependiente del tiempo, la funcién de onda (1.39) en el caso més general y segin la
seccion 1.3.3 escrita en notacion de Dirac tiene la forma:

W)=Y Cupm(t)e ™M n, 1, M). (141)
n,J,M

De modo que el operador densidad total del sistema quedara escrito como:

p(t)

[P (t)) (P (t)] (1.42)

Y Counm (HCoy o, (1) e (Waapy =Wy )1/ |n1, J1, M1) (na, J, Mp|,
ny,J1,My na,J2,Mp

que representado en la base de posicién toma la forma:

p(R,R',t) = (R| p (1) [R") (1.43)

Xm Ty (R) Xnpjp (R') m M (W, — W, 1 )t/h
= X X Cannn (0Chy g (0 XX B e )yt ) (o )11,
n,J1,My nz,J2,Mp
La cual puede compararse con la expresion (1.31) en el caso independiente del tiempo. También,
los operadores de densidad reducidos (radial y angular) representados en posicién, tienen la
forma:

oR(R,R',E) = Tra (p(R,R,¢) (1.44)
T X Cus () Gy (1t (R) g, ()
ny,J1,Mp n2
y
pa(R,R’,t) = Trr (o(R,R’, t)) (1.45)

= Z Z C”lr]ler (t) C;ZJZ/MZ (t) ei(W"z]sznlh)t/hY;\l/h (Q) Y*Mz (Q/)

x
J2 nyfi,n2)2°
n1,J1,My na,J2,Mz

Es importante notar que toda la informacién del pulso laser (o en su defecto el campo eléctrico
dependiente del tiempo) se encuentra concentrada en los coeficientes y en la fase de la funcién de
onda total nuclear (1.41). Luego, puede asegurarse que las bases utilizadas para el movimiento
vibracional y rotacional no cambiardn en el tiempo. Sin embargo, una vez se calcule el teorema
de Schmidt (seccién 1.4.1) para el caso dependiente del tiempo, las bases de Schmidt para la
nueva parte radial y angular si cambiardn para cada instante de tiempo. Es decir, en este caso
las bases de Schmidt son bases dindmicas dependientes del tiempo, optimizadas en funcién del
tiempo. Por consiguiente, todo esfuerzo de "control" de entrelazamiento y de optimizacién del
mismo deberd hacerse continuamente en el tiempo, es decir, aplicar el teorema de Schmidt para
cada instante de tiempo modulando el pulso en amplitud, frecuencia e intensidad para obtener
los mejores resultados.



MOLECULAS DIATOMICAS HETERONUCLEARES EN CAMPOS
ELECTRICOS ESTATICOS

En el presente capitulo realizaremos una descripcién detallada del entrelazamiento existente
entre la parte vibracional y rotacional de una molécula diatémica heteronuclear sometida a un
campo eléctrico estdtico. Iniciaremos por un metodologia general de solucion para cualquier
molécula diatémica y veremos algunas propiedades importantes sobre las entropfas medibles
en la parte angular y radial; verificaremos que los resultados teéricos son idénticos (por dos
métodos diferentes) en ambos casos con lo especificado por el teorema de Schmidt. Posteri-
ormente, en la seccién 2.2, desarrollaremos un ejemplo numérico para la molécula de LiF in-
cluyendo tnicamente la interacciéon dipolar con un campo eléctrico de magnitud conocida, en
donde se construirdn las funciones de Schmidt para todos los estados ligados; una vez hecho
esto, el paso es directo para cuantificar el entrelazamiento. Luego, en la seccién 2.3, haremos
una breve discusién sobre el potencial;, tomaremos como ejemplo el potencial arménico y evi-
denciaremos que los resultados obtenidos alli son extrapolables al ejemplo de la seccién anterior.
Analizaremos también los cruces evitados provenientes de la diagonalizacién del Hamiltoni-
ano nuclear en presencia de un campo eléctrico estético, e intentaremos ver como estos cruces
evitados dan cuenta de la cantidad de entrelazamiento presente en la parte rotovibracional de
nuestro ejemplo. Finalmente, en la seccién 2.4, incluiremos los términos asociados a las compo-
nentes de polarizabilidad | (R) y ;(R) perpendiculares y paralelas al eje molecular, lo cual
corresponde a una expansion a segundo orden de la interaccién dipolar habitual. Observaremos
que la inclusién de estas expresiones modificard de forma poco apreciable los cruces evitados y
por ende la cantidad de entrelazamiento de nuestro sistema para valores pequefios de campo,
sin embargo, para valores grandes de campo los resultados varian apreciablemente.

2.1 METODOLOGIA GENERAL DE SOLUCION

Para resolver nuestro problema y cuantificar el entrelazamiento que exista entre la parte vibra-
cional y rotacional del movimiento nuclear de una molécula diatémica en presencia de un campo
eléctrico constate, deben ejecutarse los siguientes pasos:

1. Proponer la solucién

_ XVn](R)

Pvn]M (R) R

YM(6,0), 2.1)

17
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para la ecuacién

hz
[—vfz +En(R) — Wy, j | Fy,jm(R) =0 (2.2)

2p

la cual se deduce en el apéndice A.1. Ahora, si evaluamos (2.1) en (2.2) junto con la expre-
sion del operador V2 en coordenadas esféricas, nos permitira escribir la siguiente ecuacién

—— | == ——=% ) +Ex(R R)y=W R), 2.3

g (= IR ) + EalR) | () = Wty () @3)
donde gy es la masa reducida del sistema y, ademds, estamos en el supuesto que existe
mads de una curva electrénica, por tanto, esa dependencia aparece explicitamente en v;,.
Sin embargo, todo el andlisis es vélido para una tinica curva electrénica si se toma n = 1
en el contador v, (si n = 1 asignaremos v; = n).

[ 12 <d2 J(J+1)

2. Solucionar la ecuacién (2.3). Por consiguiente, primero debe conocerse la forma del poten-
cial, es decir, la forma de E,(R). Para esto, puede proponerse un potencial de Morse para
cada molécula diatémica a estudiar, junto con el término de interaccién dipolar p(R) y
las polarizabilidades a (R) y | (R). También pueden calcularse estos mismos elementos
para distintos valores de n (diferentes curvas electrénicas) utilizando el paquete MOLPRO
([26, 27]). Una vez se tenga el potencial E,(R), pasaremos a resolver (2.3) utilizando el
método variacional (seccién 1.3.2), en el que se usard una expansién de la funcién radial
en términos de B—Splines1 ([4]). Para solucionar nuestro problema molecular con los B-
Splines, encerraremos el potencial electrénico en una caja radial de tamafio 7,4¢. Se usara
una base de N B-Splines, para expandir cada estado vibracional, es decir:

N
Xv)(R) = Y C/B; (R). 2.4)
i=1

La base de los B-Splines permite escribir los elementos matriciales® de la ecuacién (2.3)
para la parte rotovibracional y la matriz de solape® en términos de la base usada de la
siguiente manera:

B 1 T'max d2 ](] + 1) "max BZ(R) B](R)
Hij = —270/0 ARB;(R) 2 Bj(R) + 1y AR

+ /0 " dRB;(R)V(R)B;(R)

Ymax
S /0 dRB;(R)B,(R).

Es importante notar que, al escribir nuestras expansiones en términos de los B-Splines, las
derivadas son analiticas y las integrales se calculardn por el método de Gauss-Legendre,

1 Los B-Splines son polinomios y pueden calcularse a partir de férmulas de recurrencia.
2 Alo largo de la tesis usaremos unidades atémicas, es decir, i = ag = m, = 1.
3 No debe confundirse esta matriz de solape de los B-Spline con la matriz de solape S}, jin2jp- La primera de ellas es el

solape entre dos B-Splines, mientras que la segunda es el solape entre dos funciones radiales x,j(R).
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siendo las dltimas de evaluacion exacta. Finalmente, al realizar la sustitucion (2.4) y analizar
los elementos matriciales anteriores (problema de autovalores HC = WSC), se obtiene
todo el conjunto completo de autofunciones vibracionales x.,j, para un # fijo y un v, que
va desde 1 hasta el valor que elija en la expansién de (2.4), en este caso N.

3. Se fija un valor de n (para E,(R)) que a su vez fijard una curva electrénica. Después, se
escoge un valor | = 0,1, 2, .., los cuales dan una onda parcial para ese valor de | especifico,
el cual representard la rotacion de la molécula diatémica. Posteriormente y para el mismo
valor | se soluciona la Eq (2.3) y se obtiene el conjunto completo ¥, para ese valor especi-
fico de J. En este caso, los v;; que aparecen en x,,j, toman un valor desde 1 hasta N para
el [ escogido. Acto seguido, se toma un valor de J diferente y se repite el procedimiento.

Con todo este bucle, lo que se ha hecho es construir una base para las partes vibracional y
rotacional X, (R)R’ll/;\/I (6, ¢), junto con todo el conjunto de energias W, | estacionarias
para la rotovibracién de la molécula. Con estas bases hallaremos la expansion (A.8) que no
es mds que la funcién nuclear completa en presencia de un campo eléctrico constante, que
tiene la forma:

XVnI (R) M
FLm®) =Y Y Cvn]MiR Y77 (0,9). (2.5)
n vy JM
En principio se estdn teniendo en cuenta mds de una curva electrénica. No obstante,
si volvemos al caso de transiciones rotovibracionales en una tnica curva electrénica, el
primer sumando en la ecuacién anterior deberia suprimirse y v; = n.

4. Para diagonalizar el Hamiltoniano de nuestra molécula diatémica en presencia de un
campo eléctrico constante, debe expresarse éste en una base conocida. Por simplicidad,
tomaremos la base de los x,,; (R) para la funcién radial que da cuenta de la vibracién
para un estado rotacional determinado | y los Y}VI (6, ¢) son los armoénicos esféricos que
dan cuenta de la rotacion de la molécula. La forma de los coeficientes que estan puestos en
la Eq (2.5) son aquellos que provienen de una diagonalizacién de la forma IHC = EC para
cualquier estado.

Por otro lado, si se elige un campo eléctrico con polarizacién en el eje de cuantizacién £
y se prepara el estado inicial con M = 0, el estado final sélo podra estar en M =0 por
las reglas de seleccién rotacionales (simbolos 3j de Wigner). Por consiguiente, para una
Unica curva electrénica, la funcién de onda vibrorotacional completa de nuestra molécula
bajo un campo eléctrico constante es la mostrada en la ecuacién (1.30) en donde el indice
k es una etiqueta de cada estado los cuales provienen de cada una de las columnas de C
de la diagonalizacién sefialada. Finalmente, con esta funcién de onda, construiremos el
operador densidad para un estado determinado k, las trazas parciales respecto a Ry (), las
funciones de Schmidt y por tltimo podria cuantificarse el entrelazamiento.

2.1.1 Propiedades de la Entropia

La entropia de von Neumann tiene la siguiente expresién para nuestro sistema

Svn [Pra) = —Tr (Pralog, (Pr0))
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sea cual sea el caso, vibracién o rotaciéon (R 6 Q). Para dicha ecuacién, transformaremos el
log, (Pr,n) en términos del log (en base e), y después realizaremos una expansion en series de
potencias. Con todo lo anterior, la entropia de von Neumann se escribe como:

1
Svn PRl = —@Tr (pralog (Pr0))
= log 2 PR,O P " PR,O )
= _logZTr (pR,Q ((pR,Q - 1) - E (pR,Q - 1)2 + g (pR,Q — 1)3 —+ ))
1 1 1 1
B @SL [PR.Q) — 710g2Tr <_2PR,Q (bR —1)* + 3PRO (bR —1)° + ) .

Notamos que la entropia de von Neumann puede cuantificarse como una contribucién central
dada por la entropia lineal, y otras pequefias contribuciones dadas por las trazas de potencias del
operador densidad. Expondremos de ahora en adelante dos métodos para calcular la entropia
para los operadores densidad reducidos radial y angular, al igual que algunas propiedades im-
portantes. Veremos también en el apéndice A.5 que los métodos mostrados aqui son independi-
entes de las bases escogidas para representar nuestros dos subsistemas.

Meétodo 1

La primera forma que usaremos estd basada en el calculo del operador densidad de orden n. Una
vez se obtenga este operador densidad (p"), encontraremos su traza parcial (angular o radial) y
evaluaremos explicitamente la ecuacién (2.6). Considere inicialmente la expresién del operador
densidad reducido radial de orden 2, la cual se calcula de la siguiente forma:

pr?(R,R') = [ dR"pr(R,R")px(R",R)),

donde se evaluara la parte concerniente a la Eq (1.32) teniendo especial cuidado en mantener las
etiquetas correspondientes. Haciendo esto, se obtiene

2 Xnq] (R)Xn] (R')
P (RR)= ¥ ¥ ¥ ¥ Cop iy oy oty Cora o s Gy oty =i Shf

ny,J1,My 12 n3,J3,M3 14

expresion que puede ser trazada (haciendo R = R’ e integrando en el indice continuo R), de-
jando asf:

2\ _ * * X x
Ir (pR ) - Z Z Z ZC”lJleran,h,M1C”3/]3fM3Cn4J3rM3Sﬂlhrndasﬂzh,ﬂsk'

n1,J1,My "2 n3,J3,M3 14

La dltima ecuacién nos permite calcular de una forma cerrada el valor de la entropia lineal
(Sp[pr] =1—-Tr (pRZ)). De la misma manera, puede calcularse el operador densidad reducido
radial de orden #n usando la forma



2.1 METODOLOGIA GENERAL DE SOLUCION

PRn(R, R/) — /dR“pRnfl(R, R//)pR(R”,R/).

En nuestro caso, se encontré hasta la traza del operador densidad reducido radial de orden 4,
dejando ast:

Tr (pR3) = Z Z Z Z Z ZC”lr]lerC:IZJI/MIC”3J3/M3CZ4J3/M3Cn5J5/M5C:6J5/M5

ny,J1,My 12 n3,J3,M3 "4 ns,J5,Ms Ne

S

X X SX
n1J1,meJ5 n2J1,m3J3  ngj3,n5J5

Tr (pR4>: Z Z Z Z Z Z Z ZC”Lh,MlC;thll\/hC"SIISrMSCZ4,]3,M3

ny,J1,My "2 n3,J3,M3 14 ns,J5,Ms 16 nz,J7,M7 s

* * X X X X
C”SJSIMS Cna,]5,M5 C”7J7rM7 CW8J7,M7 5”6]5/7[7]7 5”4]31"5]5 S"l Jimglz Sﬂzhrnafs :

Una vez obtenido este operador y los operadores de orden superior, podemos evaluar en (2.6)
y refinar cada vez mas la expresion alli puesta. Por tanto, si se conoce el operador densidad re-
ducido de orden n — oo, se tendré una valor cerrado de (2.6). Sin embargo, dada la complejidad
de las expresiones, dicho célculo es inviable.

Por otro lado, el operador densidad reducido angular de orden 2 proviene de

pa?(Q,0) = [0 pa(Q,0")pa (0, 0Y),

desde la cual se obtiene la siguiente traza:

2\ _ * * X X
Tr (‘OQ ) - Z Z Z Z Cona 1o, My Cony o, M, C 3, M5 Crng, 14, My Sty s o Sins o gy
n1,J1,My na,J2,Mp n3,J3,M3 ng,]4,My

5]2]3 ‘SMzMs 5]1 Ja 5M1 My-

que luego de colapsar sus indices debido a la existencia de las deltas de Kronecker nos da

2\ _
Tr (pQ ) - Z Z Z ZCnl,h,Mlczz,h,MlCn3,]3,M3C;kl4,]3,M3Sﬁlh,n4]3522]1,n3]3'

ny,J1,My 12 n3,J3,M3 14

Esta tltima expresi6n indica que Tr (pr?) = Tr (pn?). De hecho, una vez se analizan las poten-
cias superiores del operador densidad reducido angular, se encuentra que las trazas de éste son
idénticas a las trazas del operador densidad reducido radial. Por consiguiente, para calcular la
entropia lineal o las correcciones (aproximaciones a la entropia de von Neumann) de la misma,
bastara solo con hacerlo con alguno de los dos operadores de densidad reducidos. Observe
también que cuando se considera la dependencia temporal del problema, las condiciones aqui
expuestas se siguen cumpliendo.

21
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Meétodo 2

En este caso, representaremos el operador pr en la base radial (en notacién de Dirac), es decir la
base de los {|x.;) }

pR = Z chlrh/Ml C:lz,h,Ml |X”1]1> <X”2]1| : 2.7)

ny,J1,Mp n2

De esta manera, se escribe el elemento matricial del operador densidad reducido radial como

R _ —
pn3]3/”4]4 - <Xn3]3 ’ PR ‘X}’l4]4> - Z Z C”lr]ler C:’:z,h,Ml Sﬁ3]3,n1h SZzh,n4]4/ (28)

ny,J1,Mp n2

por el medio del cual podremos calcular la entropia lineal como Sy, [ogr] = 1 — Tr (L pXoR). En

nuestro caso, los indices i y k corresponden a 113 + N * J3 y 14 + N * J4, respectivamente. Dado

Zst((i), la entropia lineal calculada con p§3 Jsns, Para todos los posibles valores de J3 y J4 queda
ada por:

Stlerl=1-32 Y X X X X Cuinat Gy pymty Cos hs 5 Crg i s (2.9)
n3,J3 na,Ja n1,J1,My 12 ns,J5,Ms 1e
X X X X
5”3]3,715]55”615,714/45”3]3,"1/15”2]1,714]4'

La expresién que se ha puesto para Sy, [pr] aqui nos da un valor diferente al calculado por el
método 1. Lo cual indica que algo no esta funcionando bien. Dicha diferencia, se expresa en la
sobrecompletez de la base usada [25] (se toman todos los valores de J), por lo cual, tendemos
a pensar que la expresion Sy [pr] =1 — Tr (Zik pﬁcp}é) es s6lo vélida para operadores densidad
expresados en términos de bases completas, o lo que es igual, operadores densidad que cumplan
un problema estandar de autovalores (pc = wc, psc = wc o pc = wsc). Para entender esta
situacién considere el operador densidad total de nuestro sistema para cualquier estado

W) =Y Com [xny) ’wa>, (2.10)
nJM

donde de ahora en adelante tomaremos M = 0. Ahora, conforme lo hicimos en la seccién 1.4, el
operador densidad total de nuestro sistema es

o = )W (2.11)
Z Z C”lhczzh |X711]1> )Y%> <Xn2]2| <Y?2

nyJy naja

7

donde estamos trabajando con un conjunto de base ortogonal para la parte angular {‘Y?>} y

otro conjunto de base ortogonal para la parte radial {|x,;) }, siempre y cuando se elija el mismo
valor de J. No obstante, si el valor de | es diferente, la segunda base es una base no ortogonal.
Teniendo en cuenta todo lo anterior, el operador densidad reducido radial queda escrito como
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pr = Tra ([¥) (¥]) (2.12)
= Z chlh C;zh ‘X”1h> <Xﬂ2h

nijy "2

4

el cual en su representacién matricial deberd tener un tamafio N X N. Podemos notar ademas
que este operador representado en una base, supongamos la base de los {|x,;)} para un J fijo,
tiene el tamafio estipulado y se escribe como

953],714] = <X”3]| PR |X”4]> = Z], nz,cnhh ;:2,]1 Zg],i’llh Szzh,m]' (2.13)
ny,J1 "2

Empero, la matriz con elementos dados por Eq (2.8) tiene un tamafio N * | X N * | si se permite
en su escritura todos los valores de | posibles, lo cual no coincide con el tamafio apropiado que
deberia tener la representacién matricial del operador densidad reducido radial. Por este mo-
tivo, pensamos que la base radial {|x,;) }, con todos los J's incluidos es una base sobrecompleta.
Concluimos entonces que la expresién (2.13) permite recuperar los resultados mostrados en el
método 1 siempre y cuando se elija el mismo valor de | para la representacién matricial.

Otra forma de ver el resultado expuesto anteriormente es la siguiente: la expresion (2.8) para
cualquier valor de | vista matricialmente tiene la estructura

R R R
pnO,nO pnO,nl pnO,nZ

R R R
p= pnl,nO pnl,nl pnl,nz

R R R
pn],nO pn],nl T pn],n]

donde cada uno de los pff],n j que aparece dentro de la super matriz es una matriz de tamaro
N x N. De modo que una vez se fije un tinico valor de | estaremos ubicados en alguno de
los bloques diagonales de la matriz anterior y recuperaremos la expresién dada en (2.13). Sin
embargo, si queremos ser consistentes, el tratamiento debe ser diferente si se escogen dos valores
diferentes de ], en tal caso, estaremos por fuera de la diagonal y sélo sera valida la expresion (2.8)
con los ordenes adecuados, es decir, el tamario apropiado para el operador densidad reducido
radial. En dicho caso, debemos realizar una transformacion unitaria de la forma XTSX = 1 con
el fin de convertir el problema prC = AgSC en un problema estdndar ortogonal p%C’ = ArC.
Para realizar esto, escribimos C = XC’, con lo que nuestro problema no ortogonal queda escrito
como:

prXC' = AgSXC/,

donde S,y = (Xn ]|xn ]/> es el elemento de matriz entre dos elementos de la base radial con
valor de J diferente. Multiplicando a izquierda por X', obtenemos

XTprXC' = AgXTSXC'.

23
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Ahora, definiendo pf, = Xt prX y usando la expresion de la unidad XTSX = 1, tenemos que:

pPrC = ArC. (2.14)

El cual es un proceso de diagonalizacién ortogonal estdndar. Por simpleza, para nuestro prob-
lema escogeremos X = S™!/2, condicién con la que la unidad queda escrita como: S~1/28871/2 =
1.

El procedimiento con este método consiste en resolver el problema de autovalores SU = dU,
el cual, una vez obtenido nos permitira escribir U'SU = d. Note que la matriz d, es una matriz
diagonal

1 0 0 0
0 dy O 0
d= 2
0 0 0 Ao

Con esta matriz, podremos facilmente conseguir la expresion

dy V2 0 0 ... 0
412 _ 0 dzzil/z 0o ... 0
0 0 0 ... dy, V2

desde la que nos devolveremos para escribir s~1/2 — ud~1/2ut. Por consiguiente, al final, nue-
stro problema estdndar queda de la forma (2.14).

Ahora, usando la expresién (2.14) puede escribirse (2.8) de la siguiente forma:

'R _ ~1/2 R ~1/2
P nslsmele = Z Z 5 nsJ5,m3J3P ”3J3/H4I4S n4Janels"

n3,J3 1a,J4

Expresioén con la que escribimos

51 {pR} =1- Z Z ZZCnlrllerCZZ/]ZIMZCnSJLMlC;:EVIZIMZSﬁl]]/nZ]Z z5]1,716]2 (2.15)

n1,J1,My na,J2,Mp 15 Tg

la cual es idéntica a la expresiéon (2.16). Por tanto, realizar la transformacién unitaria mostrada
arriba, nos lleva a pensar que la expresion Sy [p] = 1 — Tr (L pikpxi) €s solo vélida para oper-
adores densidad que provengan de bases completas ya sean ortogonales o no.
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Por otro lado, el elemento matricial del operador densidad reducido pq en la base angular de
los arménicos esféricos es*:

M,
PO‘Y]44>— Y Y Canm Gty ity oy 0731 OMs My 81 SMy M, -
ny,J1,My na,J2,Mp

(@) _ M3
PIsMz,JaMy = <Y]3
En este caso, la entropia lineal toma la estructura:

Sclpal =1 - Z Z ZZC’HJLMl CZsz,MZC”&IIIMl C:lerxMz Sﬁlh,nzhsidl,neh' (2.16)

ny,J1,My nz,J2,Mp 15 16

Puede notarse para el anterior resultado coincide exactamente con el expuesto en el método 1
para la entropfa lineal, por tanto, los resultados serdn idénticos con cualquier ntimero de elemen-
tos de la base (cualquier valor de N y J).

2.2 MOLECULA DE LIF

Consideremos como ejemplo de toda la seccién anterior la molécula diatémica heteronuclear de
LiF sometida a un campo eléctrico estatico de amplitud igual a 0.0014.1°. En esta oportunidad,
encerraremos el potencial adiabético electrénico base (1), el cual ha sido calculado Ab Initio

0 0
= 2] 2
S 4 -4
S,
g -6 1 -6
g -84 -8
10+ -10
12 -12
6.0 6.0
< 5.0 5.0
2 4.0 4.0
3.0 3.0
$ 2.0 2.0
w 1.01 1.0
0.01 0.0

8 12 14 16 18 20

o
N
N
)]

10
Rla.u.]

Figura 2.1: Dipolo py (R) y potencial adiabatico electrénico base ' para la molécula LiF.

4 En esta oportunidad no se ha hecho ninguna salvedad sobre la proyeccién del momento angular M. Sin embargo, si
tomamos M = 0 todas las expresiones aqui encontradas son vélidas y por ende deberdn removerse los sumatorios que
contengan la M.

5 Una unidad de campo eléctrico es igual a 5.14220826 x 101V /m.
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usando el paquete MOLPRO [27] en una caja de tamafio 20a.u. al igual que el elemento dipolar
s, para el estado base. Ambas cantidades, el potencial y el dipolo, han sido calculados usando
el método MCSCF + MRCI con la base AVQZ [23]. Elegiremos el cero de energia potencial en el
punto mas bajo® y lo expresaremos en eV. Observe ademas que en un valor energético cercano
en que los dtomos de Li y F se separan, se presenta un cruce evitado iénico-covalente entre los
estados adiabaticos ' y 1T (éste ultimo no pintado) a una distancia interatomica de 13.1a.u. (
ver Figura 2.1).

Buscamos cuantificar el entrelazamiento presente entre la parte vibracional y rotacional de la
molécula en cuestién debido a la interacciéon dipolar con un campo eléctrico externo estatico.
Para tal fin, seguiremos los pasos mostrados en la seccién 2.1. Inicialmente, debemos resolver
la ecuacion (2.3) para conocer los x,j(R) (para una tnica curva electrénica), los cuales junto con
los arménicos esféricos nos permitirdn escribir una solucién para Hy de la forma (2.1). Para
chequear que los x,j(R) son correctos para todo valor de | y n, pintamos a continuacién los
estados ligados en el siguiente potencial efectivo’

JU+1)

e 2.17
20 R> (2.17)

Ve(R) = V(R) +

En este caso, la masa reducida tiene un valor aproximado de pp = 9266.8981a.1, motivo por

Armi ; JU+1) ;
el cual, puede asegurarse que el término centrifugo DR VA aser despreciable para valores

pequeiios de | y no modificard apreciablemente el potencial de ligadura (ver figura 2.2).

2.0

6 ] Sy
5
15 \
4 11—
<, %10 T T T
> >
2 )
0.5
1
0 < 0.0 ~
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
Rla.u.] Rla.u.]

Figura 2.2: Potencial efectivo de la Eq (2.17) para la molécula de LiF con sus aproximadamente 125 estados
ligados (figura izquierda). La figura de la izquierda corresponde a | = 0, mientras que la de la
derecha corresponde a | = 8 para sus 21 primeros estados ligados. En los dos casos se tomo
una expansioén en la ecuacion (2.4) de 500 B-Splines.

Ademas, notamos que el niimero de estados ligados dentro de cada potencial efectivo para difer-
entes valores de | permanece casi constante. En el caso de una molécula més liviana, tal vez H, +,

6 La molécula de LiF tiene una distancia de equilibrio Re; = 2.95a.u.
7 En el caso de una tnica curva electrénica escribiremos E, (R) = V(R).
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su masa reducida es del orden de 917.82u.m.a., por ende, el término centrifugo tendria una
contribucién mas significativa, y por tanto, para valores mayores de J, el potencial (linea negra
en nuestra figura) disminuird su profundidad y tendriamos menos estados ligados dentro del
mismo.

Una vez verificados los pasos 1y 2 de nuestra metodologia procederemos con el siguiente paso.
Es preciso entonces expresar el elemento matricial del Hamiltoniano de la molécula diatémica
en presencia de un campo eléctrico estatico en la base encontrada anteriormente (1.29). Hecho
esto, tendremos un problema de autovalores de la forma IHC = EC, que nos permitird construir
nuestra expansién (2.5) para la curva electrénica en la que estamos trabajando, esto es:

W) = n% Coi [xarm) Y1), (2.18)

donde el indice k es una etiqueta de cada estado los cuales provienen de cada una de las colum-
nas de C de la diagonalizaciéon anterior. Ahora, una vez se conoce la funcién de onda para un
estado determinado k, procederemos a calcular las funciones de Schmidt y a medir la entropia
de cada uno de nuestros subsistemas lo cual se corresponde al paso 4.

Para calcular las funciones de Schmidt seguiremos la receta mostrada en la seccién 1.4.18:

» Paso 1: El operador densidad total de un estado k determinado tiene la siguiente estructura

ol = ’w(k)><¢(k)‘

= L X GG o) 70 Gonanl (Y

nyj1 najz

» Paso 2: los operadores densidad reducidos radial y angular para el estado k-ésimo son:

k k k
p%) - Z ZC,(H)hCZEh) ‘X”1]1> <X”2h’ (2.19)
nyjy "2

y

(k) _ (k) ~x(k) 0 0

Po = Z Z Cn1]1Cn2]2 ﬁ2]2;”1h YI1> <Yfz ’ (2.20)

nii a2

respectivamente.

» Paso 3: Para encontrar los autovalores y autovectores del operador densidad reducido ra-
dial (2.19), expresamos el elemento de matriz en una base completa y ortonormal (puede
también hacerse para una base no ortogonal, los detalles se ven en el apéndice A.5), de-
jando lo siguiente:

k k *(k
<X”3f| .05{) |X”4]> = Z ZC1(11)]1 Cnih) ia];nlh Sﬁzh;nd’ (2.21)

nyfy n2

8 Escogeremos de nuevo M = 0.
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que en forma matricial obedece una diagonalizacién del tipo p}e )CR = /'\( )CR para cada
estado k. De igual forma, el elemento matricial del operador densidad reduc1do angular
(2.20) en la base de los armoénicos esféricos es:

(k) c®g
<Y?3 Pa ‘Y?4> chnﬂs 2]y ”2]4 1137 (2.22)

(k

expresion que también cumple una diagonalizacién de la forma pg( )CQ = A4
cada estado k.

)CQ para

» Paso 4: La funcién de onda k-ésima representada en la base de Schmidt serd

) =5 R o) ), .
donde
'¢§k)> - eil CRf]'(k) |Xer) (2.24)

es la funcion de Schmidt correspondiente a la parte radial y los Cgy; que aparecen en esta
expresion son las columnas que provienen del problema de diagonalizacién p( )¢ R =

AI({)C R para un valor de k determinado y un | fijo. Por tanto, se espera que la funcién
radial de Schmidt cambie para distintos valores de J. Observe ademds que los indices pre-
sentes R¢j quieren decir que trabajamos en la parte radial, sumamos sobre ¢ y lo hacemos
para el estado j—ésimo radial proveniente de la diagonalizacién de tamafio N x N para
un valor de k fijo, respectivamente.

De igual forma

]max

81 = Zcm] [¥?) (2.25)

es la funcién de Schmidt que se asocia a la parte angular y los Cyy; que aparecen en esta

expresion son las columnas que provienen del problema de diagonalizacion p( )CQ =

g)CQ para un valor de estado k determinado.

Observe que el producto de funciones radial y angular dado por la expresién (2.18) para M = 0,
que describe el movimiento vibrorotacional de la molécula diatémica en presencia de un campo
eléctrico estatico, tiene una expansiéon de 500 B-Splines y Juux = 8, lo que hace que el elemento
matricial (1.29) trabajado con esta expansion sea de tamafio 4500 x 4500. Sin embargo, utilizar
la expresién (2.23) dard cuenta de la misma situacién fisica del sistema con el plus de que toda
expansion realizada tiene un tamafo reducido de min(Jmax, N), en nuestro caso 9. Por tanto,
ejecutar toda la receta anterior del teorema de Schmidt reducira drasticamente la dimensién de
expansién de base de nuestro problema original de 4500 términos a tinicamente 9 elementos,
para un estado k determinado. Las graficas de las funciones de Schmidt radial y angular (expre-
siones 2.24 y 2.25) para el primer y el décimo estado se pintan en la figura (2.3).
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Figura 2.3: Funciones de Schmidt dadas por las expresiones (2.24 y 2.25) para los estados 1 y 9 en un campo
de 0.001a.u.

Puede hacerse hincapié en la siguiente cuestién: las funciones radiales de Schmidt para los
primeros nueve estados no cambian en su forma y permanecen con la estructura mostrada en la
figura (cuadro superior izquierdo), por ende, toda la informacién que va dentro de la expansién
(2.23) esta preferiblemente distribuida en las funciones de Schmidt angulares para los nueve
primeros estados (ver expansién (2.25)). Una vez se investiga el décimo estado, la funcién de
Schmidt radial (2.24) corresponderd a la mostrada en el recuadro inferior izquierdo (con un solo
nodo), luego, para el siguiente estado, el undécimo, volveremos a recuperar la funcién de onda
radial mostrada en el recuadro superior izquierdo. Esta repeticién se mantendra de forma cuasi
periddica en los primeros 20 estados para | = 0. Finalmente, mientras los estados radiales cam-
bian de la forma expuesta, los estados angulares cambiaran conforme lo hicieron para los nueve
primeros estados iniciales. Podemos agregar que este comportamiento se repite periédicamente
para todos los estados angulares.

Otra cuestion diferente serd qué tanto se mezclen o no las funciones de Schmidt radiales y angu-
lares (2.23), para ello, es necesario conocer el valor numérico de sus autovalores y una vez cono-
cidos éstos cuantificar la cantidad de entrelazamiento de cada subsistema (rango de Schmidt).
Bastard entonces con utilizar los autovalores encontrados en las diagonalizaciones efectuadas en
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el paso 3 del célculo de las funciones de Schmidt para cualquiera de los dos operadores densi-
dad reducidos. De esta manera, las entropias lineal y de von Neumann (S; y S,y) para todos
los estados k se calcularan como:

su[0h] =1~ Ao v S [Akn] =1 SN toms (1)

Las cuales arrojan los siguientes valores de entropia linea y de von Neumman® para un valor de
campo de 0.001[a.u.], una base de N = 500 y Jmax = 8

00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0
EnergyleV]

Figura 2.4: Entropias S,y y Sy, para un valor de campo de 0.001[a.1.]. Se us6 Jiax = 8 y N = 500. Dado que
para cada potencial efectivo (2.17) se tienen 125 estados ligados, se analiza el entrelazamiento
entre los 125 x 9 = 1125 estados rovibracionales de la molécula de LiF.

Aparentemente, el comportamiento de la entropia para los estados mds bajos es el adecuado
(separabilidad de las primeras funciones de Schmidt), pues la parte vibracional estd casi com-
pletamente separada del movimiento rotacional. Sin embargo, aparecen unas pequefias fluc-
tuaciones en entropia, en un valor energético comprendido entre 0 eV y 1.5 eV. Veremos en la
siguiente seccién que dichas fluctuaciones de entropia pueden entenderse en términos de los
cruces evitados (ver apéndice A.3). Para rangos mayores de energia (entre 1.5 eV y 5.5 eV) la
entropia adquiere un matiz muy diferente. Notaremos también que este comportamiento cuasi
aleatorio tendra sustento en términos de los cruces evitados. Recuerde que un valor bajo de
entropia, quiere decir que el rango de Schmidt es casi uno y los estados son separables, mientras
que un rango de Schmidt mayor que uno muestra superposicién en nuestro sistema bipartito y
por tanto un potencial entrelazamiento.

9 En el grafico mostrado de entropia se diagonalizé la matriz radial reducida p®. Los resultados obtenidos con ambas

matrices densidad reducidas son idénticos.
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En el ejemplo que estamos desarrollando, puede pensarse un potencial efectivo el cual proviene
del Hamiltoniano (1.28). Para entender lo que pasa alli considere el siguiente ejemplo

Potencial arménico

Supongamos una particula cudntica de masa m inmersa en un potencial arménico. En este caso,
w8
T 2mda?

de ligadura es Vi (x) = k;x2. Consideremos ahora un segundo potencial arménico con una

constante de acople k; = 4k;. Dicha constante, modificard apreciablemente el potencial (ver
Figura 2.5) y los autovalores de energfa.

el Hamiltoniano es H = + 1k1x2, sus autoenergias son E,, = fiw (n + %) y su potencial

15
10
5
0
-10.0 -7.5 -5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
x[a.u.]

Figura 2.5: Potenciales Osciladores Armoénicos en azul para Vq(x) con constante de acople kj, mientras
que en naranja tenemos V5 (x) con constate de acople ky = 4k;. Finalmente, en negro tenemos

oscilador armoénico distorsionado (V(x) = %kl x% £ Ex) con constante de acople k.

En ambos casos las autoenergias obtenidas por diagonalizar estos Hamiltoninos separadamente
son equiespaciadas, sin embargo, cuando se muestrea la densidad de estados!'® pr de un os-
cilador arménico respecto a otro, deberd existir una relacién de densidad de estados entre ambos
osciladores la cual se evidencia en la parte verde de la Figura 2.5. En este caso, y para los valores
de ky = 1y ko = 4k las densidades de estados son proporcionales pg, ~ xpE,

Consideremos ahora un oscilador arménico distorsionado. El potencial en este caso es V(x) =
%k1x2 + Ex, donde E es una constante conocida; ahora, dicho potencial corresponde a una
parébola desplazada. Por tanto, si aplicamos teoria de perturbaciones independiente del tiempo
[8]'! en este caso, tenemos que las dos contribuciones centrales a la correccién de la energia son:

10 Densidad de estados: ntimero de estados por unidad de energfa.
11 Eneste caso, H = H* £ AH' y se conocen las soluciones del problema sin perturbar H? [49) = EJ |49).
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[ (| & Ex [1pu)
E}’l _El’ll ’

El = <1p0(iEx)1p0> —0 y E2=Y

ny#n

donde la perturbacién a primer orden por concepto de paridad serd siempre cero, y la contribu-

cién a cualquier estado superior estard dada mayoritariamente por la contribuciéon a segundo

orden de la perturbacién. Concluimos entonces que con n = 1, tiene correcciones de todos los

estados por encima de él, n; > 1y, por tanto, la correccién a segundo orden tiene un signo neg-
ativo (funcién en linea negra Figura 2.5).

Ahora, por analogia al caso del potencial arménico desplazado, esperamos que el estado base
del Hamiltoniano con la perturbacién (1.28) esté por debajo del estado base sin perturbar. En
este caso, las dos primeras correcciones a las autoenergias W,,; seran:

Wl = <XH,Y?’ — 11 (R) Eg cos () ‘ xn;Y?> -0 (2.26)
y
2
(<X111]1Y? - ”l (R) EO Ccos (9) X}’l]Y]0>)
Wy = . (2.27)
mfrin] Waj =Wy

La primera de ellas (2.26) va a ser siempre cero por paridad angular, es decir, por los simbolos
3] de Wigner; mientras que la segunda expresién es la contribucién central a las autoenergias.
Note ademads que dicha perturbacién para el estado base siempre serd negativa, lo cual coincide
con el andlisis previo hecho para el oscilador armoénico desplazado. La grafica del potencial
sin perturbar es el mostrado en la Figura 2.1, mientras el potencial efectivo una vez se tiene la
perturbacién es el que se ve en la Figura 2.6

Figura 2.6: Potencial efectivo (2.28) para un valor de campo de 0.01a.u (descripciéon cualitativa).
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donde la gréfica proviene de la expresion:
Ver(R,0) = V(R) £ u(R)E cos(0). (2.28)

La situacién no es muy distinta en el caso en que se tomen mas valores de . En tal caso el po-
JU+1)
2ugR2
mencionamos, el valor de p para la molécula de LiF es 9266.8981a.u motivo por el cual dicho
término se puede considerar muy pequerio. Ademads, al ser muy parecido el valor de potencial
para todos los ], la densidad de estados debe ser muy parecida para todos los V,r que tengan

diferente valor de J.

tencial dentro de la molécula tendra contribuciones centrifugas ( )- No obstante como ya lo

Otro aspecto interesante a analizar son los cruces evitados, los cuales son una consecuencia
directa de la regla de cruzamiento de Wigner-von Neumann, en esta regla, se muestra que los
estados con la misma simetria no pueden tener puntos degenerados y por ende deben evitar el
cruce [14]. Los niveles de energia del Hamiltoniano (1.28) en presencia de un campo eléctrico
son:

0.40 % e —_———

0.15

0.05

Energylev]

0.00

—-0.05

—0.10 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

Eo[a. u. ]

Figura 2.7: Cruces evitados para los estados comprendidos entre los estados del 1 al 30 para valores de
campo entre 0 hasta 0.0054.u. Se pintan en amarillo, rojo, rosa, naranja, verde y morado los
estados 10,11, 25,26,27 y 28, junto con los puntos negros que muestran sus cruces evitados
para un valor de campo de 0.001[a.u.].

En este caso, el campo eléctrico desdoblara los niveles de energia (tipo efecto Stark). Podemos
ver que en el estado base sin campo los estados rotacionales | para cada estado vibracional estdn
muy pegados, por consiguiente, al aumentar la amplitud del campo, los estados rotacionales
se desdoblan en nueve ramas por el truncamiento de la base a J,x = 8. Ademads, tal des-
doblamiento tiene un orden especifico en cuanto a como se fractura la ramificacién. En este caso,
el ordenamiento en energiaes | = 0, ..., 8 debido a la expresién de energia de un rotor rigido [6].
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Figura 2.8: Entropias Sy y S1, para los primeros 35 estados mostrados en la Figura (2.7) en un valor fijo de
campo de 0.001a.u. Los puntos en amarillo, rojo, rosa, naranja, verde y morado, corresponden
a los estados pintados en el diagrama de cruces evitados (2.7) en ese valor de campo. Para los
estados rosa, naranja, verde y morado, los cuales tienen un cruce evitado y son mads altos en
energia, observamos el valor maximo de entropia.
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Figura 2.9: Entropias Syn y Si para los estados comprendidos entre el 130 al 220. Los puntos en verde,
morado, rojo y amarillo (se solapan el punto verde con el morado y el rojo con el amarillo)
corresponden a los estados pintados en el diagrama de cruces evitados (2.10) para un valor fijo
de campo de 0.001a.u.

Para realizar esta grafica, se pusieron 100 valores de campos equiespaciados en magnitud entre
0y 0.0054.u., diagonalizando para cada valor de campo una matriz de tamario 4500 x 4500. Las
lineas que aparecen en colores diferentes al azul, dan cuenta del comportamiento de los estados
10,11, 25, 26,27 y 28 en amarillo, rojo, rosa, naranja, verde y morado, respectivamente. Los pun-
tos negros muestran el valor de la energfa de los estados mencionados para un valor de campo
de 0.001a.u. Puede comprobarse en la Figura (2.7) que, justo para esta magnitud de campo eléc-
trico, los pares de estados 10 y 11, 25 y 26, y 27 y 28 muestran fuertes cruces evitados, con una



2.3 DISCUSION SOBRE EL POTENCIAL Y CRUCES EVITADOS

gran interaccion no adiabatica. Sin embargo, para los estados més bajos 10 y 11, y al ser estos
mads estables, evidenciaremos que el cruce evitado no afectard considerablemente la poblacién
entre los dos estados consecutivos (apéndice A.3), es decir, no hay un intercambio de poblacién
considerable entre dos estados consecutivos bajos en energia para ese valor de campo eléctrico.
Por tanto, para afectar los estados mas bajos en energia, la magnitud del campo eléctrico debe
ser muy grande (se verd en la siguiente seccién); la situacién es un tanto diferente a medida que
subimos en energia para los estados superiores. En este caso, cuando se presenta un cruce evi-
tado entre estos estados, los menos compactos, podemos hablar de un intercambio de poblacién
considerable, lo cual corresponde al pico maés alto de entropia (ver Figura (2.8)).

1.84 TS
1.81 /\‘V“\‘\N\‘\‘/’,‘;«

0.000 0.001 0.002

Eola.u.]

0.003 0.004 0.005

Figura 2.10: Cruces evitados en verde, morado, rojo y amarillo para los estados 160, 161, 162 y 163, respec-
tivamente. Los puntos negros muestran el cruce evitado para esos estados.

Para estados superiores, digamos los estados comprendidos entre el nimero 130 al 220, se ten-
drén los valores de entropia y sus respectivos cruces evitados (ver figuras 2.9 y 2.10). El com-
portamiento manifestado anteriormente se sigue cumpliendo aqui: un valor alto de entropia
corresponde a un cruce evitado para estados altos en energia, y por ende un intercambio de
poblacién para los estados en mencién. Todo lo anterior, puede entenderse en términos de
la deslocalizaciéon de los estados mas altos, es decir, cerca del estado de disociacién molecu-
lar (separacién en dtomos), se aglomeran la mayor cantidad de estados ligados, por tanto, es
muy facil que estados mads altos compartan poblaciones y se entrelacen de una forma relativa-
mente sencilla. Esperamos entonces que la cantidad de entrelazamiento para estados mds bajos
(compactos) sea menor que el entrelazamiento para estados mas altos en energia (estados menos
compactos). Regresando a la figura (2.4), se observa que este es el caso para el valor de campo
trabajado.
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2.4 POLARIZABILIDAD Y ENTRELAZAMIENTO

En esta seccion pretendemos mostrar cémo una expansién a segundo orden del elemento dipo-
lar molecular (tensor de polarizabilidad) puede o no modificar la cantidad de entrelazamiento
presente en nuestro sistema. Para tal fin, reescribiremos el Hamiltoniano (1.28) incluyendo el
término de polarizabilidad, esto es,

H = Hy — u(R)E cos(0) — %EZ (Aoc(R) cos?(0) + a l(R)) , (2.29)

donde Hj corresponde al Hamiltoniano sin perturbar para la parte nuclear de la molécula di-
atomica en cuestion, (1(R) su elemento dipolar, el cual es una propiedad intrinseca en las molécu-
las a tratar. Y por tltimo estd Ax(R) = o (R) — &) (R) y a) (R), que son las componentes del
tensor polarizabilidad que van a lo largo y en direccién perpendicular del eje inter atémico den-
tro de la molécula. La deduccién del tensor de polarizabilidad se presenta en el apéndice A.4.
Ahora, tal cual lo hicimos en la seccién 1.4, escribiremos el elemento de matriz para nuestro
nuevo Hamiltoniano en la base de Hy

Hy

u1(R)E cos(0)

0
XnaJa Yfz >

0
Xishy Y,2> (2.30)

0 0
X"2I2Y]2 > - <X"1h Yh

E? (Aoc(R) cos?(8) + ocl(R))

_ 0
H”lhfﬂz]z = <Xﬂ1h Yh

1 0
) <X"1h Yh

en la que de nuevo estamos tomando M = 0.
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Figura 2.11: Componentes perpendicular y paralela al eje molecular del tensor de polarizabilidad («, (R)
y «(R)) de la molécula diatémica de LiF.

La anterior expresion tiene la siguiente estructura matricial
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= =0 =0
(Ho — Ao — )70 /"}:1 Aoc}:2
=1 - =1
H — ,u}:o (]HO — A — ‘XL)] ! “}:2
J=2 :
Aoc]:0 : :
0 0 oo (Hp — Aa — ox) )/~ Tmax

La inclusién del tensor de polarizabilidad no cambia las expresiones de los operadores densi-
dad reducidos (2.19) y (2.20). Por ende el procedimiento para cuantificar el entrelazamiento y
construir las funciones de Schmidt serd idéntico al ya presentado. Por tanto, toda la informacién
relevante de nuestro problema estara incluida en los coeficientes de expansién de las funciones
de onda de cada estado k provenientes de la nueva diagonalizacién HC = EC.

Para chequear la validez de todas las expresiones encontradas, reconsideramos el ejemplo ya
expuesto para la molécula de LiF (seccién 2.2), en donde volveremos a hacer uso del paquete
MOLPRO [27] para calcular las componentes del tensor de polarizabilidad y compararlas con

0.4 /
k

g 031 /
g o2 //‘
~

-0.1 -0.4 -0.7 +
0.0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.004 0.0045 0.005 0.0055 0.006 0.008 0.009 0.01 0.011 0.012
Eola.u.]

Figura 2.12: Cruces evitados en linea punteada roja para la molécula de LiF considerando tinicamente la
interaccién dipolar y en azul la misma molécula considerando las contribuciones de dipolo
mas polarizacién. Se presenta ademds en puntos negros los cruces evitados entre diferentes
estados, para un valor de campo fijo, junto con las lineas verticales en negro para tres valores
de campo 0.0014.u., 0.005a4.u. y 0.01a.u.
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las presentadas en [2]. La gréfica de las componentes del tensor de polarizabilidad se presentan
en la Figura 2.11, donde para calcularlas, se hizo uso del método de Moller-Plesset perturbation
theory (MP2) que no es mds que uno de los métodos usados en quimica computacional [16].
Dentro del método de MP2, usamos la base computacional AVQZ [9].

Luego, una vez se tenga claro los valores de las componentes del tensor de polarizabilidad, eje-
cutamos los pasos ya expuestos en la seccién 2.2 para cuantificar el entrelazamiento y ver la
contribucién a los cruces evitados por parte de las componentes del tensor de polarizabilidad.
Los cruces evitados para un rango de campos entre Oa.u. y 0.012a.u. son los mostrados en la
Figura 2.12, en donde se incluyen los cruces evitados con el elemento dipolar y el elemento dipo-
lar agregando las componentes del tensor de polarizabilidad.

Podemos evidenciar que las componentes del tensor de polarizabilidad no modifican aprecia-
blemente los cruces evitados para valores de campo pequefios (por debajo de 0.0054.u.), y por
ende, la cantidad de entrelazamiento para el valor de campo tomado, 0.001a.u., en el ejemplo
visto en la seccién 2.2 (parte superior Figura 2.13). No obstante, la situacién para los valores de
campo mds grande es diferente, por consiguiente, los cruces evitados para un rango de campo
eléctrico comprendido entre 0.0054.u. y 0.0124.u. y valores superiores, debera incluir las compo-
nentes del tensor de polarizabilidad. Veremos que la entropia para distintos valores de campo
(0.001a.u, 0.005a.u y 0.01a.u) dependera de nuevo de la existencia, o no, de cruces evitados en
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Figura 2.13: Entropfas Syn y Sp para los 1125 primeros estados en tres intensidades de campo eléctrico
fijas 0.001a.u., 0.0054.u. y 0.01a.u. Al igual que en la seccién 2.2, aqui, cada valor de entropia
diferente de cero corresponderd a un cruce evitado de dos o mds estados en la Figura 2.12. Los
puntos en negro, que son el valor de entropia de von Neumann, corresponden al cruce evitado
con un nimero determinado para un valor de campo fijo.
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un valor fijo de campo. La Figura 2.13 incluye el comportamiento de la entropia lineal y de von
Neumann para los valores de campos especificados en la Figura 2.12 y sus respectivos cruces
evitados en ese valor de campo.

A grosso modo, podemos notar que a medida que se aumenta la magnitud de campo eléctrico,
se excitan estados maés bajos, los cuales estaban més localizados anteriormente para intensidades
bajas de campo. Dicho comportamiento puede entenderse viendo la Figura 2.12. Alli, a medida
que aumentamos la amplitud del campo, los cruces evitados se hardn més notorios y frecuentes
(los estados se separan més a medida que aumenta la amplitud del campo), por ende, debera
existir un mayor niimero de cruces evitados, los cuales pueden darse para estados mds bajos
en energia en intensidades de campo mads altas. Por otro lado, para estados con mayor energfa,
y s6lo para amplitudes de campo grandes (dénde se incluyen polarizabilidades), la entropia
parece tener un valor promedio constante. Es decir, los baches de entropia desaparecen.
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MOLECULAS DIATOMICAS HETERONUCLEARES EN CAMPOS
ELECTRICOS DINAMICOS

En este capitulo describiremos el entrelazamiento existente entre la parte vibracional y rotacional
de una molécula diatémica heteronuclear sometida a un campo eléctrico dependiente del tiempo.
Comenzaremos por modificar la metodologia general presentada en el capitulo 2 y veremos que
las propiedades alli presentadas para las entropias medidas en la parte radial y angular se siguen
conservando en el caso dependiente del tiempo. Posteriormente, en la seccién 3.2, describiremos
los mecanismos de transicién vibrorotacional dentro de una tinica curva electrénica de cualquier
molécula diatémica heteronuclear (con un elemento dipolar). Veremos como se comporta el en-
trelazamiento rotovibracional para el caso dependiente del tiempo en términos de dichas transi-
ciones. Finalmente, en la seccién 3.3, desarrollaremos un ejemplo numérico para la molécula de
LiF incluyendo la interaccién dipolar expandida hasta segundo orden con un campo eléctrico
dependiente del tiempo; para modelar la dependencia temporal del campo usaremos distintas
funciones. Trataremos de observar como en términos de estas funciones temporales puede o no
controlarse la cantidad de entrelazamiento rotovibracional presente en nuestro sistema.

3.1 METODOLOGIA GENERAL DE SOLUCION Y PROPIEDADES DE LA ENTROPIA

En el caso dependiente del tiempo, si queremos cuantificar la cantidad de entrelazamiento en
nuestro sistema, la metodologfa presentada en la secciéon 2.1 debe modificarse. Ahora, en el caso
dindmico, la funcién de onda nuclear completa en presencia de un campo eléctrico dependiente
del tiempo (por analogia al paso 3 y a la expansion 2.5 en la seccién 2.1) es:

i Xnj (R
Fim (R) = ) Cuym(b)e ’Wﬂ'f”h%lffﬂ (6,9), (3.1)
n,J,M

donde, toda la informacién del campo eléctrico dependiente del tiempo se encuentra en los coe-
ficientes de expansion y en la fase.

Por otro lado, una vez se tenga la funciéon de onda total del sistema (molécula diatémica en
presencia de un campo eléctrico dependiente del tiempo), el paso a seguir, y conforme se men-
ciond en la secciones 1.5.1 y 2.1, es construir el operador densidad total y encontrar a partir del
mismo los operadores densidad reducidos radial y angular para el caso dependiente del tiempo

p(R,R',t) = (R| p (1) [R") (32)
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R) XnaJp (R/)

* i( Wiy, =Wy nX ( M * M
= Z Z C”lJler (t) an’h,M2 (t) el( 22 1I1>t/ 1 th (Q) Y M2 (Q/) ,

n1,J1,My n,J2,Mp RR' &
PR (RI R,/ t) = TT’Q (p(R/ R’/ t)) (33)
. /
= Z ZC”IJI/MI (t) C;;z I My (t) el(W,,Z]z—Wn]]])t/h Xni]x (R) X7/12h (R ),
ny,J1,My 12 o RR
y
PO (Rl R’/ t) = TT’R (p(RI R’/ t)) (34)

_ i(Wiys 1o W 1 Vt/Hiy M «My [~/
= Y Y Cagoms (DCh o, () €W Wan) Y () Y (QY) SE
ny,J1,My nz,J2,Mp

respectivamente. Las expresiones (3.2), (3.3) y (3.4), tienen una estructura similar a las expre-
siones trabajadas a lo largo del capitulo 2 (salvo una fase que puede ser reabsorbida por los
coeficientes dependientes del tiempo). Por consiguiente, todos los resultados mostrados en la
seccién 2.1.1 se siguen cumpliendo aqui. Es decir, los valores encontrados para las entropias de
von Neumann y lineal por medio de cualquiera de los dos operadores densidad reducidos para
todo tiempo debe ser idénticas, conforme el teorema de Schmidt [11].

3.2 TRANSICIONES VIBROROTACIONALES
En la seccién 1.3.3, encontramos que los coeficientes de expansién para un sistema cudntico

sometido a una perturbacién dependiente del tiempo satisfacen un sistema de ecuaciones difer-
enciales acopladas la siguiente estructura:

. 1 .
Cunlt) = = X Ce (1) ! En=BUR (| H(8) [ -
k

S5i integramos formalmente la tltima expresion, se tiene la solucién para cada coeficiente:

C(t) = C(0) + %Z /O t dt'c; (') e En=Et /My | H(E') |y . (3.5)
k

De modo que para conocer la funcién de onda total dependiente del tiempo (1.24), debemos
conocer todos los coeficientes C; () para todo tiempo. Si la perturbacion (Y| H(t') |ix) es lo su-
ficientemente pequefia, y ademads, no actda durante mucho tiempo, los coeficientes Cy, (t) serdn
pequefios, por tanto, en primera aproximacién podemos usar los valores iniciales de los coefi-
cientes Cy, (t) (expresion 1.26), dejando lo siguiente:

1 gt ' /
Co(t) = C(0) + E/0 dr'C; () e En=ED /0 (Y |1y) (3.6)
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Podemos transportar la anterior expresién a nuestro sistema de interés. De modo que, la fun-
cién de onda vibrorotacional total tiene la estructura dada por (3.1), y sus coeficientes pueden
encontrarse a partir de la expresién (1.40). Por consiguiente, la solucién completa reescrita es:

C”z,fz (t) = (3.7)
1 - - 1
ni,J1
2 [ml i(Wiyjy =Wy 1, )/ 2 N
+ 3 \/gihE (t) n§1 Cn]’]] (t)e 22 b A 00 0

1. (W — W, Ye/h (1 1
+ EE (t) ;Cnhfz(t)el( 2h2 ih) EA%zfz;”lfz + E‘Xl"z]z;”ﬂz :
1

Donde
1
unlh;nzh = / dRX}’Ilh (R)H(R)anfz (R) y 12 ]1
0 0 O
son los elementos de matriz del dipolo y su simbolo de 3j de Wigner,
2
Doty fynyfy = /dRanh (R)Ax(R)xn, 1, (R) y <Ié 0 Ig) ’

i magy = [ ARXays (R)A(R) Xy (R)

son los elementos de matriz del tensor de polarizabilidad junto con sus respectivas reglas de
seleccion. Los simbolos 3j de Wigner aportan las conocidas reglas de transicion rotacionales
entre J1 y J», a saber

-1 <h<h+1 y h=2<h<hi+2 (3.8)

donde debe cumplirse que la suma J; + /> + 1 y la suma J; + J» + 2 sean ambas un ntimero
par. Ahora, a partir de estas reglas de seleccién podemos entender distintas transiciones!, las
cuales dependeran de la frecuencia e intensidad que tenga el pulso laser?. Presentaremos a

continuacion tres casos de interés de transiciones dentro de una misma curva electrénica:

1. Transicién puramente rotacional:
En este caso, tenemos una transicion del tipo (1, ;) — (n,]f), donde el primero de los

1 Las transiciones presentadas aqui pueden ser rotacionales puras (J; — J» con v; = vy), o vibrorotacionales (J; — J> con
v] — v7), pero no pueden existir transiciones vibracionales puras (J; = J, con v; — vy) por las propiedades del simbolo
3j, para la transicién dipolar y sélo presentes por la interaccién de polarizabilidad

2 Un pulso ldser es un campo eléctrico dependiente del tiempo con una frecuencia central determinada.
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indices (n) se refiere al estado vibracional dentro de una misma curva electrénica, mien-
tras que el segundo de ellos (J; 6 J) se refiere al estado rotacional inicial y final, respectiva-
mente. Ahora, si la transicion se lleva acabo sélo entre dos estados rotacionales diferentes
para un valor de campo pequefio y una frecuencia adecuada, la transicién queda matemati-
camente expresada como:

—i(Wap, = Way, )t/

Xu i (R)Y](Q) — ]ZC]f (t)e X1 (R)Y](Q). (3.9)
f

En este caso, y seglin la expresién anterior, la mezcla solamente involucrard términos de
J¢. Por ende, y dado que el conjunto de funciones vibracionales son muy similares para el
mismo valor de 1 (), Iy & Xn, J;), puede pensarse en factorizar el término asociado a x;, j .
en la dltima expresién, lo que implica que la cantidad de entrelazamiento entre la parte
vibracional y rotacional de nuestro sistema debe ser muy pequefia. Observe ademds que
para solucionar el problema puede usarse la solucién proveniente de la expresioén (3.7),
con lo cual, la contribucién al sumatorio solamente se dard por las reglas de seleccién
expresada por los simbolos de 3j de Winger. Para solucionar el conjunto de ecuaciones
(3.7), usaremos un Runge-Kutta de sexto orden con paso adaptativo.
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Figura 3.1: En rojo se pintan las transiciones vibrorotacionales para el potencial adiabatico electrénico base

1%, para la molécula LiF (en azul), junto con sus dos primeros estados vibracionales en negro.
También se pintan los estados rotacionales hasta [;,x = 8 calculados por el método varia-
cional (lineas verdes dentro del potencial) y por la aproximacién de rotor rigido (ecuacion (3.10))
(lineas azules a la izquierda). Las tres transiciones ordenadas de izquierda a derecha correspon-
den a los items de la seccién 3.2, respectivamente.

Una forma de seleccionar la frecuencia adecuada del pulso laser, y dado que quisiéramos
perturbar sélo la parte rotacional de nuestro sistema, es emplear la expresion del rotor
rigido para la molécula en cuestién [6]:

2
En=""](+1), 3.10)
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donde I = 2uyR? es el momento de inercia de la molécula analizada, y en el caso de
LiF tiene un valor de (9266.8981u.m.a) * (2.95a.u.)> = 80645.18071u.m.a * (a.u.)?. Las
energias de rotor rigido (aproximacién), al igual que las calculadas por nuestro método
variacional crecen cuadraticamente con el valor de J. Por tanto, a medida que se suba
en energia, los estados rotacionales deberian ganar separaciéon (conforme se aprecia en la
Figura 3.1).

El espectro rotacional de las distintas moléculas aparece en la regiéon de las microondas
y el infrarrojo lejano. Por consiguiente, si conocemos el espectro, podremos precisar qué
parte queremos perturbar de nuestra molécula (ver Figura 3.1), y asi controlar nuestras
transiciones puramente rotacionales.

. Transicién vibrorotacional:
En esta oportunidad la transicién es de la forma (n;, J;) — (n 1] f), donde dicha transicién
en valores pequeiios de campo se dara para distintos estados vibracionales y rotacionales
(transicién central en la Figura 3.1), respectivamente. Matematicamente, la transicion se
escribe como:

X, (R)Y)(Q) = Y Copy (1) (gt =g /7

Xng,1;(R)Y] (). (3.11)
nglf

Podemos notar que la expresién final en la anterior ecuacién tiene la misma estructura
que encontramos a lo largo de todo el capitulo 2 (salvo las dependencias temporales y
la fase), por ende, esperamos que la cantidad de entrelazamiento para este tipo de tran-
siciones sea diferente de cero. Para seleccionar la frecuencia adecuada, debemos ahora

conocer las diferencias energéticas vibrorotacionales (W, i Wi..1,), las cuales provienen
de solucionar la ecuacién
(&> JJ+1)
—— = - = E(R R)=W R 3.12
[ e (g = )+ BR) | () = oo (R) 1)

en valores fijos de ] y para la misma curva electrénica E(R). Esqueméticamente, la transi-
cién vibrorotacional se muestra en la linea roja central de la Figura 3.1, en donde se prepara
el sistema en un estado inicial y se perturba con una frecuencia determinada, la cual debe
ser algunos 6rdenes de magnitud mayor que la frecuencia central que generaria transi-
ciones puramente rotacionales. Esperamos que para cualquier valor de campo las con-
tribuciones centrales al entrelazamiento, sean las dadas por las expresiones (3.7), las cuales
cumplen unas reglas de selecciéon determinadas.

. Transicién vibracional pura:
La transicién en este caso es dada por (n;,]) — (nf,]), donde tenemos transiciones pura-
mente vibracionales. Matematicamente en el caso general, la transicién tiene la estructura

X, RYP(Q) = ¥ Cpy, (1) e (Wagy =Wy )i/ L RYD(Q), (3.13)
ng,Ji

donde se acoplan distintos estados vibracionales y rotacionales. Por consiguiente, esper-
amos una cantidad determinada de entrelazamiento. La transicién asociada a este caso
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corresponde a la linea en rojo del extremo derecho de la Figura 3.1, y su frecuencia es
algunos ordenes de magnitud mayor que en el caso rotacional.

En todas las transiciones vistas previamente, cuando decimos que la amplitud del campo eléc-
trico es pequefia, en el fondo, estamos asumiendo que la poblacién del estado inicial no cambia
apreciablemente en el tiempo. Sin embargo, cuando la amplitud del campo eléctrico aumenta, y
ademads, la frecuencia central que el mismo tenga es cercana a la frecuencia de transicién entre
dos pares de estados vibrorotacionales?, la poblacién del estado inicial puede "transferirse" al es-
tado final. Para que esta transicion pueda llevarse a cabo, debe cumplirse un conjunto de reglas
de seleccion. Inicialmente, y dado que un potencial de morse para cualquier molécula diatémica
en primera aproximaciéon puede expandirse como un potencial arménico, debe cumplirse en la
parte puramente vibracional que An = £1; ademads, y en simultdneo, en la parte angular, y dado
la naturaleza de la interacciéon, deben cumplirse las reglas dadas por los simbolos de 3j: A] = +1
para las transiciones dipolares, y A] = 0, £2, en el caso en que se consideren expansiones a se-
gundo orden en el elemento dipolar [12].

Para ejemplificar las reglas de seleccién, consideremos la molécula de LiF con tinicamente dos es-
tados posibles (ver Tabla 3.1) e interactuando tinicamente por medio de los elementos dipolares.
En este caso, las transiciones vibrorotacionales deberfan seguir el modelo de Rabi de interaccién
dipolar entre dos estados [19].

Estado i Estado f w
(ni,Ji) = (0,0) | (ns,Js) = (1,1) | 0.00403313

Tabla 3.1: Transicién vibrorotacional entre los estados inicial y final de una molécula diatémica. También
se pone el valor de separacién energético w = Wy 1 — Wy ¢ para dicha transicién en la molécula
de LiF (corresponde a la transicién central en la Figura 3.1).

Para modelar las oscilaciones de Rabi, consideraremos un pulso laser con una forma cosenoidal
E(t) = Egcos (wyt). Ahora, en el caso en que se tenga un pulso laser de esta forma, la frecuencia
de Rabi tiene la siguiente estructura:

Qr = VA2 + V2, (3.14)

donde V = <nf, ]f’ — Egu(R) cos(0) |n;, Ji), A = w — w; y los coeficientes que conformarian la
funcién de onda (3.1) en este caso particular serian

coo () = €P/2 (Cos (Qrt/2) — iQAeiAt/ Zsin (QRt/2)>
R
a1 (t) = ineiAt/Zsin(QRt/z). (3.15)
R

Si los dos estados se encuentren en completa resonancia (detuning A = 0), la frecuencia de las
oscilaciones de Rabi seran proporcionales al elemento dipolar y a la amplitud de campo eléctrico.

3 En este caso podemos tener los tres tipos de transiciones expuestas a lo largo de la la seccién 3.2
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Por otro lado, las probabilidades de que la molécula se encuentre en el estado base y en el exci-
tado rotovibracional en este caso resonante son:

lcoo (1) > = ex (£) [> = cos® (Vt/2)

lc11 (F) |2 = |ea(t) |2 = sin? (Vt/2),
Por tanto, con ayuda de los coeficientes dependientes del tiempo pueden calcularse las expre-
siones para las entropias de entrelazamiento. Las graficas de las poblaciones para estos estados

(excitado y base) junto con sus valores de entropia lineal y de von Neumann para una amplitud
de campo determinada son:
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Figura 3.2: Gréficas de entropias lineal y de von Neumann (parte superior) junto con las poblaciones para
dos estados (n,]) = (0,0) y (1,0) de la molécula LiF en su estado fundamental. Para realizar
la simulacién se escogieron los valores dados en la Tabla 3.1, un pulso laser E(t) = Eg cos (wt),

con Eg = 0.0054.u., una poblacién inicial |1 (0)|> = 1y un periodo de pulso igual a T =
37.683630fs.

Podemos observar que siempre que se tenga un estado puro, el valor de las entropias tiene que
ser cero. No obstante, si el valor de las probabilidades es distinto de uno, se puede asegurar
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que el estado en cuestién comparte poblacién con un estado diferente, es decir, el estado total
del sistema es una superposicién de dos estados. En los valores donde se iguale el valor de la
probabilidad (es decir, mezcla maxima) de ambos estados se tendrd el maximo valor de entropia,
y por ende el valor més alto de entrelazamiento. Para calcular los valores de entropia en este
caso resonante usamos la expresion (1.37) en el caso en que los operadores densidades reducidos
dependen del tiempo.

3.3 MOLECULAS DIATOMICAS SOMETIDAS A PULSOS LASER

Si una molécula diatémica polar es expuesta a un pulso ldser, uno o mds grados de libertad
pueden perturbarse y acoplarse entre si. El acople o no de distintos movimientos dentro de
la molécula, dependera de parametros controlables del pulso laser, tales como su longitud de
onda, intensidad, frecuencia, forma, etcétera. Para un campo eléctrico en general oscilante, se
distinguen dos tipos de campos: resonantes y no resonantes. En teoria, siempre que se tenga
un campo resonante, su frecuencia central se ha seleccionado de tal forma que perturbe s6lo
dos estados de interés (Oscilaciones de Rabi seccién 3.2). No obstante, dada la complejidad de
nuestro sistema y la densidad de estados rotacionales alrededor de un estado vibracional deter-
minado (ver lineas verdes en la Figura 3.1), seleccionar o centrarnos en un tipo de transiciones
determinadas es un proceso inviable. Por consiguiente, tener un campo eléctrico resonante o no
resonante con frecuencias cercanas entre si serd irrelevante en cuanto al comportamiento transi-
cional dentro de nuestro sistema.

Para ejemplificar todo lo anterior, desarrollaremos dos casos con dos formas de campo eléc-
trico diferente, en ambos casos, seleccionaremos frecuencias resonantes con estados especificos
de nuestro sistema, y veremos como se comporta el entrelazamiento, el cual deberad depender de
la forma del pulso laser.

1. Pulso laser:
En esta oportunidad tendremos una campo eléctrico oscilante con la siguiente forma

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0
—0.21
—0.41
—0.61
_08_
_10_

—— sin(t/T)cos(wt)

E(t)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 3.3: Pulso léser sinusoidal para Ey = 1, w = 0.00403313fs ! y 7 = 37.683630s.
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que matematicamente tiene la siguiente estructura (ver Figura 3.3):
t
E(t) = Eosinz(%) cos (wt), (3.16)

donde los pardmetros pueden ser ajustados dependiendo de la parte del sistema que
quiera ser perturbada. Ahora, en nuestro caso, y como un ejemplo sencillo, usaremos
una base de expansién de ;0 = 1y Jiuax = 8 la cual coincide con todo el andlisis hecho
previamente en la seccién 3.2. Seleccionaremos la transicién y los valores mostrados en la
Tabla 3.1, junto con una amplitud de campo de Ey = 0.0054.u, un duracién de pulso de
T = 37.683630fs, y ademds, usaremos tinicamente interacciones dipolares. Con todo lo
anterior, el comportamiento para las poblaciones y la entropia es:
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Figura 3.4: Gréficas de entropias lineal y de von Neumann calculadas con los operadores densidad reduci-
dos radial (negro y azul) y angular (lineas punteadas rojas) en la parte superior. Se pintan
también las poblaciones para los 18 posibles estados (parte inferior). Para realizar la simulacion
se escogieron los valores dados en la Tabla 3.1 en el potencial adiabatico electrénico base !X de
la molécula LiF, ademds de un pulso ldser dado por (3.16), con Ey = 0.0054.u. , un periodo de
pulso de T = 37.683630fs y una duracién total de pulso de 267.
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Podemos sefalar que, aunque se tengan los mismos valores de frecuencia (resonante) entre
dos estados determinados, amplitud de campo, periodo de pulso, las transiciones posibles
en este caso son mucho mas complicadas que las presentadas en el caso anterior (Figura
3.2). Todo esto puede entenderse en términos de la densidades de estados rotacionales
alrededor de un estado vibracional, es decir, una vez se perturbe el sistema, la frecuencia
no es un pardmetro que sirva para discriminar totalmente el tipo de transicion que se da.

El esquema de transiciones vibrorotacionales que dan cuenta de la fisica de nuestro sis-
tema es el siguiente:

n=1 (1,0) (1,1) (1,2) \ (1,8)
c e /
P ~ N
n=0 (0,0) <%= (0,1) (0,2) (0,8)
J=0 J=1 J=2 J=38

donde las filas estdn asociadas a cada valor vibracional n (primeros indices de los pares
ordenados), y las columnas a cada uno de los posibles estados rotacionales | (segundos
indices de los pares ordenados). En este caso, tenemos dos tipos de transiciones: la primera
de ellas cumple An = +1 y A] = =£1 (transiciones vibrorotacionales), las cuales se mues-
tran en colores azul y naranja, mientras que la segunda transicién, para # fijo, es del tipo
AJ] = %1, que se muestra en rojo (transiciones rotacionales fijas).

Para entender como el diagrama anterior coincide con las poblaciones dadas en la Figura
3.4, podemos remitirnos a la frecuencia de Rabi dada por la ecuacién (3.14). Por consigu-
iente, tomaremos el estado inicial |cgg(0)|> = 1, lo cual corresponde al par ordenado (0, 0).
Ahora, desde este estado inicial hay dos posibles transiciones: b : (0,0) — (1,1) que cor-
responde a la poblacién del estado |c11(t)|? (en rojo en la Figura 3.4) y a : (0,0) — (0,1)
asociada al estado |co1 (#)|? (en verde en la Figura 3.4). La frecuencia de Rabi Qg para cada

una de estas transiciones es*:

Qg (a) = \/A2+(<O,1\E0u(R)cos(9)|O,0>)2:0.0083896

Qg (b)) = \/((1,1|E0u(R) cos(6) [0,0))? = 0.0043896.

En este caso particular, observamos que la frecuencia de Rabi de la transicién vibrorota-
cional es el doble que en el caso puramente rotacional (La transicién vibrorotacional se
encuentra en detuning A = 0). Por tanto, en tiempos cortos, la poblacién inicial debe
transferirse al estado |co1(#)|?, lo cual corresponde a la primera transicién (a) en rojo en

4 Para analizar estas transiciones debe construirse la matriz dipolar representada en la base radial de los x,;(R) y los
armoénicos esfericos Yj\/l (6, ¢) para la parte angular, dejando una matriz de tamario 18 ® 18.
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nuestro esquema. A partir de ese intercambio, pueden de nuevo darse otros intercambios
que cumplan las reglas de seleccién determinadas. En este caso, las posibilidades son: (d y
a) en rojo para transiciones puramente rotacionales, 6 (¢) y (¢), en naranja, para transiciones
puramente vibrorotacionales.

Por otro lado, para tiempos mayores, las transiciones que empiezan a dominar, son las tran-
siciones vibrorotacionales sintonizadas con la frecuencia de resonancia dada en la Tabla 3.1.
En ese caso, la poblacién inicial que sobreviva de las multiples transiciones rotacionales
predecesoras, obedecerd una dindmica dada por las reglas de seleccién vibrorotacionales
(An = £1y A] = 1). Veremos que a medida que aumenta el tiempo, los estados que cum-
plan estas reglas de seleccion (en azul en nuestro diagrama) tendran la mayor cantidad
de poblacién. No obstante, una vez se haya agotado toda la poblacién del estado inicial,
los estados primordiales que transicionaron por los mecanismos dados en flechas azules,
presentaran de nuevo transiciones rotacionales, con lo cual, el orden de cémo deben darse
las transiciones se pierde. Por tanto, cualquier dindmica que cumpla las reglas establecidas
serd posible.

La situacién para la entropfa es un tanto diferente. En tiempos cortos, las transiciones
dominantes son del tipo (a), por ende, y dado los resultados de la seccién 3.2, se espera
que la cantidad de entrelazamiento al ser una transicién puramente rotacional sea nula, lo
cual corresponde al resultado mostrado; una vez el tiempo aumenta, las transiciones tipo
(b), (c) y () empiezan a tener un papel importante, de modo que, para los tiempos en que
estas transiciones aparezcan, los valores de entropia deben empezar a aumentar.

Las oscilaciones de la entropia dependeran de acoples rotacionales que se vayan dando
tiempo a tiempo. Finalmente, cuando el tiempo llega a 1000fs, toda la poblacién inicial
ha sido transferida en todos los posibles estados, por consiguiente, el valor de la entropia
tiende a un valor constante, y las oscilaciones deben de desaparecer pues ya el campo
eléctrico ha disminuido y los estados pasardn a un estado estacionario (desaparecen los
acoples). En la Figura 3.4, observamos que las entropias lineal y de von Neumann calcu-
ladas por medio de los dos operadores densidad reducidos coinciden, lo cual es acorde al
teorema de Schmidt (seccién 1.4.1).

En el caso expuesto hasta el momento se ha considerado una base, a modo de ejemplo, rel-
ativamente pequefia. Por ende, una vez se aumente la base y se incluyan las transiciones
producidas por el tensor de polarizabilidad, la dindmica de nuestro sistema crecerd en com-
plejidad. Es importante también sefialar que, el efecto neto que buscamos es "controlar” la
cantidad de entrelazamiento presente en nuestro sistema, y cémo se entrelaza el sistema
molecular depende directamente de cémo se intercambie la poblacién entre diferentes es-
tados. Cuando sélo se consideraban interacciones dipolares, el intercambio dependia de
cémo se comportaban las oscilaciones de Rabi entre diferentes transiciones, las cuales eran
proporcionales al detuning, el dipolo y la amplitud del campo. No obstante, una vez se in-
cluya el tensor de polarizabilidad, la determinacién del cambio de las oscilaciones de Rabi
serd mucho més complicada, pues ya no serd posible poner estas oscilaciones en términos
de cantidades o en un modelo simple tipo Rabi.
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Como un ejemplo de una dindmica mds real del sistema consideremos una base con 9
estados vibracionales (1, = 8) y con 21 estados rotacionales (J;sx = 20), incluyendo
ademads todos los efectos del dipolo maés el tensor de polarizabilidad. En este caso, los
valores de entropia y el intercambio de poblacién estan dados por:

PHTTTYYWW

Sun(t), S(t)
OCOO0O0ORKFHEFHKENNN
ONDPOOONDPOOOND
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ONPOOONPIPOOOND
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Figura 3.5: Gréficas de entropias lineal y de von Neumann calculadas con los operadores densidad reduci-
dos radial (negro y azul) y angular (lineas punteadas rojas) en la parte superior. También se
muestran las poblaciones para los estados mds relevantes (parte inferior). Para realizar la simu-
lacién se escogieron los valores dados en la Tabla 3.1 en el potencial adiabatico electrénico base
1%, dela molécula LiF, ademas de un pulso laser dado por (3.16), con Eg = 0.005a.u., un periodo
de pulso de T = 37.683630fs y una duracion total de pulso de 567.

En este caso méds robusto, observamos que el comportamiento en primera aproximacién
es el que sigui6 el sistema con la expansién de base 1,y = 1 (dos estados vibracionales)
V Jmax = 8 (9 estados rotacionales) y una duracién de envolvente de 267. Todo lo anterior
es el resultado esperado, pues a tiempos cortos, y para los valores de campo utilizados,
las transiciones producidas por el tensor de polarizabilidad son pequerias, con lo cual s6lo
deben ser relevantes las transiciones tipo (a) en color verde en la Figura 3.5.
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La situacién para tiempos un poco mayores, sin embargo, es un tanto diferente. En este
caso, y debido a las nuevas reglas de selecciéon (An = £1y A] = 0, £2) hay dos tipos de
transiciones que no estuvieron contempladas antes. La primera de ellas ((0,1) — (0, 2)),
en color amarillo en la Figura 3.5, y la segunda ((0,1) — (1, 0)) en morado en la Figura 3.5.
Estas nuevas transiciones, son ahora responsables de que las transiciones dipolares no se
desarrollen en el orden mostrado en el ejemplo anterior. Por tanto, para el tiempo en que
se de la transicién tipo (b : (0,1) — (1,1)) regida por el elemento dipolar (en rojo en la
Figura 3.5), la poblacién inicial se ha desperdigado, con lo cual, la dindmica neta final es
muy diferente a la presentada previamente.

En el caso de la entropia, y debido a la existencia del tensor de polarizabilidad y sus
acoples, existirdn desde tiempos tempranos transiciones vibrorotacionales (An = +1, A] =
0), las cuales implicardn un valor diferente de cero para la entropia. Por otro lado, dado
que en este caso hay un mayor niimero de transiciones permitidas, la transferencia de
poblaciones serd mucho mds sencilla de darse, por ende, la cantidad de entrelazamiento
después de un tiempo serd aproximadamente constante.

El objetivo final de perturbar el sistema con un campo eléctrico dindmico es "controlar" la canti-
dad de entrelazamiento presente. Por consiguiente, una vez se tiene clara la frecuencia del pulso,
su duracién y su intensidad, pueden generarse un conjunto de transiciones vibrorotacionales,
las que a su vez, para fines practicos, son las responsables de que el sistema se entrelace. Los
célculos aqui presentados se desarrollaron para valores de bases vibracionales y rotacionales
convergidos.

Observamos en el ejemplo anterior que mientras mds rdpido se desarrolle la dindmica, may-
ormente participaran los elementos del tensor de polarizabilidad, con lo cual las transiciones y
el entrelazamiento crecerdn mds rdpidamente. Finalmente, una vez la mayoria de la poblacién
inicial ha sido transferida, toda la informacién se encuentra repartida de forma cuasi uniforme-
mente en todos los estados. Por tanto, se geneneraran nuevas transiciones, las cuales no po-
drdn aportar mds entrelazamiento, pero si hardn que el entrelazamiento presente permanezca
en promedio constante.
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CONCLUSIONES

1. Se encontraron expresiones cerradas para las entropias lineal y de von Neumann (seccién
2.1.1) a partir de una expansion vibrorotacional Eq. (2.5) general en el caso dependiente e
independiente del tiempo. Las expresiones de las entropias, operadores densidad reduci-
dos radial y angular, quedan todos expresados en términos de los coeficientes de expansién
vibrorotacionales Eq. (2.8) y las matrices de solape S}, entre dos funciones radiales

n1J1.M2,J2

Xnj(R) con ] diferentes.

2. Se demostr6 teéricamente que para diagonalizar la matriz densidad reducida radial Eq.
(2.8), no es necesario la inclusion de toda la base radial x,(R) (con todos los posibles
valores de J), sino que basta con usar la base radial con un tinico valor de | fijo, el cual
es directamente una base completa (dependiendo del par de valores | y J que se escoja
se hard un tratamiento ortogonal o no). Demostramos también que cualquier sub bloque
dentro de la matriz (2.8), es isoespectral al operador densidad reducido angular Eq. (2.13),
lo cual se corresponde al teorema de Schmidt.

3. El movimiento vibrorotacional se ha considerado como un sistema bipartito, y dentro de
esta consideracién se ha aplicado el teorema de Schmidt; como un caso particular, se anal-
izo la molécula diatémica polar LiF sometida a un campo eléctrico estéatico. Se verifico que
para todos sus estados ligados el entrelazamiento vibrorotacional, medido a partir de los
operadores densidad reducidos radial y angular, coincide para todos los estados ligados, 1o
cual estd en concordancia con el teorema de Schmidt. Se percibe también desde la figuras
(2.12) y (2.13), que los estados que presentan mayor entrelazamiento (caso independiente
del tiempo), corresponden a aquellos que presentan cruces evitados tipo Landau-Zener
para las energias vibrorotacionales en funcién de la amplitud del campo eléctrico.

4. Comprobamos que los términos del tensor de polarizabilidad para valores de campo com-
prendidos entre 0 a.u. y 0.005 a.u. no afecta apreciablemente la cantidad de entrelaza-
miento entre los estados vibrorotacionales ligados. No obstante, para valores de campo
mayores de 0.005 a.u. la inclusién del término de polarizabilidad empieza a ser relevante
a la hora de cuantificar el entrelazamiento de nuestro sistema bipartito.

5. Enel caso que se estudie un campo eléctrico dindmico, se mostré que siempre que se tenga
una transicién vibrorotacional, se tendra una cantidad de entrelazamiento distinto de cero.
Ademas, la inclusién de los elementos de polarizabilidad, hardn que las transiciones se
den maés rdpido, y por ende la cantidad de entrelazamiento entre nuestro sistema bipar-
tito tenga un comportamiento dindmico diferente, comparado frente al caso en que no se
incluyan los elementos de polarizabilidad.
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APENDICE

A.1 MOLECULA DIATOMICA BAJO CAMPO ELECTRICO ESTATICO

En este apéndice derivaremos la ecuacién de Schrodinger vibrorotacional. Para tal fin, se seguira
un desarrollo andlogo al presentado en la Ref. [6]. Posteriormente se evidenciard cémo el acople
rotovibracional se desarrolla después de perturbar la parte nuclear de una molécula diatémica
con un campo eléctrico constante en el tiempo. En vista de este objetivo, consideramos el sigu-
iente Hamiltoniano [8]:

H=Hy+AH,

donde Hy = Ty + Te + V y sus elementos corresponden a la energia cinética nuclear, energia
cinética electrénica y el potencial Coulombiano debido a la interaccion electrén-electrén, nticleo-
nucleo y electrén-niicleo, respectivamente; estos términos estdn dados por las siguientes expre-
siones:

N 2 N ZB€2
V(R;rq,19,..., = —
(Riry,r2 ) 1;1 47T€0 |Tz R4 Z‘l (47reg)|ri — Rp|

+ ,
—. (4meg)|r; —1j|  (4meg)R

% 62 Z A V4 B 6’2

i,j

para una molécula diatémica de nticleos A y B, con cargas nucleares Z 4 y Zp, con masa reducida
Ho y separados por una distancia internuclear R. La interaccién de la molécula diatémica con
un campo eléctrico E orientado en la direccién z (tomado como eje de cuantizacién molecular)
tiene la forma:

!

H = —u(R)Ecos6, (A1)
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donde el dipolo tiene dependencia explicita de las coordenadas nucleares (R), en este caso
la distancia internuclear, y es una propiedad intrinseca existente en moléculas diatémicas het-
eronucleares. La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para nuestro sistema sin
perturbar es:

(TN + Te + V) T(R, r,r,.., I‘N) = ET(R, r,r,.., I‘N). (AZ)

Podemos ahora suponer que la velocidad de los nticleos com. de expansién parada con la de
los electrones es muy pequefia (Aproximacién de Born-Oppenheimer). Por tanto, la ecuaciéon de
Schrodinger que resuelve la parte electrénica de la molécula, para una geometria molecular R
fija es

(Te+ V) P(R; 11,12, ..., 1N) = Eg(R)Dy(R; 11,1, ..., TN). (A.3)

Donde CDq(R; r1, 17, ..., ry) son las funciones de onda electrénicas que van a depender de forma
paramétrica de la posicién de los nticleos. Dado que las funciones que aparecen en (A.3) son un
conjunto completo de funciones, la funcién de onda total para la molécula sin perturbar admite
la escritura en términos de la parte electrénica:

lI’(R; ry,r,..., I‘N) = Z Fq(R)qu (1‘1, r,..., I'N). (A4)
q

Aqui, los coeficientes de desarrollo F;(R) son las funciones de onda nucleares que van a de-
pender explicita y directamente de la separacién internuclear; podemos ahora tal cual como se
hace en [6] sustituir (A.4) en (A.2), multiplicar por CID; (R;ry, 10, ..., 1N) € in’fegrar1 con lo que ob-
tendremos la siguiente ecuacién de Schrodinger concerniente a la parte nuclear de la molécula
diatémica

hZ
—%v%{ +En(R) — Wy, 1| FyjM(R) =0 (A.5)

El siguiente comentario es relevante en este punto: (2.2) es la ecuacién que da cuenta de la
dindmica de los nicleos para una molécula diatémica. Esta relacién da una ecuacién de autoval-
ores, que a su vez dependeran de los niimeros cuédnticos v, |, M que estdn asociados al estado
vibracional para una curva electrénica dada , el momento angular o rotacional de la molécula y
la proyeccién del mismo, respectivamente.

Para resolver la ecuacion (2.2) proponemos una solucién de la forma

Xvu] (R
Fy,jm (R) = %()wa ©,¢), (A.6)
donde x,,;(R) da cuenta de la funcién radial de la molécula diatémica para una curva elec-

trénica fija y Y}VI (6, ¢) corresponden a los armonicos esféricos, que es una base completa para

1 La anterior operacién es equivalente a proyectar las funciones de ondas electrénicas.
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representar la orientacién de cualquier objeto en el espacio (por tanto la rotacién molecular). Asi
pues, el producto, (A.6) es la solucién rotovibracional de la molécula diatémica analizada, la que
al evaluarse (junto con la expresion del operador V2 en coordenadas esféricas), permite obtener
una ecuacion radial reducida para la funcion x.,

2 2
[_ L ( e JU+1) X (R) = Wy, jXv, (R)- (A7)

o dR2_R2> +En(R)

Estamos en el supuesto que existe méds de una curva electrénica, por tanto, esa dependencia
aparece explicitamente en v,,. Sin embargo, todo el andlisis realizado es vélido para una tnica
curva electrénica si se toma n = 1 en el contador v, (si n = 1 asignaremos v; = n). Note
también que cada una de las soluciones de (A.7) x,,j(R) es un conjunto completo de autofun-
ciones ortogonales para cada J fijo. Una vez se incluya la perturbacién (A.1), la solucién (A.6) no
serd valida, es decir, la molécula diatémica sometida a un campo eléctrico constante mezclara su
movimiento vibracional y rotacional (ver seccién 1.3.2). Por tanto, en este caso la solucién sera
una superposiciéon de la forma:

n v,JM

donde los coeficientes de la superposicién pueden entenderse como pardmeros variacionales y
mostraran el grado de correlacién entre el movimiento vibrorotacional.

A.2 MOLECULA DIATOMICA BAJO CAMPO ELECTRICO VARIABLE

Veremos en este apéndice cémo un campo eléctrico dependiente del tiempo acopla las partes
vibracional y rotacional de moléculas diatémicas heteronucleares. El Hamiltoniano tiene la sigu-
iente estructura:

H=Hy+H (t),

donde Hy = Ty + T, + V y todos los términos aqui escritos corresponden a los mostrados en
apéndice A.1. Tomaremos el término de la perturbacién del sistema conocido en la literatura
[10] como:

' E*(t) 2
H (t) = —pu(R)E(t) cos 6 — > (“J_(R) + Ax(R)cos 9) . (A9)
En este caso, al igual que en la seccién 1 de este apéndice A.1, el dipolo tiene dependencia ex-
plicita de las coordenadas nucleares p(R) y es una propiedad intrinseca existente en moléculas
diatomicas heteronucleares. Ademads, la molécula tendra unas componentes de polarizabilidad
o) (R) y o) (R) perpendiculares y paralelas al eje molecular, lo cual corresponde a una expansién
a segundo orden de la interaccién dipolar habitual (definimos Ax(R) = & (R) — a1 (R)). Con-
forme al caso independiente del tiempo, trabajaremos el caso dependiente del tiempo el gauge
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de longitudes y aplicaremos también la aproximacién de onda rotante.

Para investigar coémo evoluciona el sistema, debemos usar la ecuacién de Schrodinger depen-
diente del tiempo. Por tanto, usaremos teoria de perturbaciones dependiente del tiempo al igual
que lo hicimos en la seccién (1.3.3), con lo cual, debemos iniciar por la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo (A.2) al igual que en el apéndice anterior. Una vez obtenemos ésta
ecuacién, pueden seguirse los mismos pasos que en apéndice A.1, hasta obtener la ecuacién
(para una tnica curva electrénica)

hZ
—%V% + E(R) = Wy | Fym(R) = 0.

Incluyamos ahora la perturbacién dependiente del tiempo en la parte concerniente a la interac-
cién dipolar, la cual afectard solamente la parte nuclear. En este caso, y conforme lo habfamos
mencionado, el problema no es estacionario, por lo tanto, utilizaremos la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo para la parte nuclear, dicho esto, escribimos

fih%F(R,t) = (Ho+ H'(1)) F(R, 1), (A.10)

lo cual, para nuestro caso particular lo escribimos como:

—ihZF(R,t) = [hjovi + E(R) — w(R)E(t) cos @ — E*(1) ((XL(R) +Aoc(R)coszé7> F(R,1).

(A.11)

donde Hj estd asociado solamente al movimiento nuclear. Podemos expandir un poco maés la
expresion (A.10) y notar que (reemplazando la Eq. (A.8))

.0 Xn (R) | m —iW,t/h | _

(Ho+H'(t) Y Cn]MX"]liR)Y}VI (6, ) e Wuit/m,

nJM

Realizando todas las derivadas, proyectando y cancelando los términos adecuados, obtenemos

. N iE(t ,
Cn’,]/,M/(t) = Z Cn,],M (i’) El(Wn’,] W)t /1 {—FE)/dRXn/]/(R)FL(R)Xn](R)/dQY}k/M COS@Y;\/I
n,J,M
iE*(t) M 297 M
+ = / AR,y (R)Act(R)xpy (R) / dOYiM cos?0Y] (A12)
iE?(t)

. /dRXn/,/(R)ou(R)XHI(R)é,,/éMM,}.
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A.3 DINAMICA A TRAVES DE UN CRUCE EVITADO

La cantidad de entrelazamiento que aparece en las Figuras 2.4 y 2.13, puede entenderse en térmi-
nos del modelo de Landau-Zener [20]. En este caso, nuestro Hamiltoniano (ya sea (1.28) 6 (2.29)),
dependerd parametricamente de la amplitud del campo eléctrico Eg. Podremos entonces, cen-
trar nuestra atencién en dos autoestados del sistema cuyos niveles de energfa, en primera aprox-
imacion, se cruzaran para algtn valor de campo critico (E;). Si el Hamiltoniano del sistema es
perturbado por una interaccién que acopla los niveles de energfa, la degeneracién del cruce se
rompe, y los niveles de energia se repelen, tal cual lo manifiesta el teorema de no cruce [15]. Para
ejemplificar todo esto, considere la figura A.1

0.30 , ~ ———
1
+ 1
! 112) i 112"
0.25 | . 7\/ =
. ! Sl
0.20 . > : I
1 : T
i U2E11) i
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0.05 |
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i
1
—-0.05 i
i
i
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]0.000 0.001 0.002 0.003 0.004

Eo[a.U.]

Figura A.1: Cruces evitados en linea azul para la molécula de LiF considerando tnicamente la interaccién
dipolar. Se presenta en linea punteada negra el valor de campo critico (0.001a.u.) junto con un
cruce evitado entre dos estados determinados (circulo negro). En la figura interna se amplia el
cruce evitado para el mismo valor de campo critico.

Si el sistema estd preparado inicialmente en el estado |12), y si Ey aumenta de forma que se
recorran todas las energias en la vecindad del cruce evitado, el estado final, deberd poseer una
contribucién del estado |11) y |12). En tal caso, siempre que se presenta un cruce evitado, puede
pensarse en una variacién continua de los estados en funcién del campo, y ademads, en primera
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aproximacion, una variacién lineal del campo eléctrico en funcién del tiempo (ver figura interna
Al):

Eo (1) = —-2t, (A.13)

entonces, en dicho caso, la probabilidad de que el sistema tenga una transicién al estado |12*)
es:

p— e(”’ﬁf)), (A.14)

Donde v1; es el elemento de matriz que conecta los dos estados (perturbacién), y ‘Z—f = (%) (‘%’)
es la taza de cambio de los niveles de energia en funcién del tiempo. Para examinar los efectos
de la variacién temporal del campo eléctrico E(, consideremos la ecuacién de Schrodinger de-
pendiente del tiempo

L0 [Y (1)
it = H¥ ()

que tiene una solucién general de la forma para un valor determinado de campo eléctrico

¥ ( Eo)) = Y ¢j (t Eo) e EiEOI | g1 (Eg)).
]

Ahora, dado que el campo eléctrico depende linealmente del tiempo (expresién A.13), podremos
transformar la ecuacién de Schrédinger anterior en una nueva ecuacién dependiente de la am-
plitud del campo eléctrico, la que a su vez, nos permitird conocer el comportamiento de los
coeficientes de expansién en funcién de la amplitud del campo eléctrico, esto es:

de; (E ' - . dEp\ "
Clli](SOO) = %Zc]- (o) &/ (Fi1(Fo)=E;(Eo) )t/ (dto) (@1 (Eo)| H' (Eo) | (Eo))
j

i » _E. d

- ch (E) ¢ (E(E)=Ej(E)t/m g (E )] i |$; (Eo)), (A.15)
]

donde H' (Ep) corresponde al hamiltoniano de interaccién que depende parametricamente de

la amplitud del campo eléctrico. Para calcular el término asociado con la derivada respecto a

la amplitud del campo eléctrico, hacemos uso del teorema de Hellmann-Feynman en su forma

extendida [22], dejando lo siguiente:

I
(01 (Eo)l o= 16 (Eo)) = (1 (B0}l T B0 |y o) (A16)



A4 ALINEAMIENTO MOLECULAR

Por tanto, si usamos como ejemplo el Hamiltoniano? (1.28), el término de interaccién dipolar
serd —p(R)Eq cos(0), y la expresion (A.15) quede escrita de la siguiente manera:

dc;(Eio) _ 1 —1t1) ZC] Eo)e i(E;(Eo)—E;(Eo) )t/h (¢; (Eo)| (R) cos(6) ‘([)] (E0)> (A17)

Ahora, si consideramos tnicamente transiciones entre sistemas de dos niveles (cruce evitado
entre dos estados), el sumatorio en la anterior expresion tendra solo dos términos y su funcién
de onda sera:

¥ (t;Eo)) = c1 (t; Eo) e F1 M |y (Eg)) + ca (£; Eg) e "E2(E0/M |y (Ey)) . (A.18)

Cada una de las funciones que aparecen en la expresion anterior para cada estado se expresan
como:

|9 (Eo)) = X, Cyy (Eo) |xup) ‘Y]M> para j=1,2.
En donde de nuevo identificamos términos que ya conocemos. Por consiguiente, la funcién
(A.17) puede calcularse de una forma aproximada, dejando asi (A.18) en forma consistente (todo
conocido en todo valor de campo eléctrico). Finalmente, la transicion® (A.14) puede calcularse
en los términos de las cantidades conocidas, los x,j (R), Y}VI 0,¢)yC) ; (Eo), dejando asf una
superposicién de estados, la cual finalmente serd la responsable de que en los puntos criticos
donde se presentan cruces evitados se tenga una cantidad determinada de entrelazamiento.

A4 ALINEAMIENTO MOLECULAR

Si un sistema fisico, ya sea cldsico o cudntico, es sometido a un campo eléctrico estdtico o variable,
muchos de sus grados de libertad pueden ser perturbados. La perturbacién o no de los grados
de libertad del sistema fisico dependerd de factores del campo, tales como su intensidad, ori-
entacién, amplitud, frecuencia (en el caso dependiente del tiempo), etcétera. En el caso cudntico,
y en particular, el caso molecular, el campo eléctrico puede ionizar, disociar o correlacionar los
diferentes grados de libertad de nuestros movimientos electrénicos, vibracionales y rotacionales.

La energia de una molécula en presencia de un campo eléctrico (dependiente del tiempo o no) E
expandida en series de Taylor alrededor del cero de energia es:

2w AW

0”;7& ZdE iL; EiEj+ 2 Z . AE,dE,dEx dEkEiE]-EkJr.... (A.19)

Por otro lado, la energia proveniente del término de interaccién dipolar es:

- Y wEi, (A.20)
i

2 Puede también usarse el Hamiltoniano (2.29).
3 La transicién de estados es sinénimo de un intercambio de poblacién.
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en donde se estdn teniendo en cuenta todas las expansiones del elemento dipolar*. Por consigu-
iente, podemos escribir p; como:

1
Hi = Hoi+ o Ej+ 2B jEiEr+ - (A.21)

que al ser evaluada en (A.20) y comparada con (A.19) nos permite identificar las siguientes
expresiones:
dW d*wW W

Hoi = = JE. i j = TAEdE; Bijx = T AEdEdE, (A.22)

Donde py,; es el dipolo eléctrico permantente de la molécula diatémica, «; ; es el tensor de polar-
izabilidad y j3; ; x es el tensor de hiperpolarizabilidad.

El Hamiltoniano para la parte nuclear de nuestra molécula diatémica (usando Aproximacién
Born-Oppenheimer (BOA)) incluyendo hasta el segundo orden en la expansién dipolar es:

I .

H=Ty+V—{(R).E—- EE.&(R) .E. (A.23)

El tensor de polarizabilidad molecular es calculado para una molécula fija, por ende, la energia

de interaccién puede calcularse. El tensor molecular es calculado entonces en un sistema coor-
denado fijo en donde sus componentes sean diagonales. Esto es,

x| 0 0
x = 0 a O
0 0 CKH

La ecuacién (A.23) en la representacién diagonal del tensor de polarizabilidad, y realizando
todos los productos nos permite escribir

7T

H Tn+V —En(R)cos(0) — %Ez (ocH(R) cos? () + ay (R) cos? (— - 9))

2
Ty +V — Ep (R) cos (8) — %E2 (ocH (R) cos? (8) + a (R) sin® (6 ) (A.24)

Tn +V — Eu(R) cos (0) — %EZ (Aoc(R) cos? (0) + (xl(R)> .

A.5 BASES NO ORTOGONALES

Desde la seccion 2.1 habiamos visto que la solucién de la ecuacién (A.7) para una tnica curva
electrénica es de la forma (2.4), es decir:

Xnj(R) = % C/Bf (R). (A.25)
i=1

4 Por simpleza tomaremos un campo eléctrico E independiente del tiempo. Observe que si E(t), solamente debe ponerse

estd dependencia en la expresiones y el tratamiento sera idéntico.



A.5 BASES NO ORTOGONALES

No obstante, desde la teoria de ecuaciones diferenciales, sabemos que si una funcién es solu-
cién de una ecuacién diferencial ordinaria, cualquier combinacién lineal de funciones también
seran solucién del mismo problema. Podemos ahora pensar en términos reciprocos, si una com-
binacién lineal de B-Splines es solucion de la ecuacion (A.7), cualquier otra combinacién lineal
es también solucién del mismo problema [29].

Considere el operador densidad total de nuestro sistema® para cualquier estado dado por la
expansion siguiente, donde la parte radial estd expandida directamente por la base de B-splines
y no por las autofunciones x,,;

) = ¥ Cir B} [ Y] (A.26)
iJ

Ahora, al igual que en la seccién 2.1 hemos tomado aqui M = 0. Luego, tal cual lo hicimos en la
seccion 1.4, el operador densidad total de nuestro sistema en términos de la base de los B-Splines
y los armoénicos esféricos es:

po= )Yl (A.27)
= Z Z Cilhci*zfz |Bi1> ’Y?1> <Biz| <YI02

i1)1i2)2

7

donde, como antes, estamos trabajando con un conjunto de base ortogonal para la parte angu-
lar {‘Y]O>} y otro conjunto de base no ortogonal para la parte radial {|B;)}. Ver Ref.[21]. El
operador densidad reducido radial serd

PR Trq ([W) (¥) (A.28)

= chilhci*zh |Bi1><Bi2 ’

1)1 iz

el cual representado en la base de los B-Splines {|B;) } tiene el tamafio N x N adecuado, tal cual
lo vimos en la seccién (2.1.1). La representacion matricial de este operador en su misma base es

‘Oll;l'4 = <Bl3| pR |Bl4> = Z Zcil/h ;;,]1 Sg,il 5132,14 (A29)

ir,Ji iz

Aqui Sf jes el elemento de matriz de solape entre dos B-splines de la base. Ahora, para encontrar
los autovalores y autovectores del operador reducido radial debe seguirse una diagonalizacion
de la forma pRc = wRsBe, con lo cual ya puede cuantificarse el entrelazamiento para nuestro
sistema de interés, que a su vez no debera depender de la base utilizada.

Regresando a la expresion (A.28), notamos que ésta puede reescribirse de la siguiente manera:

En este caso nuestro tratamiento sera igualmente valido para la molécula diatémica heteronuclear sometida a un campo
eléctrico estético o variable. La tinica salvedad esta en la dependencia o no de los coeficientes en el tiempo.
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PR

r(Zeu :;h) B,) (8|

i

= Yoty By (Byl (A.30)

1112

donde al objeto dentro del paréntesis le asignamos el array ,011 i, Si queremos representar el
objeto anterior en la misma base de los B-spline tal cual lo hicimos en (A.29), escribimos

‘og,iz} = <Bi3} PR |B14 Z 513,11 pll,lz 12 14 (A31)

i1,ip

estructura que matricialmente luce como: pR = sB p/RsB Por otro lado, sabemos que pRe =

wRsBe es la d1agonahzac1on de (A.29), la que a su vez no tiene que coincidir con la diagonal-
izacién del array pi1,i2' Por tanto, para ejecutar la diagonalizacién del array, debe evaluarse
(A.31) en forma matricial en la diagonalizacién proveniente de la matriz (A.29) dejando

s p,RsBc = wRsBe, (A.32)

) T . . -1 sz ogs . . ‘.
expresion que multlphcada a 1zqu1erda por sB™ ", arrojara finalmente una diagonalizacién de
la forma pRsBc = wRc para el array pl s . Concluimos entonces que los autovalores y los au-
tovectores para la matriz pR y el array p'R son idénticos, lo tnico que cambia es la forma de
diagonalizacién en cada caso junto con el tiempo de computo, siendo considerablemente menor
el tiempo de computo del array.

Por otro lado, el operador densidad reducido angular pq en la base angular de los arménicos
esféricos es

Trr (|) (Y]) (A.33)
Z chlh ik 12 it Yh> <Y?2 ’

itJiiz)2

29

que matricialmente escribimos como

0
PO ‘Y]4> Z Cii;3Cig, S 12,11

llrlZ

(O 0
Plags = <Y]3

y cumplird una diagonalizacién de la forma p®c = w®c, dado que la base de arménicos es-
féricos es diagonal. Una aplicacién directa del teorema de Schmidt 1.4.1 es que los autovalores
encontrados por todos los métodos de diagonalizacién expuestos en este apéndice son idénticos,
de modo que las matrices densidad reducidas radial y angular independiente de la base son
isoespectrales.
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