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Resumen

En esta monografia se exponen criterios para determinar la naturaleza de un punto critico,
es decir, determinar cuando un punto critico es un punto de maximo o de minimo. Tam-

bién trataremos de extender el siguiente resultado a funciones de varias variables; uno sabe
que si una funcion diferenciable f : R — R tiene un minimo local en su tnico punto critico,
entonces ese minimo local se convierte en un minimo global. En general el resultado analo-
go no es cierto en varias variables, sin embargo expondremos algunos casos donde esto si es

cierto y algunos problemas abiertos.

Palabras clave: Extremos, punto critico.
Abstract

In this monograph we present criteria for determine the nature of a critical point, i.e, we
determine when a critical point is a point of maximum or minimum. Also we will try to
extend the following result for functions of several variables; If f : R — R has a local mini-
mum at a certain point, and has no other critical points, then the local minimum becomes
in a global minimum. In general, the analogous result is not true in several variables, howe-

ver we will present some cases where this is true and some open problems.

Keywords: Extrema, critical point.
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Introduccion

En matemaéticas el problema del estudio de maximos y minimos comienza en el siglo III
A.C, estos matematicos se preguntaban por escoger la solucién mas optima, los griegos
fueron quizés los mas interesados en este tipo de problemas, ellos formularon los primeros
problemas de este tipo y dieron solucion a algunos de ellos, sin embargo se hicieron nece-
sarios métodos mas potentes para resolver este tipo de problemas, y asi con el desarrollo
del célculo se dieron solucién a problemas de la época como el de la curva braquistécro-
na, el problema de Newton, entre otros. Las necesidades de la tecnologia, y en particular la
exploracion del espacio, dieron lugar a otra serie de problemas que eran igualmente irreso-
lubles por los métodos del céalculo de variaciones, de este modo, otra nueva teoria, conocida
como el control optimo fue desarrollado en las décadas de 1950 y 1960 por los mateméticos
soviéticos L. S. Pontryagin y sus colegas. Esta nueva teoria proporcion6é un nuevo impulso

para futuras investigaciones en la teoria de los problemas extremos.

Esta monografia consta de tres capitulos; en el primer capitulo se dan algunas nociones

de 4lgebra lineal como: formas cuadraticas y la técnica de diagonalizacién, ademas se de-
finen los conceptos de diferenciacion. En el segundo capitulo se presentan varios criterios
para determinar la naturaleza de un punto critico, en especial se destacan dos de ellos, el
primero, hace uso de las segundas derivadas parciales y es conocido como el criterio de la
Hessiana, el segundo criterio tiene la particularidad de hacer uso de solo la primera deri-
vada y ademas tiene una funcionalidad especial en los puntos criticos degenerados, como
veremos mas adelante, el criterio de la Hessiana no siempre funciona, en tales casos opta-
mos por usar el criterio de la primera derivada y en el tercer capitulo tratamos de extender
el hecho de que para funciones diferenciables de una variable real si la funciéon tiene un mi-
nimo local en su tnico punto critico entonces ese minimo local se convierte en un minimo

global, este hecho se discute para funciones de varias variables.

viil



Capitulo 1

Preliminares

Para los fines deseados, nos encargaremos en primer lugar en construir el concepto de ma-
trices simétricas y formas cuadraticas, las matrices simétricas surgen en las aplicaciones de
manera natural y con mayor frecuencia que otro tipo de matrices, la teoria es rica, y de-

pende, esencialmente, tanto de la técnica de diagonalizacion como la de ortogonalidad.

1.1. Producto interior, Longitud y ortogonalidad.

Los conceptos geométricos de longitud, distancia y perpendicularidad, que son bien cono-
cidos para R? y R3, se definen aqui para R"™. Estos conceptos proporcionan potentes herra-
mientas geométricas para resolver muchos problemas aplicados. Las tres nociones se definen

en términos del producto interior de dos vectores.

Definicién 1.1.1. Si u y v son vectores en R”, entonces u y v se consideran como matrices

T

de n x 1. La transpuesta «” es una matriz de 1 x n. Al ntmero «”v se le llama producto

interior de u y v, y se escribe a menudo como u - v.

Teorema 1.1.2. Sean u , v y w vectores en R"™, y sea ¢ un escalar. Entonces,

» (utv) w=u-w+v-w

w (cu)-v=clu-v)=u-(cw)
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s u-u>0yu-u=0 si, ysolo si, u=0

Definicién 1.1.3. La longitud o norma de v es el escalar no negativo ||v|| definido me-

diante:

ol = Vo= /vi+... 402, v [P =v-v.
Un vector cuya longitud es 1 se llama vector unitario.

Definicién 1.1.4. Para u y v en R”, la distancia entre u y v , escrita como dist(u, v) es

la longitud del vector u — v. Esto es,
dist(u,v) = ||u — v||.
Definicién 1.1.5. Dos vectores u y v en R™ son ortogonales si v - v = 0.

Decimos también que una matriz A de n x n es ortogonal si y solo si P~ = PT

Teorema 1.1.6. Dos vectores u y v son ortogonales si, y solo si, ||[u + v||* = ||u]|* + ||v]|?

Demostracion.

|u+v|* = (u+0v) - (u+v)
=(u-u)+ (u-v)+(v-u)+(v-v)
= [lull* + lvll* +2(u - v)
= Jlul® + [[o]*. O

Introducimos ahora el concepto de conjuntos ortogonales:

Definicién 1.1.7. Se dice que un conjunto de vectores {uy,...,u,} € R" es un conjunto
ortogonal si cada par de vectores distintos en el conjunto es ortogonal, esto es, si u; - u; =

0 siempre que @ # j.

Teorema 1.1.8. i S = {uy,...,u,} es un conjunto ortogonal de vectores diferentes de ce-
ro en R™, entonces S es linealmente independiente y, por tanto, es una base del subespacio

generado por S.
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Demostracion. Si0 = cjuy + ...+ cyu, para algunos escalares cq, . .., ¢, entonces:

0=0u; = (crus + -+ up) - wy
= (cruy) - ug + (coug) - ug + ... + (cpuyp) - Uy

=cp(ug-up) + .o+ cepuy - ug)

= cl(ul . Ul).
Note que aqui u; - u; no es cero y, por lo tanto, ¢; = 0. De manera similar, cs, ..., c, deben
ser cero. Asi que S es linealmente independiente. O

Definicién 1.1.9. Una base ortogonal para un subespacio W de R" es una base para

W que también es un conjunto ortogonal.

El teorema siguiente sugiere por qué una base ortogonal es mucho mejor que otras bases:

Teorema 1.1.10. Sea {uq,...,u,} una base ortogonal para un subespacio W de R™. Para

cada y € W, los coeficientes en la combinacion lineal y = ciuy + ... + cyu, estdn dados por:

C; = para cada 1 =1,...,7.
Demostracion. Igual que en la demostracion anterior, la ortogonalidad de {uy, ..., u,}

demuestra que:
y-uy = (crug + caug + cpuy) - up = ¢ (ug - up)
Como u; - u; no es cero, la ecuaciéon anterior puede resolverse para c;. Para encontrar ¢;

para i =2,...,r, se calcula y - u; y se despeja c;. O

Para los fines deseados, introducimos una herramienta que nos servird més adelante, El
proceso de Gram-Schmidt, éste nos otorga un algoritmo sencillo para producir una ba-

se ortogonal u ortonormal para cualquier subespacio diferente de cero de R".

Teorema 1.1.11 (Proceso de Gram-Schmidt). Dada una base {z1,...,x.} para un
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subespacio W de R", defina:

V1 = X1
To U1
Vo = T9g — ——U1
[[oa]
I3 U1 I3 Vg
U3 = T3 — U1 — U2
[[o]] [0z ]|
Ty U1 Ty - U2 Ty - Urg1
Uy =Ty — vy — Vg — o= U
o] [[va]] [[vr—1]l
Entonces {vy,...,v,.} es una base ortogonal para W.
Demostracion. Véase 8] O

Ejemplo 1.1.12. Sean ;=1 1 1 1],2zo=[0 1 1 1],z3=[0 0 1 1]. Entonces,
resulta claro que {1, xs, 23} es linealmente independiente y, por lo tanto, es una base para

un subespacio W de R%. Estructure una base ortogonal para W.

Solucion. paso 1 Sean v; = x1 y Wi = span{x;} = span{v; }.
Paso 2. Sea v, el vector producido al restar de x5 su proyeccion sobre el subespacio W.
Esto es, sea:

T2+ U1

— v1  Puesto que v = 13
o]

=0 1 1 1]T—§1[1 1 1 1]

Vg = T2

=[-3/4 1/4 1/4 1/4]

Notese que vy es la componente de x5 ortogonal a xq, y {v1,v2} es una base ortogonal para
el subespacio W5 generado por x1 v xs.

Paso 2. Si es apropiado, escale vy para simplificar los célculos posteriores. Como v, tiene
entradas fraccionarias, es conveniente, escalarlo mediante un factor de 4 y reemplazar a

{v1,v2} empleando la base ortogonal:

1 -3
1 , 1
Ul = s ’02 =
1 1
_1_ L 1 -
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Paso 3. Sea w3 el vector producido al restar de x3 su proyeccion sobre el subespacio W:

. T3+ fs‘”é /
ProJw, 3 = T T Tl 2
2 2

=—1 1 1 1 —-3 -1 1 1 1

| -+ = ]

=0 2/3 2/3 2/3]
Entonces vs es la componente de x3 ortogonal a W, a saber,

U3 = X3 — Projy, T3
=0 0 1 1]—-[0 2/3 2/3 2/3]
=0 —-2/3 1/3 1/3
Entonces, {v1, v}, v3} es un conjunto ortogonal de vectores diferentes de cero y, por lo tan-
to, un conjunto linealmente independiente en W. Observe que W es tridimensional, pues

fue definido con una base de tres vectores. Por tanto {vq, v}, v3} es una base ortogonal para

w.

1.2. Coordenadas en R"” y cambio de base

En esta seccion tratamos el concepto general de coordenadas para los elementos de R™ res-
pecto a una base, como también el efecto que tiene en esas coordenadas al realizar un cam-

bio de base.

Sea B = {z1,...,x,} una base de R", la cual consideramos ordenada con el orden indicado

por las posiciones relativas de los vectores: z; es el primer elemento, x5 es el segundo, etc.

Dado x € R™ sabemos que existen escalares aq,...,a, en R tnicos tales que:
r=ar+ ...+ a,x, (1.1)

Definicién 1.2.1. El escalar a; en la ecuacion 1.1, sera llamado i-ésima coordenada del
vector x respecto a la base B y el vector columna:
ay
rp —

Qn
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Se dira el vector de coordenadas de x respecto a la base B.

Teorema 1.2.2. Sea B = {x1,...,2,} una base de R". La aplicacion Cp : R" — R",
Cp(x) = xp es una transformacion lineal, esto es, para cada x,y € R™ y para cada s,k €
R, (sx+ky)p = srp+ kyp.

Demostracion. Sean x,y € R". Digamos que: g = [a1, -, a,)T y que yg = [by, -+, bp)T
es decir x = a1 + ...+ a,x, vy y = byx1 + ... + byx,, entonces si s,k € R:

st +ky = s(a1xy + ... + apxy) + k(bizy + ... + bpxy)
= (say + kby)xy + ... + (sa, + kb,)x,

por tanto,
saj + kby a by
(sx+ ky)p = : =s|:|+k|:|=srp+kys
sa,, + kb, an by,
O

Suponga que By = {x1,...,2,} v Ba = {y1,...yn} son dos bases ordenadas para R" y sea
x € R™. Digamos que:
rp, = [a1,...,a,) estoes x=aiw; + ...+ a7,
J/’BQ:[bl,...,bn]T:eStoeS x:b1y1++bnyn

. Como se relacionan los vectores de coordenadas zp, y 5,7 Para dar respuesta a esta pre-

gunta, expresemos cada y;(i € J,,) en la base By. Digamos que (y;)p, = P; € R". Entonces:

ZL‘Bl = (b1y1 4+ ...+ bnyn)Bl
=bi(y1)B, + -+ buYn)B,
=bip1 + ...+ bppy

b
= [pl .. pn]
bn
= P.’L’B2
Donde P = [p;...p,], esta matriz se dira la matriz de cambio de base (o de paso) en la

base B, a la base Bj.
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1.3. Valores propios y vectores propios

Los valores propios sirven para estudiar ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos con-
tinuos, brindan informacion critica en disenos de ingenieria, y se originan de manera natu-
ral en campos de la fisica y la quimica. Para nuestros objetivos el concepto de valor propio

tomara relevancia cuando expongamos el criterio de la segunda derivada.

Definicién 1.3.1. Sea A una matriz n X n. Un escalar A se dice valor propio de A si
existe algin vector x € R" x # 0, tal que Ax = AX. en este caso x se dird un vector

propio de A, correspondiente o asociado al valor propio A.

El calculo de los valores propios de una matriz se basa en el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2. Sea A una matrizn x n y A € C. X es un valor propio de A si, y sdlo si,

det(A — AI,) = 0.

Demostracion. Supongase que \ es un valor propio de A, esto equivale a decir que existe

un z € R™ — {0} tal que Az = Az, equivalentemente (A — A\l )z = 0, de donde se sigue el

hecho de que A — AI no es invertible y por tanto det(A — AI) = 0. 0
Si A = [0
-an -\ ap - ap ]
det(A — AL, = det a1 Ap— A - Ay
| am O

Es un polinomio de grado n en A con coeficientes en R. Lo llamaremos el polinomio ca-

racteristico de A y lo notaremos por fa(\). Se tiene que:
faA) = (=1)" A"+ oot A" L - e X+ o,

con

Co1 = (—1)" 1 Tr(A), co = det A.

A la ecuacion det(A—AI,) = 0 se le llama ecuacion caracteristica de A. De acuerdo con

el teorema fundamental del algebra, existen reales A\q, ..., \, tales que:
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fa(A) = (A1 —A) ... (A — A) Los nameros Ay, ..., A\, son entonces los valores propios de A,
pudiendo ocurrir que algunos de ellos sean iguales. Convenimos en que cada matriz A de

orden n, tiene n valores propios, los cuales son las n raices en R de su ecuacion caracteristi-
ca,alguno de los cuales pueden repetirse. Llamaremos multiplicidad algebraica del valor

propio A\; de A, al nimero de veces que el factor \; — \ aparezca en la factorizacion.

Teorema 1.3.3. Los valores propios de una matriz triangular son las entradas de su dia-

gonal principal.

Demostracion. Supongamos que A es una matriz triangular n X n, por tanto, A — AJ
también serd triangular, el determinante de una matriz triangular es el producto de los
nameros en la diagonal principal (véase la proposicion2.90 en [5]), entonces, el polinomio

caracteristico estad dado por:
n

fa—ar = H(ak —A).

k=1
Donde los aj son los elementos de la diagonal principal de la matriz A, asi, es evidente que

sus raices(valores propios) son los elementos del conjunto {ag}}_;. O
Teorema 1.3.4. Sivy,...,v, son vectores propios que corresponden a distintos valores
propios Ai, ..., \. de una matriz A de n X n, entonces el conjunto {vq,...,v,.} es linealmen-

te independiente.

Demostracion. Supongamos que {vy,...,v,.} es linealmente dependiente. Como v es dis-
tinto de cero, tenemos que uno de los vectores presentes en el conjunto es una combinacion
lineal de los vectores precedentes. Sea p el indice minimo tal que v,4; es una combinacion
lineal de los vectores precedentes (linealmente independientes). Entonces existen escalares
ci, ..., Cp tales que:

C1U1 + - - F CpUp = Upy1. (1.2)

Si se multiplican ambos lados de (1.2) por A y se usa el hecho de que Av, = M\yvy, para
cada k, se obtiene:

cAvy + - -+ Avy, = Avyyg. (1.3)
cl/\lvl + -+ cp)\pvp = )‘p+1vp+1- (14)

Multiplicando ambos lados de (1.2) por A\,41 v se resta el resultado a (1.3) y (1.4), se tiene:

Cl(>\1 — )\p+1)’01 + -+ Cp()\p — >\p+1)vp =0. (15)
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Como {vy,...,v,} es linealmente independiente, se tiene que los ¢;(A; — Ap+1) = 0 para cada
i = 1,...,p, pero note que ninguno de los factores \; — \p;1, es cero, porque los valores
propios son distintos. De aqui que, ¢; = 0 parai = 1,...,p. Pero entonces (1.2) demues-
tra que v,41 = 0, lo cual es imposible. Por lo tanto, {vy,...,v,} no puede ser linealmente

dependiente, y por lo tanto, deben ser linealmente independientes. O

Si A es un valor propio de una matriz A de orden n, los vectores propios de A correspon-
dientes a A son todos los vectores x € R", x # 0, tales que Ax = X, es decir, todas las

soluciones en R™ no triviales, del sistema homogéneo (A — A\,,)x = 0.
Teorema 1.3.5. Si A\ es un valor propio de la matriz A de orden n, el conjunto
E\) ={zeR": (A= A\,)z =0}

es un subespacio de R™ (lo llamaremos el espacio propio de A correspondiente al valor

propio \) de dimension mayor que cero.

Demostracion. E()), es por definicion, el espacio nulo de A — A1, (considerado este

subespacio como subespacio de R™). Si A es valor propio de A, por definicion de valor pro-

pio, E(\) # {0} y por tanto, dim(E(X)) > 0. O
Considere la matriz A = 7| Es facil ver que su polinomio caracteristico esta dado

1 3
por:

(1-=XB=AN)+2=X—4\+5=0.

El cual tiene raices complejas (A = 2+ i, Ao = 2 — i) Note que la matriz A tiene entradas
reales, sin embargo sus valores propios son complejos, para evitar este fendmeno daremos el
concepto de matriz simétrica y probaremos mas adelante que en una matriz simétrica real

los valores propios son reales.

Definicién 1.3.6. Una matriz simétrica es una matriz A tal que AT = A. Una matriz de
este tipo es necesariamente cuadrada. Sus entradas en la diagonal principal son arbitrarias,

pero sus otras entradas ocurren en pares.

Teorema 1.3.7. Los valores propios de una matriz simétrica real son reales.
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Demostracion. Como A es simétrica, entonces, A = AT, si A tuviese valores propios

complejos, entonces podemos escribir

Axr = Mz
AT =)\T
Ademas:
7' Ax =77 Ar = A||z|? (1.6)
2T AT = 2" \x = \||z|]? (1.7)

Dado que A es simétrica:
7' Ar = (Ax)'m
=2TAT7
=T Az
Restando (1.6) de (1.7) obtenemos:
Mzl* = Mz[* = 0
A =Nz[*=0
Pero esto es posible si y s6lo si A = X, lo que demuestra el hecho de que )\ € R. O

Teorema 1.3.8. Si A es simétrica, entonces cualesquiera dos vectores propios de espacios

propios diferentes son ortogonales.

Demostracion. Sean vy y vy vectores propios correspondientes a distintos valores propios,

por ejemplo, A\; y Ay. Para demostrar que v; - v9 = 0 calculamos:

AV - Vg = (Alvl)Tvz = (Avl)Tvg Puesto que v; es un vector propio
= (vl AT)vy = v] (Avy)  Puesto que AT = A
= vl (Aavy) Puesto que vy es un vector propio

= )\21){1)2 = )\21)1 + Vo

Por lo que (A1 — Ag)vy - vy = 0. Pero Ay — Ay # 0, asi vy - vy = 0. O
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1.4. Semejanza de matrices y diagonalizaciéon

Definiciéon 1.4.1. Si A y B son matrices de n x n, entonces A es semejante a B si existe
una matriz invertible P tal que P~'AP = B, o de manera equivalente, A = PBP~!. Si se
escribe @ en vez de P71, se tiene que Q 'BQ = A. Asi que B también es semejante a A, y

simplemente se dice que A y B son semejantes.

El teorema siguiente ilustra un uso del polinomio caracteristico y proporciona la base para

varios métodos iterativos que aproximan valores propios.

Teorema 1.4.2. St las matrices A y B de n X n son semejantes, entonces tienen el mismo
polinomio caracteristico y, por lo tanto, los mismos valores propios (con las mismas multi-

plicidades).
Demostracion. Si B = P 'AP, entonces

B— X =P AP - AP 'P =P Y(AP - \P) = P *(A— \I)P
luego,

det(B — \I) = det[P~ (A — \I)P]
= det(P ') det(A — \I)) det(P)

De aqui se deduce facilmente que
det(B — \I) = det(A — \I).
m

En muchos casos, la informacion vector propio-valor propio contenida dentro de una matriz

A puede representarse mediante una ttil factorizacion de la forma A = PDP!.

La factorizaciéon permite calcular rapidamente A* para valores grandes de k, una idea fun-
damental en varias aplicaciones del algebra lineal.

Nos encargaremos ahora de establecer condiciones (necesarias y/o suficientes) para que una

matriz dada A sea semejante a una matriz diagonal, en vez de “A es semejante, a una ma-

triz diagonal” también diremos “A es diagonalizable”.



12 Capitulo 1. Preliminares

Definicién 1.4.3. Una matriz A de n X n es diagonalizable si A es semejante a una matriz

diagonal, esto es, si A = PDP~! para alguna matriz diagonal D.

El siguiente teorema, proporciona una caracterizacion de las matrices diagonalizables e in-

dica una forma de estructurar una factorizacion adecuada.

Teorema 1.4.4. Una matriz A de n X n es diagonalizable si, y solo si, A tiene n vectores
propios linealmente independientes. De hecho, A = PDP~', con D como una matriz diago-
nal, si, y solo si, las columnas de P son n vectores propios de A linealmente independien-

tes. En este caso, las entradas diagonales de D son wvalores propios de A que corresponden,

respectivamente, a los vectores propios de P.

En otras palabras, A es diagonalizable si y solo si, hay suficientes vectores propios para for-

mar una base de R™. A una base de este tipo se le denomina base de vectores propios.

Demostracion. Primero, observe que si P es cualquier matriz de n X n con columnas

v1,...,U, ¥ Si D es cualquier matriz diagonal con entradas \q, ..., \,, entonces:
AP = Afvy -+ -v,) = [Avy Avy -+ Av,) (1.8)

mientras que:

Ay 0 <= 0]
PD=P . . . . = [)\11}1 )\21)2 tee )\nvn] (19)
0 0 -

Ahora suponga que A es diagonalizable e igual a PDP~!. Entonces, al multiplicar por la
derecha esta relacion por P, se tendra AP = PD. En este caso usando (1.8) y (1.9), vemos
que:

[AUl A’UQ cee Al}n] = [/\1v1 )\21)2 cee Anvn] (110)

Igualando las columnas se tiene que:
Al)l = )\11)1, AUQ = )\21)2 yon ,Avn = )‘nvn (111)

Como P es invertible, sus columnas vy, ..., v, deben ser linealmente independientes. Tam-

bién, como sus columnas son diferentes de cero, (1.11) muestra que Aq,..., A, son valores
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propios y que vy, ..., v, son los vectores propios correspondientes. Este argumento demues-

tra las partes “solo si” del primero, segundo y tercer enunciados del teorema.

Por dltimo, dados cualesquiera n vectores propios vy, ..., v, estos se usan para estructurar
las columnas de P y luego utilizamos los valores propios correspondientes Aq,..., A, para
conformar D. de acuerdo con (1.8),(1.9), (1.10) AP = DP. Esto es vélido sin condicion
alguna para los vectores propios. Si, de hecho, los vectores propios son linealmente inde-
pendientes, entonces P es invertible (por el teorema de la matriz invertible), y AP = DP

implica que A = PDP~1. O
Ejemplo 1.4.5. Diagonalice la siguiente matriz, si es posible.
1 3 3
A=|-3 =5 -3
3 3 1

Esto es, encuentre una matriz invertible P y una matriz diagonal D tales que A = PDP~!

solucién:
Se requieren cuatro pasos para implementar la descripcion del Teorema 1.4.4
Paso 1: encontrar los valores propios de A

En el presente caso, resulta que la ecuaciéon caracteristica contiene un polinomio cubico al

cual se puede factorizar:
0=det(A—A)=—-N -3\ +4=—-A-1)(A+2)

Los valores propios son A=1y A = —2
Paso 2: Encontrar tres vectores propios de A linealmente independientes.

Se necesitan tres vectores porque A es una matriz 3 x 3. éste es el paso critico. Si falla,

entonces el teorema anterior postula que A no puede diagonalizarse.

Al encontrar los tres vectores propios(asociados a los valores propios correspondientes), ob-

tenemos:

vp=[1 -1 1N v=[-1 1 0 v3=[-1 0 1]"

De igual forma es facil comprobar que {v,v9,v3} es un conjunto linealmente independien-

te.
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Paso 3: construir P a partir de los vectores del paso 2

El orden de los vectores no tiene importancia. Al usar el orden elegido en el paso 2, forma

1 -1 -1
P=vy vy w3)=1{=-1 1 0

paso 4: Estructurar D a partir de los valores propios correspondientes

En este paso, resulta esencial que el orden de los valores propios corresponda al orden ele-

gido para las columnas de P. En nuestro caso utilizaremos el valor propio A = —2 dos ve-
ces, una para cada uno de los vectores propios correspondientes a A = —2
1 0 O
D=10 -2 0
0 0 =2

1 3 3|1 -1 -1 1 2 2
AP={-3 —5 =3||-1 1 o|=|-1 -2 o0
0 1 1 0 -2

w
w
—_
—_

S
|
T A
—_
OH'
—_
>—t©|
[

o O =
I
O[\DO
|
[\DOO
|
T -
—_

I
OMI\D
|
NO[\D

Ejemplo 1.4.6. Diagonalice la siguiente matriz, si es posible.

2 4 3
A=|-4 —6 -3
3 3 1

La ecuacién caracteristica de A resulta ser exactamente la misma que que la del ejemplo

anterior:

0=det(A—A)=—-N -3\ +4=—-\—-1)(A+2)

Los valores propios son A = 1y A = —2. Sin embargo, al buscar los vectores propios, se

encuentra que cada uno de los espacios propios tiene solo una dimension: para A; tenemos
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vy = [1  —1 1]7, para Ay tenemos v, = [-1 1 0]7. No existen otros valores propios
y cada vector propio de A es un miiltiplo ya sea de v; o de v,. Por lo tanto, es imposible
construir una base de R? usando vectores propios de A. Por el Teorema 1.4.4, A no es dia-

gonalizable.

El teorema siguiente proporciona una condiciéon suficiente para que una matriz sea diago-

nalizable.

Teorema 1.4.7. Una matriz A de n X n con n valores propios distintos es diagonalizable.

Demostracion. Sean vy,...,v, los vectores propios correspondientes a los n valores pro-
pios distintos de una matriz A. Entonces {vy,...,v,} es linealmente independiente, y por el
teorema 1.4.4 A es diagonalizable. m

Por ser diagonalizable, no es necesario que una matriz n X n tenga n valores propios distin-

tos.

Ejemplo 1.4.8. determine si la siguiente matriz es diagonalizable.

5 —8 1
A=10 0 7
0 0 =2

Solucién: Dado que la matriz es triangular, sus valores propios son, evidentemente, 5,0 y

-2. Puesto que A es una matriz 3 X 3 con tres valores propios distintos, A es diagonalizable.

Si una matriz A de n X n tiene n valores propios distintos, con vectores propios correspon-
dientes vy,...,v, y si P = [v1,...,v,] entonces P es automaticamente invertible porque sus
columnas son linealmente independientes. Cuando A es diagonalizable, pero tiene menos de
n valores propios distintos, atn es posible estructurar a P de alguna forma que la vuelva

automéaticamente invertible, como lo muestra el teorema siguiente:

Teorema 1.4.9. Sea A una matriz de n X n cuyos valores propios distintos son Ay, ..., \p.
a. Para 1 < k < p, la dimension del espacio propio para A\, es menor o igual que la multi-
plicidad del valor propio \.

b. La matriz A es diagonalizable, si y solo si, la suma de las dimensiones de los distintos
espacios propios es tqual a n, y esto sucede si, y solo si, la dimension del espacio propio

para cada N\, es igual a la multiplicidad de \y.
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c. St A es diagonalizable, y By, es una base para el espacio correspondiente a A\, para cada
k, entonces la coleccion total de vectores en los conjuntos By, ..., B, forma una base de

vectores propios para R™.

Demostracion. La demostracion del teorema es un poco larga pero no dificil, para ver este

hecho, véase [5] O

1.5. Formas cuadraticas

Definicién 1.5.1. Una matriz A es Diagonalizable ortogonalmente si existe una ma-

triz ortogonal P (P~! = PT) y una matriz diagonal D tales que:

A=PDP'=pPDPT (1.12)

Para diagonalizar ortogonalmente una matriz de n x n, deben encontrarse n vectores pro-
pios linealmente independientes y ortonormales. ;Cuando es posible esto? Si A es diagona-

lizable ortogonalmente como en 1.12, entonces:
AT = (PDPTY' = PDPT = A
Por lo tanto A es simétrica. Esto nos hace enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1.5.2. Una matriz A de n X n es diagonalizable ortogonalmente si, y sdlo si, A

es una matriz simétrica.

Demostracion. La primera implicacion ya fue probada en la discusion anterior, para la otra
implicacion, necesitamos probar que una matriz simétrica real n x n A, es diagonalizable

ortogonalmente.

Esto es claramente verdadero para las matrices 1 x 1, si A = [a], entonces, A = [1][a][1] =
UAUT, asumamos ahora que toda (n — 1) x (n — 1) matriz simétrica es ortogonalmente
diagonalizable y veamos que una matriz simétrica n x n es también diagonalizable:
Considere una matriz simétrica A de orden n X n entonces, podemos encontrar un valor

propio (real) A\; de A con su respectivo vector propio vy, normalizando este vector podemos

asumir que vy es un vector propio unitario, siguiendo con este mismo proceso, podemos
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anadir vectores a {v; } para extenderlo a una base de R" y usando el proceso de Gram-

Schmidt se obtiene una base ortonormal para R™: B = {vy,...v,}.

Sea P = Pg = [v; wvg--- v,]la matriz de cambio de base para B. Como P es ortogonal,
P~! = PT, observando la matriz P~' AP, note que esta tltima resulta siendo simétrica,

pues:

(PT'AP)T = (PTAP)T = PTATP™ = (PTAP)" = P'AP
y la primera columna es

P_IAPel = P_lAvl = P_I/\lvl
= )\1P_1U1 = )\1[1)1]3
=1 0 - o]T: A0 - O]T

Usando la simetria y particionando P~ AP por bloques tenemos:

A0
0 B

P AP =

Donde 0 es un bloque con n — 1 ceros, y B es una matriz simétrica. Entonces como B es de
tamanio (n — 1) x (n — 1) por la hipotesis inductiva, B es ortogonalmente diagonalizable:
Esto es, existe una matriz diagonal D’ y una (n — 1) x (n — 1) matriz ortogonal () para el

cual B=QD'Q 'oQ'BQ =D’

Definase una matriz particionada n x n

1 0
R =

0 @

1 0f (1 O 1 . . .
Como = Vemos que R es invertible con inversa
0 Q|0 QF 0
Rl 1 0
0 Q!

Dado U = PR, entonces U es ortogonal (es el producto de dos matrices ortogonales) En-
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tonces:

0 D

A0
Como D = ! || es una matriz diagonal, tenemos A = UDU~' = UDU?, lo que
0 D

demuestra la ortogonalidad de A. O]

1.5.1. descomposicién espectral

Suponga que A = PDP~!, donde las columnas de P son vectores propios ortonormales
Uy, ..., u, de Ay los valores propios correspondientes Ay, ..., A\, estan en la matriz diago-

nal D. Entonces, como P~! = PT,

BV 0]
uy
. 0 A ol
A=PDP" =[uy, - ,uy] . :
Uy,
(0 0 Ao
uf
= [Aug -+ Aty
u,,

De lo anterior concluimos que

A= Mugul + Mugul + -+ )\nunuz
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Esta descomposicion de A se llama descomposiciéon espectral de A porque divide a A

en fragmentos determinados por el espectro (valores propios de A).

Ejemplo 1.5.3. Estructuremos una descomposicion espectral de la matriz A que tiene la

diagonalizacion ortogonal

720 [2/v5 —-1/v5| (8 Of | 2/v5 1/V5

i 1v5 2/v5 | |0 3] |=1/vB 2/v5

Solucion. Denote las columnas de P mediante u; y us. Entonces

A= 8U1Ur‘1r + 3UQU5

Para verificar esta descomposicion de A calcule:

r_ |2/V5

45 2/5
1/v/5 2/V5 1Vl = 2/5 1/5

r |FUVE| 1/5 —2/5

Uglly = 25 [—1/V5 2/V5] = _2/5 4/5]
8u1uf+3u2ug: 32/5 16/5 N 3/5 —6/5 _ 7 2 _ 4

16/5 8/5 —6/5 12/5 2 4

]

Definicién 1.5.4. Una forma cuadratica en R" es una funcion @) : R” — R definida por
Q(z) = vAxzT, donde A es una matriz simétrica de orden n x n. La matriz A se denomina

matriz de la forma cuadratica.

El ejemplo més sencillo de una forma cuadratica diferente de cero es Q(z) = xlz” = ||z|?

Ejemplo 1.5.5. Sea z = (2, 75). Calcular zAx” para las siguientes matrices:

4 0
1. A=

0 3

3 =2
2. A=

-2 7
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Solucion. 1.

4 0| |z
vAx’ = [z, 1] H o= 423 + 323

T2

2. Existen dos entradas -2 en A. Observe como aparecen en los calculos.

3 =2 |z
rAx’ =[x, 1] !
—2 7 T2
3r] — 215
= [r1 2
—2x1 + Txo

= Il(?).i?l - 21’2) + IQ(—Ql’l + 7$2) = 313% - 41’1I2 + 7.1)%

La presencia de —4x x5 en la forma cuadratica se debe a las entradas -2 fuera de la
diagonal en la matriz A. En contraste, la forma cuadratica asociada con la matriz
diagonal A del ejemplo item 1 no tiene ningin término de producto cruzado zzs. El

siguiente teorema dard una forma de resolver este fenémeno

1.5.2. Diagonalizacién de una forma cuadratica

Teorema 1.5.6 (Teorema de los ejes principales). Sea A una matriz simétrica de or-
den n x n. Considere la forma cuadrdtica Q(z) = xAxT, entonces, existe una matriz or-
togonal P y una matriz diagonal D (cuyas entradas de la diagonal principal son los valores
propios de A) tales que al efectuar el cambio de variable v = yPT la forma cuadrdtica toma

la siguiente forma:
Q(l’) = IA:CT = )\ly% +oeee )\nyQ'

Demostracion. Dado que A es una matriz simétrica, sabemos, por el Teorema 1.5.2 que A
es diagonalizable ortogonalmente, es decir, existe una matriz ortogonal P (P~ = PT)y

una matriz diagonal D (cuyas entradas son los valores propios de A) tales que
A= PDP".
Un calculo sencillo muestra que D = PTAP. Sea = = yP7 entonces

Q(z) = zAz" = (yP")A(yP")" = y(PTAP)y" = yDy".
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Sean {1, -+, \,} los valores propios de A, y = (y1,...,y,) entonces:
Q(z) = QyP") = yDy" = My + -~ + Ay

Obtenemos entonces una nueva forma cuadratica sin términos de producto cruzado. O

1.5.3. Clasificacion de las formas cuadraticas

Cuando A es una matriz de n x n, la forma cuadratica Q(zr) = zAzT es una funcién de
valores reales con dominio en R”. Se distinguen varias clases importantes de formas cuadra-

ticas por el tipo de valores que asumen para diversos z € R":

Definicion 1.5.7. Una forma cuadratica Q(z) = xAzT es:

1. Definida positiva si Q(x) > 0 para todo x # 0
2. Definida negativa si Q(z) < 0 para todo x # 0

3. indefinida Si Q(x) toma valores tanto positivos como negativos.

Asimismo, se afirma que () es semidefinida positiva si Q(z) > 0 para todo z € R"y @

es semidefinida negativa si Q(z) < 0 para todo = € R™.

El siguiente teorema caracteriza algunas formas cuadréticas en términos de los valores pro-

pios.

Teorema 1.5.8. Sea A una matriz simétrica de n X n. Entonces una forma cuadrdtica

2T Az es:
1. Definida positiva si, y solo si, todos los valores propios de A son positivos,
2. Definida negativa si, y solo si, todos los valores propios de A son megativos, o
3. Indefinida si, y sélo si, A tiene valores propios tanto positivos como negativos.

Demostracion. De acuerdo con el teorema de los ejes principales, existe un cambio de

variable ortogonal z = yPT tal que:

Qr) = rAxT = yDy" = Aly% + /\gyg + -4 /\nyi. (1.13)
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Donde Aq,..., A, son los valores propios de A. Como P es invertible, existe una correspon-
dencia uno a uno entre todos los x # 0 y todos los y distintos de cero. Entonces los valores
de Q(z) para x # 0 coinciden con los valores de la expresion del lado derecho de 1.13, que
estan obviamente controlados por los signos de los valores propios Ay, ..., A, de las tres

maneras descritas en el teorema. O

Teorema 1.5.9 (Sylvester). Sea A una matriz simétrica de orden n x n. La forma cuadrd-

tica Q(x) = xAx" es definida positiva si y sélo si se cumplen,

ailr Q2 -+ Qin
aj; a2 a21 Q22 -+ QA2p
ay; > 0, >0,...,] _ | >0.
Us1 Qo9 : : . :
Ap1 QAp2 *°° Qpp

Andlogamente, la forma cuadrdtica Q(x) = xAzxT es definida negativa si y sélo si se cum-

plen;
11 Q2 - Qip
@11 Q12 Q21 Q22 -+ Q2p
a;p <0, >0,..., . . ] . (_1)n>0
Aol (9o : : . :
Ap1 Gp2 - App

1.6. Conjuntos Convexos

En esta seccidon, daremos una breve introduccion a la teoria de conjuntos convexos, la cual

nos serd muy util més adelante en la teoria de puntos criticos.

Dados dos puntos x1, x5 € R", considere el conjunto:
P={zxeR": (r; —x3)  (x —x9) =0}

Tal conjunto P es llamado un hiperplano alrededor de x5. Geométricamente, uno puede
pensar a P como sigue: si [ denota la linea que pasa por x1 y 2, y I’ la linea que pasa por
xo y x. 'y I' son perpendiculares si (1 — x2) - (x — x2) = 0. Asi P esta hecha por todas las

lineas perpendiculares a [. Si ponemos z = x; — x5 y ¢ = 2 - x5, entonces:
(x1—x9) - (x—29) =2-T—C

Asi la definicién de hiperplano puede ser convenientemente formulada como sigue:
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Definicién 1.6.1. Un hiperplano en R" es un conjunto de la forma {z € R" : z - = ¢},

donde z # 0 y ¢ esta dado.

Un hiperplano es un punto para n = 1, una linea para n = 2, un plano para n = 3. Para
cualquier escalar no nulo b, {x e R" : z -z = ¢} = {z € R" : (bz) - & = bc}. Asi el vector z y

el escalar ¢ definen un hiperplano determinado por un multiplo escalar.

Ejemplo 1.6.2. Encuentre el hiperplano P en R* el cual contiene los puntos e, e;+2es, e+

363, €3 + 464.

Todo x € P satisface la ecuaciéon z - x = ¢, donde z y ¢ deben ser encontrados, tomando

sucesivamente x = ey, * = e; + 2es, ..., obtenemos:
_ _ _ _ .2 3
c=z-e1=2z, c=2z-(ea+3e3)=2"+32",
c=z(eg+3e3) =22 +32%, c=2z-(es+4ey) =2° +42*
D i 1 ! 4 d isf;
e estas ecuaciones, las componentes z-, ..., 2" de vectores z satistacen
c
2=
Tomando por conveniencia ¢ = 6, tenemos:

P={z:62" +22° + 2" =6}

Definicién 1.6.3. Dado z # 0. Un semiespacio es un conjunto de la forma {z : z-z > ¢},

y un semiespacio abierto es un conjunto de la forma {z : z -z > c}.

Definicién 1.6.4. Dado K C R". Entonces K es convexo si el segmento de linea que une
dos puntos de K estd en K, es decir, para todo x1,29 € K y t € [0,1], el punto z = tz; +
(1 — t)xo también pertenece a K. En la definicion, asumimos que x; # z5. Pero si x; =

es trivial que z € K, dado que x = x1 = xs.

Ejemplo 1.6.5. Cualquier semiespacio cerrado es un conjunto convexo. Dado H = {x :

z-x>c}, 2#0. Dado x1,29 € Hy v = txy + (1 — t)z, donde ¢t € [0, 1]. Entonces
Z:T12CY 2Ty >C
Como t >0, tz-x; > te;y como 1 —t >0, (1 —t)z-x9 > (1 —t)c. Consecuentemente,

zex=tz-xmy+(1—t)z-x9 >tc+ (1 —t)c=c
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Conjunto convexo Conjunto no convexo

Esto prueba que x € H. Por tanto, H es un conjunto convexo. Similarmente, cualquier

hiperplano es un conjunto convexo y cualquier semiespacio es un conjunto convexo.

Ejemplo 1.6.6. Dado U = {z : |z — x| < ¢}, para algin x¢ y 6 > 0. Para mostrar que U
es convexo, sean x1, Ty € Uy © = txy + (1 — t)xq, donde ¢ € [0, 1]. Entonces, |x; — 2o <Jy

|zg — x| < d, ademés x = t(x; — x0) + (1 — t)(z2 — 2,), por tanto,
|z — xo| < tlxy — x| + (1 —t)|xg — 20| < 0
lo que significa que x € U.

Proposicion 1.6.7. Si K, ..., K,, son conjuntos convexos, entonces, su interseccion

KiNn...NnK,, también es convexa.

Demostracion. Dados x1,x, dos puntos de K1,N, ..., NK,,, x1 # x2, sea [ la linea que
denota el segmento que une x; y xo. Para cada j = 1,...,m, 1,22 € K;. Como cada K es
convexo, | C K paracada j=1,...,m. Asil C K;N...NK,,. O

En esta prueba no usamos el hecho de que el nimero de K fuera finito por tanto tenemos

que la interseccion de cualquier coleccion de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

La definicion de conjuntos convexos es expresada en términos de un par de puntos, pero
también puede ser definida en términos de combinaciones convexas de cualquier niimero m

finito de puntos. Dado z, ..., z,, puntos distintos (x; # x) si j # k.

Definicién 1.6.8. Un punto x es una combinaciéon convexa de zq, ..., x,, si existen escala-

res t', ..., t™ tales que:

m m
x:Zt]xj, 122753, V! >0paraj=1,...,m
j=1 j=1
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Para decir que x es una combinacion convexa de dos puntos de S es simplemente decir que
x estd en algin segmento de linea con puntos finales en .S, por ejemplo, si S es el circulo
con ecuacion z2 + y? = a?, entonces todo punto en el disco circular {(z,y) : z* + y* < a?}

acotado por S es una combinacioén convexa de dos puntos de S.

Proposicién 1.6.9. Un conjunto K es convezxo si y solo si toda combinacion conveza de

puntos de K es un punto de K.

Demostracion. Sea K un conjunto convexo. Probaremos por inducciéon sobre m que si x es
cualquier combinacién convexa de zq,...,x,, € K, entonces x € K, el caso K = 2 es la
definicion de convexidad. Asumamos que el resultado es verdad para todo entero m > 2,
dada x una combinacién convexa de puntos zq,..., T, de K,

m+1 m+1
:U:thxj, 1:th, t# >0paraj=1,...,m+1
j=1 j=1

Si ™t =1, entonces t/ = 0 para j < my T = T4y estd en K. Sit™ < 1, dado

t=1—t"" s =t//tparaj=1,...,m

m
Yy = E s'x;
j=1
Entonces y es una combinacion convexa de x1, ..., Z,,, por hipdtesis inductiva, y € K.

Pero;

r=ty+(1—t)amnyte(01]
Por tanto, x € K.

Reciprocamente, asuma que toda combinacién convexa de puntos de K es un punto de K,
en particular, esto es cierto para combinaciones convexas de cualquier par de puntos x, xs

de puntos de K. Por tanto K es convexo. O

1.7. Diferenciacion de funciones real valuadas

Por motivos de notacion definamos antes algunas nociones topologicas basicas de R”.

Sea a un punto dado en R™ y r > 0. El conjunto:

B(a,r)={x € R": ||x —al| < r}
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Es llamado la bola de centro a y radio r, en algunas ocasiones solo diremos n-bola o tam-
bién una vecindad de a. En R es simplemente un intervalo abierto con punto medio en a.

En R? es un disco circular, y en R3 es una esfera con centro a y radio r.

Nw

Esfera Disco circular

Definicién 1.7.1. Sea S un subconjunto de R" y z € A, x es llamado un punto interior
de A si existe una bola de centro x y radio r > 0 tal que B(z,r) C A. Si existe un r > 0 tal
que B(z,r) esté contenida en el complemento de A entonces decimos que x es un punto
exterior de A. Si toda vecindad de x contiene al menos un punto de A y un punto de A°,

entonces = esta en la frontera de A denotada por JA.

Un conjunto S de R™ es abierto si tiene todos sus puntos interiores, diremos también que

un conjunto S es cerrado si S¢ es abierto.

Un conjunto X C R" es acotado cuando existe un ¢ > 0 tal que ||z| < ¢ para todo z € X.

Cuando se estudian funciones reales de n variables, esto es, definidas en un subconjunto de
un espacio de R™ es natural intentar definir una nocién de derivada que tenga propiedades
analogas a la derivada de una funcion, la idea que se presenta més naturalmente es la de

derivada parcial que definiremos ahora.

Definicion 1.7.2. Sea f : U — R una funcién real definida en un subconjunto abierto
U C R", dado un punto a € U, la i-ésima derivada parcial de f en el punto a donde

1 <i<nesel limite:

D;f(a) = 1fm fla+te;) — f(a)

t—0 t

A veces usaremos la notacion

9,

Cuando U C R?, una funcién f : U — R se llama funcion real de dos variables y escribimos
f(z,y) para indicar su valor en el punto z = (x,y). De esta forma, las derivadas parciales

.y 3] 0
de f en un punto ¢ = (a,b) € U pueden ser también representadas por %(c) y %(c).
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Tenemos entonces que:

le(C) = %(C) — ll;l% f(a + t, bi — f((l, b)
Daf(e) = 2 (o) = iy L0 =S

Observacion 1.7.3. Las derivadas parciales, son conceptos puntuales, es decir, se habla
de la derivada parcial de una funciéon en un punto dado (de su dominio). Es por eso que, en
general, se debe hacer explicito el punto z = (z,y) donde estan evaluados af Cy 8f escri-
biendo %(x y) o —( ). Sin embargo, muchas veces calculamos las derlvadas parciales en

un punto cualquiera (z,y) de su dominio. En tal caso, basta eSCl"lblI‘ y ay'

Ejemplo 1.7.4. Sea U C R? abierto, y [ : U — R, f(z,y) = 2°y>. Entonces:

O _ g (ot hey) = flo)
ox h—0
2,3 _
_ lim (x + h)?y? — 2%?
h—0 h
R 3 3
= lim (2zy” + hy”)
= 2zy°
O _ g [0 )= Sl
8y h—0
& (y+h) — %3
h—0 h
= lim (32%y* + 32%yh + 2°h?)
h—0
= 3z%y?

En este ejemplo se observa que, como era de esperarse, las derivadas parciales de una fun-
cion z = f(z,y) se obtienen derivando parcialmente cada una de las variables, y conservan-
do la otra como constante (es decir, pensando en la funcién f como dependiente sélo de z
o de y).

Dado que las derivadas parciales nos ofrecen informaciéon sobre una funciéon a lo largo de
rectas paralelas a los ejes, intentamos extender la nocion de derivada a otras direcciones

deseadas. Esto nos lleva al importante concepto de derivada direccional.
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Sea f : U — R definida en un abierto U de R", a € U, y v € R", la derivada direccional

de f en el punto a en la direcciéon v, es por definiciéon, el limite:

af fla+tv) — fla)

cuando el limite exista.

La primera observacion que debemos hacer de la definicién anterior es que el concepto de

derivada direccional es un concepto que generaliza el de derivada parcial, en efecto, si v =

ei, tenemos que, efectivamente ||v|| = ||e;]| =1 y:
0 . fxg+te;) — f(x
Duf(a0) = X (ag) = iy P01 = T 0
0
- L (a)

Ejemplo 1.7.5. Sea f : R?* — R, la funcion f(z,y,z) = 223 + Ty* + 92% y sea v = (a, b, ¢)
un vector unitario. La derivada direccional de esta funcion en un punto u = (z,y, z) € R?

arbitrario en la direccién de v es:

f(u;v) = of = lim

ov t—0 t
. 2(x +ta)® + 7(y +tb)* + 9(z + tc)* — (22° + Ty? + 92?%)
) t

= 111%(6:102@ + 6xta’® + 2t%a® + 14yb + Ttb* + 182c + 9z¢?)
e

= 62%a + 14yb + 18zc.

1.7.1. La diferencial

En célculo de una variable, la existencia de la derivada de una funcién f : I — R en un
punto ¢ € [ implica la continuidad en ¢, esto puede probarse facilmente de la siguiente

forma;

Para todo x € I — {c}, tenemos:
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Dado que f’(c) existe tenemos que:

lm(f(x) — £(c)) = (h'm M) (1m(z — )

T—cC T—cC Tr—cC
= f'(c)-0
=0

Por tanto, lim, . f(x) = f(c) lo que demuestra la continuidad en c.

El siguiente ejemplo, probari que la existencia de todas las derivadas direccionales en un
?
punto no implican la continuidad en él. Por esta razon, las derivadas direccionales no cons-

tituyen una extension satisfactoria del concepto unidimensional de derivada.

Ejemplo 1.7.6. Sea U C R?y f: U — R definida del siguiente modo:

2

f(x,y>=x2x—_fylsix#o, F(0,9) = 0.

Sea z = (0,0) e v = (a,b) cualquier vector. Si a # 0 tenemos

t—0 t t—0 t
 lim f(ta,tb)
t—0 t
B t3ab?
50 t3a2 + bt
b2
T a

Si v = (0,b) se obtiene facilmente que f'(0;v) = 0 por tanto, f'(0;v) = 0 existe para todas

las direcciones y sin embargo si tomamos el camino S = {(z,y) € R, m > 0: x = my?}

2 4
lim 2= lm Y
(@y)—00) 22 +yt  (@y—-00) (M + 1)y
. m
S om24+1

Noétese que si m=1 entonces

lim r,y)=1/2
oy =1/

pero tomando m=0

lim z,y) =0
(w,y)—>(070)f( v)

Esto demuestra que la funcién no es continua en 0.
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Sin embargo, existe una generalizacion més conveniente que implica la continuidad y al
mismo tiempo nos permite extender los principales teoremas de derivadas en una variable a

el caso de dos o més variables. Esa es la llamada diferencial total o diferencial.

En el caso uni-dimensional una funcién f que tiene derivada en a puede ser aproximada en
un entorno de a mediante un polinomio de Taylor de primer grado. Si existe f’(a) designe-
mos con E(a, h) la diferencia:

fla+h) = f(a)

E(a,h) = Y

— f'(a) sih #0 (1.14)

y definamos E(a,0) = 0 de 1.14 obtenemos la formula
fla+h) = f(a)+ f'(a)h+ hE(a,h),

valida también para h = 0. Esta es la formula de Taylor de primer orden para aproximar
f(a+ h) — f(a) por medio de f’(a)h. El error cometido es hF(a, h). De 1.14 resulta que
E(a,h) — 0 cuando h — 0.

Esta propiedad de aproximar una funcion diferenciable mediante una funcién lineal sugiere
un método de extender el concepto de diferenciabilidad al caso de un nimero cualquiera de
dimensiones.

Sea f : S — R definida en un conjunto S de R". Sea a un punto interior de Sy B(a,r) una

n-bola contenida en S. Sea v un vector tal que ||v|| < r, de modo que a +v € B(a,r).

Definicién 1.7.7. Decimos que f es diferenciable en a si existe una transformacion li-
neal

T,:R" >R
y una funcion escalar E(a,v) tal que
fla+v) = f(a) + Ta(v) + [Jv] E(a, v), (1.15)

para |[v]| < r de manera que F(a,v) — 0 cuando ||v|]] — 0. La transformacion lineal T, se

llama diferencial de f en a.

Observacion 1.7.8. La diferencial T}, es una transformacién lineal, no un ntimero. El valor
T.(v) es un nimero real; esta definido para todo v € R". La diferencial fue introducida por

W.H.Young en 1908 y por M.Frechet en 1911 en forma més general.
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La ecuacion 1.15, valida para ||v]| < r, se llama formula de Taylor de primer orden para
f(a+wv). Nos proporciona una aproximacion lineal, T, (v), para la diferencia f(a+v)— f(a).

El error en la aproximacion es ||[v||E(a,v).

El teorema que sigue demuestra que si la diferencial existe, es tinica. Asi mismo nos dice

como calcular T, (y) para todo y € R™.

Teorema 1.7.9. Sea U C R"™ un abierto de R™ y a un punto interior de U, si f : U — R
es diferenciable en a con diferencial T, entonces existe la derivada f'(a;y) para todo y €

R™ y tenemos:
Tu(y) = f(a;y). (1.16)

Ademdas f'(a;y) es una combinacion lineal de los componentes de y. Efectivamente, siy =

(Y1, ,Yn) tenemos:

f(a;y) = Def(a)ys (1.17)

Demostracion. La ecuacion 1.16 es trivial si y = 0 puesto que 7,(0) =0y f'(a,0) = 0. Por

consiguiente podemos suponer que y # 0.

Puesto que f es diferenciable en a tenemos una férmula de Taylor,
fla+v) = fla) + Tu(v) + ||v]| E(a, v) (1.18)

Para ||v|| < r para algin r > 0y donde E(a,v) — 0 cuando ||v|| — 0. En esta formula
tomemos v = hy, siendo h # 0y |h||ly|]] < r, entonces ||v]| < r. Puesto que T}, es lineal,
T.(v) = T,(hy) = hT,(y), por la formula de Taylor:

fla+hy) — f(a)

- =T.(y) + ME(&,U). (1.19)

h

Como ||v]| = 0 cuando h — 0 y dado que |h|/h = %1, el segundo miembro de 1.19 tiende
al limite 7,(y) cuando h — 0. Por consiguiente el primer miembro tiene el mismo limite,

esto demuestra 1.16.

Para deducir 1.17 utilizamos la linealidad de T,. Si y = (y1, - ,¥») tenemos y = > _7'_, yxey,

luego:

Tu(y) = Ta (Z yk6k) = wTuler) = Y yef'(a;er) = Y yeDef(a)
k=1 k=1 k=1 k=1
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1.7.2. Gradiente

La formula del teorema 1.7.9, que expresa f’(a;y) como una combinacion lineal de los com-

ponentes de y, puede escribirse como un producto escalar,

flasy) = Dif(a)y = Vf(a) -y,

k=1

Donde V f(a) es el vector cuyos componentes son las derivadas parciales de f en a,

Vf(a) = (Dif(a),---, Dnf(a)).

Este es llamado gradiente de f. El gradiente V f es un campo vectorial definido en cada

punto de a en el que existen las derivadas parciales Dy f(a),--- , D, f(a).

La formula de Taylor de primer orden 1.18 puede escribirse en la forma:
fla+v) = f(a) + Vf(a) v+ |v[|E(av), (1.20)

En donde E(a,v) — 0 cuando ||v|]] — 0. En esta forma se parece a la formula de Taylor

unidimensional desempefniando el vector gradiente V f(a) el papel de la derivada f’(a).

A partir de la formula de Taylor podemos deducir que la diferenciabilidad implica la conti-

nuidad en a.

Teorema 1.7.10. Si un campo escalar f es diferenciable en a, entonces f es continua en

a.
Demostracion. De 1.20 resulta:
[fla+v) = fla)] = [Vf(a)-v+]v]|E(a,v)|
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz encontramos:
0 < |fla+v) = fla)] < IVF@llvl+ vl E(a,v)]
Esto prueba que f(a +v) — f(a) cuando ||v|| — 0, asi que f es continua en a. O

Cuando y es un vector unitario, la derivada direccional f’(a;y) tiene una sencilla relacion
geométrica con el vector gradiente. Supongamos que V f(a) # 0y designemos 6 el angulo

formado por V f(a) e y. Tenemos entonces:

flay) =V f(a) -y = [V f(a)llllyllcos(d) = ||V f(a)|cos(8)
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Esto nos dice que la derivada direccional es el componente del vector gradiente en la direc-
cion de y, es facil ver que la derivada alcanza el valor maximo cuando cos(f) = 1, esto es,
cuando y tiene la misma direccion que V f(a) y note ademas que este maximo es igual a la

longitud del vector gradiente.

Ejemplo 1.7.11. Hallemos todos los puntos (z,y) y las direcciones para las que la deri-
vada direccional de f(z,y) = 3z% + y? tiene el valor méximo, si (x,y) esta en el circulo
2 +y? =1

Sabemos que en general,

mdx{f'(a;y)} = | f(a)]| para todo a € R".

Hallemos entonces el gradiente V f(x,y); note que D f(z,y) = 6xy Daf(x,y) = 2y por
tanto Las direcciones para las cuales la derivada direccional toma su valor maximo estan
dados por V f(z,y) = (6x,2y) con x = /1 —y? e —1 < y < 1y cuya magnitud o norma es

\/3622 + 42,

f'(a:y)

Figura 1.2: Relacion entre el gradiente y la derivada direccional

1.7.3. gradiente de una forma cuadratica

Sea f(x) = xAz" donde A es una matriz de orden n x n, sean {a;;}};_, las entradas de A,

_ . _ T_ N N e
entonces podemos reescribir la forma cuadratica f(x) = vAz" =370 > 7 aj;viz;.
Notemos primero que

f(z) = appz? + Z U TnTj + Z AinTi T,

j#n i#n
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Derivando parcialemente obtenemos que

of 2
. = 2a,7, + g (p;T; + ; inT;
Ve () 1#£N

n n
= E AinT; + E Apjdy.
i=1 j=1

Luego, es claro que Vf(z) = Ax + ATz si A es simétrica

Vf(x)=2Ax.

(1.21)



Capitulo 2

Extremos relativos

2.1. Extremos locales con algunas notas histoéricas

La historia de soluciéon de problemas extremos es tan antigua como la historia de la mate-
méatica misma, los primeros matematicos que trabajaron este tipo de problemas fueron los
griegos (Arquimedes, Euclides, Heron), ellos formularon y encontraron soluciéon a algunos
de los problemas de maximos o minimos. Uno de los mas famosos problemas es el proble-
ma de Heron; dados dos puntos A y B en un mismo lado de una linea j;cual es el punto
C en la linea tal que AC + CB es minimal? La figura 2.1 da una representacion grafica de

este problema.

El desarrollo del calculo durante los siglos 18 y 20 dieron un potente y sistematico método

para resolver problemas extremos.

Durante mucho tiempo, cada problema extremo se resolvidé de manera individual. En el si-
glo XVII, habia una clara conciencia de la necesidad de crear algunos métodos generales.
Tales métodos fueron desarrollados por Fermat, Newton, Leibniz, y otros; se dieron méto-
dos para funciones de una y varias varias variables, y, en 1ltima instancia, para un nimero
infinito de variables Estos métodos llevaron a la formulacion de las divisiones basicas de la
teorfa de problemas extremos: programacion matematica (es decir, la teoria de los proble-
mas de optimizacion de dimension finita), programacion convexa(incluyendo programacion
lineal donde se estudian problemas de optimizacion convexa), el calculo de variaciones y la

teoria del control 6ptimo.

35
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Figura 2.1: Problema de Heron

El estudio de méximos y minimos tiene muchas aplicaciones en diversas areas como econo-
mia, fisica, geometria entre otras, en economia, por ejemplo, suponga que usted cuenta con
varios centros de abastecimiento de un determinado producto, tiendas y un deposito de ca-
miones ;Como deberia organizar el despachador del deposito de camiones el abastecimiento
de los productos necesarios a las tiendas para minimizar costos? los problemas de este tipo
son llamados problemas de transporte, uno de las desarrollos matemaéticos que aportaron a
los problemas de economia fue la nocién de convexidad, la cual juega un papel importante
a la hora de resolver este tipo de problemas, el estudio de la teoria de conjuntos y funcio-
nes convexas es conocido como el andlisis convexo. Este desarrollo facilito el camino hacia
nuevas direcciones acerca del estudio de la teoria de problemas extremos llamado progra-

macion lineal y convexa, la cual fue iniciada por el matemaético soviético L.V. Kantarovic.

Veremos a continuacion algunos de los mas importantes resultados acerca de la teoria de

extremos relativos.

Sea A un subconjunto abierto de R"y f : A — R. consideraremos el problema de minimi-

zar o maximizar f en A.

Definiciéon 2.1.1. Si 2 es un punto de A tal que f(z¢) < f(z) para todo x € A, entonces
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f tiene un minimo global en z(. El nimero:

f(zo) =min{f(x):x € A}

es el minimo valor de f en A. Diremos también que f tiene un minimo relativo o mini-

mo local en zg si existe un r > 0 tal que f(zg) < f(z) para todo x € B(zg,r) C A.

La nocién de maximo absoluto y maximo relativo es definida de manera analoga pero in-
tercambiando el sentido de la desigualdad. Cuando f tenga un minimo o un méaximo local

diremos que f tiene un extremo local.

En algunos casos los extremos pueden ser encontrados por simple inspeccién. Por ejemplo,
siA=R"y f(x) = ||z||, entonces f(0) = 0y f(z) > 0 para todo z # 0. Por tanto, f
tiene un minimo absoluto en x = 0. Dado que esta funcion no es diferenciable en z = 0, el

minimo no puede ser encontrado usando las herramientas del calculo.

Definicién 2.1.2. Supongamos que f es diferenciable en xy, un punto xy es un punto
critico de f si Vf(xg) = 0. Un punto critico xy se llama silla si para todo r > 0, B(a,r)

contiene puntos x tales que f(z) < f(xg) y otros para los que f(x) > f(xo).

La definicion es analoga a la del caso uni-dimensional en el que los puntos criticos de una
funcion se clasifican en maximos, minimo y puntos de inflexiéon. La siguiente proposicién

nos dice donde encontrar los extremos de una funcion.

Proposicion 2.1.3. Sea U un subconjunto abierto de R, f : U — R una funcion dife-
renciable en U, si ademds f tiene un extremo relativo en xo € U entonces xy es un punto

critico de f.

Demostracion. Dado v € R" y t suficientemente pequetio, sea ¢(t) = f(xo + tv), entonces
¢ tiene un extremo en 0, y consecuentemente por calculo elemental ¢'(0) = 0. Usando regla

de la cadena se sigue que ¢/'(0) = V f(zo) - v = 0, esto implica que V f(xy) = 0. O

Es sencillo encontrar ejemplos en los que la anulacion de todas las derivadas parciales en a

no implica necesariamente un extremo en a. Esto sucede en los llamados puntos silla.

En los ejemplos que siguen se consideran varios tipos de puntos criticos. En cada caso el

punto critico que se considera es el origen.
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Ejemplo 2.1.4 (Maximo local). z = f(z,y) = 2 — 22 — y2. Esta superficie es un parabo-
loide de revolucion. Puesto que f(z,y) = 2— (z*+3*) < 2 = f(0,0) para todo (x,y), resulta
que f no tan solo tiene en (0,0) un maximo relativo, sino también un maximo absoluto en

todo conjunto que contenga al origen, es facil comprobar que las derivadas parciales se anu-

lan en el origen. Ver Figura 2.2

Figura 2.2: Paraboloide de revolucion Figura 2.3: Paraboloide hiperbélico

Ejemplo 2.1.5 (Minimo local). z = f(z,y) = 22 + y*. En este ejemplo, otro paraboloide
de revolucion, es en esencia el mismo que el ejemplo anterior, salvo que en el origen hay un

minimo en lugar de un méximo.

Ejemplo 2.1.6 (Punto de silla). z = f(x,y) = xy. Esta superficie es un paraboloi-

de hiperbolico (ver figura 2.3). Cerca del origen es parecida a una silla de montar, las dos
derivadas parciales 0f /Ox,0f /Oy son nulas en el origen pero no existe en el ni maximo ni
minimo. En efecto, para puntos (x,y) del primero o tercer cuadrante, x e y tienen el mis-
mo signo, dandonos f(z,y) > 0 = f(0,0), mientras que para puntos del segundo y cuarto
cuadrantes = e y tienen signos opuestos, y es f(z,y) < 0 = f(0,0). Por tanto, en todo en-
torno del origen hay puntos en los que la funcion es menor que f(0,0) y puntos en los que

es mayor que f(0,0), de modo que el origen es un punto de silla.
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2.2. Formula de Taylor de segundo orden para funciones

de varias variables

Sea U C R™. Un campo escalar es una funcion f : U — R en la que a cada punto x € U se

le asigna un escalar f(x).

Si un campo escalar diferenciable f tiene un punto critico en a, la naturaleza de este queda
determinada por el signo algebraico de la diferencia f(z) — f(a) para x proximo a a. Si

xr = a+y, tenemos la formula de Taylor de primer orden:
fla+y) = fla) =V f(a) -y + |lyl[E(a,y), donde E(a,y) — 0 cuando y — 0

En un punto critico, la formula de Taylor tiene la siguiente forma:

fla+y) = fla) = [lyl|lE(a,y)
Para determinar el signo algebraico de f(a + y) — f(a) necesitamos mas informacion rela-
tiva al termino de correcion ||y||E(a,y). El teorema que sigue nos dice que si f tiene en a
derivadas parciales de segundo orden continuas, el termino de correcion o complementario
es igual a la forma cuadratica:

) Dijf(a)yy;

i=1 j=1
més un término de orden menor que ||y||?. Los coeficientes de la forma cuadrética son las
derivadas parciales de segundo orden D;;f(z) = D;(D;(f)), calculadas en a. La matriz
n x n de las derivadas segundas D;; f(x) es la llamada Matriz Hessiana y se designa por
H(z). Asi pues, tenemos:
H(z) = [Dijf(x)]ijl
Con tal de que existan las derivadas. La forma cuadratica puede escribirse mas sencilla-
mente en forma matricial como sigue:
n n
>N Dy f(a)yy; = yH(a)y"
i=1 j=1
Definamos la anterior forma cuadratica de la siguiente forma:
Definicién 2.2.1. Sea f una funciéon diferenciable con segundas derivadas parciales conti-
nuas sobre un conjunto abierto A de R" y sea:

Qx,y) = Z ZDijf(x)yiyj =yH(z)y" conz € A,y € R".

i=1 j=1
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Notemos ademés que por el Teorema de Clairaut la matriz H(x) es simétrica, escribiremos:

1. Q(x,) > 08l Q(z,y) > 0 para todo y € R™, en este caso la forma cuadratica se dice

semidefinida positiva.

2. Q(x,) > 0si Q(z,y) > 0 para todo y # 0, en este caso se dice que la forma cuadrati-

ca es definida positiva.

De forma anéloga se definen:
3. Q(z,) <0si Q(z,y) <0 para todo y € R™.

4. Q(z,-) < 0 para todo y # 0.

La formula de Taylor que da una aproximacion cuadratica para f(a + y) — f(a), toma la

siguiente forma.

Teorema 2.2.2 (Formula de Taylor de segundo orden para campos escalares).
Dado € > 0, si f es un campo escalar con derivadas parciales sequndas D;;f continuas en

B(a,€), entonces para todo y € R™ tal que a +vy € B(a,€) tenemos
fla+y) = fla)=Vf(a) y+ SyH(a+ cy)y” donde 0 <c <1 (2.1)
También puede escribirse en la forma
fla+y) = fla) =V f(a) -y + zyH(a)y" + |ly|*Ea(a,y) (2:2)
en donde Es(a,y) — 0 cuando y — 0
Demostracion. Mantengamos y fijo y definamos ¢g(u) para u € R mediante la ecuacion
g(u) = fl(a+uy) para —1<u<1

Entonces f(a +y) — f(a) = g(1) — g(0). Demostremos el teorema aplicando la formula de

Taylor de segundo orden a g en el intervalo [0, 1]. Obtenemos
1
g(1) —g(0) = 4'(0) + Eg”(c), donde 0 < ¢ < 1, (2.3)

Aquif hemos utilizado para el resto la forma de Lagrange. (Véase la seccion 7.7 de [1]).
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Puesto que g es una funcion compuesta dada por g(u) = f[r(u)], siendo r(u) = a + uy
podemos calcular la derivada mediante la regla de la cadena. Tenemos r’'(u) = y asi que la

regla de la cadena nos da:
g'(u) =V flr@)]-r'(u) = Vfrw)] y= Z D; flr(u)ly;

con tal que r(u) € B(a,¢€). En particular, ¢’(0) = Vf(a) - y. Aplicando una vez mas la regla

de la cadena encontramos
=) D (Z Djf[r(U)]yj> ZZM Wyiy; = yHIr(uw)ly”
i=1 j=1 i=1 j=1

Luego ¢"(c) = yH(a + cy)y” con lo que la ecuacion 2.3 se convierte en 2.1. Para demostrar

2.2 definamos Es(a,y) por la ecuacion

1B, 9) = SyplH(a+ cy) ~ H(@)y" siy#0 (2.4

y sea Fs(a,0) = 0. Entonces la ecuacion 2.1 toma la forma:

fla+y) - F(a) = Vf(a) -y + 5yH ()" + Iyl Eala,y)

2!

Para completar la demostracién necesitamos probar que Es(a,y) — 0 cuando y — 0. De

2.4 tenemos:

1y]*Ea(a, y) ZZ{Dzyf a+cy) — Dijf(a) }yiy;

=1 j=1

1 n n
=3 Y ) 1Dy fla+cy) — Dy f(a)] [lyl?

i=1 j=1
Dividiendo por ||y||? obtenemos la desigualdad:
|Ea(a,y)| < 5 ZZ |Dij fa+cy) — Dijf(a)]
i=1 j=1

paray # 0. Puesto que cada derivada parcial segunda D;; f es continua en a, tenemos
D;;f(a+ cy) = D;jf(a) cuando y — 0, asi que Es(a,y) — 0 cuando y — 0. Esto com-

pleta la demostracion. O
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2.3. Ciriterio de la segunda derivada

En un punto critico tenemos V f(a) = 0, asi que la formula de Taylor de la ecuacion 2.2
toma la forma

fla+y) = fa) = 3yH(a)y" + |lyl]* Ea(a. y).
Puesto que el termino de correccion ||y||2F2(a,y) tiende hacia cero mas rédpidamente que
|ly||?, parece razonable pensar que para y pequefio el signo algebraico de f(a +vy) — f(a) es
el mismo que el de la forma cuadrética yH (a)y”; por lo que la naturaleza del punto critico
podra determinarse mediante el signo algebraico de la forma cuadratica. Esta seccion se

dedica a mostrar este hecho.

El teorema que sigue relaciona la naturaleza de un punto estacionario con el signo algebrai-

co de la forma cuadratica yH (a)y”

Teorema 2.3.1. Sea f un campo escalar con derivadas parciales sequndas continuas D;; f
en una n-bola B(a), y designemos con H(a) la matriz Hessiana en el punto critico a. Te-

nemos entonces:

1. Si todos los valores propios de H(a) son positivos, f tiene un minimo local en a.
2. Si todos los valores propios de H(a) son negativos, f tiene un mdzimo local en a.

3. Si H(a) tiene valores propios positivos y negativos, f tiene un punto de silla en a.

Demostracion. Pongamos Q(y) = yH (a)y” La formula de Taylor nos da

Flaty) — Fa) = 5Q() + P Ex(a,v) (2.5

En donde Es(a,y) — 0 cuando y — 0. Vamos a demostrar que existe un numero positivo r

tal que, si 0 < ||y|| < r, el signo algebraico de f(a +y) — f(a) es el mismo que el de Q(y).

Supongamos primero que todos los valores propios Ay, ..., A, de H(a) son positivos. Sea h

el valor propio méas pequeno. Si u < h, los nimeros
M—U...,\p—u

son también positivos. Esos niimeros son los valores propios de la matriz real simétrica
H(a) — ul siendo I la matriz identidad n x n. Segin el teorema 1.5.8, la forma cuadra-

tica y[H (a) — ul]y” es definida positiva, y por tanto y[H (a) — ul]y’ > 0 para todo y # 0,
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por lo tanto

yH(a)y” > y(ul)y” = ully||* para todo valor real u < y.

Tomando u = %h obtenemos la desigualdad

1
Qy) > §th||2 para todo y # 0.

Puesto que Es(a,y) — 0 cuando y — 0, existe un numero positivo r tal que |Es(a,y)| < 1h

con tal que 0 < ||y|| < r. Para tal y tenemos:

1 1
0 < [lyll*|Ea(a )l < Jllyll® < 5Q()

y la formula de Taylor 2.5 demuestra que:

flaty) — Fla) > 5Q0) ~ lyIP|Bxa, )] > 0

Por consiguiente f tiene un minimo relativo en a, lo que demuestra la parte 1. para demos-

trar 2. se puede usar un razonamiento parecido, o aplicando 1. a —f.

Para demostrar 3. Sean A\; y Ag dos valores propios de H(a) de signos opuestos. Pongamos

h = min{|\], |X2]|}. Entonces para cada valor real u que satisfaga —h < u < h los ntumeros

Al — Uy A—u

son valores propios de signos opuestos de la matriz H(a) — ul. Por consiguiente, si u €
(—h, h), la forma cuadratica y[H (a — ul)]y” toma valores positivos y negativos en todo
entorno de y = 0. Elijjamos, como antes, r > 0 de modo que |Fs(a,y)| < 1/4h siempre que
0 < ||y|| < r. Razonando, entonces, como antes vemos que para tal y el signo de f(a +y) —
f(a) es el mismo que el de Q(y). Puesto que para y — 0, se presentan valores positivos y

negativos, f tiene en a un punto de silla. Esto completa la demostracion. O]

Lema 2.3.2. Sea f : R® — R una funcion de clase C?, y H(a) la matriz Hessiana de f
en el punto a € R", los valores propios de H(a) son positivos si y sdlo si para todo vector

unitario y = (y1,...,Yn) Se tiene que:

- 3% f(a
yH(a)yT = Z Yil; 6acfém)z > 0.
ig=1
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Demostracion. Vamos a computar lo siguiente:

of ... _9F
ox? Ox10xn
yH(a>yT:(yl7yn) (yh?yn)T
o*f ... 9
Oxn0x1 Ox2

52 02 02
=Y d:cf R X 8J:ngw1 ot Gxnafarl +.F yiﬁ

82 a 82 a
= Z Yi <y1 azféx) t.o. U mfé!)
=1
N N, 2@
= Z Yi Z Yi oz, 02,

9%f(a)
= Z YiYi oz, 02, -
,j=1

Dado y un vector unitario, Sea Q(y) = yH(a)y” la forma cuadratica asociada a H(a).
Note que los valores propios de H( ) son positivos si y solo si Q(y) > 0y esto se da, por lo

anterior, si y solo si Y i1 yzy] 92,0 (x) > (. Esto prueba nuestro resultado.

Notese ademas que en particular por el teorema 2.3.1 si Zm:l Yil; dl,féw) > (0 para todo

vector unitario y entonces la funcién f tiene un minimo local en a. O

Observacion 2.3.3. Si todos los valores propios de H(a) son cero, el Teorema 2.3.1 no nos

da informacién relativa al punto critico.

2.4. Un criterio usando solo la primera derivada

Nuestro proposito es establecer y demostrar un criterio para estudiar extremos locales de

funciones de varias variables usando solo la primera derivada.

Teorema 2.4.1. Dada f una funcion real-valuada continua en una vecindad D centrada

en a € R" y diferenciable en D\ {a} entonces:

1. f tiene un mdzimo local en a si (x —a) - Vf(z) <0 para cada x € D\ {a}.

2. f tiene un minimo local en a si (x — a)V f(z) > 0 para todo x € D \ {a}
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FEstas conclusiones son intuitivamente claras si notamos que (x — a) - Vf(z) es el producto

r—a

de ||z — al| y la derivada direccional de [ en la direccion To—al

Demostracion. Vamos a probar la primera parte de la conclusion. Supongase que
(x—a) -Vf(x)<0en D\ {a} yseaxze D)\ {a}.
Definase F': [0,1] — R tal que F(t) = f(a + t(x — a)). Claramente F' es continua en [0, 1] y

diferenciable en (0,1) con:
F'(t)=(x—a) -Vf(a+tx—a))

Por el teorema del valor medio, existe ¢, € (0,1) tal que F'(1) — F(0) = F'(to). Lo cual

implica que

f(@) = fla) = (x —a) - Vf(a+to(r — a))
= %(to(x —a))-Vfla+ty(x —a))

Sea y = a + to(x — a). Como
0 <lly—all =tollx —al| <llz—al <r

donde 7 es el radio de D, por tanto y € D \ {a}. Como y — a = to(z — a). La ecuacion

anterior se convierte en
f(@) = fla) = &y —a) - Vf(y)

y como %(y —a) - Vf(y) < 0 (por hipotesis), tenemos que f(z) < f(a) por tanto, f(z) <
f(a) para todo y € D esto significa que f tiene un minimo local en a para el segundo item

la prueba es analoga. O

Ejemplo 2.4.2. Considere la funcion f : R — R definida por f(x) = ¢(a - z) donde

¥ : R — R es una funcion de clase C?. Denotemos a € R™ — {0} como a = (ay, ..., a,). Por
regla de la cadena, tenemos que Vf(z) = ¢'(a - x) - a, ademas D, f(z) = a;¢)'(a - x). Dado

que a # 0, entonces V f(z) = 0 siempre que ¢’'(a - ) = 0, asi los puntos criticos de f es el

conjunto {z € R" : ¢/(a - z) = 0}.

Hallemos ahora la matriz Hessiana de f. Notese que

Diif(x) = a2y (a-x) y Dijf(z) = Djif(x) = a;a;0)"(a-x) i # ]
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Por tanto;
aY’(a-x) - ara"(a-x)
Hf(x) = :
arapt’(a-x) -+ a2¢"(a-x)
@ . awa
det(H(f(x)))=v¢"(a-x)det | * . | =9¢"(a-2)-0=0
wan -

Es decir, det(H f(z)) = 0 para todo z € R", esto demuestra en particular que todo punto

critico es degenerado.

A modo de ejemplificar més este hecho considere f(z,y) = (z — y)?, en este caso, a =

(1,—1) y ¥(x) = 2% Sea z = (z,y), entonces f(z,y) = 1 (a - z). Por lo hecho anteriormente
los puntos criticos de f son los z € R? tales que ¢'(a-2) = 0. Esto es, ¢'(a-2) =2(a-2)ay
como a # 0 entonces a - z = 0 lo cual implica que x —y = 0 y por tanto z = y, es decir, los

puntos criticos estan sobre la recta y = « (ver figura 2.4)

La Hessiana de f(z,y) esta dada por:

i) = a-z) | T
ajay  a’

Note que det(H(f(z))) = 0 para todo z € R? pues basta con multiplicar la primera fila por
as vy la segunda fila por a; y por tanto la primera y segunda fila serian equivalentes. Dado
que det(H(f(z))) = 0 para todo z € R? en particular para los (x,y) € R? tales que = = y,
por tanto todos los puntos criticos son degenerados. En este caso no es posible determinar
la naturaleza del punto critico usando el criterio de la segunda derivada, sin embargo el
criterio de la primera derivada establece que el punto critico es un minimo local, en efecto,
sea a un punto critico de f (es decir de la recta y = x), x = (r1,22) y 2 = (1, —1), notemos

primero que Vf(z) =¢/'(z-x)z = ¢'(1 — x2)z = 2(x1 — x2)(1, —1) = 2(21 — X2, T2 — 1)

(v —a)Vf(z) = (21 —y, 22— y) V' (2 - 2)z
= (951 — Y, T2 — y) : 2(«751 — X2, T2 — xl)
= 2(2? + 235 — 27179)

0

V
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Puesto que 0 < (z7 — 31;2)2 = x% + x% — 2x119 siempre que xr; # o lo cual es cierto puesto

que x € D — {a}. Por el teorema 2.4.1 se sigue que f tiene un minimo local en a.

Figura 2.4

No es dificil mostrar que si un punto critico puede ser clasificado como un maximo o un
minimo usando el Teorema 2.3.1 entonces también puede ser clasificado usando el Teorema
2.4.1. Para ver esto, sea a un punto critico de f : D C R" — R donde D := B(a,r) para

algin r > 0 supongamos que todas las derivadas parciales segundas de f son continuas en

D y supongamos también que para todo y € R*, Q(y) = yH(a)y’ = > i1 Vil mfé(,x) > 0.

Sea

, - 92 f(a
m = mm{z yiyjaxféx)i |yl = 1}.

i,j=1

Claramente, m existe pues usando el teorema de Weirestrass como

Qy) = yH(a)y" =37 ii=1YiYj gxfé 9 es una funcion continua de y en el conjunto cerrado y
acotado; {y € R" : |ly|]| = 1} € R™. Ademas, m > 0. Como todas las segundas derivadas

parciales de f son continuas en a y como:

Z Yil; g azj 811 Z Yil; ngéi)

5,j=1 3,j=1

f(x) _ 9%f(a)
aiﬂj 8302 6mj 89:1

3

,j=1

para todo vector unitario y, por definicién existe 6 > 0 tal que:

Z Yilig 3%8% Z Yy amjaxl

7] 1 7] 1

m
2
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Siempre ||z —a| <y ||y = 1. Ast:

m
-5 < Z yly] dx; axz Z ylyj o Bxl 2

=1 1,j=1

lo cual implica que:

m
E : yzymz 8301 E :yzyaaz]axl Fz2m—5>0
i,j=1 i,j=1

?f(x)
Ox;0x;

|lz—al| <0y ||ly|| = 1. Ahora dado = € R" tal que 0 < ||z—al| < J. Sea F(t) = f(a+t(z—a))

si |lz —al| < dy y es cualquier vector unitario. Por tanto, >, iy 2 > () siempre que

para 0 <t < 1. Claramente

F'(t)=(x—a) -Vf(a+tlx—a))

F'(t) = Q(z — a,a + t(x — a)).

Definamos y = y por tanto

||z aH

F'(t) = ||z — a|*PyH(a +t(z — a))y” > 0.

Esto demuestra que F'(t) es creciente. Como F'(0) = 0 tenemos que F'(t) > 0si 0 <t < 1.
Asi F'(1) > 0, esto es, (x—a)-V f(x) > 0. Por tanto, (x—a)-V f(z) > 0 para 0 < ||z—al| < 9.

Asi, la hipotesis en la parte 2 del teorema 2.4.1 se satisface.



Capitulo 3

Algunas generalidades de los extremos

locales

Como veremos en el Teorema 3.1.1, si una funcion tiene un minimo local en su dnico punto
critico, entonces ese minimo local se convierte en un minimo global; sin embargo esto no

es cierto en general para funciones de varias variables, el proposito de este capitulo es en-
contrar condiciones suficientes para las cuales un minimo local se convierte en un minimo
global. En el contraejemplo 3.3.1 mostraremos que un polinomio de dos o mas variables y

de grado mayor o igual a 5, el minimo local no implica un minimo global.

Trataremos de responder la siguiente pregunta; ;qué pasa entonces para los polinomios de
grado menor o igual a 4 de dos o mas variable? Por supuesto, para polinomios de grado
uno el resultado es cierto, para polinomios de grado dos el resultado se sigue de la teoria de
formas cuadraticas, también, el Teorema 3.2.3 confirma que el resultado también es valido

para funciones convexas.

3.1. Caso funcién de una variable real

En esta seccion demostraremos que si una funciéon f tiene un minimo local en un tnico
punto critico entonces ese minimo local se convierte en minimo global, este hecho de glo-

balizar un extremo local da lugar a muchas aplicaciones que veremos a continuacion.

Teorema 3.1.1. Sea f : R — R diferenciable en un unico punto critico xo. Si f tiene un

49



50 Capitulo 3. Algunas generalidades de los extremos locales

minimo local en xo, entonces xo es un minimo global.

Demostracion. Sea r > 0 tal que f(zg) < f(z) paratodo z € (zg — r,z9 + 1) =: U.
Supongamos que existe un y € R tal que f(y) < f(zo), entonces necesariamente |y —xzo| > r
y para fijar ideas, digamos que y > xo. Ahora bien, existe ( € U tal que f(zo) < f((), pues
en caso contrario se tendria que f(zq) = f(¢) para todo ¢ € U y por tanto f* = 0 en U; lo
cual contradice la unicidad del punto critico z. Luego f(y) < f(zo) < f(¢). Ademas, como
¢ # vy, sin perdida de generalidad supongamos que ¢ > y. De la continuidad de f en [y,(] y
del teorema del valor intermedio, se sigue que f(c) = f(xo) para algin ¢ € (y, () tal que y
por el teorema de Rolle, existird un h € (zg,c) tal que f'(h) = 0 con h # x¢; lo cual es una

contradiccion. En consecuencia, f tiene un minimo global en x. O

T

Ejemplo 3.1.2. Consideremos la funcion diferenciable f : R — R definida por f(z) = ze®.
Notese que f'(x) = (z + 1)e” para todo x € R y por tanto f'(z) = 0 si, y solo si, z = —1.

-1

O sea que g := —1 es el unico punto critico de f. Como f”(—1) = e~' > 0, entonces en

o = —1 hay un minimo global, a la luz del Teorema 3.1.1.

Una aplicacion interesante del ejemplo anterior es:

2"+ > _e~1 para todo (z,y) € R™.

En efecto, sea g: R? — R dada por g(z,y) = 2e*01¥")*. Calculando las derivadas parciales
obtenemos:

% = " L p(1 4 )27 = 24097 (1 4 (1 4 42)?).
T

Luego, si g—i = 0, entonces
1+2(1+4%)?=0.

De esta ecuacion se deduce que x # 0. Por otro lado, la derivada parcial de f con respecto

ay es:
0
8_9 = 222(1 + 1?)e" ) (2y) = 4a?y(1 + ?)e” I+,
Y
Asi, si g—g = 0, entonces, y = 0 y por tanto x = —1, es decir, el tinico punto critico de g es

(—1,0) y asi Vf(—1,0) = (0,0) es un minimo local, en efecto, el determinante de la matriz

Hessiana estd dado por:

D(z,y) = —82*(y* + 1)2(3y® — 1) W1 (222(y? + 1) + 3)
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Evaluando el punto critico obtenemos; D(—1,0) = 40e* > 0. Un calculo extenso pero

1

sencillo mostrara que %(—1, 0) = e~! > 0 lo que prueba el hecho de que (—1,0) es un

punto de minimo local. Fijemos (z,y) € R%. Sea z = 2(1 + y?)* entonces & = 275, ast:

s(14+y?)? _ 2z _ 1 .z
xe = T3¢ = areEce
Es claro que 0 < =55 < 1y por el ejemplo anterior min {ze*: z € R} = —e~!.
d (+4?) Y
Luego
T 2 Tt 2 e

3.2. Funciones convexas y cOncavas

Las funciones convexas surgen naturalmente con el estudio de los conjuntos convexos. Es-
tas funciones estan presentes en muchas aplicaciones del célculo. Sea K C R™ un conjunto

convexoy f: K — R.

Definicién 3.2.1. La funcion f es convexa en K, si para cada z1,29 € K y t € [0, 1],
fltzy+ (1 = t)ws) < tf(x1) + (1 =) f(22). (3.1)

Si la desigualdad es estricta siempre que r; # xo,y 0 < t < 1, diremos que f es estric-
tamente convexa en K. La hipotesis de que K es un conjunto convexo es necesaria para

garantizar que el punto tz; + (1 — t)xs pertenezca a el dominio de f.

La definicion de funcién concava es obtenida al invertir el signo de la desigualdad en 3.1: f

es concava en K si, para cada x1,29 € K y t € [0, 1],
fltar + (1= t)zz) > tf(z1) + (1 — 1) f(a2). (3.2)

La desigualdad es estricta siempre que x; # 2y 0 < t < 1, en este caso decimos que f es
estrictamente concava en K.

La siguiente proposicion sugiere que la convexidad de una funcién diferenciable f es equi-

valente al hecho de que f se encuentra por encima de su hiperplano tangente en cada pun-

to (o, f(z0)).
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Proposicion 3.2.2. Sea f una funcion diferenciable en un conjunto convero K. Entonces

f es convexo en K siy solo si:
f(z) > f(xo) + Vf(zo) - (x — x0) para cada xy,x € K. (3.3)

Demostracion. Sea f convexo en K,y sea xg,r dos puntos cualesquiera de K sea h = = —
zoy t € (0,1) por definicion de funcion convexa
f(xo + th) = f(l’() +tx — tl’g)
= f(te + (1 — t)xo)
<tf(xo+h)+ (1 —1)f(zo).

Esta desigualdad puede ser reescrita como

f(xo +th) — f(xo) < t[f(xo+h) — f(z0)] (3.4)

Restando tV f(zo) - h de ambos lados y dividiendo por ¢ se obtiene

f(zo +th) — f(xo) =tV f(xo) - b
t

< f(wo +h) — f(zo) = V(o) - R

Notese ahora que

f(zo +th) — f(xo) =tV f(xo) - b
t

Esto demuestra que 0 < f(xo+ h) — f(zo) — Vf(z0) - h y por tanto

—— 0 cuando t — 0"

flz) = f(xo+h) > f(zo) + Vf(z0) - (x — x0) para todo xp,z € K.

Reciprocamente, supongamos que 3.3 se cumple para todo zg,x € K. Sea x1,x5 € K con

r1 # xo y sea t € (0,1). Dados
xg =ty + (1 —t)xs h =1z — 0,

entonces despejando x5 obtenemos que

Io-tl‘l
n=
- (1—t)230—t131+t$0
B 1—t
t[El—t[E()
:"L‘O——
1—1
t
= 29— ——h.

1—-1
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Por 3.3 tenemos que

f(@1) = f(xo) + V[ (o) - h

Fles) > o) + Y f(ro) - (~ )

Multiplicando ambos lados por t/(1 — t) en la primera desigualdad y sumando ambos lados

f(z2) obtenemos que

t t

1L_tf(xl) + f(x) > 1—_tf(:1:0) + 1—_tVf(xo) ~h+ f(x2)

T Fw0) 4 1 V) b+ flao) = 1 Vi (ao)

— <1L_t 4 1> F(o).

De donde se deduce que tf(zy) + (1 —t)f(z2) > f(xo) > f(tzy + (1 — t)z3) esto demuestra
la convexidad de f. O]

v

El siguiente teorema es una caracterizacion del comportamiento de los puntos criticos en

funciones convexas.

Teorema 3.2.3. Sea f: K — R donde K es un subconjunto abierto y convexo de R™ y sea

xg € K un punto critico. Entonces f tiene un minimo global en xy.

Demostracion. Dado que xy es un punto critico entonces V f(xg) = 0 y por la proposicion

3.2.2 se sigue que f(z) > f(xy) para todo z € K. ]

Similarmente, cualquier funcién concava tiene un maximo global en cualquier punto critico.

3.3. Caso polinomio

El panorama en varias variables no es alentador como lo demostrara el siguiente contra-

ejemplo.

Teorema 3.3.1 (Contraejemplo). Para todo p >5 y q > 2, p,q € Z existe un polinomio en
r = (21, -+ ,24) de grado p con un minimo local en su dnico punto critico x = 0 pero que

no es un minimo global.
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Demostracion. Fijemos, m,n € N(n.m > 1), definase p := max{2m + 3,2n} y sea f : R? —
R g > 2 por

f@) = f(x1,...,2n) = 23™ 1—1—2:1:Z +Z$2”

Es facil ver que

Dy f(z) =2ma" ' (1+ ) ;) (3.5)
=2
q
Djf(x) =3z7"(1+ Y x;)* +2na?', j=2,....¢ (3.6)
=2

Veamos que:

1. 29 = 0 es el Ginico punto critico de f. Para ello, supongamos que x; # 0, entonces por
5 (14+ >0 ,z)>=0ypor36xz; =0, j=2,...,qlocual es una contradiccion.
Ademas note que si z; = 0 entonces z; = 0 para j = 2,...,¢ lo que demuestra lo
deseado.

2. f tiene un minimo local en su tinico punto critico g = 0. Sea r > 0 tal que

0 <7 < 557, veamos que si x = (21,...,x4) € B(0,r) entonces > ¢, z; > —3, en

e
efecto, dado que x € B(0,r) entonces ||z|| < 7, esto implica que x; > —r para cada
ie{l,2,...,q}, asi;

-1
sz_ (g —1)( )>7paratodom€B(O,7’).

Luego, 1+ Y7 ,x; > 1 para todo 2 € B(0,r) por tanto:

f(z) = 2?™ 1+le +Zx2”
x%m—l—zq:xf"
=2

0= f(xo)

(V3
o

Y

Note que en realidad, en zo = 0 hay un minimo local estricto.
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3. f no tiene un minimo global en 2y = 0.

Para ver esto, note que en primer lugar 2m + 3 # 2n, entonces pueden ocurrir dos
casos, en el caso en que 2m + 3 > 2n considere el polinomio h : R — R de grado
2m + 3 dado por:

h(§) = &m(1+¢)° +€™.
Claramente, h(§) — —oo cuando £ — —oo. Por tanto, existe un § € R tal que
h(&) < 0, ahora bien, considere € R? dado por x = (&, &,0,...,0) vemos que
f(x) = f(&,%0:,0,...,0) = h(&) < 0.
En el caso en que 2n > 2m + 3 note en primer lugar que 4nm+3 > 2n,sea g : R - R
el polinomio de grado 4nm+3 dado por g(£) = £ (14-£)34£*", dado que 4nm+3 es
impar entonces g(§) — —oo cuando £ — —oo. Sea & € R tal que g(&,) < 0. Haciendo
= (£",&,0,...,0) € R? vemos que f(z) = g(&) < 0.

]

El siguiente grafico ilustra el caso para n = m = 1 es decir, para f(z,y) = 22(1 + y)3 + ¢*

0 99 90

3.3.1. Polinomio de grado 2 en dos o mas variables

Dado que para polinomios de grado mayor o igual a 5 en dos o mas variables el resultado
en general no es cierto, entonces nuestra atencion esta dirigida para polinomios de grado
menor o igual a 4, veremos ahora que para polinomios de grado 2 en dos o més variables,
el hecho de que el polinomio tenga un minimo local en su tnico punto critico, entonces el

minimo local se convierte en un minimo global.

Pero antes necesitamos algunos resultados previos.
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Teorema 3.3.2. La funcion f(z) = xAzT+bxT +c es convera si y sdlo si A es semidefinida

positiva.

Demostracion. Supongamos que f(z) no es semidefinida positiva, entonces, por definicion,

existe un y € R™ tal que yAy” < 0, fijemos un # € R y considérese x = 0y, entonces

f(x) = f(Ou)
= (0y)A(0y)" +0(0y)" + ¢
= 0?yAy" + 0by" + ¢

es estrictamente concava en el conjunto {z € R" : z = fy}. Asi f no es convexa.

Supongamos ahora que A es semidefinida positiva, y sea A € [0,1] y z,y € R”

fz+(1=Xy)) = fly+ Az —y))
= (y+ Mz —9) AW + Az — )" + by + Az —y)" +¢
< yAyT + Nz Az + 2oz + by? — Aoy? — MyAyT + ¢
= ANzAz" + by +¢) + (1 — N)(yAy" +by" +¢)
= Af(2) + (1 =) [f(y).

Esto demuestra la convexidad de f. O]

Teorema 3.3.3. Sea f una funcion diferenciable con sequndas derivadas parciales conti-

nuas en un conjunto convexo y abierto K. Entonces

1. f es convexo en K siy solo si la forma cuadrdtica Q(z,y) = yH(z)y" > 0 para todo

x € K, yeR" donde H es la matriz Hessiana de la funcion f.

Demostracion. Supongamos que f es convexa en K, sabemos que para todo z € K, A > 0

(suficientemente pequeno) y y € R™ tenemos que x + Ay € K. Usando Taylor;

2

Flo+A9) = F() + AVF () -y + yH(z + A" (3.7

Por Proposicion 3.2.2 se tiene que f(x + A\y) > f(x) + AV f(z) - y, esto implica que

0< flz+Ay) = f(x) = AV f(2) -y
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y por 3.7

0 < yH(z + \y)y" para todo z € K,y € R".

Por definicion, Q(z + Ay, y) > 0, para todo y € R", x € K. Haciendo A — 0% se sigue que
Q(z,y) > 0 para todo z € K,y € R"

Supongamos ahora que Q(x,y) > 0 para todo x € K,y € R™. Usando Taylor de orden 2
tenemos que para todo z,y € R™, A € [0, 1]

2

Flo+A9) = F() + AVF () -y + ZyH(z + A" 39

Por hipotesis, yH (z + M\y)y? > 0 para todo y € R", asi

[+ Ay) = f(z) + AV f(z) -y

y por la Proposicion 3.2.2 f es convexa en K. O]

El siguiente teorema demuestra el hecho de que para polinomios de grado 2 en dos o mas

variables el resultado es cierto:

Teorema 3.3.4. Sea A una matriz simétrica de ordennxn, be R*, ceR. 5 f:R" - R
definida por f(x) = rAxT+bx" +c tiene un minimo local en su tinico punto critico Ty € R",

entonces [ tiene un minimo global en xy.

Demostracion. Sabemos por 1.21 que el gradiente de f esta dado por Vf(x) = 2Az + b

para todo = € R"™. Luego, los puntos criticos de f son la soluciéon al sistema Az = _7119.

Por hipdtesis, dicho sistema tiene tnica soluciéon zy y por tanto A es invertible. De otro
lado, existe r > 0 tal que f(x¢) < f(z) para todo x € B := B(x,r), dado que f es diferen-
ciable y B es un subconjunto convexo de R™ por Proposicion 3.2.2 f es convexa en B apli-
cando el Teorema 3.3.3 la funcion Q(z,y) > 0 para cada = € B, en particular, Q(zg,y) > 0
para todo y € R", recordemos que Q(zg,y) = szzl Djjyiy; = yH(xo)y”. Ahora bien es
claro que D;; f(z) = 2a;; para todo i € J,, y todo x € R", y por tanto,

0 < Q(zo,y) = Z 2a;;y:y; = 2yAy” para todo y € R™.
ij=1

Usando el Teorema 3.3.2 se tiene que f es convexa en R"” y por el Teorema 3.2.3 f tiene un

minimo global en z. [l
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Hemos visto que para polinomios de grado dos en dos o mas variables el resultado se sa-
tisface, el articulo de Bruce Calvert muestra que para polinomios de grado 3 en dos y tres
variables el resultado se cumple y también es cierto para polinomios de grado 4 en dos va-
riables, para demostrar este hecho se hace un uso intensivo de la teoria de grados, invita-
mos al lector interesado en estos casos ver [4]. Los casos restantes son preguntas abiertas

aun.
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