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Resumen

En este trabajo, presentamos una introduccion a teoria de la estabilidad, asi como a la teoria
de la estabilidad avanzada para sistemas dindmicos no lineal. Nosotros nos basamos sobre to-
do en teoria de la estabilidad de Lyapunov y por tanto presentamos las principales resultados
de estabilidad necesarios para su desarrollo.

Palabras clave: Teoria de estabilidad, sitemas dinamicos no lineal, estabilidad de Lyapunoyv,
Método directo de Lyapunov, método indirecto de Lyapunov.

Abstract

In this work, we present an introduction to stability theory, as well as advanced stability
theory for nonlinear dynamical systems. We rely mainly on Lyapunov stability theory and
therefore present the main stability results necessary for its development.

Keywords: Stability theory, nonlinear dynamical systems, Lyapunov stability, Lyapunov direct
method, Lyapunov indirect method
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Capitulo 1

Preliminares

En el contexto de las ecuaciones diferenciales seria ideal poder calcular explicitamente
todas las soluciones, sin embargo esto no siempre es posible, ain en los casos mds sim-
ples tales como son ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes.
De acuerdo con lo anterior, se ve la necesidad de obtener informacion sobre las soluciones
sin conocerlas. En este sentido, la teoria cualitativa nos permite conocer el comportamiento
dindmico, es decir, las propiedades cualitativas de las soluciones de una ecuacion diferencial
o de un sistema de ecuaciones diferenciales.

En este capitulo se presentan algunos conceptos basicos de la teoria cualitativa para ecua-
ciones diferenciales con el fin de entender los capitulos posteriores.

1.1. Sistemas dinamicos

Definicion 1.1. Un sistema dinamico en D es la tripleta (D, R, s), donde s : RX D — D es
tal que se cumplen los siguientes axiomas:

i) (Continuidad): s( -, -) es continuo en D X R y para cada t € R, s(-, x) es continuamente
diferenciable en D.

ii) (Consistencia): s(0, xo) = xo para todo xy € D.
iii) (Propiedad del grupo): s(t, s(t, xo)) = s(t + 7, xo) para todo xo € Dy t, T € R.

De ahora en adelante, denotamos el sistema dindmico (D, R, s) por G y nos referimos
a la aplicacioén s(-, -) como el flujo o trayectoria de G correspondiente a x, € D, y para
un s(z, xo) dado, ¢+ > 0, nos referimos a x, € 9 como una condicion inicial de G. Dado
t € R denotamos la aplicacién s(z, -) : D — D por s,(xp) o s;. Por lo tanto, parat € R
el conjunto de asignaciones definidas por s,(xo) = s(t, xp) para cada xy € D da el flujo de
G. En particular, si 9, es una coleccion de condiciones iniciales tales Dy C D, entonces el
flujo s; : Dy — D no es mis que el movimiento de todos los puntos xy, € Dy o, de manera
equivalente, la imagen de Dy — D bajo el flujo s, es decir, 5,(Dy) C D, (vea la Figura
I.1(a)). Alternativamente, si la condicion inicial x, € D estd fijo y dejamos [a,B] C R,
entonces el mapeo s(-, xg) : [@,8] — D define la curva solucion o trayectoria del sistema
dindmico G. Por lo tanto, el mapeo s( -, xy) genera una gréfica en [a, 8] X D identificando la
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trayectoria correspondiente al movimiento a lo largo de una curva C a través del punto x, en
un subconjunto P del espacio de estados (ver 1.1(b)). Dado x € D denotamos la aplicacién
s(-,x): R = D por s*(t) o s*.

Si pensamos en un sistema dindmico G como describiendo el movimiento de un flui-
do, entonces el flujo de G describe el movimiento de todo el fluido y es consistente con
una descripcion euleriana del sistema dindmico en el que el movimiento se analiza en un
medio continuo (volumen de control). Alternativamente, el La trayectoria de G describe el
movimiento de una particula individual en el fluido y es consistente con una formulacion
lagrangiana del sistema dindmico que describe el movimiento (posicién) de una particula en
funcién del tiempo.

Figura 1.1: (a) Flujo de un sistema dindmico. (b) Curva de solucion de un sistema

En términos de la aplicacion s, : D — D los Axiomas ii) y iii) pueden ser equivalentes
escrito como ii)" so(xo) = xo y iii)'(s: 0 5:)(x0) = s:(5:(x0)) = $:4:(x0). Tenga en cuenta que
de i) y iii) se deduce que la aplicacion s, : D — D es un funcién con una inversa continua
s_.. Por lo tanto, s, con ¢ € R genera una familia un-parametro de homeomorfismos en D
formando un grupo conmutativo bajo la composicién. Para ver que s, es uno a uno, tenga en
cuenta que si s(t,y) = s(t, z), entonces y = z se sigue de

y=5(0,y)

=s(=t+1,y)

=s(=1, 5(1,y))

=s(—t, s(t,2)) (1.1)

=s(—t+12)

=5(0,2)

=z
También tenga en cuenta que siy € D, entonces s,(x) = y para x = s(—t,y), y por lo tanto,
s, es sobre. Finalmente, para ver que s, tiene una inversa continua, solo necesitamos mostrar

que s_; es la inversa de s,. Para ver esto, tenga en cuenta que para dos flujos cualesquiera s, y
Sty Sy O S = S;4¢ Ya que, para todo x € D,

(51 0 5)(xX) = 5/(5:(x)) = 5,(5(7, X)) = 5(7 + T, X) = Spr(%). (1.2)
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Ademads, note que para cada x € D, so(x) = s(0, x) = x es la identidad operador en D. Por lo
tanto, s_, o 5, = §,_, = 8¢, l0o que establece que s_, es el inverso de s,.

Dado que un sistema dindmico G involucra la funcién s(-, -) que describe el movimiento
de x € D para todo ¢ € R, este genera una ecuacion diferencial en G. En en particular, la
funcién f : D — R”" dada por

d
f(x) = Es(t, 9|, (1.3)

define un campo vectorial continuo en D. Para x € D, f(x) pertenece a R" y corresponde
al vector tangente a la curva s,(x) en t = 0. Por tanto, para s, : D — D satisfaciendo los
axiomas i) — iii) de la definicion 1.1, haciendo x(¢) = s(z, xo) y definiendo f : ) — R"n como
en (1.1) se sigue que

x() = f(x(®), x(0)=2xp, teR. (1.4)

Usaremos la notacion s(¢, xg), t € Ry x(¢), t € R, indistintamente para denotar la solucién del
sistema dindmico no lineal (1.1) con la condicién inicial x(0) = x,.

Ya vimos que un sistema dindmico no lineal G como se defini6 por la definicién 1.1 da
lugar a una ecuacion diferencial no lineal. Ahora estudiar algunos resultados de estabilidad
sobre sistemas dinamicos no lineales caracterizado por ecuaciones diferenciales de la forma

X0 = f(x(0),  x(to) = X0, 1€y, (1.5)

donde x(¢) € O, t € 1,,, D es un subconjunto abierto de R" con 0 € D, f : D — R" es
continuo en D, y 7, = (Tin, Tmax) €5 €l intervalo mdximo de existencia para la solucion x(-)
de (1.5). Una funcién continuamente diferenciable x : 7,, — O Se dice que es una solucion
de (1.5) en el intervalo 7,, € R con condicién inicial x(f)) = xo, st x(¢) satisface (1.5) para
todor € 1,

Las siguientes definiciones proporcionan varias clasificaciones del sistema dindmico no
lineal. Sea

X0 = f(t,x(),  x(t) = xo, te[t,n], (1.6)

donde f : [#y, 1] X D — R” es continuo por partes en ¢ y continuo en x en [ty, ;] X D.

Definicion 1.2. Considere el sistema dindmico no lineal (1.6). Si f(t, x) = f(ty, x) para todo
(1, x) € [tg, t1] X D, entonces (1.6) se llama sistems invariante en el tiempo o auténomo.

Definicion 1.3. Considere el sistema dindmico no lineal (1.6) con f : [ty,0) X D — R".
Si existe T > 0 tal que f(t,x) = f(t + T, x) para todo (t,x) € [ty,o0) X D, entonces (1.6)
se denomina sistema periodico. Ademds, el tiempo minimo T > 0 para el cual f(t,x) =
f(t+T,x) es llamado el periodo.

Definicion 1.4. Considere el sistema dindmico (1.6) con D = R". Si f(t,x) = A(t)x, donde
Alty, t;] — R™" es continuo a trozos en [ty,t1] y x € R", entonces (1.6) se llama un sistema
dindmico lineal variable en el tiempo. Si, alternativamente, para todo t € [ty, o) existe
T > 0 tal que A(t) = A(t + T), entonces (1.6) se llama sistema dindmico periodico lineal.
Finalmente, si f(t,x) = Ax, donde A € R™" y x € R", entonces (1.6) se llama sistema
dindmico autonomo lineal.

A continuacion, presentamos el concepto de punto de equilibrio de una sistema dindmico.
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Definicion 1.5. Considere el sistema dindmico no lineal (1.6) con f : [ty,0) X D — R”".
Se dice que un punto x, € D es un punto de equilibrio de (/.6) en el tiempo t, € [ty, o) si
f(t,x,) =0 para todo t > t,.

Note que en el caso de los sistemas auténomos y los sistemas periddicos, x, € R" es un
punto de equilibrio en el tiempo ¢, siy solo si x, es un punto de equilibrio en todo momento.
Ademads, si x, es un punto de equilibrio en el tiempo 7., entonces definiendo 7 := ¢t — ¢, y
To .= ty — t, tenemos

X(t+t,)=f(r+t,x(t+1t)), x(tro+t,)=x9, TE [T19,0), (1.7)

donde x(-) denota diferenciacion con respecto a 7, y por tanto x, es un punto de equilibrio
de (1.7)en 7t = 0 yaque f(7 +1,,x,) = 0 para todo 7 > 0. Por lo tanto, asumimos sin pérdida
de generalidad que 7, = 0. Ademés, si f( -, -) tiene al menos un punto de equilibrio x, € R”
entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que x, = 0 de modo que f(#,0) = 0,
t > 0. Para ver esto, definia x; := x — x, y note que

Xs(1) =x(1) = f(t, x(0) = f(t, x1) + xo) = fs(t, x5(0),

x4(t0) = X0 — X, 1t € [79,00).

(1.8)

Abhora, la afirmacion sigue al notar que f,(t,0) = f(¢,x.) = 0, t > t,. Finalmente, observamos
que si x, € R" es un punto de equilibrio de (1.6) y x(#y) = x,, entonces x(f) = x,, t > ty, s
una solucién a (1.6).

1.2. Teoremas de Topologia

Teorema 1.6. (Bolzano-Weierstrass). Sea S C R" un conjunto acotado que contiene infini-
tos puntos. Entonces existe al menos un punto p € R" que es un punto de acumulacion de

S.
Prueba. Ver [14].

Teorema 1.7. (Bolzano-Lebesgue). Sea D. C R". Para cada secuencia {x,},. , € D, existe
una subsucesion convergente {x, };., < {x,},, tal que limy_,, x,, € D, si y solo si D, es
compacto.

Prueba. Para mostrar la necesidad, sea D, compacto, sea {x,}-;, C D., y Sea Q =
{x1, x2,...}. Tenga en cuenta que Q es un conjunto infinito contenido en D.. Ahora, dado
que D, esta acotado, Q esta acotado, y por lo tanto, por el Bolzano-Weierstrass teorema (Teo-
rema 1.60), Q tiene un punto de acumulacién x. Como D, es cerrado, x es también un punto
de acumulacién de D, y por lo tanto, x € D.. Asi, para cada k € Z, podemos encontrar un

ng > g tal que x,, € By (x). Por lo tanto, limy_, x,, = x € D,..

Para mostrar suficiencia, suponga que cada secuencia contenida en D, tiene un subse-
cuencia convergente y supongamos, por el absurdo, que D, no estd acotada. Entonces existe



1.3. PUNTOS LIMITE, CONJUNTOS LIMITE Y ATRACTORES 7

o0

una sucesion {x,} >, C D, tal que ||x,|| > n, n € Z,, y existe una subsecuencia convergente
{xnYiey € (X}, tal que limy o, X, = x € D... Ahora, para todo k € Z, tal que n; > 1 + ||x]],

1, = 2l = N, | = lIxl] = rie = [Ixl] > 1,

lo cual es una contradiccidn. Por lo tanto, D, es acotado.

Ahora, suponga, por el absurdo, que D no es cerrado. Sea {x,}>> | C D, tal que lim,_,, x,, =
x & D.. Por suposicion, existe un subsecuencia {x, };>, € {x,}~, tal que lim;_, x,, =y € D..
Ahora, como lim,_,., x,, = x sigue que para todo € > 0, existe N € Z, tal que ||x, — x|| < €,
n > N. Ademas, existe k € Z, tal que n, > N, lo que implica que ||x,, — x|| < €. Por lo tanto,
limy e X, = x. Ahora de la unicidad de los limites de las sucesiones se sigue que x =y, lo

cual es una contradiccion. Por lo tanto, D, es compacto. O

1.3. Puntos limite, conjuntos limite y atractores

En esta seccion, presentamos la nocion de invariancia con respecto al flujo s,(xp) de un
sistema dindmico no lineal. Considere la dindmica no lineal sistema

x() = f(x(®), x0)=x, teR, (1.9)

donde x(¢) € D, t € R, D es un subconjunto abierto de R", y f : D — R”" es Lipschitz
continua en 9. Recuerde que (1.9) define un sistema dindmico en el sentido de la Definicién
1.1 conflujo s : RxD — D. Ademds, recuerde que para x € D, la aplicacién s(-, x) : R — D
define la curva solucién o trayectoria de (1.9) a través del punto x en D. Identificando s(:, x)
con su gréfico, la trayectoria u drbita de un punto x, € D se define como el movimiento a lo
largo de la curva

O, ={xeD : s(t,x,), t € R} (1.10)

Para ¢ > 0, definimos la drbita positiva a través del punto x, € D como la movimiento a lo
largo de la curva
O 2{xeD : s(t,x,), t >0} (1.11)

Xo

De manera similar, la drbita negativa que pasa por el punto x, € D se define como
0. ={xeD : s(t,x,), t <0} (1.12)

Por tanto, la 6rbita O, de un punto x € D viene dada por OfUO; = {s(t,x) : t > 0}U{s(t,x) :
t < 0}.

Definicion 1.8. Un punto p € D es un punto limite positivo de la trayectoria s(-, x) de (1.9)
si existe una secuencia mondtona {t,},’ , de niimeros positivos, con t, — oo cuando n — oo,
tal que s(t,,x) — p cuando n — oo. Un punto g € D es un punto limite negativo de la
trayectoria (-, x) de (1.9) si existe una sucesion mondtona {t,}’ , de niimeros negativos, con

t, — —oo cuando n — oo, tal que s(t,, x) — q cuando n — oo. El conjunto de todos puntos
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limite positivos de s(t,x), t > 0, es el conjunto limite positivo w(x) de s(-,x) de (1.9). El
conjunto de todos los puntos limite negativos de s(t, x), t < 0, es el conjunto negativo limite
a(x)de s(-,x) de (1.9).

Una definicion equivalente de w(x,) y a(x,) que es geométricamente mas facil de ver es
w(x,) = 0,200;0 y a(x,) = H,S()O;o. En la literatura, el conjunto limite positivo a menudo se
denomina conjunto w—limite mientras que el conjunto limite negativo se denomina conjunto
a—limite. Note que si p € D es un punto limite positivo de la trayectoria s(-, x), entonces
para todo € > 0y tiempo finito 7 > 0 existe t > T tal que ||x(¢) — p|| < €. Este se sigue del
hecho de que ||x(#) — p|| < € paratodo € > 0 y algin # > T > 0 es equivalente a la existencia
de una secuencia {1,},” ), con , — oo cuando n — oo, tal que x(#,) — p cuando n — oco. Una
observacion andloga vale para negativo puntos limite.

Definicion 1.9. Un conjunto M Cc D C R" es un conjunto invariante positivo con respec-
to al sistema dindmico no lineal (1.9) si s;,(M) C M para todo t > 0, donde s (M) =
{s:(x) : x € M}. Un conjunto M C D C R" es un conjunto invariante negativo con respecto
al sistema dindmico no lineal (1.9) si s, (M) € M para todo t < 0. Un conjunto M C D es un
conjunto invariante con respecto al sistema dindmico (1.9) si s,(M) = M para todo t € R.

Enel casodonde r > Oen (1.9), observe que un conjunto M C D es un conjunto invariante
negativo con respecto al sistema dindmico no lineal (1.9) si para todoy € My todo ¢t > 0
existe x € M tal que s(t,x) = yy s(r,x) € M para todo 7 € [0,¢]. Por lo tanto, si M es
invariante negativo, entonces M C s,(M) para todo ¢ > 0; el reciproco, sin embargo, no es
generalmente verdad. Ademds, un conjunto M C D es un conjunto invariante con respecto
a (1.9) (definida sobre ¢ > 0) si s,(M) = M para todo ¢t > 0. Note que un conjunto M es
invariante si y solo si M es invariante positivo y negativo.

Proposicion 1.10. Sea D C R", C C D un conjunto convexo, y sea f : D — R". Supongamos
que " existe y es continua en D. Si existe L > 0 tal que ||f'(x)|| < L para todo x € C, entonces
f es uniformemente continua Lipschitz en C.

Prueba. Se sabe que la existencia y la continuidad de f” en D implica que f es continua-
mente diferenciable en D. Ahora, sigue que

IfC) = fWI < Lllx—yll, xyeC,
lo que implica el resultado ya que L es independiente de x e y. O

Ahora, proporcionamos condiciones necesarias y suficientes para que una funcion f sea
globalmente continua Lipschitz.

La siguiente definicion introduce el concepto de continuidad Lipschitz.
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Definicion 1.11. Sea D c R" y sea f : D — R". Entonces f es Lipschitz continua en xy € D
si existe una constante de Lipschitz L = L(xy) > 0 y una vecindad N C D de x, tal que

1) = fOWIl < Liix=yll, x,yeN. (1.13)

f es Lipschitz continua en D si f es Lipschitz continua en cada punto de D. f es uniforme-
mente continua Lipschitz en D si existe L > 0 tal que

If () = fOIl < Lllx=yll, x,y€D. (1.14)

Finalmente, f es globalmente Lipschitz continua si f es uniformemente Lipschitz continuo en

D =R"

Proposicion 1.12. Sea f : R" — R" continuamente diferenciable en R". Entonces f es
globalmente Lipschitz continua si y solo si existe L > 0 tal que ||f’(x)|| < L para todo x € R".

Prueba. La suficiencia es una consecuencia directa de la Proposiciéon 1.10 con C = R".
Para mostrar la necesidad, suponga que f es globalmente continua Lipschitz con la constante
de Lipschitz L. Ahora, dado que f(-) es continuamente diferenciable en R”, de la Definicién
de derivada y de que f es continuamente diferenciable en D si y solo si sus derivadas parciales
exsiten y son continuas en D se sigue que para todo x € R" y € > 0, existe 6 > 0 tal que

<€ly—xll, y€Bs(x).

9
7o - 10 - L - 0
X
Ahora, note que

<1F ) - FCOll + Hf(y) - - o - v

<(@L+olly—xl, ye Bsx),

H—(X)(y x)

y por lo tanto,

0
Lo <@rena, zeno,
0x
Por lo tanto,
of H - NFEe|
— <(L+e),
o N =S =* e
donde ||-|] : R™”" — R es la norma matricial equi-inducida inducida por lanorma ||-|| : R" —

R. Finalmente, como € es arbitrario se sigue que ||%(x)|| < L, lo que prueba el resultado. O

Nétese que ||f'(x)|]| < L, x € R", es equivalente a decir que f” es uniformemente acotada,
es decir, la cota es independiente de x en R”.

Ahora, veremos una proposicion que muestra que la solucién de un sistema no lineal que
satisface una condicion de continuidad uniforme de Lipschitz estd acotada exponencialmente
por arriba y por abajo.
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Proposicion 1.13. Considere el sistema dindmico no lineal

X1 = f(x(0),  x(to) = x0, €Ly, (1.15)

donde x(t) € D, t € 1,,, D es un subconjunto abierto de R", f : D — R" es uniformemente
Lipschitz continua en D con constante Lipschitz L'y f(0) = 0. Entonces la solucion x(t) de
(1.15) sobre el intervalo cerrado [ty, t,] satisface

llxoll e 7 < [Ix(ll < llxollbe™ ™!, ¢ € [to, 11]. (1.16)
Prueba. Dado que ||x]|; = x”x se sigue que
d r Tme T
7 (Ox(1) = 2x (Dx() = 2x" () f(x(2)), 1€ [fo, 11]. (1.17)

Ahora, dado que f(0) =0y f: D — R” es uniformemente continua Lipschitz en D se sigue
que ||f(x)ll, < L||x||,. Por lo tanto, usando la desigualdas de Cauchy-Schwarz se sigue que

d
‘EXT(I)X(I)' = 2@l @)l < Ix@)ll3, 1 € [10, 11]. (1.18)

Ahora, definiendo ¢(t) := x" (t)x(1) y qo := q(0) = x{ xo, se sigue de (1.18) que

—2Lq(1) < q(1) < 2Lq(1), 1 € [to, 11], (1.19)
lo cual implica que
1 q dq t
—f 2Lds Sf — < f 2L ds. (1.20)
fo a0 4 fo

Por lo tanto,
2L=0l - p e 1o, 1] (1.21)

El resultado ahora es inmediato al notar que g(t) = ||x(t)||§. O

goe 201 < q(1) < qoe

Las siguientes proposiciones dan varias propiedades de conjuntos invariantes positivos,
conjuntos invariantes negativos y conjuntos invariantes.

Proposicion 1.14. Considere el sistema dindmico no lineal G dado por (1.9). Sea {M; : i€
I} una coleccion de conjuntos invariantes positivos (respectivamente, invariante negativo o
invariante) con respecto a G. Entonces M = Ny M; y M = Uier M; conjuntos invariantes
positivo (respectivamente, invariante negativo o invariante) con respecto a G.

Prueba. Sean los conjuntos M; invariantes positivos. Para todo x € N, se sigue que x € M,
para algin i € 7. Como M; invariante positivo, s(t,x) € M; para todo t > 0. Asi, como
M; € N, s(t,x) € N paratodot > 0, y por lo tanto, N es invariante positivo. Luego,
sea x € M. En este caso, x € M; para todo i € 7 y como cada M; invariantes positivos,
s(t,x) € M; paracadai € 7 y cadat > 0. Por lo tanto, s(¢, x) € NiezM; = M para cada
t > 0, lo que prueba la invariancia positiva de M. Las pruebas para la invariancia negativa e
invariancia son andlogas. O
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Proposicion 1.15. Considere el sistema dindmico no lineal G dado por (1.9). Sea M C D un
conjunto invariante positivo (respectivamente, invariante negativo o invariante) con respecto
a G. Entonces M es invariante positivo (respectivamente, invariante negativo o invariante)
con respecto a G.

Prueba. Sea M invariante y sea x € M y t € R. En este caso, existe una secuencia {x,}, C
M tal que x, — x cuando n — co. Como M es invariante, s(t, x,) € M para cada n. Ademas,
dado que s(t,x,) — s(t,x) cuando n — oo se sigue que s(¢,x) € M, y por lo tanto, M
es invariante. las pruebas de invariancia positiva y negativa son idénticos y, por lo tanto, se

omiten. O

Proposicion 1.16. Considere el sistema dindmico no lineal G dado por (1.9). Entonces M C
D es invariante positivo con respecto a G si y solo si D\ M es invariante negativo con
respecto a G. Ademds, M es invariante con respecto a G si y solo si BD \ M es invariante
con respecto a G.

Prueba. Sea M invariante positivo y supongamos, por el absurdo, que six € D\ Myt <0,
entonces s(z, x) ¢ D\ M. Por lo tanto, s(z, x) € My como —t > 0, s(—t, s(t, x)) = s(—t+t,x) =
5(0,x) = x € M por invariancia positiva de M. Esta contradicciéon muestra que D \ M es
invariante negativo. El reciproco sigue volviendo sobre los pasos anteriores. Finalmente, el
segundo parte del teorema se sigue como consecuencia directa de la primera parte. O

Proposicion 1.17. Considere el sistema dindmico no lineal G dado por (1.9). Sea M Cc D
invariante con respecto a G. Entonces OM y M son invariantes con respecto a G.
Prueba. De la Proposicion 1.16 se sigue que si M es invariante con con respecto a G, enton-

ces D \ M es invariante con respecto a G. Por lo tanto, por Proposicién 1.15, My D\ M
son invariantes con respecto a GG. Ahora, de las Proposiciones 1.14 y 1.16 se sigue que

IM=Mn(D\ M) y M D\ (D \ M) son invariantes con respecto a G. O

El reciproco de la Proposicién 1.17 se cumple siempre que M sea abierto o cerrado.

o
Para ver esto, observe que si dM es invariante con respecto a &, entonces M es invariante
con respecto a G. Este simple hecho puede demostrarse mediante unargumento de contradic-

o
cion. Especificamente, supongamos, por reduccion al absurdo, que existe x EM y ¢ € R tal

que s(t, x) € M. Ahora bien, como el conjunto Q := {y € D : y = s(t,x), t € [0, 7]} es cone-
X0, se sigue que QNIM # (0, donde hemos supuesto ¢ > 0 por conveniencia. Por tanto, existe
t* € (0, 1] tal que s(t*, x) € AM. Sin embargo, en este caso, x = s(—t*, s(t*, x)) = s(—t"+1", x) €

o]
OM, que por la invariancia de OM contradice x € M. Esto muestra que si dM es invariante
con respecto a G, entonces M es invariante con respecto a G. Asi, si M es cerrado entonces
M= oMU M es invariante, mientras que si M es abierto entonces M M es invariante. De

manera similar, se puede demostrar que si M es no vacio e invariante, entonces M también
es invariante siempre que M sea cerrado o abierto. O
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Proposicion 1.18. Considere el sistema dindmico no lineal G dado por (1.9). Sea M Cc D

invariante positivo (respectivamente, negativo) con respecto a G. Entonces M es invariante
positivo (respectivamente, negativo) con respecto a G

Prueba. Suponga que M es invariante positivo. Entonces por las Proposiciones 1.15y 1.16

D\ My D\ MM son invariantes negativos. Por lo tanto, M D \ (D \ M) es invariante
positivo. El caso donde M es invariante negativo sigue usando argumentos idénticos. O

Definicion 1.19. La trayectoria s(-,x) de (1.9) es acotada si existe existe y > 0 tal que
st 0l <y, teR

A continuacion, establecemos y demostramos un teorema clave que involucra conjuntos
de limites positivos. Un resultado andlogo es valido para conjuntos de limites negativos. En el
caso de que ¢ > 0, nos referimos a la propiedad de grupo en la Definicién 1.1 como propiedad
de semigrupo. Es mds, usamos la notacion x(r) - M C D cuando ¢ — oo para denotar que
x(t) tiende a M, es decir, para cada € > 0 existe 7 > 0 tal que pisT(x(7), M) < € para todo
t > T, donde pist(p, M) := inf,cp||p — x|

Teorema 1.20. Suponga que la solucion x(t) a (1.9) correspondiente a una condicion inicial
x(0) = x, estd acotada para todo t > 0. Entonces el conjunto limite positivo w(x,) de x(t),
t > 0, es un conjunto no vacio, compacto, conexo 'y invariante. Ademds, x(t) — w(x,) cuando
t — oo,

Prueba. Sea x(7), t > 0, o, de manera equivalente, s(z, x,), t > 0, denotamos la solucién de
(1.9) correspondiente a la condicidn inicial x(0) = x,. Ahora, dado que x(7) estd acotado para
todo t > 0, se sigue del Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 1.6) que cada secuencia
en la orbita positiva ; := {s(t,x) : t € [0, c0)} tiene al menos un punto de acumulacion p € D
cuando t — oo, y por lo tanto, w(x,) es no vacio. Luego, sea p € w(x,) tal que existe una
secuencia creciente no acotada {z,}> , con o = 0, tal que lim,,_,, x(#,) = p. Ahora bien, como
x(t,) estd uniformemente acotada en n, se sigue que el punto limite p estd acotado, lo que
implica que w(x,) estd acotado. Para mostrar que w(x,) es cerrado sea {p;}*, una secuencia
contenida en w(x,) tal que lim,_,, p; = p. Ahora bien, dado que p; — p cuando i — oo para
todo € > 0, existe un i tal que ||p — pi|| < €/2. Luego, dado que p; € w(x,), existe t > T,
donde T es arbitrario y finito, tal que ||p — x(¢)|| < €/2. Ahora, dado que ||p — pill < €/2y
llp — x(Il < €/2 se sigue que [|p — x|l < ||p; — x| +|Ip — pill < €,y por lo tanto, p € w(x,).
Asi, todo punto de acumulacion de w(x,) es un elemento de w(x,) de manera que w(x,) es
cerrado. Por lo tanto, dado que w(x,) es cerrado y acotado es compacto.

Para mostrar la invariancia positiva de w(x,) sea p € w(x,) tal que existe una secuencia
creciente no acotada {z,} > tal que x(7,) —» p0 cuando n — oco. Ahora, sea s(z,, x,) la solucién
x(t,) de (1.9) con condicion inicial x(0) = x, y observe que como f : O — R" en (1.9)
es Lipschitz continua en D, x(7), t > 0, es la tnica solucion de (1.9) entonces que por la
propiedad del semigrupo s(t+t,, x,) = s(t, s(t,, x,)) = s(t, x(t,)). Ahora bien, como x(¢), t > 0,
es continua se sigue que, para t + tn > 0, lim,,_,, s(t + t,,, x,) = lim,_,, (¢, x(¢,)) = s(¢, p), y
por lo tanto, s(¢, p) € w(x,). Por tanto, s,(w(x,)) C w(x,), t > 0, estableciendo una invariancia
positiva de w(x,).
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Para mostrar la invariancia de w(x,) sea y € w(x,) de modo que exista una secuencia
creciente no acotada {1} tal que s(#,,x,) — y cuando n — oo. Ahora, sea t € [0,00) y
observe que existe N tal que ¢, > t,n > N. Por lo tanto, de la propiedad del semigrupo se sigue
que s(t, s(t,—t, x,)) = s(t,, x,) — y cuando n — oo. Ahora, del teorema de Bolzano-Lebesgue
(Teorema 1.7) se sigue que existe una subsucesion {z,’ de la sucesion z, = s(t, — 1, x,), n =
N,N+1,...,talque z,, = z € D cuando k — ooy, por definicidn, z € w(x,). A continuacion,
se sigue de la propiedad de dependencia continua de que limy_,. $(t,2,,) = s(t, lim;_, 2,),
y por lo tanto, y = s(t,z), lo que implica que w(x,) C s(w(x,)), t € [0, 00). Ahora, usando
invariancia positiva de w(x,) se sigue que s,(w(x,)) = w(x,), t > 0, estableciendo invariancia
del conjunto limite positivo w(x,).

Para mostrar la conectitud de w(x,), suponga, por el absurdo, que w(x,) €s no conexo.
En este caso, existen dos conjuntos cerrados no vacios P y £, tal que PT NP7 = 0y
w(x,) = P7 UP; = 0. Puesto que P7 y P; son cerrados y disjuntos existen dos conjuntos
SiySytalesque i NS, =0, P7 €S, P; CSs. Luego, como f: D — R es Lipschitz
continua en 9, se sigue que la solucién x(¢), t > 0, de (1.9) es una funcién continua de ¢. Por
tanto, existen sucesiones {#,} -, y {7.} -, tales que x(¢,) € Si, x(7,) € S2, y t, < T < typ1,
lo que implica que existe una secuencia {7,}7,, con t, < 7, < T,y tal que x(7,) ¢ S; U So.
Ahora, dado que x(¢) es acotada para todo r > 0, se sigue que x(7,) — p ¢ w(x,) cuando
n — oo, conduciendo a una contradiccién. Por lo tanto, w(x,) es conexo.

Finalmente, para mostrar x(f) — w(x,) cuando ¢t — oo, supongamos, por el absurdo,
x(t) -» w(x,) cuando t — oo. En este caso, existe una secuencia {z,} con t, — oo cuando
— o0, tal que

=0’
inf ||x(z,) — pll > €, nez,. (1.22)
PEW(X,)

Sin embargo, dado que x(7), t > 0, esta acotada, la sucesion acotada {x(#,)} ., contiene una
subsecuencia convergente {x(z,)} , tal que x(7,) — p* € w(x,) cuando nfoco, lo que contra-
dice (1.9). Por lo tanto, x(¢) — w(x,) cuando ¢t — oo. |

Es importante notar que el teorema 1.20 se cumple para sistemas dindmicos no lineales
invariante en el tiempo (1.9) que poseen soluciones Unicas hacia adelante en el tiempo siendo
las soluciones funciones continuas de las condiciones iniciales. Mds generalmente, dejando
que s(-, x,) denote la solucidn de un sistema dindmico con la condicién inicial x(0) = x,, el
teorema |.20 se cumple si s(t+7, x,) = s(t, s(7, x,)), t,T > 0,y s(-, x,,) s una funcion continua
de x, € D. Por supuesto, si f(-) es Lipschitz continua en 9, entonces existe una solucion
Unica a (1.9), y por lo tanto, la propiedad de semigrupo requerida s(t + 7, x,) = s(t, (7, x,)),
t,7 > 0, y la continuidad de s(¢,-) en D, t > 0, se cumplen. Alternativamente, la unicidad
de las soluciones a lo largo del tiempo con la continuidad de f(-) asegura que las soluciones
a (1.9) satisfacen la propiedad del semigrupo y son funciones continuas de las condiciones
iniciales x, € D incluso cuando f(-) no es Lipschitz continua en . Més generalmente, f(-)
no necesita ser continua. En particular, si f(-) es discontinua pero acotada y x(-) es la tnica
solucién de (1.9) en el sentido de Filippov [4], entonces la propiedad de semigrupo requerida
con la dependencia continua de las soluciones de las condiciones iniciales se cumple [4].

Notese que el Teorema 1.20 implica que si p € D es un punto limite w de una trayectoria
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s(-, x) de (1.9), luego todos los demds puntos de la trayectoria s(-, p) de (1.9) a través del
punto p son también w—puntos limite de s(-, x), es decir, si p € w(x) entonces O; C w(x).
Ademas, como todo punto de equilibrio x, € D de (1.9) satisface s(, x.) = x, paratodo t € R,
todos los puntos de equilibrio x, € O de (1.9) son sus propios conjuntos limites a—limite y
w-limite. Si una trayectoria de (1.9) posee un punto w—limite dnico x,, entonces se sigue del
Teorema 1.20 que como w(x,) es invariante con respecto al flujo s, de (1.9), x, es un punto
de equilibrio de (1.9).

Ahora consideramos el sistema dindmico auténomo no lineal general
x() = f(x(@),  x(to) = x0, €Ty, (1.23)

donde x(t) € D C R", t € 1,,, D es un conjunto abierto con 0 € D, f : D — R" es continuo
en D,y I, =1[0,7,),0 < 1, < oco. Suponemos que para cada condicién inicial x(0) € D
y cada 7,, > 0, el el sistema dindmico (1.23) posee una solucién unica x : [0,7,) — D
en el intervalo [0, 7). Denotamos la solucién de (1.23) con la condicidn inicial x(0) = x
por s(-, xp), de modo que el flujo del sistema dindmico (1.23) dado por la aplicacién s :
[0, 7,,) XD — D es continuo en x y continuamente diferenciable en ¢ y satisface la propiedad
de consistencia s(0, xo) = xo y la propiedad de semigrupo s(t, s(t, xo)) = s(¢+ T, X(), para todo
xo €Dyt 1el0,7,)talquet+7 € [0,7,). A menos que se indique lo contrario, asumimos
que f(0) = Oy f(-) es Lipschitz es continuo en D. La siguiente definicion introduce varios
tipos de estabilidad correspondientes a la solucién cero x(¢) = 0 de (1.23) para 1, = [0, 00).

Definicion 1.21. i) La solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es estable si, para todo € > 0, existe
0 = 0(e) > 0 tal que si ||x(0)|| < 9, entonces ||x(t)|| < €, t > 0. Grdficamente

/N <
T A [N

|
II\L_&M ] >.\ :II "'.‘ \":L \?._ Iy
N4 L 7

Figura 1.2: Estabilidad de un punto de equilibrio.

ii) La solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es asintéticamente estable si es estable y existe 6 > 0
tal que si ||x(0)|| < 6, entonces lim,_,, x(t) = 0. Grdficamente

_— J F

— eyt

Figura 1.3: Estabilidad asintética de un punto de equilibrio.
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iii) ) La solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es exponecialmente estable si existen constantes
positivas a, By 0 tales que si ||x(0)|| < 6, entonces ||x(t)|| < a||x(0)||le™, t > 0.

iv) ) La solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es globalmente asintéticamente estable si es estable
y para todo x(0) € R", lim,_,, x(¢) = 0.

v) ) La solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es globalmente exponecialmente estable si existen
constantes positivas a y f3 tal que ||x(t)|| < a||x(0)|le™, t > 0, para todo x(0) € R".

vi) ) Finalmente, la solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es inestable si no es estable.

La figura 1.4 muestra las nociones de estabilidad y inestabilidad de un punto de equilibrio.
Claramente, estabilidad exponencial implica estabilidad asintética y estabilidad asintética
implica estabilidad.

Figura 1.4: Estabilidad y inestabilidad de un punto de equilibrio.

Lema 1.22. (Lema de Gronwall). Suponga que existe una funcion continua x : R — R tal
que

!
x(H) <a+ f B x(s)ds, t > 1o, (1.24)

fo

donde @ € Ry 8 > 0. Entonces
x(t) < @, 1> 1. (1.25)
Prueba. Sea @ € Ry sea

f
y(t) = a+ f B x(s)ds, t >ty (1.26)

fo

Ahora, de (1.24) se sigue que x(f) < y(f), t > ty, y por tanto, usando (1.26),

yO) =Bx() <y,  y)=a 121 (1.27)
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Ahora, defina z(¢) := y(¢) — By(t) y observe que (1.27) implica z(¢) < 0, t > t,. Por lo tanto,

y(0) = y(to)e”™ ™ + f P70 do,

lo que implica
y(@) < Y1) = @’ T+, 1> 1.

El resultado ahora es inmediato al notar que x(#) < y(¢), t > t,. O

Para enunciar y demostrar los teoremas inversos de Lyapunov (Capitulo 5) necesitamos varias
definiciones y un lema clave.

Definicion 1.23. Una funcion continua y: [0,a) — [0, ), donde a € (0, 0], es de clase
K si es estrictamente creciente y y(0) = 0. Una funcion continua y: [0, 00) — [0, 00) es de
clase K, si es estrictamente creciente, y(0) = 0, y y(s) — oo cuando s — oco. Una funcion
continuay: [0, 00) — [0, 00) es de clase L si es estrictamente decreciente y y(s) — 0 cuando
s — oo. Finalmente, una funcion continua y: [0,a) X [0,00) — [0, 00) es de clase KL si,
para cada s fijo, y(r, s) es de clase K con respecto a ry, para cada r fijo, y(r, s) es de clase
L con respecto a s.

El siguiente lema clave debido a Massera es necesario para el resultado principal del
capitulo 5.

Lema 1.24. (Lema de Massera). Sea o : [0,00) — [0, ) una funcion de clase mathcalL
y sea A un escalar positivo dado. Entonces existe una funcion infinitamente diferenciable

v: [0, 00) — [0, 00) tal que y(-), ¥'(-) € K, fooo ylo(®)]dt < oo, y fooo Y [o(t)]etdt < oo.

Demostracion: Dado o7(-) es estrictamente decreciente existe una sucesion {#,} | no aco-

tada tal que
1

o(t,) < , n=1,2,....
(1n) n+1
Ahora, definamos n7: R, — R, por
P
(&), 0O<r<m,
() =
(n+ 1)ty —nt,—t —
WDty W STS Ty, n= 1,2,...,
2

donde p > 1 Note que 7n(-) es estrictamente decreciente, o(t) < n(t), t € [t;,0), y

2(t-n)"
lim,_,0,0 () = co. Dado que 7(-) es una funcion infinitamente diferenciable excepto en un

nimero contable de valores de ¢, se puede aproximar mediante una funcién infinitamente di-
ferenciable en [0, c0). A continuacién, se puede demostrar que 77! (+) es una funcién estricta-
mente decreciente tal que limy_,¢ s~ 77'(s) = oo y lim,_,., 57 '(s) = 0. Ahora, seau: R, — R,
tal que u(0) = 0y pu(s) = e @D7'®_ g > 0. Note que u(-) es infinitamente diferenciable en
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(0, ) y u(+) es estrictamente creciente, lo cual implica que u(-) es una funcién de clase K. A

continuacion, definamos y: [0, c0) — [0, co) por

y(r) = fo p(s)ds.

Note que y(-) y ¥'(-) = u(-) son funciones de clase K. Ademads, note que

f ) Y [o(t)]eVdt = f lu[a(t)]eﬂfdw f ) ulo(t)]eVdt
0 0

13

< f lu[a(t)]e”dH f mu[n(t)]e“dt
0

3

51 00
= f ulo()]eVdt + f e 'dt
0 13

< 00,

A continuacién, ya que paratodo t > t; y s € (0,7(1)], t < n~'(s), se sigue que

(1) 7(t) .
f u(s)ds = f e g
0 0
7(t)
< f oD ¢
0

— e—(/l+ l)trl(t)
< e—(/H-l)t.

Por tanto,

00 00 (1)
f y[a(t)]dt:f f u(s)dsdt
1 n 0
oo ~(f)
< f f u(s)dsdt
15 0
Sf e—(/l+1)tdl,
n

< 00.

Ahora, el resultado se sigue del hecho que fooo vlo(#)]dt < oo siy solo si ft loo
O

ylo(H)]dt < oo.
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Capitulo 2

Teoria de la estabilidad de Lyapunov

El siguiente resultado, conocido como método directo de Lyapunov, da condiciones su-
ficientes para la estabilidad asintética y exponencial de Lyapunov de un sistema dindmico
no lineal. Para este resultado, sea V : 9 — R una funcién continuamnte diferenciable
con derivada a lo largo de las trayectorias de (1.23) dada por V(x) := V'(x)f(x). Note
que V(x) depende del sistema dindmico (1.23). Dado que, usando la regla de la cadena,

V(x) = Lv(s(, x))‘ . = V'(x)f(x) se deduce que si V(x) es negativo, entonces V(x) es
1=
decrecinte a lo largo de la solucion s(z, xy) de (1.23) pasando por xp € Dent = 0.

Teorema 2.1. (Teorema de Lyapunov). Considere el sistema dindmico no lineal (1.23) y
asuma que existe una funcion 'V : D — R continuamente diferenciable tal que

V) = 0, (2.1)
Vix) > 0, x€D, x=#0, (2.2)
V) fx) < 0, xeD. (2.3)
Entonces, la solucion cero x(t) = 0 de (1.23) es estable. Si, ademds,
V) f(x) <0, x€D, x=#0, (2.4)

entonces la solucion cero x(t) = 0 de (1.23) es asintoticamente estable. Finalmente, si existen
escalares o, By e >0,y p > 1 tales que V : D — R satisface

V(x) < BlxllP, x€ D, (2.5)
—eV(x), x€D, (2.6)

allx|l”

V() f(x)

<
<

entonces la solucion cero x(t) = 0 de (1.23) es exponencialmente estable.

Prueba. Sea € > 0 tal que B.(0) € D. Como 0B(0) es compactoy V(x), x € D, es continuo,
se deduce que V(08.(0)) es compacto, y por lo tanto, @ := min,esg_ ) V(x) existe. Observe
quea > 0yaque0 # 90B.(0)y V(x) > 0,x € D, ¢ # 0. A continuacion, sea 5 € (0, @) y define
Dg como la componente conexa de {x € D : V(x) < B} que contiene el origen; es decir, Dy
es el conjunto de todos x € D tal que existe una funcién continua ¢ : [0,1] — D tal que
Y(0) = x, Y(1) = 0,y V(y(u)) < B, para todo u € [0, 1]. Note Dy C B.(0) (ver Figura 2.1).

19
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Para ver esto, supongamos, ad absurd0, que Og ¢ B.(0). En En este caso, existe un punto
p € D tal que p € 08.(0), y por lo tanto, V(p) > a > S, lo cual es una contradiccién. Ahora,
dado que V(x) : V'(x)f(x) <0, x € Dg, se sigue que V(x(7)) es una funcion no creciente
del tiempo, y por lo tanto, V(x(r)) < V(x(0)) < B, t > 0. Por lo tanto, Dz es un conjunto
invariante positivo con respecto a (1.23). Ademds, dado que Dy es compacto, se sigue que
para todo x(0) € Dy, (1.23) tiene una solucién unica definida para todo ¢ > 0.

Figura 2.1: Visualizacion del conjunto usado en la demostracién del Teorema 2. 1.

A continuacién, dado que V(-) es continuo y V(0) = 0, existe 6 = d(e) € (0, €) tal que
V(x) < B, x € Bs(0). Ahora, supongamos que x(t), t > 0, satisfaciendo (1.23) con ||x(0)|| < 6.
Dado que, B5(0) C Dy c B.(0) € Dy V'(x)f(x) <0, x € D, se sigue que

V(x(?)) — V(x(0)) = f V'(x(s)f(x(s)ds <0, >0,
0

y por tanto, para todo x(0) € B5(0),
V(x(t) < V(x(0)) <B, t=>0.

Ahora, como V(x) > a, x € 08.0) y 8 € (0,a), se sigue que x(t) ¢ 08.(0), t > 0. Por lo
tanto, para todos € > 0 existe & = d(e) > 0 tal que si ||x(0)|| < ¢, entonces ||x(?)|| < €, > 0, lo
que demuestra la estabilidad de la solucién cero x(¢) = 0 para (1.23).

Para demostrar la estabilidad asintética de la solucion cero x() = 0 para (1.23) suponga
que V'(x)f(x) < 0,x € D, x # 0y x(0) € Bs0). Entonces se deduce que x(r) € B(0),
t > 0. Sin embargo, V(x(#)), t > 0, es decreciente y acotada por debajo por cero. Ahora,
el absurdo, suponga que x(7), t > 0, no converger a cero. Esto implica que V(x(#)), t > 0,
tiene un limite inferior, es decir, existe L > 0 tal que V(x(¢)) > L > 0, t > 0. Por tanto, por
continuidad de V(-) existe ¢’ > 0 tal que V(x) < L para x € B5(0), lo que ademds implica que
x(t) ¢ Bs(0) para todo t > 0. Luego, defina L; := min, ey, o) <ixji<e V' (x)f(x). Ahora, (2.4)
implica —=V’(x)f(x) > Ly, ¢’ < ||x|| < € o equivalentemente,

V(x(®) = V(x(0)) = f V' (x()f(x(s)) ds < =Ly,
0
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y por tanto, para todo x(0) € B;(0),
V(x(1)) < V(x(0)) — Lyt.

Dejando ¢ > , se sigue que V(x(¢)) < L, lo cual es una contradiccién. Por tanto,
x(f) — 0 cuando ¢ — oo, estableciendo la estabilidad asintética.

Finalmente, para demostrar la estabilidad exponencial de la solucién cero x(t) = 0 para
(1.23) tenga en cuenta que (2.6) implica que

V(x(0)-L
L,

V(x(1)) < V(x(0))e ™, t>0. (2.7)

Ahora, dado que por el supuesto V(x(0)) < Bllx(0)||” y ||a||lx()||P < V(x(¢)), sigue que

allx@lI” < BllxO)I” —et, >0, (2.8)
lo que implica que
B 1/p
lxII” < (— )IIX(O)IIe‘(E”’)’, 120, (2.9)
@
estableciendo estabilidad exponencial. O

Si x, es un punto de equilibrio de (1.23), entonces el Teorema 2.1 se cumple con V(0) = 0
y x # 0 reemplazando por V(x,) = 0y x # x,. Una funcién V(-) continuamente diferenciable
que satisface (2.1) y (2.2) es llamada una funcion candidata de Lyapunov para el sistema
dindmico no lineal (1.23). Si, adicionalmente, V(-) satisface 2.3, V(-) es llamada una funcion
de Lyapunov para el sistema dindmico no lineal (1.23).

En vista de las condiciones (2.1-(2.4), V(-) se puede considerar como una funcion de
energia generalizada para el sistema dindmico no lineal (1.23). En particular, viendo las su-
perficies de nivel de Lyapunov V(x) = a, para constantes @ > 0 suficientemente pequeiias,
como superficies de energia constante que cubren la vecindad Dy C B, donde V(x) = S,
del sistema dindmico no lineal (1.23), se sigue del teorema 2.1 que requiriendo la derivada
de Lyapunov V(x) 2 V’(x)f(x) sea negativa, las trayectorias del sistema (1.23) se mueven
desde una superficie de energia a una superficie de energia inferior o menor. Por supuesto, si
se cumple la condicién (2.3), las trayectorias del sistema se acercardn al origen y permane-
ceran dentro de una bola de radio £ > 0 del origen para condicion inicial del sistema que se
encuentra dentro de una superficie de energia constante contenida en la bola de radio €. Alter-
nativamente, si se satisface la condicion (2.4), entonces las superficies de energia del sistema
se reducen a cero de modo que la trayectoria del sistema se aproxima a cero asintoticamente
(ver figura 2.2).

Para el plano (R?) la funcién de Lyapunov proporciona la siguiente interpretacién. Para
que una solucién dada s(t, xp) de (1.23), cruce la superficie de energia constante V(x) = S,
donde B8 = V(xy), el dngulo entre la normal exterior del vector gradiente V(x,) y la derivada
de s(t, xo) en t = ty debe ser mayor que 71/2, esto es, V(xy) = V'(x0)f(xo) < 0. Para que esto
ocurra en todos los puntos, necesitamos V(x) = V'(x)f(x) < 0, x € Dy. Por tanto, V(s(z, xo))
es una funcién decreciente del tiempo. Esto, por supuesto, implica que V(s(z, x)) a lo largo de
la solucion s(z, xo) de (1.23) debe ser negativa en Dp.
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Figura 2.2: (a) Candidato tipico a la funcién de Lyapunov. (b) Superficies de energia cons-
tante de Lyapunov. Para ambas figuras a; < a; < a3.

Ejemplo 2.2. Considere el sistema dindmico no lineal que respresenta a una nave espacial
rigida dado por

x1(t) = Ipnxa(Dxs3(f), x1(0) =x10, 20 (2.10)
@) = Lixs(Ox(0), x2(0) = x, (2.11)
3 = Lopx(Dx(),  x3(0) = x30, (2.12)

donde I3 = (I, — L)1}, Iy = (L — 1)/, 11, = (I} — L)/ y L. L. y I3 son los momen-
tos principales de inercia de la nave espacial tales que I, > I, > Iy > 0. Para examinar
la estabilidad de este sistema, considere la funcion candidata de Lyapunov V(xi, x;, X3) =
%(alx% + azx% + cx3x§), donde a1, as, a3 > 0. Ahora, la derivada de Lyapunov estd dada por

V(x1, X2, X3) = @1 X1 X1 + QXX + azx3xz = X1 xx3(@1 oz + axlz; + aslyy). (2.13)

Dado que I3; < 0, se sigue que existen ay, a,, az > 0 tales que a Iz +ay131+asl; = 0. En este
caso, V(x1, X2, x3) = 0, y por tanto, la solucion cero para (2.10)-(2.12) es Lyapunov estable.
Se puede ver que la solucion cero de (2.10)-(2.12) es Lyapunov estable sin la restriccion
I > I, > I; > 0 siempre y cuando 1, I, I > 0.

Ejemplo 2.3. Considere el sistema dindmico no lineal que describe el movimiento de un
péndulo simple con amortiguamiento viscoso dado por

0(t) + 6 + % sinf(t) =0, 6(0) =86y, 60)=460), >0, (2.14)

donde g es la aceleracion de la gravedad y | es la longitud del péndulo. Para analizar la
estabilidad de este sistema, considere la funcion candidata de Lyapunov

1. 1 .2
V(6,0) = 592 +50+ 0) + Tg(l — cosf). (2.15)

Ahora, la derivada de Lyapunov estd dada por

V(0.0) = 66 + 0+ )0 + ) + Tge sin6 = —(6* + ‘%e sin @), (2.16)
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el cual es localmente definida negativa y, por tanto, el péndulo simple con amortiguamiento
viscoso es localmente asintoticamente estable. Se puede ver que la funcion de de Lyapunov
de energia V(0,0) = %92 + %(1 — cos 0) falla para mostrar que la derivada de Lyapunov
es estrictamente decreciente y, por lo tanto, no puede usarse junto con el teorema 2.1 para
establecer la estabilidad asintotica de (2.14).

El teorema 2.1 se puede utilizar para proporcionar una estimacion del dominio de atrac-
cion para el sistema dindmico no lineal (1.23); esto es, encontrar un conjunto abierto conexo
P, en R" que contenga el origen con la propiedad de que toda trayectoria que comienza en Dy
converge al origen a medida que el tiempo tiende a infinito. Es importante sefalar aqui que
(2.2) y (2.4) no son suficientes para garantizar que toda solucion que comience en O perma-
necerd en P para siempre. Sin embargo, si (2.2) y (2.4) se cumplen, entonces todo conjunto
invariante del sistema dindmico no lineal 1.23 contenido en 9 también estd contenido en
el dominio de atracciéon D, de 1.23. Como se muestra en la demostracion del teorema 2.1,
si existe una funcién de Lyapunov V: D — R tal que (2.1), (2.2), y (2.4) se cumplan, y si
Dp = {x € D: V(x) < B} estad acotado, entonces Dy s un conjunto positivamente invariante
con respecto a (1.23) y cada trayectoria del sistema que comienza en g converge al origen
cuando el tiempo tiende a infinito. Por tanto, Og es una estimacion del dominio de atraccion.
Entonces, la pregunta es, ;cuan grande podemos tomar 8 > 0 tal que D permanezca acota-
do? Dado que V(-) es continua y definida positiva, siempre existe un 8 > 0 lo suficientemente
pequefio como para que la superficie de nivel de Lyapunov V(x) = g esté acotada y, por lo
tanto, Dy esté€ acotada ya que Dy C B.(0) para algin £ > 0. Sin embargo, dependiendo de
la estructura de V(-), a medida que 8 aumenta, la superficie de nivel de Lyapunov V(x) = 8
puede no estar acotado y, por lo tanto, Dy se vuelve no acotado. Para Dy C B.(0), 5 debe
satisfacer 8 < inf)y>. V(x). Entonces, si 8 < y, donde

y = lim inf V(x) < oo (2.17)

-0 x>

y ¥ > 0, entonces Dy esta garantizado para estar acotado.

A continuacién, damos una definicién precisa del dominio, o regién, de atraccién de la
solucion cero x(7) = 0 del sistema dindmico no lineal (1.23).

Definicion 2.4. Suponga que la solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es asintdticamente estable.
Entonces el dominio de atraccion Dy C D de (1.23) estd dado por

Dy {xo €D:si x0)=x), entonces limx(t) = o}. (2.18)

Como se discuti6 anteriormente, la motivacion para construir el dominio de atraccién de

un sistema dindmico no lineal se deriva del hecho de que no hay garantia de que una trayec-
toria del sistema que comienza en un subconjunto 9 del espacio de estados permanecera en
D aunque la derivada de Lyapunov sea negativa en D, es decir, las trayectorias del sistema
se mueven de un nivel de energia a un nivel de energia interno (ver Figura 2.3). El problema
de construir el dominio de atraccion para sistemas dindmicos no lineales estables localmente
ha recibido una atencion considerable en la literatura. Sin embargo, dado que la construccion
del dominio real de atraccion de un sistema dindmico no lineal depende de la trayectoria del
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sistema, la mayoria de las técnicas propuestas en la literatura proporcionan un subconjunto
garantizado del dominio de atraccidn.

Para estimar un subconjunto del dominio de atraccién del sistema dindmico (1.23) su-
ponga que existe una funcion continuamente diferenciable V: O — R tal que (2.1), (2.2), y
(2.4) se cumplen. A continuacion, sea Dz la componente conectado de {x € D: V(x) < B}
conteniendo el origen. Tenga en cuenta que toda trayectoria que comience en Dg se movera
a una superficie de energia interna y, por lo tanto, no podrd escapar de Dg. Por tanto, Dp
es una estimacioén del dominio de atraccidn del sistema dindmico no lineal (1.23). Ahora,
para maximizar esta estimacion del dominio de atraccion, maximizamos S tal que Dz C D.
Entonces, definamos Vi = sup{f > 0: Dy C D}, asi que

Dy={xeD: V(x) < Vr}, (2.19)

es un subconjunto del dominio de atraccién para (1.23) ya que V(x) < O para todo x €
D\ {0} € D\ {0}. La discusién anterior suscita una pregunta interesante; es decir, ;bajo qué

oot

//J\
W

‘\“‘\" L
Vie) = o \z) t¥s
L) 1

Viie) = s

Figura 2.3: Visualizacién del requisito del no acotado radial; a; < a; < 3.

condiciones corresponderd el dominio de atraccian a todo el espacio de estado R"? Por su-
puesto, esto corresponde al caso donde la trayectoria s(z, xo) de (1.23) se aproxima al origen
cuando t — oo para todo xy € R" o, equivalentemente, el sistema dindmico es globalmen-
te asintéticamente estable. De la demostracin del teorema 2.1 se deduce que la estabilidad
asintdtica global se mantendra si cada punto x € R” estd contenido en el conjunto compacto
Dy para algiin B > 0. Claramente, en este caso requerimos O = R" y que para todo 5 > 0,
Dy estd acotado, es decir, para cada 8 > 0 existe » > 0 tal que si x € Dp, entonces x € B,(0)
0, equivalentemente, V(x) > B para todo x ¢ 8,(0). Esta condicion que asegura que Dp estd
acotada para todo 8 > 0 esta implicito por

V(x) > oo cuando ||x]|| — oo. (2.20)

Una funcién V(-) que cumple (1.23) es llamada propia o radialmente no acotada.
A continuacion, establecemos el teorema de estabilidad global de Lyapunov donde el
dominio de atraccion de (1.23) es todo el espacio de estado.
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Teorema 2.5. Considere el sistema dindmico no lineal (1.23) y asuma que existe una funcion
V: R" — R continuamente diferenciable tal que

V() =0, (2.21)
V(x) >0, xeR", x#0, (2.22)
V'(x)f(x) <0, xeR", x#0, (2.23)
V(x) — o cuando |lx]] = oo. (2.24)

Entonces la solucion cero x(t) = 0 a (1.23) globalmente asintéticamente estable. Si, alterna-
tivamente, existen escalares «, 5, € >0,y p > 1, tal que V: R" — R satisface

allx|)? < V(x) < BlxlP, x e R" (2.25)
V'(x)f(x) < —eV(x), xeR", (2.26)

entonces la solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es globalmente exponencialmente estable.

Demostracion: Sea x(0) € R”, y sea 8 = V(x;). Ahora, la condicion de radial no acotada
(2.24) implica que existe € > 0 tal que V(x) > 8 para todo x € R”" tal que ||x|| > &. Por tanto,
de (2.23) se sigue que V(x(7)) < V(xp) = B, t > 0, lo que implica que x(¢) € B.(0), t > 0.
Ahora, la demostracion se sigue como en la demostracion del teorema 2. 1. O

El siguiente ejemplo muestra la motivaciéon de la condicion de radial no acotada para
asegurar la estabilidad asintética global.

Ejemplo 2.6. Considere el sistema dindmico no lineal

6x1(1)
[1+x3(n)]
2[x1 (1) + x2(1)]

[1+x3(n)]

x1(t) = - + 2X2(I), )Cl(O) = X10, (227)

Xo(t) = — , X0(0) = xo. (2.28)
Para examinar la estabilidad de este sistema, considere la funcion candidata de Lyapu-
nov V(x1,x) = x%/(l + x%) + x%. Note que V(0,0) = 0y V(x1,x2) > 0, (x1,x) € RXR,
(x1,x2) # (0,0), sin embargo, V(x1, x,) no es radialmente no acotada. La derivada de Lya-
punov V(x,, x,) estd dada por

. 2x(1+xp)-2x7] . )
V(x1, xp) = [ (72 X1 + 2x0%
_ 2 | 6x . ] A+ x)
e a+er T Tty (2.29)
12x7 4x;

A+ A+
< 09 (xl’ x2) eRXx R9 (-xla -XZ) * (09 0)

Claramente, la derivada de Lyapunov es definida negativa en todo R?, y por tanto, la
solucion cero (x,(t), x,(1)) = (0,0) a (2.27) y (2.28) es asintoticamente estable. Sin embargo,
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para mostrar que (2.27) y (2.28) no son globalmente asintoticamente estable, consi dérese la
hipérbola x, = 2/(x; — \/5) en el plano x| — x,. Ahora, en la hipérbola, X,/ x, estd dado por

X _ —2()61 + XQ) _ 1

i =— , (2.30)
X1 |- —6x; + 2x(1 + X%)z xz:% ZX% + 2\/§x1 +1
X =V2
mientras que la pendiente de la hipérbola estd dada por
d 2 1
& = _ (2.31)
dxi (xl V2)? 3% — V2x; +1
Ahora, para x| > N2, se sigue de (2.30) y (2.31) que
2x1+2\/_x1+1> xl V2x; +1,
y por lo tanto,
)éz dxz
— | e 2.32
X1 x27x1—2\f dx1 ( )
para x; > V2. Ademds, note que para x, > V2,
| 6)(1 + 4
X = -
o= (1+xD)?  x -2
_4+6V2x +2x] +4x} (2.33)
(1+272(x0 = V2)

> 0.

Ya que en la hipérbola %; > 0 para x| > V2, de esto se sigue que las trayectorias de (2.27)
v (2.28) no pueden cortar la rama de la hipérbola que se encuentra en el primer cuadrante
en el plano x; — x,, y en la direccion hacia los ejes x; — x, (ver Figura 2.4). Por tanto, dado
que las trayectorias que comienzan a la derecha de la hipérbola no pueden llegar al origen,
se deduce que la solucion cero (x,(1), x,(t)) = (0,0) a (2.27) y (2.28) no es globalmente
asintoticamente estable.

A

La condicion de radial no acotada (2.24) asegura que las superficies de energia constante

V(x) = @, @ > 0, son hipersuperficies y, por lo tanto, dado que las trayectorias del sistema se

mueven desde una superficie de energia a una superficie de energia interna, las trayectorias
del sistema no pueden alejarse del equilibrio del sistema.

Ejemplo 2.7. Considere el sistema dindmico no lineal

() = —x () + x3(1), x1(0)=x;9, 120, (2.34)
Xo(2) = —x1(1) — x2(),  x2(0) = xp9. (2.35)
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Figura 2.4: Conjuntos de niveles y una trayectoria no acotada para el ejemplo 2.2

Para examinar la estabilidad de este sistema, considere la funcion candidata de Lyapunov
V(ixi, xp) = %x% + ix‘z‘, que es definida positiva y no acotado radialmente en R>. Ahora, la
derivada de Lyapunov estd dada por

V(xy, x2) = x1%; + xg)'cz = —xf - x;‘ <0, (x1,x%)#0,0), (2.36)

lo que implica que la solucion cero (x(t), x2(?)) = (0,0) a (2,34) y (2,35) es globalmente
asintoticamente estable.
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Capitulo 3

Teoremas de estabilidad de conjuntos
invariantes

En esta seccidn, presentamos el principio de invariancia de Barbashin-Krasovskii-LaSalle
para relajar una de las condiciones en la funcién de Lyapunov V(-) en los teoremas dados en el
capitulo 2. En particular, la condicién de definida negativa estricta en el derivado de Lyapunov
se puede relajar al tiempo que garantiza la estabilidad asint6tica del sistema. Especificamen-
te, si se puede construir una funcién continuamente diferenciable definida en un conjunto
invariante compacto con respecto al sistema dindmico no lineal (1.23) cuya derivada a lo lar-
go de las trayectorias del sistema es semidefinida negativa y ninguna trayectoria del sistema
puede permanecer indefinidamente en los puntos donde la derivada de la funcion desaparece,
entonces el punto de equilibrio del sistema es asintéticamente estable. Este resultado se deri-
va del principio de invariancia de Barbashin-Krasovskii-LaSalle para sistemas dindmicos no
lineales, que ahora enunciamos y probamos.

Teorema 3.1. (Teorema de Barbashin-Krasovskii-LaSalle). Considere el sistema dindmi-
co no lineal (1.23), suponga que D, C D es un conjunto invariante positivo compacto con
respecto a (1.23), y se supone que existe una funcion continuamente diferenciable V: D, —
R tal que V'(x)f(x) < 0, x € D.. Sea R = {x € D.: V'(x)f(x) = 0} y sea M el conjunto
invariante mds grande contenido en R. Si x(0) € D,, entonces x(t) = M cuando t — oo.

Demostracion: Sea x(), r > 0, una solucién para (1.23) con x(0) € D... Dado que V’(x)f(x) <
0, x € D, se sigue que

V(x(1)) — v(x(1)) = f V'(x(s))dx <0, t>1,

y por tanto, V(x(¢)) < V(x(1)), t > 7, lo cual implica que V(x(¢)) es una funcion no creciente
de 7. A continuacion, dado que V(-) es continua en el conjunto compacto 9., entonces existe
B € Rtal que V(x) > B, x € D.. Por tanto, y,, = lim,,, V(x(¢)) existe. Ahora, para todo p €
w(xo) existe una sucesion creciente no acotada {z,} ", con 1y = 0, tal que x(¢,) — p cuando
n — oo. Dado que V(x), x € D,, es continua, V(p) = V(im,_ x(¢,)) = lim,_,. V(x(,)) =
Yx» ¥ POI tanto, V(x) = vy, en w(xp). Ahora, dado que D, es compacto y positivamente
invariante se sigue que x(7), ¢t > 0, esta acotado, y por tanto, se sigue del teorema 2.41 que

29
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w(xp) es no vacio, conjunto invariante compacto. Entonces, se sigue que V'(x)f(x) = 0 en
w(xp) y asi w(xg) € M c R C D.. Finalmente, dado que x(f) — w(x) cuando ¢t — oo, se
sigue que x(f) = M cuando t — oo.
O
La construccion de V(-) en el teorema 3.1 puede usarse para garantizar la existencia del
conjunto compacto positivamente invariante O.. Especificamente, si Dz = {x € D: V(x) <
B}, donde B > 0, estd acotado y V(x) < 0, x € Dp, entonces siempre podemos tomar D, = D.
Como se discuti6 en la seccion 1.1, si V(-) esta definida positiva, entonces Dg estd acotado
para 8 > 0 suficientemente pequefio. Por otro lado, si V(-) es radialmente no acotado, entonces
Dy esta acotado para cada S > 0 independientemente de si V(-) es definida positiva o no.

Ejemplo 3.2. El teorema del conjunto invariane Barbashin-Krasovskii-LaSalle puede ser
usado para estudiar la estabilidad de los ciclos limites. Para ver esto, considere el sistema
dindmico no lineal

x1(1) = 4x{(Dx2(0) — (XG0 + 2x02(0) — 4], x1(0) = x19, 120, (3.1
io(1) = =2x7(1) = £2((D)XT(1) + 2x:(1) = 41, 12(0) = xa0, (3.2)
donde x1g1(x1) > 0, x; #0, x282(x2) > 0, x, £ 0, g1(0) =0, y g2(0) = 0. Ahora, note que el
conjunto definido por la elipse & = {(x1,x; € R X R): xf + 2x§ — 4 = 0} es invariante, dado
que
d
E[Xf +20x5 — 4] = =2[2x1(1)g1(x1 (1)) + 44x2(D)g2(x2(1))] - [x7 (1) + 2x5 — 4]
=0, t>0,

(3.3)

v luego, si (x1(0), x,(0)) € &, entonces (x1(t), x2(t)) € & t > 0. El movimiento en & se
caracteriza por cualquiera de las ecuaciones
x1(1) = 4xj(1)xa(0), (3.4)
%(f) = —2x3(1), (3.5)

lo que muestra que & es un ciclo limite para (3.1) y (3.2) donde el vector de estado se mueve
en el sentido de las manecillas del reloj.

Para examinar si este ciclo limite es atractivo, defina la funcién V: R?> — R representando
a medida de la distancia al ciclo limite por V(xy, x,) = (x? +2x35 —4)* y note que V(0,0) = 16.
Luego, sea 8 > 0 y defina
D = {(x1,x) € RXR: V(x1,x) < S}

= {(x1, X) € RXR: (x] +2x5 —4)> < B). (3.6)

Ahora, note que

/ d
Vi, 1) = 204 + 28 ~ 4720 + 223 - )

= =2(x7 +2x5 — 4)*[2x181(x1) + 4x282(x2)] (3.7)

<0, (x1,x2) € D,.
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Entonces, definiendo R 2 {(x;, x») € RxR: V(x, x,) = 0} se sigue que el conjunto invariante
mas grande M C R estd dado por

D ={0,0)} U{(x1,x2) ERxR: x +2x; — 4 =0} (3.8)

Por tanto, se sigue del teorema 3.1 que todas las trayectorias del sistema que comienzan en
D, van al (0,0) o . Sin embargo, para § < 16, dado que V(0,0) = 16 y V(1,0) = 0 < 16,
se sigue que (0,0) ¢ D,y (0,0) corresponde a un méaximo local de V(xi, x,). Por tanto,
(0,0) es inestable. Asi, si (x1(0), x,(0)) € D., entonces (x;(¢), xo(t)) — & cuando ¢t — oo,
estableciendo que el ciclo limite caracterizado por & es atractivo.

A continuacién, usando el Teorema 3.1 proporcionamos una generalizacion del Teorema
2.1 para la estabilidad asintética local de un sistema dindmico no lineal.

Corolario 3.3. Considere el sistema dindmico no lineal (1.23, asuma que D. C D es un
conjunto invariante positivamente compacto con respecto a (1.9) tal que 0 € D,, y asuma
que existe una funcion continuamente diferenciable V: D, — R tal que V(0) = 0, V(x) > 0,
x#0,yV(x)f(x) <0, x € D.. Mds atin, asuma que el conjunto R = {x € D.: V'(x)f(x) =
0} no contiene ningiin conjunto invariante mds que el conjunto {0}. Entonces la solucion cero
x(t) = 0de (1.23) es asintoticamente estable y D, es un subconjunto del dominio de atraccion
de (1.23).

Demostracion: La estabilidad de Lyapunov de la solucién cero x(¢) = 0 a (1.23) se sigue del
Teorema 2.1 ya que V'(x)f(x) < 0, x € D,. Ahora, se sigue del Teorema 3.1 que si xy € D,
entonces w(xg) € M, donde M denota el conjunto invariante mas grande contenido en R, lo
cual implica que M = {0}. Por tanto, x(f) —» M = {0} cuando t — oo, estableciendo asi la
estabilidad asintética de 1a solucion x(r) = 0 a (1.23). O

Ejemplo 3.4. Para ver la utilidad del Corolario 3.3, considere el sistema dindmico no lineal
que describe la no cion de un péndulo simple dado en el ejemplo 2.3. Para examinar la
estabilidad de este sistema considere la candidata a la funcion de Lyapunov de mds energia
natural dada por

wam:%§+§a—ammx (1,54)

con derivada Lyapunov
WQQ:%+§%m@:—§sQ 0.0) eRxR, (1,55)

estableciendo la estabilidad de Lyapunov de la solucion cero (6(1),0(t)) = (0,0). Ahora,
sea B > 0 tal que D, £ {(0,0): V(6,0) < B} es compacto. Note que D, es positivamente
invariante. Ahora, para mostrar la estabilidad asintdtica para este sistema sea R = {(0,0) €
RxR: V(6,0) =0} = {(6,0) € RxR: 6 = 0} y note que V(6,0) < 0 en todas partes excepto en
la linea 6 = 0, donde V(0,0) = 0. Ahora, sea M el conjunto invariante mds grande contenido
en Ry note que (0,0) € M C R dado que (0,0) es un punto de equilibrio. Ademds, note que
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para que el sistema garantice la condicion V(6,60) = 0, la trayectoria del sistema debe estar
sobre la recta 6 = 0. Dado que 0(t) = 0 implica que 6 = 0 lo cual, usando (1.23), implica
ademds sen(6(t)), se sigue que, para 6 € (—m, ), M = {(0,0)} es el conjunto invariante mds
grande contenido en R, y por tanto, por el Corolario 3.3, (6(t), 6(t)) — (0,0) cuando t — oo,
estableciendo la estabilidad asintotica local.

Ejemplo 3.5. El corolario 3.3 también se puede utilizar para caracterizar el dominio de
atraccion de un sistema dindmico no lineal. Para ver esto, considere el sistema dindmico no
lineal

1 () = x@OGO + 50 = 11 = 0@, x10)=x,, >0, (3.9)
() = x1(1) + RO (1) + 50 = 11, x(0) = x, (3.10)

con candidato a funcion de Lyapunov V(xy, x;) = x% + x%. Ahora, la derivada de Lyapunov
estd dada por

V(x1, x2) = 2x15%) + 20000 = 2(x + x5)(x} + x5 — 1), (1,58)

lo cual es estrictamente negativa si 0 < xf+x§ < 1. Ahora, defina Dg = {(x1, x,) € RXR: x%+
x% < B}, donde 5 € (0,1), y note que R = {(x1,x2) € Dg: V(x1,x) = 0} = {(0,0)} = M.
Ahora, se sigue del Corolario 3.3 que la solucion cero (x,(t), x2(t)) = (0,0)a (1.56) y (1.57) es
localmente asintoticamente estable con Dy siendo un subconjunto del dominio de atraccion
para cada B € (0,1). Por tanto, D. = {(x1,x,) € RXR: xf + x% < 1} estd contenido en el
dominio de atraccion de (3.9) y (3.10).

En el Teorema 3.1 y el Corolario 3.3 asumimos explicitamente que existe un conjunto
invariante compacto D, € D de (1.23). A continuaci’on, proporcionamos un resultado que
no requiere la suposicion explicita de la existencia de un invariante compacto ..

Teorema 3.6. Considere el sistema dindmico no lineal (1.23) y suponga que existe una fun-
cion continuamente diferenciable V: R" — R tal que

V() =0, (3.11)
V(x)>0, xeR", x#0 (3.12)
V(x)f(x) <0, xeR" (3.13)

Sea R = {x e R": V'(x)f(x) = 0} y sea M el conjunto invariante mds grande contenido en
R. Entonces todas las soluciones x(t), t > 0, de (1.23) que son acotadas tienden a M cuando
t — oo,

Demostracion: Sea x € R” tal que la trayectoria s(z, x), t > 0, de (1.23) estd acotada. Ahora,

con D, = O_j;, se sigue del Teorema 3.1 que s(¢, x) — M cuando r — oo. m]

A continuacion, presentamos el teorema del conjunto invariante global para garantizar la
estabilidad asint6tica global de un sistema dindmico no lineal.
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Teorema 3.7. Considere el sistema dindmico no lineal (1.23) y asumamos que existe una
funcion continuamente diferenciable V: R" — R tal que

V() =0, (3.14)
Vix) >0, xeR", x#0 (3.15)
V'(x)f(x) <0, xeR". (3.16)
V(x) > oo cuando ||x|| = oo (3.17)

Ademds, suponga que el conjunto R = {x € R": V'(x) f(x) = 0} no contiene ningiin conjunto
invariante mds que el conjunto {0}. Entonces la solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es globalmente
asintoticamente estable.

Demostracion: Como se cumple (3.14)-(3.16), del Teorema 2.1 se sigue que la solucién
cero x(t) = 0 a (1.23) es Lyapunov estable mientras que la condicién de radialmente no
acotada (3.17) implica que todas las soluciones de (1.23) son acotadas. Ahora, el Teorema
3.6 implica que x(f) — M cuando t — oo. Sin embargo, dado que R no contiene ningtin
conjunto invariante mas que el conjunto {0}, el conjunto M es {0}, y por tanto, la estabilidad
asintotica global es inmediata.

|

Los teoremas 3.1, 3.6 y 3.7 se conocen como teoremas de conjuntos invariantes. Dado
que para la estabilidad asintética local, V(x) se define en un conjunto compacto positivamen-
te invariante D,., D, proporciona una estimacion del dominio de atraccion para el sistema
dindmico no lineal (1.23) que no tiene necesariamente la forma dada por (2.19). Finalmen-
te, a diferencia del teorema de Lyapunov, el teorema del conjunto invariante de Barbashin-
Krasovskii-LaSalle relaja la condicion estricta de definicidon negativa sobre la derivada de
Lyapunov V(x), x € D,, para la estabilidad asintética local y global.
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Capitulo 4

Construccion de funciones de Lyapunov

Como se muestra en los capitulos 2 y 3, el requisito clave al aplicar el método directo
de Lyapunov y el principio de invariancia de Barbashin-Krasovskii-L.aSalle para examinar la
estabilidad de los sistemas no lineales es la construccion de una funciéon de Lyapunov. Para
ciertos sistemas, especialmente los que tienen interpretaciones de energia fisica, construir una
funcién de Lyapunov del sistema puede ser sencillo. En otros casos, sin embargo, puede ser
una tarea dificil. En esta seccion, presentamos cuatro enfoques sistematicos para construir
funciones de Lyapunov; a saber, los métodos de gradiente variable, de Krasovskii, de Zubov
y de Energy-Casimir.

El método del gradiente variable asume una cierta forma para el gradiente de una fun-
cion de Lyapunov desconocida y luego, integrando el gradiente asumido, a menudo se puede
llegar a una funcion de Lyapunov. Para ver esto, sea V: D — R una funcion continuamente
diferenciable y sea g(x) = (g—‘;)T. Ahora la derivada de V(x) a lo largo de las trayectorias de
(1.23) viene dado por

: OV
V(x) = . a_xl,xl
OV
= L a_xifi(x)
JS1(x)
- [ﬂ v av] f2(x) 4.1)
ox1’  0Oxp? > ox,
Jn(X)
ov
= af(x)
= g" () f(x).

A continuacién, se construye g(x) tal que g(x) sea un gradiente para una funcion definida
positivay V(x) = g"f(x) < 0, x € D, X # 0. Especificamente, se sigue de (4.1) que la

35
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funcién V(x) se puede calcular a partir de la integral de linea

V(x) = XTd:fxnidi. 4.2
(x) f0g<s>s O;g@s (4.2)

Recuerde que la integral de linea de un vector gradiente g: R” — R” es independiente de
la trayectoria y, por lo tanto, la integracion en (4.2) puede tomarse a lo largo de cualquier
trayectoria que una el origen con x € R”. Eligiendo una trayectoria formada por segmentos
de linea paralelos a los ejes de coordenadas, (4.2) se convierte en

X1 X2
V(x):f gl(sl’o?"'ao)dsl +f gZ(-xlaSZ’H-’O)dSZ
0 0 (4.3)

Xn
+ .+ f gn(X1,x2,.--,xn—l, Sn)dSn
0

Alternativamente, usando la transformacion s = ox, donde o € [0, 1], (4.2) se puede reescri-
bir como

1 1 n
V(x) = f gT(O'x)de' = f Z gi(ox)x;do. “4.4)
0 0 =1

El siguiente resultado muestra que g(x) es un gradiente de una funcion real valuada V: R" —
R siy solo si la matriz jacobiana dg/dx es simétrica.

Proposicion 4.1. La funcion g: R* — R" es el vector gradiente de una funcion escalar
V:R" — R siysolo si

dg; 0g;
_—= =, i,':l,...,n. 4.5
an 0)6,' J ( )
Demostracién: Si g (x) = 9%, entonces g;(x) = 5. Ya que % = afgx} = %, ij=1,...,n,
i J JjOA i
la necesidad es inmediata. Para mostrar suficiencia, suponga % = g—if_', i,j=1,...,nydefina
V(x) como la integral de linea '
1 1 n
V(x) = f gl (ox)xdo = f Z gjilox)x;do (4.6)
0 (e
Por tanto,

ov fl & 8g] !
— = —(ox)x;0do + f gi(ox)do
6xi 0 ]Z:; 8)61' / 0

1 n agl 1
:L Za—xj(ax)x‘,-ad0'+fov gilox)do 4.7
j=1

_ (" d(ogilox)
B L do

= gi(x), i=1,...,n,
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lo cual implica que g” (x) = . i

Tomando g(x) tal que g7 (x)f(x) < 0,0 € D, x # 0, se sigue, por la Proposicién 4.1, que
V(x) puede calcularse a través de la integral de linea

1 1 n
V(x) = f g"(ox)xdo = f D glox)xdo (4.8)
0 (R

Una vez que tengamos a V(x), x € D, es importante comprobar si V(-) es definida positiva.

Ejemplo 4.2. Considere el sistema dindmico no lineal

X1(1) = x(0), Xl(O) =X, >0, (49)
X (1) = —[x1(1) + x2()] = sin(x1(7) + x2(8)),  x2(0) = x20. (4.10)

Para construir una funcion de Lyapunov para (14.9) y (4.10) sea g(x) = a1 X1 +a12X2, az1 X1 +
anx|!, y sea ay, = ax; = B de modo que se cumple el requisito de simetria (4.5). Ahora,

V(x) = g" (0 f(x)

. (4.11)
= (anx; + Bx2)xy — (Bx1 + axnx)[(x; + x3) + sin(x; + x2)].
Tomando ay, = 2B, ax, =B, y B > 0 se sigue que
V(x) = —ﬁx? —B(x1 + x2)sin(x; + x2) <0, (x1,x) €D, 4.12)
donde D = {(x1, x2): |x1 + x2| < m}. Por tanto,
1
V(x) = f [81(0x1, 0x2)x1 + g2(0x1, O X2) X2 Jd O
0
1
= f ﬂ[2x% + 2x1x0 + x%]O'dO' (4.13)
0

1
= ,Bx% + Bx1x, + Eﬁxg.

Note que V(0,0) =0y V(xy,x;) = %,BX% + %,B’(xl + )2 >0, (x1, %) € RXR, (x1, x2) # (0,0),
y por tanto, V(x), x € D, es una funcion de Lyapunov para (4.9) y (4.10).

A continuacion, presentamos el método de Krasovskii para construir una funcién de Lya-
punov para un sistema no lineal dado. Primero, sin embargo, se necesita la siguiente propo-
sicion.

Proposicion 4.3. Sean f, g €: R" — R” funciones continuamente diferenciables tales que
f(0) = 0. Entonces para cada x € R" existe a € [0, 1] tal que

g f(x) = gT(x)g{(ax>x. (4.14)
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Demostracion: Sea p € R" y note que del teorema del valor medio se sigue que para todo
x € R" existe a € [0, 1] tal que

g (p)fx) = g (PIf(x) ~ fO)]

0
=g (p) [a—f((rx)x] ,
X
Por tanto, existe a € [0, 1] tal que
T r, |9
8 (P)f(p) =g (p)| 5 (02)x]|. (4.15)
Ahora, dado que p es arbitrario, el resultado se sigue. O

Teorema 4.4. Teorema 1.6 (Teorema de Krasovskii). Sea x(t) = 0 un punto de equilibrio
para el sistema dindmico no lineal

x() = f(x(@), x0)=x), >0, (4.16)

donde f: D — R" es continuamente diferenciable y D es un conjunto abierto con 0 € D.
Suponga que existen matrices definidas positiva P € R™" y R € R™" tal que

of | of
[E(X) P+ P E(X)

<-R, xe€D, x=#0. 4.17)

Entonces, la solucion cero x(t) = 0 a (4.16) es un vinico equilibrio asintoticamente estable
con la funcion de Lyapunov V(x) = fT(x)Pf(x). Si, ademds, D = R", entonces la solucion
cero x(t) = 0 de (4.16) es un uinico equilibrio globalmente asintéticamente estable.

Demostracion: Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe x, € D tal que x, # 0y
f(x.) = 0. En este caso, de la Proposicion 4.3 se sigue que para todo x, € D existe « € [0, 1]
tal que x! Pf(x,) = xeTPg—ﬁ(axe)xe. Por tanto,
P T
X! {[—f«rxe)

P+P
0x

6—f(0'xe)]}xe =0, (1,83)
ox

lo cual contradice (4.17). Por tanto, no existe x, € D, x, # 0, tal que f(x,) = 0. A conti-
nuacion, note que V(x) = fT(x)Pf(x) > Apn(P)|| f(x)ll% > 0, x € D, lo cual implica que
V(x) = 0 siy solo si f(x) = 0 o, equivalentemente, V(x) = 0 si y s6lo si x = 0. Por tanto,
V(x) = fTPf(x) > 0, x € D, x # 0. A continuacién, calculamos la derivada de V(x) a lo
largo de las trayectorias de (4.16) y usando (4.17) se obtiene

V(x) = V'(x)f(x)
of(x)

=2 fT(x)Pa—f(x)
X
of I 0
= fT(x){[a—ic(X) P+ P[a—i(x)]}f(X) (4.18)

< —fT(ORf(x)
_/lmm(R)”f(-x)”%

<
<0, xeD.
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Ahora, dado que f(x) = 0 siy sélo si x = 0, se sigue que V(x) < 0, x € D, x # 0, lo cual
prueba que la solucién cero X(7) = 0 a (1.81) es un tnico punto de equilibrio asintéticamente
estable con funcién de Lyapunov V(x) = fT(x)Pf(x).

Finalmente, en el caso donde O = R” solo necesitamos mostrar que V(x) — oo cuando
||x|]] = co. Note que de la Proposicién 4.3 se sigue que para cada x € R" y algiin a € (0, 1),

x'Pf(x) = xTPa—f(ax)x
0x
P+ P a—f(x)]} X
Ox (4.19)
1 2 n
< _E/lmin(R)”xllza xeR »

_ Lo fler 1
—E)C {[a()@

1
< —ExTRx

lo cual implica que
X" P ()l SN

2 2 Ann(R), Xx€R", x#0. (4.20)
2

Por tanto, dado que |x" Pf(x)| < Ansx(P)IXILF ()], x € R", se sigue de (4.20 que ||f(x)|| >

A‘“‘“(Z),)lell lo cual implica que V(x) — oo cuando ||x|| — oo. El resultado ahora es inmediato

repitiendo los pasos de la primera parte de la prueba. .

Ejemplo 4.5. Considere el sistema dindmico no lineal

X1 (l) = —3x (1) + x(1), X (0) = X9, 2= 0 (421)
%(1) = x1(1) = () = 5(0),  %(0) = xz0. (4.22)

Note que (0,0) es el tinico punto de equilibrio de (1.87) y (1.88). A continuacion, calculamos

af [W") %l [—3 1 ]

il EVA R 6) el IS o
0x1 0xp 2

(4.23)

se puede demostrar fdacilmente que (4.17) se cumple con P = I, y R = I, por lo que se
cumplen todas las condiciones del teorema 4.4. Por lo tanto, la solucion cero (x(t), x,(t)) =
(0,0) a (4.21) y (4.22) es globalmente asintoticamente estable con la funcion de Lyapunov

V(x) = TP = fTOF) = (=3x1 + x2)% + (x1 — x2 — 1)

A continuacién, presentamos el método de Zubov’s para construir funciones de Lyapunov
para sistemas no lineales. A diferencia del método de gradiente variable y el método de Kra-
sovskii’s, el método de Zubov’s ademas caracteriza un dominio de atraccion para un sistema
no lineal dado.
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Teorema 4.6. (Zubov’s Theorem). Considere el sistema dindmico no lineal (1.23) con
f(0) = 0. Sea D € R" acotado y supongamos que existe una funcion continuamente dife-
renciable V: D — Ry una funcion continua h: R" — R tal que V(0) =0, h(0) =0, y

O<Vx)<l, xe€9D, x=#0, 4.24)
V(x) » 1 cuando x — 0D, (4.25)
h(x)>0, xeR', x=#0, (4.26)
V(0 f(x) = =h(0)[1 = V(x)]. (4.27)

Entonces, la solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es asintoticamente estable con dominio de atrac-
cion D.

Demostracion: De (4.24), (4.25) y (4.26) se sigue que en una vecindad B,(0) del origen
Vix) > 0y V(x) < 0, x € B.,0). Por lo tanto, el origen es localmente asintéticamente
estable . Ahora, para mostrar que D es el dominio de atraccion, necesitamos demostrar que
x(0) € D implica que x(f) — 0 cuando t — oo y x(0) ¢ D implica que x(¢#) - 0 cuando
t — oo. Sea x(0) € D. Entonces, por (4.24), V(x(0)) < 1. A continuacion, sea 8 > 0 tal que
V(x(0)) < 0 < 1ydefinaD = {x € D: V(x) < ). Note que Dy C Dy Dy estd acotado
ya que lim,_,5p V(x) = 1 y B < 1. Ademds, dado que V(x) < 0, x € Dy, se sigue que Dy es
un conjunto positivamente invariante. Ahora, usando (4.24) se sigue que V(x) = 0, x € D,
implica que A(x) = 0, x € D, lo que ademds implica x = 0. Por tanto, se sigue del Teorema
3.1 que x(#) = 0 cuando t — oo.

A continuacion, sea x(0) ¢ D y supongamos que, por reduccion al absurdo, que x(t) — 0
cuando t — oo. En este caso, x(#) — O para algun ¢ > 0. Luego, existen tiempos finitos #; y #,
tales que x(¢1) € 0Dy x(t) € D paratodo t € (t1,1;]. A continuacion, defina W(x) = 1 — V(x)
y note que W = h(x)W(x) o, equivalentemente,

W(x(t)) f
f %W: f h(x(s))ds, (4.28)

Wo

donde W, = W(x(%)). Integrando (4.28) y reordenando términos se obtiene

1 —V(x(ty)) = [1 = V(x(2))]e f,; h(x(s))ds.

Ahora, tomando t = t,, dejando #y) — ¢, y usando (1,91) se sigue que lim,,_,,, [1 =V (x(#)))] = 0

y lim, . [1 = V(x(t,))]e” Jo Hxtonds 0, lo cual es una contradiccién. Por tanto para x(0) ¢ D,
x(t) -» 0 cuando t — oo.
O
Note que en el caso donde D no estd acotado o D = R", (4,25) se convierte en V(x) — 1
cuando ||x|]] = oo. En este ultimo caso, las condiciones del Teorema 4.6, con (1,91) reem-
plazado por V(x) — 1 cuando ||x]| — oo, garantiza que la solucién cero x() = o0 a (4.25) es
globalmente asintéticamente estable.

Ejemplo 4.7. Considere el sistema dindmico no lineal de segundo orden dado por

X1(0) = =fita () + L),  x1(0) =X, 120, (4.29)
Xo(1) = —f3(x1(0),  x2(0) = xz0, (4.30)
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donde fi(0) =0, o fi(c) > 0,0 € (—a;,b)), parai =1,2,3,a, = a3, by = b3,y foyf,-(s)ds — o0
cuandoy — —a; oy — b;, para i = 2, 3. A continuacion, sea h(x) = fi(x)f3(x1) y sea V(x)
de la forma V(x) = 1 — Vi(x1)Va2(x,), donde V;: R - R, Vi(0) = 1, i = 1, 2. Ahora, se sigue
de (4.27) que

[Vi(x) + ) Vix)Va(xo) fi(xn) + [Vi() Vi) f3(x1) = Vi) Va(xo) fo(x)] = 0, (4.31)

que se puede satisfacer estableciendo Vi(x1) = —f;(x))Vi(x1) y Vi(x2) = —fa(x2)Va(x2).
Entonces, 4.27 se cumple con

Vi) =1-¢'l I Fds+ [§7 fas)ds) (4.32)

Note que (4.32) satisface V(0) = 0, (4.24), y (4.25) para todo x € D = {x € R?: —a; < x; <
b}, i = 1, 2. Ademds, se puede demostrar facilmente que V(x) = —fi(x1) f3(x)[1 = V(x)] <0,
lo cual prueba la estabilidad de Lyapunov de (4.29) y (4.30). Para mostrar la estabilidad
asintética, tenga en cuenta que V(x) = 0 implica que fi(x,) f3(x1) = 0, lo cual implica ademds
x1 = 0. Ademads, x,(t) = 0 implica que f,(x,(t)) = 0, lo cual implica ademds x,(t) = 0. Por
tanto, con D, = D, se sigue del Teorema 3.1 que la solucion cero (x(t), x>(t)) = (0,0) a
(4.29) y (4.30) es asintoticamente estable con dominio de atraccion D.

Finalmente, presentamos el método de energia-Casimir para construir funciones de Lya-
punov para sistemas dindmicos no lineales. Este método explota la existencia de invariantes
dindmicos, o integrales de movimiento, llamadas funciones de Casimir del sistema dindmico
no lineal (1.23). En particular, una funcién C: D — R es una integral de movimiento de
(1.23) si se conserva a lo largo del flujo de (1.23), es decir, C’(x) f(x) = 0. Para el enunciado
de nuestro siguiente resultado, sear > 2yseaC;: D — R, i = 1,...,r, ser funciones de
Casimir dos veces continuamente diferenciables. Ademas, defina

E() 2 ) iCilx), (433)
i=1

parayg; ER,i=1,...,r.

Teorema 4.8. (Teorema de Energia-Casimir): Considere el sistema dindmico no lineal
(1.23) donde f: D — R" es Lipschitz continua en D. Sea x, € D un punto de equilibrio
de (1.23) y sean C;: D — R, i = 1,...,r, funciones de Casimir de (1.23). Supongamos
que los vectores C(x,), i = 2,...,r, son linealmente independientes, y suponga que existen
U= [, o, 1)t € R tales que u; # 0, E'(x,) = 0, y xTE”(x,)x > 0, x € M, donde
M={xeD: Ci(x)x=0,i=2,...,r}. Entonces, existe a > 0 tal que

S(oc; \'(ac
E”(xe)+aZ(E(xe)) (E(xe))>0. (4.34)
i=2

Ademds, la solucion de equilibrio x(t) = x, de (1.23) es Lyapunov estable con funcion de
Lyapunov

V(x) = E(x) - E(x,) + % DACH) - elx) . (1,102) (4.35)
i=2



42 CAPITULO 4. CONSTRUCCION DE FUNCIONES DE LYAPUNOV

Demostracion: Note que

V(x) = V/(x)f(x) (4.36)
= E'(0f(0) +a ) [Ci(x) = Ci(x)IC; (0 f(x) (4.37)
i=2
= > HCIf@) +a ) [Cilx) = Cix)IC/ (D) f(x) (4.38)
i=1 i=2
=0, xeD. (4.39)

Ahora, solo hay que demostrar que V(x,) = Oy V(x) > 0, x € D, x # x,. Claramente,
V(x,) = 0. Ademas,

V) =Ex)+a i[ci(x) — Ci(x)ICl(x), (4.40)
=
y por tanto, V'(x,) = 0.
Ahora, note que
V'(x)=E"(x) +a Zrz:{[Cf(x)]Tcﬁ(X) + [Ci(x) = Ci(x)IC] ()}, (4.41)
y por tanto, _ .
V7 (x) = E"(x.) + a; (%(xe)) (%(xe)) : (4.42)

Ahora, para mostrar la existrencia de a satisface la ecuacion (4.34), nétese que dado que
Ci(xo)x=0,i=2,...,r, x € M, se sigue que existe una matrix invertible S € R™" tal que
[0,1,.1]1Sx=0,x € M,y [1,—4-1),0]Sx = 0, x € M°. Por lo tanto, para x, € D,

" _ E, Ep
E (xe)—ST[ElT2 Ez]s (4.43)
y T
 (OC; aC; _orlo o
2 (g(xe)) (E(xe))—S [o N]S, (4.44)

donde E, € RO=r+Dxt=rtl) " p ) ¢ RimreDx(=b By e RU=DX0=D 'y v € RODX=D gon simétri-
cas, y E; y N son definidas positivas. A continuacién, sustituyendo (4.43) y (4.44) en (4.42)
se obtiene

7 _qT El E12 a T
Vix,) =S [E1T2 E, +aN S =S570S. (4.45)

Ahora, escogiendo a > 0 tal que Q > 0, (4.34) estd probado, y por lo tanto, V”(x,) > 0. Dado
que V() es dos veces continuamente diferenciable, se sigue que V(x), x € D, esti definida
positiva en la vecindad de x,. O
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Esté claro del Teorema 4.8 que la existencia de funciones de energia-Casimir para (1.23)
puede usarse para construir funciones de Lyapunov para (1.23). En particular, supongamos
que podemos construir una funcién H: D — R tal que H(x) = 0 a lo largo de las trayectorias
del sistema dindmico no lineal (1.23). Si Cy,...,C, son funciones de Casimir para (1.23),
entonces

d
H+EC, .. SCIx(@)) =0

para cada funcién E: R” — R. Por lo tanto, incluso si H no es definida positiva en el equi-
librio x, € D, la funcién V(x) = H(x) + E(C(x),...,C,(x)) puede ser definida positiva en
x. € D eligiendo apropiadamente E para que V(x) sea una funcion de Lyapunov para (1.23).

Ejemplo 4.9. Considere el sistema dindmico no lineal que representa una nave espacial
rigida dada por (1.19)—(1.21) en el Ejemplo 1.9. Para demostrar que la solucion de equilibrio
x(t) = x,, donde x, = (0,0, x3.1", a (1.19)-(1.21) es Lyapunov estable, note que

1
Ci(x) = E(llx% +Lx; + Lx3), (1,111)
1
Ca(x) = 5(lfxf +Lx+Lx3), (1,112)
son funciones de Casimir para (1.19)-(1.21). Ahora, tomando E(x) = u,Ci(x) + uxCy(x) se

sigue que E'(x,) = 0y x'E"(x,)x > 0, x € M, x # 0, estdn satisfacidas con u; = -1z y
Uy = 1. A continuacion, usando

o
V(x1, x2, x3) = E(x1, X2, x3) — E(0, 0, x3.) + E[CZ(xl’ X2, x3) — C1(0,0, x3e)]2’ (1,113)

se sigue que Q en (1.109) estd dado por

LI — I3) 0 0
o=l 0 LL-I) 0 |. (1114
0 0 alg*x%e

Note que Q > 0 para cada a > 0. Por tanto, se sigue del Teorema 1.8 que la solucion de
equilibrio x(t) = x. a (1,19) — (1 —21) es Lyapunov estable con funcion de Lyapunov (1.113).
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Capitulo 5

Teoremas de Lyapunov inversos

En los capitulos anteriores se asume la existencia de una funcién de Lyapunov mientras
se deducen las propiedades de estabilidad de un sistema dindmico no lineal. Esto plantea la
cuestion de si siempre existe o no una funcién de Lyapunov para un sistema dindmico no
lineal estable y asint6ticamente estable de Lyapunov. Varios resultados relacionados con la
existencia de funciones de Lyapunov continuamente diferenciables para Lyapunov estables y
sistemas no lineales asintéticamente estables que varian en el tiempo conocidos como teore-
mas de Lyapunov inversos abordan este problema. Sin embargo, a diferencia de los teoremas
inversos para sistemas variables en el tiempo donde se asegura la existencia de una funcién
de Lyapunov continuamente diferenciable para un sistema estable de Lyapunov, en el caso
invariable en el tiempo, la estabilidad de Lyapunov en general no implica la existencia de
una funcién de Lyapunov independiente del tiempo continuamente diferenciable o incluso
continua. Sin embargo, la existencia de una funcién de Lyapunov semicontinua inferior para
un sistema estable de Lyapunov estd garantizada. Sin embargo, como se muestra a conti-
nuacion, siempre existe una funcion de Lyapunov independiente del tiempo continuamente
diferenciable para sistemas dindmicos no lineales asint6ticamente estables e invariantes en el
tiempo.

Teorema S.1. Supongamos que la solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es asintéticamente estable,
1 D — R" es continuamente diferenciable, y sea 6 > 0 tal que Bs(0) C D estd contenido en
el dominio de atraccion de (1.23). Entonces existe una funcion continuamente diferenciable
V:8Bs50) - R tal que V(0) = 0, V(x) > 0, x € B5(0), x # 0, y V'(x) f(x) < 0, x € B5(0),
x#0.

Demostracion: Dado que la solucion cero x(r) = 0 a (1.23) es, por hipétesis, asintéticamente
estable se sigue que existen funciones de clase K'y L a(-) y S5(-), respectivamente, tal que si
llxoll < o entonces ||x(¥)|| < a(||xo||B(¢), t > 0, donde || - || es la norma euclidea. Luego, sea
x € B5(0) y sea s(t, x) la solucion de (1.23) con la condicién inicial x(0) = x asi que para todo
l[x]] < 9, [|s(2, )|| < a(||xol|B(2), t > 0. Ademas, note que s(t, x) = x + fol f(s(t, x))dt, lo cual

implica que

6S(t’x):I+ff’(s(r,x))as(T’x)dT. (1,115) (5.1)
Ox 0 o0x
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Por tanto,
Js(t, x) 0s(t, x)

!
<1 A
ox |l +f0 0x

donde 1 £ mdx,eg,0) llf(¥)l. Ademds, se sigue del Lema de Gronwall (ver Lema 1.22))
que % | < eV. Ahora, se sigue del Lema 1.24 que existe una funcién infinitamente di-

dr, (5.2)

ferenciable y(-) tal que y(-) y ¥’(-) son funciones de clase K, fooo y(@(0)B(1)dt < oo,y

fooo Y (@(0)B(t))etdt < oo. Dado que ||s(t, x)|| < a(|x|DB() < a(d)B(t), t > 0, se sigue que
la funcién

V(X)=f0 y(lls( 0lhdz,  (1,117) (5.3)

estd bien definida en B5(0). Ademas, note que V(0) = 0.

Luego, dado que f(-) en (1.23) es uniformemente Lipschitz continua en B;(0) se sigue de
la proposicion 1.13 que

V) = fo ls Dl > fo Yl My,

donde L denota la constante Lipschitz de f(-) en B5(0), lo cual implica que V(x) > 0, x € Dy,
x # 0. Ahora, note que dado ||s(z, x)|| = V(s (z, x)s(, x)),

N faay sT(t, x) 0s(t, x)
V(x)—f0 yqls(t’x)”)lls(t,x)ll pp dt, (5.4)
y por tanto,
00 a ,
Vool < f y’(ns(t,x)n)H - I 4
0 X

< f Y@@ dr (5-5)
0

0o, x € B5(0),

lo cual prueba que V’(-) estd acotado. Ahora, (5.4) implica que V’(-) es continua, y por tanto,
V(-) es continuamente diferenciable.

Finalmente, note que dado que f(-) es Lipschitz continua en D la trayectoria s(¢, x), t > 0,
es Unica, y por lo tanto,

V(s(t, x)) = fo y(lIs(z, s(t, x)IDdt
= f y(Is(t + ¢, x)l)dr (5.6)
0
= f Yls(z, ©)|Dd,

lo cual implica que V(s(z, x)) = —=y(||s(z, x)||) < 0, s(z, x) # 0. El resultado es ahora inmediato
al notar que V’(x)f(x) = V(s(0,x)) = —y(||x||) < 0, x € Bs(0), x # 0. O
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El siguiente resultado da un teorema de Lyapunov inverso para la estabilidad exponencial.

Teorema 5.2. Supongamos que la solucion x(t) = 0 a (1.23) es exponencialmente estable,
1 D — R" continuamente diferenciable, y sea 6 > 0 tal que Bs(0) C D estd contenido en el
dominio de atraccion de (1.23). Entonces, para cada p > 1, existe una funcion continuamente
diferenciable V: D — Ry escalares a, By € > 0 tal que

a|lxll” < V(x) < BlIxl”,  x € Bs(0), (5.7
V'(x)f(x) < —eV(x), xe€ Bs0). (5.8)

Demostracion: Dado que la solucién cero x(f) = 0 a (1.23) es, por hipétesis, exponencial-
mente estable se sigue que existen escalares positivos a; y £; tal que si ||xo|| < 6, entonces
Ix()Il < allxolle™’, t > 0. Luego, sea x € Bz(0) y sea s(z, x), t > 0, denota la solucion a
(1.23) con la condicién inicial x(0) = x asi que para todo ||x|| < &, ||s(z, x)|| < a;||x]le®’, t > 0.
Ahora, procediendo andlogamente al teorema 5.1 se sigue que para a(d) = ay, B(f) = e,
(o) =0’y (p—1)B1 > 4, donde A = méx e, ||/ (X,

f a’ePdt < oo (5.9)
0
y
f pal e Py < oo (1,124) (5.10)
0
Por tanto,
V() =f lls(z, 0l\"dt (5.1D)
0

es una funcién candidata de Lyapunov continuamente diferenciable para (1.23).
Para demostrar que (5.7) se cumple, observe que

V(x) = foo lls(z, 0l dt
0

< f al||x|[Pe PP dt (5.12)
0

it
= —IxlI" xe€D,
PP

lo cual prueba el cota superior en (5.7). Ahora, dado que |[f'(x)|| £ 4, x € B5(0), y f(-) es
Lipschitz uniformente continua en $5(0) con constante de Lipschitz L = A se sigue que

£ (st DIl < Alls(t, DIl < A llxdlle™” < Aday]lxdl, 12 0. (5.13)

Por tanto,

s(t,x)=x+ f f(s(r, x))dt (5.14)
0
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implica

s, Ol = llxll = |lxl|da; 7

[|x|| 1 (5.15)
>0 re[0, —1.
=7 el
Asi, se sigue de (5.11) que
V(x) 2 f TG 1 e e 0 (5.16)
X = X X .
=) 2p 2y o

lo cual prueba la cota inferior en (5.7).

Finalmente, para mostrar (5.8) tenga en cuenta que con y(o) = o se sigue como en la
prueba del teorema anterior que V(x) = —y(||x|)) = —||x||”. Ahora, el resultado es inmediato
de (5.7) notando que

V(x) = —[lxlP < —%V(x), x € B50), (1,130) (5.17)

lo cual prueba (5.8). O

A continuacion, presentamos un corolario del Teorema 5.2 que muestra que p en el Teo-
rema 5.2 puede tomarse igual a 2 sin pérdida de generalidad.

Corolario 5.3. Supongamos que la solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es exponencialmente
estable, f: D — R" es continuamente diferenciable, y sea 5 > 0 tal que Bs(0) C D estd
contenido en el dominio de atraccion de (1.23). Entonces existe una funcion continuamente
diferenciable V: D — R y escalares a, B, y € > 0 tal que

alld® < V(x) < Bl x € B5(0), (5.18)
V() f(x) < —eV(x), x € B50). (5.19)

Demostracion: La demostracion es una consecuencia directa del Teorema 5.2 con p = 2.
O

Finalmente, presentamos un teorema inverso para la estabilidad exponencial global.

Teorema 5.4. Si la solucion cero x(t) = 0a (1.23) es glogablmente exponencialmente estable,
y f: R" es continuamente diferenciable y globalmente Lipschitz, entonces existe una funcion
continuamente diferenciable V: D — Ry escalares a, 5, y € > 0, tal que

allx|* < V(x) <BlIx*, xeR", (5.20)
V(x)f(x) < —eV(x),x e R". (5.21)



49

Demostracion: Por la proposicion 1.12 f(-) es globalmente Lipschitz si y sélo si || f/(x)|| < 4,
x € R". Ahora, la prueba es idéntica a la prueba del 5.2 reemplazando B5(0) porR"y p =2
O

Finalmente, es importante notar que aunque asumimos que el campo vectorial f es conti-
nuamente diferenciable para establecer los teoremas de Lyapunov inversos para la estabilidad
asintdtica, estos resultados también son vélidos para campos vectoriales que son localmente
Lipschitz continuos asi como continuos. En particular, Massera [ 12] demostré un teorema in-
verso que involucra la existencia de una funcién de Lyapunov uniforme (es decir, infinitamen-
te diferenciable) para campos vectoriales localmente continuos de Lipschitz. Ademas, Kurz-
weil demostr6 la existencia de una funcién suave de Lyapunov para la estabilidad asintética
bajo el supuesto de que f solo es continua.
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Capitulo 6

Teoremas de inestabilidad de Lyapunov

En los capitulos anteriores establecimos condiciones suficientes para Lyapunov y la es-
tabilidad asintética de sistemas dindmicos no lineales. En esta seccidn, proporcionamos tres
teoremas de inestabilidad clave basados en el método directo de Lyapunov para demostrar
que la solucion cero x(¢) = 0 a (1.23) es inestable. La principal utilidad de estos teoremas de
inestabilidad es cuando el método indirecto de Lyapunov no proporciona ninguna informa-
cion sobre la estabilidad de un sistema dindmico no lineal.

Teorema 6.1. (Primer teorema de inestabilidad de Lyapunov). Considere el sistema dindmi-
cono lineal (1.23). Supongamos que existe una funcion continuamente diferenciable V: D —
R y un escalar € > 0 tal que

V() =0, (6.1)
V(X)f(x) >0, xe€8B(0), x=#0. (6.2)

Ademds, supongamos que para cada 6 > 0 suficientemente pequerio existe x, € D tal que
[xoll < 6y V(xg) > 0. Entonces, la solucion cero x(t) = 0 a (/.23) es inestable.

Demostracion: Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe § > 0 tal que si xy €
Bs(0), entonces x(t) € B.(0), ¢+ > 0. Por hipétesis, existe xo € D tal que V(xg) = ¢ > 0
y |lxoll < d. En este caso, se sigue de (6.2) que V'(x())f(x(r)) > 0, t+ > 0, y por tanto,
V(x(t)) > ¢ > 0,t > 0. Asi, en la trayectoria, V'(x(¢))f(x(t)) > 0, t > 0, donde x(¢),
t > 0, denota la solucion de (1.23) con la condicion inicial xo. Ahora, considere el conjunto
S 2{yeR": y=x(t),t > 0}y note que S es compacto. Dado que V'(x(¢))f(x(¢)) > 0,¢ > 0,
se sigue que existe d = min < V'(y)f(y) > 0. Luego, dado que V(-) es continua en ES(O) se

yeS
sigue que existe a > 0 tal que V(x) < @, x € B,(0) N S. Entonces, se sigue que

a > V(x() = V(x()) + f V' (x(s)f(x(s))ds > c+ (t—t)d, t>1. (6.3)

Como el lado derecho de (6.3) no estd acotado, se sigue que existe t > #; tal que @ < ¢ +
(t — t,)d, lo cual contradice a (6.3). Por tanto, no existe ¢ > 0 tal que si xy € B5(0), entonces
x(t) € B.(0), t > 0. Asi, la solucidon cero x(¥) = 0 a (6.3) es inestable.
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O

Es interesante notar que la funcién V(-) en el Teorema 6.1 puede ser tanto positiva como
negativa en 9. Sin embargo, V(-) se requiere que sea positiva para algunos puntos xy # 0
arbitrariamente cerca del origen del sistema dindmico no lineal. Una version mads restrictiva
del Teorema 6.1 es el caso donde V: D — R es definida positiva para todo x € B.(0).
En este caso, la solucion cero x(7) = 0 a (6.3) es completamente inestable en el sentido de
que existe € > 0 tal que cada trayectoria que comienza en B,.(0), que no sea la trayectoria
trivial, eventualmente deja B.(0). Observaciones similares valen para el siguiente teorema de
inestabilidad.

Ejemplo 6.2. Considere el sistema dindmico no lineal

x1(0) = —x (1) + x50, x1(0) = x39, >0, (6.4)
X(1) = 53(0) + X5(1),  x2(0) = xa. (6.5)
Para examinar la estabilidad de este sistema considere la funcion V(x, x;) = —%x? + }Lx‘z‘.

Note que en la linea x; = 0, V(x1,x;) > 0 en puntos arbitrariamente cercanos al origen.
Evaluando V(x1, x;) obtenemos

V(x1, ) = —x)x1 + 3% = 25+ 25 — a8 + 08, (1,140) (6.6)

Ahora, existe una vecindad N del origen 'y 5 € (0,1) tal que | — x;x5 + x3x8| < (xS + x5),
(x1, %) € N, lo cual implica que V(x1, x,) > (1 — (5)()(‘1S + xg) > 0, (x1,x2) € N. Entonces, se

sigue del Teorema 6.1 que la solucion cero (x,(t), x,(t)) = (0,0) a (6.4) y (6.5) es inestable.

Teorema 6.3. (Segundo teorema de inestabilidad de Lyapunov). Considere el sistema
dindmico no lineal (1.23). Supongamos que existe una funcion continuamente diferenciable
V: D — R, una funcion W: D — R, y escalares €, A > 0, tal que

V(0) = 0, (6.7)
W(x) >0, xe B.0), (6.8)
V' (x)f(x) = AV(x) + W(x). (6.9)

Ademds, suponga que para cada 6 > 0 suficientemente pequerio existe xo € D tal que ||xo|| < 6
y V(xg) > 0. Entonces la solucion cero x(t) = 0 a (/.23) es inestable.

Demostracion: Supongamos por reduccion al absurdo, que existe un § > 0 tal que si xy €
Bs(0), entonces x(1) € B.(0), t > 0. Por hipbtesis, existe xo € B;(0) tal que V(xy) > 0. Se
sigue de (6.8) y (6.9) que

V() f(x) 2 AV(x), x € B:(0),
0, equivalentemente,

V(xX)f(x) —AV(x) 20, xe B,(0). (1,144) (6.10)
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Luego, formando e~ (6.10), t > 0, obtenemos

eV (x()) f(x(1)) — AV (x(f)) >0, >0, (6.11)
y por tanto,
%[e—ﬂ’V(x(t))] >0, t>0, (6.12)

donde x(t), t > 0, denota la solucién a (1.23) con condicién inicial x,. Integrando a ambos
lados de (6.12) se tiene que e~V (x(¢))— V(x(0)) > 0, ¢ > 0, y por tanto, V(x(1)) > e~V (x(0)),
t > 0. Asi, dado que V(xy) > 0, x(¢) ¢ B.(0) cuando t — oo, lo cual es una contradiccion.
Por tanto, la solucién cero x(#) = 0 a (1.23) es inestable dado que no existe 6 > 0 tal que si
xo € B5(0), entonces x(t) € B.(0), ¢t > 0.

O

Ejemplo 6.4. Considere el sistema dindmico no lineal
X1(0) = x1 (1) + 2x2(0) + x1(Dx5(1),  x1(0) = x19, 120, (6.13)
Ko(t) = 21(1) + x(0) = KF(Dx(D), xa(8) = xn0. (6.14)

Para examinar la estabilidad de este sistema considere la funcion V(x;, x;) = x%—x%. Note que
en la linea x, = 0, V(x1,x,) > 0 en puntos arbitrariamente cercanos al origen. Calculando
V(xy, x,) obtenemos

V(x1, X2) = 2x1%1 — 2x2%;
= 2x7 — 2x3 + 4x1x5 (6.15)
=2V(x1,x) + 4x?x§
Ahora, con W(x1, xp) = 4xfx§ >0, (x1,x;) € RXR, se sigue que las condiciones del teorema

6.3 estdn establecidas, y por tanto, la solucion cero (x(t), x,(t)) = (0,0) a (??) y (??) es
inestable.

El teorema de inestabilidad final se debe a Chetaev [3] y se conoce apropiadamente como
el teorema de inestabilidad de Chetaev.

Teorema 6.5. (Teorema de inestabilidad de Chetaev). Considere el sistema dindmico no
lineal (1.23) y suponga que existe una funcion continuamente diferenciable V: D — R, un
escalar € > 0, y un conjunto abierto Q C B,(0) tal que

Vix) >0, xeQ@, (6.16)

sup V(x) < oo, (6.17)
xeQ

0€0Q, (6.18)

V(ix) =0, xe€dQn B.(0), (6.19)

VX)) f(x) >0, xeQ. (6.20)

Entonces la solucion cero x(t) = 0 a (1.23) es inestable.
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Demostracion: Sea xy € Q y supongamos, por reduccion al absurdo, que existe un conjunto
cerrado P tal que x(r) € P C Q C B,(0), t > 0. Entonces, se sigue de (6.20) que

V(x(1)) = V(x(0)) + f t V(x(s))ds
0

= V(x(0)) + fo V' (x()) f(x(s))ds
> V(x(0)) + at,

donde @ = min,cp V'(x)f(x) > 0, lo cual implica que V(x(#)) — oo cuando t — oo, contra-
diciendo (6.17). Asi, existe T > 0 tal que o bien x(T) € dQ o x(t) — 0Q cuando t — oo.
Primero, considere el caso en el cual x(7T') € Q. En este caso, dado que (6.20) implica que
V(x(1)), t > 0, es estrictamente creciente para todo x(f) € Q se sigue que V(x(T)) > 0,
Entonces, dado que V(x) = 0, x € dQ N B,(0), se sigue que x(T) ¢ 0Q N B.(0), lo cual
implica que x(7) € dQ \ B.(0). A continaucioén, dado que 0Q = QN IQy Q < B.(0) se
sigue que 9Q \ B,:(0) = (Q N Q) \ B(0) C (B:(0) N IQ) C B,(0) = Q N dB,(0). Por tanto,
x(T) € 98.(0). Similarmente, si x(f) —» dQ cuando t — oo, entonces x(f) — 9B,(0) cuando
t — oo. Asi, no existe 6 > 0 tal que si xy € B;(0), entonces x(¢) € B.(0), t > 0. Por tanto, la
solucién cero x(f) = 0 a (1.23) es inestable.

O

A diferencia de los teoremas 6.1 y 6.3 que requieren que V(-) y V() satisfagan ciertas
condiciones en todos los puntos en una vecindad de D, el teorema de inestabilidad de Chetaev
requiere que V(-) y V(-) satisfagan ciertas condiciones en una subregién Q de D.

Ejemplo 6.6. Considere el sistema dindmico no lineal

(@) = x;(t) + x(OxH(1),  x(0) = x19, 20, (6.21)
H(t) = @ + x;(),  x(0) = xa0. (6.22)

1.2 1

Para examinar la estabilidad de este sistema considere le funcion V(xi, x;) = 5x7 — §x§ yel

conjunto abierto Q = {(x1,x3) € B.(0): x; > x, > —x1}. Note que V(x1, x;) > 0, (x1,x) € Q,
y V(x1,x) = 0, x € 0Q N B,(0), donde B,(0) es una vecindad del origen suficientemente
pequeria. A continuacion, evaluando V(x,, x,) obtenemos

V(x1,X2) = X1 %] — XoXp = x‘f - xz(x% - x?) + x%. (6.23)
Ahora, existe una vecindad N del origeny 6 € [0, 1) tal que
V(xi,x) = x] — (L +8)|xalxs + x5, (x1,x) € N (6.24)

lo cual muestra que V(x;,x,) > 0, (x1,x2) € QN N. Por tanto, se sigue del teorema 6.5 que
la solucion cero (x1(t), x2(1)) = (0,0) a (6.21) y (6.22) es inestable.
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