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Presentacion

La historia de los CIEMs se remonta 20 afios atras, entonces cuando empez6 como un
coloquio y desde entonces ha venido creciendo hasta convertirse en el congreso sobre
ensefianza de las matematicas mas importante del Perd, prueba de ello es el interés que
ha despertado en las regiones de nuestro pais: asi en el ailo 2016 el Congreso se realizd
en el campus de la Universidad Nacional de Piuray, en el 2018, en la Universidad Nacional
de Huancavelica, a mas de 4000 msnm, el IX CIEM congregd a mas de 400 personas,
entre profesores e investigadores de todo el Perd y del extranjero. Hoy la Universidad
Nacional del Centro del Perd, la Universidad Nacional Hermilio Valdizan, la Universidad
Nacional de Tumbes y la Universidad Nacional San Antonio Abad del Cusco han
manifestado su interés por ser las sedes de los siguientes CIEMs.

Para nosotros el décimo CIEM, significa ademas celebrar los 20 afos del IREM-PUCP
aunque como toda institucion, nuestro instituto tiene una historia y una memoria que va
mas alla de su creacién: debo recordar con gratitud al Dr. José Tola Pasquel, ilustre
matematico e ingeniero peruano, exrector de la PUCP entre 1967 y 1989, fundador del
Instituto para la promocién de la enseflanza de las matematicas IPEN, que funciono entre
1961y 1968. EL IPEN fue creado con la finalidad de realizar cursos de perfeccionamiento
para profesores de matematicas de los diferentes niveles, difundir los nuevos conceptos
e ideas relacionadas con la ensefianza de la matematica; auspiciar la publicacion de libros
de texto y colaborar con los organismos y autoridades nacionales en sus esfuerzos para
promover el estudio y la ensefianza de las matematicas. El profesor Tola Pasquel fundé
ademas la Sociedad Matematica Peruana y el Instituto de Matematicas (IMUNI) que
funciond entre 1960 y 1968. Luego, en 1980, siendo Rector de la PUCP, auspicio la
creacion de la Maestria en Ensefianza de las Matematicas. Afios mas tarde, en 1997, el
profesor César Carranza y César Camacho, discipulos de Tola Pasquel e infatigables
promotores de las matematicas en el Pery, fundaron el Instituto de Matematicas y
Ciencias Afines (IMCA) de la UNIL esto significo el renacimiento del IMUNI luego de 30
afnos. En el afo 2000, el profesor Uldarico Malaspina, impulso la creaciéon del IREM-PUCP,
lo que significo el resurgimiento del IPEM luego de 30 afios.

He querido recordar de forma suscinta la historia del IREM-PUCP pues entiendo que es
la manera en que puede y debe comprender una institucion, pues en ella puede
vislumbrarse su razon de ser, su necesidad y su mision.

Desde esa perspectiva el IREM-PUCP es una comunidad de investigadores en Didactica
de las Matematicas, estrechamente vinculados con la comunidad matematica, cuya
finalidad académica es la realizacién de investigacion al mas alto nivel y, almismo tiempo
esta investigacidon es solo un medio para alcanzar un fin ain mas alto: mejorar la
ensefianza de las Matematicas en el Peru.



Asi, el CIEM debe ser entendido como un espacio de encuentro y de reflexién, que nos
enriquezca a todos, profesores e investigadores, con la mirada puesta en construir un
Peru con centros de investigacion en matematicas y didactica de las matematicas, en
distintas regiones del pais, que contribuyan coordinadamente con la formacién continua
de las siguientes generaciones de investigadores y profesores de matematicas de todos
los niveles educativos, y que de igual manera ayuden a establecer la vinculacion de las
matematicas y la didactica de las matematicas con otras ramas del saber.

El X CIEM desarroll6 las siguientes areas tematicas:

e Curriculo, competencias y evaluacion

¢ Historia y epistemologia de la matematica y de la Educacion Matematica

e Recursos tecnoldgicos para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas
e Resolucién y creacién de problemas

e Modelizacién en Educacién Matematica

e Matematicas y su integracion con otras areas.

El presente libro contiene los articulos de las propuestas aceptadas y presentadas
durante el congreso:

e 12 conferencias,

e 19 talleres,

e 53 reportes de investigacion

e 13 socializaciones de experiencias

Mi agradecimiento al comité organizador, liderado por Cecilia Gaita y al Comité
Cientifico coordinado por Jesus Flores y, por supuesto a todos aquellos que hicieron
posible con sus participacion este congreso.

Francisco Ugarte Guerra
Director del IREM-PUCP
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DESCRIPTORES DE NIVEL DE RAZONAMIENTO DE VAN HIELE, PARA LA COMPRENSION
DE LA PARABOLA COMO LUGAR GEOMETRICO

William Eduardo Calderén Gualdron*
René Alejandro Londoiio Cano**
williameduardoc@hotmail.com, renelondo@gmail.com

Universidad Metropolitana de Educacion Ciencia y Tecnologia UMECIT, Panama*
Universidad de Antioquia, Colombia**

Resumen

En este reporte de investigacion se presentan los resultados preliminares de una investigacion
doctoral que estudia como comprenden los estudiantes de ultimos cursos de educacion media y
primeros semestres de universidad el concepto de parabola como lugar geométrico a la luz del
modelo de van Hiele. En una primera etapa se elaboran unos descriptores hipotéticos los cuales
se van refinando a medida que se aplica un disefio de entrevista socratica mediada por el software
GeoGebra. Estudios previos han utilizado el modelo de van Hiele y la entrevista socratica como
una estrategia efectiva para analizar y promover la comprension de un estudiante acerca de un
determinado concepto, si a estos dos elementos le sumamos el software de geométrica dinamica
GeoGebra, tendremos una triada la cual sera una estrategia con la cual se analizara y promovera
el objeto de estudio (la comprension) y el objeto matematico de estudio (La parabola como lugar
geomeétrico).

Palabras clave: Pardbola, descriptores, van Hiele

Introduccion

En el disefio curricular de los cursos de matematicas de la educacion secundaria, se introduce la
geometria analitica con conceptos algebraicos que permiten resolver problemas de distancia
entre puntos y puntos medios; de esta manera se presenta la relacion entre el algebra y la
geometria por primera vez. Seguidamente, se introduce la recta y, luego, las secciones conicas.
Los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006) del sistema educativo
colombiano hacen referencia a las secciones conicas en cuatro de los estandares asociados al
pensamiento espacial y sistemas geométricos de décimo grado (estudiantes entre 15y 17 afios),
a saber:
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« Identifico en forma visual, grafica y algebraica algunas propiedades de las curvas que se
observan en los bordes obtenidos por cortes longitudinales, diagonales y transversales en un
cilindro y en un cono.

« Identifico caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en sistemas de representacion
cartesiana y otros (polares, cilindricos y esféricos) y en particular de las curvas y figuras cénicas.

« Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos matematicos y
en otras ciencias.

« Reconozco y describo curvas y o lugares geométricos.

Basados en nuestra experiencia docente y de acuerdo a la literatura abordada, los estudiantes de
primer afo de universidad presentan dificultades en la comprension de las secciones conicas,
situacion que ha sido documentada por investigadores como Just y Carpenter (1985), Gomez y
Carulla (2000), Santa y Jaramillo (2007), Santa (2011), Lopez-Mesa, J., Aldana-Bermudez E., Alonso-
Arboleda A. (2013), Ruiz (2013), Lara (2016), quienes aseguran que los estudiantes que aprenden
de memoria las ecuaciones de las cénicas, no comprenden las propiedades ni hacen procesos de
analisis; lo anterior conlleva a dificultades en relacién a la representacion algebraica y geométrica,
impidiendo su comprensién como lugar geométrico.

Lo anterior sefala la necesidad de contribuir con elementos que le permitan a los profesores
mejorar el proceso de ensefianza de las conicas, en especifico, de la parabola como lugar
geomeétrico. En esta investigacion, en particular, interesa aportar a la solucion de la problematica
de las dificultades en la comprension de la parabola como lugar geométrico en estudiantes de
educacion media y primeros semestres de universidad.

El modelo de van Hiele y la entrevista socratica han sido validados en investigaciones como
Llorens (1994), Campillo (1998), Jaramillo (2000), Esteban (2000), De la Torre (2000), Navarro
(2002), Londofio (2011) y Prat (2015) como una estrategia efectiva para analizar y promover la
comprension de un estudiante acerca de un determinado concepto, no sélo con las preguntas
que se formulan, sino también, con sus propias respuestas.

Si al modelo de van Hiele y a la entrevista de caracter socratico le sumamos los aportes que realiza
la tecnologia en la ensefianza de las matematicas, en este caso el software de geométrica dindmica
GeoGebra, tendremos una triada la cual sera una estrategia con la cual esperamos analizar y
promover el objeto matematico de estudio, que en nuestro caso es la parabola como lugar
geométrico, ademas de crear un sendero para nuevas investigaciones con esta estrategia.

Este estudio pretende que la entrevista socratica dinamica, vista como la entrevista realizada
mediante un software de geometria dinamica, pueda convertirse en una estrategia para los
profesores de matematicas, ya que, mediante las actividades propuestas en ella, se orienta sobre
como debe comunicarse el profesor con los estudiantes a través de un software de geometria
dinamica, para presentarles nuevos conceptos, de manera que se fomente la comprensién de las
matematicas, su aprendizaje y el desarrollo de la capacidad de razonamiento de los mismos.
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Ademas, se pretende transformar la manera en que el entrevistado interactta con el entrevistador
cuando se realiza un dialogo de entrevista socratica, al proporcionarle al primero nuevas
herramientas en las que puede dotar de movimiento las situaciones que se le presentan, dandole
a la entrevista una cualidad en la que mediante la experimentacion y manipulacion de distintos
elementos geométricos en GeoGebra, el estudiante logre deducir resultados y propiedades hasta
llegar a la comprension del concepto de parabola como lugar geométrico.

Problema de investigacién y aspectos tedricos y metodologicos
La parabola como lugar geométrico

Charles H. Lehmann (1990) define una parabola como el lugar geométrico de un punto que se
mueve en un plano de tal manera que su distancia de una recta fija, situada en el plano, es siempre
igual a su distancia de un punto fijo del plano que no pertenece a la recta. El punto fijo F se llama
foco y la recta fija L se llama directriz de la parabola.

iFigura 1 la parabola como lugar geométrico

El modelo de van Hiele

Muchos autores han buscado una definicion precisa del término “comprension”, Brownell y Sims
(1946) afirman: “Es muy dificil de encontrar o formular una definicion técnicamente exacta de
“comprender” o “comprensién” (p. 163). En este sentido Pierre van Hiele (1957) se refiere a la
comprension asi:

Se dice que un niflo tiene comprensidon en un determinado campo de la geometria cuando, a
partir de los datos y relaciones geométricas que se le suministran, es capaz de llegar a una
conclusiéon en una situacién con la que nunca se habia enfrentado antes. El nifio suele ir
averiguando su adquisicion de comprension de la siguiente manera: "Ah, ya lo veo, o sea que si..."
y a continuacion formula un nuevo teorema. Lo caracteristico de la comprensién es pues que se
van tanteando nuevas situaciones (p. 4)
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Desde la difusidn inicial de los trabajos de van Hiele, a mediados de los 70’s, han sido numerosos
los investigadores que han trabajado con el modelo de van Hiele, aspecto que es afirmado por
Jurado y Londoiio (2005), quienes, ademas, seiialan que el comin denominador es la insistencia
en aplicarlo a cuestiones geométricas de niveles educativos elementales o medios, hecho que no
opaca el esfuerzo de investigadores como Dreyfus y Thompson (1985), De la Torre (2000),
Londofo (2011), Fiallo (2011 y 2018), por extenderlo a la Aritmética, el Anélisis Matematico, la
Trigonometria y el Calculo Diferencial.

Jaime y Gutiérrez (1990) sefialan que el modelo de Van Hiele es

Una excelente guia para los profesores pues (..) ensefla a descubrir como debe
comunicarse el profesor con los alumnos, para presentarles nuevos conceptos de manera que se
fomente la comprension de las matematicas, su aprendizaje y el desarrollo de la capacidad de
razonamiento de los estudiantes (pp. 302-303).

Pierre van Hiele y Dina van Hiele Geldof, como profesores de matematicas, idearon una forma
que pudiera mejorar el nivel de razonamiento de los estudiantes en geometria pues, a partir de
sus observaciones y reflexiones en el aula, notaron que, a diferencia de Piaget, los estudiantes no
tienen el mismo nivel de pensamiento en cualquier edad que se mire esto; para ellos “cada nivel
supone una forma de comprensién, un modo de pensamiento particular, de manera que un
estudiante solo puede comprender y razonar sobre los conceptos matematicos adecuados a su
nivel de razonamiento” (Jurado y Londofio, 2005, p. 7).

Jaime y Gutiérrez (1990) sefialan que el modelo de van Hiele esta formado por dos partes:

a) la primera llamada “niveles de razonamiento” que identifica una secuencia continua de
tipos de razonamientos mediante los cuales progresa, sin saltarse alguno, la capacidad de
razonamiento matematico de los individuos, desde que empiezan su aprendizaje hasta que
alcanzan su maximo grado de desarrollo. Para reconocer el nivel de razonamiento del estudiante
a partir de su actividad matematica, los van Hiele disefiaron unos descriptores, los cuales tienen
unas propiedades especificas (secuencialidad fija, adyacencia, distincion, separacion, cada nivel
tiene su lenguaje y consecucion).

b) La segunda parte llamada “fases de aprendizaje”, orientada a los profesores, les brinda
directrices para ayudarlos a encaminar a sus estudiantes hacia un nivel superior de razonamiento

Un tercer elemento es considerado por Jurado y Londofio (2005) y Londofio (2011): la percepcion-
Insight (algunos autores la traducen como “comprensién”), aunque Jaime y Gutiérrez (1990)
sefialan que este es el fin del modelo.

La entrevista socratica

El didlogo como elemento importante en la educacion matematica es entendido desde los
Didlogos de Platon en el capitulo titulado “Menon” (el dialogo que sostiene Socrates con el
esclavo de Mendn acerca de encontrar el cuadrado de area doble, de otro cuadrado dado), cuyos
coloquios se caracterizan por su alto grado de indagacion y analisis, lo cual supone un
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compromiso con el intelecto. De la Torre (2003) describe el método socratico como camino hacia
el esclarecimiento de los conceptos, tal como se perfila en el Mendn, sefiala ademas que:

El camino hacia el conocimiento es un proceso gradual, en el cual la opinion y la creencia
constituyen etapas intermedias. El aprendiz se esfuerza y participa activamente en el proceso, que
termina cuando aquel inventa o descubre la respuesta adecuada a una pregunta bien formulada
(p. 102).

Sucerquia, Londofio y Jaramillo (2015) sefialan que en una clase de matematicas el didlogo debe
permitir la expresion de ideas, conocimientos, razonamiento critico y reflexivo, procesos
argumentativos, etc.; es decir, el didlogo matematico debe presentar algunas caracteristicas
particulares que deben estar en correspondencia con las propias del dialogo socratico.

La entrevista socratica [...] ha sido el medio mas adecuado para realizar el seguimiento de la
construccién y evolucién de un concepto matematico en la mente del alumno, como también se
ha considerado una herramienta fundamental en estos estudios, debido a que ha permitido
determinar los niveles de razonamiento a la luz del modelo de van Hiele [...] (Jaramillo y Campillo,
2001, p. 82).

Londofio (2011) emplea la entrevista socratica con una doble intencién: a) que el profesor
reflexione sobre el concepto y las dificultades en la ensefianza del mismo, esto con el propésito
de que forje la necesidad de disefiar una red de relaciones para propiciar el acercamiento del
estudiante al concepto; b) que le permita al entrevistado (el estudiante) progresar en la
comprension del Teorema Fundamental del Calculo. La entrevista socratica disefiada en el estudio
de Londofio le permite la deteccion de los niveles de comprension de tres estudiantes en el marco
de la teoria de Piere y Kieren a partir de descriptores disefiados para cada nivel, los cuales se
obtuvieron durante la aplicacion de las entrevistas socraticas.

La red de relaciones interviene durante toda la entrevista y el estudiante entrevistado razona sobre
ellay la amplia, pero el refinamiento y evolucion de su comprension depende en gran medida del
manejo adecuado por parte del entrevistador durante su aplicacion, es decir, la entrevista debe
estar disefiada de tal forma que no se produzca una enseflanza directa, sino mas bien, una
ensefianza gradual que permita que los estudiantes pasen de las situaciones concretas a las
abstractas y viceversa, para asi conseguir el nivel de comprension deseado.

El autor enfatiza en las conclusiones de su estudio la importancia de que en la entrevista socratica
se generen preguntas que entorpezcan al aprendiz ante un posible error o confusion, pero que a
la vez desencadene que lo saquen de la confusidn y asi avanzar en su proceso de comprension.

De manera que, dado que el modelo de van Hiele prueba la existencia de niveles de razonamiento,
en este estudio usamos el método socratico para examinar el razonamiento de los estudiantes
cuando se enfrentan a la comprension de la parabola como lugar geométrico.

Asimismo, para efectos de esta investigacion, se tomaron en cuenta los aspectos que van Hiele
considera son importantes tener presentes en una clase donde se trabaje con el método socratico,
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segun De la Torre (2003, p. 103), a saber:

. El maestro tiene que asegurarse del interés de los alumnos en el problema y debe captar
su atenciéon desde el comienzo.

. El método socratico sélo es efectivo en la medida en que se pueda garantizar que cada
uno de los alumnos alcanza la solucion mediante su trabajo personal. El profesor no podra llenarse
de impaciencia ni darles la solucion prematuramente.

. El trabajo de los alumnos debe ser individual y las conversaciones colectivas en el aula
deberan ser guiadas por el maestro, de modo que se les permita avanzar también a los alumnos
gue se muevan a paso lento.

. El maestro debe calibrar acertadamente la dificultad del problema, de modo que todos los
estudiantes conserven el interés hasta el fin, sin que ninguno de ellos olvide el corazdn del asunto.

Van Hiele (1986) insiste en estas premisas pues “es posible emplear el método socratico, con muy
buenos resultados, pero también es muy facil fracasar en el intento” (Londofio, 2010, p. 27).

El software de geometria dinamica (SGD)

Pefia (2010) resalta que los softwares de geometria dindmica (SGD) contribuyen con nuevas
posibilidades en la ensefianza de la geometria ya que se supera el caracter estatico de las figuras
en el papel; los SGD dotan de movimiento a las figuras, cualidad que permite analizarlas desde
diferentes perspectivas y comprender los conceptos y propiedades asociadas a ellas, esto
empleando las opciones de arrastre de los programas. La autora sefiala que “La utilizacion de los
programas de Geometria Dinamica en clase nos ayudara a acercar los contenidos matematicos a
los estudiantes y mejorar su comprension” (p. 166).

Es asi como Fiallo (2000) plantea en su tesis doctoral el disefio de una unidad de ensefianza de
trigonometria fusionando el modelo de Van Hiele y Cabri Geometre como herramienta didactica.
El autor concluye que el software de geometria dinamica (SGD) motiva a los estudiantes a saber
por qué son verdaderos los conceptos y propiedades estudiados ya que, ademas, les proporciona
conocimientos necesarios para que formulen razonamientos y demostraciones sobre ellos.

En relacion a las conicas y los SGD, Gaita y Ortega (2014), ademas de trabajar con construcciones
de regla y compas relacionadas con la nocion de lugar geométrico con estudiantes de
arquitectura, incluye en su estudio algunas actividades con el uso de GeoGebra. Las autoras
seflalan que la propuesta esta organizada "En base a condiciones geométricas que establezcan
relaciones de la distancia entre tres puntos, de modo que la modificacion de determinados
parametros en el enunciado generaba un cambio en la estrategia de solucién” (p. 1136). La
introduccién del lugar geométrico a través de situaciones en el marco geométrico favorecio que
los estudiantes adquirieran una concepcién dinamica y global de este concepto.

Los investigadores Lopez-Mesa, Aldana-Bermudez y Alonso-Arboleda (2013) también emplearon
GeoGebra en un estudio con 25 estudiantes (cuyas edades oscilan entre 17 y 30 afios) de

740



Ingenieria de Sistemas de primer semestre para conocer como ellos adquieren la comprension
del concepto de parabola, mediante geometria dinamica y la Ingenieria Didactica de Chevallard
como soporte tedrico. Entre las conclusiones reportadas, destaca que las TIC logran una mayor
comprension del objeto matematico, en los siguientes términos:

[...] El medio informéatico como herramienta facilité en los estudiantes la comprension de los
elementos que caracterizan la ecuacién canonica de la parabola con centro en el origen y fuera
de este; establecio relaciones entre los elementos matematicos y los modos de representacion
grafico, algebraico y analitico, y lograron una construccion progresiva, ascendente, consciente y
real del objeto matematico de estudio.

En lo actitudinal, los autores reportan que los estudiantes estan mas receptivos y animados al
desarrollo de las actividades; durante la actividad matematica, ellos formulan como hipotesis y
conjeturas, utilizan un lenguaje matematico adecuado, entre otras.

Hallazgos

A partir de los razonamientos de los estudiantes, sobre la paradbola como lugar geométrico se
pudo detectar caracteristicas que permiten ubicar a cualquier estudiante en uno de los niveles de
razonamiento; a estas caracteristicas se les llama descriptores, y van a indicar las actividades sobre
el objeto matematico de estudio mencionando anteriormente que pueden realizar los estudiantes
cuando se encuentran en un determinado nivel.

En un primer momento, van Hiele enumer6 cinco niveles diferentes (Nivel 0 basico o
predescriptivo y niveles I, II, Il y IV). Jaime y Gutiérrez (1990) distinguen cuatro niveles: nivel 1 (de
reconocimiento), nivel 2 (de analisis), nivel 3 (de clasificacién) y nivel 4 (de deduccion formal).
Nosotros vamos a utilizar la nomenclatura descrita por van Hiele, la cual fue pieza clave en las
investigaciones de autores como: Londofio (2011), santa (2011), Prat (2015), quienes presentan
los siguientes niveles: Nivel O, predescriptivo; nivel I, de reconocimiento visual; nivel II, de analisis;
nivel III, de clasificaciéon y relacion; nivel IV, de deduccién formal.

Estos autores hacen referencia a que el ultimo nivel el de deduccidn formal presenta dificultades
para su discernimiento y sélo tienen un interés teodrico.

Descriptores de nivel de razonamiento(DNR)
NIVEL 0 (basico o predescriptivo)

En este nivel se identifica el conjunto de saberes previos que necesita el estudiante para llegar a
la comprension del concepto de pardbola como lugar geométrico. Los descriptores para este
nivel son estrictamente conceptuales, por lo tanto, no es utilizado el software GeoGebra.

El estudiante ubicado en este nivel:

e DNR. Reconoce objetos geométricos que no son definibles como punto, segmento, recta
y plano.

Nivel I: Reconocimiento visual
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En este nivel el estudiante construye y visualiza, en un ambiente de GeoGebra, puntos, rectas,
rectas paralelas, rectas perpendiculares, entre otras.

e DNR. Reconoce algunos objetos geométricos basicos, que se muestran en un ambiente
de GeoGebra tales como: punto, punto de intersecciéon, segmento, medida de un
segmento, medida de un angulo, rectas, rectas perpendiculares y paralelas, entre otras.

Nivel II: De analisis

En este nivel, el estudiante determina algunos puntos que satisfacen la condicién de estar a la
misma distancia de un punto fijo llamado F y de una recta llamada D.

e DNR. Reconoce que el lugar geométrico construido mediante GeoGebra es la parabola
sin mencionar las propiedades que la caracterizan.

Nivel III: De clasificacion

En este nivel, el estudiante determina la condicion que debe cumplir un conjunto de puntos para
pertenecer a la parabola, ademas, es capaz de llegar a una definicion de la misma como lugar
geomeétrico.

e DNR. Manifiesta la necesidad de definir de manera formal la parabola como lugar
geométrico: la parabola es el conjunto de puntos que equidistan de un punto fijo llamado
foco y de una recta L llamada directriz.
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