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Introduccion

Una de las teorias mds relevantes en matematicas es la teoria de grupos. Para comprender
sus propiedades, estructuras y consecuencias, resulta util estudiar los casos mas simples,
especialmente los grupos finitos, como los grupos de permutaciones y transformaciones.
Estos tltimos tienen un gran impacto en areas posteriores, como la teoria de representa-
ciones de grupos, que a su vez tiene amplias implicaciones en diversos campos, como el
estudio de soluciones de ecuaciones algebraicas. Esto se evidencia en las soluciones de
Galois y en la teoria que lleva su nombre.

Debido a la complejidad de clasificar y comprender las propiedades de los grupos, es in-
dispensable abordar los desafios mediante nuevas técnicas y niveles de abstraccion para
comprender su comportamiento. Un enfoque para lograr esto es estudiarlos utilizando el
“calculo”, es decir, dotandolos de la estructura de variedades. Precisamente, un grupo de
Lie se refiere a una variedad suave que posee una estructura de grupo compatible con
su estructura analitica. Este nombre honra al matemdtico noruego Sophus Lie, quien fue
el pionero en desarrollar la idea alrededor de 1874. Lie propuso crear una teoria para
las representaciones de grupos en este nuevo contexto analitico, con el fin de simplifi-
car problemas de ecuaciones diferenciales parciales y geometria, de manera similar a lo
que Galois hizo con el estudio de las representaciones de ciertos grupos finitos para las
ecuaciones algebraicas.

Asi las cosas se define formalmente un grupo de Lie como:
Definicion 0.1 (Grupo de Lie). Un grupo de Lie es una variedad suave G que también

admite una estructura de grupo, que es compatible con esta estructura diferencial, esto es,
las funciones de producto e inversion:

m:GxG— G m(g1,8) =812

i:G—G i(g)=g!

Son ambas funciones suaves.

Ejemplos de estos grupos son el espacio Euclidiano R”, la esfera n—dimensional S”, el
toro n—dimensional T” y el grupo lineal GL(n;R) y varios de sus subgrupos (cerrados)
SL(n), Sp(n), O(n), entre otros.

La estructura de grupo sobre G define una cierta operacion bilineal anti-simétrica en el
espacio tangente sobre el elemento identidad del grupo G, a saber, g = 7;G. Con base en
esto se presenta la nocion de un dlgebra de Lie.

Definicién 0.2 (Algebra de Lie). Una dlgebra de Lie es un espacio vectorial V sobre un
campo K, dotado de una operacién binaria, bilineal:

[—,—]:VxV—V
Que satisface:

1. i)(Anti-simetria) [a,a] =0



2. ii)(Identidad de Jacobi) [a,[b,c]] + [c,|a,D]]+ [b,[c,a]] =0

Un ejemplo de dlgebra de lie sobre R es: gl(n,R) = (End(R"), [a,b] = ab — ba)

Una herramienta fundamental para determinar importantes propiedades de los grupos de
Lie es el estudio de sus correspondientes algebras de Lie. Al describir estas ultimas, se
comprende la estructura de grupo y, sobre todo, las simetrias que se producen. Para com-
prender en profundidad estos conceptos, es necesario utilizar herramientas de andlisis en
variedades, dlgebra, geometria, topologia algebraica e incluso teoria de representaciones.

Histéricamente, el estudio y la aplicacién de los grupos y dlgebras de Lie surgieron a
partir de la abstraccién de ciertos estudios relacionados con las ecuaciones diferenciales.
Posteriormente, se aplicaron ampliamente en ejemplos provenientes de la fisica, especial-
mente en la mecanica clasica, la mecanica celeste e incluso en la mecanica cuantica. En el
ambito de las matematicas, estas teorias tienen importantes aplicaciones y consecuencias
en la teoria de nimeros, el andlisis real y complejo, la geometria diferencial, simpléctica
y algebraica, entre otras dreas. Su papel en varias ramas de las matematicas es de gran
valor, lo que la posiciona como un drea de alto impacto y con importantes consecuencias
en todos los ambitos de los que participa. Parte de este trabajo es ilustrar la incidencia y
aplicabilidad de herramientas del dlgebra, analisis, topologia algebraica y geometria para
atacar problemas relacionados a problemas determinantes de esta teoria.

Esta tesis es organizada como sigue. En el primer capitulo veremos algunas definiciones
elementales y resultados que relacionan funciones y los comportamientos de estas con el
espacio topolégico donde ellas viven. En el segundo capitulo desarrollaremos el concep-
to de Grupo Fundamental, una definicion mas abstracta la cual asocia una variedad con
un grupo, ahi, a modo de ejemplo y aplicaciones, calcularemos el grupo fundamental de
varios espacios topoldgicos, como lo son por ejemplo los espacios de matrices o espacios
proyectivos, y veremos que esto no es una labor sencilla, por lo que hara falta definir otros
conceptos o asociarles propiedades extras que no alteran su topologia. Finalmente, en el
tercer capitulo seran presentados, a modo de conclusidn, las definiciones mas comprensi-
bles de lo que es un grupo y dlgebra de Lie, sobre los espacios matriciales, con el objetivo
de probar el tercer teorema de Lie. Los resultados en esta seccion son compatibles y se
siguen cumpliendo con la teoria general de grupos de Lie.



Capitulo

Homotopia

En este primer capitulo son presentados algunos conceptos topoldgicos que mds adelante
serdn indispensables para entender y motivar algunos resultados destacados tanto de los
grupos de Lie como de las dlgebras de Lie. El primer concepto necesario que establece
una conexion entre la topologia y el dlgebra es lo que se conoce homotopia. La homotopia,
concepto introducido por Poincaré en su Analysis situs de 1895, puede interpretarse infor-
malmente o bien como la deformacién continua de funciones (continuas) entre espacios
topoldgicos o bien como un camino que une, dentro del espacio de funciones, a dos fun-
ciones continuas dadas. Ambas descripciones son motivadas por razones formales que no
estudiaremos con detalles aqui. Para esto le recomendamos al lector las referencias [4] y

[1]

1.1. Funciones Homotopicas

Definicion 1.1. Sean X, Y dos espacios topoldgicos. Si f,g : X — Y son continuas,
decimos que f es homotopica con g, lo que se denota por f ~ g, si existe una funcién
continua H : X x [0,1] — Y tal que f(x) = H(x,0), g(x) = H(x, 1) para todo x € X. la
funcion H es llamada homotopia entre f y gy, en tal caso, cuando se requiera de cierto
contexto, escribimos H : f ~ g

Otra manera, equivalente, de ver una homotopia es considerar para cada ¢ € [0, 1] la fun-
cién continua H; : X — Y con H;(x) = H(x,t). Esto nos da una familia continua de
funciones (continuas) a un pardmetro H;, 0 <t <1, tal que Hy = f'y H| = g. Esto es, una
deformacion continua através del tiempo que deforma a la funcién f hasta llegar a g.

Si el espacio C(X,Y) de todas las funciones continuas de X a Y se le asigna la topologia
compacta-abierta, entonces la funcién 4 : [0,1] — C(X,Y), t — H; se vuelve continua,
y las funciones f y g se pueden unir mediante este camino en esta topologia. De igual
forma la funcién 4 : I — C(X,Y ), define una homotopia entre 2(0) y A(1) si X es local-
mente compacto Hausdorff o metrizable [11]. Esto es, dos funciones son homotopicas si
pertenecen a la misma componente conexa.

Proposicion 1.1.1. Sean X, Y dos espacios topoldgicos. En el conjunto de funciones
continuas C(X,Y), la relacion “~" de homotopia es una relacion de equivalencia.

9
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Demostracion. Sean f,g,h: X — Y funciones continuas. Entonces:

1. Reflexividad H : f ~ f donde H : X x [0,1] — Y es definida por H(x,?) = f(x)
paratodox € X y ¢ € [0,1]

2. Simetria H : f ~ g= G: g~ f donde G(x,t) = H(x,1 —¢) parax € X, € [0,1].
3. Transitividad H : f ~ g,G: g ~ himplica F : f ~ h, donde:

[ H(x2t),0<r<]
Fxn) = { Gx,2t—1), L <r<1

Note que H(x,1) = g(x) = G(x,0), asfi la continuidad de la funcién F esta garanti-
zada gracias al lema del pegado [8].

]

Las clases de equivalencia son llamadas clases de homotopia. La clase de homotopia de
la funcién f : X — Y es representada por [f]. Mientras que el conjunto de clases de
homotopia en el conjunto C(X,Y) es representado por [X,Y] =C(X,Y)/ ~.

Lema 1.1.1. Sean X,Y,Z espacios topologicos, f,g: X — Y yh,k:Y — Z son funcio-
nes continuas. Si f ~ g, entonces ho f ~ ho g. Asi mismo, si h >~ k, entonces hog ~kog.

Demostracion. Si H : f ~ g, entonces es fécil verificar que la funcion continua ho H :
X x[0,1] — Z estalque ho H(x,0) =ho fyhoH(x,1)=hog.

Por otro lado si H : h ~ k, se define la funcién G(x,t) = H(g(x),t),x € X,t € [0,1]. G es
continua en la topologia producto. En efecto, G = H o (g,1d), donde al ser las componen-
tes contindas la afirmacién se sigue. Ademas G(x,0) = hog(x) y G(x,1) = kog(x) i.e.
G:hog~kog. [

Corolario 1.0.1. Si f ~ gy h~k, entonces ho f ~kog.

Demostracion. Inmediato de la transitividad de la relacién de equivalencia “~” y del
Lema 1.1.1. L

Podemos entonces decir que la composicién de funciones continuas es preservada bajo
homotopias. Gracias al Corolario 1.0.1, el cual puede interpretarse como la preservacion
de la composicion por homotopias, es posible definir la operacién composicion entre cla-
se. Esto es, para X, Y, Z espacios topoldgicos definimos [g] o [f] = [g o f]. Esta dltima clase
estd bien definida, es decir, no depende de los representantes g y f, como consecuencia
del Corolario 1.0.1.

Ejemplo 1.1. Dos funciones constantes f,g: X — Y, f(x) = p g(x) = g son homotG6picas
si y solo si p y g pertenecen a la misma componente conexa en el espacio Y. En efecto
si existe un camino a : I — Y que une a los puntos p y g, bastara definir H(x,t) = a(t)
Vs (x,1) € X x I. Reciprocamente, si las funciones constantes son homotépicas, digamos,
H : f ~ g entonces esta define el camino a(r) = H(xg,?) que conecta a los puntos p y ¢,
para algin xo € X.
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Ejemplo 1.2. Si Y C R” es un subespacio convexo. Entonces para cualquier espacio to-
poldgico X y dos funciones continuas f,g : X — Y ellas son homotdpicas. En efecto,
para ello basta definir la homotopia H : X x I — Y como H (x,t) = (1 —1) f(x) +1g(x).

La homotopia H en el ejemplo 1.2 es llamada homotopia recta. Mas generalmente, su-
ponga Y C E donde E es un subespacio vectorial normado y suponga también que el
segmento de recta que une a f(x) con g(x) esta contenido een Y, entonces las funciones
fy g son homotdpicas a través de una homotopia recta, como es facil verificar. En parti-
cular cualquier funcién continua f : R” — R" es homotdpica a una (cualquier) funcién
constante.

Ejemplo 1.3. Considere las funciones f,g: X — R"\ {0} tal que | f(x) —g(x)|| <
|| f(x)|| para todo x € X entonces f ~ g. En efecto, para 0 < < 1 se tiene que ||¢(f(x) —
g(x))|| < |If(x)||- Asi basta con definir la homotopia recta, la cual estara bien definida por
la desigualdad anterior (su imagen no contiene al 0).

Ejemplo 1.4. Si n = 2k — 1 entonces la funcién antipodal f : §" — S§", f(x) = —x es
homotdpica a la funcién identidad. En efecto, al considerar S C R2 esta se puede escribir
como §" = {z€ C* |||z =1} y H(z,t) = ze™ define una homotopia entre la funcién
antipodal y la funcién identidad. Si n = 2k entonces f no es homotdpica a la funcién
identidad. Este es un resultado mucho més dificil de demostrar y para un estudio de esta
recomendamos [6].

Proposicion 1.1.2. Dadas dos funciones continuas f,g:X — S", si f(x) # —g(x) Vx€ X
entonces f ~ g

Demostracion. En efecto, como f(x) # —g(x), entonces el segmento de recta que une
los puntos f(x) y g(x) no contiene el origen, esto es (1 —¢) f(x) +1g(x) # 0 Vr € I. Para
obtener la homotopia H entre f'y g se define:

o) = 100 )+ g0
AsiH (x,0) = iy = F(0) y Hx 1) = 485 = ¢(2) -

Como casos particulares de la proposicion se obtiene que:

» Sif:8" — S"es tal que f(x) # x, no tiene puntos fijos, entonces f es homotdpica
a la funcién antipodal o (x) = —x.

= Si f:8" — §" es una funcién continua con f(x) # —x entonces f es homotdpica
a la funcién identidad.

= Si f:X — 5" no es sobreyectiva entonces f es homotdpica a una funcién constante
cp(x) = —pdonde p € §"\ f(X)

Proposicion 1.1.3. Si existe un campo vectorial continuo no nulo en S" entonces la fun-
cion antipodal, o, es homotopica a la funcion identidad.
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Demostracion. Seav:S" — R"! un campo vectorial continuo no-nulo en $”, esto es,
una funcién continua y 0 ¢ Im(v). Defina f : S” — S" como:

o x+v(x)
o= @l

Evidentemente, f es continua y f(x) # x. De las observaciones anteriores se obtiene f ~
a. Por otro lado, se tiene que la funcidn identidad, i : S — §", es tal que i ~ f, basta
con definir la homotopia H de la siguiente manera:

t
H(x,1) = _xtevlx)
e+ v
Por dltimo, como =~ es una relacion transitiva se concluye que i >~ « [

1.2. Tipo de Homotopia

Definicion 1.2. Una funcién continua f : X — Y es una equivalencia homotdpica si
existe una funcién continua g : Y — X tal que fog ~idy y go f ~ Idy, donde idy y idx
representan las identidades sobre los respectivos espacios. Decimos que g es la inversa
homotopica de f y que dos espacios topologicos son homotopicamente equivalentes si
admiten una equivalencia homotdpica entre ellos. En este caso escribimos X =Y, o bien
f:X=Y

Si g es la inversa homotdpica de f entonces ella es inica, a menos de homotopias, esto es
si existe otra g’ tal que fog' ~idy y g o f ~ idy, entonces g ~ g’, como es fécil verificar.
Ademas de la definicion se puede verificar que la relaciéon “=" de “ser homotdpicamente
equivalente a” define una relacién de equivalencia. En efecto:

1. X =X, basta considerar f = g = idy
2. Si X =Y entonces gracias a la definicion se obtiene de inmediato que ¥ = X

3.5 X =Y,Y =Z= X =Z. Para esto suponga que f; : X — Y, fr:Y — X g1:
Y — Z,g2:Z — Y son tales que:

] fl Of2 >~ idy, f2 Of1 ~ ldX
" g1ogy ~idzy ademas gro gy ~idy

Luego haciendo f = gio f1 y g = f>0g2 se obtiene que fog ~idzy go f ~idy,
pues la relacion =~ es transitiva y se preserva por composicion, gracias al Corolario
1.0.1

Ejemplo 1.5. 5" = R"*!\ {0}. En efecto, considerando las funciones, de inclusién y pro-
yeccion radial, i : S — R"H1\ {0}, i(x) = x, r : R™1\ {0} — ", r(y) = ﬁ, se obtiene
que roi=idg yior: R"™ 1\ {0} — R\ {0}, ior(y) = II§_H Esta dltima composicion
es homot6pica a la funcion idga+11 1oy gracias a la homotopia lineal. De manera andloga se

puede probar que B"*!\ {0} = 5" donde B"*! es la bola de radio 1 centrada en el origen
de R+1
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Ejemplo 1.6. Todos los subconjuntos convexos no vacios en R” son homotépicamente
equivalentes gracias al ejemplo 1.2 y su observacion.

Evidentemente si 4 : X — Y es un homeomorfismo entonces X =Y. SiX =Xy Y =Y’
entonces existe una biyeccion entre [X,Y] y [X’,Y’] dada por [f] — [wo fo @] donde
v:X'=Xyop:Y=Y.

Definicion 1.3. Se dice que un espacio X es contrdctil si tiene el mismo tipo de homotopia
que un punto (X = {p}). Una funcién que es homotdpica a una funcién constante se dice
que es homotdpicamente nula.

Proposicion 1.2.1. X es contrdctil si y solo si la funcion identidad idx es homotdpica a
una funcion constante

Demostracion. Supongamos f: X = {p} y g: {p} — X la inversa homotdpica de f
para algin punto p. Entonces g o f ~ idxy mientras que go f(x) = g(p). Reciprocamente,
si idy =~ cte entonces idy : X = {cte(xp)} donde la funcion cte es la inversa homotdpica
deidy yxoe X [

Corolario 1.0.2. Un espacio X es contrdctil si y solo si si las funciones continuas f,g :
Y — X, definidas sobre un espacio topologico arbitrario, son homotopicas.

Demostracion. < Tomando Y = X y las funciones idy y cte, cualquier funcion constante
entonces son homotdpicas, luego X es contractil.

= Suponga X es contractil, ¥ cualquier espacio topoldgico f,g: ¥ — X funciones con-
tinuas. Entonces idy ~ c¢ donde ¢ es una funcion constante, luego f =idxo f ~co f =
cog~idyog=g. [

Corolario 1.0.3. Todo espacio contrdctil es conexo por caminos.

Demostracion. Supongamos X contréctil y xg,x; € X. Definamos c(x) = x; y sea H :
idx ~ c entonces a(t) = H(xg,t) es un camino que une los puntos xp y xi O

Proposicion 1.2.2. Si X o Y es contrdctil entonces toda funcion continua f : X — Y es
homotopica a una funcioén constante.

Demostracion. Supongamos que X es contrictil y sea H : idy ~ c. Luego, si f : X — Y
es una funcién continua se sigue que foH : f = foidy ~ foc de donde foc es una
funcién constante.

Suponga Y contrictil y sea K : idy ~a donde a: Y — Y es una funcién constante. Luego,
la funcion L : X x I — Y definida por L(x,t) = K(f(x),t) es una homotdpia entre [y
una funcion constante. ]

Ejemplo 1.7 (Estrellas y Conjuntos Convexos). Un subconjunto X de un espacio vectorial
normado E se llama estrella si existe un punto p tal que para todo x € X el segmento de
recta que une los puntos p y x esta contenido en X. Si H es la homotdpia recta entre idy
y la funcién constante X — {p}, H es bien definida y por lo tanto X es contractil.

Todo conjunto convexo es, en particular, una estrella y asi contractil
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1.3. Retraccion y Extension de Funciones

Es bien conocido el teorema de extension de Tietze y Urysohn (ver [8]) que habla sobre
la posibilidad de extender una funcién continuamente f : A — Y a X D A siendo A
un subconjunto cerrado donde X es un espacio normado y Y un intervalo de nimeros
reales. Esto es, encontrar una funcién continua f : X — Y tal que f|4 = f. Veremos
que el teorema de Tietze-Urysohn seguira siendo valido si Y es contréctil y del tipo ENP,
concepto que serd definido en esta seccién (ver Definicién 1.5)

Proposicion 1.3.1. Sean " C R™! y B+ C R"™! g esfera n—dimensional y la bola de
radio uno y centrada en el origen, respectivamente. Sea Y un espacio topolégico arbitra-
rio. Una funcion continua f : S* — Y es homotdpica a una funcion constante si y solo
si f tiene una extension continua f : B+l —vy.

Demostracién. = Supongamos H : f ~ ¢ donde ¢ es una funcién constante. Vx € B*+!
existen Unicos 7 € [0,1] y & € §" tal que x = (1 —¢)&. Si decimos que f(x) = f((1—1)&) =
H (& 1) entonces esta define una extension para f pues si x € S” se tiene que r = 0, = x
Luego f(x) = H(x,0) = f(x). Ademés f(0) = H(&,1) = ¢ VE. Como H = f o ¢, donde
@ : 8" x 1 — B"" es tal que ¢(x,7) = (1 —1)x, para ver que f es continua, haremos uso
de la siguiente afirmacion.

Si K,L C R™ son conjuntos compactos y ¢ : K — L continua y sobreyectiva entonces
g: L — X es continua si y solo si go ¢ : K — X es continua. En efecto si ¢ es con-
tinua y sobreyectiva sobre conjuntos compactos entonces, esta serd una transformacion
cerrada. Luego si V C X es cerrado entonces go ¢~ '(V) = ¢~ ' (g7 1(V)) es cerrado un
conjunto cerrado, y como ¢ es una aplicacién cerrada y sobreyectiva se concluye g~ (V)
es cerrado, es decir g es continua.

< Supongamos que f tiene una extensién f sobre B"*!. Definamos la funcién H : S x

[0,1] — Y como H(&,) = f((1—1)&). Entonces H(E,0) = f() = f(§) y H(&,1) =
£(0), asi f es homotdpica a la funcién constante " — ¥, & — f(0). O

En particular para n = 1, si una funcién continua f : S' — X es homotépica a una fun-
cién constante si y solo si tiene una extension continua sobre el disco. Este resultado nos
ofrecerd, mas adelante, una definicion alternativa para un concepto fundamental de este
trabajo, a saber, conjunto simplemente conexo.

Definicion 1.4. Sea Y un subconjunto de un espacio X. Y se le dice retracto de X si
existe una funcién continua r : X — Y tal que r|y = idy. En otras palabras, si existe una
extension continua de la funcidn idy. En este caso, r es llamada retraccion de X en'Y .

Toda retraccion es sobreyectiva, yaque Y = {y € Y | r(y) = y}, como es ficil de verificar.
Ademads cuando X es Hausdorff entonces Y es un subconjunto cerrado por la expresion
anterior. Si X es conexo y Y es un subconjunto disconexo de X entonces Y no podra ser
un retracto de X pues r(X) =Y y r es una funcion continua.

Ejemplo 1.8. 1. r:R"™ 1\ {0} — 5", r(x) = Hi_l\ es una retraccion.

2. La bola unitaria cerrada en R” es un retracto de R".
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3. R?\ {0} es un retracto de R?\ {z — eje}. La retraccién esta dada por la proyeccién
sobre el plano.

Proposicion 1.3.2. Y C X es un retracto de un espacio X si y solo si cualquier continua
f Y — E tiene una extension continua a X para cualquier espacio E.

Demostracion. Sir: X — Y es unaretraccion 'y f : Y — E es una funcion continua.
Entonces for:X — E es una extension continua de f pues r|y = idy. Ahora bien, si
hacemos E =Y y f = idy entonces existe una extension continua de la funcién identidad,
asi Y es un retracto de X. [

Definicion 1.5. Sea Y C R”, decimos que Y es del tipo ENR, de sus siglas en ingles
euclidean neighborhood retract, cuando existe una retracciéon r : V. — Y donde V es un
subconjunto abierto de Y en R”

Ejemplo 1.9. La esfera §” C R™*! no es un retracto de R"*!, mientras que si es del tipo
ENR, como consecuencia del Ejemplo 1.8, donde R"*!\ {0} es un subconjunto abierto.

Proposicion 1.3.3. Sea Y C R" un conjunto compacto del tipo ENR. Entonces existe € > 0
tal que para cualesquier par de funciones f,g: X — Y, satisfaciendo || f(x) —g(x)|| < €
para todo x € X son homotdpicas.

Demostracion. Suponga r : V — Y es una retraccion de una vecindad V O Y. Como
Y es compacto entonces € = dist(Y,R*"\V) >0,y luegosiycY,zeR "y |y—z|]| <&
entonces z € V, ya que en caso contrario se tendria que dist(Y,R"\ V) < €. Observe
también que, cualquier punto que pertenece a la recta que une a los puntos y y z esta en
V. Asi, si f,g: X — Y, son tales que ||f(x) — g(x)|| < € para cualquier x € X entonces
tenemos que (1 —1¢)f(x)+tg(x) € V paratodox € X ytodot € [0,1].SiH: X xI —Y
es tal que H(x,1) = r[(1 —1)f(x)+1g(x)], esta bien definida y ademds H (x,0) = r[f(x)] =
f(x),H(x,1) = r[g(x)] pues r|y = idy. O

Obs. Si M, N superficies diferenciables compactas. Entonces toda funcién continua f :
M — N es homotopica a una funcion diferenciable [6].

Proposicion 1.3.4. Sea Y C R" del tipo ENR y A C X un subconjunto cerrado de un
espacio normado. Toda funcion continua f : A — Y puede extenderse continuamente a
una vecindad de A en X

Demostracion. Supongamos r : V — Y es una retraccion de una vecindad V D Y. Por
el teorema de extension de Tietze-Urysohn la funcién f tiene una extensién continua
@ : X — R". Como ¢ es continua entonces U = ¢~ (V) es una vecindad abierta de A en
X y la funcién f = ro (¢|y) es una extensién de f al conjunto abierto U. O

Teorema 1.1 (Borsuk). Sea Y C R" un espacio del tipo ENR, A un subconjunto cerrado
de un espacio métrico X y f,g : A — Y dos funciones continuas homotdpicas. Si f tiene
una extension continua f : X — Y entonces g también tiene una extension continua g tal

que f~g
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Demostracion. Supongamos H : f~ g H:AxI— Y. Sea f; la siguiente funcién con-
tinua f; : (X x0)U(AxI) —Y:

7, 1=0.xc X
filx,t) = { H(x,1), (x,¢)€ (AxI)

f1, en efecto, es continua gracias al lema del pegado [8] pues A es un subconjunto cerrado.
Por 1.3.4 f| puede extenderse continuamente a una vecindad W en X x I. Como I es
compacto entonces, por el teorema de Wallace [7] existe un conjunto abierto U D A en X
tal que W C (X x 0)U (U x I). En particular, f] tiene una extension f> : (X x 0) U (U x
I) —Y.Sea A : X — [0, 1] la funcién de Urysohn para (A,X \U), i.e.

I, xeA
Mx):{ 0, xeX\U

Asilaextension H : X x I — Y de lahomot6pia H esté definida por H (x,1) = f>(x, A (x)1),
la cual claramente satisface, H(x,0) = f5(x,0) = f(x,0) = f(x) y que H(x,1) =: g(x), es
tal que, para cada x € A, g(x) = fo(x,A(x)) = fa(x,1) = fi(x,1) = H(x,1) = g(x), lo que
queriamos probar. O

Corolario 1.1.1. Sea Y C R" un espacio contrdctil del tipo ENR. Toda funcién continua

f:A—Y, definida en un subconjunto cerrado del espacio métrico X tiene una extension
f: X —Y

Corolario 1.1.2. Sea Y C R" un espacio del tipo ENR y A C X un subconjunto cerrado
contrdctil del espacio métrico X. Toda funcion continua f : A — Y, tiene una extension
f:X—Y

Estos ultimos dos corolarios son consecuencia de la Proposicion 1.2.2 pues evidentemente
toda funcién constante sobre A posee una extension continua a X

Corolario 1.1.3. Sea X un espacio métrico contrdctil, A C X un subconjunto cerrado y
Y C R™ un espacio del tipo ENR. Una funcién continua f : A — Y tiene una extension
continua f : X — Y siy solo si f es homotdpica a una funcion constante.

Demostracion. = Si f es una extensién continua, como X es contractil, por la Propo-
sicionl.2.2 f es homotdpica a una funcién constante ¢, f >~ ¢, y por tanto usando la
inyeccioni: A — X, i(x) = x se tiene que f = f|4 = foi~coi=c|s

<« Inmediato del Teorema 1.1 ]



Capitulo

Grupo Fundamental

En este capitulo estudiaremos el caso particular cuando X = I = [0, 1] y las homotdpias
entre las funciones con dominio /, a lo que llamaremos homotdpias por caminos. Da-
do un camino o : I — X, los puntos a(0) = xp, a(1) = x; se llamaran puntos finales.
En particular ¢¢(0) es el punto inicial y ¢(1) el punto final. Cuando (0) = (1) = xo
entonces o se denomina camino cerrado con punto base xo € X. Como / es un espacio
contréctil entonces todo camino o es homotopica a una funcidn constante. De este modo,
una restriccion adicional serd indispensable para obtener otros resultados.

2.1. Homotopia por Caminos

Definicion 2.1. Sea X un espacio y sean «, 3 : [0,1] — X caminos en X que unen los
puntos xg, x; en X. Una homotopia de & a B es una funcién continua H : [0,1] x [0,1] —
X tal que H(s,0) = o(s),H(s,1) = B(s) paratodo s € [0,1] y H(0,7) =xo, H(1,t) =x]
para todo ¢ € [0,1]. Si H existe, se dice que hay homot6pia por caminos entre o y f3.
Escribimos @ = 3, o bien H : @ = 3.

Es necesario que ambos caminos @, 8 tenga los mismos puntos finales. En particu-
lar, cuando la homotopia H se da entre caminos cerrados, esta satisface que H(0,¢) =
H(1,t) =xp paratodot € I.

Proposicion 2.1.1. Homotopia por caminos (=) es una relacion de equivalencia en el
conjunto de todos los caminos en X que unen los puntos xy y xy

La prueba de este ultimo resultado es esencialmente la misma demostracién de la Pro-
posicion 1.1.1. Solo resta probar que los puntos finales estan fijados por las homotopias,
lo cual es facil verificar. A las clases de equivalencia del camino o : I — X con puntos
finales xo, x; las continuaremos denotando por [¢t].

Ejemplo 2.1. Supongamos X es un subconjunto convexo de un espacio normado. Si &
y B son dos caminos cualesquiera que unen a los puntos xy y x; entonces o = f3. En
efecto, mediante la homotopia de rectas, H(s,7) = (1 —t)a(s) +tB(s) se ve facilmente
que cumple las condiciones para la homotopia por caminos.

17
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Ejemplo 2.2. Considere los caminos a(s) = (cos s, sinzs) y B(s) = (cos zs, — sin7s),
con 0 < s < 1, que unen los puntos (1,0) y (—1,0). Intuitivamente estas dos funciones
no son homotdpicas por caminos pues el origen es una obstruccion y no se puede pasar
através de él.

Si un camino tiene punto inicial o(0) = xo, hace un recorrido continuo hasta terminar en
su punto final a(1) = xj, entonces es natural preguntarse si existe un camino que reali-
ce el proceso inverso, es decir, un camino f3 cuyo punto inicial 3(0) sea exactamente x|
mientras que 3(1) = xp. En efecto, se define el camino inverso al camino continuo que
cambia de inicio sus puntos finales &~ (s) = a(1 —s), Vs € I. En adelante denotaremos
por e, el camino constante tal que e,(s) = x. Las clases de equivalencia tanto del ca-
mino inverso como del camino constante las denotaremos por [~ !] := [a] 7!, [e\] := &,
respectivamente.

Definicion 2.2. Sea X un espacio y sean xg, x1, X € X. Si &, f son dos caminos en X que
unen xp con xj y xj con xp, respectivamente (0¢(0) =xp, a(l)=x;yB(0)=x;, B(1)=
x2). Definimos o * 3 : [0, 1] — X como el camino de x( a x; dado por:

_ a(2s), )
a*ﬁ(S)—{ B(zs 1),%§S<1
la funcién o * B es continua pues en s = % se tiene que a(1) = B(0) = x; y por el lema

del pegado [8] la funcion es continua.

Lema 2.1.1. Suponga que a, &' son dos caminos X que unen a xo, x1 y B, B’ son caminos
que unen a x; conxy. Sia = a' y B =’ entonces axB=a’xB' ya~! = a'"!

Demostracién. Primero probemos o =o'« SiF:a = o'y G: B = ' podemos
definir la funcién H : I x I — X como:

B F(2s,t),0<
H(s,1) = { G(2s—1,1), 1

De nuevo, gracias al lema del pegado [8], se garantiza que la funcién H es continua.
Mientras que H(0,7) = F(0,t) = x9, H(l,t) =G(l,t) =x, y H(s,0) = a*(s), en
efecto:

<
s

SE
<s<l1

— F(25,0) = a(2s), 0< s < 4 B
H(s,0) = { G(2s—1,0)=B(2s—1), %SSZS 1 = ax*fB(s)

Similarmente H (s, 1) = o * ' (s).

Veamos por tltimo que a~! = o’~1. Si F(s,t) es una homotépia por caminos entre
y o, veamos que H(s,t) = F(1 —s,t) es la homotdpia buscada. En efecto H(0,7) =
F(1,t)=x1,H(1,t) =F(0,t) = x0, H(s,0) = F(1—5,0) = a(1—s) = a~(s), H(s,1) =
F(l—s,1)=a'(1-s)=a""(s) O

El simbolo * hace pensar que esta operacion es asociativa, es decir si &, 3, ¥ son caminos
desde xp a x1, de x| ax, y desde x; a x3, respectivamente, entonces (0« 3)xy= o (B x7y).
Desafortunadamente esta igualdad no es, en general, cierta. Ya que:

1
PN (7Y TCON P B N e
(oxB) Y()_{ y(2s—l) <s S% Bl [f;gj_;)):gijilz
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a(2s),0<s< 1

_ Ot(2s),0§s§% B AN 2§
ar(Brr)={ g S0 DE0 | = Blas-D <]
? Yds—3), 3 <s<1

No obstante, veremos que se cumple que (0t f3) * Y= o x (B * 7).

Lema 2.1.2. Sea o un camino en X que une los puntos xo y x; y sean ¢, T:1 — 1
funciones continuas con 6(0) = 7(0) =59y o(1) = 7(1) = 51. Entonces oo = oo,
donde ambos caminos .o G 'y & o T ahora tienen sus puntos iniciales a.(sg) y 0(sy).

Demostracion. Sea o un camino continuo en X. Definamos H : I x I — X por H (s,t)
of[(1—1t)o(s)+17(s)]. Es claro que H es una funcién continua. Y por otro lado, H(0,1)
o(0(0)) = a(so), H(1,t) = a(o(1)) = a(s1), H(s,0) = a(o(s)) = aoo(s), H(s,1)
o(t(s)) = ao1(s), lo que queriamos probar.

L

Lema 2.1.3. Si &, B, v son caminos en un espacio X desde xy a x1, de x| a x, y desde x,
a x3 respectivamente, entonces () xy = o (B xy).

Demostracion. Consideremos la siguiente funcién o : [0, 1] — [0, 1] tal que:

La anterior funcién es continua por el lema del pegado. Ademds se puede ver que « *
(B*7v)oo(s) = (a*B)*y(s). En efecto, si 0 < s < I entonces 0 < 25 < 7, luego a

(Bxy)oo(s)=ax(Bxy)(2s) = a(2(2s5)) = a(4s) = (a*B)*y(s) paratodo 0 < s < 1.
De forma similar se prueba para las otras regiones del intervalo. Asi por el lema anterior
usando T = id| 1 se prueba la afirmacion. O

Lema 2.1.4. Sea o un camino en el espacio X que une los puntos xo con x1. Entonces:
I eyx0t=a
2. 0key S
3 axa ex,
4 alxae,

Demostracion. Probaremos tan solo / y 3. Los casos restantes son analogos.

1. Sea o la siguiente funcion:

o(s) = 0, 0<s<1
Tl 2s—1, §<s<1
Es facil ver que ey, x a0 o(s) = o(s), aplicando el Lema 2.1.2 con 7 = id; se obtiene el
resultado.

3. Para este caso es necesario tan solo utilizar las siguientes funciones 7(s) =0 Vs € [0, 1]

y G como:
2s, 0<s<l1
= ’ =" =2
o (s) {2—%,%§s§1
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Mientras que & x o~ ! (s) = @0 6 (s), ey, (s) = x9 = a(0) = &t o 7(s). De nuevo haciendo
uso del Lema 2.1.2 se concluye o x o~ ! = ex [l

Lema 2.1.5. Sean o : [0,1] — X un camino en el espacio X y0 =1y <t} < - <t, = L.
Si o = atf,_1 ) entonces a0 = (o x (0 (- ) * Q).

Demostracion. Cuando n = 1 es trivial. Si n = 2 tenemos entonces 0 =1y <1} <t =1
mientras que:

- o1 (25) = a(2ns), 0<s<1i
a1 % 0p(s) = { 0(2s—1)=a2(s+t —115) — 1), % <s<1

Esto es o % aa(s) = a0 7(s), donde:

T(s) = 2t1s, 0<s
N 2(s+1 —ts)— 1,

roi— I\

1
2
<s<l1

Evidentemente 7 es una funcién continua con 7(0) =0, (1) = 1. Usando el Lema 2.1.2
con 0 = id| 1) se obtiene el resultado para n = 2.

Por induccion, asuma que el resultado se cumple para n — 1 caminos. Si denotamos por
o = O‘|[0,tn7|]’ entonces, a partir de la hipétesis de induccion aplicada a o’ se sigue que
o = (o *(op*(-++)*a,_1) en consecuencia @ = o x 04, = (0 * (p (- ) * o), lo que
prueba el lema. [

2.2. Grupo Fundamental

Todos las afirmaciones probadas en la seccidn anterior servirdn para justificar y dejar bien
definido lo que se conoce por el grupo fundamental de un espacio X.

Definicion 2.3. Sea X un espacio y xo € X. m;(X,xp) es el conjunto de clases de ho-
motdpia por caminos cerrados con base en x.

Es bien conocido (ver, por ejemplo, [8] [11]) que la esfera S' es homeomorfa al espacio
cociente [0, 1]/ ~ obtenido dado por la siguiente identificacion 0 ~ 1 y x ~ xsix # 0, 1. De
este modo, a partir de la afirmacién anterior un camino cerrado es equivalente a considerar
funciones continuas cuyo domino es S!, por la propiedad universal del cociente. Esto no
solo reduce la definicion sino también que permite generalizaciones a lo que se conocen
como grupos de homotopia de 6rdenes superiores 7,(X,xg) con n > 1 (ver, por ejemplo,

[51[4D)

Si consideramos solo caminos cerrados con base en un punto particular, digamos xg po-
demos decir lo siguiente:

= Por el Lema 2.1.1 se puede decir que si [@] = [o'] y [B] = [B’] entonces [+ B] =
[ x B']. Asi podemos definir un producto en el conjunto 71 (X, xg) por [¢] * [B] =
[a* B] y por lo dicho previamente, este producto no depende de los representantes.

= En virtud del lema 2.1.3 la operacion binaria * es una operacion asociativa.
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= Finalmente, por el Lema 2.1.4, g, = [exO] actda como elemento identidad mientras
que [o~ 1] := [a] ! es el inverso de o] bajo la operacion .

Las afirmaciones anteriores son la demostracion del siguiente Teorema.
Teorema 2.1. 7 (X,x0) es un grupo con el producto .

Proposicion 2.2.1. Cualquier camino ¢ en X que une los puntos xo con x| induce un
isomorfismo oy : 11 (X,x0) — m(X,x1), donde oy([at]) := [0~ x o * 6]. En particular,
cuando X es conexo por caminos entonces (X ,xg) es isomorfo a w(X,x1) para cual-
quier par de puntos en X.

Demostracién. Note primero que en efecto 6! % o * & es un camino cerrado continuo en

x1.0 ' xax0(0)=0"1(0) =0(1) =x1, 6 'xax (1) = (1) = xy, por tanto o} esta
bien definida. Veamos ahora que en efecto o} es un isomorfismo (de grupos). Primero,
probemos es un homomorfismo:

oy([o]) x o3([B]) = o~ 'xaxo]x[c™ ! xBx*0]

:[G_]*(X*(G*G_l)*ﬁ*d]:[G_]*Ot*exl*ﬁ*d]

= [0} ([a]=[B]) * [0] = o3[ B])

Abhora, si tomamos Gﬁ_l : (X, x1) — m(X,x0), donde oy ([at]) := [0 * ¢ x 0~ 1] es facil

ver que G{l es lainversa de o}, lo que nos permite concluir que oy es un isomorfismo. [

Asi para un espacio conexo por caminos se hablard del grupo fundamental de X y se
denotara por 7; (X)) sin hacer referencia al punto base.

Definicion 2.4. Un espacio X conexo por caminos teniendo como grupo fundamental el
grupo trivial, ) (X) = {€}, se le dice espacio simplemente conexo.

Ejemplo 2.3. Todo subespacio V convexo en R" es simplemente conexo. En efecto, dado
cualquier par de caminos o y 3 en V sabemos ellos son homotdpicos via la homotopia
lineal H(s,t) = (1 —t)a(s) +tB(s). Luego, todo camino cerrado en V es homot6pico al
camino trivial y, de este modo, todas las clases en 7 (X) se reducen al camino trivial €.

Proposicion 2.2.2. Sea f : X — Y una funcion continua tal que f(x9) = yo. Si & es
un camino cerrado en X con base xg, entonces f o Q es un camino cerrado en Y con
base yo y la transformacion f : m(X,x0) — m (Y,y0) donde f.(|a]) = [fo ] es un
homomorfismo de grupos.

Demostracion. f, esta bien definida pues si H : o0 = o entonces se puede verificar que
foH: foa™ fod,asi fi([a]) no depende de su representante. Por otro lado:

Foaps)={ 2, =(Foa)s(FoB)s

Esto implica que:

fello]+[B]) = fu(laxB]) = [fo(axB)| = [(foa)*(fo )] = [foa]«[foB] = fi(le]) * f([B])-
0
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Proposicién 2.2.3. 1. Si f: X —Y, g:Y — Z son funciones continuas donde
f(xo) =)o, 8()’0) = 70, entonces (gof)* =g.0fs

2. Siidyx es la funcion identidad sobre el espacio X entonces (idx )« = idy, x xy) la
transformacion identidad sobre el grupo m (X ,xp)

Demostracion. 1. Si o es un camino cerrado en xq entonces:

(gof)«([a]) =[(gof)oa] =[go(foa)] =g:([foa]) = g.o fi([a]).
2. Trivial. u

Desde el lenguaje de la teoria de categorias (ver, por ejemplo, [10]) es posible afirmar a
partir de la Proposicion 2.2.3, que 7; es, en realidad, un functor covariante de la categoria
de espacios topoldgicos a la categoria de grupos.

Lema 2.2.1. Sean X, Y espacios conexos por caminos, xo € X y sean f,g : X — Y
funciones continuas tal que F : f ~ g. Entonces existe un automorfismo oy de m(Y) tal
que g« = 00 fi, donde fi : m (X, x0) — m (X, f(x0)) y g« : T (X,%0) — ™1 (X, g(x0))-
El automorfismo oy es inducido por el camino G que tiene como puntos iniciales yy =
f(x0) y 20 = g(x0) definido por o (t) = F (xo,1).

Demostracion. Supongamos que F : f ~ g, entonces para cualquier camino cerrado o en
X0 € X si hacemos G(s,t) = F(o(s),t) es ficil verque G : foa ~gooa. Para0 <s,r <1
consideremos:

= %(s) = G(s,1) = F(a(s),1)

= oy(s) = o(st) = F(xo,st)

Luego 1 :F(OC,O) =foa, n :F((X,O) =goQy Op :F(X0,0) :f()C()) =Yoo =
eyy,01(5) = F (x0,5) = 0(s). Sea k; = 6, % (%0, 1),0 <1 < 1, %(0) = 6,(0) = f(x0), (1) =
o, (1) = 6,(0) = f(x0) esto es, & es una familia de caminos cerrados en f(xp). Es-

ta familia nos dard una homotdpia por caminos entre foa y (0 * (go @) * G_l). Si

K (s,t) = K;(s) entonces K es continua, ya que por definicion, k; (s) es una familia continua

de caminos continuos. Ademads:

1. K(0,¢) = &,(0) = 6,(0) = F(x0,0) = o
2. K(1,t) = (1) = 0, (1) = 6,(0) =y
3. K(5,0) = Ko(s) = Gox (Yo% 0y ' )(5) = ey x ((f o 0t) ¥ ey,) (s)
4. K(s,1)=xi(s) =01%(n*0; " )(s) =0 ((goa)xc1)(s)

Por lo tanto 0 % ((go &) x 07 1) ey * ((fo ) xey,) = foa, esto es fi([at]) = Gﬁfl o

g=([a]) = g«([]) = o0 fi([a]) -

Obs. En la demostracion anterior, se puede prescindir de la hipotesis sobre los espacios
X y Y ser conexos por caminos. En este sentido, este resultado es aplicable en una mayor
generalidad.
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Corolario 2.1.1. Bajo las mismas hipétesis del lema. Si f, es trivial (respectivamente in-
yectiva o sobreyectiva) entonces g, también lo es. Si f ~ c donde c es la funcion constante
c(x) = yo entonces f; es el homomorfismo trivial.

Demostracion. Trivial. O; es un isomorfismo. ]

Teorema 2.2 (Grupo fundamental invariante por homotopias). Si dos espacios X, Y cone-
Xos por caminos tienen el mismo tipo de homotopia, entonces sus grupos fundamentales
son isomorfos.

Demostracion. Supongamos f : X =Y y sea g la inversa homotopica de f, f(xo) =
Yo, g()’o) =X, f(x1) =y entonces:

= F:fog~idy
m G:gof~idy

Asi, haciendo uso del Lema 2.2.1, con (1) = F(xo,t), n(t) = G(yo,t) tenemos que:

" g0 fi= (gof)* = Gﬁo(idX)* = Gﬁoidﬂl(X,xo) = Oy
» fiogi=(f0og)= ﬂuO(idY)* = nﬁoidm(YJO) =M

Aqui f’ hace referencia al homomorfismo inducido por f : X — Y donde f(x;) = y;.
Por tanto g, o fi y f o g, son isomorfismos, luego g, es sobreyectiva e inyectiva i.e. g
es un isomorfismo, lo que implica que f; : (X)) — m;(Y) también es un isomorfismo
Som(X) = (Y) O

Corolario 2.2.1. Todo espacio contrdctil es simplemente conexo

Demostracion. El grupo fundamental de un punto es claramente el trivial pues todos los
caminos cerrados son exactamente las funciones constantes. 0

Teorema 2.3. Sean X, Y espacios tal que xy € X, yo € Y. Entonces el grupo fundamental
de (X XY, (x0,y0), T (X XY, (x0,0)), es isomorfo a m (X,x0) X 71 (Y, o).

Demostracion. Sea p: X xY — X, g : X XY — Y las proyecciones naturales sobre
X y Y respectivamente. Todo camino cerrado o : I —> X x Y con base (xg,yo) tiene la
forma o = (ax,ay) donde oy = po @, ay = go a. Tanto oy como Oy son caminos
cerrados, en este caso sobre xg y yo resp. Por otro lado, dado B = (Bx, By), se tiene o ~ 3
si y solo si By ~ ax, By ~ ay. En efecto, si F : Bx ~ ax, G : Bx ~ ax implica que
H = (F,G) : B ~ a. Luego la siguiente transformacién esta bien definida:

@ m (X XY, (x0,y0)) — m(X,x0) X 7 (¥, 30), @([et]) = (p«([e]), g+ ([e]))

Mientras que @([ov+ B]) = (p«([a * B), g«([a] + B)) = ([(po @) (poB)], [(go ) * (g0
B)1) = (p«([]) * p«([B1), g+ ([&]) % g+ ([B]) = @([@]) * @([B]), asi ¢ es un homomorfismo
de grupos. Si o es un camino tal que (Qx, Oty ) = (€x,; €y, ), €s claro que (ex,, eyy) = €(x, )
entonces o 2 ey, - Por ultimo si @ y o son dos caminos cerrados sobre X' y ¥ respec-
tivamente entonces o = (01, 0) es un camino cerrado donde @([¢]) = (o, ) O
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Corolario 2.3.1. Si X y Y son simplemente conexos entonces X XY es simplemente co-
nexo.

Proposicion 2.2.4. Sir: X — Y es una retraccion, i : Y — X la funcion inclusion y yo €
Y entonces los homomorfimos inducidos r, : m(X,y0) — m1(Y,y0), ix : T (Y,y0) —
7 (X,y0) son sobreyectivo e inyectivo respectivamente. En particular, T (Y,yo) es iso-
morfo a un cociente de (X ,yo) por un cierto subgrupo (normal) de este.

Demostracion. Como roi = idy = ryois = idy, (y,,) por lo tanto r, es sobreyectiva y i,
es inyectiva. La ultima afirmacién es consecuencia del primer teorema de isomorfismos
para grupos (ver [2]). L]

Corolario 2.3.2. Si X es simplemente conexo entonces todo retracto de X es también
simplemente conexo.

2.3. Ejemplos y Aplicaciones

Hasta ahora en el capitulo no se han presentado gran variedad de ejemplos, solo se ha
podido identificar algunos isomorfismos entre grupos fundamentales. El calculo de grupos
fundamentales no es una tarea ficil, y por ello, en esta seccion desarrollaremos algunas
técnicas para el cdlculo de algunos espacios y sus interesantes aplicaciones.

Teorema 2.4 (van Kampen). Sean A, B subconjuntos abiertos del espacio X tal que
X =AUB, sea xo € ANB y fi: m(A,x0) — m(X,x0), g« : m(B,x9) — m(X,x0)
los homomorfismos inducidos por la transformacion inclusion sobre los conjuntos A’y B
respectivamente. Si A, By AN B son conexos por caminos entonces el grupo my(X,xg) es-
ta generado por las imdgenes de f. y g.. En particular, si A y B son simplemente conexos
entonces X también lo es.

Demostracion. Como A y B son conexos por caminos y su interseccion es no vacia en-
tonces X también es conexo por caminos. Sea & un camino cerrado con base en xy. Como
a en particular es continua entonces {a~!(A), @' (B)} es una cobertura abierta de I, y

sea & su nimero de Lebesgue. Luego, existe n tal que o; = | =t i) i=1,...,nestacon-
n’n

tenido en A 0 B. o4(t) = (=) 0 <t < 1. Parai=1,...,n— | definamos x; = (%),

como A, B'y AN B son conexos por caminos entonces podemos encontrar un camino f;

con puntos iniciales x; y xo donde el punto inicial es x; tales que:

1. Six; € A entonces f;(I) CA
2. Six; € Bentonces 3;(I) C B

Porlema2.1.5a%al*m*an%((xl*Bl)*(ﬁl_l*az*ﬁz)*---*(ﬁ}:_lz*(xn_l*ﬁn_l)*

( njll * 0, ). Mientras que cada ﬁl.:ll * o * B; es un camino cerrado con base en xy con

imagen sobre A o B. ]

Corolario 2.4.1. Paran > 2, §" es simplemente conexo.
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Demostracion. S" =AUB donde A = 8" —{(1,0,...,0)} y B=S"—{(—1,0,...,0)} son
abiertos. Por otro lado R"” ~ A ~ B asi ambos subconjuntos son simplemente conexos,
ANB =~ R"—{0}, por tanto, paran > 2, AN B es conexo por caminos. OJ

Para calcular el grupo fundamental de S' tendremos que definir un nuevo concepto, le-
vantamiento de funciones.

Definicién 2.5. Sea p: R — S', p(t) = ¢*™ Una funcién continua f' : X — R es
llamada levantamiento de la funcién f: X — S' si po f’ = £, i.e. el siguiente diagrama
es conmutativo.

x — I LR
p

f
Sl

La funcién p es cominmente llamada como funcion exponencial.

Lema 2.3.1. Sea X un espacio conexoy f', f" : X — R dos funciones continuas tal que
po f' = pof. Siexiste un punto xy € X donde se cumple que f'(xo) = f"(xo) entonces

f/ — f//-

Demostracion. Sea g = ' — f”, como po f' = po f” entonces para x € X:

pog(x) =il
_ 270 f(x))
e2mif'(x)
2R
_ pof'(x)
" pofix)
=1

Luego g(x) € p~!(1) = Z, como X es conexo y g es continua entonces g(X) = {a} para
alguna € Z, como g(xg) =0=a=0asi f'(x) — f'(x)=0.. f = f" O

Teorema 2.5. Sea X un subconjunto convexo y compacto de R" y xog € X. Para toda
funcién continua f : X — S' y todo ty € R tal que p(ty) = f(xo), entonces existe una
unica funcion f': X — R tal que f'(xo) =19y po f' = f.

Demostracion. Note primero que la unicidad queda demostrada gracias al lema ante-
rior pues todo conjunto convexo es conexo. Por otro lado, podemos asumir, sin perdida
de generalidad, que xo = 0, ya que en caso de ser xy # 0 entonces podemos considerar
homeomorfismo L : R* — R”", L(x) = x — xo que preserva convexidad y compacidad,
xo € L(X). Por lo que si existe un levantamiento para L(X), siendo k, k(0) =1, el levan-
tamiento de f oL ™!, entonces ko L es el levantamiento de f como lo muestra el siguiente
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diagrama:

Asumiendo entonces que xy = 0 y X un conjunto compacto, como f : X — S! es una
funcién continua entonces en particular es uniformemente continua, asi que existe € > 0
tal que si ||x —x'|| < € entonces |f(x) — f(x’)] < 2. Como X es compacto entonces existe
ntal que ||x|| < &n, luego para j =0,1,...,n— 1y x € X tenemos que:

= <E€

gt x gyl
n n n

(j+1)x

Jjx
S )<
Estoes f (@) 7é —f (%)), y asi podemos definir para cada j las funciones
gj: X — ST\ {e™} tales que:

UELE (), a(0) = o

gi(x) = (f(

Asi paratodox € X f(x) = f(0)-go(x)---gn_1(x). Por tltimo si definimos f como
f1(x) =to+1Ingo(x) +---+1Ing,_1(x), f’ es igual a la suma de funciones continuas, por
lo tanto continua, f/(0) =1, po f' = f. O

Una aplicacion directa del Teorema en el caso de que o bien X =/ obien X =1 x1y
to = 0 son los dos siguientes corolarios, que garantizan el levantamiento de caminos y
homotopias, respectivamente.

Corolario 2.5.1. Sea p: R — S! la funcién exponencial y o, : I — S' un camino tal
que o(0) = po. Entonces existe un vinico levantamiento o/ de o tal que o' (0) = 0.

Corolario 2.5.2. Sea p: R — S la funcion exponencial y F : I x I — S' una homotdpia
tal que F(0,0) = po. Entonces existe un tinico levantamiento F' de F tal que F'(0,0) = 0.

Si o : 1 — S' esun camino cerrado con base en pg = (1,0) € S, si o es su levantamiento
tal que o’(0) = 0, definimos por el grado de o como grado(o) := o/ (1). Dado que
pod/(1)=a(l) = a(0) =(1,0), se tiene que a'(1) € Z.

Teorema 2.6. Sean a, B dos caminos cerrados en S' con base en py. Si o0 = B entonces
grado(a) = grado(P)

Demostracion. Sea F : o = f3, esto es F(s,0) = a(s), F(s,1) = B(s), F(0,¢) = po =
F(1,1). Por el colorario 2.5.2 existe una funcién continua F' : I x I — R tal que F'(0,0) =
0, poF' = F. Consideremos ahora los siguientes caminos o' : I — R, B’ : 1 — R
como o'(s) = F'(s,0), B'(s) = F'(s, 1) respectivamente. Estos caminos son a su vez le-
vantamientos de o y 8 por ser F una homotdpia. Ahora bien o'(0) = F'(0,0) =0, y
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poF'(0,t) = F(0,t) = po, por lo tanto para todo 7 € I, F'(0,7) € Z. En consecuencia,
dado que I es conexo, entonces F’ es constante, esto es, F’ (0,¢) =0, para cada t € I.
En particular, para t = 1, F’(0,1) = 0 = '(0) = a/(0), esto es, grado(a) = (c'(1)),
grado(B) = (B'(1)).

Ahora bien como py = F(1,t) = po F'(1,¢) entonces F'({1} xI) C p~!(pg) = Z. De
nuevo {1} x I es conexo se tiene que F’'(1,f) = a para todo ¢ € [ y algln a € Z, luego
grado(a) =a/(1) = F'(1,0) = F'(1,1) = B'(1) = grado(B). O

Este ultimo teorema nos permite afirmar que la siguiente transformacion esta bien definida
grad : (S, po) — Z, grad(|a]) = grado(a).

Teorema 2.7. grad : 7t (S', pg) — 7Z es un isomorfismo de grupos. Entonces m;(S") ~ Z.

Demostracion. 1. (grad es un homomorfismo). Sean [«], [B] dos elementos de 71 (S', po)
donde o', B’ son los unicos levantamientos de a y B respectivamente. Definamos
® : I — R como:

®(0) =0y ademas:

poo(t)

I
—N
e
. (@]
Q\
™~
-~

Esto es, ® es un levantamiento de o * 3 y asi:

grad([o] «[B]) = grad([e: B)
= a(1)
= a/(1)+B'(1)
= grad([od) + grad((B))

2. (Inyectividad.) Sean [a], [B] € w1 (S, po) tal que grad([a]) = grad([B]). Sean en-
tonces o', B’ los levantamientos de a y 3, respectivamente. Luego o'(0) = 0 =
B'(0) y a/(1) = B/(1). Ademas podemos definir una homotGpia por caminos H :
I x I — R entre estas dos funciones por la homotdpia recta:

H(s,1) = (1 0)o/(5) +1B(5),
i.e. H:a' = B’ pero esto implica que po H : o = 3, luego [at] = [B].

3. (Sobreyectividad.) Dado n € Z el camino cerrado @ : [ — S',¢(t) = > tiene
como levantamiento la funcién ¢’ : I — R,/ (¢) = nt, asi grad([@]) = ¢'(1) =n

]
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Si o es el camino constante o(x) = po entonces el tnico levantamiento o’ de ¢ es, por la
definicién, exactamente igual a la funcién o (x) = 0,Vx € I, luego grad([o]) = &/ (1) = 0.

Ejemplo 2.4. = R?2\ {0} =B*\ {0} =S! = m(R*\ {0}) = m(B>\ {0}) =
= Por el Ejemplo 1.5 tenemos que para n > 3 R"\ {0} = 5" ! = 7 (R"\ {0}) =
m (s ) = {e}
m (' xR) =
w1 (T") =
. (S

x §") ={e} param,n > 1

Teorema 2.8. S! no es un retracto del disco unitario B>

Demostracion. Si S' fuera un retracto del disco B> entonces por la proposicién 2.2.4
7 : T (B?) — w1 (S!) es sobreyectiva, pero esto es un absurdo pues 7 (B?) es el grupo
trivial mientras que 71 (S') no lo es. H

Teorema 2.9 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Toda funcion continua f : B> — B,
donde B? es el disco unitario entonces f tiene un punto fijo.

Demostracién. Supongamos que f(z) # z para todo z € B, entonces podemos definir la
siguiente funcion continua g : B> — S! como:

f@ -z
(1)~

Ya que f no tiene puntos fijos entonces g tampoco tiene, esto es g(z) # z, luego por
proposicién 1.1.2 y ejemplo 1.4 se sigue que g|¢1 =~ idgi, luego grad([g|s1]) = 1, mientras
que por corolario 1.1.3 como S! es del tipo ENR se sigue que g| g1 =~ ¢ donde c es una
funcién constante, luego grad([g|¢1]) = 0, lo cual es una contradiccion. O

g(z) =

Teorema 2.10 (Borsuk-Ulam). Si f : S> — R? es continua entonces existe x € S? tal que

f(x) = f(=x)

Demostracion. Sea f continua tal que f(x) # f(—x) Vx € S?. Definamos la siguiente

funcién continua & : S — §1, % Y sea o : [ — S? el camino cerrado o(s) =

(cos2ms,sin27xs,0). El camino cerrado 6 = ho « tiene un levantamiento 6’ en R. Como

h(—x) = —h(x) entonces (s +3) = —0(s) para 0 < s < 1. Luego ¢’(s+ %) = o’ (s) +
ZEEL para algiin entero k. Luego grad([o]) = /(1) = 0'(3) + &H = 0/(0) + &H +
2k2+ L — 6/(0) 4 2k + 1. Luego grad([c]) # 0 entonces ¢ no es homotdpica a una funcién

constante. Como S? es simplemente conexa entonces ¢ es homotdpica a una funcién
constante ¢,i.e. H: ¢ = c. AsihoH : 6 =hoo = hoc, asi ¢ es homotdpica a la funcion
contante /1o ¢, lo cual es una contradiccion. O]

Teorema 2.11 (Teorema fundamental del Algebra). Todo polinomio complejo no cons-
tante posee por lo menos una raiz.
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Demostracion. Sea p(z) =7"+a1Z" ' +---+ag y suponga, por contradiccion, que p(z) #
0 para todo z € C. Definamos las siguientes funciones continuas %, : S' — S! i (z) =

II%QH dondet >0y F:8' xI —S', F(z,5) = h(z) parat > 0;sit =0, ho(z) = Tal
asi hg es constante. Luego F(z,0) = hy y F(z,1) = h/(z). Por lo tanto hg ~ h,. Como hg
es constante entonces hg, es el homomorfismo trivial. Por el corolario 2.1.1 A, también

es el homomorfismo trivial.

Observe por otra parte que 1im /,(z) = z". Asi para ¢ suficientemente grade, (1 —s)z" +
t—>o0

shy(z) # 0,0 < s < 1. Si definimos por H(z,s) = W%, tenemos que H es con-
tinua, H(z,0) = 7" y H(z,1) = I(z). Esto nos permite concluir que H : h; ~ 7" para ¢
suficientemente grande. Luego A, es distinto al homomorfismo trivial, pues 7/ es igual al

homomorfismo k — nk, lo cual es una contradiccion. OJ

2.3.1. Espacio Proyectivo Real

El espacio proyectivo real n— dimensional es igual al cociente P = S"/ ~, donde ~ es
la siguiente relacion de equivalencia

x,yeStx~y << x=yox=—y

Cada punto p € Pg entonces se puede ver como el siguiente par p = {x, —x}.

Representamos la proyeccion natural de §" a Pg como 7 : §" — By, m(x) = {x, —x}.
Luego la topologia de Py es la topologia cociente, esto es, U C Pr es abierto si y solo si
7~ 1(U) es abierto en S". Bajo esta topologia 7 es una funcién continua, Pg es Hausdorff
y compacto.

Por otro lado como Py es un espacio cociente entonces la funcion proyeccion 7 tiene la
siguiente propiedad fundamental:

Si f: 8" — Y es una funcion continua tal que f(x) = f(—x) entonces existe una vnica
funcion f: P" — Y tal que fom = f, i.e. el siguiente diagrama conmuta:
s — 1y

7
Fr

Sea X C §". Denotamos —X al conjunto de antipodas, —X = {—x | x € X}. Si U es un
subconjunto abierto de §” entonces —U es también abierto pues la funcién antipoda es un
homeomorfismo, luego:

1. w:S" — P2 es una funcion abierta. Si U C S" es abierto entonces 7~ (n(U)) =
UU—U, luego n(U) es abierto en Py

2. Seaxe §",V={yeS§"|(x,y) >0}. Asi VN —V = 0. Evidentemente x € V donde
V es un subconjunto abierto.
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Proposicion 2.3.1. Para cada punto p € Py existe un subconjunto abierto V' sobre Py tal
que 1= (V') =V U~V donde 7|y y |y es un homeomorfismo sobre V'

Demostracion. sea p = {x,—x} donde x € ", tomemos V como en la observacion ante-
rior. Como 7 es una funcién abierta entonces p € (V) = V' es un subconjunto abierto,
=1 (V') =V U -V y las restricciones de 7 sobre V y —V son homeomorfismos pues 7 es
una funcién abiertay VN -V = 0. [

El conjunto abierto V' de p es llamada como vecindad distinguida de p € P§.

Proposicion 2.3.2. Considere un camino o : I — Py y un punto xo € 8" tal que m(xo) =
a.(0). Entonces existe un vinico camino o' : 1 — S" tal que o/(0) =xpy a =moo'.

Demostracion. Si a(I) C V', donde V' es la vecindad distinguida de 7(x), si xo € V,
7~ 1(V') =V U -V entonces sea h = 7|y es un homeomorfismo. Definamos el camino o/
como o =h~'oa,luego o/ (0) = 7~ (n(xp)) =xoy & =o',

Como P =U,epr V, donde cada V), es la vecindad distinguida de p, luego I C U ¢ P o~ (V).
Como I es compacto, usando el nimero de Lebesgue, entonces existe n tal que I = (Ji_, I;
donde cada I; = [aj,aj+1], j=1,...,na; =0, a, = 1 son intervalos consecutivos tal que
a(lj) C VJ( donde VJ{ es cierta vecindad distinguida. Haciendo o;; = |, bajo el argumen-
to de la primera parte de esta demostracién, podemos concluir que tenemos (X;- A — 5"
tal que 0 (0) =xo y &j = wo @} donde &(a;y1) = o}, 1 (aj+1), j=1,...,n—1. Conesto
podemos definir, por el lema del pegado, la siguiente funcién continua o' (s) = o/ (s) si
s € I;. Evidentemente, ¢ asi definida cumple con las condiciones de la proposicion.

Para probar la unicidad supongamos o/, o : I — S" dos caminos tal que To o/ =

moa”, asi a' = x7 ! (x(a)) esto implica que a/(s) = o(s) o a/(s) = —a’(s). En con-
secuencia (&/(s),a”(s)) = £1, como I es conexo y o’'(0) = o’ (0) podemos decir que
(! (s),a”(s)) = 1 para todo s € I, luego o' = . O

Llamamos la atencion, en que la técnica de construccion de funciones “globales” recu-
rriendo al “pegado” de funciones localmente definidas sobre vecindades distinguidas, sera
recurrente en este texto.

En Pg podemos definir una métrica. Si p = {x,—x}, g = {y,—y} entonces d(p,q) =
min{|x — y|,|x+ y|} cumple con las condiciones para ser una métrica. Por ejemplo, la
desigualdad triangular puede ser probada utilizando el hecho de que min es subaditiva,
min{x+y,z} < min{x,z} + min{y,z} En consecuencia, al espacio generado con la topo-
logfa de la métrica lo denotaremos por (Pg,d).

Proposicion 2.3.3. La métrica d genera en Py la misma topologia que la topologia co-
ciente.

Demostracion. Lafuncién 7 : S" — (Pg,d) cumple con la condicion de d(7(x), m(y)) =
min{|x—y|,|x+y|} <|x—y]|, esto es, 7 es una funcién de Lipchitz y por lo tanto continua.
Por la propiedad universal del cociente existe una funcién continua 7 : Py — (Pg,d),
esta funcion no es mas otra que la funcién identidad. Por ultimo como Py es compacto y
(Pg.d) es Hausdorff entonces 7 es un homeomorfismo. [
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Como en S" se cumple que |x — y|?> + |x +y|> = 2|x|* +2|y|* = 4 entonces d(p, g) toma su
maximo siempre y cuando |x—y| = [x+y| = /2, cuando esto pase diremos que p y ¢ son
puntos opuestos en P. Luego, si d(p,q) = v/2 entonces parax € ' (p), y € 771 (q) =

x—y[=V2.

Proposicion 2.3.4. P} ~ S.

Demostracion. Consideremos la siguiente funcién continua f: ' — S, f(z) = z2. Cla-
ramente f(z) = f(w) < z = +w. Pasando al cociente gracias a la propiedad universal de
7 tenemos una funcién biyectiva f : Pﬂ%{ — S' tal que for = f. Como Pﬂé es compacto
y ! es Hausdorff entonces £ es un homeomorfismo. [

Podemos por lo tanto concluir que 7 (P]é) = Z. Para n > 2 haremos uso de la proposicién
2.3.2. Note que si & es un camino cerrado sobre P" entonces su levantamiento o’ no
necesariamente es un camino cerrado en Sn, de hecho si a’(0) = xo o’ (1) = —x( entonces
T o @ es un camino cerrado a pesar que o’ no lo es.

Proposicion 2.3.5. Para n > 2 sea xo € S" y po = nt(xg). Sean a,B : I — P" dos ca-
minos con punto base pyy o, B’ los respectivos levantamientos con o' (0) = B’(0) = xo.
Entonces o' (1) = B/(1) si y solo si a = 3

Demostracion. = Si o/(1) = B’(1) entonces a’ y B’ son dos caminos con mismo punto
inicial y final, pero S" es simplemente conexo, asi &’ = 8/, esto implica que ot = o o' =

roB =B

< Supongamos ahora que & = Toa’ = o3’ = . Observe que o’ (0) =
o/ (1) = %xg, B'(1) = £xp; por lo tanto o’ (1) = /(1) <= |a/(1)—B'(1
por lo tanto que esta dltima desigualdad es cierta.

B’(0) =xo y asi
)| # 2, veremos
Si d(a(s),B(s)) # V2 Vs € I, entonces estos puntos nunca son opuestos y asi |a’(s) —

B’(s)| # 2, por continuidad de la funcién norma y como |a’(0) — /(0)| = O entonces
la’(s) — B(s)| < v/2 para todo s € I, en particular |’ (1) — B/(1)| # 2 para s = 1.

De manera general sea H : I x I — Py la homot6pia entre o y . En particular H
es uniformemente continua. De este modo, existen 0 =7y <t} < --- < f; = 1 tal que
d(H(s,t;_1),H(s,t;)) < v/2, i = 1,2,... k. Definamos ahora los siguientes caminos ce-
rrados para cada i, a;(s) = H (s,t,). Del caso particular tenemos por tanto que o (1) =
a;(1). Por dltimo esto implica que (1) = ap(1) = (1) = --- = e (1) = B/ (1)

O

Corolario 2.11.1. 7 (Py) = Z, paran > 2

En efecto, gracias a la proposicion anterior se concluye de inmediato que si hay una ho-
motopia entre dos caminos entonces sus respectivos levantamientos serdan o bien caminos
cerrados o bien caminos abiertos con mismos puntos finales, estos son las unicas dos
representaciones para la homotdpia entre ellos, esto es, las homotdpias estdn generadas
unicamente por dos clases, la de levantamientos cerrados y las de levantamientos abiertos.
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2.3.2. Fibraciones

Se llama una fibracion trivial local, con espacio total E, base B y fibra tipica F, a la fun-
cién continua 7w : E — B si ademds se tiene que para cada x € B existe un conjunto
abierto U > x y un homeomorfismo @y : U x F — 1~ (U) tal que wo ¢y = 7y, donde
ny : U x F — U es la proyeccion de la primera coordenada. Como ¢y es un homeomor-
fismo y 7(@u(x,y)) = my(x,y) = x para todo y € F, se sigue que el conjunto 7! (x) es
homeomorfo con {x} X F o bien, por simplicidad, homeomorfa a F. Al conjunto abier-
to U se le suele llamar vecindad distinguida. La fibracién trivial es una funcién abierta,
gracias a que @y es una homeomorfismo donde U es un conjunto abierto.

Proposicion 2.3.6. Sea & : E — B una fibracion trivial local o : I — B un camino y
20 € E tal que a(0) = m(zp). Entonces existe un camino &' : 1 — E tal que too’ =o'y
OC/(O) = 20.

Demostracion. Si a(I) C U, donde U es una vecindad distinguida. Sea por tanto yy € F
tal que zo = @y (a(0),yp). Si definimos a'(s) = @y (a(s),yp) entonces @’ es un camino
donde por definicién, Toa’ = wo @y (a,yy) = .

Como I es compacto, eligiendo el numero de Lebesgue para la cobertura sobre las image-
nes inversas sobre todas las posibles vecindades distinguidas, podemos afirmar que exis-
te una descomposicién I = I U--- Ui de intervalos I; = [t;,;,1] consecutivos tal que
o(Ij) C Ujdonde U; es alguna vecindad distinguida paracada j =0,...,k, t0 =0, t;) =
1.

Tomando entonces ®; = a|;;. Luego para j = 0, por la observacién inicial existe un ca-
mino o) : lp — E con &¢)(0) =z0 y mo o¢) = 0. Sea z; = (1) y x1 = 7(z1) = a(1y),
entonces de nuevo existe un camino @ : Iy — E con @{(f;) =z; y woa; = ay. De

. . . . /. . / . _ . ! .
manera inductiva se obtienen caminos ¢; : I; — E tal que Ocj(tj) =zjymoQ; = q;.
Luego solo resta definir o' : I — E siendo o'|;; = «. Gracias al lema del pegado y a la
construccién, o’ es el camino buscado. O

Corolario 2.11.2. Sea mw : E — B una fibracion trivial local. Si B la base y F la fibra
tipica son ambos conexos por caminos entonces E también lo es.

Demostracion. Sean x, y € E, como B es conexo por caminos, existe un camino o :
I — B que une los puntos 7(x) y 7(y). Por la proposicion anterior, existe un camino
' que une los puntos x y z donde z € £~ ((y)). Por otro lado sabemos que 7~ (7 (y))
es homeomorfo con F, luego 7~ (7(y)) es conexo por caminos pues F lo es. Asi existe
un camino 8 : I — 7~ !((y)) uniendo los puntos z y y. Haciendo & * 3 obtenemos un
camino en £ que une los puntos x y y. [

Proposicion 2.3.7. Sea ©: E — B una fibracion trivial local, ©n(zo) = xo. Si la fibra
tipica F es conexa por caminos, entonces el homomorfismo inducido w, : w(E,z9) —
7(B,xo) es sobreyectiva.

Demostracion. Sabemos que para cada x € B, 71 (x) es homeomorfo a F, luego 7! (x)
es también conexa por caminos.

Sea entonces & : I — B un camino cerrado con base en xgp, por la Proposicion 2.3.6
existe un camino o’ : I — E tal que o (0) = zo. Por otro lado, como zg, a/(1) € 7~ (x¢)
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tenemos existe un camino 3 : I — 7~ !(xq) uniendo estos dos puntos. Luego el camino
o x B : I — E es un camino cerrado con base en zj. Esto implica por lo tanto que

7. ([ + B]) = (o a') + (w0 B)]. Pero o B = ey, luego 7.([a'+ B) = [woa’| = [a] O]

Corolario 2.11.3. Sea 7 : E — B una fibracion trivial local. Si la fibra tipica F es conexa
por caminos y E es simplemente conexo entonces B también es simplemente conexo.

En lo que resta del capitulo veremos algunos ejemplos de fibraciones triviales locales
como lo es 7 : $2" 1 — %, donde IPT es el espacio proyectivo complejo.

Sea $2"t1 ¢ R2("t1) |3 esfera unitaria real. Cada punto z € $2"*! lo podemos ver por lo
tanto como z = (z1,22,- - -,2n+1) donde z; € C son tales que:

217+ el 4z [P =

Por otro lado para cada u € S' se tiene que u -z = (215 sU-Zyt1) € §2+1 donde u - z;
es la multlphcacmn usual sobre C, pues |u-z1|? + |u- zZ|2 + - zag1)? = ul? (212 +
|22)? 4+ |zas1|?) = 1. Por lo tanto U, = {u-zju € S'} C §2*1.

Con estas aclaraciones podemos definir formalmente el espacio proyectivo complejo CP" :=
§2m+1/ ~ donde z ~ w si y solo si existe u € S' tal que w = u - z. Gracias a esta relacién
de equivalencia podemos decir que $>"*! = U.es20+1 Uy es una unién disjunta donde cada
U, es evidentemente, por definiciéon, homeomorfo con § 1

Denotamos por tanto 7 : $"*1 — P la proyecci6n natural 77(z) = [z]. Como es usual a
« se le asigna la topologia cociente, de donde obtenemos que este espacio es compacto
y Hausdorff. 7 tiene la siguiente propiedad universal:

Si f: 82! — Y es una funcién continua tal que f(u-z) = f(z) paratodo u € S'
entonces existe una tinica funcién continua f : Pt — Y tal que fom=f.

Lema 2.3.2. La funcion 7t : "1 — P es una funcion abierta.

Demostracién. Sea A un subconjunto abierto de $2***!. Como la funcién h, : $>"*!1 —
S2"+1 h,(z) = u-z es en efecto un homeomorfismo, tenemos también que u-A = {u-
ala € A} es un subconjunto abierto. Luego como 7~ (7(A)) = [J,cg 4 A, es claramente
abierto. Luego 7(A) es un un conjunto abierto en Pf.. U

Proposicion 2.3.8. 7 : $>"t!1 — P& es una fibracion trivial local, con fibra tipica S !

Demostracién. El conjunto V; = {z € S"™! |z; # 0} C $?"*! es un subconjunto abierto
paracada j=1,2,...,n+1. Luego si hacemos U; = 7(V;) es también un subconjunto
abierto en P, mientras que t~ ' (Uj)=n"(n (Vj)) Upestu-V; =V,

Sea por tanto [z] € P%, como z € $2**! existe j tal que z; # 0, i.e. z € V}. Si definimos
a@;=U; xS — V; como ¢;([z],u) = | | -z. Evidentemente ¢@;([v-z],u) = @;([z],u)
para todo v € S! entonces @; esta bien definida. Esta funcion ademds es continua pues si
oj=U; — Vjestal que oi([z]) = | | -z esta bien definida (mismo argumento que ¢;),

y ademds co7m(z) = | | -z es continua y consecuentemente o; lo es. Luego ¢;([z],u) =
u-0j([z] es por lo tanto una composicién de funciones continuas.
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Por otro lado mo ¢@;([z],u) = ﬂ(‘MZ—Z_" -7) = [z] pues % € S'. Resta solo definir la inversa de
J J
.. —1. 1 1 . Zj .z . .
la funcién @;. Sea ¢, : V; — U; X §" como @, (z) = ([z], ﬁ), la funcién asi definida
es evidentemente continua, resta solo verificar que en efecto una es la inversa de la otra.

1 1 1 UZj u
¢; oi(z,u) = ; (9;([z,u)) = ¢, <|Z_']! -z) = ([z], \7|) = ([z],u)
j
Pues rzi" e St verificar la igualdad restante solo es cuestion de rutina. O]
"
Corolario 2.11.4. Para n > 1 P es simplemente conexo.
Demostracion. Consecuencia del Corolario 2.11.3. O]

2.3.3. Grupo de Rotaciones

Se define SO(n) como el grupo de rotaciones en R”, o bien como el conjunto de las trans-
formaciones lineales 7' : R” — R" que preservan el producto interno, (7 (x),T(y)) =
(x,y), con det(T) = 1. Como estas transformaciones preservan el producto interno en-
tonces T - T" = I visto de forma matricial, esto es, matrices ortogonales con determinante
1.

Proposicion 2.3.9. SO(n) es una superficie compacta de dimension "("2_ D en R7,

Demostracion. Para la demostracion haremos uso del teorema de la funcion implicita.

2 . . . . .
Sea U C R™ el conjunto abierto de todas las transformaciones lineales con determinante
.. . e . . n(nt1)
positivo. Como las transformaciones simétricas las podemos identificar con R™ 2 defi-

nimos la siguiente funcion:

n(n+1)

f:U—R 2
X—X-X'.

Evidentemente SO(n) = f~!(I). Resta entonces probar que / es un valor regular. Para X €

SO(n) = f~1(I) tenemos que f'(X)V = XV'! + VX', asi,si S € R™5™ entonces haciendo

V = 5 se tiene que f/(X)V = S pues S es una transformacién simétrica. Asf SO(n) es

una superficie compacta, las columnas de una transformacion ortogonal tienen norma 1,

luego un espacio acotado y cerrado, de dimensién n? — 2 (”; ) _ "("; L. O

= SO(1) = {1} = m(sO(1)) = {&}
» SO2)=S'=m(S0Q2)) =27

Para n > 3 veremos que 7;(SO(n)) = Zj, el cuerpo finito de orden 2. Estudiaremos los
casos particulares para n = 3,4 que servirdn de base para generalizar el célculo de este
grupo fundamental.

Con este objetivo, haremos uso de un importante resultado que relaciona a IP’]%{ con SO(3).
Precisamente, mostraremos que estos dos espacios son homeomorfos. Para ello serd ne-
cesario introducir un importante subconjunto numérico, conocido como los cuaterniones.
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Un cuaternion es un elemento de R* representado de la forma w = f 4 xi+yj + zk en lugar
de simplemente w = (¢, x,y,z). Sobre los cuaterniones definimos un producto, no conmu-
tativo que obedece las reglas a seguir. Bastara definir este producto para los elementos de
la base i, j, k, para extenderlo bilinealmente. Ahora, se tiene que 2= j2 =k =—1 y
i-j=k,j-k=1iyk-i=j. Estees representado a través del diagrama:

)

La bilinialidad implica que la multiplicacion es asociativa y distributiva. Ademds de esto
a todo cuaternion w se le asocia su elemento conjugado w siendo w =t —xi —yj — zk
con esto tenemos que w-w =w-w = 12 +x? +y2 + 22 =: |w|2. Entonces para todo w # 0
tiene su inverso definido por w™! = % La norma en R* se comporta bien bajo esta
multiplicacién asi definida, es decir, para cualquier par de cuaterniones w, v se tiene que
wev] = |wl|-[v].

En este espacio de cuaterniones identificamos los subconjuntos de la forma {7 +0i+0; +
Ok|t € R}(real puro), {0+ xi+yj+ zk|x,y,z € R}(imaginario puro) con los espaciosR y
IR3, respectivamente. Por otro lado, a S* con esta multiplicacién es identificado con el
subgrupo de todos los cuaterniones de modulo 1.

Lema 2.3.3. Si un cuaternion w conmuta con todo imaginario puro entonces es real. Si
adamas w € S° entonces w = %1

Demostracion. Seaw =t~ xi+yj+ zk entonces iw = —x+1it —zj+yk = wi = —x+ti+
zj — yk, de esta igualdad se tiene que z =y = 0. Solo resta probar que x = 0. Esto se sigue
de laigualdad wj = xk+1j = jw = —xk+tj. Luegow =t +0i+0j+ 0k, si |w| =1 = |¢|
entonces w = £1+0i+ 0,/ 4 0k 0

Proposicién 2.3.10. Existe un homomorfismo continuo y sobreyectivo ¢ : S — SO(3)
con kernel {1,—1}

Demostracion. Sea u € S3 y definamos la funcién lineal ¢, : R* — R* por ¢@,(w) =
u-w-u~'. Como la norma se comporta bien sobre el producto de cuaterniones entonces
|@.(w)| = |u-w-u"'| = w. De esta forma, la transformacién lineal @, es ortogonal. Por
otro lado como @,(1) = 1 entonces R es invariante bajo esta funcién y por lo tanto su
complemento ortogonal R? también. Asi, la restriccién de @, : R? — R3, @, (W) = u-w-
u L que por abuso de notacién denotaremos de la misma manera, estd bien definida.

Evidentemente la funcion asi definida, para u € $3, es continua siendo las columnas de la
matriz ¢, continuas. Por otro lado siendo ortogonal det (¢, ) = +1 para todo u € 3, como
S3 es conexo y para u = 1, det(¢;) = det(I) = 1 entonces det(¢,) = 1 para todo u € S3,
i.e. ¢, € SO(3). Luego la funcién continua esta bien definida

@: 5> — S0(3)
ur— Qy.
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Adicionalmente, observe que @,,(W) =u-v-w-v- -yl =u-@,-u=! = @,0¢,(w), en-

tonces @ es un homomorfismo de grupos. El kernel de este homomorfismo son los u € S°
tal que @(u) = @, = I entonces u-w-u~' = w, luego u-w = w - u para todo w imaginario
puro, por el Lema 2.3.3 se concluye que u = +1,y asi ¢(x) = @(y) <= x==+y, ¢ de
donde podemos concluir que ¢ es localmente inyectiva.

Resta probar que ¢ es sobreyectiva. Para esto, mostraremos que ¢ es una funcién abier-
ta, con lo que llegamos a la conclusién que @(S?) = SO(3). En efecto, dado que S° es
compacto, ¢(S°) serd cerrado en SO(3), dado que también serd un abierto y SO(3) es
conexo, la conclusion se sigue. Gracias al teorema de rango, como @ es localmente inyec-
tiva, continua y homomorfismo de grupo, su rango es constante y maximo. En particular
un difeomorfismo y entonces una funcién abierta. [

Corolario 2.11.5. SO(3) y P3 son homeomorfos.

Demostracion. Sea ¢ como en la Proposicién anterior. Como @(w) = @(v) <= w = +v
pues el kernel es {1, —1}, pasando al cociente se consigue la funcién ¢ la cual es continua
y biyectiva. Como Plé es compacto y SO(3) es Hausdorff entonces ¢ es un homeomorfis-
mo. ]

Como consecuencia de este colorario podemos decir que 71 (SO(3)) = Zo,.

Proposicién 2.3.11. SO(4) ~ SO(3) x §*
Demostracion. Consideremos 4 como la siguiente funcién continua:

h: SO(4) — SO(3) x §°
T+— (T',T(1))

donde 7’ : R? — R3 es tal que T'(v) = T(v) - (T(1))~! visto como multiplicacién de
cuaterniones. En efecto T’ estd bien definida pues si consideramos T : R* — R* es tal
que T”(v) =T (v)-(T (1)) entonces |T"(v)| = |T (v)|-|T (1)~'| = |v|, luego es ortogonal,
y como T”(1) =T(1)-T(1)~! =1, i.e. es invariante bajo R y por lo tanto invariante bajo
R3, asi 7’ esta bien definida. La inversa de la funcién A se puede probar que tiene la
siguiente forma:

1 50(3) x 8> — SO(4)
(A", w) — A

Donde

A:RY —R?
vi— A'(v)-w

Es ficil ver que 4! es continua y observe que estamos considerando la inmersién usual
SO(3) C SO(4). Por otro lado, h(h~ (T’ ,w)) = h(T) = (T",T(1)) = (T",w) pues T (1) =
1 mientras que 7”7 (v) = T'(v) -w-w~! = T’(v). Luego h(h~'(T’,w)) = (T’,w). La igual-
dad restante se prueba de manera similar. Asi 4 es ademds una funcion biyectiva, con
inversa continua y por lo tanto un homeomorfismo. U
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Corolario 2.11.6. 7;(SO(4)) = Z,

Demostracion. 7t (SO(4)) = m(SO(3) x $3) = Zy x {e} =7, O

Proposicién 2.3.12 (Poincaré). No existe funcion continua v : S* — R tal que v(x) # 0
con (x,v(x)) = 0 para todo x € S?

Demostracion. Supongamos que tal funcién existe, ademds sin perdida de generalidad
sea v tal que v : S — S? tal que (x, v(x)) = 0 para todo x € S?. Luego podemos considerar
la matriz ortogonal M (x) = [x,v(x),x X v(x)] y por lo tanto M(x) € SO(3). Luego, usando
la identificacién SO(2) C SO(3)

-

S O =

00
a b 2.1)
c d

Podemos ahora definir la funcién continua / : §? x SO(2) — SO(3) como h(x,L) =
M(x) - L, cuya inversa, la cual es también continua, es definida por A~ (T) = (x,M(x) -
T~1) donde x = T'(e;). Por lo tanto 71 (S x SO(2)) = m;(SO(3)) lo cual es una contra-
diccion. [

Resta probar por lo tanto que 7;(SO(n)) = Z; para n > 5 para esto haremos uso de la
siguiente fibracion trivial local.

Proposicién 2.3.13. La transformacion © : SO(n) — S"~!, n(T) = T(e1) es una fibra-
cion trivial local con fibra tipica SO(n—1)

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto V = {x = (x1,x2,...,%,) € 8" !x; >
0}, luego para x € V la siguiente matriz [x,es,...,e,] tiene determinante igual a x;. Apli-
cando el proceso Gram-Schmidt a esta matriz se obtiene una matriz ortogonal 6(x) €
SO(n) la cual tiene como primera columna el vector x. Entonces podemos definir la
siguiente funcién continua ¢ : V — 7~!(V) x +— o(x). Evidentemente, construccién,
CoTl =lidy.

Sea @y : V x SO(n—1) — n~!(V) definida como la transformacién lineal @y (x,M) =
o(x)-M. En esta tltima expresion hacemos uso de la identificacion usual de SO(n—1) C
SO(n). Ademas, observe que la primera columna de este producto de matrices es x pa-
ra x € V y, de este modo, m(¢@y(x,M)) = x. Por otro lado ¢y es en efecto un homeo-
morfismo, su inversa esta dada por la siguiente funcién continua @, Log! (V) — V x
SO(n—1) ¢, (T) = (x,07!(x)-T) donde x = 7(T) = T(e;). Verifiquemos la igualdad
@y ' (ov(x,M)) = (x,M), ya que la otra es similar.

oy (pv(x,M)) = ¢y (0(x) - M) = (x,07'(x) - 6(x) - M) = (x,M) pues &(x)-M(e1) =
o(x)(er) =x.

Lo demostrado hasta ahora se cumple para e; € V C S una vecindad abierta de e;. De
manera general para y € §"~! podemos elegir T € SO(n) tal que T(e;) = y entonces
W = T (V) es una vecindad abierta de y, mientras que @y : W x SO(n— 1) — n= (W),
ow(x,M) =Ty (T ' (x),M) =To(T'(x))-M. O
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Como observacion, aplicando sucesivamente el Corolario 2.11.2, podemos decir que SO(n)
es conexo por caminos pues SO(1) = {1}.

Como todo lo presentado hasta ahora, también es posible definir el grupo unitario U (n)
formado por todas las transformaciones lineales 7' : C — C que preservan el producto
interno en C, es decir: (T'(x),T(y)) = (x,y) = x1y1 + -+ + X, donde x;,y; € C; o de
manera matricial 7T* = T*T = I donde T* es la transpuesta conjugadade 7. Si T € U (n)
entonces |det(T)| = 1, es decir det(T) € S'. Se denota SU(n), el grupo especial lineal,
al conjunto SU(n) = {T € U(n)| det(T) = 1}. De manera similar a como se hizo en la
Proposicion 2.3.13 se demuestra la siguiente proposicion, de la cual omitiremos su prueba.

Proposicién 2.3.14. La transformacion m : SU (n) — S*"~!, 7(T) = T (e1) es una fibra-
cion trivial local con fibra tipica SU(n—1)

De igual manera a como se hizo en una observacion anterior, podemos concluir que SU (n)
€s conexo por caminos.

Lema 2.3.4. U(n) ~ S' x SU(n)

Demostracion. Sea f : S' x SU(n) — U (n) el siguiente homeomorfismo:

f:S'%xSU(n) — U(n)
(u,T)—> [u-T(e1),T(e2),...,T(e,)]

Evidentemente f es una funcion continua, sus columnas son continuas, mientras que su
inversa se puede definir como

fLium) — S' xSU(n)
1

R— (det(R), [

‘R(ey1),R(e2),...,R(en)])

El calculo de fo f~! = f~lo f = id es bastante sencillo y por lo tanto omitiremos sus
detalles. 0

Al contrario de SO(n), para SU (n) veremos que este espacio tiene la particularidad de ser
simplemente conexo y por lo tanto 7(U(n)) = Z. Con el fin de demostrar también estos
resultados probaremos los siguientes lemas.

Lema 2.3.5. Sean © : E — B una fibracion trivial local y un camino o : I — E. En-
tonces toda homotdpia H : I x I — B tal que H(s,0) = a(s) = mo a/(s) tiene un levan-
tamiento H' : I x I — E donde H'(5,0) = o/ (s)

Lema 2.3.6. Sean © : E — B una fibracion trivial local, X = (I x {0})U ({0} x I) U
({1} xI)y f': X — E una funcién continua. Entonces toda homotépia H : I x I — B
tal que H|x = f = mo f’ tiene un levantamiento H' : I x I — E donde H'|x = f’

Los anteriores lemas 2.3.5,2.3.6 son equivalentes, puesto que existe un homeomorfismo
de I x I en si mismo que envia I x {0} en X. Este homeomorfismo es suficiente definirlo
sobre la frontera de I x I pues después es facil extenderlo a todo el rectingulo por una
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extension radial. En efecto, para todo x € I x I existe un tnico x” sobre la frontera tal que
x=(1—r)o+x, asi (x) = (1—1t)o+1¢'(x') como lo muestra la siguiente figura.

B C
A D B C
0 ¢’
—
X
x/
F E
F « F A *D

Probaremos por lo tanto tan solo el Lema 2.3.5, en donde haremos uso de la técnica del
levantamiento a través de las vecindades distinguidas (ver pagina 32).

Demostracion. Veamos por casos. Si E = B X F donde 7 : B X F — B es la proyeccién
de la primera columna, entonces se tendria que o' = (@, 8), luego podemos definir a H’
como H'(s,t) = (H(s,t),b(s)).

Si ahora @ : B x F — E es un homeomorfismo, entonces considerando a £ o ¢(x,y) = x
como en el caso anterior existe un levantamiento K de H tal que K(s,0) = ¢~ o o/'(s)
entonces @ o K es una homotdpia que comienza con o’ y ademas es un levantamiento de
H.

De manera general, por la compacidad de I x I, podemos elegir el niimero de Lebesgue
tal que H(J; x I;) C V;; , donde J;,; son intervalos consecutivos compactos tal que I x [ =
Ui jJi X 1; y Vij es una vecindad distinguida. Luego empezando con J; X /; y aplicando el
caso anterior a @11 : Vi X F — ! (V11) podemos encontrar un levantamiento H {1 de
H|j, <1, con las condiciones del lema sobre Vj; tal que wo Hy; = H|j, «,- Repitiendo un
argumento similar, podemos encontrar un levantamiento Hj i de H|j xy; tal que o H{j =
H|j, x1;- De hecho un levantamiento H; ; para H|j,j;. Por ultimo se define H '(s,t) =H'|;j
si (s,1) € J; < I;. O

Proposicion 2.3.15. Sean ©n : E — B una fibracion trivial local. Si la base B es simple-
mente conexa y F, la fibra tipica es conexa por caminos entonces el grupo fundamental
de E es isomorfo a un cociente del grupo fundamental de F

Demostracion. Sea xo € Ey yo = 7t(xo), podemos decir por lo tanto F = 7~ (yo) C E.
Consideremos por tanto la funcién inclusion i : F — E y su respectivo homomorfismo
inducido i, : 7w (F,xp) — m(E,xp). Para probar por lo tanto el resultado de la proposi-
cion resta entonces verificar que i, es sobreyectivo.

Sea o’ : I — E un camino cerrado sobre xy entonces & = 7o ¢’ es también un camino
cerrado sobre yg. Como B es simplemente conexo, existe H : ot = ey,. Definamos ahora
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la siguiente funcién continua, gracias al lema del pegado, f' : X — E tal que f’(s,0) =
o'(s), f(0,¢r) = f'(1,¢) = xop donde X es como en Lema 2.3.6. H coincide con 7o f
en X, luego por el mismo Lema 2.3.6 existe una homotépia H' : I x I — E tal que
moH' = H donde H'|x = f’, esto es H' es una homotdpia entre o’ y B’(s) = H'(s, 1), asi
wofB'(s)=moH(s,1) = yp, luego B’ se puede simplemente considerar como un camino
cerrado en 7! (yo) = F. Esto es, a’ es homotdpica a un camino cerrado en F, que es
precisamente lo que se queria demostrar. 0

Corolario 2.11.7. SU(n) es simplemente conexo y por lo tanto 71 (U (n)) =7Z

Demostracion. SU(1) = {1}, SU(2) = S>, luego en particular son simplemente conexos
como 7 : SU(3) — S° es una fibracién, aplicando la Proposicién anterior se tendria que
(SU(3)) es un cociente del grupo w(SU(2)) y por lo tanto n(SU(3)) = €, paran > 4 se
puede demostrar de la misma manera. [

Los siguientes Lemas y Proposicion son generalizaciones de los Lemas 2.3.5, 2.3.6 y
la Proposicion 2.3.15, aun asi la prueba de estos utiliza argumentos similares a las ya
mencionadas anteriormente, por lo que omitiremos sus demostraciones.

Lema 2.3.7. Sean &t : E — B una fibracion trivial local y un o' camino g’ : I x I — E.
Entonces toda homotopia H : I X I x [ — B tal que H (s,t,0) = g(s,t) = wog'(s,t) tiene
un levantamiento H' : I x I x  — E donde H'(s,1,0) = g'(s,1)

Lema 2.3.8. Sean n : E — B una fibracioén trivial local, X = (I xI) x1y f': X — E
una funcién continua. Entonces toda homotopia H : I x I x I — B tal que H|x = f =
mo [ tiene un levantamiento H' : I x I x I — E donde H'|x = f’

Proposicion 2.3.16. Sean © : E — B una fibracion trivial local. Si la base B es simple-
mente conexa y F, la fibra tipica es conexa por caminos y ademds m,(B) = €. Entonces el
grupo fundamental de E es isomorfo al grupo fundamental de F

Para esta ultima Proposicion, el objetivo de la prueba es seguir la idea de la Proposicion
2.3.15 y demostrar que i, es inyectiva.

Corolario 2.11.8. Paran >3, m(SO(n)) = 7Z;

Como para toda funcién f : $2 — §" continua, esta es homotopica a una funcién di-
ferenciable, por el teorema de Sard donde su imagen es de medida cero. En particular
nunca es sobreyectiva, luego homotdpica a una constante. Esto es m(S") = €. Asi, por la
proposicion anterior 7 (SO(3)) = m (SO(4)) = --- = m (SO(n)) - =Zs



Capitulo

Grupos y Algebras de Lie

En este tltimo capitulo introduciremos las nociones de Grupos y Algebras de Lie, aunque
tan solo de manera matricial. Hasta ahora la mayoria de ejemplos, y de hecho los mas
importantes, que se vieron en la seccion anterior eran los relacionados con los grupos
de matrices, de manera similar se introducirdn los grupos de Lie de manera matricial,
pues ademds de ser facil entender las técnicas de las pruebas y resultados, los cuales se
siguen cumpliendo de manera mas general, muchos de los ejemplos mas fundamentales
de grupos de Lie son de hecho los grupos de matrices

3.1. Grupos de Lie y Matriz Exponencial

Definicion 3.1 (Grupo de Lie). Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable, que
también es un grupo, donde el producto

m:GxG—G
(81,82) — g1- &2
Y la funcion inversa
i:G—G

g—rg !

Son ambas funciones diferenciales (suaves).

Como un ejemplo, ya vimos anteriormente en la Proposicion 2.3.9 que SO(n) son ejem-
plos de variedades suaves, donde evidentemente el producto y la inversa son funciones
diferenciables, esto es, un ejemplo de grupo de Lie.

Definicion 3.2 (Grupo de Lie matricial). Un grupo de Lie matricial G, es un subgrupo
de GL(n,C) junto con la siguiente propiedad: Si A,, es una secuencia convergente de
matrices, A,, — A, entonces A € G 0 A no es invertible

41



Capitulo 3. Grupos y Algebras de Lie 42

Antes de seguir se deben hacer algunas claridades, La anterior definicién en un sentido
quiere decir que G es un subgrupo cerrado de GL(n,C), de manera topoldgica. La con-
vergencia de estas matrices se hace de acuerdo con la siguiente norma:

K= (Y X}

k=1
la cual satisface

1X + Y[ < [IX][+ Y]
XY} < [ Xl[[¥]]
1] < 11X

Donde X; son las columnas de X. Con esta definicion de norma, se puede definir, como se
hace en R, cuando una serie de matrices ), X, converge absolutamente, si las sumas
parciales (de nimeros reales)

n
Y Xl <o
m=0

es convergente. En este caso, como en los nimeros reales, si la serie es absolutamente
convergente entonces esta es convergente.

Por dltimo, un objetivo de la tesis serd probar, si G es un grupo de Lie matricial entonces
G, una subvariedad suave de GL(n,C) también es un grupo de Lie, mas no todo grupo de
Lie es un grupo de Lie matricial.

Definicion 3.3 (Homomorfismos de grupos de Lie). Sean H y G grupos de Lie matriciales.
Una funciéon @ de H a G se dice que es un homomorfismo de grupos de Lie, matriciales,
si @ es un homo de grupos y ademds es una funcién continua. Si & es inyectivay ®~! es
continua entonces P es llamado isomorfismo de grupos de Lie.

La definicion, de manera general, para grupos de Lie requiere una condicién mas fuerte,
donde ® ademas es una funcion suave. En resumen tenemos lo siguiente.

Proposicion 3.1.1. Todo grupo de Lie matricial es una subvariedad suave de GL(n,C) y
por lo tanto un grupo de Lie.

Proposicion 3.1.2. Si ® es un homo entre grupos de Lie matriciales, si ® es continua
entonces P es una funcion suave

Para probar estos y otros resultados se hace necesario introducir, estudiar y explorar nue-
vas propiedades estructurales, caracteristicas algebraicas que sean compatibles con las
estructuras diferenciales, que enriquezcan y permitan caracterizar estos grupos y sus re-
presentaciones.

3.1.1. Matriz exponencial

Para toda matriz X cuadrada de orden n, con n > 1, la matriz exponencial como X =

oo xm
Zsz ml
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PI‘OpOSlClOIl 3.1.3. Si X es una matriz n X n entonces Y, _ 0 a7 €5 una serie convergente
y eX es una funcion continua.

Demostracion.
o X" o X" o X"
X — LHIXI
I =1 B s B s X = <

Esto ultimo quiere decir que ademas la serie es uniformemente convergente, lo que impli-
ca que la funcién X es continua pues cada X" son a su vez funciones continuas. [

Proposicion 3.1.4. Si X y Y son dos matrices cuadradas de orden n entonces:

1. =1

X+Y _ X )Y Y X

2
3
4. o(0+B)X _ ,0X ,BX
5. Si X y Y conmutan entonces e =e'e =e'e
6.

. .. . -1 _
. Si C es una matriz invertible entonces ¢X¢ = CeXC~!

Demostracion. La mayoria de estos resultados se obtienen de la verificacion de 5. Solo
demostraremos este hecho.
Zix ym- Zii m! XkYm k _ Z X+Y €X+Y
mOkOk'mk a=ym! =kl (m—k)!
Estas ultimas igualdades se cumplen pues X y Y conmutan, por lo tanto se cumple el
binomio de Newton. El resto de las propiedades se realizan con cdlculos similares (ver,
[3D). =

Proposicion 3.1.5. Si X es una matriz n X n entonces e'X

renciable en M, (C) donde %X |,_g = X

es una funcion continua dife-

La prueba de este resultado se realiza diferenciando término por término, dentro de la
serie, pues esta converge uniformemente (ver, [3]). Por otro lado el calculo de la funcién
exponencial es una labor, que en algunos casos, resulta ser rutinaria. Veremos unos casos
particulares.

Si A es una matriz diagonalizable entonces A = Cdiag(?tl,/lz, ...,A,)C~! para alguna
C € GL(n,C) = exp(A) = Cexp(diag(Ai, A, ..., A,))C~' = Cdiag(eM e*, ... e*)C1.

Mientras que si A es nilpotente entonces existe k € N tal que A* = 0, por lo que la serie
infinita de ¢* se convierte en una serie finita.

Como también toda matriz X se puede escribir como X = D + N donde D es una matriz
diagonalizable y N es una matriz nilpotente (ver, [2] y [3]), las cuales conmutan, entonces

eX = ePeV, por ejemplo:

|10 —=al .. NG |
X = [a 0} = Cdiag(—ia,ia)C
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Donde

Entonces

sina cosa

X {e‘ia Q]C_l _ [cosa —sina]

3.1.2. Matriz logaritmo

Definicion 3.4. Si X es una matriz n X n entonces definimos log(X) como siendo la si-
guiente serie, cuando converge.

b m

tog(x) = Y (~1yr XD
m=1 m

Esta anterior concuerda con la definicion de la funcion logaritmo, expandido por medio
de su serie de potencias. Para el caso de las funciones analiticas se sabe de antemano que
el radio de convergencia de la funcién logaritmo es 1, y que ademds cuando el argumento
tiene norma menor que /og2 entonces la funcidn inversa esta bien definida. Probaremos
resultados similares cuando hablamos de matrices, por tanto hace sentido pensar en la
funcién logaritmo como se tiene en la definicion.

Teorema 3.1. La funcion log(X) es una funcion continua en el conjunto de las matrices
X tal que | X —1I|| < 1. Ademds si |X —I| < 1 entonces ¢'°8X) = X. Mientras que si
1X|| < log(2) y ||eX —1I|| < 1 entonces log(eX) = X

Demostracion. Como ||(X —I)™|| < |[X —1I||™ < 1 entonces la serie que define al lo-
garitmo es uniformemente convergente y en particular continua, por las mismas justifi-
caciones de se hicieron acerca de la continuidad de ¢X. Por otro lado supongamos que
|X —1|| < 1y ademas que X es diagonalizable, i,e. X = Cdiag(Ai,A2,...,A,)C ! enton-
ces X — 1 =C(diag(A — 1,4 —1,..., 4, — 1)C 1) = (X —1)" =C(diag((A — 1), (A2 —
D™ ..., (A — 1)")C~1). Mientras que ||A; — 1|| < [|[X —I|| < 1 y asi:
o m
tog(x) = Y (-1y XD

m=1

eo8X) = Cdiag(elog(}tl),elOg(;LZ),...,elog(’l"))C_1 = Cdiag(A1, Az, ... ,7L,,)C_1 =X

= Cdiag(log(A),log(A2),. .., log(A,))C ™! =

m

Ahora, en el caso en que X no es diagonalizable, es posible encontrar una secuencia
de matrices diagonalizables tal que X, — X (ver, [2] y [3]), lo que ademds implica que
||X,, —I|| < 1 para m suficientemente grande. Con esto se tendria que ¢/°8Xn) = X, — X =
elos(X), pues las funciones exponencial y logaritmo son funciones continuas. El dltimo
caso se puede resolver de manera muy similar, utilizando simplemente un X arbitrario.
Ademis, en este caso la funcion log(z) es una funcién analitica para |z| < log(2). Atin
mds, si |z| < log(2) entonces |¢? — 1| < el?l —| < 1 por lo que log(e?) esta bien definido.

O

Proposicién 3.1.6. Existe una constante c tal que ||log(B+1) — B|| < c||B||? para todas
las matrices tales que ||B|| < % Esto es log(B+1) = B+ O(||B|]?)
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Demostracion.
[log(B+1)—B| = || Z H I1B]] Z < c[|B]|
Donde o
i (2)"”
m=2 m
[
Teorema 3.2 (Formula del producto). Si X y Y son 2 matrices n X n entonces:
&Y = Yim (emen )" 3.1)
m—soo

. . . e .ox
Demostracion. Consideremos primero las multiplicaciones de las series em y em, vemos
que los primeros tres términos de esta multiplicacién son 7 + % + n% Los siguientes térmi-

nos todos son una combinacién de multiplicaciones involucrando el valor mL Esto es
emen =1 -l- -I- + O( ) lo cual implica emen — I, podemos decir entonces que para

m suﬁmentemente grande emen esta en el dominio de la funcién log. Luego:

X v X Y 1 X Y 1 X Y 1
l %%:ll——O—:— 0— o(=)|)=—+—+0(—
oglenen) =log(I+ 7+ +0(-) ="+ +0(> 47 +0( o)) ="+ +0()
X, Y 1 1
Lo cual implica que enen = entutOG) y en definitiva (eée%)m = &6 por 1a
continuidad de todas estas funciones se concluye que: eX+Y = 1im,, so.(e mem) U
etraza(X)

Teorema 3.3. Para toda matriz X de tamaiio n x n se cumple que: det(eX) =

Demostracion. De nuevo probaremos este resultado por casos. Si X es una matriz digo-

nalizable entonces: X = Cdiag(A1,Az,...,A,)C ™1, traza(X) = ¥ A;,

det(eX) = det(diag(eM,e?,. .. eM)) =[]t = XA

Por otro lado si X es nilpotente entonces también existe una matriz invertible tal que

X =CDC~! donde traza(D) =0 (ver, [2] y [3]), lo que implica que traza(X ) = 0 y ademds
X — CePC~! donde € tiene en su diagonal solo entradas de 1, debido a que la matriz

identidad I que hace parte de la suma en la serie de ¢”. Con esto det(eX) = 1 = ¢/"%(X),

Si X es una matriz arbitraria entonces X = D + N donde D es diagonalizable y N es

nilpotente, donde se puede aplicar los casos anteriores. 0

Definicion 3.5. Una funcién A : R — GL(n,C) es llamada subgrupo de uno pardmetro
Si:

1. A es continua

2. A0) =1

3. A(s+1) =A(s)A(r)

Teorema 3.4. Si A es un subgrupo de uno pardmetro entonces existe una vinica matriz X
tal que A(t) = e'X



Capitulo 3. Grupos y Algebras de Lie 46

Demostracion. Veamos que A es también una funcién diferenciable, de hecho tenemos
que:

At) = %%%(A(tht) —A()

1
= lim — (A(W)A(r) = A(1)

L1
= ilzl—r}g);l(A(h) —DA(1)
= A'(0)A(1) = A(1)A'(0)

Luego si hacemos X = A’(0) entonces A en particular satisface la siguiente ecuacién di-
ferencial A’(t) = A(t)X, A(0) = I. Por unicidad de la ecuacién diferencial, como /X tam-
bién satisface las condiciones del problema de valor inicial se concluye que A(t) = e'X.
La unicidad de obtiene del hecho que %etx li—0o=X ]

3.2. Algebras de Lie

En esta seccién introduciremos el concepto de Algebras de Lie, de manera también ma-
tricial. Se hace mas facil estudiar las propiedades del dlgebra mas que las del grupo pre-
cisamente por la riqueza y simplicidad de los espacios lineales.

Definicién 3.6 (Algebra de Lie). Sea G un grupo de Lie matricial. El dlgebra de Lie de
G denotada por g es el conjunto de matrices X tal que ¢’* = A(t) € G para todo t € R
(A(R) C G).

Calcularemos en particular algunos ejemplos de estas algebras, de varios grupos que ya
sabemos de antemano que son grupos de Lie.

= gl(n,R). Si X es una matriz arbitraria ya sabemos que ¢’X € GL(n,R), por otro lado
como X = % (¢"X];=0) con lo que X es una matriz real. Esto es gl(n,R) es el espacio
de todas las matrices reales n X n.

= sl(n,R). por teorema det(e’X) = ¢74(X) = | = straza(X) = 0. Por otro lado si
X € sl(n,R) entonces det(e*X) = ¢"7%(X) = | luego straza(X) es un mdltiplo de
2mi para todo s, por lo tanto traza(X ) = 0. Luego sl(n, R) es el conjunto de matrices
con traza 0

= 0(n),s50(n) Supongamos por ahora que las dlgebras de Lie de O(n) y SO(n) son las
mismas. Lo cual es cierto, como serd mostrado mas adelante en este texto. Por otro
lado si ()" = (¢/X)~! entonces ¢’X"" = e —tX. Esto iiltimo es cierto si X" = —X,
donde X' es la matriz transpuesta de X. Diferenciando esta la tdltima expresién
que involucra la funcion exponencial y evaluando en # = 0 también se tiene que
X" = —X. Luego o(n) es el conjunto de matrices X tales que X" = —X

= El grupo de Heisenberg. Este grupo es el formado por todas las matrices de la
siguiente forma.

SO =
S = Q
_a &
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Por otro lado cuando se computa la matriz exponencial de una matriz superior, que
también es nilpotente.

B 1
C= y| == |0
0 0

oS O O
S O R
S = %

*
*
1

Luego esta matriz exponencial pertenece al grupo de Heisenberg. Por otro lado
como C = % (¢'C|,=0) entonces C debe tener sobre su diagonal 1’s, pues ¢€ ya tiene
sobre la diagonal 1’s, por la suma de la matriz identidad. Luego C debe pertenecer
al grupo de Heisenberg. En conclusion su dlgebra de Lie es conformado por las
matrices superiores triangulares.

3.2.1. Propiedades del Algebra de Lie

Proposicion 3.2.1. Sea G un grupo de Lie matricial. Un elemento X esta en el dlgebra
de Lie g. Entonces € esta en la componente conexa de la matriz identidad.

X

Demostracion. Como A(t) = ¢ es una funcién continua, en particular Al ; es una

funcién continua que une a I con la matriz eX 0

Proposicion 3.2.2. Si G es un grupo de Lie matricial. SiX € gy A € G entonces AXA™! €
g

Demostracion. Consecuencia de la Proposicion 3.1.4. [

Proposicion 3.2.3. Si g es el dlgebra de Lie de G, un grupo de Lie matricial, entonces
paraX yY eng.

1. sXcg VseR
2. X+Yeg

3. XY-YXe€g

Demostracion. Evidentemente 1 se cumple trivialmente, de la definicion. Mientras que
para 2 se cumple si X y Y conmutan gracias, de nuevo, por las propiedades de la Proposi-
cién 3.1.4. En otro caso, si no conmutan, podemos hacer uso del hecho que:

X
¢'XHY) = Iim (emem )™
m-—yoo
X i HX+Y) oy
Como emem € G entonces e también esta en G, este es un grupo cerrado por defi-

nicion.
Para verificar la propiedad 3 sabemos que % (€Y |,—0) = XY, esto porque la funcién eXY

es una transformacién lineal. Por otro lado, aplicando la Proposicion 3.2.3 tenemos que
¢!XYe X ¢ g para todo ¢ € R. Por lo que aplicando la regla del producto:

d tXY —tX _ Y
Z (e X¥e ™™ |_g) = (XY)e® — (V)X =XY —YX = lim —————
dt h—0 h
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Como g es un subconjunto cerrado, topolégicamente hablando por las propiedades ya
mostradas en esta proposicion. Entonces el limite anterior tiene que estar en g, es decir
XY-YXeg O

A este ultimo objeto en g, lo denotaremos por, [X,Y] = XY —YX y serd llamado el con-
mutador de X y Y. Es decir, el conmutador nos da una medida para saber cuan alejados
estdn X y Y de conmutar. Este elemento serd de vital importancia para el estudio de los
grupos de Lie de manera algebraica.

Teorema 3.5. Sean G y H dos grupos de Lie y g, b sus respectivas dlgebras de Lie. Si P :
G — H es un homomorfismo de grupos de Lie entonces existe una vinica transformacion
lineal ¢ : g —> b tal que ®(eX) = ?X) para todo X € g, donde:

1. 9(AXA ) =D(A)p(X)D(A) ' paraX cg AcG

2. $(IX.Y)) = [0(X).9(Y)] para X.Y € g
3. 0(X) = 4a(e)] o

4. Si®:H — Ky ®:G— H son homomorfismos entre grupos de Lie, entonces
®o® =A:G— K es un homomorfismo de grupos donde la tinica transformacion
lineal A determinada por la afirmacion anterior, corresponde a la composicion
de ¢ y 0 que son las transformaciones asociadas a los homomorfismos ® y ©
respectivamente es A = ¢ 0 6.

Demostracién. Siendo @ una funcién continua y homomorfismo, se tiene que ®(eX) es
un subgrupo de uno pardmetro para cada X € g. Asi se tiene que existe una tnica matriz Z
tal que ®(e'X) = ¢'“ € H paratodo ¢ € R, por lo tanto Z € b. Asi podemos definir ¢ siendo
@ (X) = Z. Resta verificar que ¢ de hecho es una transformacion lineal y que cumple con
las propiedades mencionadas.

Dado s € R se tiene que ®(e*X) = % = ¢'9(X) = ¢159(X) = ¢ (sX) = 5¢ (X ). Ahora bien,
como ® es un homomorfismo continuo, podemos afirmar que:

et¢(X+Y) _ e¢(t(X+Y)) :q)<et(X+Y))

_ & 1im (¢S %)) = 1im (e k)
=®(lim (emen)™) = lim ®[(emen)”]
= 1im (e )D(e )™ = lim (en?X)endF)ym

m—yo0 m—o0
(600 +6(1))

= ¢(X+Y)=¢(X)+o(Y)
Veremos ahora las propiedades que cumple esta transformacion:
1.
SOAXATY) _ o(tAXA™T)
= DA —p(Ae¥ AT
= D(A)D(¢X)D(A) ! =0 (A)? XD (A) !
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Diferenciando esta tltima expresion, haciendo uso de la derivada de un producto se llega
al resultado deseado.

2. Como ¢ es una transformacion lineal entonces:

(X, Y]) =05 ¥ ve | )

d _
:E(p(efxye =0

d _
:Eq’(etx)‘P(Y)‘b(etX) o
_d o) —1p(X
=€ o(Y)e

=[0(X),0(Y)]

M=o

3. Lp(eX)|;mg = Le'9™)|,_ = ¢(X) La unicidad de la transformaci6n es gracias a esta
propiedad.

4. *X) = A(eX) = D(O(eY)) = (X)) = 9(0X) = A (X) = ¢(6(X)) para todo
Xeg.
0

Proposicion 3.2.4. Si ® : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie y ¢ : g — b su
transformacion asociada entre dlgebras de Lie. Entonces kernel (®) es un subgrupo nor-
mal cerrado (y asi, un grupo de Lie) y su dlgebra de Lie esta dada por Lie(kernel(®)) =

ker(¢)

Demostracion. Evidentemente las propiedades de ser cerrado y normal se deben solo a &
ser un homomorfismo de grupos de Lie. Mientras que la caracterizacion de su dlgebra es
gracias a que ®(¢X) = ¢"9X) = si X € ker(¢) O

Definicion 3.7 (Funcién adjunta). Sea G un grupo de Lie con g como su dlgebra de
Lie. Entonces para cada A € G podemos definir la funcion adjunta siendo Ady : g — ¢
Ady(X) = AXA™L.

Proposicion 3.2.5. Si G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Entonces la transformacion
Ad : G — GL(g) que asocia A — Ady es un homomorfismo de G en GL(g). Donde
GL(g) denota el conjunto de transformaciones lineales invertibles. Ademds se cumple
que para cada A € G ;(Ady) ™' =Ad,y-1  Ady([X,Y]) = [Ada(X),Ady(Y)]

Aqui como se esta trabajando sobre espacios de dimension finita entonces g es un espacio
vectorial de dimension finita, digamos k, y asi GL(g) ~ GL(k,R), como isomorfismo de
espacios vectoriales. Luego la transformacion, continua, Ad es un homomorfismo sobre
grupos de Lie, sobre la cual se le puede asociar su transformacién ad : g — gl(g) X —
ady con la propiedad de que e“* = Ad,x, por el Teorema 3.5

Proposicion 3.2.6. adx(Y) = [X,Y]

Demostracion. adx(Y) = %AdetX (Y)|i=0 = %etXYe_’Xh:O =[X,Y] O
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3.2.2. Mas sobre la Matriz exponencial

En esta seccion simplemente estudiaremos la matriz exponencial como siendo la misma
funcién que asocia a X — X, mas la estudiaremos sobre un grupo de Lie y su dlgebra.
Estoesexp:g— G

Teorema 3.6. Para 0 < € < In2 sea Us = {X € M, (C)|||X|| < €} y Ve = exp(Ue). Si G es
un grupo de Lie matricial y g su dlgebra de Lie entonces existe 0 < € < [n2 tal que para
todo A € Vg se tiene que A € G < log(A) € g

Antes de probar el teorema veremos que el siguiente lema es vélido.

Lema 3.2.1. Sea B, una secuencia de elementos de G tal que B,,, — 1. Si 0 # Y,, =
log(Bm) y Ym/||Ym|| — Y € My(C) entoncesY € g

Demostracion. Evidentemente para cada t € R tY,,/||Y,n|| — tY. Mientras que como
B,, — I esto implica que ||Y,,|| — 0 por lo que es posible encontrar una secuencia de
enteros ky, tal que ky, [|Y,,|| — ¢

ekam :(eym)km c G

Y
= dnlnllmr s oY ¢ g
Pues G es cerrado. O]

.. . . . 2
Demostracion Teorema 3.6. Podemos primero considerar a M, (C) siendo R** Como

. . 2 . .
ademds g es un subconjunto de R**" podemos ahi considerar a D como su complemento
ortogonal. Esto es para cualquier Z existen tnicas X € g, Y € D tal que estas conmutan y
Z =X +Y. Asi podemos definir la funcién exponencial como:

D: gD —M\(C) Z=X+Y — &’ ="

Es facil ver que £@(tY,0) = 4|, =Y, L0(0+1X) = LeX|,_y = X por lo tanto la
derivada en el punto 0 es exactamente igual a la identidad. Asi, haciendo uso del teorema
de la funcion inversa, ¢ tiene un homeomorfismo local en una vecindad de /. Sea por
contradiccion A,, la secuencia de elementos en G tal que A,, — I donde log(A,,) no esta
en g. Haciendo uso de la funcién inversa(local) de ®, podemos encontrar Z,,, = X, + Y,
tal que A,, = eXme¥m Como A,, — I entonces X, Ym — 0 donde Y;,, # 0, caso contrario
log(A,;) = X, € g. Ahora bien B,, = e *"A,, = e'" € G pues X,, € g, mientras que existe
una subsecuencia de Y;, /||| que converge a algiin Y € D, ||Y|| = 1 pues la bola unitaria
es compacta. Luego Y € g pero esto es una contradiccién con D ser el complemento
ortogonal de g. [

Corolario 3.6.1. Si G es un grupo de Lie matricial con dlgebra de Lie g entonces existe
una vecindad U del 0 € g y una vecindad V de I en G tal que U y V son homeomorfos
bajo la funcion exponencial (ver,[3]).

Corolario 3.6.2. Si G es una grupo de Lie matricial conexo. Entonces todo elemento
A € G puede escribirse como A = eX1eX2 - .. ¢X" donde X; € g.
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Lema 3.2.2. Si A : [a,b] — GI(n,C) es una funcion continua. Entonces para todo € > 0
existe 0 < & tal que si |s —t| < & entonces ||A(s)A(t)" ' —1I|| < €

La prueba del lema se sigue del hecho que la funcién A es una funcién continua, y por lo
tanto uniformemente continua. Mientras que ||A(¢)~!|| también es una funcién continua
sobre un compacto, por lo que ||A(t)~!|| < C para algin C = ||(A(s) —A(t))A(t) "] <
1AGs) —A@)Ill|IA() ]| < Ce/C

Demostracion Corolario 3.6.2. Sea Ve como en la prueba del teorema. Entonces dado A,
podemos elegir un camino A : I — G tal que A(0) =1 y A(1) = I. Mientras que por
el lema existe & tal que Si |t —s| < & entonces A(s)A(t)~! € Ve. Luego si m es tal que
1/m < & entonces A(%)A(l)_1 = ¢Xi € V paracada j=1,...,m donde X; € g. Asi:

m

A=A(0)"'A(1)

]

Corolario 3.6.3. Sean G un grupo de Lie matricial conexo y H otro grupo de Lie. Si
D y ®y son 2 homomorfismos entre grupos de Lie, tal que ¢, = ¢, donde ¢; son las
transformaciones asociadas a | y ®,. Entonces | = P, (ver, [3]).

Corolario 3.6.4. Todo grupo de Lie matricial G es una subvariedad suave de M,(C) y
por lo tanto un grupo de Lie.

Demostracion. Eligiendo a € como en la prueba del Teorema 3.6, luego para Ag € G se
tiene que Ag - Ve es una vecindad de A, luego A € Ag - Ve si y solo siexiste X € Us C g C
M,(C) tal que AA, I — ¢X 0 bien A = AgeX. Luego sobre esta vecindad AgVe de Ay, el
grupo G es isomorfo a algin subespacio de g, esto para todo Ag € G, es decir G es una
subvariedad de M, (C). Mientras que las funciones multiplicacién e inversion de matrices
son aplicaciones suaves en M,,(C) que restringidas a G siguen siendo suaves. [

Corolario 3.6.5. Todo homomorfismo continuo entre grupos de Lie es suave (ver, [3])

Corolario 3.6.6. Sea G un grupo de Lie matricial con g como se dlgebra de Lie. Entonces
X € g siy solo si existe una curva suave o en M, (C) tal que a(t) € G para todo t y ademds
o(0) =1 con 62_(11|z:0 = X. Es decir, g es el espacio tangente en la identidad de G

Demostracién. Si X € g entonces podemos tomar a(t) = ¢X. En la otra direccién si
o es una curva suave con o(0) = I, para t suficientemente pequefio podemos escribir
ot) = ¢%() donde & es una funcién suave en g. Mientras que la derivada de 8 ent = 0 es
igual a76’(0). Luego por la regla de la cadena

d d s
a/(()) _ 5650) |t:0 _ Eets (0) |t:0 _ 6/(0)

Como 4(¢) € g se tiene que o’ (0) = 6'(0) € g. Aqui &(¢) hace referencia a log(c(z)) para
t suficientemente pequeiio tal que log esta bien definido. 0
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3.3. La formula Baker - Campbell - Hausdorff (BCH)

Hasta ahora los grandes resultados que relacionan los grupos con las dlgebras de Lie son
gracias a las propiedades que tienen los homomorfismos de grupos. Queremos ahora en-
tonces estudiar que consecuencias tienen los homomorfismos y los grupos mismos de
Lie cuando se tiene una transformacion de dlgebras de Lie, como por ejemplo si ¢ es
una transformacion lineal entre g y h sera que existe un tinico homomorfismo entre sus
respectivos grupos de Lie cumpliendo con las mismas propiedades del Teorema 3.5, i.e
por ejemplo ®(eX) = ¢?X)_ Tal vez habran casos en que por ejemplo la unicidad o la
existencia son imposibles, veremos por ejemplo que es posible cuando G es simplemente
conexo. Un reto sera demostrar que si existe ® entonces en efecto esta es un homomor-
fismo. Para esto se hace uso de la formula BCH que relaciona el logaritmo del producto
de 2 matrices exponenciales junto con el conmutador. Por ejemplo para un A cerca de
la identidad, gracias al Teorema 3.6 sobre un conjunto abierto U la funcién P tiene la
forma ®(A) = €/°¢4) o bien ®(eX) = ¢?X). Mientras, por el contrario, no se sabe si

®(AB) = D(eXe! ) = ®(A)D(B). Precisamente gracias a BCH podemos decir que si:

Z =log(eXe)

=X +Y 4 2[X,7] + LX)

1
B Y, X, Y||+...=

12

9(log(e*e")) =¢(X) +9(Y) + %[¢(X),¢(Y)] +50(X), [0(X), (V)| = S0 (V) [¢(X), 0 (V)] + ...

—=log(e9XefY)) =
®(AB) =®(Xe') = d(X)D(e)

Esto es, el producto de matrices es visto como producto bajo su dlgebra.

Teorema 3.7. Si X y Y son dos matrices tales que +=[X,[X,Y]] = £[Y,[X,Y]] =0, es decir,
que conmutan con su conmutador. Entonces eXe¥ = XY +2X.Y]

Demostracion. Como tanto X y Y conmutan con [X,Y] lo anterior se reduce a probar la
siguiente ecuacion para todot € R

Alf) = X Y T XY] (X 4Y) — B(t)

En particular para t = 1 se prueba el resultado. Esta ultima ecuacién a su vez se reduce a
demostrar que el problema de valor inicial de A(¢) y B(t) son exactamente el mismo. Lue-
go gracias al teorema de unicidad se obtiene la igualdad. Evidentemente A(0) = B(0) =1

mientras que:

d
EB(t) =B(t)(X+Y)
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Por otro lado para A, aplicando la regla del producto, se tiene que:

% X x oY g 5 XY] _|_etXetYYef%[X,Y] +eretYef%[X,Y}(_t[X,Y])

tX tY —tY vy tY —ﬁ[XY] tX tY —ﬁ[XY] tX tY —ﬁ[XY]
=t e T X e T Lt em TNy — el e T NI(1X Y ))
_ofX Y y—tady (X)e—é[x,y] 4 XY T KXy _ X Y 5 Y] (t[X,Y))

2 2 2
:el’XelY<X+I[X’Y])e—%[X7Y] _’_etXelYe—%[X.‘Y]Y _etXetYe—%[X,Y} (I[X,Y])
2
=X e TV (X 4Y) = A(t) (X +7)
Luego se tiene la igualdad para todo ¢ y en particular para t = 1. 0

Obs. e~'%% (X) = X —t[Y,X] = X +1t[X,Y] mientras que los términos de orden mayor son
cero pues por hipdtesis X y ¥ conmutan con su conmutador (ver, [3])

_ los(z)
=T
holomorfa en el disco {|z— 1| < 1} luego se puede expresar como una serie de la siguiente
forma:

Ahora bien sabemos del andlisis (complejo) que la funcién g(z) es una funcion

¢ = L anlc=1)"

De manera andloga se puede decir que para un espacio vectorial de dimension finita po-
demos definir para un operador la siguiente formula:

#)= L anla—1)"

Sobre el conjunto {A € V : ||[A —I|| < 1}. Esto con el objetivo de presentar la relacion

entre el logaritmo y el conmutador de 2 matrices. Asi podemos presentar el resultado de
BCH.

Teorema 3.8 (Baker-Campbell-Hausdorff). Para cualquier par de matrices complejas
nxnX,Y de norma suficientemente pequenia se tiene que:

1
log(eXe¥) =X +/ g(e"X el ) (Y ) dr
0

Antes de probar este resultado se hace necesario probar unos resultados previos. Mientras
que la necesidad de exigir en el teorema a X y Y de norma suficientemente pequefia es
para garantizar que tanto e“ como e“¥ estén cerca de la identidad y asf la formula quede
bien definida bajo estos operadores lineales.

Lema 3.3.1. Si Z es un operador lineal en un espacio vectorial de dimension finita en-

tonces: .
l—e?
lim — Z (e*%)k - ¢
m=ree M =0 Z

La prueba de este lema esta fuertemente relacionada con la féormula de una serie geométri-
ca y las propiedades de la férmula exponencial, que es una funcién continua, por lo que
damos por hecho este resultado, para mas detalles de la prueba le recomendamos al lector
ver [3] . Como consecuencia del lema se tiene el siguiente teorema, que demostraremos y
serd de gran importancia para verificar la férmula BCH.
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Teorema 3.9 (Derivada de la funcién exponencial). Para todo par de matrices complejas
X yY se tiene que:

E N adX
(X, Y] | X, [X, Y]]
:eX{Y— o + 30 +}

De manera mas general:

ad
LX),y =gk I 0 (X
dt adyp  \di

Demostracion. Es suficiente con probar el resultado inicial, la formula general se sigue

de este gracias a la regla de la cadena. Denotamos primero a 5 X+ | _y como siendo

A(X,Y).

L . X v .
Por otro lado sabemos también que para cada m entero se tiene eX ¥ = (e w )™, Asf,
aplicando induccion si es necesario y la regla del producto tenemos que:

= mym—k—1 | 4 X m
A1) = X (XImprett | SRk (e
k=0

& lX/mZ X/m kA<X Y)(eX/m)k

=0 m m
-1
:em—lX/mlmZ <e_madx>kA ()—(,Y>
m k=0 m

En esta ultima expresién podemos sacar el termino 1/m afuera de la sumatoria por las
propiedades lineales de A en Y. Luego haciendo tender a m — oo el primer término evi-
dentemente tiende a X mientras que como A es una funcién continua esta serd igual a
A(0,Y) =Y- Por tltimo aplicando el Lema 3.3.1 a Z = ady se obtiene el resultado desea-
do. ]

Con este resultado podemos dar una prueba de la formula BCH. En efecto para0 <7 <1
haciendo Z(t) = log(eXe'Y) para X y Y suficientemente pequefios en norma se tiene que
Z(t) = X 'Y Tuego:

d [ — e %z0) dzZ
Z(t) & Z() X tY 1LX Yy _y
g @) ety =Y { ady, }(dt)

7ad
Como X y Y son matrices pequeiias entonces Z(t) también lo es y por lo tanto £ 20

ad
Z(1)
esta cerca de la identidad, luego es invertible. Mientras que aplicando el homomorfismo
Ad a ¢“1) se tiene que Ad 2() = AdxAdy y asi 2 = ¢adx gtady 16 que implica que

ady(;y = log(e%x ¢'%r)  Podemos afirmar entonces que:

-1 _
d_Z _ I_e—adz(,> Y _ I— (eadxe[ady)*l IY
dt ady log(edx etady)

:g(eadxetady) (Y)
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Integrando esta ultima expresion y sabiendo de antemano que Z(0) = X tenemos la for-
mula BCH. Esto es:

log(eXe') =2Z(1) :X~|-/O1 g(e®x ) (V) dr

Una manera de ver la formula BCH es en forma de serie. Como para g(z) la expansion
en serie de Taylor tiene la g(z) = 1+ 3(z—1) — #(z— 1)>+ {5(z— 1)> +... entonces en
ocasiones resulta mas sencillo expandir esta expresion, en especial cuando por ejemplo X
y Y conmutan con algin conmutador y obtener expresiones del tipo log(eXe? ) ~ X +Y +
2 Y ]+ g3 X X Y]] = [ (XY

En lo que resta del capltulo enfocaremos nuestros esfuerzos en probar algunos resultados
que unen lo aprendido en los capitulos anteriores con teoremas y pruebas recién vistas,
como lo es en especifico las consecuencias de tener un grupo de Lie simplemente conexo.

3.3.1. Grupo vs Algebra

Teorema 3.10. Sean G y H grupos de Lie matriciales y g, b sus respectivas dlgebras. Si
G es simplemente conexo 'y ¢ : g — b un homomorfismo entre dlgebras de Lie, entonces
existe un tinico homomorfismo de grupos de Lie ® : G — H tal que ®(eX) = %),

Este ultimo teorema prueba la reciproca del Teorema 3.5 cuando G es un grupo simple-
mente conexo. La prueba del teorema es consecuencia de los siguientes dos lemas.

Lema 3.3.2. Sea G y H dos grupos de Lie matriciales donde g y by son sus respectivas
dlgebras. Si ¢ : g — b es un homomorfismo de dlgebras defina Us = {A € G|||A—1|| <
1;||log(A)|| < €}. Entonces existe € tal que f = expo @ olog|y, es un homomorfismo
local.

Demostracion. Por el Teorema 3.6, si € es lo suficientemente pequefio, entonces log(A) €
g para todo A € Ug. Asi, para X = log(A) Y Y = log(B) donde evidentemente AB € U;
entonces se tendria que f(AB) = f(eXe') = expo ¢ olog(eXe¥). Aplicando la férmula
del Teorema 3.8 tenemos que:

log(eXe¥) =X + / (€8x !y — [yM(Y)dy

:¢wmfﬁwzwm+/'z%nm¢f%w 1" (o (r))ds

—log(e?X) ™))
= f(AB) =exp(log(e?X) M)
—_9(X) 0(Y)
=/f(A)f(B)
]

Lema 3.3.3. Sean G y H dos grupos de Lie matriciales, G simplemente conexo. Si (U, f)
es un homomorfismo local de G en H entonces existe un homomorfismo global ® entre
los grupos de Lie tal que ®|y = f
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Demostracion. Como G es simplemente conexo entonces para cualquier A € G existe un
camino A(t) € G tal que A(0) =1y A(1) = A. Por el Lema 3.2.2 podemos encontrar una
particién 0 =ty < t; < --- < t, = 1 tal que A(¢t)A(s)~! € U. En particular A(t;) € U pues
A(0) = I. Luego para A se tiene que

A= [AMDAtn-1)" A1) (Atm—2) "] [A(2)A(1) A1)

Luego podemos definir a ® siendo

D(A) = fAMDA(tn—1) ") (A1) (Altm—2) ") - F(AR)A(R) ) f(A(1))
Resta ver que ® en efecto esta bien definido.
Independencia de la particion. Si existe un punto s tal que ¢; < s < t;;1 entonces se sigue
cumpliendo que A(t;+1)A(s)~!, A(s)A(i)~!, A(ti1)A(i)~! estdn en U y como f es un
homomorfismo local se tiene que

FAGDA@) ™) = FAW)AS) ™) FASA@) T

Luego agregar puntos a la particién no cambia con el valor de ®.
Independencia del camino. Si Ay(t) y Ai(t) son dos caminos que unen a I con A, como
G es simplemente conexo entonces existe una homotépia A : I x I — G tal que A(0,1) =
Ao(t), A(1,t) = Ay (t) para todo ¢ € [0,1] y ademas A(s,0) =1, A(s,1) = A para todo
s € [0,1]. Gracias al Lema 3.2.2 y usando el nimero de Lebesgue de la cobertura dada por
los U, existe N tal que si [s —s'| < 2, |t —#/| < £ entonces A(s,t)A(s',¢') ! € U. Luego
definimos los siguientes caminos parak =0,1,2,.... N—1y[l=0,1,...,N

AL ) 0

N <1< N
Bi(t) = Ak L <t<l
At -1 H <1<

Cuando ! = 0 entonces By o(t) = A(K/N,t) para todo ¢ € [0,1], en particular By o(t) =
Ap(t). Como G es simplemente conexo podemos deformar continuamente a Ag en By 1,
Bo>, ..., Boy y luego se deforma a B ( hasta llegar a By_1 y y finalmente a A;. Por otro
lado el valor de ®(A) es el mismo en cada deformacién, notado que para k <[ By(t) y
By.1+1(t) son los mismos. Por tanto eligiendo ar =0 < ]%, e %7 HTI, %, ...,1 dauna
particién de [0, 1] donde podemos evaluar a ®(A), notando que bajo esta particién los
valores de By; y By 41 son los mismos. Es decir el valor ®(A) es el mismo para cada

camino de By o hasta By_; y y entonces el mismo que Aj.

®|y = f.Si A €U como U es conexo por caminos se puede encontrar un camino A(t)
uniendo a I con A y podemos dividir [0, 1] a través de unos {¢;} tal que

D(A(1)) = FAL)AM-1) ") - fAR)Am) ) f(AM))
En particular para ®(A(#;)) = f(A(#1)). Por induccién se puede ver que si ®(A(t)) =
f(A(z;)) y usando la férmula anterior se tiene que ®(A(tj41)) = f(A(tj11)).

Como f es un homomorfismo, es facil ver que ® también lo es. Por dltimo se tiene que
cerca de la identidad ® = exp o ¢ o log luego

d d
Eq’(etx)hzo = Eem(x) li=0 = ¢(X)

]

Corolario 3.10.1. Si G y H son dos grupos de Lie matriciales simplemente conexos con
respectivas dlgebras de Lie g y b. Si g es isomorfo a b entonces G es isomorfo a H
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3.3.2. Espacios de Recubrimiento

Si G no es simplemente conexo no se puede hacer uso de los anteriores teoremas. Por
lo que se hace necesario encontrar un grupo o un espacio G simplemente conexo con
propiedades similares a G, como por ejemplo con dlgebras de Lie iguales.

Definicion 3.8. Sea G una grupo de Lie matricial conexo. Un recubrimiento universal
de G es un grupo de Lie matricial H, simplemente conexo, junto con un homomorfismo
® : H — G tal que la transformacion ¢ : h — g entre las dlgebras de Lie asociadas es
un isomorfismo. El homomorfismo & es llamado funcion recubridora.

Proposicion 3.3.1. Si (H,,®;) y (Hp,D;) son dos recubrimientos universales de G en-
tonces existe un isomorfismo £ : H — H tal que ®, 0 X = @

Demostracion. La prueba de esta proposicion es consecuencia de los corolarios 3.6.3,
3.10.1 H

Podemos también decir, por las propiedades ya vistas que el recubrimiento universal de
un grupo de Lie matricial G es un grupo de Lie G tal que el dlgebra de Lie de G es igual
al algebra de Lie de G. Luego propiedades de las dlgebras pueden ser compartidas por G
y G como se muestra por ejemplo en el siguiente corolario.

Corolario 3.10.2. Sea G un grupo de Lie matricial conexo y G el recubrimiento universal
de G. Si H es un grupo de Lie matricial con dlgebra de Lie b y ¢ : g —> b es un homo-
morfismo entonces existe un homomorfismo ® : G — H tal que ®(X) = e?X) para todo
Xeg

Como ejemplo el cubrimiento universal de SO(3) es SU(2). Pero aun asi existen grupos
de Lie matriciales a los que es imposible asociarles un recubrimiento universal, también
matricial, como por ejemplo al grupo SL(2,R) (ver, [6] y [3])

3.3.3. Subgrupos y Subalgebras

Evidentemente si H C G donde ambos son grupos de Lie matricial entonces el algebra
de Lie asociada a h es una subdlgebra de g. La pregunta natural seria si se cumple la
misma propiedad cuando se tiene una subdlgebra de un dlgebra de Lie. Responderemos
esto probando un teorema que hara uso de la formula BCH.

Definicion 3.9. Si H es un subgrupo de GL(n,C), el dlgebra de Lie de H es el conjunto
de todas las matrices X tal que ¢'X € H paratodot € R

Definicion 3.10. Si G es un grupo de Lie matricial con algebra de Lie g entonces H C G
es un subgrupo conexo de Lie de G si se cumplen las siguientes condiciones:

1. H es un subgrupo de G
2. El dlgebra de Lie hh de H es una subalgebra de Lie de g

3. Todo elemento de H puede ser escrito de la forma eX1eX2 ... ¢X» donde X; € b
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Note que por la definicion H es conexo por caminos pues / puede conectarse con cualquier
elemento de H por medio del camino e(!=)X1e(1=0X2 ... o(1=1)Xn

Teorema 3.11. Si G es un grupo de Lie matricial con dlgebra de Lie g donde b es una
subalgebra de Lie de g. Entonces existe un tinico subgrupo de Lie conexo H de G con

dlgebra de Lie V). El subgrupo H es el subgrupo de elementos de la forma eX1eX2 . .. e*n
donde X; € b.

Si definimos a H = {X1eX2 ... ¢Xn|X; € h} entonces evidentemente H es un subgrupo de
G. El reto es demostrar que en efecto el algebra de Lie de H es ). Una vez demostrado
esto es evidente que H es conexo por lo observado anteriormente. Antes de la prueba del
Teorema 3.11, serdn necesarios unos resultados preliminares que presentaremos a seguir
como lemas.

Lema 3.3.4. Elija una base para by. Un elemento de Y se dice racional si sus coeficientes
con respecto a la base son todos racionales. Entonces para todo & > 0y todo A € H
existen elementos racionales R1,R; ... R, tal que

A =Rl .. ofmX
Donde X € by ||X|| <6

Demostracion. Sea U como en la prueba del teorema 3.6 y € > 0 tal que paratodo X y Y
en b con || X|| <&, ||Y]| < € donde la férmula BCH se cumple. Denotemos C(-,-) al lado
derecho de la férmula BCH, luego eXe¥ = ¢“X-¥) Evidentemente C(-,-) es una funcién
continua. Luego podemos tomar a § < € tal que si || X|| [|Y|| < & entonces C(X,Y) < €.
Podemos escribir a cada A € H como

A=

Pues eX = (¢X/%)¥. Donde cada X; € b y ||X;| < 8. Luego mirando el lema por induccién
se tiene que si A = X1 ... ¢XN+1 entonces obtenemos que

A =l ... ofm X XN

:eRl e eRmeC(X7XN+1)

Donde R; son racionales y ||C(X,Xy+1)|| < €. Si elegimos un elemento racional R,
cerca de C(X,Xy1) tal que ||R,,+1|| < € entonces

A =Rt ... B gRmit =Rt JC(X X 1)
:eRl - eRmeRerleX’
L]

Lema 3.3.5. Podemos descomponer a gl(n,C) como suma directa de y y D como en la
prueba del Teorema 3.6 y sea V una vecindad del origen en D también como en este
teorema. Si E C 'V es definido por E = {Y € V|e¥ € H} entonces E es contable (ver, [3]).
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Demostracion Teorema 3.11. Con lo ya comentado hasta ahora solo resta ver que el alge-
bra de Lie de H es efecto h. Supongamos que el dlgebra de Lie de H es h’. Claramente
h C b'. Para Z € b’ podemos escribir para un 7 suficientemente pequefio.

Donde X(t) e U y Y(t) € V C D luego ') € H pues los otros términos estan en H.
Si Y () no es constante entonces toma infinitos valores para cualquier 7 suficientemente
pequefio, lo cual es imposible por el Lema 3.3.5. Luego Y (¢) es constante y como Y (0) =0
entonces ' ) = I. Asi, para X (t) € b entonces 1Z € b lo que implica que ' C b N

Teorema 3.12. Suponga que G es un grupo de Lie matricial y H un subgrupo conexo de
Lie de G. Entonces H puede tener estructura de grupo de Lie de tal forma que la inclusion
de H en G es un homomorfismo de grupos de Lie.

Demostracion. Para cualquier A € H y € > 0 definamos
Use = {A¥|X €1, [|X]| < e}

Podemos entonces definir una topologia en H, esto es, un conjunto U C H es abierto si
para cada A € U existe € tal que Us ¢ C U. En esta topologia dos elementos A y B son
cercanos si B = AeX con X € b. Esta topologia se ve que es mas fina que la inducida por
G y ademas Hausdorff y 2-contable. luego H es localmente homeomorfa con RY donde
N = dim(bh). Usando un sistema de cartas coordenadas adecuado se puede ver que la
funcion logaritmo esta bien definida y es suave. Finalmente para cualquier vecindad Uy ¢
se tiene que la inclusién dada por X — AeX es una funcién suave. [

El Teorema 3.12 junto con el teorema de Ado (ver, [12] y [13]), el cual asegura que toda
finito dimensional dlgebra de Lie, real o compleja es isomorfa a algun dlgebra de matrices,
se sigue el siguiente teorema.

Teorema 3.13. Si g es un dlgebra de Lie real finito dimensional entonces existe un sub-
grupo de Lie conexo G de GL(n,C) tal que su dlgebra de Lie es isomorfa con g

Demostracion. Por el teorema de Ado podemos identificar a g como gl(n,C) luego por
el Teorema 3.11 se tiene que existe un subgrupo de Lie conexo de GL(n,C) con dlgebra
de Lie g [

Corolario 3.13.1. Toda dlgebra de Lie real finito dimensional es isomorfa al dlgebra de
Lie de algiin grupo de Lie matricial.
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