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Abstract
In this work we study the shellability of graphs and clutters that have a simplicial vertex. We give
characterizations of shellable graphs and clutters by using the properties of simplicial vertices,
shedding vertices and shedding faces. We also introduce a family of recursively simplicial graphs
and clutters.
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Resumen
En este trabajo estudiamos la escalonabilidad de grafos e hipergrafos simples que contienen
al menos un vértice simplicial. Se dan caraterizaciones de los grafos e hipergrafos simples es-
calonables obtenidas a partir de las propiedades de los vértices simpliciales, los vértices de
descomposicién y las caras de descomposicién. Ademds, se introducen las familias de grafos e
hipergrafos recursivamente simpliciales.

Palabras y frases claves: Grafos escalonables, hipergrafos simples escalonables, complejo de
independencia, vértice simplicial.

1 Introduccién

Sea G = (Vg, Eg) un grafo simple no dirigido donde Vg = {z1,...,z,} es el
conjunto de vértices y Eqg el conjunto de aristas. Identificando cada vértice x;
con la variable x; en el anillo de polinomios R = k[z1,...,x,] sobre el campo k,
se puede asociar al grafo G un ideal de monomios libres de cuadrados I(G) =
({zizj | {xiz;} € Eg}). El ideal I(G) es llamado el ideal de aristas de G y fue
introducido por primera vez por Villarreal en [8]. Usando la correspondencia
de Stanley-Reisner, se puede asociar a G el complejo simplicial Ag, llamado el
complejo de independencia de G, donde Ia,, = I(G). Las caretas de este complejo
simplicial son los conjuntos independientes de G.

La relaciéon anterior se puede generalizar a los hipergrafos simples, donde un
hipergrafo simple es un hipergrafo que no tiene aristas que estén contenidas pro-
piamente en otras aristas. Sea C = (V¢, E¢) un hipergrafo simple con conjunto
de vértices Vo = {x1,...,z,} y conjunto de aristas E¢ el cual es una familia
de subconjuntos no vacios de V. De la misma manera que en grafos, se pue-
de asociar a cada hipergrafo simple un ideal de monomios libres de cuadrados
I(C) = ({Ils,ce i | e € Ec}). El ideal I(C) es llamado el ideal de aristas de C.
Analogamente, se puede asociar a C un complejo simplicial A¢ donde Ia, = I(C).
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Las caras de A¢ son los conjuntos independientes de C, donde un conjunto inde-
pendiente F' de C es un subconjunto de V¢ tal que e ¢ F' para cualquier e € Eg.

Un grafo G o un hipergrafo simple C es llamado grafo o hipergrafo simple
secuencialmente Cohen-Macaulay si el anillo R/I, donde I = I(G) o I = I(C),
respectivamente, es secuencialmente Cohen-Macaulay. El problema algebraico de
clasificar los grafos e hipergrafos simples secuencialmente Cohen-Macaulay se
puede estudiar como un problema puramente combinatorio en términos de la
escalonabilidad de sus complejos simpliciales asociados.

Un complejo simplicial A es escalonable si sus caretas (caras maximales)
se pueden ordenar de la forma F,...,Fs tal que para todo 1 < i < j < s,
existe v € Fj\F; y I € {1,...,5 — 1} con {z} = F;\F;. El orden Fi,...,Fj
es llamado un escalonamiento de A. La anterior es la definiciéon de complejo
simplicial escalonable no puro introducida por Bjorner y Wachs [1]. Van Tuyl y
Villarreal [7] definieron que un grafo o un hipergrafo simple es escalonable si su
correspondiente complejo de independencia es escalonable. Un complejo simplicial
escalonable tiene la propiedad de que su anillo de Stanley-Reisner asociado es
secuencialmente Cohen-Macaulay [6]. Asi, un grafo o hipergrafo simple escalona-
ble es un grafo o hipergrafo simple secuencialmente Cohen-Macaulay.

La descomposicién por vértices es una propiedad de los complejos simpliciales
que implica la escalonabilidad. Este concepto fue introducido inicialmente para
complejos simpliciales puros por Provan y Billera en [5] y fue extendido para
los complejos no puros por Bjorner y Wachs [1]. Dado un complejo simplicial
A y una cara o, A\o es el complejo simplicial obtenido de A eliminando todas
las caras que contienen a o, stara (o) es el complejo simplicial cuyas caretas son
las caretas de A que contienen a o y el enlace de o es el complejo simplicial
linka(o)={F €A |ocNF=0, FUo € A}.

Un vértice = tal que ninguna careta de linka(z) es una careta de A\z se
denomina vértice de descomposicién (shedding vertex). Un complejo simplicial
es descomponible por vértice si A es un simplejo, o existe un vértice de descom-
posicién z tal que linka (z) y A\z son descomponibles por vértice. En [9, Lema
6] Wachs probé que si x es un vértice de descomposicién de A y los complejos
linka () y A\x son escalonables, entonces A es escalonable. Esto implica que
un complejo simplicial descomponible por vértices es escalonable. Ademas, si A
es escalonable entonces linka (o) es escalonable para cualquier cara o de A |2,
Proposicién 10.14].

En este trabajo se introducen condiciones necesarias y suficientes para la es-
calonabilidad de grafos e hipergrafos simples que contienen vértices simpliciales.
En la seccion 2 se parte de los principales resultados de Van-Tuyl y Villarreal
[7] sobre la escalonabilidad de grafos con vértices de grado uno, los resultados
de Cruz y Estrada [3] sobre la escalonabilidad de grafos con vértices simpliciales
y los resultados de Woodroofe [10] sobre la escalonabilidad de grafos descom-
ponibles por vértices. Se introduce una nueva familia de grafos escalonables, se
muestra que la escalonabilidad de un grafo que contiene un vértice simplicial se
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preserva al eliminar un vértice de descomposicion y a partir de este resultado se
dan condiciones necesarias y suficientes para la escalonabilidad de los grafos con
vértices simpliciales. En la seccién 3 se obtienen nuevas condiciones necesarias y
suficientes para la escalonabilidad de hipergrafos simples que generalizan el teo-
rema de Cruz y Estrada para grafos [3], y se generaliza también el resultado de
la segunda seccion, al demostrarse que la escalonabilidad de un hipergrafo que

contiene un vértice simplicial se preserva al eliminar una cara de descomposicién
(shedding face).

2 Escalonabilidad de grafos que contienen vértices simpliciales

Sea G = (Vg, Eg) un grafo simple y S C V. Por G\ S se denota el grafo obtenido
al eliminar todos los vértices de S y todas las aristas incidentes en un vértice de
S. Si z es un vértice de G, Ng(z) denota la vecindad abierta de z, es decir, el
conjunto de todos los vértices adyacentes a x y Nglz|] = {z} U Ng(z) denota la
vecindad cerrada de x.

Van Tuyl y Villarreal [7] introdujeron la nocién de grafo escalonable y discutie-
ron sus propiedades bésicas. Sea G un grafo, Ag su complejo simplicial asociado,
x un vértice de G y G' = G\N¢|z], entonces Agr = linka,(z) [7, Lema 2.5] y
si G es escalonable, entonces G’ es escalonable [7, Teorema 2.6]. Este hecho es
consecuencia del resultado de Wachs [2, Proposicién 10.14].

En [7] Van Tuyl y Villarreal establecieron condiciones necesarias y suficientes
para la escalonabilidad de los grafos que tienen vértices de grado uno. Si x,y son
vértices adyacentes de G con degq(x) = 1, entonces G es escalonable si y sélo si
G\N¢[z] y G\N¢g[y| son escalonables [7, Teorema 2.9].

Utilizando el concepto de vértice simplicial, Cruz y Estrada [3] generalizaron
el teorema anterior. Recordemos que z es un vértice simplicial de G si Ng|z| es
un clique, més aun, Ng[z] es el inico clique maximal que contiene a x. Notemos
que si z es un vértice de grado 1, entonces = es un vértice simplicial de G. A
continuacién presentamos el teorema de Cruz y Estrada y su demostracion puesto
que este resultado se generalizaréd al contexto de los hipergrafos en la seccién 3.

Teorema 1. /3, Teorema 2.1.13] Sea G un grafo, x1 un vértice simplicial de G y
su vecindad Ng(z1) = {x2, ...,z }. Sea G; = G\Ng|x;| parai=1,...;r. Entonces
G es escalonable si y solo st G; es escalonable para todo i =1,...,7r.

Demostracion. Sea G escalonable. El teorema 2.6 [7] de Van Tuyl y Villarreal,
asegura que si G es escalonable y x cualquier vértice de G, entonces el grafo
G' = G\Nglz] es escalonable. Por tanto, los grafos G; son escalonables. Sea
G; escalonable y Fj1, ..., Fjs, un escalonamiento de Ag, para cada i =1,...,7.
El subgrafo inducido por Ng[z1] = {z1,...,2,} es el tnico subgrafo completo
maximal que contiene a z1. Ademas cada careta de Ag, es decir, cada conjunto
independiente maximal de G, intersecta a {z1, ..., z,} exactamente en un vértice.



72 I. Castrillén y R. Cruz

Por el argumento anterior, la lista completa de caretas de Ag es

Fi1 U {33'1}, .. -7F151 U {331}; oo B U {I‘r}, .. '7FT‘ST U {33'7«}

Se demuestra que la lista con ese orden lineal es un escalonamiento de Ag. Se
consideran dos casos:

1. F' = Fy, U{x;}, F = Fj U{x;}, i < j. Se tiene que z; € F\F’. Ademas,
el conjunto Fj; U {x1} es un conjunto independiente de G, por lo tanto
esta contenido en una de las caretas de Ag que contiene a x1, es decir,
existe [, 1 < [ < s, tal que Fj U {1} C Fy; U {x1}. Denotando por
F" = Fy U{x1}, se tiene que {z;} = F\F" y F" es anterior a F.

2. F' = Fy, U{x;}, F = F;; U{x;}, k < t. Este caso se demuestra a partir de
la escalonabilidad del grafo G;.

O

El teorema 1 nos motiva a introducir la familia de los grafos recursivamente
simpliciales, la cual es también una familia de grafos escalonables.

Definicion 1. Un grafo G es recursivamente simplicial si G es un grafo vacio
o tiene un vértice simplicial x tal que para todo y € Ng[x], el grafo G\Ngly] es
recursivamente simplicial.

Corolario 1. Sea G un grafo recursivamente simplicial, entonces G es escalona-
ble.

Demostracion. Si G es un grafo vacio, entonces GG es escalonable. Si GG es no vacio,
razonemos por induccion sobre el nimero de vértices del grafo. Sea x un vértice
simplicial de G, por hipétesis el subgrafo G\ Ngly] es recursivamente simplicial
para todo y € Nglz], y por induccién es escalonable. Por el teorema 1, G es
escalonable. O

En [7], Van Tuyl y Villareal establecieron la escalonabilidad de los grafos
cordales. Este resultado se obtiene también como consecuencia del corolario 1
ya que los grafos cordales son recursivamente simpliciales, pues cada subgrafo
inducido de un grafo cordal tiene un vértice simplicial.

En [3] Cruz y Estrada establecieron la escalonabilidad de los grafos simplicia-
les. Un grafo es simplicial si todo vértice es simplicial o es vecino de un simplicial.
En el mencionado articulo se demuestra que si G es simplicial, entonces el sub-
grafo G, = G\ Ng[v] es simplicial para cualquier vértice v, lo que implica que
un grafo simplicial es recursivamente simplicial y por corolario 1 obtenemos la
escalonabilidad de los grafos simpliciales.

A continuacién se construye una familia especial de grafos simpliciales con la
propiedad de que cada grafo simplicial G de esta familia es tal que su grafo de
linea £(G) es también simplicial. Por lo tanto G y £(G) son escalonables.
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Sea C, el ciclo con el conjunto de vértices vy, ..., v, y sea T; un arbol simplicial
con raiz de grado al menos 2 para cada i = 1, ...,n. Denotemos por C,, (11, ...,T,)
el grafo obtenido al hacer coincidir la raiz del arbol T; con el vértice v; del ciclo
C), para cada i € {1,...,n}. Por su construccién vemos que el grafo C,, (11, ...,Ty)
es simplicial pues cada vértice del ciclo es un vértice del correspondiente arbol
simplicial. Lo anterior implica que el grafo C), (711, ...,T,) es escalonable.

Dado un grafo G, su grafo linea L£(G) es el grafo tal que cada vértice de
L(G) representa una arista de Gy dos vértices de L£(G) son adyacentes si y solo
si sus aristas correspondientes tienen en comin un vértice de G. Como el grafo
de linea de un ciclo sigue siendo un ciclo, £(C),) = C,,, y el grafo de linea de
un arbol es un grafo de cliques, el grafo £(C),(T1,...,Ty)) es un grafo formado
por un ciclo C),, y cada arista del ciclo forma parte de un clique. Mostremos que
L(Cy(Th,...,T,)) un grafo simplicial, por lo tanto un grafo escalonable. Notemos
que cada vértice simplicial de un arbol es un vértice de grado uno, por lo tanto,
la arista incidente con un vértice simplicial de un arbol 1" es un vértice simplicial
en L£(T). Como T, ..., T, son arboles simpliciales, cada arista de cada arbol es
un vértice simplicial o es vecino de un vértice simplicial en L£(Cy(T1,...,T3)).
Notemos que cada arista de C), es incidente con al menos una arista de uno de
los drboles la cual es un vértice simplicial en £(Cy (11, ...,T},)).

Ejemplo 1. Se muestran los drboles T1,T5, T3, Ty, el grafo Cy(T1,To,T5,Ty) y el
grafo de linea L(Cy(T1,T2,T5,Ty)), ver figura 1.

Vv L
NN

Figura 1: Los arboles Ti,T5,T5,Ty, el grafo Cy(Th,T,15,74) y su grafo de linea
L(Cy(T1,T>,T3,Ty))

-
*—

La escalonabilidad de grafos también puede ser estudiada en términos de la
descomposicién por vértice. En [10] Woodroofe introdujo el concepto de grafo des-
componible por vértice considerando su complejo de independencia y la definicién
de complejo descomponible por vértice. Un grafo G es descomponible por vértice
si es un grafo totalmente disconexo o si existe un vértice de descomposicién v
tal que G\v y G\Ng[v] son ambos descomponibles por vértice. Un vértice v de
G se denomina vértice de descomposicion si no existe un conjunto independiente
en G\Ng[v] que sea un conjunto independiente maximal en G\v. El vértice v
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es llamado vértice de descomposicién del grafo G. Asi, por el lema de Wachs |9,
Lema 6], un grafo que es descomponible por vértice también es escalonable.

En [10] Woodrofe demuestra que dado un grafo G tal que para dos vértices v, w
de G se cumple que Ng[v] € Ng|w], entonces w es un vértice de descomposicion
de G. Esto implica que cualquier vecino de un vértice simplicial de un grafo G
es un vértice de descomposicién de G. Esta afirmacion le permitié a Woodroofe
demostrar que los grafos cordales son descomponibles por vértice y por lo tanto
escalonables.

El teorema de Van Tuyl y Villarreal [7, Teorema 2.6] establece que si un grafo
G es escalonable, entonces el subgrafo G’ = G\Ng[z] es escalonable para todo
vértice x de G. Sin embargo, el hecho de que G sea escalonable no implica que el
subgrafo G\{x} sea escalonable para todo vértice z. A continuacién se demuestra
que la escalonabilidad se preserva al eliminar un vértice que sea vecino de un
vértice simplicial en un grafo escalonable. Notemos que en este caso el vértice a
eliminar es un vértice de descomposicion.

Corolario 2. Sea G un grafo escalonable, x un vértice simplicial en G y sea y
un vecino de x. Entonces G\{y} es escalonable.

Demostracion. Sea G escalonable y Ng(x1) = {z2,...,2,}, donde 1 = x y
x, = y. El grafo G; = G\Ng[x;] es escalonable por el teorema 1 para cada
i =1,..,r. Sea Fjy, ..., Fis, un escalonamiento de G; para cada ¢ = 1,...,r. Por

la demostracién del teorema 1 tenemos que

Fi; U {.CUl} yeens F151 U {.I‘l} sy B U {LE,«} yeens Frsr U {.CCT}

es un escalonamiento de G. Ademés tenemos que Ng(x1) C Ng(x;) para cada
1=2,...,r, lo cual implica que cada uno de los vértices xo,...,x, es un vértice
de descomposicion. Como x, es un vértice de descomposicion de G, entonces si
eliminamos del escalonamiento de G la sublista de los conjuntos independientes
que contienen a x, obtenemos la lista de todos los conjuntos independientes ma-
ximales de G\z;.

Friu{zi}, ..., Fis, U{z1}, .., B U{ae—a b, o, Frors, o U{ae—1}

Por la definicién de escalonabilidad, es claro que esta lista forma un escalona-
miento de G\z, = G\{y} y por tanto este grafo es escalonable. O

Utilizando el corolario 2 y el lema de Wachs [9, Lema 6], se puede dar otra
caracterizacién para la escalonabilidad de los grafos que contienen vértices sim-
pliciales.

Teorema 2. Sea G un grafo con un vértice simplicial x y sea y un vecino de x.
G es escalonable si y sdlo si los grafos G\y y G\Ng|y] son escalonables.
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Demostracion. Supongamos que el grafo G es escalonable, por el corolario 2 el
grafo G\y es escalonable y el teorema de Van Tuyl y Villarreal [7, Teorema
2.6] asegura la escalonabilidad de G\Ng[y]. En la otra direccién supongamos
que G\y vy G\Ng[y| son escalonables, por el lema de Wachs [9, Lema 6], G es
escalonable. 0

3 Escalonabilidad de hipergrafos simples que contienen vértices sim-
pliciales

La escalonabilidad de los hipergrafos simples con emparejamiento perfecto de tipo
Konig fue estudiada en [4]. Recientemente Woodroofe [11] introdujo el concepto
de vértice simplicial de un hipergrafo simple.

Sea C = (V¢, E¢) un hipergrafo simple y v € V. Por C\{v} se denota el
hipergrafo simple obtenido al eliminar el vértice v, cuyo conjunto de vértices es
Ve\{v} y cuyo conjunto de aristas es {e € E¢ | v ¢ e}. La contraccion del vérti-
ce v es el hipergrafo simple C/{v} cuyo conjunto de vértices es V¢\{v} y cuyas
aristas son los subconjuntos minimales de {e\{v} | e € E¢}. Un hipergrafo sim-
ple obtenido de C mediante la eliminacion o contraccion sucesiva de vértices se
denomina menor de C. Es facil comprobar que si A¢ es el complejo de indepen-
dencia del hipergrafo simple C, los complejos asociados a la eliminacién C\{v}
y la contracciéon C/{v} del vértice v son Ac\v y linka,(v) respectivamente [11,
Lema 2.2]. Si se tiene que o C V¢ es un conjunto independiente de C entonces
C/o denota la contraccién de cada vértice de o en cualquier orden y el complejo
simplicial asociado a este menor de C es linka, (o). Por otra parte, el complejo
simplicial A¢\o estd asociado al hipergrafo simple C? cuyas aristas son los sub-
conjuntos minimales de E¢ U o , es decir, se agrega o como una nueva arista y se
toman los subcojuntos minimales respecto a la inclusion para que el hipergrafo
resultante sea simple [11, Lema 2.2]. Se puede comprobar facilmente que cuando
o estd formado por un solo vértice v, entonces C1} = C\{v}.

Un vértice x de C es simplicial si para cualesquiera dos aristas e1, es € E¢ que
contienen a z, existe una tercera arista f tal que f C (e; Uea)\{x}. El siguiente
teorema establece condiciones necesarias y suficientes para la escalonabilidad de
los hipergrafos simples que contienen al menos un vértice simplicial y generaliza
el teorema 1 al caso de los hipergrafos simples.

Teorema 3. Sea x un vértice simplicial de C, {ei...,e.} las aristas de C que
contienen a x, Co =C/x y C; = C/o; donde o; = e;\{x} para cada i € {1,...,r}.
Entonces el hipergrafo simple C es escalonable si y solo si C; es escalonable para
cada i € {0,1,...,7r}.

Demostracion. Si C es escalonable, entonces Cy,Cq, . .., C, son escalonables por el
resultado de Wachs [2, Proposicién 10.14]. Entonces basta probar la otra impli-
cacién. Sea Foi, ..., Fys, un escalonamiento de A¢, = linka,(z) y Fi1, ..., Fs, un
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escalonamiento de A¢, = linka,(0;) para cada ¢ € {1,...,r}. Afirmamos que

F()lU{QS},...,F()SOU{I},FHUO'l,...,FlSlU(Tl,...,
FaUop, ..., Fs Uoy,

es la lista completa de las caretas de A¢ y que esta lista es un escalonamiento de
este complejo.

Sea F' una careta de A¢. Si x € F, entonces F\{z} € A¢,. Si x ¢ F, como F
es un conjunto independiente maximal, al agregar el vértice x a F' obtenemos que
el conjunto FU{z} no es independiente, por lo tanto existe una arista e C FU{z}
tal que = € e. Asi que e\x = o; para cierto i € {1,...,r}. Luego o; = e\z C F,
lo que implica que toda careta de A¢ que no contiene a x, contiene algin o;.

Ahora probemos que el orden dado anteriormente es un escalonamiento de
Ac. Sea 09 = z. Afirmamos que o; U o; para 0 < i < j < r no se contiene en
ninguna careta de Ac, de lo contrario, si existiera una careta F' tal que o;Uo; C F'

para algun par i,j € {0,1,...,7}, como x es un vértice simplicial, existiria una
arista e C o0; Uo; C F, lo que contradice el hecho de que F' es un conjunto
independiente.

Consideremos dos casos:

1. ' = F; Uo; < F = Fj; Uoj, donde @ < j. Existe un vértice y € o; tal
que y ¢ Fyp Uo;, entonces y € F\F'. Veamos que Fj; U (0;\{y}) U{z} es
un conjunto independiente de C, pues de lo contrario existiria una arista
ep que contiene a = y tal que ep\{z} = 0, C F;; U (0;\{y}) C Fjt Ugj lo
que implicarfa que o, C Fj; U o; lo cual es una contradiccién. Entonces,
existe una careta F"" = Fyp U {z} < F tal que Fj; U (o;\{y}) U{z} C F"y
{y} = F\F".

2. F' = F,Uo; < F = F;; Uo;, donde k < t. Este caso se demuestra a partir
de la escalonabilidad de Ag;.

0
El siguiente ejemplo ilustra el uso del teorema 3:

Ejemplo 2. Sea el hipergrafo C = (Vg, E¢) con Ve = {a,b,c,d,e, f,g}, y cuyas
aristas son e; = {a,b,c}, ea = {a,b,d}, es = {a,c,d}, e4 = {b,c,d}, e5 =
{c,e,f}, es = {f,g}. El vértice a es simplicial puesto que para las aristas ey, ey
y eg que contienen al vértice a se cumple:

eq C (e1Ueg)\a = (egUes)\a = (e2Ues)\a = {b,c,d}.

Ademds de la contraccion del vértice a en C, se deben contraer los subconjuntos
de vértices:

o1 =e1\a =1{b,c}, o9 =e3\a={b,d}, o3=-es\a={cd}.
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Los menores C, = C/a, C; =C/o1, Co = C/oy y C3 = C/os tienen los siguientes
conjuntos de aristas:

Ee, = {bc} {bd} {e,d} {ce, [}, S 9}
Ee, = Aa} {d} {e, f},{f 9}

Ee, = A{a}.{c}.{f.9}

Ee, = Aa},{b}y.{e, f} . {f 9}

y sus complejos simpliciales asociados son:

= ({be f}{begt{d e, [}, {d, e, g}, {c.e,9.},{c, [}),
Ae, = {egh S},
{e, f}:{e g})
SCYIvER

Es fdacil comprobar que la lista de caretas de cada uno de estos complejos simpli-
ciales forma un escalonamiento, por lo tanto, aplicando el teorema 3 obtenemos
un escalonamiento de A¢:

{a’7 b) e? f}7 {a7 b7 e?g}? {a7 d7 67 f}7 {a7 d7 e)g}? {a7 C? €7g7 }7 {CL, C7 f}7
{b7 C? 67 g}? {b7 C7 f}? {b7 d7 67 f}7 {b? d7 67 g}? {07 d? 679}7 {C7 d? f}'

Al igual que para el caso de los grafos, el teorema anterior nos permite intro-
ducir la familia de los hipergrafos simples recursivamente simpliciales.

Definicion 2. Un hipergrafo simple C es recursivamente simplicial st C es vacio
o tiene un vértice simplicial x tal que el menor C/x y los menores C/ (e\{z})
para cada arista e que contiene a x, son recursivamente simpliciales.

Corolario 3. Sea C un hipergrafo simple recursivamente simplicial. Entonces C
es escalonable.

Demostracion. Primeramente notemos que un hipergrafo vacio es escalonable. Si
C no es vacio, se procede por induccién sobre el niimero de vértices. Sea x un
vértice simplicial de C. Por la hipétesis de induccién los menores C/z y C/ (e\{z})

para cada arista e tal que x € e, son escalonables. El teorema 3 asegura la
escalonabilidad de C. U

En [7] Van Tuyl y Villarreal establecieron la escalonabilidad de los hipergrafos
simples con la propiedad de vértice libre. Un vértice x de un hipergrafo simple
C es un vértice libre si tiene grado uno, es decir, si aparece en una sola arista
de C. Un hipergrafo simple C tiene la propiedad de vértice libre si cada menor
tiene un vértice libre. Como un vértice libre es un vértice simplicial, entonces un
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hipergrafo simple con la propiedad de vértice libre es recursivamente simplicial y
su escalonabilidad se obtiene a partir del corolario anterior.

En [11] Woodroofe introdujo el concepto de hipergrafo simple cordal como un
hipergrafo simple tal que cada uno de sus menores contiene un vértice simplicial
y demostré que todo hipergrafo cordal es escalonable. Este resultado también se
obtiene del corolario anterior pues un hipergrafo cordal es también recursivamente
simplicial.

En el articulo citado en el parrafo anterior, Woodroofe extendié la definicién
de cara de descomposicion a los complejos simpliciales no puros. Una cara de
descomposicion de un complejo simplicial A es una cara tal que ninguna cara
de linka (o) es una careta de A\o. Notemos que esta definicién generaliza el
concepto de vértice de descomposicion. Este concepto le permitié a Woodroofe
generalizar el lema de Wachs [9, Lema 6] al probar que si o es una cara de
descomposicién de A y los subcomplejos A\o and linka (o) son escalonables,
entonces A es escalonable [11, Lemma 3.4]. Ademas Woodroofe mostré que si x
es un vértice simplicial de un hipergrafo C y e es una arista de este hipergrafo
que contiene a x entonces el subconjunto de vértices o = e\{x} es una cara de
descomposicion del complejo simplicial A¢ asociado a C.

El resultado de Wachs para los enlaces de complejos simpliciales escalonables
[2, Proposicién 10.14] implica que si un hipergrafo simple C es escalonable, enton-
ces la contraccién C/o es escalonable para cualquier conjunto independiente o de
C. Sin embargo, el hecho de que C sea escalonable no implica que el subcomplejo
Ac\o (y por tanto su hipergrafo asociado C?) sea escalonable para todo conjunto
independiente o. A continuacién se demuestra que si C es escalonable y contiene
un vértice simplicial x, la escalonabilidad de A¢ implica la escalonabilidad de
Ac\o si 0 = e\z, donde e es una arista que contiene a z. Notemos que en este
caso o es una cara de descomposicién. El siguiente teorema generaliza entonces
el corolario 2.

Corolario 4. Si C es un hipergrafo escalonable y x un vértice simplicial de C,
entonces C% es escalonable para cualquier o = e\x donde e es una arista que
contiene a x.

Demostracion. Sea C escalonable, o1, ..., 0, los subconjuntos asociados a las aris-
tas eq,...,e, que contienen a x y sea ¢ = o,. Por la demostracion del teorema 3
se puede formar el escalonamiento

F()lU{x},...,FOSOU{l‘},FHUO'l,...,FlSlUO’l,...,
FaUop, ..., Fs Uoy.

Las caretas de A¢\o, son

FolU{:IJ},...,FQSOU{CL’},F11U0'1,...,F131UUl,...,

F._1wUor_q,... >Fr—1sr_1 Uor—1
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y este es un escalonamiento de A¢\o,, por tanto el hipergrafo simple C? es esca-
lonable. U

Utilizando el corolario 4 y el lema de Woodroofe [11, Lema 3.4], se puede
dar otra caracterizacién para la escalonabilidad de los hipergrafos simples que
contienen vértices simpliciales.

Teorema 4. Sea C un hipergrafo con un vértice simplicial x y sea 0 = e\x una
cara de descomposicion donde e es una arista que contiene a x. Entonces C es
escalonable si y sélo si los hipergrafos C° y C/o son escalonables.

Demostracion. Supongamos que el hipergrafo C es escalonable, por el corolario 4
C? es escalonable y el teorema 3 asegura la escalonabilidad de C/o.

En la otra direccién supongamos que C? y C/o son escalonables. Como o
es una cara de descomposicién de A¢ y los subcomplejos Ac\o and linka, (o)
asociados a los hipergrafos C? y C/o son escalonables, entonces A¢ es escalonable
por lema de Woodrofe [11, Lemma 3.4]. O
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