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Matemáticas:
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Abstract
In this work we study the shellability of graphs and clutters that have a simplicial vertex. We give
characterizations of shellable graphs and clutters by using the properties of simplicial vertices,
shedding vertices and shedding faces. We also introduce a family of recursively simplicial graphs
and clutters.
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Resumen
En este trabajo estudiamos la escalonabilidad de grafos e hipergrafos simples que contienen
al menos un vértice simplicial. Se dan caraterizaciones de los grafos e hipergrafos simples es-
calonables obtenidas a partir de las propiedades de los vértices simpliciales, los vértices de
descomposición y las caras de descomposición. Además, se introducen las familias de grafos e
hipergrafos recursivamente simpliciales.

Palabras y frases claves: Grafos escalonables, hipergrafos simples escalonables, complejo de
independencia, vértice simplicial.

1 Introducción

Sea G = (VG, EG) un grafo simple no dirigido donde VG = {x1, . . . , xn} es el
conjunto de vértices y EG el conjunto de aristas. Identificando cada vértice xi
con la variable xi en el anillo de polinomios R = k[x1, . . . , xn] sobre el campo k,
se puede asociar al grafo G un ideal de monomios libres de cuadrados I(G) =
({xixj | {xixj} ∈ EG}). El ideal I(G) es llamado el ideal de aristas de G y fue
introducido por primera vez por Villarreal en [8]. Usando la correspondencia
de Stanley-Reisner, se puede asociar a G el complejo simplicial ∆G, llamado el
complejo de independencia de G, donde I∆G

= I(G). Las caretas de este complejo
simplicial son los conjuntos independientes de G.

La relación anterior se puede generalizar a los hipergrafos simples, donde un
hipergrafo simple es un hipergrafo que no tiene aristas que estén contenidas pro-
piamente en otras aristas. Sea C = (VC , EC) un hipergrafo simple con conjunto
de vértices VC = {x1, . . . , xn} y conjunto de aristas EC el cual es una familia
de subconjuntos no vaćıos de VC . De la misma manera que en grafos, se pue-
de asociar a cada hipergrafo simple un ideal de monomios libres de cuadrados
I(C) =

(
{∏xi∈e xi | e ∈ EC}

)
. El ideal I(C) es llamado el ideal de aristas de C.

Análogamente, se puede asociar a C un complejo simplicial ∆C donde I∆C = I(C).
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Las caras de ∆C son los conjuntos independientes de C, donde un conjunto inde-
pendiente F de C es un subconjunto de VC tal que e 6⊂ F para cualquier e ∈ EC .

Un grafo G o un hipergrafo simple C es llamado grafo o hipergrafo simple
secuencialmente Cohen-Macaulay si el anillo R/I, donde I = I(G) o I = I(C),
respectivamente, es secuencialmente Cohen-Macaulay. El problema algebraico de
clasificar los grafos e hipergrafos simples secuencialmente Cohen-Macaulay se
puede estudiar como un problema puramente combinatorio en términos de la
escalonabilidad de sus complejos simpliciales asociados.

Un complejo simplicial ∆ es escalonable si sus caretas (caras maximales)
se pueden ordenar de la forma F1, . . . , Fs tal que para todo 1 ≤ i < j ≤ s,
existe x ∈ Fj\Fi y l ∈ {1, . . . , j − 1} con {x} = Fj\Fl. El orden F1, . . . , Fs
es llamado un escalonamiento de ∆. La anterior es la definición de complejo
simplicial escalonable no puro introducida por Björner y Wachs [1]. Van Tuyl y
Villarreal [7] definieron que un grafo o un hipergrafo simple es escalonable si su
correspondiente complejo de independencia es escalonable. Un complejo simplicial
escalonable tiene la propiedad de que su anillo de Stanley-Reisner asociado es
secuencialmente Cohen-Macaulay [6]. Aśı, un grafo o hipergrafo simple escalona-
ble es un grafo o hipergrafo simple secuencialmente Cohen-Macaulay.

La descomposición por vértices es una propiedad de los complejos simpliciales
que implica la escalonabilidad. Este concepto fue introducido inicialmente para
complejos simpliciales puros por Provan y Billera en [5] y fue extendido para
los complejos no puros por Björner y Wachs [1]. Dado un complejo simplicial
∆ y una cara σ, ∆\σ es el complejo simplicial obtenido de ∆ eliminando todas
las caras que contienen a σ, star∆(σ) es el complejo simplicial cuyas caretas son
las caretas de ∆ que contienen a σ y el enlace de σ es el complejo simplicial
link∆(σ) = {F ∈ ∆ | σ ∩ F = ∅, F ∪ σ ∈ ∆}.

Un vértice x tal que ninguna careta de link∆(x) es una careta de ∆\x se
denomina vértice de descomposición (shedding vertex). Un complejo simplicial
es descomponible por vértice si ∆ es un simplejo, o existe un vértice de descom-
posición x tal que link∆(x) y ∆\x son descomponibles por vértice. En [9, Lema
6] Wachs probó que si x es un vértice de descomposición de ∆ y los complejos
link∆(x) y ∆\x son escalonables, entonces ∆ es escalonable. Esto implica que
un complejo simplicial descomponible por vértices es escalonable. Además, si ∆
es escalonable entonces link∆(σ) es escalonable para cualquier cara σ de ∆ [2,
Proposición 10.14].

En este trabajo se introducen condiciones necesarias y suficientes para la es-
calonabilidad de grafos e hipergrafos simples que contienen vértices simpliciales.
En la sección 2 se parte de los principales resultados de Van-Tuyl y Villarreal
[7] sobre la escalonabilidad de grafos con vértices de grado uno, los resultados
de Cruz y Estrada [3] sobre la escalonabilidad de grafos con vértices simpliciales
y los resultados de Woodroofe [10] sobre la escalonabilidad de grafos descom-
ponibles por vértices. Se introduce una nueva familia de grafos escalonables, se
muestra que la escalonabilidad de un grafo que contiene un vértice simplicial se
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preserva al eliminar un vértice de descomposición y a partir de este resultado se
dan condiciones necesarias y suficientes para la escalonabilidad de los grafos con
vértices simpliciales. En la sección 3 se obtienen nuevas condiciones necesarias y
suficientes para la escalonabilidad de hipergrafos simples que generalizan el teo-
rema de Cruz y Estrada para grafos [3], y se generaliza también el resultado de
la segunda sección, al demostrarse que la escalonabilidad de un hipergrafo que
contiene un vértice simplicial se preserva al eliminar una cara de descomposición
(shedding face).

2 Escalonabilidad de grafos que contienen vértices simpliciales

Sea G = (VG, EG) un grafo simple y S ⊂ VG. Por G\S se denota el grafo obtenido
al eliminar todos los vértices de S y todas las aristas incidentes en un vértice de
S. Si x es un vértice de G, NG(x) denota la vecindad abierta de x, es decir, el
conjunto de todos los vértices adyacentes a x y NG[x] = {x} ∪NG(x) denota la
vecindad cerrada de x.

Van Tuyl y Villarreal [7] introdujeron la noción de grafo escalonable y discutie-
ron sus propiedades básicas. Sea G un grafo, ∆G su complejo simplicial asociado,
x un vértice de G y G′ = G\NG[x], entonces ∆G′ = link∆G

(x) [7, Lema 2.5] y
si G es escalonable, entonces G′ es escalonable [7, Teorema 2.6]. Este hecho es
consecuencia del resultado de Wachs [2, Proposición 10.14].

En [7] Van Tuyl y Villarreal establecieron condiciones necesarias y suficientes
para la escalonabilidad de los grafos que tienen vértices de grado uno. Si x, y son
vértices adyacentes de G con degG(x) = 1, entonces G es escalonable si y sólo si
G\NG[x] y G\NG[y] son escalonables [7, Teorema 2.9].

Utilizando el concepto de vértice simplicial, Cruz y Estrada [3] generalizaron
el teorema anterior. Recordemos que x es un vértice simplicial de G si NG[x] es
un clique, más aun, NG[x] es el único clique maximal que contiene a x. Notemos
que si x es un vértice de grado 1, entonces x es un vértice simplicial de G. A
continuación presentamos el teorema de Cruz y Estrada y su demostración puesto
que este resultado se generalizará al contexto de los hipergrafos en la sección 3.

Teorema 1. [3, Teorema 2.1.13] Sea G un grafo, x1 un vértice simplicial de G y
su vecindad NG(x1) = {x2, ..., xr}. Sea Gi = G\NG[xi] para i = 1, ..., r. Entonces
G es escalonable si y sólo si Gi es escalonable para todo i = 1, ..., r.

Demostración. Sea G escalonable. El teorema 2.6 [7] de Van Tuyl y Villarreal,
asegura que si G es escalonable y x cualquier vértice de G, entonces el grafo
G′ = G\NG[x] es escalonable. Por tanto, los grafos Gi son escalonables. Sea
Gi escalonable y Fi1, . . . , Fisi un escalonamiento de ∆Gi para cada i = 1, . . . , r.
El subgrafo inducido por NG[x1] = {x1, . . . , xr} es el único subgrafo completo
maximal que contiene a x1. Además cada careta de ∆G, es decir, cada conjunto
independiente maximal de G, intersecta a {x1, . . . , xr} exactamente en un vértice.
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Por el argumento anterior, la lista completa de caretas de ∆G es

F11 ∪ {x1}, . . . , F1s1 ∪ {x1}; . . . ;Fr1 ∪ {xr}, . . . , Frsr ∪ {xr}.

Se demuestra que la lista con ese orden lineal es un escalonamiento de ∆G. Se
consideran dos casos:

1. F ′ = Fik ∪ {xi}, F = Fjt ∪ {xj}, i < j. Se tiene que xj ∈ F\F ′. Además,
el conjunto Fjt ∪ {x1} es un conjunto independiente de G, por lo tanto
está contenido en una de las caretas de ∆G que contiene a x1, es decir,
existe l, 1 ≤ l ≤ s1, tal que Fjt ∪ {x1} ⊂ F1l ∪ {x1}. Denotando por
F ′′ = F1l ∪ {x1}, se tiene que {xj} = F\F ′′ y F ′′ es anterior a F .

2. F ′ = Fik ∪ {xi}, F = Fit ∪ {xi}, k < t. Este caso se demuestra a partir de
la escalonabilidad del grafo Gi.

El teorema 1 nos motiva a introducir la familia de los grafos recursivamente
simpliciales, la cual es también una familia de grafos escalonables.

Definición 1. Un grafo G es recursivamente simplicial si G es un grafo vaćıo
o tiene un vértice simplicial x tal que para todo y ∈ NG[x], el grafo G\NG[y] es
recursivamente simplicial.

Corolario 1. Sea G un grafo recursivamente simplicial, entonces G es escalona-
ble.

Demostración. Si G es un grafo vaćıo, entonces G es escalonable. Si G es no vaćıo,
razonemos por inducción sobre el número de vértices del grafo. Sea x un vértice
simplicial de G, por hipótesis el subgrafo G\NG[y] es recursivamente simplicial
para todo y ∈ NG[x], y por inducción es escalonable. Por el teorema 1, G es
escalonable.

En [7], Van Tuyl y Villareal establecieron la escalonabilidad de los grafos
cordales. Este resultado se obtiene también como consecuencia del corolario 1
ya que los grafos cordales son recursivamente simpliciales, pues cada subgrafo
inducido de un grafo cordal tiene un vértice simplicial.

En [3] Cruz y Estrada establecieron la escalonabilidad de los grafos simplicia-
les. Un grafo es simplicial si todo vértice es simplicial o es vecino de un simplicial.
En el mencionado art́ıculo se demuestra que si G es simplicial, entonces el sub-
grafo Gv = G\NG[v] es simplicial para cualquier vértice v, lo que implica que
un grafo simplicial es recursivamente simplicial y por corolario 1 obtenemos la
escalonabilidad de los grafos simpliciales.

A continuación se construye una familia especial de grafos simpliciales con la
propiedad de que cada grafo simplicial G de esta familia es tal que su grafo de
ĺınea L(G) es también simplicial. Por lo tanto G y L(G) son escalonables.
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Sea Cn el ciclo con el conjunto de vértices v1, ..., vn y sea Ti un árbol simplicial
con ráız de grado al menos 2 para cada i = 1, ..., n. Denotemos por Cn(T1, ..., Tn)
el grafo obtenido al hacer coincidir la ráız del árbol Ti con el vértice vi del ciclo
Cn para cada i ∈ {1, ..., n}. Por su construcción vemos que el grafo Cn(T1, ..., Tn)
es simplicial pues cada vértice del ciclo es un vértice del correspondiente árbol
simplicial. Lo anterior implica que el grafo Cn(T1, ..., Tn) es escalonable.

Dado un grafo G, su grafo ĺınea L(G) es el grafo tal que cada vértice de
L(G) representa una arista de G y dos vértices de L(G) son adyacentes si y solo
si sus aristas correspondientes tienen en común un vértice de G. Como el grafo
de ĺınea de un ciclo sigue siendo un ciclo, L(Cn) = Cn, y el grafo de ĺınea de
un árbol es un grafo de cliques, el grafo L(Cn(T1, ..., Tn)) es un grafo formado
por un ciclo Cn y cada arista del ciclo forma parte de un clique. Mostremos que
L(Cn(T1, ..., Tn)) un grafo simplicial, por lo tanto un grafo escalonable. Notemos
que cada vértice simplicial de un árbol es un vértice de grado uno, por lo tanto,
la arista incidente con un vértice simplicial de un árbol T es un vértice simplicial
en L(T ). Como T1, ..., Tn son árboles simpliciales, cada arista de cada árbol es
un vértice simplicial o es vecino de un vértice simplicial en L(Cn(T1, ..., Tn)).
Notemos que cada arista de Cn es incidente con al menos una arista de uno de
los árboles la cual es un vértice simplicial en L(Cn(T1, ..., Tn)).

Ejemplo 1. Se muestran los árboles T1, T2, T3, T4, el grafo C4(T1, T2, T3, T4) y el
grafo de ĺınea L(C4(T1, T2, T3, T4)), ver figura 1.

Figura 1: Los árboles T1, T2, T3, T4, el grafo C4(T1, T2, T3, T4) y su grafo de ĺınea
L(C4(T1, T2, T3, T4)) .

La escalonabilidad de grafos también puede ser estudiada en términos de la
descomposición por vértice. En [10] Woodroofe introdujo el concepto de grafo des-
componible por vértice considerando su complejo de independencia y la definición
de complejo descomponible por vértice. Un grafo G es descomponible por vértice
si es un grafo totalmente disconexo o si existe un vértice de descomposición v
tal que G\v y G\NG[v] son ambos descomponibles por vértice. Un vértice v de
G se denomina vértice de descomposición si no existe un conjunto independiente
en G\NG[v] que sea un conjunto independiente máximal en G\v. El vértice v
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es llamado vértice de descomposición del grafo G. Aśı, por el lema de Wachs [9,
Lema 6], un grafo que es descomponible por vértice también es escalonable.

En [10] Woodrofe demuestra que dado un grafoG tal que para dos vértices v, w
de G se cumple que NG[v] ⊆ NG[w], entonces w es un vértice de descomposición
de G. Esto implica que cualquier vecino de un vértice simplicial de un grafo G
es un vértice de descomposición de G. Esta afirmación le permitió a Woodroofe
demostrar que los grafos cordales son descomponibles por vértice y por lo tanto
escalonables.

El teorema de Van Tuyl y Villarreal [7, Teorema 2.6] establece que si un grafo
G es escalonable, entonces el subgrafo G′ = G\NG[x] es escalonable para todo
vértice x de G. Sin embargo, el hecho de que G sea escalonable no implica que el
subgrafo G\{x} sea escalonable para todo vértice x. A continuación se demuestra
que la escalonabilidad se preserva al eliminar un vértice que sea vecino de un
vértice simplicial en un grafo escalonable. Notemos que en este caso el vértice a
eliminar es un vértice de descomposición.

Corolario 2. Sea G un grafo escalonable, x un vértice simplicial en G y sea y
un vecino de x. Entonces G\{y} es escalonable.

Demostración. Sea G escalonable y NG(x1) = {x2, . . . , xr}, donde x1 = x y
xr = y. El grafo Gi = G\NG[xi] es escalonable por el teorema 1 para cada
i = 1, ..., r. Sea Fi1, ..., Fisi un escalonamiento de Gi para cada i = 1, . . . , r. Por
la demostración del teorema 1 tenemos que

F11 ∪ {x1} , ..., F1s1 ∪ {x1} , ..., Fr1 ∪ {xr} , ..., Frsr ∪ {xr}

es un escalonamiento de G. Además tenemos que NG(x1) ⊆ NG(xi) para cada
i = 2, . . . , r, lo cual implica que cada uno de los vértices x2, . . . , xr es un vértice
de descomposición. Como xr es un vértice de descomposición de G, entonces si
eliminamos del escalonamiento de G la sublista de los conjuntos independientes
que contienen a xr obtenemos la lista de todos los conjuntos independientes ma-
ximales de G\xr.

F11 ∪ {x1} , ..., F1s1 ∪ {x1} , ..., Fr−1 1 ∪ {xr−1} , ..., Fr−1 sr−1 ∪ {xr−1}

Por la definición de escalonabilidad, es claro que esta lista forma un escalona-
miento de G\xr = G\{y} y por tanto este grafo es escalonable.

Utilizando el corolario 2 y el lema de Wachs [9, Lema 6], se puede dar otra
caracterización para la escalonabilidad de los grafos que contienen vértices sim-
pliciales.

Teorema 2. Sea G un grafo con un vértice simplicial x y sea y un vecino de x.
G es escalonable si y sólo si los grafos G\y y G\NG[y] son escalonables.
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Demostración. Supongamos que el grafo G es escalonable, por el corolario 2 el
grafo G\y es escalonable y el teorema de Van Tuyl y Villarreal [7, Teorema
2.6] asegura la escalonabilidad de G\NG[y]. En la otra dirección supongamos
que G\y y G\NG[y] son escalonables, por el lema de Wachs [9, Lema 6], G es
escalonable.

3 Escalonabilidad de hipergrafos simples que contienen vértices sim-
pliciales

La escalonabilidad de los hipergrafos simples con emparejamiento perfecto de tipo
König fue estudiada en [4]. Recientemente Woodroofe [11] introdujo el concepto
de vértice simplicial de un hipergrafo simple.

Sea C = (VC , EC) un hipergrafo simple y v ∈ VC . Por C\{v} se denota el
hipergrafo simple obtenido al eliminar el vértice v, cuyo conjunto de vértices es
VC\{v} y cuyo conjunto de aristas es {e ∈ EC | v /∈ e}. La contracción del vérti-
ce v es el hipergrafo simple C/{v} cuyo conjunto de vértices es VC\{v} y cuyas
aristas son los subconjuntos minimales de {e\{v} | e ∈ EC}. Un hipergrafo sim-
ple obtenido de C mediante la eliminación o contracción sucesiva de vértices se
denomina menor de C. Es fácil comprobar que si ∆C es el complejo de indepen-
dencia del hipergrafo simple C, los complejos asociados a la eliminación C\{v}
y la contracción C/{v} del vértice v son ∆C\v y link∆C(v) respectivamente [11,
Lema 2.2]. Si se tiene que σ ⊂ VC es un conjunto independiente de C entonces
C/σ denota la contracción de cada vértice de σ en cualquier orden y el complejo
simplicial asociado a este menor de C es link∆C(σ). Por otra parte, el complejo
simplicial ∆C\σ está asociado al hipergrafo simple Cσ cuyas aristas son los sub-
conjuntos minimales de EC ∪ σ , es decir, se agrega σ como una nueva arista y se
toman los subcojuntos minimales respecto a la inclusión para que el hipergrafo
resultante sea simple [11, Lema 2.2]. Se puede comprobar fácilmente que cuando
σ está formado por un solo vértice v, entonces C{v} = C\{v}.

Un vértice x de C es simplicial si para cualesquiera dos aristas e1, e2 ∈ EC que
contienen a x, existe una tercera arista f tal que f ⊆ (e1 ∪ e2)\{x}. El siguiente
teorema establece condiciones necesarias y suficientes para la escalonabilidad de
los hipergrafos simples que contienen al menos un vértice simplicial y generaliza
el teorema 1 al caso de los hipergrafos simples.

Teorema 3. Sea x un vértice simplicial de C, {e1 . . . , er} las aristas de C que
contienen a x, C0 = C/x y Ci = C/σi donde σi = ei\{x} para cada i ∈ {1, . . . , r}.
Entonces el hipergrafo simple C es escalonable si y solo si Ci es escalonable para
cada i ∈ {0, 1, . . . , r}.

Demostración. Si C es escalonable, entonces C0, C1, . . . , Cr son escalonables por el
resultado de Wachs [2, Proposición 10.14]. Entonces basta probar la otra impli-
cación. Sea F01, . . . , F0s0 un escalonamiento de ∆C0 = link∆C(x) y Fi1, . . . , Fsi un
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escalonamiento de ∆Ci = link∆C(σi) para cada i ∈ {1, . . . , r}. Afirmamos que

F01 ∪ {x}, . . . , F0s0 ∪ {x}, F11 ∪ σ1, . . . , F1s1 ∪ σ1, . . . ,

Fr1 ∪ σr, . . . , Frsr ∪ σr

es la lista completa de las caretas de ∆C y que esta lista es un escalonamiento de
este complejo.

Sea F una careta de ∆C . Si x ∈ F , entonces F\{x} ∈ ∆C0 . Si x /∈ F , como F
es un conjunto independiente maximal, al agregar el vértice x a F obtenemos que
el conjunto F ∪{x} no es independiente, por lo tanto existe una arista e ⊆ F ∪{x}
tal que x ∈ e. Aśı que e\x = σi para cierto i ∈ {1, . . . , r}. Luego σi = e\x ⊆ F ,
lo que implica que toda careta de ∆C que no contiene a x, contiene algún σi.

Ahora probemos que el orden dado anteriormente es un escalonamiento de
∆C . Sea σ0 = x. Afirmamos que σi ∪ σj para 0 ≤ i < j ≤ r no se contiene en
ninguna careta de ∆C , de lo contrario, si existiera una careta F tal que σi∪σj ⊆ F
para algún par i, j ∈ {0, 1, . . . , r}, como x es un vértice simplicial, existiŕıa una
arista e ⊆ σi ∪ σj ⊆ F , lo que contradice el hecho de que F es un conjunto
independiente.

Consideremos dos casos:

1. F ′ = Fik ∪ σi < F = Fjt ∪ σj , donde i < j. Existe un vértice y ∈ σj tal
que y /∈ Fik ∪ σi, entonces y ∈ F\F ′. Veamos que Fjt ∪ (σj\{y}) ∪ {x} es
un conjunto independiente de C, pues de lo contrario existiŕıa una arista
ep que contiene a x y tal que ep\{x} = σp ⊆ Fjt ∪ (σj\{y}) ⊆ Fjt ∪ σj lo
que implicaŕıa que σp ⊆ Fjt ∪ σj lo cual es una contradicción. Entonces,
existe una careta F ′′ = F0l ∪ {x} < F tal que Fjt ∪ (σj\{y}) ∪ {x} ⊆ F ′′ y
{y} = F\F ′′.

2. F ′ = Fik ∪ σi < F = Fit ∪ σi, donde k < t. Este caso se demuestra a partir
de la escalonabilidad de ∆Ci .

El siguiente ejemplo ilustra el uso del teorema 3:

Ejemplo 2. Sea el hipergrafo C = (VC , EC) con VC = {a, b, c, d, e, f, g}, y cuyas
aristas son e1 = {a, b, c}, e2 = {a, b, d}, e3 = {a, c, d}, e4 = {b, c, d}, e5 =
{c, e, f}, e6 = {f, g}. El vértice a es simplicial puesto que para las aristas e1, e2

y e3 que contienen al vértice a se cumple:

e4 ⊆ (e1 ∪ e2)\a = (e1 ∪ e3)\a = (e2 ∪ e3)\a = {b, c, d} .

Además de la contracción del vértice a en C, se deben contraer los subconjuntos
de vértices:

σ1 = e1\a = {b, c} , σ2 = e2\a = {b, d} , σ3 = e3\a = {c, d} .
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Los menores Ca = C/a, C1 = C/σ1, C2 = C/σ2 y C3 = C/σ3 tienen los siguientes
conjuntos de aristas:

ECa = {b, c} , {b, d} , {c, d} , {c, e, f} , {f, g}
EC1 = {a} , {d} , {e, f} , {f, g}
EC2 = {a} , {c} , {f, g}
EC3 = {a} , {b} , {e, f} , {f, g}

y sus complejos simpliciales asociados son:

∆Ca = 〈{b, e, f}, {b, e, g}, {d, e, f}, {d, e, g}, {c, e, g, }, {c, f}〉 ,
∆C1 = 〈{e, g}, {f}〉 ,
∆C2 = 〈{e, f}, {e, g}〉 ,
∆C3 = 〈{e, g}, {f}〉 .

Es fácil comprobar que la lista de caretas de cada uno de estos complejos simpli-
ciales forma un escalonamiento, por lo tanto, aplicando el teorema 3 obtenemos
un escalonamiento de ∆C:

{a, b, e, f}, {a, b, e, g}, {a, d, e, f}, {a, d, e, g}, {a, c, e, g, }, {a, c, f},

{b, c, e, g}, {b, c, f}, {b, d, e, f}, {b, d, e, g}, {c, d, e, g}, {c, d, f}.

Al igual que para el caso de los grafos, el teorema anterior nos permite intro-
ducir la familia de los hipergrafos simples recursivamente simpliciales.

Definición 2. Un hipergrafo simple C es recursivamente simplicial si C es vaćıo
o tiene un vértice simplicial x tal que el menor C/x y los menores C/ (e\{x})
para cada arista e que contiene a x, son recursivamente simpliciales.

Corolario 3. Sea C un hipergrafo simple recursivamente simplicial. Entonces C
es escalonable.

Demostración. Primeramente notemos que un hipergrafo vaćıo es escalonable. Si
C no es vaćıo, se procede por inducción sobre el número de vértices. Sea x un
vértice simplicial de C. Por la hipótesis de inducción los menores C/x y C/ (e\{x})
para cada arista e tal que x ∈ e, son escalonables. El teorema 3 asegura la
escalonabilidad de C.

En [7] Van Tuyl y Villarreal establecieron la escalonabilidad de los hipergrafos
simples con la propiedad de vértice libre. Un vértice x de un hipergrafo simple
C es un vértice libre si tiene grado uno, es decir, si aparece en una sola arista
de C. Un hipergrafo simple C tiene la propiedad de vértice libre si cada menor
tiene un vértice libre. Como un vértice libre es un vértice simplicial, entonces un
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hipergrafo simple con la propiedad de vértice libre es recursivamente simplicial y
su escalonabilidad se obtiene a partir del corolario anterior.

En [11] Woodroofe introdujo el concepto de hipergrafo simple cordal como un
hipergrafo simple tal que cada uno de sus menores contiene un vértice simplicial
y demostró que todo hipergrafo cordal es escalonable. Este resultado también se
obtiene del corolario anterior pues un hipergrafo cordal es también recursivamente
simplicial.

En el art́ıculo citado en el párrafo anterior, Woodroofe extendió la definición
de cara de descomposición a los complejos simpliciales no puros. Una cara de
descomposición de un complejo simplicial ∆ es una cara tal que ninguna cara
de link∆(σ) es una careta de ∆\σ. Notemos que esta definición generaliza el
concepto de vértice de descomposición. Este concepto le permitió a Woodroofe
generalizar el lema de Wachs [9, Lema 6] al probar que si σ es una cara de
descomposición de ∆ y los subcomplejos ∆\σ and link∆(σ) son escalonables,
entonces ∆ es escalonable [11, Lemma 3.4]. Además Woodroofe mostró que si x
es un vértice simplicial de un hipergrafo C y e es una arista de este hipergrafo
que contiene a x entonces el subconjunto de vértices σ = e\{x} es una cara de
descomposición del complejo simplicial ∆C asociado a C.

El resultado de Wachs para los enlaces de complejos simpliciales escalonables
[2, Proposición 10.14] implica que si un hipergrafo simple C es escalonable, enton-
ces la contracción C/σ es escalonable para cualquier conjunto independiente σ de
C. Sin embargo, el hecho de que C sea escalonable no implica que el subcomplejo
∆C\σ (y por tanto su hipergrafo asociado Cσ) sea escalonable para todo conjunto
independiente σ. A continuación se demuestra que si C es escalonable y contiene
un vértice simplicial x, la escalonabilidad de ∆C implica la escalonabilidad de
∆C\σ si σ = e\x, donde e es una arista que contiene a x. Notemos que en este
caso σ es una cara de descomposición. El siguiente teorema generaliza entonces
el corolario 2.

Corolario 4. Si C es un hipergrafo escalonable y x un vértice simplicial de C,
entonces Cσ es escalonable para cualquier σ = e\x donde e es una arista que
contiene a x.

Demostración. Sea C escalonable, σ1, . . . , σr los subconjuntos asociados a las aris-
tas e1, . . . , er que contienen a x y sea σ = σr. Por la demostración del teorema 3
se puede formar el escalonamiento

F01 ∪ {x}, . . . , F0s0 ∪ {x}, F11 ∪ σ1, . . . , F1s1 ∪ σ1, . . . ,

Fr1 ∪ σr, . . . , Frsr ∪ σr.

Las caretas de ∆C\σr son

F01 ∪ {x}, . . . , F0s0 ∪ {x}, F11 ∪ σ1, . . . , F1s1 ∪ σ1, . . . ,

Fr−11 ∪ σr−1, . . . , Fr−1sr−1 ∪ σr−1
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y este es un escalonamiento de ∆C\σr, por tanto el hipergrafo simple Cσ es esca-
lonable.

Utilizando el corolario 4 y el lema de Woodroofe [11, Lema 3.4], se puede
dar otra caracterización para la escalonabilidad de los hipergrafos simples que
contienen vértices simpliciales.

Teorema 4. Sea C un hipergrafo con un vértice simplicial x y sea σ = e\x una
cara de descomposición donde e es una arista que contiene a x. Entonces C es
escalonable si y sólo si los hipergrafos Cσ y C/σ son escalonables.

Demostración. Supongamos que el hipergrafo C es escalonable, por el corolario 4
Cσ es escalonable y el teorema 3 asegura la escalonabilidad de C/σ.

En la otra dirección supongamos que Cσ y C/σ son escalonables. Como σ
es una cara de descomposición de ∆C y los subcomplejos ∆C\σ and link∆C(σ)
asociados a los hipergrafos Cσ y C/σ son escalonables, entonces ∆C es escalonable
por lema de Woodrofe [11, Lemma 3.4].
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El financiamiento de este trabajo está soportado por el Proyecto de Investigación
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