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INTRODUCCION

En el contexto de la Educacion Matematica, el presente trabajo de
investigacién se encuentra enmarcado en el programa de Doctorado en
Educacion, Linea de Docencia de las Matematicas, adscrito a la Facultad de
Educacién de la Universidad de Antioquia. EIl propésito es estructurar la
entrevista socratica como estrategia metodoldgica para posibilitar el progreso
en la comprension de uno de los teoremas mas importantes del Calculo, de
acuerdo con la teoria de Pirie y Kieren, el cual tiene que ver con la relacion
inversa entre cuadraturas y tangentes: El Teorema Fundamental del Calculo.

La teoria de Pirie y Kieren es el marco teérico en el cual se desarrolld el
trabajo. La teoria ofrece multiples ventajas en lo que respecta a: las
experiencias de ensefianza y aprendizaje publicadas por los autores y otros
investigadores, que dan cuenta de cédmo evoluciona la comprensién de los
estudiantes en conceptos como los de Fracciones, Funcion Cuadratica,
Limites, Derivadas e Integrales; las caracteristicas como E/ Folding Back, los
limites de falta de necesidad y las complementariedades de la accion y la
expresion, observadas por Pirie y Kieren en los andlisis realizados en sus
investigaciones y, finalmente, la estructura del modelo fractal propuesto, en el
cual exhiben sus niveles de comprension.

En el Capitulo 1 se describe en detalle el marco teérico, en conjunto con las
caracteristicas tenidas en cuenta en el disefio y aplicacién de una entrevista
de caracter socratico, durante el proceso de comprensién matematica por
parte del estudiante.

En el Capitulo 2 se estructura un desarrollo histérico, que busca situar en
contexto la evoluciéon del Teorema Fundamental del Calculo, para obtener
informacion sobre las dificultades en las concepciones mostradas por los
matematicos de la época vy, ser contrastadas con los procesos de
comprensién analizados cualitativamente en los estudios de caso
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presentados. También, se presentan diferentes alternativas didacticas
propuestas en diferentes textos de Calculo y, una de ellas, producto del
trabajo de investigacion.

En el Capitulo 3 se hace explicita la entrevista de caracter socratico y la
intencionalidad de cada una de las preguntas, en coherencia con la
caracterizacion que el investigador encontré y que esta en correspondencia
con los niveles de comprension de la teoria de Pirie y Kieren.

En el Capitulo 4 se analizan tres estudios de caso, en los cuales son
identificados los registros de Foldibg Back y las complementariedades de la
accion y la expresion, generando para cada uno un mapa de la comprension,
de acuerdo al recorrido reaslizado por los estudiantes, en su paso por los
niveles al interior de la teoria.

En el Capitulo 5 se presentan los productos obtenidos por parte del
investigador, de acuerdo con los resultados obtenidos a partir del disefio
metodoldgico en el contexto de la teoria de Pirie y Kieren, que dan cuenta del
impacto originado por la investigacion en el campo de la Educaciéon
Matematica y de la que resulta una estrategia alternativa eficaz para la
comprensién de conceptos del Andlisis Matematico, como es el caso del
Teorema Fundamental del Célculo.

Finalmente, en el anexo 1 se encuenta un articulo que se logra consolidar
como aporte adicional al estudio y que consiste en el disefio y aplicacion de
una entrevista para la comprension de la relacion inversa entre cuadraturas y
tangentes, fundamentado sélo con la interaccibn de la herramienta
Geogebra®, y para la cual, fue escogido un estudiante con las aptitudes y
destrezas necesarias para manipularla con facilidad y asi observar en detalle,
la evolucién en la comprension del TFC.
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1 CONTEXTUALIZACION DEL ESTUDIO

1.1 El problema de investigacion

En los ultimos afos, los investigadores en el campo de las Matematicas se
han destacado por sus mdltiples avances tedricos en lo que respecta al
descubrimiento de nuevos teoremas, la ampliacion teérica mediante una
construccién axiomatica con mas definiciones y sobre todo, por su aporte a
los avances cientificos y tecnoldgicos en lo que se refiere a las Matematicas
Aplicadas. Por su parte, la Educacién Matematica se ha venido preocupando
cada vez mas por desarrollar propuestas innovadoras, dirigidas tanto a
estudiantes como a docentes, con el fin de mejorar la comprension de los
conceptos matematicos y superar las dificultades que presentan los
estudiantes, durante el proceso de enseflanza-aprendizaje de las
Matematicas. De hecho, los investigadores en esta é&rea contintan
trabajando en el disefo de estrategias metodolégicas que contribuyan a
mejorar el nivel de razonamiento de los estudiantes, la interpretacion de
enunciados matematicos, la resolucion de situaciones-problema y en algunos
casos, la manipulacién algebraica.

En esta direccion, los lineamientos curriculares de Matematicas del sistema
educativo colombiano estan orientados a la conceptualizacién por parte de
los estudiantes, a la comprensién de sus posibilidades y al desarrollo de
competencias que les permitan afrontar los retos actuales, incluyendo la
adquisicibn de competencias o formas de actuacion que puedan ser
nombradas como caracteristicas del pensamiento matematico en general, y
l6gico en particular. Desde este punto de vista interesa observar los cambios
de los alumnos a partir de sus estados iniciales de conocimiento y actuacion,
pasando por el analisis de los comportamientos y logros durante los procesos
de ensefanza y aprendizaje hasta llegar a la comprension de los conceptos.
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La presente investigacion pretende especificamente, facilitar a los
estudiantes de la Educacién Media y primer semestre de universidad, que
han pasado por una ensenanza de los conceptos de recta tangente y area, la
comprensién de uno de los teoremas mas importantes del Analisis
Matematico (y por supuesto de los conceptos que alli se involucran) como lo
es el TFC', mediante la extensién y aplicacion de la teoria PK?, con el disefio
de actividades enmarcadas en los niveles de comprension propuestas por la
teoria. Es importante destacar el uso de conceptos como los de area, grafica
de una expresion algebraica, pendiente de una recta, entre otros, por parte
de los estudiantes, sin necesidad de acudir al Célculo infinitesimal, y tan sélo
con la ayuda de procesos de razonamiento infinito, poder propiciar que se
comprenda la relacién inversa en cuestion.

Muchas investigaciones acerca del TFC y de algunas experiencias
educativas durante su ensefanza, dan cuenta de algunas dificultades para
comprender el concepto de recta tangente a una curva en un punto (Esteban,
2003) y, de otro lado, el de cuadratura o calculo del area de una region plana
cualquiera, y proponen ciertos mecanismos didacticos (visuales, escritos,
orales) como estrategia para superar tales dificultades; otras por su parte,
realizan una exploracion epistémica de los conceptos y explican en forma
adecuada la evolucion desde sus inicios hasta nuestros dias, con el fin de
consolidar asi las estrategias didacticas adecuadas que permitan su
comprension.

Sin embargo, en la revision de esta literatura, no se encuentra un estudio que
permita vislumbrar y precisar la real dificultad que presentan los estudiantes,
y los mismos profesores, cuando se aborda la comprension del TFC en su
manifestacion geométrica, esto es, el caracter inverso de los significados
geomeétricos de los conceptos que en éste subyacen, lo que respalda la
pertinencia de la presente investigacion.

En el proceso de aprendizaje de las Matematicas, algunos estudiantes
resuelven correctamente problemas y ejercicios y, por supuesto, aprueban
los examenes de Calculo, pero este hecho no garantiza la comprension de
los conceptos matematicos utilizados en el TFC, pues la mayoria de estos
examenes no trascienden lo operativo, lo mecanico o memoristico. En otros

' Llamado por la mayoria de los autores como segundo Teorema Fundamental del Calculo,
el cual tiene que ver directamente con la evaluacion de integrales definidas. Es necesario
aclarar que algunos textos de Calculo llaman segundo TFC (Teorema de Evaluacion o
simplemente TFC), a los que otros llaman primer TFC y viceversa, hecho que obedece al
tratamiento secuencial de los teoremas y sus correspondientes demostraciones, de acuerdo
a la presentacion preferencial o rigurosa que hacen los autores.

% Pirie & Kieren. En adelante, se hablara de la teoria PK haciendo referencia a toda la teoria
para la comprension matematica postulada por Pirie & Kieren y, como modelo de Pirie &
Kieren, sélo al gréfico fractal en el cual se exhiben sus niveles.
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casos, los maestros se limitan a evaluar lo andlogo a lo hecho en clase, algo
asi como un aprendizaje por analogia, con el fin de evitar altos porcentajes
de reprobacion, lo que en términos de Gay Brousseau se denomina efecto
Topazze (Bishop, 1991, pags. 13-38).

Pues bien, de hecho, las situaciones descritas anteriormente suceden con
mucha frecuencia al evaluar la aplicacién de algunos conceptos o teoremas
del Andlisis Matematico que se abordan en los primeros afios de universidad.
Considérese especificamente el TFC, el cual ofrece una gran facilidad de
aplicarse correcta y eficazmente en la solucién de muchas situaciones, pero
su alto contenido geométrico y los conceptos involucrados, que a simple vista
no tienen ninguna relacibn geométrica, hacen que se dificulte su
comprensién. La investigacién exhibe un fenémeno que preocupa a muchos
maestros en la actualidad y obliga a pensar en estrategias que aseguren un
verdadero aprendizaje que trascienda la mera aplicacion de algoritmos,
teoremas y definiciones, y a superar las posibles dificultades de tipo
simbdlico; es decir, se pretende que el estudiante logré un avanzado nivel de
razonamiento e integre los conceptos subyacentes involucrados en la
comprensién del TFC.

Partiendo de lo anterior, el problema que se aborda en el presente estudio
es:

A Los estudiantes de ultimo ano de Educacion Media y primer semestre
de universidad, se les dificulta comprender la relacion inversa entre los
conceptos de area bajo una curva y la pendiente de la recta tangente a
una curva en un punto, dada la complejidad de los procesos de
razonamiento infinito inherentes a ambos conceptos.

En otras palabras, el problema identificado tiene que ver directamente con la
dificultad de sustituir conceptos intuitivos como los de tangente y area, por
los actuales de derivada e integral, los cuales se obtienen por un proceso
mental de aproximaciéon, que no son otra cosa que procesos de
razonamiento infinito. En términos matematicos, tales procesos tienen que
ver con las siguientes ideas:

e La recta tangente como limite del haz de secantes. En este sentido el
proceso de aproximacion involucra el concepto de limite y su relacion
con los diferenciales: Ay= f(x+Ax)— f(x)=dy= f'(x)dx. También
se considera fundamental, dentro del pensamiento mateméatico del
estudiante, la separacidbn de la idea de recta tangente a una
circunferencia con la generalizacidén de la recta tangente a una curva
cualquiera.
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El area limitada por dos curvas en un intervalo. El proceso de
aproximacion se evidencia en la particion de un intervalo [a,b] para

definir la mtegral definida como el limite de una suma de Riemann:

[Lotgscmpy 0% st

La parte del TFC en el que se usa la funcién de acumulacién® (Purcell
& Varberg, 2007, pag. 233), presenta la igualdad

%(Lg(X)f(t)dt)=f[g(x)].g'(x), donde f es continua en un intervalo

abierto que contiene a a. En esta parte del TFC, la investigacion
intenta hacer explicito, aunque no hace parte del objetivo central de la
investigacién, que algunos aspectos que suelen ser operativamente
faciles, pero conceptualmente complejos, como lo es el caso de que el
resultado sea el mismo, independiente del valor del limite inferior de la
integral (como constante) y que tan so6lo sea la misma funcion
integrando, reemplazando la variable auxiliar ¢ por la funciéon que
corresponde al limite superior de la integral, multiplicado esto por la
derivada de la ultima.

La otra parte del TFC presenta la igualdad: jbf(x)dx:F(b)—F(a),

donde f es continua en [a,b] y F es una antiderivada de f en el

mismo intervalo. En esta parte del teorema, la investigacion intenta
hacer explicito en la comprensidon del estudiante un aspecto
geométrico que hace pensar en que un area corresponde a una
diferencia de longitudes.

De acuerdo a lo anterior, se hace necesario plantear un objetivo que permita
construir una estrategia metodolégica, producto de la investigacion, como
respuesta al problema planteado.

1.2 Pregunta de investigacion

A partir de las dificultades encontradas en los estudiantes al abordar el
estudio del TFC, se presenta la siguiente pregunta de investigacion:

® Por funcién de acumulacion, los autores se refieren particularmente a la funcién

F(x)

=fo(t)dt, dado que acumula el area bajo una curva desde un valor fijo x=a

hasta un valor variable x.
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¢ Cudles son los elementos necesarios para la implementacién de una
entrevista de caracter socratico en el marco de la teoria de PK, que permita
describir la comprension de los procesos de razonamiento infinito
involucrados en el TFC, dentro del pensamiento matematico avanzado?

Para desarrollarla, sera necesario analizar los aspectos que hacen pertinente
la teoria de PK y un rastreo histérico de la evoluciéon del TFC, los cuales
aportaran elementos para la implementacién de la entrevista de caracter
socratico.

1.3 Objetivo general

La propuesta tiene como objetivo implementar una entrevista de caracter
socratico en el marco de la teoria de PK como estrategia metodoldgica, de tal
manera, que se convierta en una experiencia de ensefanza y aprendizaje
para los estudiantes del ultimo afno de la Educacion Media y primer afio de
universidad, con el fin de favorecer la comprensiéon de los procesos de
razonamiento infinito inherentes a los conceptos de area bajo una curva y la
pendiente de la recta tangente a una curva en un punto, para finalmente,
establecer la relacion inversa que hay entre éstos en la comprension del
TFC.

La propuesta caracterizara a priori descriptores para los primeros cuatro
niveles de comprensién del modelo* en la teoria de PK para el TFC.
Posteriormente, producto del trabajo de campo surgen pautas con el fin de
que los descriptores preliminares sean refinados y se articulen de manera
coherente a los niveles del modelo. Esto le permite al investigador, por un
lado, describir de manera detallada la forma como un estudiante amplia la
comprensién en su progreso entre un nivel y el siguiente y, por el otro, la
consolidacion de la estrategia metodolégica.

1.4 Objetivos especificos

e Rastrear conceptos como los de area, pendiente, tangente, derivada e
integral definida, y su relacion con el desarrollo histérico del TFC, lo

* El modelo de PK (dentro de la teoria) hace referencia al grafico fractal en el cual se exhiben
los niveles de comprension expuestos por la teoria y no a toda la teoria como tal. El modelo
serd presentado mas adelante.
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que permitira reconocer en detalle algunas dificultades en el proceso
de comprensién, en el contexto de la teoria de PK.

e Identificar las caracteristicas propias de los cuatro primeros niveles de
comprensién que propone la teoria de PK y articularlas con el estudio
del TFC.

e Plantear los descriptores preliminares de cada uno de los cuatro
primeros niveles de comprensibn para el TFC, los cuales
direccionaran y refinaran el guion de entrevista de caracter socratico.

e Disenar un test basado en el guidén de entrevista de caracter socratico,
con el fin de comprobar que es posible la deteccion de los niveles de
razonamiento propuestos en la teoria de PK; al mismo tiempo que se
automatiza la adscripcién de los estudiantes en su correspondiente
nivel.

El planteamiento y consecucién de estos objetivos, permiten alimentar el
alcance del objetivo general para la presente investigacion.

1.5 Aspectos generales de la investigacion en Educacion Matematica

Desde sus areas de conocimiento, los matematicos, psicélogos, socidlogos y
pedagogos se han inquietado de manera profunda por el desarrollo cientifico
de la Educacién Matematica a través del tiempo, y de cédmo contribuye al
logro de una mayor comprension de los procesos de ensefianza y
aprendizaje, identificando las condiciones necesarias y suficientes para
obtener una mayor eficacia en el ejercicio de la docencia de las matematicas.

La investigacion en Educaciéon Matematica puede ser clasificada en tetrica y
practica (Gutiérrez, 1991). En lo correspondiente a las investigaciones
tedricas, él sefala que en ellas se enmarcan los trabajos de elaboracion de
teorias de ensefianza o de aprendizaje las cuales abordan las diferentes
componentes matematicas, psicolégicas y pedagdgicas que intervienen en
los procesos de comprension y aprendizaje de las Matematicas: procesos y
capacidades de razonamiento, estrategias de ensefianza, niveles de
comprensién, obstaculos en el aprendizaje y formacion o modificacién de
redes conceptuales.

Aparecen aqui dos clases de teorias: las especificas sobre la ensenanza y
aprendizaje de las matematicas, de las que trata Skemp, Dienes, van Hiele y
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Pirie y Kieren, entre otros, y las teorias mas generales como la de Piaget,
constructivismo y el constructivismo social.

Con respecto a las investigaciones préacticas, Gutiérrez sefiala que un gran
namero de investigadores se dedican a ellas. En este tipo de trabajos se
trata de estudiar algun tema en particular de la ensefanza o el aprendizaje
de las Matematicas, analizando los procesos de aprendizaje de los
estudiantes, sus dificultades y errores en el desarrollo de un método de
ensefianza, entre otros, lo que hace que la presente investigacion se
contextualice en esta ultima clasificacion.

1.5.1 Lineas de investigacion en Educacion Matematica

Aunque el objetivo basico de la investigacion en Educacion Matematica es
conocer los procesos de aprendizaje de los estudiantes e identificar qué
aprenden y como aprenden, ofreciendo a los profesores propuestas efectivas
para desarrollar en las aulas; es importante reconocer que la actividad
investigadora internacional no es monolitica y homogénea, sino diversificada
y heterogénea.

Ha habido intentos de plantear los principales problemas de ensefianza de
las Matematicas que deberian ser resueltos, a semejanza de la famosa lista
de los 23 principales problemas de las Matematicas enunciados por Hilbert
en 1900. Si bien, los problemas planteados por Hilbert han marcado
fuertemente las lineas de desarrollo de la investigacion matematica durante
este siglo, no puede decirse que haya ocurrido lo mismo en el campo de la
Educacién Matematica.

Un intento destacado se debe a Freudenthal, quien plantea un grupo de
problemas que se refieren al aprendizaje de algunas areas especificas de las
Matematicas: ¢ por qué los niflos no aprenden bien la aritmética?, ¢ es posible
basar la ensefianza de la geometria en las intuiciones espaciales de los
estudiantes?, ;cdémo podemos usar calculadoras y ordenadores para mejorar
la comprensién de las Matematicas?

Un segundo grupo de problemas se refieren al proceso de aprendizaje de las
Matematicas en general: ;cémo deberian aprender los estudiantes? ;cémo
deben avanzar los profesores en la esquematizaciéon y la formalizacién
durante la ensefanza de un cierto tema?, ;cémo se pueden estimular los
procesos de comprensiéon de las Matematicas y de reflexién sobre las propias
actividades?, ;como se puede estructurar el aprendizaje de las Matematicas
de acuerdo con ciertos niveles diferenciados?
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Un tercer grupo de problemas enunciados por Freudenthal se centra en
componentes efectivas del aprendizaje: ;cdmo se pueden crear actitudes
positivas hacia las Matematicas?, ;cémo se pueden crear contextos en los
qgue se ensefe a matematizar?

Pero estas preguntas planteadas por Freudenthal, de indudable interés e
importancia, no son cuestiones investigables directamente, sino lineas de
investigacién en las que se debe hacer un andlisis detallado, pues estan
formadas por numerosos problemas interconectados. Es decir, existe un hilo
conductor que los integra para su respectivo desarrollo, cada uno de los
cuales necesita del esfuerzo de los investigadores (Freudenthal, 1981, pags.
133-150).

1.5.2 Los modelos educativos

En el contexto de la Educacion, los modelos educativos son visiones
sintéticas de teorias o enfoques pedagdgicos que orientan a los especialistas
y a los profesores en la elaboracién y analisis de los programas de estudio;
en la sistematizacion de los procesos de ensefianza y aprendizaje, o bien en
la comprensién de alguna parte de un programa de estudios. Se podria decir
que los modelos educativos son los patrones conceptuales que permiten
esquematizar claramente las partes y los elementos de un programa de
estudios, o bien los componentes de una de sus partes.

De acuerdo a Antonio Gago Huguet, los modelos educativos son una
representacion arquetipica o ejemplar del proceso de ensefanza-
aprendizaje, en la que se exhibe la distribucién de funciones y la secuencia
de operaciones en la forma ideal, que resulta de las experiencias recogidas
al ejecutar una teoria del aprendizaje. Los modelos educativos varian segun
el periodo histérico en que aparecen y tienen vigencia, en el grado de
complejidad, en el tipo y nimero de partes que presentan, asi como en el
énfasis que ponen los autores en algunos de los componentes o en las
relaciones de sus elementos (Gago, 2010).

El conocimiento de los modelos educativos permite a los docentes y en
general, a los investigadores en Educacién, tener un panorama de cémo se
elaboran los programas, de cdmo operan y cuales son los elementos que
desempefian un papel determinante, en una planeacion didactica o en una
estrategia de intervencion didactica.

Especificamente, en el ambito de la Educacion Matematica, los modelos

educativos han constituido histéricamente marcos teéricos para el desarrollo
de experiencias y estrategias metodoldgicas, que permiten comprender o

10
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avanzar en la comprension de conceptos matematicos, de acuerdo a ciertos
estadios o niveles que postulan y a caracteristicas validadas propias de las
investigaciones respectivas. Como ejemplos se exhiben, el modelo de van-
Hiele y la teoria PK>; este ultimo que es el marco tedrico del que se ocupara
la presente investigacion.

Vale la pena hacer una revisidon a tales modelos en las siguientes secciones,
con el fin de resaltar las investigaciones que hasta el momento se han venido
realizando, y asi fundamentar la pertinencia de la teoria PK en la presente
investigacion.

1.6 Algunos antecedentes acerca de la “comprension”

Hasta 1978, varios escritos no hacian distincion entre la comprension y el
conocimiento, dado que no se tenia una diferencia claramente marcada entre
lo que era un acto, o simplemente una captacién de significado. Tal
distincion aparece con Skemp cuando realizé una reimpresion del Maestro de
la aritmética en el mismo afno, momento en el que llamé la atencion de la
comunidad de la Educacién Mateméatica de Estados Unidos.

En la literatura de la Educacion Matematica, el término “comprension” se
utilizaba libremente, y en particular, (Brownell & Sims, 1946) sintieron que la
comprensién matematica era un concepto dificil de definir y explicaron: “Es
muy dificil de encontrar o formular una definicion técnicamente exacta de
“comprender” o comprension” (p. 163).

Algunos autores antes de 1978, describieron la comprensién como sigue:

e Brownell y Sims describen la comprension como (a) la capacidad de actuar, sentir o
pensar de manera inteligente respecto a una situacién; (b) varia respecto al grado de
seguridad y finalizacion; (c) varia respecto a la situacién problematica que se
presenta; (d) necesita conectar las experiencias del mundo real y los simbolos
inherentes; (e) necesita verbalizaciones, a pesar de que puedan contener
significados menores; (f) desarrolla varias experiencias, en vez de la repeticion de
las mismas; (g) esta influida por los métodos empleados por parte del maestro; y (h)
es inferida por la observacion de las acciones y las verbalizaciones (Brownell &
Sims, 1946).

e (Polya, 1962) por su parte, identificé la comprension como un
elemento complementario a la resolucion de problemas, segun se
indica en la siguiente cita: Se debe tratar de comprender todo; los hechos

® Recuérdese gue antes habiamos hablado del modelo de PK (dentro de la teoria) como el
grafico fractal en el cual se exhiben sus niveles.
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aislados mediante su recopilacion con los hechos relacionados, los descubrimientos
recientes a través de sus conexiones con lo ya asimilado, lo desconocido por
analogia con lo acostumbrado, los resultados especiales mediante la generalizacion,
los resultados generales por medio de la especializacion adecuada, las situaciones
complejas mediante la separacion de las mismas en sus partes constituyentes y los
detalles mediante la integracion de los mismos dentro de una imagen total (p. 23).

De esta manera, Polya identifico cuatro niveles de comprensién como
una regla matematica: (a) "mecanica"- un método memorizado que
puede aplicarse correctamente, (b) "inductivo"- la aceptacién de que
las exploraciones de casos simples se extienden a casos complejos,
(c) "racional"- la aceptacién de la prueba de la regla, segun se
demuestra por alguien mas, y (d) "intuitiva"- la conviccién personal
como una verdad mas alla de cualquier duda. Dichos niveles califican
la comprensibn como un conocimiento asociado con reglas
matematicas.

La comprension, después de 1978 (de acuerdo a los trabajos de Skemp),
hace énfasis en categorias de la comprensibn matematica (Byres &
Erlwanger, 1985): Skemp las clasifica inicialmente como relacional e
instrumental. La primera, consiste en cdmo saber qué hacer y por qué se
debe hacer, proporcionando vias para una transferencia mas eficiente, para
la extraccion de informacién desde la memoria del estudiante, con el fin de
lograr que esa comprensidén sea una meta por si misma, y para promover la
evolucién de la comprensién. La segunda, por su parte, tiene en cuenta
reglas sin una razon, permitiendo un recuerdo facil para promover
recompensas mas tangibles e inmediatas, y para proporcionar un acceso
rapido a las respuestas.

Mas adelante, la clasificacién evoluciona incluyendo dos categorias mas: la
I6gica, organizacion de acuerdo a una prueba formal y, la simbdlica, que
constituye una conexién de simbolismo y notacion para las ideas asociadas.
Otras versiones mas generales de categorizacion proponen que la
comprensién es el desarrollo de conexiones entre ideas, hechos o
procedimientos.

Puntos de vista mas contemporaneos sobre la comprension, permiten
establecer definiciones con elementos comunes, en especial debido a que la
mayoria se derivan de la perspectiva constructivista subyacente, que
considera que la comprensiéon del estudiante se construye mediante la
formacién de objetos mentales y de la realizacién de conexiones entre ellos.
Sin embargo, la comunidad de educadores matematicos no ha alcanzado un
acuerdo unilateral respecto al significado de “comprension” (Schroeder,
1987). Algunos de estos puntos de vista son:

12
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e La comprension como la superacion de obstaculos cognitivos, cuyo
marco teérico es ‘“los obstaculos cognitivos y epistemologicos”
(Bachelard, 1938), (Cornu, 1991), (Sierpinska, 1990).

e La comprensibn como generador de imagenes del concepto y
definiciones del concepto, cuyo marco tedrico es “el concepto-imagen
y el concepto-definicion” (Davis & Vinner, 1986), (Tall, Concept
images, generic organizers, computers, and curriculum change, 1989)
(Tall, 1991), (Tall & Vinner, 1981), (Vinner, 1983), (Vinner, 1991).

e La comprension durante la operacién con representaciones mdultiples,
cuyo marco teérico es “las representaciones multiples” (Kaput, 1985),
(Kaput, 1987), (Kaput, 1989).

e La comprensibn como construccion de las concepciones
operacionales y estructurales, cuyo marco teérico es “la dicotomia
entre las concepciones operativas y estructurales” (Sfard, 1991),
(Sfard, 1992), (Sfard, 1994).

e La comprensidn como proceso continuo de organizacion de las
estructuras de conocimiento, cuyo marco teo6rico es ‘el
constructivismo” (Glasersfeld, 1987).

Aunque nuestro objeto de estudio no se centra en las concepciones acerca
de la comprension, si es necesario visualizar un panorama que nos ayude a
determinar cual de ellas es la mas pertinente para la presente investigacion,
dado que nuestro marco teédrico es precisamente una teoria de comprensiéon
para los conceptos matematicos.

1.7 El marco tedrico de la investigacion: La teoria para la comprension
matematica de PK

Se describen a continuacion algunos rasgos generales de nuestro marco
tedrico, los cuales contextualizan su origen, estructura del modelo de
comprensidn y la pertinencia para conseguir el objetivo de nuestro estudio.

1.7.1 Breve reseina preliminar

La teoria PK sobre la evolucién de la comprension surge desde un referente
netamente constructivista y esta basado en la concepcion de comprensién de
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(Glasersfeld, 1987), quien propuso la siguiente definicién: “El organismo de la
experiencia se convierte en un constructor de estructuras comunicativas, que
pretende resolver dichos problemas conforme el organismo los percibe o los
concibe... entre los cuales se encuentra el problema interminable de las
organizaciones consistentes de dichas estructuras que podemos Illamar
comprension” y anade que la comprensiébn es un proceso continuo de
organizacion de las estructuras de conocimiento de una persona .

A partir de lo anterior, (Pirie & Kieren, 1989) asumieron su concepcién teérica
para la comprensién matematica de la siguiente manera: La comprension
matematica se puede definir como estable pero no lineal. Es un fenémeno
recursivo, y la recursividad parece ocurrir cuando el pensamiento cambia los
niveles de sofisticacion. De hecho cada nivel de comprension se encuentra
contenido dentro de los niveles subsiguientes. Cualquier nivel particular
depende de las formas y los procesos del mismo y, ademas, se encuentra
restringido por los que estan fuera de él.

El origen inicial de la teoria se fundamenta en la observacion y comprension
de las matematicas a nivel escolar medio y superior (universitario) en
conceptos como las fracciones y las funciones cuadraticas. Pirie y Kieren
fundamentan su teoria en “experimentos de ensefanza” en ambientes
constructivistas, mediante entrevistas individuales, grabaciones en video y
audio de actividades que los estudiantes desarrollaban, a la vez que del
andlisis de respuestas a las diferentes intervenciones escritas u orales de los
estudiantes.

1.7.2 Descripcion y caracterizacidon general de la teoria

La teoria PK es una propuesta que consiste en el analisis de la gradacion de
la comprensién de un concepto matematico. La teoria postula un modelo
compuesto por ocho niveles que conforman su aspecto descriptivo (evoluciéon
de la comprensién) y esta dotado por unas caracteristicas identificadas y
analizadas por sus creadores; los ochos niveles describen la evolucion de la
comprensién matematica en cuanto a conceptos o relaciones entre
conceptos (ver Figura 1.2).

De otro lado, las caracteristicas esenciales de la teoria son tres: El Folding
Back, que es quizas la caracteristica mas importante y tiene que ver con el
proceso dinamico de redoblar. En uno de sus articulos, Pirie y Kieren
afirman al respecto: “El redoblamiento permite a una persona funcionar en un
nivel exterior y enfrentarse con un desafio para regresar a un nivel de
comprension mas interno con el fin de reconstruir esa comprension como
base para nuevos niveles externos de comprension” (Pirie & Kieren, 1991b).
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De esta manera, se provoca la reexaminacion de la comprensién de un nivel
de forma distinta, a partir de las acciones que aparecieron originalmente
cuando se trabajé en dicho nivel. La diferencia es cualitativa y realmente
distinta debido a la motivacion asociada con volver a doblar y la comprension
desarrollada en los anillos externos (Pirie & Kieren, 1991a), (Pirie & Kieren,
1992a). La Figura 1.1 exhibe dos ejemplos que representan los mapas que
muestran los recorridos realizados por estudiantes, en investigaciones como
las de (Pirie & Kieren, 1991b) y (Martin, 2008), mientras crece la
comprensién de un concepto en particular.

—

S s

g e

Figura 1.1 Representaciones diagramaticas del modelo para la evoluciéon de la
comprension matematica con los ocho niveles, y el posible mapa de recorrido que
puede hacer un estudiante, en cuanto a la comprension de un concepto
matematico, haciendo Folding Back.

La segunda caracteristica importante del modelo tiene que ver con los
llamados /imites de falta de necesidad que son representados en el siguiente
diagrama del modelo.

Primitive
Knowing

Figura 1.2 Una representacion diagramatica del modelo para la evolucién de la
comprension matematica, en el cual los limites de falta de necesidad estan
representados por los aros mas gruesos.
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Estos limites se refieren al progreso del estudiante hacia una comprension
mas elaborada y estable, que no requiere necesariamente de los elementos
de los niveles mas bajos (Pirie & Kieren, 1992b). De esta manera se
considera que un estudiante que se mueva entre limites de falta de
necesidad ha logrado un importante cambio cualitativo en la comprension de
los conceptos expuestos. No obstante, es posible que un estudiante regrese
a niveles bajos de comprension, aun cuando hayan sido superados
previamente los limites de falta de necesidad.

La tercera caracteristica fundamental del modelo tiene que ver con los acting
and expressing complements (complementariedades de la accion y la
expresion) en cada uno de los niveles (a excepcion del primero y el ultimo).
(Pirie & Kieren, 1994b) en su articulo “Growth in mathematical understanding:
how can we characterise it and how can we represent it?” afirman (traduccién
libre):

El dltimo rasgo de la teoria que aqui, queremos mencionar, es la de la estructura
dentro de los mismos niveles. Creemos que mas alla del primitive knowing cada nivel
se compone de una complementariedad de accion y expresiéon y que cada uno de
estos aspectos de la evolucion de la comprensién son necesarios, antes de moverse
desde cualquier nivel. Ademas, el crecimiento ocurre, actuando primero y luego
expresando, pero con mas frecuencia a través de y desde el movimiento entre estos
aspectos complementarios. En cualquier nivel, la actuacion (el desempefio) abarca
toda la comprensidn previa, suministrando continuidad con los niveles internos, y la
expresién brinda comportamientos distintos a ese particular nivel.

Actualmente, estamos tratando mas precisamente de definir estas
complementariedades en cada nivel y ahora, intentamos presentar en detalle
descripciones de aquellas al interior de los niveles del image making, image having y
del property noticing. Es importante que el lector se dé cuenta que vemos la
comprensién como un proceso y no como una adquisiciéon o localizaciéon y que los
anillos ilustran modos de comprension, mas que de fases exteriormente monotonicas.
Por esta razén, hemos elegido los seis verbos: hacer y revisar, ver y decir, predecir y
registrar, como etiquetas para las complementariedades de la accién/expresién al
interior de los anillos del image making, image having y property noticing.

Esta caracteristica expresa la importancia de estos dos aspectos
fundamentales, los cuales son registrados por los estudiantes cuando estan
comprendiendo conceptos matematicos en situaciones de aprendizaje, y
resaltan la importancia de expresar con respuestas, procedimientos, quizas
no esperados, pero que pueden indicar una actitud innovadora o de
descubrimiento de relaciones matematicas. La respuesta creativa sera
aquella que aparece como nueva para el sujeto que la produce; puede
considerarse como un descubrimiento, en unos casos, 0 como una invencién,
en otros.
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Mas adelante, ellos hablan de ciertos términos que sirve para etiquetar las
complementariedades de la accién y la expresiébn para cada nivel, los
mismos que se muestran en el siguiente cuadro:

Nivel Accién Expresiéon
Primitive Knowing

Image Making Image doing Image reviewing
Image Having Image seeing Image saying
Property noticing Property predicting |Property recording
Formalizing Method applying Method Justifying
Observing Feature identifying |Feature prescribing
Structuring Theorem Theorem proving
Inventising

Tabla 1.1 Etiquetas propuestas por la teoria PK para las complementariedades de
la accion y la expresion en cada nivel.

Pirie y Kieren también caracterizan las complementariedades de los niveles
2, 3 y 4, haciendo uso de una descripcidon general, de acuerdo a una
experiencia de ensefanza en cuanto a la ecuacién cuadratica. En el
siguiente cuadro se describen los rasgos generales que dan cuenta del
momento en que el aprendiz estda actuando y expresando, siendo
ejemplificados de acuerdo a la experiencia de aprendizaje con la ecuacién
cuadratica. Es importante anotar que Pirie y kieren hacen esta descripcion
para los niveles ya mencionados. La presente investigacion pretende
caracterizar los demas niveles, de acuerdo a situaciones a priori, tomadas de
la experiencia del investigador.
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Nivel

Accion

Expresion

Image making

Image doing

Construccién de una imagen mental o
fisica del concepto matematico, ya sea con
tablas, puntos, etc. Sigue las
instrucciones dadas por el profesor sin
ningun tipo de andlisis. No examina los

resultados.
No ha pasado al imege reviewing cuando
simplemente ve su acciéon previa ya

completada y de cierta manera rechaza
regresar a ella por algo menos que lo limite
a una regla.

Ejemplo: Formaciéon de una imagen para
la gréfica de una ecuacion cuadratica.
Juntar los puntos (puede ser de acuerdo a
una tabla de valores) en el orden en el que
fueron calculados. Ubican puntos en la
grafica siguiendo la instruccién
correspondiente, pero no se cercioran si
éste pertenece a la gréfica.

Image reviewing

Consideraciéon de la imagen como un todo.
Se da importancia al orden en el que se
ejecutan las instrucciones. Hay analisis
del trabajo realizado por las instrucciones
dadas y adaptan nuevas tareas a ciertas
ideas tentativas de coémo las imagenes
deben ser construidas. No ha pasado al
image doing cuando permitiendo la
alteracion del comportamiento previo,
todavia no visualiza un patrén propio del
concepto.

Ejemplo: Consideracién de una gréafica
como un todo antes de desplazarse a la
otra (de construir la otra), ver cierto patrén
dentro de la actividad de graficacioén.

Andlisis descriptivo del trabajo realizado.

Nivel

Accion

Expresion

Image having

Image seeing

Identificacion de un elemento discrepante
como un elemento no relacionado con su
imagen mental (pues ya ha reunido
conjuntamente los ejemplos previos y ha
identificado un patrén), pero no es capaz
de decir por qué. Esta complementariedad
de la acciéon parece ser efimera sin la
complementariedad de la expresiéon, en
este nivel.

Ejemplo: Identifica un elemento
discrepante, como por ejemplo, un punto
que al ubicarlo, no corresponde a la grafica
de una funcién cuadratica. El estudiante
lanza declaraciones como: "eso no puede
ser correcto", "ese punto no puede ir alli".
Esto, después de haber graficado varias
funciones cuadraticas.

Image saying

Explicacién del por qué un elemento
discrepante no se acomoda a su imagen.
Articula las caracteristicas del patrén
identificado. Esta en posicién de hablar
acerca de sus acciones y llevarlas mas alla
de la accién de graficar.

Ejemplo: Lanza expresiones como: "Yo
pensé que todos ellos formaban una U
"hemos conseguido ya un punto para x=2",
"todos los que estan en el fondo de la U
son puntiagudos".

No necesariamente implica tener la grafica
correcta o completa.
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Nivel

Accion

Expresion

Property noticing

Property predicting

Distincién y conexién de caracteristicas de
la imagen para formar y hacer posibles
clasificaciones del concepto objeto de
estudio. Se hacen posibles conjeturas con
el analisis de dichas caracteristicas. Esta
complementariedad de la accion parece ser|
efimera sin la complementariedad de la
expresion, en este nivel.

Ejemplo: Distingue y conecta
caracteristicas de su imagen, de acuerdo a
la expresion de la funcién. Asi por
ejemplo, un estudiante puede creer que si
el coeficiente de  y=gx*  esimpar,
entonces la grafica correspondiente es
puntiaguda, mientras que si es par, la
gréfica correspondiente es de fondo plano.

Property recording

Elaboracion de registros que inwolucren
expresiones articuladas en cierta forma
claras. Pueden ser notas mentales o
explicitas que evidencien el hecho de que
una propiedad existié o parece "funcionar”.

El registro no necesita ser escrito.

Ejemplo: El estudiante hace un registro
mental de la propiedad de los coeficientes
de y=ax’ , descrito en el ejemplo de la
izquierda y acepta que es una propiedad
que parece funcionar.

definicion que tiene en su mente acerca del
concepto, esta en correspondencia con las
cualidades comunes que ha concebido.

El alcance de las conexiones entre el
concepto particular y otros conceptos
subyacentes es minimo y local.

Ejemplo: Cuando se le propone construir
la pardbola mediante una estructura, una
regla y una cuerda, con la ayuda de su
profesor, el estudiante indentifica algunos
elementos fijos como: un punto, una recta.

Nivel Accidn Expresion

Method applying Method justifying
Identifica y llega a conocer finalmente las
propiedades del concepto en cuestién con|Expresa cémo las  cualidades o
el fin de hacer una abstraccién que le|propiedades comunes al  concepto
permitira  reconocer las  cualidades|particular conwergen en una sola
comunes y asi concebir una imagen global. |caracteristica comun. Describe en forma
De este modo, el estudiante ya adquiere en|clara (aunque sin necesidad de un lenguaje
su mente una definicibn matematica del|matematico formal) la definicion
concepto en cuestion, aunque puede no|matematica del concepto vy justifica
ser capaz de verbalizarla, o en su defecto,|coherentemente cada wuna de sus
puede no ser capaz de utilizar el lenguaje|afirmaciones que le permiten describir
matematico formal. finalmente su definicién.
Con la posible ayuda de su profesor, el
estudiante es capaz de comprobar

Formalizing mediante un método eficaz, que la

Ejemplo: El estudiante lanza expresiones
como: "Este punto nunca se mueve y esta
recta tampoco”, "o sea que los puntos de
la curva que estoy graficando tienen la
misma distancia al punto y a la rectal, "El
punto que esta en la punta de la gréfica es
el que estd mas cerca de la recta fija".
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Accion Expresion
Feature identifying. Feature prescribing.
Utiliza como referencia su pensamiento
formal. El estudiante observa la estructura|Produce verbalizaciones relacionadas con
general del concepto con el fin della cognicién, sobre el concepto
estructurar y organizar sus procesos de|formalizado, de acuerdo a las propiedades
pensamiento, asi como también, reconocer|que describié en el nivel anterior. Dicho de
las ramificaciones de los procesos de|otra manera, el estudiante hace uso de la
pensamiento. meta-cognicién (ya que tiene un nivel
El estudiante combina las definiciones,|mucho mayor de abstraccién) para
ejemplos, teoremas y demostraciones que|enunciar la definicion del concepto
circundan el concepto particular para|particular, haciendo uso de un lenguaje
Observing identificar los componentes esenciales, las|matematico formal.
ideas de conexién y los medios para cruzar
entre dichas ideas.
Ejemplo: En las gréficas realizadas por|Ejemplo: EI estudiante es capaz de
él, intenta ubicar el punto fijo y la recta fija|definir la parabola en sus propias palabras,
que identifica como elementos comunes en|de manera equivalente, como "el lugar
todas las parabolas. Haciendo uso de las|geométrico de todos los puntos que
palabras: foco, directriz, distancia focal,|equidistan de un punto fijo llamado foco y
etc; se hace una idea de la definicion. de una recta fija llamada directriz".
Deduce, de acuerdo a las caracteristicas
abstraidas, las aplicaciones que una
pardbola tiene en la vida pratica.
Niveles Accion Expresion
Theorem conjecturing. Theorem proving.
Interpreta  la interrelacion de las|Es capaz de demostrar el teorema
observaciones  hechas mediante  un|establecido de maneraa verbal o en forma
sistema axiomatico. escrita, haciendo uso del lenguaje
Hace uso de otros ejemplos con el fin de[matematico adecuado.
validar sus creencias o0 conjeturas,
relacionando ideas subyacentes, axiomas
y otras definiciones, a través de otros
dominios. Percibe de manera coherente la
Struturing interconexion de diversas teorias, hasta
llegar a un teorema.
Ejemplo: El  estudiante  descubre,|Ejemplo: El estudiante, es capaz de
después de varios intentos, que en todas|deducir la ecuacidén general de la parabola,
las parabolas con \értice en el origen,|dados algunos elementos.
existe una directriz y un foco, tales que los|Expresa un resultado y es capaz de
puntos de la paradbola equidistan de estos|establecer si es un teorema.
elementos. Relaciona ejemplos, teoremas
y definiciones para llegar a su conclusion.
Tabla 1.2 Caracterizacion de las complementariedades de la accion y la

expresion para los niveles de la teoria PK con referencia al concepto de funcién

cuadratica.
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La Figura 1.3 muestra las complementariedades de la accién y la expresién en
cada nivel, de acuerdo al modelo.

Conodmiento
primitive

Bnalicic de la
imagen

Figura 1.3 Una representacion diagramatica del modelo para las
complementariedades de la accién y la expresion, en cada nivel.

1.7.3 Nomenclatura de los niveles

Cada uno de los niveles de comprension se describen, de manera tal que se
permita detectar el nivel en que se encuentra un estudiante razonando en
relacion a un concepto matematico, y a la vez, se puedan disefiar estrategias
que permitan mejorar la comprension.

La siguiente interpretacion de los niveles de comprensién del modelo, se
toma de (Meel, 2003)°.

® En adelante, se prefiere conservar las etiquetas de los niveles, la caracteristica del
redoblamiento o Folding Back y los nombres de las complementariedades en inglés, con el
fin de no dar lugar a posibles interpretaciones que se puedan suscitar mas adelante con la
traduccion.
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e Nivel 1. Primitive knowing (Conocimiento primitivo)’. Los
estudiantes afloran en su mente toda la informacion que tiene que ver
con ideas intuitivas (conocimiento intuitivo) o experiencias de
aprendizaje relacionadas con el concepto objeto de estudio. También
se conoce como conocimiento situado en términos de (Brown, Collins,
& Duguid, 1989) o conocimiento previo o informal en términos de
(Saxe, 1988).

e Nivel 2. Image making (Creacion de imagen). El estudiante es
capaz de realizar distinciones con base en capacidades vy
conocimientos anteriores. Las imagenes no necesariamente son
representaciones pictéricas, sino que transmiten el significado de
cualquier tipo de imagen mental. Las acciones que se realizan en este
nivel se relacionan con los aspectos mentales o fisicos que se
evidencien, con el fin de obtener una idea sobre el concepto objeto de
estudio.

¢ Nivel 3. Image having (Comprension de la imagen). En este nivel,
el estudiante se ve en la necesidad de reemplazar las imagenes
asociadas a una sola actividad, por imagenes mentales. El desarrollo
de tales imagenes mentales estan orientadas por un proceso,
liberando al estudiante de las matematicas a partir de la necesidad de
realizar acciones fisicas particulares (Pirie & Kieren, 1992b). Aqui el
estudiante comienza a reconocer las propiedades globales obvias de
las imagenes matematicas inspeccionadas.

e Nivel 4. Property noticing (Observacion de la propiedad). El
estudiante examina una imagen mental y determina los distintos
atributos asociados con dicha imagen, observa las propiedades
internas de alguna especifica, ademas de las distinciones,
combinaciones o conexiones entre las distintas imagenes mentales.
También construye y modifica definiciones mediante la combinacion
de tales propiedades. Es posible igualmente que desarrolle un
concepto-definicion (Tall & Vinner, 1981) creado a partir de la
interaccion entre las diversas imagenes vinculadas, en vez de las
imagenes desconectadas.

e Nivel 5. Formalizing (Formalizacidon). El estudiante conoce las
propiedades para abstraer las cualidades comunes de las clases de
imagenes, abandona los origenes de la accién mental, para finalmente
producir definiciones matematicas completas. Es importante anotar

" En la teoria de PK, primitivo no implica un nivel bajo en mateméticas, sino mas bien, el
lugar de arranque (punto de partida) para el crecimiento de una determinada comprensién de
las Matematicas.
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que las descripciones generales proporcionadas deben ser
equivalentes a una definicibn matematica adecuada, aun cuando no
sea necesario usar un lenguaje matematico formal.

e Nivel 6. Observing (Observacion). El estudiante utiliza su
pensamiento formal, es decir, produce verbalizaciones relacionadas
con la cognicién, sobre el concepto formalizado, ademas, es capaz de
combinar definiciones, ejemplos, teoremas y demostraciones para
identificar los componentes esenciales, las ideas de conexion y los
medios para relacionar dichas ideas.

e Nivel 7. Structuring (Estructuraciéon). En este nivel, el estudiante
trasciende el tema particular para la comprensién que se encuentra en
una estructura mayor, siendo capaz de explicar las interrelaciones de
dichas observaciones mediante un sistema axiomatico (Pirie & Kieren,
1989).

¢ Nivel 8. Inventising (Invencion). El estudiante es capaz de liberarse
del conocimiento estructurado que representa la comprension total y
crea preguntas totalmente nuevas que tendrdn como resultado el
desarrollo de un concepto nuevo. En este nivel, la comprension
matematica del estudiante es considerada sin limites, imaginativa y
llega mas alla de la estructura actual, lo que hace que el conocimiento
estructurado se convierta en una nueva dimensién de conocimiento
dotado con otra estructura quizas isomorfa a la actual, que a su vez se
convertira en un nivel de conocimiento primitivo.

1.7.4 Otras caracteristicas de la teoria

Ademas de las tres caracteristicas mencionadas anteriormente, la teoria de
PK provee a los investigadores herramientas educativas que permiten
describir y evaluar con mayor precision la evolucién de la comprension en el
aprendiz. A continuacién se describen brevemente:

e Los niveles externos crecen en forma recursiva desde los niveles
internos, pero el conocimiento a un nivel externo permite, y de hecho
retiene, los niveles internos. Los niveles externos a su vez, se insertany
envuelven a los internos. Por esto se dice que el modelo corresponde en
realidad una teoria de la relatividad de la comprension. En este sentido,
se puede observar que Pirie y Kieren conciben el conocimiento primitivo,
como un generador de modelos completos, similares a la totalidad. Esta
propiedad otorga al centro interno la cualidad de caracter fractal, tal
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como se muestra en la Figura 1.4. Esta secuencia o caracter fractal,
sefiala la importancia de la informacion que se encuentra en el centro
interno, toda vez que al recorrer los niveles del modelo hasta llegar al
nivel de invencién, es susceptible de convertirse en un nuevo
conocimiento primitivo para la comprensién de otro conocimiento mas
elaborado (Pirie & Kieren, 1989).

\\\

\ i HY Y Flo s }s

Figura 1. 4 Una representacion diagramatica de la forma fractal del modelo para
la evolucién de la comprensién matematica.

e La teoria de PK postula la imposibilidad de que un individuo conozca
realmente que esta sucediendo en la mente de otro individuo (la cual es
una postura constructivista radical de Glasersfeld que estd en
desacuerdo con la postura de Piaget en este aspecto).

e (Cada uno de los niveles delinean un cambio cualitativo en la evolucién
de la comprension del estudiante.
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e Se reconoce la utilidad de las entrevistas con el fin de rastrear los
movimientos de los estudiantes a través de los niveles de comprensién.
En particular, Pirie y Kieren creen que un instrumento escrito, en especial
un examen de opcion multiple, no expone completamente lo
comprendido por el estudiante por lo que ésta sélo puede ser inferida y
no medida.

e Se da total importancia a las preguntas provocativas, invocativas y de
validacion.

e Se postula el hecho de que La comprension matematica de cada
persona es unica.

Sin lugar a dudas, estas caracteristicas adicionales a las ya presentadas en
la seccién 1.7.2, enriquecen los fundamentos conceptuales que giran en
torno a la teoria y permiten analizar fendbmenos mas complejos, de tal forma
que hacen que la teoria de PK pueda ser generalizada a un mayor nimero
de situaciones de aprendizaje en el campo de las Mateméticas.

1.7.5 Investigaciones relacionadas con la teoria de Pirie y Kieren en
Educacion Matematica

En 1989, cuando Pirie y Kieren comienzan a desplegar su teoria
constructivista en cuanto a la observacion de la ensefanza y el aprendizaje
de las Matematicas a nivel escolar medio y superior, en conceptos como las
fracciones y las funciones cuadraticas, también se comienzan a gestar otra
serie de estudios que describen experiencias y ambientes de aprendizaje
general, en los cuales los estudiantes se comprometen durante un relativo
corto periodo de tiempo, en otros conceptos matematicos. Es necesario
precisar que la teoria de PK ha sido extendida a conceptos del andlisis
matematico por el David E. Meel. A continuacién, describiremos en forma
breve, algunas de estas investigaciones:

e Folding back: Dynamics in the growth of mathematical
understanding (Pirie & Kieren, 1991b). La investigacién explora el
concepto de redoblamiento resaltandolo como elemento esencial en el
crecimiento de la comprensién matematica de una persona. Para ello,
se analiza el trabajo realizado por un estudiante universitario con el fin
de ilustrar este concepto y mostrar los roles de intervencion por
profesores o investigadores en este proceso. Ejemplos adicionales,
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con protocolos descritos en estudiantes de varias edades en escuelas,
también son presentados en esta investigacion.

e Growth in Mathematical understanding: How can we characterise
it and How can we represent it? (Pirie & Kieren, 1994b). En la
investigacién, se explica y se ilustra en detalle las tres principales
caracteristicas del modelo con referencia a los conceptos de fraccién y
funcion cuadratica. La teoria se ilustra mediante ejemplos con el
trabajo hecho por los estudiantes. También, explica con rigor las
caracteristicas de las complementariedades de la accion y la
expresion.

e How do student’s behaviors relate to the growth of their
mathematical ideas? (Warner, 2008). La investigacién analiza la
relacion entre el comportamiento de los estudiantes y cémo incide en
el crecimiento de sus ideas matematicas generales, extraidas a partir
de sus experiencias. Tal andlisis fue desarrollado a través de una
serie de estudios de caso, involucrando estudiantes de la escuela
media con variedad de habilidades.

e Looking at the complexity of two young children’s understanding
of number (Pirie & Thom, 2006). La investigacién presenta un estudio
cualitativo sobre la comprensiéon del concepto de numero de dos
estudiantes de tercer grado. Los estudiantes fueron grabados
mientras trabajaban acerca de cada cosa que conocian acerca del
namero 72. Sus actuaciones y conversaciones fueron analizadas
dentro de la teoria. Los resultados del analisis del video revelaron que
la comprension de los dos estudiantes acerca del nimero natural era
conceptualmente compleja.

¢ Honors Student’s Calculus Understandings: Comparing Calculus
& Mathematica and Traditional Calculus Student (Meel, 1998).
Este estudio compar6 la comprensién de estudiantes de Calculo de
Honor de tercer semestre del curriculo de C&M con un curriculo de
Célculo Tradicional. Con tres instrumentos, se analiza la comprension
de los conceptos de limite, derivada e integral, y mediante una
clasificacion son validadas las conclusiones del estudio.

La descripcién breve de los estudios anteriores, pretende poner en evidencia
algunas experiencias educativas, en las que se muestra la forma cémo
actuan las caracteristicas proporcionadas por el modelo y la manera en que
evoluciona el proceso de comprension en cada uno de los estudiantes para
finalmente enriquecer el desarrollo y ejecucién de la presente investigacion.
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1.7.6 Pertinencia de la teoria de Pirie y Kieren para la presente
investigacion

Se ha elegido la teoria PK para el desarrollo de la presente investigacién por
las siguientes razones:

e El TFC involucra ideas y conceptos matematicos, tales como los de
infinito, limite, derivada e integral, que se encuentran estrechamente
relacionados, pero al momento de abordarlos en el proceso de
ensefianza y aprendizaje se crea en la mente del alumno una
inadecuda integracion entre el concepto imagen y el concepto
definicion (en términos de Tall y Vinner). Dado esto, el presente
trabajo de investigaciébn pretende implementar una propuesta
metodoldgica que involucre mecanismos de tipo visual-geométrico, en
los que la teoria de PK fundamenta los niveles de comprension
iniciales, de tal forma que mejoren la integracion entre los conceptos
arriba mencionados y se llegue finalmente a la comprensién del
Teorema en cuestion, acorde con el progreso a través de los niveles.

e No se conocen investigaciones en el campo educativo que aborden la
comprensién de los conceptos de tangente, cuadratura y su relacion
inversa, en el marco de la teoria PK.

e El disefio de entrevistas socraticas ha sido exitoso como estrategia
metodoldgica para investigaciones a nivel de doctorado y maestria, en
el marco de otro modelo de comprensién, como lo es el de van-Hiele.
Por ello, la entrevista de caracter socratico se hace pertinente, ademas
de innovadora, dado que seria la primera investigacién doctoral
conocida que la adecta como estrategia metodolégica en el marco de
la teoria para la comprension de PK.

e La teoria ha sido extendida por parte del profesor (Meel, 1998), a
conceptos del Analisis Matematico, como marco teérico en la
ejecucién de investigaciones en tesis doctorales, evidenciando
resultados satisfactorios.

e La teoria permite a los estudiantes comprender no sélo conceptos,
sino también relaciones entre ellos, tal como es el caso de la relacion
inversa entre tangentes y cuadraturas (relacion matematica
relacionada con la presente investigacion), debido a su caracteristica
dinamica de redoblar en niveles mas internos, con un nivel de
comprensién mas avanzado. Este redoblamiento ocurre en casos en
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los que la comprension haya resultado inadecuada en determinado
nivel, para luego ser sometida a un proceso de reexaminacién en
forma diferente, en un nivel mas interno.

Pirie y Kieren conciben que para la planeacion, participacion y la realizacion
de observaciones sobre el desarrollo curricular en las clases de matematicas,
las comprensiones analizadas en su teoria resultan de mucha utilidad (Pirie &
Kieren, 1994b). Ellos construyeron una variedad de practicas de instruccion
que relacionan el ambiente del saléon de clases con la promocién de la
evolucién de la comprension, a partir de sus concepciones sobre el desarrollo
de la comprension matematica. Con base en tales practicas, Pirie y Kieren
identifican cuatro principios esenciales que generan la implementacion y las
interacciones del maestro con los estudiantes y que propician un ambiente
constructivista para  motivar el aprendizaje y asi lograr una mejor
comprensién matematica (Pirie & Kieren, 1992a). A continuacion se sefalan
los apartes mas importantes de cada uno de tales principios (Meel, 2003):

e Aunque un maestro pueda tener la intencion de hacer pasar a los estudiantes hacia
objetivos de aprendizaje matematicos particulares, debe estar consciente de que
dicho progreso puede alcanzarse por parte de algunos de los estudiantes, pero es
posible que otros no lo alcancen como se esperaba...

e En la creacion de un ambiente o aprovisionamiento de oportunidades para los nifios
con el fin de modificar su comprension matematica, el maestro actuara de acuerdo
con la creencia de que existen diferentes caminos para llegar a la misma
comprension matematica. ..

e FEI maestro estara consciente de que distintas personas tendran distintas
comprensiones matematicas...

e El maestro sabra que para cualquier tema existen diferentes niveles de comprension,
pero que éstos nunca se alcanzaran “de una vez y para siempre” (pp. 507-508).

Al respecto, (Meel, 2003) realiza los siguientes comentarios:

El primer principio sugiere que el maestro constructivista debe estar consciente y
reactivo al ambiente del saldn de clases que se encuentra en constante evolucion.
Esta continua reestructuracion del salon de clases se registra mediante las
observaciones de las fabricaciones de comprension de cada uno de los estudiantes,
asi como de las construcciones de cualquier tipo. Como resultado, y de acuerdo con
Kieren, un maestro debera poner énfasis:

1. En escuchar, en lugar de simplemente oir;

2. En actuar con los estudiantes para realizar las matematicas, en vez de simplemente
mostrar a los estudiantes como realizar las matematicas;

3. En establecer un discurso efectivo del argumento matematico o de la conversacion
matemadtica en vez de simplemente el discurso de decir, interrogar o evaluar;
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4. En el mecanismo del pensamiento matematico del estudiante, en vez de
simplemente en las respuestas del estudiante;

5. En el maestro y los estudiantes como una relacion referida con sus acciones, uno
aprendiendo del otro;

6. En el maestro como co-desarrollador de un curriculo matematico vivo y no sélo un
recipiente o conducto de un curriculo pre-decidido (p. 33).

Este énfasis transforma el ambiente del salon de clases y permite que los maestros
enfoquen la comprension construida por los estudiantes e individuos, mientras se tiene
la conciencia necesaria para planear experiencias adicionales en el salén de clases.

El segundo principio implica que el maestro debe reconocer que no hay una forma
especifica o una secuencia de instruccion, dado que no hay un patrén tnico o mejor
para construir la comprension. Sin embargo, Pirie y Martin identifican una secuencia
efectiva para la ensefianza del concepto de ecuaciones lineales. Esta secuencia, aun
cuando se presenta como aplicable en todo el salén de clases, relaciona al maestro
con la comprension realizada por los estudiantes individualmente dentro de la clase...

El tercer principio propone que el maestro considere que la comprension de cada
alumno esta mediada por la comprension interna realizada por el individuo. Como
resultado, el maestro no puede suponer que la comprension de cierto tema pueda
transmitirse u obtenerse por los estudiantes. La razén de ello, de acuerdo con (Pirie &
Kieren, 1992a)), “La comprension de un tema no es una adquisicion. La comprension
es un proceso continuo que por naturaleza es unico para el estudiante” (p. 508). Por
lo tanto, al parecer Pirie y Kieren sostienen que el maestro no puede desear impartir
un aversion idealizada particular de la comprension a los estudiantes.

El dltimo principio se relaciona con las respuestas del estudiante en relacion con las
observaciones encontradas en el salon de clases. Aunque aparecen evidencias
externas que indican que diferentes estudiantes llegaron a la misma comprension,
cada estudiante tiene una comprensiéon tnica. Como resultado, el maestro debe
validar el nivel de comprension de cada estudiante y comparar los niveles de
comprension entre todos los estudiantes. Ademas, la instrucciéon no debe enfocarse
Unicamente en las formas de pensamiento correspondientes a un solo nivel, puesto
que el proceso normal de evolucidon requiere que los estudiantes redoblen
sistematicamente hacia los niveles anteriores de la comprension. Como resultado, el
ambiente de aprendizaje debe construirse para promover el redoblado con la
esperanza de motivar la evolucion de la comprension en los estudiantes.

Esta claro que cuando se trata de estudiar las comprensiones matematicas
(o cualquier otro tipo de comprension) en los estudiantes, se dificulta
generalizar conclusiones que permitan evidenciar patrones de razonamiento
idénticos en diversos grupos, pues no es posible acceder exactamente a lo
que cada individuo procesa en su cabeza, ante ciertas situaciones de
aprendizaje; sin embargo, lo que si esta claro es que ante ciertos ambientes
de aprendizaje propiciados de manera intencional, se puede conjeturar
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evoluciones particulares en la comprension, dadas las respuestas vy
actuaciones de los estudiantes.

1.8 Un modelo de compresion alternativo: El modelo educativo de van-
Hiele

Se presenta una breve resefia con un modelo de comprensién alternativo al
desarrollado en nuestro estudio: el modelo educativo de van-Hiele. Este
modelo guarda una estructura similar a la teoria de PK y ha sido, en conjunto
con la entrevista de caracter socratico, marco teérico de investigaciones
anteriores en el contexto de la comprension de conceptos matematicos; por
lo tanto, se considera pertinente desarrollar algunos topicos que permitan
realizar una comparacién entre los dos modelos y dejar al lector posibles
conjeturas.

1.8.1 Breve reseina preliminar

Como profesores de secundaria en Holanda (1958), Pierre van Hiele y Dina
van Hiele-Geldof tuvieron problemas por la manera como sus estudiantes se
desempefiaban en Geometria. Ocurrié que mientras estudiaba algunos de
los trabajos de Jean Piaget, Pierre van Hiele formulé su sistema de niveles
de pensamiento en geometria. El notd, como es evidente en algunas de las
entrevistas de Piaget, que los problemas o tareas que se presentan a los
ninos con frecuencia requieren de un conocimiento del vocabulario o
propiedades que esta fuera del alcance de su nivel de pensamiento. Si la
ensefanza acontece en un nivel superior al del estudiante, el material no es
asimilado propiamente en la memoria por un periodo largo de tiempo. En las
palabras de (Freudenthal, 1973): En tanto que el niio no sea capaz de
reflexionar sobre su propia actividad, el nivel alto se mantiene inaccesible. EI
nivel alto de operacion puede entonces pensarse como un algoritmo, aunque
con una consecuencia de poca duracion. Esto ha sido probado debido al
fracaso en la ensefianza de fracciones.

En 1957 los van Hiele, presentaron sus respectivas memorias doctorales en
la Universidad de Utrecht, Holanda. Sus disertaciones las acompafnaron con
el desarrollo de una estructura y el experimento con niveles de pensamiento,
con el propdsito de ayudar a los estudiantes a desarrollar la percepcidn en la
geometria. Pierre van Hiele formul6 el esquema y los principios psicolégicos
y Dina van Hiele enfocé sus experimentos didacticos con el propésito de
elevar los niveles de pensamiento de los estudiantes. Aqui yace el tema del
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esquema de nivel de van Hiele, que mas tarde seria la semilla para
extenderlo a conceptos matematicos avanzados.

1.8.2 Descripcion del Modelo

El modelo de Van Hiele se compone de tres elementos principales: Los
niveles, son una estratificacion del razonamiento humano en una jerarquia de
niveles, las fases de aprendizaje, son los procesos que conducen al
estudiante desde un nivel de razonamiento al siguiente y la percepcion-
insight, que es el interés original y el tema de disertacion. En la teoria esta
implicita la idea de que los estudiantes se encuentran con obstaculos en
tanto intentan, quizas sin saberlo, el ascenso desde un peldafno al siguiente
en la escalera de los van Hiele.

El modelo educativo de van Hiele, tal como se utiliza actualmente, puede
enunciarse de la siguiente manera:

e Existen diferentes niveles de razonamiento de los estudiantes referidos a
las Matematicas.

e (Cada nivel supone una forma de comprensiéon, un modo de pensamiento
particular, de manera que un estudiante solo puede comprender vy
razonar sobre los conceptos matematicos adecuados a su nivel de
razonamiento.

e Por lo tanto, el proceso de ensefianza debe adecuarse al nivel de
razonamiento del estudiante. Una ensefianza que transcurra en un nivel
superior al de los estudiantes no sera comprendida.

e E| proceso de enseflanza debe orientarse a facilitar el progreso en el
nivel de razonamiento, de forma que el progreso se haga de un modo
rapido y eficaz.

Las fases de aprendizaje estan orientadas desde un nivel de pensamiento a
otro. Van-Hiele describe el paso de un estudiante de un nivel al siguiente en
funcién del aprendizaje, “la transicion de un nivel al siguiente no es un
proceso natural, tiene lugar bajo la influencia de un programa de ensefanza-
aprendizaje. La transiciébn no es posible sin el aprendizaje de un nuevo
lenguaje”. El paso de un nivel al siguiente se produce a través de una
especifica secuencia de fases de aprendizaje.
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1.8.3 Nomenclatura de los niveles

Los van Hiele enunciaron originalmente su modelo, distinguiendo cinco
niveles (Basico o nivel 0, y niveles I, II; Il y IV). A través de la bibliografia
sobre el tema, ellos y otros autores han ido cambiando la forma de numerar o
de referirse a estos niveles. ElI mismo P. van Hiele, en la mas notable
revisiébn de su teori (van-Hiele, 1986) a, enfatiza la importancia de los tres
primeros niveles, a los que se refiere como “basico o nivel visual, segundo
nivel o nivel descriptivo, tercer nivel o nivel teérico”.

En el mismo trabajo, sefala que los niveles superiores a estos presentan
dificultades para su discernimiento y sélo tienen un interés teérico. Sin
embargo, la forma mas habitual de referirse a los niveles es distinguiendo
cuatro niveles de la siguiente manera (Gutiérrez & Jaime, 1990): se
denomina nivel | (de reconocimiento), nivel Il (de andlisis), nivel Il (de
clasificacion), nivel IV (de deduccion formal).

(Land, 1991) realiza una clasificacién similar: Habla de nivel 0 (basico, visual
o predescriptivo), nivel | (descriptivo), nivel Il (tedrico) y nivel lll (deductivo).

Por ultimo, en (Llorens & Pérez, 1997), se encuentran estos cuatro niveles
anadiendo un nivel anterior, que se denomina nivel 0 o pre-descriptivo.

En este estudio se seguird la nomenclatura dada por J. Llorens:

Nivel 0, predescriptivo

Nivel |, de reconocimiento visual
Nivel Il, de analisis

Nivel lll, de clasificacion, de relacion
Nivel IV, de deduccion formal

Evidentemente, mas que la nomenclatura, lo que importa es la descripcion de
estos niveles y sus caracteristicas, de acuerdo al concepto objeto de estudio.

1.8.4 Caracterizacion del modelo

Para que una clasificacién en niveles pueda considerarse dentro del modelo
de van Hiele, es necesario que los descriptores de los niveles cumplan con
unas propiedades especificas que se enuncian a continuacion. Es prudente
advertir que la nomenclatura que se utiliza es la presentada por (Usiskin,
1982).
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Propiedad 1: (Secuencialidad fija). Cada estudiante debe progresar a través
de los niveles en una secuencialidad fija, esto es, “Un estudiante no puede
estar en un nivel n de van Hiele sin haber superado el nivel n-1”

Propiedad 2: (Adyacencia). El objeto de percepcion del nivel n-1 se
convierte en el objeto de pensamiento del nivel n.

Propiedad 3: (Distincion). El nivel n requiere de una reorganizacién o
reinterpretacion del conocimiento adquirido en el nivel n-1, esto es, la
percepcion de una nueva estructura.

Propiedad 4: (Separacion). Dos personas que razonen en diferentes niveles
no podran entenderse, en lo que se refiere al objeto de su razonamiento
matematico.

Propiedad 5: (Cada nivel tiene su lenguaje). Hay una estrecha relacion
entre el lenguaje y los niveles hasta el punto que cada nivel tiene un tipo de
lenguaje especifico, de modo que las diferentes capacidades de
razonamiento asociadas a cada uno de los niveles de van Hiele, no sélo se
reflejan en las formas de resolver problemas, sino que sobre todo, se
manifiestan en la forma de expresarse y en el significado que se da o se
puede dar al vocabulario especifico, a palabras como “demostrar’ por
ejemplo. Esta palabra tiene significados tipicamente diferentes segun el nivel
de razonamiento.

Propiedad 6: (Consecucién). El progreso de un nivel al siguiente se
produce de forma gradual. Algunos investigadores como (Hoffer, 1983) y
(Fuys, Geddes, & Tischler, 1985), han desglosado cada nivel de van Hiele en
varias habilidades de razonamiento, de forma que sélo se puede considerar
adquirido un nivel cuando se manifiestan cada una de sus cualidades.

1.8.5 Investigaciones relacionadas con el modelo de van-Hiele en
Educaciéon Matematica.

Desde la difusion inicial de los trabajos de van-Hiele, desarrollado mediados
de los afos 70, el interés por este modelo ha sido creciente y se han
realizado muchas investigaciones basadas en sus teorias. Existen muchos
trabajos de investigacion sustentados en las ideas del modelo de van Hiele y
cuyo denominador comun es la insistencia en aplicarlo a cuestiones
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geométricas de niveles educativos elementales o medios®. En la actualidad
existen lineas de investigacidn que siguen centradas en el estudio de
problemas geométricos de mayor complejidad (utilizan un mayor nimero de
dimensiones) que los estudiados anteriormente.

A partir de 1982 comenzaron a desarrollarse alguno proyectos de
investigacion con el objetivo comun de proponerse llevar a cabo una revisién
curricular (referida a la geometria) aplicando el modelo de van Hiele. Se
destacan tres proyectos llevados a cabo en EE.UU que han tenido gran
difusion:

Proyecto Chicago (1982). “Van Hiele levels and achievement in secondary
school geometry”. Este proyecto dirigido por Zalman Usiskin, tuvo como
propésito fundamental “analizar la habilidad de la teoria de van Hiele para
describir y predecir el resultado de los estudiantes de geometria en la
escuela secundaria”.

Proyecto Oregon (1986). “Assessing children’s intellectual growth in
geometry”, Universidad de Oregon, Burger, Shaughnessy, Hoffer y Mitchell.
Este proyecto fue dirigido por William F. Burger de la universidad del estado
de Oregon. El estudio se centrd en la contestacion a tres preguntas:

e ;Son los niveles de van Hiele utiles para describir el proceso de
pensamiento de los estudiantes en las tareas de geometria?

e ;Pueden los niveles ser caracterizados operacionalmente por la
conducta de los estudiantes?

e ;Puede un procedimiento de entrevista ser desarrollado para revelar
los niveles predominantes en el razonamiento en una especifica tarea
de geometria?

El proyecto de investigacion respondié afirmativamente a las tres preguntas
anteriormente formuladas.

Proyecto Brooklyn (1989). “Geometric thinking among adolescents in inner
city schools”. Brooklyn College; Fuys, Geddes, Lowette y Tschler. Se
desarrollé con estudiantes de 6° y 9° grado. El proyecto fue dirigido por

® El mas reciente trabajo de investigacion en esta linea, se lleva a cabo en el
programa de Maestria en Educacién, en la linea de Docencia de las
Matematicas (U. de A.) y se titula La elipse como lugar geométrico, a traves
de la Geometria del doblado de papel, en el contexto de van-Hiele (Santa,
2011).

34



35 | 1 CONTEXTUALIZACION DEL ESTUDIO
René Alejandro Londoio Cano

Davis Fuys y Dorothy Geddes del Brooklyn College. Incluia cuatro tareas a
realizar:

e Traduccion de los materiales, fuente de van Hiele, del aleman al
inglés, y el desarrollo de documentacién mas detallada sobre la
version conductista de los niveles.

e Desarrollo de tres médulos de evaluacién-instruccion para ser usados
con sujetos en entrevistas clinicas.

e Entrevistas con estudiantes de sexto y noveno grado.

e Andlisis de los niveles de razonamiento sobre material de geometria
en tres series de libros de textos de EE.UU.

El proyecto Chicago validé la teoria de van-Hiele, mientras el proyecto
Oregon y el Brooklyn implicaban la aceptacion de la validez de la teoria. Los
tres proyectos relatados siguen centrandose en la Geometria como marco de
su investigacion.

Se pueden encontrar investigaciones que han sido objeto de tesis de
doctorado, en el modelo de van-Hiele, las cuales se salen del &mbito de la
Geometria. A continuacién se mencionan algunas que han servido de base
para la realizacion del presente estudio.

Memoria para optar al titulo de doctor presentada por Land, J.
Presentada en la Universidad de Boston con el titulo de “Appropiateness of
the van-Hiele Model for describing Student’s Cognitive Processes on algebra
task as typified by College Students Learning of Functions” en 1991. Esta
memoria ha servido de base para otras, como la de J. Llorens y la de P.
Campillo cuyos resultados son bastante halagadores e interesantes.
Abordan conceptos fundamentales del Andlisis Matematico, como son el
concepto de aproximacion local y el de continuidad, resaltando y
concediendo un especial interés a la evolucibn del razonamiento del
estudiante. La tesis de (Land, 1991) cobra importancia en la medida en que
es la primera que aplica el modelo de van-Hiele en un area diferente de la
Geometria y aunque centra su estudio en destrezas, brinda un gran aporte a
estudios posteriores.

Memoria para optar al titulo de doctor presentada por Llorens, J.
“Aplicacién del modelo de van-Hiele al Concepto de Aproximacién Local” ha
servido de base tanto para el desarrollo del trabajo de P. Campillo como para
este estudio. Se resalta el trabajo de (Llorens, 1994), dado que abre las
puertas para desarrollar el modelo de van-Hiele en conceptos del Analisis
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Matematico. Su trabajo fue desarrollado y aplicado tanto en estudiantes de
los ultimos grados de secundaria como primer semestre de universidad. En
su trabajo hace uso de la teoria de Vinner relacionada con la visualizacién de
figuras geométricas.

Memoria para optar al titulo de doctor presentada por Camplillo, P. “La
Nocion de Continuidad desde la Optica del Modelo de van-Hiele”. Esta tesis
fue leida en la universidad Politécnica de Valencia en 1999” (Campillo &
Pérez, 1998).

Memoria para optar al titulo de doctor presentada por Jaramillo, C. “La
nocién de serie convergente, desde la 6ptica de los niveles de van-Hiele”. La
tesis es de gran aporte al presente estudio en la medida en que:

¢ Presenta el modelo de van Hiele como una propuesta alternativa para
desarrollar estrategias que propugnen por el desarrollo de los
procesos de razonamiento de los estudiantes.

e Se aborda el concepto de convergencia, debido a su importancia en el
edificio del Analisis Matematico y los correspondientes curriculos
académicos de las universidades.

e Permiti6 obtener y confirmar los descriptores de los niveles existentes
que caracterizan el proceso de razonamiento infinito (Jaramillo C. ,
2001).

Memoria para optar al titulo de doctor presentada por Esteban, P.
“Estudio comparativo del concepto de aproximacion local a través del modelo
de van-Hiele”, en la cual se tratan conceptos de caracter local como los de
recta tangente, mediante el haz de secantes o el zoom, y la evolucién de su
comprensién mediante los niveles del modelo (Esteban, 2003).

Memoria para optar al titulo de doctor presentada por Navarro, A. “Un
estudio de la convergencia encuadrada en el modelo educativo de van Hiele
y su correspondiente propuesta metodolégica” en la que se destaca porque
dota de un concepto-imagen adecuado al concepto de convergencia
mediante el mecanismo de una nube de puntos (Navarro, 2002).

Memoria para optar al grado de magister presentada por Londono, Ry
Jurado, F. “Disefio de entrevista socratica para la construccién del concepto
de suma de una serie, via areas de figuras planas” en la que se destaca
porque describe una experiencia educativa referida a la nocion de limite,
mediante la suma de areas de rectangulos en forma de escaleras, la cual
permite determinar los descriptores correspondientes a cada uno de los
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niveles de razonamiento del concepto, en el contexto del modelo educativo
de van-Hiele (Londoio & Jurado, 2005).

Memoria para optar al grado de magister por Sucerquia, E y Z. Sandra.
“Mdédulo de aprendizaje para la comprension del concepto de serie términos
positivos”. El trabajo presenta un moédulo de aprendizaje, basado en las
fases de aprendizaje del modelo de van-Hiele; dentro de éste se proponen
ciertas actividades para que los estudiantes progresen del nivel Il al nivel Il
de razonamiento, usando como mediador los mapas conceptuales
(Sucerquia & Zapata, 2009).

1.9 Para tener en cuenta en el disefho y aplicaciéon de la entrevista de
caracter socratico

En la presente investigacion, se considera que la entrevista de caracter
socratico cumple un doble papel; ademas de ser una estrategia metodoldgica
para la comprension de los procesos de razonamiento infinito involucrados
en los conceptos de tangentes’ y cuadraturas, es un instrumento para
recolectar los datos de la investigacion. Adicional a esto, algunos
componentes que se encuentran inmersos dentro de la entrevista y que son
claves para alcanzar el objetivo que se persigue son: la pertinencia de la
teoria de PK, el decalogo de la entrevista socratica, los procesos de
razonamiento infinito, la visualizacién matematica y las TICs y el Geogebra®,
los cuales son usados de acuerdo a la intencionalidad de las preguntas y
mas adelante seran desarrollados.

El diseno de una entrevista de caracter socratico como estrategia para la
comprensién de un concepto matematico en particular, esta fundamentado
en el didlogo que sostiene Socrates con el esclavo de Mendn, en el Capitulo
Menon, Dialogos de Platon (Platén, 1996), acerca de encontrar el cuadrado
de area doble, de otro cuadrado dado. En el contexto de la investigacién, la
entrevista permite que el maestro reflexione sobre el concepto y las
dificultades en la ensefianza-aprendizaje del mismo, de tal forma que se
genere la necesidad de disefiar una red conceptual que propicie el
acercamiento del estudiante al concepto objeto de estudio, para que
finalmente el entrevistado progrese en cada uno de los niveles de
comprension.

° El articulo del profesor Pedro Pérez Carreras lleva a cabo una experiencia educativa en
esta linea (Navarro & P, 2010).
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El presente estudio utiliza el método de entrevista semi-estructurada de
caracter socratico, usada para estudiar la forma en que la comprension
evoluciona en las mentes de los individuos, mediante preguntas orientadas a
descubrir e interpretar “lo que es". El procedimiento consiste en hacer
preguntas a un grupo piloto de estudiantes cuyas respuestas proporcionaran
al investigador encontrar informacién valiosa para desarrollar su trabajo de
campo. La secuencia de preguntas varia con cada entrevista, dependiendo
de las respuestas del entrevistado, pero después de un largo proceso de
experimentacién se disena finalmente el guidon de entrevista que permitira
determinar su nivel de comprension.

En investigaciones realizadas anteriormente (Londofio & Jurado, 2005), en el
marco del modelo de van-Hiele, el cual tiene varias similitudes estructurales
con la teoria PK en tanto que ambos nacen de la teoria constructivista, la
entrevista de caracter socratico sirvi6 como un mecanismo adecuado para la
construccién del concepto de suma de una serie infinita y fue validada como
estrategia metodoldgica para la consecucion de una tesis de maestria.

El articulo El método socratico y el modelo de van Hiele (De La Torre, 2003)
describe la importancia del método socratico en la ensefianza de un
concepto matematico. Por su valor y pertinencia para este trabajo de
investigacién, transcribimos un fragmento:

El método socratico

Cuando tuvo 70 afios, en el 399 a.C., Sdcrates fue sometido a juicio en su ciudad,
Atenas, bajo la acusacion de no creer en la religion del Estado y de corromper a la
juventud ensefnandole a no reconocer los dioses de la Republica. Encontrado
culpable por sus jueces, se le condend a muerte por envenenamiento con un
alcaloide vegetal llamado cicuta. Sdcrates tomd la cicuta y paso a la inmortalidad.

La figura de Sdcrates ha sido destacada en multiples oportunidades como una de
las mas altas cimas morales de la humanidad.

El propdsito de Sdcrates, tal como se perfila en los Didlogos de Platon, es que su
interlocutor descubra la verdad sobre el concepto que se esta debatiendo, sea éste
la inmortalidad del alma o la belleza o la virtud, pero no como un resultado de la
ensefianza de Sdcrates sino por propia reflexion. El interlocutor debe llegar a decir,
por ejemplo, qué es la justicia, dar razon de ella, encontrar el fundamento que
explique por qué es como es y no de otro modo, hallar su definicion universal. La
férmula racional mediante la cual se explica la justicia, es denominada por los
griegos el logos de la justicia, que es lo que hoy llamariamos el concepto de justicia.

El método empleado por Sdcrates consta de dos partes: destructiva una, creativa la
otra. En la primera etapa, Sécrates toma como punto de partida la concepcion del
interlocutor acerca del asunto en cuestion, permitiéndole descubrir las
contradicciones y las faltas de tal concepcion.
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En la segunda etapa, llamada mayéutica, Socrates se ve a si mismo como una
partera que ayuda a su interlocutor a dar a luz, a descubrir, a desvelar la verdad que
lleva en si mismo, a quitarle a esta verdad el velo que la cubre. Es esencial al
método el empleo sistematico de la ironia socratica, que consiste en simular
ignorancia sobre la materia de que se trata, con el fin de hacer aparecer la verdad, a
través del dialogo entre el maestro y el aprendiz.

En el fondo del método esta la doctrina socratica de la reminiscencia. De acuerdo
con esta concepcion, tipicamente racionalista, las ideas o formas, que son objetos
inaccesibles a la percepcion sensorial y aprehensibles sélo mediante el
pensamiento, estan en el alma de cada hombre, en estado latente, como
adormecidas. El papel del maestro consiste en estimular este proceso de reflexion
e introspeccion en el aprendiz, gracias al cual llega a conocer. El acto de conocer se
produce cuando las ideas se despiertan en el alma, reavivadas al contacto con el
mundo sensible y mediante el recurso del didlogo.

El camino hacia el conocimiento es un proceso gradual, en el cual la opinion y la
creencia constituyen etapas intermedias. El aprendiz se esfuerza y participa
activamente en el proceso, que termina cuando aquel inventa o descubre la
respuesta adecuada a una pregunta bien formulada.

Dice Aristételes en la Metafisica (Met. M., 1078 b27) que a Sécrates se le atribuyen
dos cosas importantes, a saber, las definiciones universales y los argumentos
inductivos. Las definiciones universales dadas por Sdcrates buscaban el significado
de las ideas, empleando para ello los argumentos inductivos, en los cuales tomaba
como punto de partida ejemplos sencillos e ilustraciones concretas. Por ejemplo, la
reflexion acerca de algunos casos particulares de actos justos, conducida por el
maestro, debe llevar al aprendiz a una definicion universal de justicia.

La induccion en Sdcrates no es un método de demostracion o prueba, sino un
procedimiento encaminado a sugerir el significado de una definicion universal, que
se presenta a la mente con fuerza y claridad. La definicion, por su parte, se justifica
en la medida en que las consecuencias derivadas de su adopcion sean
satisfactorias.

1.9.1 Pertinencia de la entrevista de caracter socratica con la teoria PK

En (Pirie & Kieren, 1989) y (Pirie & Kieren, 1992b) se reconocen la utilidad de
las entrevistas, para rastrear los movimientos del estudiante a través de los
niveles de comprensién y estd acorde con las opiniones expresadas por
(Pirie & Schwarzenberger, 1988), al igual que (Simon, 1993). En particular,
Pirie y Kieren conciben que algunos instrumentos escritos, como por ejemplo
los examenes de opcién multiple, no exhiben por completo lo comprendido
por el estudiante por lo que tal comprensién sélo puede ser inferida y no
medida. Afirman que los instrumentos descritos son menos factibles de
ahondar en la evolucion de la comprension del estudiante, puesto que los
instrumentos descritos desde su punto de vista, proporcionan imagenes
estaticas de las expresiones externas del estudiante. Como resultado, ellos
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consideran que las entrevistas son los principales medios para descubrir la
comprensién cambiante del estudiante. Afirman que las entrevistas permiten
realizar deducciones sobre la conciencia del estudiante acerca de las
relaciones entre los conceptos, la capacidad de adaptar los procedimientos a
situaciones nuevas, la posesién de ejemplos genéricos y la fluidez del
lenguaje y el simbolismo.

De otro lado, la fundamentacién y génesis que presenta el método socratico
para la ensefanza de los conceptos (para nuestro caso en particular,
matematicos) y los antecedentes positivos que se han evidenciado en las
investigaciones y experiencias educativas, se convierte en un mecanismo
propicio para encajar como estrategia educativa en el marco de la teoria PK;
mas aun, cuando se tiene su aspecto descriptivo (los ocho niveles) y sus tres
caracteristicas fundamentales: el redoblamiento, los limites de falta de
necesidad y las complementariedades de la accion y la expresion.

De esta manera, en el aspecto descriptivo, la entrevista socratica disefiada
en este estudio permitié la deteccién de los niveles en el contexto de la
teoria PK, y constituye una experiencia pedagogica para la comprension de
procesos de razonamiento infinito que se ven involucrados en los conceptos
de area y tangentes.

Asi pues, la aplicacion de la entrevista socratica enmarcada en la teoria PK,
en el proceso de comprensién matematica, propende por un razonamiento
critico y reflexivo en torno al concepto que se esta trabajando y es
precisamente uno de los fines de la educacion colombiana: “El desarrollo de
la capacidad critica, reflexiva y analitica que fortalezca el avance cientifico y
tecnoldgico nacional, orientado con prioridad al mejoramiento cultural y de la
calidad de vida de la poblacién, a la participacion de la busqueda de
alternativas de la solucion de problemas y el progreso social y econémico del
pais” (Ley General de Educacion, 1991), justificando mas aun su pertinencia
desde el punto de vista legal.

1.9.2 Decalogo para el diseiio de una entrevista de caracter socratico:
Caracteristicas que se infieren del dialogo que sostiene Socrates
con el esclavo de Menén.

En (Londofio & Jurado, 2005) se presentan diez caracteristicas
fundamentales para disefar y aplicar una entrevista de caracter socratico,
con algunos apartes textuales del Mendn (Platdén, 1996) que ejemplifican la
situacion, y que son inferidas del dialogo que sostiene Socrates con el
esclavo de Menén, y establecen para su investigacién, una conexién con las
caracteristicas y propdésitos del modelo educativo de van-Hiele como una
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ampliacion de las ideas propuestas por (Jaramillo & Campillo, 2001) en su
articulo Propuesta tedrica de entrevista socratica a la luz del modelo de van
Hiele.

En esta direccién, el decalogo sera retomado para el desarrollo de la
presente investigacion y se adaptard con algunas modificaciones ideas al
diseno de la entrevista en el marco de la teoria PK, lo que permite
fundamentar la coherencia entre la teoria y la entrevista socrética.

¢ La intencionalidad de la entrevista

Una de las caracteristicas fundamentales de una entrevista consiste en
que el entrevistador conozca a cabalidad los objetivos que debe lograr el
entrevistado durante su desarrollo, con el fin de determinar con certeza el
nivel de comprensién y describir como evoluciona dicha comprension.
Ademas, el entrevistador debera reconocer e identificar las ideas que se
encuentran en torno al concepto objeto de estudio, teniendo cuidado con
los conceptos que estan relacionados entre si, formando lo que en el
presente estudio se denomina, la red conceptual. Muchos de tales
conceptos no se deberan explicitar debido a su alto contenido
matematico, lo que quizas puede dificultar el discurrir de la entrevista, y
por lo tanto toman un calificativo de encubiertos; sin embargo, durante la
entrevista se tratan pero de manera implicita (pues son necesarios), para
conseguir respuestas espontaneas y con contenido matematico
plausible, producto del razonamiento critico y reflexivo.

En el marco de la teoria PK, la intencién fundamental no es otra mas que
la evolucion de la comprensidén del entrevistado. Ellos afirman que: las
preguntas de la entrevista actuan como herramientas de ensefanza y se
vuelven un instrumento de diagndstico util debido a que en él pueden
provocar la comprension en un nivel mas externo, invocar el redoblado o
validar la comprension del estudiante. Aun cuando un investigador desee
categorizar las preguntas, la categorizacion sélo se presentara después
de que el entrevistado responda a las preguntas y demuestre el efecto de
la pregunta en la comprension cambiante del estudiante (Meel, 2003).

e El lenguaje

El lenguaje utilizado en la entrevista debe estar acorde al vocabulario
comun de quienes intervienen en ella:
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Séc. — ;Es griego y habla griego? 82b-pag. 303°.

Las palabras que se utilicen en la entrevista deben conseguir un dialogo
gue motive siempre a dar respuestas en forma espontanea y sin temor a
equivocarse. Por ejemplo, palabras como “podrias”, “trata ahora de
decirme”, “crees”, “si no quieres hacer calculos, muéstranoslo en el
dibujo”, hacen que el didlogo fluya con naturalidad y le den confianza al
entrevistado para expresar sus respuestas.

Soc. — ;Y podria haber otra superficie, el doble de ésta, pero con una
figura similar, teniendo todas las lineas iguales como ésta? 82d-pag. 304.

Soc. — Vamos, trata ahora de decirme cual sera el largo que tendra cada
una de sus lineas... 82e-pag. 304.

Sdc. — Pero entonces, ¢;De cual? Trata de decirnoslo con exactitud; y si
no quieres hacer calculos muéstranosla en el dibujo. 83e-pag. 308.

Al respecto, (Pirie & Kieren, 1990) y (Kieren, 1990) senalan que el
establecimiento de inferencias sobre los movimientos entre los niveles de
comprensién, s6lo pueden aparecer después de que el estudiante realice
acciones y expresiones, las cuales constituyen la caracteristica de
complementariedad del modelo; pero es en la complementariedad de la
expresién en la que el estudiante hace uso de su lenguaje durante la
entrevista y evidencia el nivel en que razona, por tanto, el entrevistador
debe estar permanentemente atento al vocabulario que se utiliza durante
la entrevista, de tal forma que fluya en el nivel correspondiente y propicie
un razonamiento avanzado. En este sentido (Meel, 2003) afirma: las
situaciones que requiere el estudiante para actuar y verbalizar en
referencia con situaciones complejas y unicas resultan integrales para
establecer su nivel de comprension. Estas circunstancias pueden ayudar
a presentar el nivel actual de comprension del estudiante y promover el
desarrollo de la comprension cuando se le incita en una situacion de
entrevista.

e Los conceptos basicos

Las preguntas iniciales que el entrevistador formula al entrevistado
tienen como propodsito determinar, si reconoce adecuadamente los
conceptos y elementos basicos usados en el discurrir de la entrevista.
En el contexto de Pirie y Kieren estas preguntas permiten saber si el

'% Todos los apartes textuales en las caracteristicas del Decélogo para el disefio de una
entrevista de caracter socratico, son tomadas de Menén (Platén, 1996).
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estudiante supera el nivel de comprension 1, denominado
“conocimiento primitivo”, con el fin de que la entrevista pueda llevar a
cabo y promueva la evoluciéon en la comprensién. Es en este nivel
donde inicia el proceso de llegar a comprender.

Soc. — (Al servidor) Dime entonces, muchacho, ;conoces que una
superficie cuadrada es una figura asi? (La dibuja) 82b-pag. 303.

Soc. — ¢Es, pues, el cuadrado, una superficie que tiene todas estas
lineas iguales, que son cuatro? 82c-pag. 303.

e Las experiencias previas del entrevistado

El uso de preguntas inquisitivas (preguntas que conducen a la busqueda
cuidadosa de lo que se quiere conocer) acerca de situaciones, imagenes
o ejemplos de la vida cotidiana, le posibilitan al entrevistado reflexionar y
responder, aflorando en su mente todas las ideas que tenga alrededor
del concepto, o responda lo que él cree saber. EIl entrevistador debe
tener presente que el entrevistado posee un cumulo de conocimientos
previos acerca del concepto a tratar, lo que para Pirie y Kieren son los
conocimientos previos o informales.

Soc. — ;Y podria haber otra superficie, el doble de ésta, pero con una
figura similar, teniendo todas las lineas iguales como ésta?

Serv. — Si.

Soc. ¢Cuantos pies tendra?

Serv. — Ocho.

Soc. — Vamos, trata ahora de decirme cual sera el largo que tendra cada
una de sus lineas. Las de ésta tienen dos pies, ;pero las de ésa que es

el doble?

Serv. — Evidentemente, Socrates, el doble.
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Soc. — ;Ves, Mendn que yo no le ensefio nada, sino que le pregunto
todo? Y ahora él cree saber cual es el largo del lado del que resultara
una superficie de ocho pies, ;O no te parece?

e El didlogo inquisitivo

El dialogo inquisitivo le permite al entrevistado una interaccién con el
entrevistador y a través de un pensamiento discursivo (que hace
reflexionar y razonar), que él descubra, manifieste soluciones y llegue a
comprender el concepto, ampliando su red conceptual de manera
espontanea. El alumno comienza a ver relaciones nuevas que no veia
antes y es entonces donde se puede hablar de la formacién de una
estructura de pensamiento, avanzando en su proceso de comprension.

El entrevistador no ensefa nada al entrevistado (hablando de una
ensefianza directa), sélo lo conduce mediante la indagacién y el
razonamiento. De esta forma, la entrevista de corte socratico es una
estrategia que le permite al entrevistado razonar de manera adecuada
sobre las ideas que pudiera tener acerca del concepto en cuestion.

En este sentido, se encuentra la creencia de que el maestro no puede
proporcionar la comprension del estudiante. Soélo el estudiante puede
construir su propia comprensiéon. La funcién del maestro es provocar y
permitir la evolucién de la comprension (Pirie & Kieren, 1991a). La
provocacion y la motivacion de la evolucién va mas alla de la simple
solicitud a los estudiantes de trabajar con matematicas de alto nivel, e
incluye la generacién de oportunidades para promover la comprension.
Las preguntas provocadoras, invocativas y de validacién, son una parte
integral del dialogo inquisitivo. Al utilizar estas técnicas de
cuestionamiento, el maestro puede dirigir la comprensién individualizada
de un estudiante al provocar un cambio a un nivel mas externo de
comprensién, mediante la solicitud del redoblado a un nivel previo de
comprensién, y mediante la motivacién de los estudiantes para validar su
propio razonamiento (Pirie & Kieren, 1990).

En particular, una pregunta provocadora llevara al estudiante a un nivel
mas externo y le permitird un desarrollo de la comprension mas continuo.
La validacibn de las preguntas proporciona evidencia de que un
estudiante estd trabajando en un nivel especifico de comprension
mediante su motivacion para demostrar, de manera verbal o simbdlica,
las acciones matematicas actuales (Pirie & Kieren, 1991a). Por lo tanto,
para Pirie y Kieren el uso de preguntas provocadoras, invocativas y de
validacion, coinciden con la afirmacion de Glasersfeld acerca de que aun
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cuando se puede estar estudiando la construccion de la realidad
matematica de individuos dentro del espacio de su experiencia, en esta
construccion no hay finales prescritos con los cuales luchar, a pesar de
que pueda haber tareas o espacios bien definidos por la experiencia
(Steffe & Kieren, 1994).

Soc. —... Pues, en efecto, el buscar y el aprender no son otra cosa, en
suma, que una reminiscencia. 81d-pag. 302

Soc. — ;Ves, Menon, que yo no le ensefio nada, sino que le pregunto
todo...? 82e-pag. 304

e La movilizacién del pensamiento

En ocasiones se hace necesario hacer una misma pregunta varias veces;
en un primer momento para que el entrevistado dé a conocer lo que sabe
al respecto, en momentos posteriores (preguntas de confirmacién) para
obtener de él respuestas mas elaboradas, toda vez que haya sido
sometido a un proceso de razonamiento, producto de una indagacién
intencionada. El dialogo inquisitivo-discursivo, pero cordial, le debe
permitir al entrevistado identificar caracteristicas comunes, elaborar
conjeturas y modificar muchas ideas del concepto en cuestion. Para
esto, se pueden emplear diferentes mecanismos como visual-
geomeétricos, verbales o escritos, entre otros. En tal sentido, se puede
hablar de la movilizacion del pensamiento (inferimos del texto:
Structure and Insight pag. 28 que la movilizacion del pensamiento es la
extension, ampliacion o modificacidon de nuevas estructuras sobre las
cuales las concepciones nuevas que se van generando a través de la
entrevista complementan las anteriores o las modifican), (van-Hiele,
1986).

En términos de la teoria PK, hablar de la movilizacién del pensamiento
durante la entrevista da lugar indiscutiblemente al proceso de redoblar.
Por tal razén, las preguntas deben estar orientadas a localizar ciertos
momentos problematicos, en los cuales el entrevistado debera revisar y
reelaborar algunos procesos cognitivos por los que al parecer ya habia
transitado, con el fin de que el entrevistado extienda, amplie o modifique
Sus concepciones para generar la nueva estructura de comprension, y es
en ese momento donde se dara lugar a la movilizaciéon del pensamiento.

Soc. — Si este lado fuera de dos pies y este otro también de dos,
Jeuantos pies tendria el todo? Miralo asi: si fuera por aqui de dos pies, y
por alli de uno sdlo, ;no seria la superficie de una vez dos pies? 82c-
pag. 304.
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Soc. — Si uno lo siguiera interrogando muchas veces sobre esas mismas
cosas y de maneras diferentes, ten la seguridad que las acabaria
conociendo con exactitud, no menos que cualquier otro. 85c-pag. 311

e El aporte de informacion

Algunas de las preguntas que se formulan brindan informacién necesaria
(definicibn de nuevos conceptos, relaciones con otras ideas afines,
ampliacién del vocabulario, entre otros) para que el entrevistado razone y
logre la comprension del concepto. Sin embargo, es importante advertir
que la informacion suministrada no debe sugerir ensefanza ni
explicacion alguna.

Soc. — Los sofistas la llaman diagonal, y puesto que si diagonal es su
nombre, de la diagonal se llegara a obtener, como tu dices, servidor de
Mendn, la superficie doble. 85b-pag. 311.

En este apartado, el aporte de informacién acerca del concepto de
diagonal garantiza un lenguaje mas refinado sobre el razonamiento del
estudiante, propiciando avanzar en el proceso de comprensién.

e La problematizacion con las ideas

La reflexién por parte del entrevistado sobre sus concepciones alrededor
del concepto, le permiten hacerse conciente y enriquecer su propio saber
o explicitar sus carencias o dificultades. En el ultimo caso, el
entrevistado presenta un estado de contradiccion, de problematizacién,
de conflicto interno, de confrontacién con sus ideas; algunas veces sus
ideas cambiaran totalmente la estructura de pensamiento que tenia del
concepto (disonancia cognitiva), en otras, requerira de la ayuda del
entrevistador para elaborar, modificar o ampliar sus nuevas estructuras
de pensamiento. El entrevistado debera centrar su atenciéon en el
conflicto de ideas para conseguir una mayor objetividad en sus
respuestas.

El entrevistador debe parecerse al pez torpedo, aquel que entorpece al
que se le acerca y lo toca (vuelve aficos las creencias para racionalizar
el conocimiento) para obtener del entrevistado un conocimiento
racionalizado y mas elaborado.
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Soc. — Entonces de la linea de tres pies tampoco deriva la superficie de
ocho.

Servidor. — Desde luego que no.

Soc. — Pero entonces, ;de cual? Trata de decirnoslo con exactitud. Y si
no quieres hacer calculos, muéstranosla en el dibujo.

Servidor. — jPor Zeus!, Socrates, que yo no lo sé.

Soc. — ¢, Te das cuenta una vez mas, Mendn; en que punto se encuentra
ya del camino de la reminiscencia? Porque al principio no sabia cual era
la linea de la superficie de ocho pies, como tampoco ahora lo sabe aun,
si embargo, creia entonces saberlo y respondia con la seguridad propia
del que sabe, considerando que no habia problema. Ahora, en cambio,
considera que esta ya en el problema, y como no sabe la respuesta,
tampoco cree saberla.84a-pag. 308

e El paso por los tres momentos

Se considera que el entrevistado pasa por tres momentos: Creer saber la
respuesta a la pregunta y luego, a través de las mismas preguntas, darse
cuenta que no sabe (problematizandolo) vy por ultimo, al estar en
contradiccién consigo mismo, se plantea la necesidad de llegar a la
verdad, es decir, a la comprensién del concepto.

Soc. — Al problematizarlo y entorpecerlo, como hace el pez torpedo, ;le
hicimos algun darno?...

Le hemos hecho, al contrario, un beneficio para resolver como es la
cuestion. Ahora, en efecto, buscara de buen grado puesto que no sabe,
mientras que muchas veces antes, delante de todos, con tranquilidad,
creia estar en lo cierto al hablar de la superficie doble y suponia que
habia que partir de una superficie del doble de largo...

¢ Crees acaso que él hubiera tratado de buscar y aprender esto que creia
que sabia, pero ignoraba, antes de verse problematizado y convencido
de no saber, y de sentir el deseo de saber? 84b-pag. 308.

El paso por los tres momentos en la entrevista de caracter socratico,
puede ser comparado con los obstaculos epistemoldgicos que son
necesarios afrontar en la comprensién de un concepto matematico, en el
contexto de la teoria de (Bachelard, 1938). Aunque se reconoce que son
ambitos conceptuales distintos, desde el punto de vista pragmatico, son
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procesos que contribuyen en el proceso de avance en la comprension
matematica.

e Lared conceptual

Las preguntas deben estar formuladas de manera que el entrevistado
construya una red conceptual alrededor del concepto en cuestion,
recurriendo a sus elementos sobre los cuales va a razonar. La
construccién de la red se facilita mediante mecanismos concretos: visual-
geomeétricos, verbales o escritos.

Soc. — Entonces de la linea de tres pies tampoco deriva la superficie de
ocho.

Servidor. — Desde luego que no.

Soc. — Pero entonces, ¢;De cual? Trata de decirnoslo con exactitud. Y si
no quieres hacer calculo, muéstranosla en el dibujo. 83e-pag. 308.

La red conceptual se hace evidente e imposible de evitar durante toda la
entrevista y el estudiante entrevistado razona sobre ella y la amplia (lo
cual es generado en la mayoria de los casos por el redoblamiento, de
acuerdo a la teoria PK), pero el refinamiento en sus razonamientos
depende en gran medida del manejo adecuado por parte del
entrevistador durante su aplicacion, es decir, la entrevista debe estar
disefiada de tal forma que no se produzca una ensefianza directa, sino
mas bien, una ensefianza acompafada de un razonamiento inquisitivo
que permita que los estudiantes pasen de las situaciones concretas a las
abstractas y viceversa, para asi facilitar la comprensién del concepto.

En este sentido y en el contexto de la teoria PK, se hace necesario que
el disefio de las preguntas esté orientado a evidenciar en el entrevistado,
las complementariedades de la accion y la expresién, que son las que al
fin de cuentas, permiten que la red conceptual se refine cada vez mas y
el entrevistado progrese en su comprension.

1.9.3 El proceso de razonamiento infinito.

De acuerdo al problema enunciado en la presente investigacion, comprender
los procesos de razonamiento infinito se convierte en el eje transversal que
permite conectar la relacion inversa entre las tangentes y las cuadraturas.
De hecho, alli radica la genialidad de Newton y Leibniz al lograr superar los
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razonamientos finitos y estaticos (geométricos y aritméticos) de sus
antecesores, tales como los del mismo Isaac Barrow.

Si bien es cierto que fueron los pitag6ricos quienes manejaron por primera
vez en matematicas, el infinito potencial, el primer teérico del infinito fue
Aristételes, quien consideraba que el infinito es lo que no se deja recorrer y
carece de limite. Distinguié dos clases diferentes de infinito: el infinito actual,
cuya infinitud es independiente del tiempo, y el infinito potencial, que es una
construccién a lo largo del tiempo.

Dos de los factores que impidieron a los griegos concebir el infinito actual,
fueron: Los argumentos aristotélicos en contra del infinito actual y el principio
euclidiano de que el todo es mayor que cualquiera de sus partes.

Desde la experiencia docente, observamos que en nuestros estudiantes, el
primer acercamiento con la idea de infinito se da en la Aritmética con los
conjuntos numéricos; que en definitiva es una idea de infinito potencial. Ellos
evocan ‘uno, dos, tres, ... hasta infinito” pero no conciben que aunque hay
infinitos elementos, el conjunto pueda tener una cardinalidad.

De hecho, pareciera ser que la naturaleza del razonamiento humano,
concibiera en primera instancia un infinito potencial para poder,
posiblemente, comprender el infinito actual, el infinito como una totalidad.

Aristoteles negaba al infinito actual toda existencia fisica o matematica. Para
él, si bien es cierto que los matematicos tienen necesidad de considerar
magnitudes mayores 0 mas pequefias que toda magnitud dada, no le es
posible obtener totalidades infinitas en acto, determinadas aunque no
limitadas. De ahi que afirmara que todas las objeciones que se pongan al
infinito, son objeciones al infinito actual. Para este fil6sofo griego, el infinito
matematico esta indudablemente relacionado con la categoria de cantidad,
pero s6lo como infinito potencial, cantidad que puede volverse mas grande o
mas pequena, sin que dicho devenir llegue a transformarse en ser. De
acuerdo a la concepcion aristotélica, el infinito potencial consiste en no
afirmar que existe un infinito real, sino reformular la afirmacion, de forma que
permita que las cantidades sean en todo momento tan grandes o tan
pequerias como sea preciso.

Si se trata entonces de que los estudiantes comprendan procesos de
razonamiento infinito haciendo uso de la relacién inversa entre las tangentes
y las cuadraturas, se considera conveniente tener en cuenta los
razonamientos infinitos mas contemporaneos, como por ejemplo los de
Leibniz, quien consideraba los infinitesimales positivos como numeros que
son mayores que cero, pero menores que todos los reales positivos. Para él
los infinitesimales son incomparables, porque con respecto a las cantidades
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finitas son como granos de arena al mar (Edwards J. T., 1982). También
creia que las lineas rectas y curvas eran poligonos con infinito nimero de
lados (poligonos infinilateros), que las superficies curvas, poliedros de
infinitas caras (poliedros infiniédricos), que el movimiento variado era una
sucesién de movimientos uniformes, etc; de tal forma que las cantidades
guedaban descompuestas en elementos mas sencillos y por lo tanto mas
faciles de captar. Por esto, Leonhard Euler le dio el nombre de Analisis
Infinitesimal, al area de la Matematica que hoy conocemos como Calculo o
Analisis Matematico.

1.9.4 La visualizacion matematica

El mecanismo de la visualizacion matematica ha sido fundamental en el
desarrollo de varias propuestas de investigacion en Educacion Matematica,
dadas las ventajas que ofrece al momento de aplicar las intervenciones al
interior de las aulas con los estudiantes, mas aun cuando se trata de abrir las
puertas hacia la formalizacién en matematicas.

De acuerdo a Guzman la visualizacién en Matematicas no es lo mismo que lo
que algunas corrientes de psicologos llaman visualizacion. Para ellos la
visualizacion es una técnica, entroncada en el andlisis transaccional iniciado
por Eric Berne (afios cincuenta), que pretende una reestructuracién de
ciertos aspectos del subconsciente. Tiene mucho mas que ver con
componentes afectivos que con componentes propiamente cognitivos. Con
la visualizacion matematica se pretende otra cosa. Las ideas, conceptos y
métodos de las matematicas presentan una gran riqueza de contenidos
visuales, representables intuitivamente, geométricamente, cuya utilizacién
resulta muy provechosa, tanto en las tareas de presentacion y manejo de
tales conceptos como en la manipulacion con ellos para la resolucién de los
problemas en el campo de estudio (De Guzman, 2001).

Una gran parte de la visualizaciéon usada en investigaciones en Educacion
Matematica, se ha desarrollado mediante la capacidad de imaginacién y
representacién con instrumentos convencionales como lapiz, papel, tiza o
tablero. La fidelidad y exactitud de tales representaciones debe estar en
funcion del tipo de trabajo de visualizacion que se requiere. No tiene objeto
utilizar compas y regla cuando con un dibujo a mano suficientemente claro
queda sugerido en la medida en que se quiere presentar, como es el caso en
la mayor parte de los problemas del Analisis Matematico en los que una
visualizacion sea suficiente. Pero es claro que, en la actualidad, se dispone
de un instrumento extraordinariamente potente, el computador, cuya
influencia sobre el quehacer matematico se va dejando sentir en muchos
aspectos y uno de ellos es, obviamente, la visualizacién.
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En lo que se refiere, en particular, al Analisis Matematico, la existencia de
programas matematicos, tales como DERIVE®, MAPLE®, MATHEMATICA®,
CABRI®; GEOGEBRA®, entre otros, con capacidades de representacion
extraordinariamente versatiles e interactivas, aplicables en todos los campos
imaginables de la Matematica actual, estd cambiando ya nuestra forma
misma de practicar tanto las actividades de investigacién como las de la
interaccién ensenanza-aprendizaje a todos los niveles.

En la presente investigacion, la entrevista de caracter socratico hace uso de
la visualizacion matematica para la comprension de la relacién inversa entre
cuadraturas y tangentes, usando el software Geogebra®, con el fin de
facilitar a los estudiantes la comprensién mediante procesos de razonamiento
infinitos, inevitables a la hora de abordar conceptos con paso al limite.

Finalmente, las interpretaciones propias de los estudiantes ante una
visualizacion matematica pueden ser distintas, pero igualmente correctas o
incorrectas, lo cual propicia evidencia de una descripcién de la manera en la
que el estudiante esta comprendiendo. Teniendo en cuenta que la entrevista
socratica facilita la observacién y analisis de casos particulares en los sujetos
cuando evidencian comportamientos, gestos o evocan ideas para explicar
situaciones matematicas, la visualizacion inmersa en el disefio de las
preguntas se convierte en un mecanismo apropiado en el marco de la teoria
PK.

1.9.5 Las TICs y el Geogebra®.

Desde hace varias décadas se comenz6 a especular sobre el impacto que la
revolucién en las TICs podria tener en la educacion, en todos sus niveles.
Esa especulacién, y los multiples ensayos que la siguieron, se han convertido
en los ultimos afos, especialmente a partir del desarrollo de la Web, en un
gran movimiento que esta transformando la educacién en muchos lugares del
mundo desarrollado. En esta direccion, las TICs se convierten en una
herramienta fundamental, necesaria e inevitable que propicia ambientes de
aprendizaje en todos los campos de la ciencia, para nuestro caso, en el
campo de las Matematicas, y que teniendo los cuidados necesarios para ser
utilizadas como ayuda didactica para la adquisicion de conocimiento
matematico, facilitan sin lugar a dudas, la comprensién de razonamientos
infinitos.

Precisamente, dentro de la ensefanza de la matematica en el nivel medio

superior, es fundamental la utilizacion de procesadores geométricos,
algebraicos y analiticos para la ensefanza de los campos de la disciplina.
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Este tipo de aplicaciones permite abordar la Geometria y el Andlisis desde
una forma dindmica e interactiva que ayuda a los alumnos a visualizar
contenidos matematicos que son un poco mas complicados de abordar
desde un dibujo estatico, como por ejemplo, procesos de razonamiento
infinito.

El software libre también ha hecho aportes significativos en el desarrollo de
este tipo de herramientas. Sin duda una de las mas conocidas y que mezcla
la funcionalidad de un procesador geométrico, algebraico y analitico es el
Geogebra® (Geometria-Algebra-Calculo); un software escrito en java muy
facil de usar y que resulta ser una poderosa herramienta para manipular
ciertos comandos, lo que permite visualizar resultados analiticos vy
geométricos en la ensefanza de conceptos matematicos. El software fue
desarrollado por Markus LLohenwartre en la Universidad de Salzburgo para
la ensefianza de la matematica escolar.

En la investigacién, el Geogebra® permitié durante la entrevista que el
estudiante interactle, manipule y corrobore ciertos resultados, que
manualmente son complejos de comprobar con ciertas funciones
previamente establecidas por el investigador (las derivadas vy
correspondientes antiderivadas), y asi poder calcular pendientes de
tangentes y é&reas bajo curvas (cuadraturas) con la ayuda de tablas
numeéricas. Por ultimo, observara una estabilizacion de los datos para poder
realizar el salto a procesos de razonamiento geométricos y estaticos que
estan relacionados directamente con la idea de infinito.
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2 LA RELACION INVERSA ENTRE
CUADRATURAS Y  TANGENTES:
ASPECTOS HISTORICOS Y
DIDACTICOS

La importancia del TFC, en cuanto a su reconocimiento como algoritmo
universal para la obtencién de las cuadraturas, mediante la resolucién del
problema inverso de la tangente, no se logra apreciar hasta los desarrollos
de Newton y Leibniz.

En la presente investigacion, se considera imprescindible realizar un rastreo
epistemoldgico sucinto en la evolucion historica del TFC desde los griegos,
pasando por los aportes de Newton hasta Cauchy y Lebesgue, con el fin de
identificar algunas dificultades que pueden presentar los estudiantes de
nuestros dias, a través del analisis de los obstaculos presentados en la
historia.

Abordaremos el TFC desde tres ambitos que son esenciales para la presente
investigacion: el histérico, que permite situar los momentos y dificultades
desde los griegos hasta nuestros dias; los antecedentes de las
investigaciones que se han hecho a nivel de su ensefanza y, por ultimo; la
presentacion que hacen los textos escolares contemporaneos. Sin duda
alguna, estos elementos facilitaran una mejor descripcién del razonamiento a
observar en los estudiantes para la implementacion de la entrevista socratica.
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2.1 Evolucion historica del TFC

Se presentan los métodos utilizados para las cuadraturas y tangentes de
forma independiente, para luego rastrear de forma sucinta la evolucién
histérico-epistemologica del TFC.

2.1.1 El calculo de areas y el problema de las cuadraturas: La diferencia

Como preambulo a la descripcion breve de algunas técnicas para las
cuadraturas, es importante destacar el hecho histérico de que el célculo de
areas y el problema de las cuadraturas no son equivalentes. Para Wallis por
ejemplo, el problema de la cuadratura de una curva se reduce a calcular la
razon entre el &rea de la figura curvilinea T (area buscada), formada por la
curva y los segmentos paralelos a los ejes coordenados, y el poligono P,
circunscritoen T (se muestra en la figura siguiente); concretamente, se trata

T 1
de calcular x, en la proporcion 5=
X

El lenguaje algebraico actual no es empleado por Wallis, sin embargo, sera
usado aqui por practicidad y para facilitar al lector una rapida comprension.
Wallis empieza encontrando un valor para x en el caso de las parabolas de
cualquier orden'’. La siguiente figura muestra cémo establecer la proporcién
entre el triangulo curvilineo OAB vy el paralelogramo OCAB circunscrito en el
triangulo curvilineo:

De acuerdo a las condiciones anteriores, se tiene que los segmentos AB, y
A,B,, paralelos a OC, tienen una razén n-ésima de la razén que hay entre
los segmentos C,A, y C,A, donde n es un entero positivo. En la actualidad

. AB CA)
se tendria: — 1=( A) ne Z*.

4B, (C,4,)"

" Se entiende por parabola de orden n a las curvas de la forma y =ax”". Especificamente,
. . , .y 2 , s
Wallis llama simplemente parabola a la curva de ecuacién y =ax” y parabola cubica a la

s 2 3
curva de ecuacién y=ax .
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Figura 2.1 El triangulo curvilineo y las cuadraturas.

Considerando la cuadratura del paralelogramo OCAB, se trata de hallar x de

Cuad.OAB 1
modo que;: ——=—.
Cuad OCAB x

En el caso n=1, OA es una recta, OAB un triangulo rectilineo y asi x=2
mediante la Geometria Euclidiana. Para el caso n>2 Wallis sigue los
procedimientos de Cavalieri y considera el tridngulo OAB vy el paralelogramo
OCAB formados de una infinidad de segmentos paralelos. Lo sorprendente
en el proceder de Wallis, fue alejarse del método algebraico de Cavalieri y
establecer un formalismo para las sumas infinitas a través del método de
interpolacién. De este modo, al tomar la regién limitada por y=x", el eje x y
la recta x=a, se tiene que:

a 0a) (la) ha\' ho
N T
Cuad OAB Z(;y ( I j ( hj ( p j h

a n n n n h
Cuad.OCAB Zb a"+a" +a"+..+a zhn

h—oo
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C A
T = === = = -
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I
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Figura 2.2 Cuadratura para y =x".

Mas adelante se describird en detalle la intervenciéon de Wallis en el
desarrollo de la férmula general para la cuadratura basica IO x*dx .

2.1.2 Métodos y técnicas para las cuadraturas

Entre muchos de los métodos utilizados para las cuadraturas, desde
Arquimedes hasta el s. XVII, se resaltan los siguientes:

2.1.2.1 La cuadratura de la Espiral de Arquimedes. El método de
exhaucion

La cuadratura de la Espiral de Arquimedes es particularmente interesante,
dado que constituye uno de los ejemplos mas representativos de la
aplicaciéon del método de exhauciéon de los griegos a los problemas de
cuadraturas, influenciando el trabajo de los métodos de cuadraturas
aritméticas del siglo XVII.
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Arquimedes en su obra sobre las espirales, define la espiral que lleva su
nombre y luego obtiene cuadraturas de diversas areas. Las figuras
siguientes ofrecen una representacion de lo que defini6 como /la primera
recta (que une el punto inicial con el final), la primera area (region
determinada por la curva y la primera recta) y el primer circulo (con centro en
el origen de la espiral y radio la primera recta).

Arquimedes logra demostrar que la primera drea'? es un tercio del primer

circulo, esto es, a(E)=%a(C)=%7L’(27m)3. Para llegar a este resultado,
Arquimedes demuestra las siguientes proposiciones mediante métodos

geomeétricos:

1) (a2n2 +...+aznz)+azn2 +a(a+2a+3a+...+na)= S[az Jr(2a)2 +(3a)2 +...+(na)2}

1+24+3+...+n=—(n+1
2) ;

1)(2n+1 3oop?
3) 12+22+32+...+nz:n(nJr )2+ ):”_+”_+ﬁ
6 3 2 6

3
4) P+22+3+..+(n—-1) <%<12+22+32 +ot+n’

Figura 2.3 En ambas ilustraciones, la primera recta y la primer area; en la
ilustracion de la derecha, el primer circulo.

Arguimedes resuelve el problema, a partir de esta ultima desigualdad,
considerando sectores circulares inscritos y circunscritos:

'2 Proposicion XXIV de su obra sobre espirales.
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\\%@/ n
\_

Figura 2.4 Sectores circulares inscritos y circunscritos a la Espiral de
Arquimedes.

Se divide el circulo C en n sectores, que interceptan a la espiral en los
puntos O, A, A,, ..., A,. Sise considera OA =c, OA, =2c, ..., OA, =nc.

De esta manera la regidén espiral E contiene una region P, formada por
sectores circulares inscritos P, de radios 0, c, ..., (n—1)c y esta contenida

en una region Q, formada por sectores circulares circunscritos Q., de radios
¢, 2¢, ..., nc, para verificar facilmente que a(P)<a(E)<a(Q).

La expresion a(Q)—a(P) es igual al &rea de un sector circular y por tanto

puede hacerse tan pequeia como se quiera tomando n lo suficientemente
grande, de modo que conociendo previamente que el area de la espiral es

a(E) = %a(C) 2%7[(27[61)3, éste se confirmara con todo rigor mediante la doble

reduccion al absurdo del método de exhaucién.

Supongamos que a(E) <§a(C) y escojamos n suficientemente grande para
que se verifique que a(Q)—a(P)<%a(C)—a(E). Como a(P)<a(E), se

tiene que a(Q) <%a(c).

Ahora, la razén de las areas de sectores circulares semejantes es igual a la
razon de los cuadrados de sus radios (de acuerdo a Euclides), es decir,
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=——, i=1273,.,n, donde C, son los sectores del circulo C

a(C;)  (nc)

circunscrito a la espiral. De esta ultima igualdad (aplicando las propiedades

de la suma de las proporciones), se obtiene que

a A+(2e) +..(ne) 1P+22+3+.0> 1
(Q): (2¢) 2( ) = 33 “>-, lo que resulta ser

a(C) n(nc) n 3

consecuencia de la desigualdad 4). De esta ultima igualdad se obtiene el

resultado a(Q)>%a(C) lo que contradice una desigualdad anterior, y de

esta manera no puede suceder que a(E) <%a(C).

En forma analoga, si se supone que a(E)>%a(C), se logra llegar a las

desigualdades a(P)>%a(C) y a(P)<§a(C), lo que contradice el ultimo

supuesto.

Luego, por la propiedad de tricotomia, necesariamente
a(E) :%a(C) :%75(27%1)3 (Edwards J. T., 1982).

De hecho, este resultado se puede obtener con la ayuda del calculo integral
en coordenadas polares de manera muy simple: si considera la ecuacion de
la Espiral de Arquimedes como r(¢)=af, entonces su darea es

a(E) =%7zj;2[r(e)]2 a6 =%ﬁjozﬂ[a9]2 a6 =%7z(27m)2.

Es importante anotar que al generalizar la desigualdad 4) para cualquier
entero k, mediante la aplicacion de diversas férmulas obtenidas para hallar
la suma de potencias de enteros consecutivos, se conseguia calcular areas'
para las espirales generalizadas r=a6", de donde tras un simple cambio
aparecian las ideas para calcular areas en las parabolas generalizadas

y=ax", k=1,2,3,..., es decir, obtener resultados equivalentes a lo que se

k+1
a

k+1

. ’ . a
denomina cuadratura basica: _[O xdx =

'3 Calcular areas o cuadrar son acciones que indican la misma accion en este contexto.
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Todo este trabajo, sin embargo, adolecia de rigor, dado que al soslayar la
rigidez de la exhaucién, se aplicaban ideas de aproximacion mediante
limites, en forma intuitiva.

2.1.2.2 La cuadratura basica _[Ox"a’x

Seguramente, la importancia de esta cuadratura radica en ser el fundamento
para el desarrollo de las técnicas de cuadraturas del siglo XVII, mediante
artificios aritmético-infinitesimales y en particular, de indivisibles.

Se ha observado que Arquimedes ha utilizado dos resultados importantes:
+1)(2n+1 P on?
14243+ 4n=2(n+l) y P+2243 4. +n°= n(n+1)(2n+1) SR
2 6 3 2 6
Mediante estas igualdades, Arquimedes obtiene resultados equivalentes a

2
a

3
las integrales IO xdx:? y _[0 xzdx:%, las cuales hoy establecemos

n n

2

: o Li =

mediante los limites: ~""  =-=—y =
n—>c N 2 p—oo n 3

De la misma manera, Cavalieri con su trascendental método de los
indivisibles, descubre la cuadratura para los enteros k=1,2, ..., 9.

Después de 1635, Fermat, Roberval, Pascal, Torricelli y Wallis dan pruebas,
mAas o menos rigurosas, para el calculo del area bajo la parabola

generalizada y=ax" (k entero positivo). Muchas de ellas se basan en

férmulas para la suma de las primeras potencias de enteros (que sustituirian

al argumento intuitivo de los indivisibles de Cavalieri) y que conducen a las

k+1
n

desigualdades: 1°+2" +..+(n—1)" <
k+1

<1"+2"+..+n", generalizacién del

mismo resultado de Arquimedes para k=2, de las que precisamente se

C k
2n
oL - " N .
deduce el limite = —=—— que es utilizado implicitamente, a través

n—o n k+1

de la doble reduccién al absurdo, como lo hizo Arquimedes.

im
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. e .. Cuad . OAB 1
En particular, esto para Wallis significa que en la proporcion ————=—,
Cuad OCAB x

x=k+1, y asi, considerando la regién limitada por la curva y=x", la recta
x=a Yy el eje x, y dado que el area del paralelogramo OCAB es a"*' (de

k+1

1 .
base a y altura a*), entonces ma correspondera a la cuadratura de la
+

regidbn OAB; resultado que puede escribirse como Cuad.[xk ]O kila"“.
Vale la pena aclarar dos aspectos importantes; el primero tiene que ver con
que esta presentacion contempla un salto cualitativo profundo, pues pasa por
la accion de asignarle un valor numérico a cada cuadratura, que
modernamente corresponde a la nocién de area; el segundo con el hecho de
gue ninguno sigue fielmente todos los pasos que en rigor hay que dar y dejan
la sensacién que el camino a seguir es elemental.

Asi las cosas, la cuadratura se calcula dividiendo el intervalo [0,a] en n sub-

. . a . . . .
intervalos de longitud —, para construir a continuacion los habituales
n

P . . . . . a
rectangulos inscritos P, y circunscritos Q,, teniendo todos por base — y
n

altura la determinada por la correspondiente ordenada, de manera que al
sumar las areas se obtiene:

k+1 k+1
a

a(P)="r; 2+ (n-1) |y a(0,)= Z (12 (n-1) |

Si S es el area limitada por la curva y=x" en el segmento [0,a], facilmente

se observa que se verifica:

42+ 40t
a — - <a(S)<a
n n n
que son las desigualdades basicas para iniciar la doble reduccién al absurdo
k+1

e 25+ it
k+1

. a a
que les conduzca al resultado conjeturado _[O x'dx = PRE
+
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Figura 2.5 Rectangulos inscritos P y rectangulos circunscritos Qn.

Pero (Recalde, 2000), muestra cémo Wallis va mas alla; considera el caso de
exponentes racionales positivos. El procedimiento consiste en interpolar

. . 1 ~
valores intermedios de los resultados de la forma ﬁ; para ello se empena
+

en encontrar la ley de formacion. En este sentido, observa que los
denominadores conforman una sucesion aritmética y esto lo lleva a la
construccién de la siguiente tabla:

pr 0 1 2 il 4 10
q

1 1 L e 1 . 1

1 2 3 4 5 11

2 2r) a5 2 2 2 2

A% 8 B 5 6 12

3 o BLAE S 3 3 3

3 3. 1.8 6 7 13

4 1y 4 1 4

4 5 6 7 8 14

5 2 1'% | . 5 5

5 & 18 8 9 15

0 [ 10 | 10 [T | 10 B

0 | 11,] 53 3 | 14 15

Tabla 2.1 Obtencion de la razén entre la region de la cuadratura de la region
P
acotada por y=x? larecta x=a yel eje x.
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Wallis obtiene la razén entre la cuadratura de la regién acotada por la curva

hn P
P Ziq 1 q
y=x?, la recta x=a y el eje x; esto es:| 52— =——=—2— que

> h Py pta
i=0 q

h—oo

p

correspondera a la cuadratura de la regién OAB, limitada por la curva y=x?,

14
pP+q

1
V4
larecta x=1 y el gje x, Cuad.l:x”’} =

0

En términos actuales, y teniendo en cuenta la aclaraciéon anterior,

)4
L
corresponde a la integral, jox"dxzil, p.qeZ".

p+

Con referencia a los resultados anteriores, Wallis encuentra la cuadratura de

2\
la region OAB, limitada por la curva yz[l—qu , larecta x=1 vy el eje x.

Para ello simplemente aplica el desarrollo binomial en consideracién y
supone aditividad, de tal forma que si tomamos, por ejemplo, p=2 y ¢=3,
tenemos:

e T = =l s
Cuad. {l—xzj :Cuad.[l]lo—3Cuad.[x3} +3Cuad.[x3} —Cuad.{xs} .

0 0 0

0
Wallis encuentra una ley de formacion no directamente para la regién en
consideracion, sino para los valores inversos, analizando las cuadraturas de
la regibn OAB, a partir de las variaciones de p y ¢, entre 1 y 10; tales
valores se designan por  F[p.q], de tal forma que:

1 , -
F[p.q]= —. Estos valores son consignados en la siguiente

i q
Cuad. [1 —x"}

0

tabla:
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YV 2 3 4 i

p

0 1 1 1 1 1 1

1 e 3 4 5 1

2 1 3 6 | 10 15 66
3 Eigod | 0200 35 T

4 1 15 | 35 70 . £ 1601
10 1T | 11 | 66 [286 | 1001 .| 184756

Tabla 2.2 Obtencion de los valores para la cuadratura de la curva
1

y:(l—xz)i.

Wallis observa que los argumentos de la tabla anterior corresponden a los
del triangulo de Pascal con los valores ubicados de manera rectangular, en la

cual se cumple la regla de formacion: F|[p.q]=F[p.q—-1]+F[p-14].

Retomando el planteamiento inicial, Wallis entiende que la cuadratura del

circulo corresponde a la cuadratura de la regibn OAB, limitada por la curva
1

y=(1—x2)5 y los ejes coordenados, como se representa en la siguiente
figura.

W

Figura 2.6 Cuadratura del circulo para los valores p =

l q
y={1—x”j .

ly —l en la curva
A
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En consecuencia, la cuadratura del circulo corresponde a los valores p=—y

| =

1\¢
q:%, en la curva yz(l—pr .

2.1.2.3 Las cuadraturas de las hipérbolas. Primer método infinitesimal
de la progresion geométrica de Fermat.

El método se basa en una propiedad de las progresiones geométricas de
razon menor que la unidad, la cual Fermat enuncia asi (Edwards J. T., 1982):

Dada wuna progresion geométrica cuyos términos decrecen
indefinidamente, la diferencia entre dos términos consecutivos es al mas
pequeno de ellos como el mayor es a la suma de los términos restantes.

Se puede comprobar que esta propiedad es equivalente a la férmula de la
suma de los términos de una progresion geométrica indefinida y decreciente.

En un comienzo, Fermat considera las hipérbolas yx" =k y manifiesta:

Digo que todas estas infinitas hipérbolas, excepto la de Apolonio™, que
es la primera, pueden ser cuadradas por el método de la progresion
geomeétrica, de acuerdo a un procedimiento uniforme general (Sestier,
2000).

Se desarrolla la demostraciéon para n=2 y con base en la Figura que sigue y
de la definicién de la hipérbola, deduce:

" AHZZE_G
AG* IH
2) A0 _IH
AH?> NO

Continuando el texto anterior, Fermat afirma quee:

' Dado que la hipérbola yx =k tratada por Apolonio, corresponde a una serie geométrica
divergente.
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El area indefinida que tiene por base EG y que esta acotada de un lado por
la curva ES y de otro, por la asintota infinita GOR, es igual a una cierta area

rectilinea.

Figura 2.7 Cuadratura de la hipérbola.

Fermat se refiere al area del rectdngulo AGEB como area rectilinea y
apoyandose en la Figura anterior, comienza a construir los elementos
necesarios para resolver la cuadratura de la hipérbola.

Considérense los términos de una progresion geométrica indefinida y decreciente:
AG, AH, AO, ... Supongamos que estos términos estdn muy préximos, para que en
términos de Diofanto, se puedan adigualar’®. También se supone que los primeros
intervalos GH, HO, OM , ... son suficientemente iguales.

Fermat divide el eje GOR a la derecha del punto G en intervalos
GH, HO, OM, ... de longitudes tales que se verifique:

AG AH _AO _

3) = = =..
AH AO AM
gy AG_GH _HO _
AH HO OM
Considérese ahora los rectangulos circunscritos

R =EGXGH, R,=IHxHO, R,=NOxOM,... y comprueba que R, R,, R,,...,
forman una progresién geométrica decreciente de razon %. En efecto,

aplicando las igualdades 1), 2), 3) y 4), se obtiene:

®1a adigualdad o pseudo-igualdad es el procedimiento que consiste en hacer igual dos
cantidades muy proximas, pero que en realidad, no son iguales. Este término es introducido
por Diofanto y utilizado por Fermat en uno de sus textos.

66



67 | 2 LA RELACION INVERSA ENTRE CUADRATURAS Y TANGENTES:
ASPECTOS HISTORICOS Y DIDACTICOS
René Alejandro Londoio Cano

R _EGXGH _AH’XGH _HO’XGH _HO _ AH
R, IHXHO AG’xHO GH’xHO GH AG
R, IHXHO _ AO’XHO _ AH’XHO _AH’XAG _AH
R, NOXOM AH’XOM AG’XOM AG’xXAH AG

Y asi de forma sucesiva se demuestra que R, R,, R;,,..., €s una progresion

geomeétrica decreciente a la que Fermat le aplica la propiedad equivalente a
—K __K de

., 16 . Rl
Su sumacion'®. Sea S su suma, entonces se tiene que R = S_R s
2 -

AH-AG _ EGxGH
AG ~ S—EGxGH
GH  EGXGH

= y por ultimo S —EGXGH = EGXAG.
AG S—-EGxXGH

, obteniéndose

donde se deduce que

Como Fermat ha supuesto que unos intervalos estaban lo bastante cercanos
para que otros fueran suficientemente iguales, deduce que el area definida
por la hipérbola y las lineas GH, GE es, debido a la ultima igualdad y a las

infinitas sub-divisiones, igual al area del rectangulo AGXGE.

Este método se ha llamado logaritmico, término que Fermat aludia a una
cierta relacion entre una progresidbn geométrica y una aritmética; sin
embargo, hoy a su método se le llamaria exponenecial y se desarrollaria

mediante la integral rﬁzdx -k
4 X a

2.1.2.4 Las cuadraturas de las parabolas generalizadas. Segundo
método de la progresion geométrica de Fermat

En su tratado sobre cuadraturas, Fermat también utilizd el método de la

p

progresién geométrica para la cuadratura de parabolas generalizadas y = x7,

'® Término que hace referencia a la suma de una serie infinita, en este caso se trata de una

0 ye . - a
serie geométrica, esto es Y ar" =——, |r|<1
n=0 —-r
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L

. L q Prq
estableciendo la conjetura de Wallis I xtax=2— =9 49 aunque los
0 £+1 p+q
q

resultados se publicaron mas tarde.

En el lenguaje matematico actual, la cuadratura de las pardbolas de Fermat
se podria enunciar asi:

En la Figura 2.5 se muestra como se subdivide el intervalo [0,4] en una

sucesion  infinita de  sub-intervalos con extremos x siendo

ni

x,=ar", n=0,1,2,... y O0<r<l. Para cada sub-intervalo se considera el
rectangulo circunscrito a la curva, de base x,—x,_, y altura dada por la

P P
ecuacion de la curva y=x*, es decir, x,7.

P+q 1

Tomando s=r?, t=r’ la suma A(r) de las areas de los infinitos

rectangulos, teniendo en cuenta que forman una progresion geométrica de
il
razén r 7 es:

Figura 2.8 Calculo del area bajo la curva, usando rectangulos circunscritos.
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o0 0o p

A(r)= an (x,—x,.,) =Z(ar" ); (ar" —ar”“)

n=0 n=0

< |

ptq n(p+q) r+q o

=a’ (l—r)nir ‘=t (1-r) "
—a =) | ) 5|

Como se verifica que (1-t)(1+¢+7* +..+¢"')=1-*, se deduce finalmente

Ptq

l+t4+12+.. 417"
que: A(r)=a *

l+t+t>+.. +¢7!

. (Collette, 2002).

De esta manera, el area comprendida bajo la curva, el eje x y la abscisa
x=a, se obtiene tomando el limite cuando (r—1, t—1), de donde se

L

a P q Ptq
deduce finalmente en términos actuales, que j xdv=2 =94 44
0 lz_kl 1)+-q
q

Se destacan tres elementos esenciales, en las cuadraturas de Fermat: la
divisidon del area bajo la curva en areas infinitamente pequefas, la suma
aproximada del area bajo la curva y un intento de dar el paso al limite,
mientras crece el nimero de elementos de area infinitamente pequenos.
Estos elementos son fundamentales para lo que se conoce hoy como integral
definida.

2.1.2.5 La generalizacion de las cuadraturas, de acuerdo a Newton

Newton generaliza sus resultados, a partir de procedimientos que tienen que
ver con su llamado binomio de Newton, la cuadratura del circulo y la
aceptacion de cuadraturas para funciones polinémicas. El célculo, como
rama autbnoma empieza a emerger histéricamente. Esto se nota con mayor
claridad en la regla 1 de su memorable De analysi, donde aborda el caso de
exponentes fraccionarios:

Regla 1: Siy = ax™/™, entonces ——— x™*"/" corresponde a la cuadratura.

Newton incorpora el simbolo “0” en la demostracion de este resultado para
representar una cantidad muy pequena, pero diferente de cero. Ello significa
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que puede actuar como denominador, pero cuando aparece sumando se
desvanece, por ser tan pequefia que no adiciona nada: “o0” simboliza un
incremento infinitesimal.

De acuerdo a (Recalde, 2000), Newton inicialmente considera el siguiente

caso particular: sea la figura siguiente, en la cual area ABD = z, AB = x,
BD = y. Se toma BM = o, BK = v, tales que, areaBDLM =

area BKHM = ov.

\.

-

<=~ o BT

G

n
o
=~

Figura 2.9 La variacion de o en la abscisa produce una variacion ov en el area
total.

x3.

O | >

ret 2
Newton toma especificamente la curva, z = 3 x3/2, de donde, z% =

Una variacion de o en la abscisa, produce una variacion ov en el area total,
4
de tal suerte que, (z + ov)? = 5+ 0)3.

Desarrollando los dos binomios quedara:

4
z% + 2zov + 0%v? = 3 (x3 + 3x%0 + 3x0% + 03).
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Empleando la sustitucién z2 = g x3, simplificando y dividiendo los dos
miembros de la expresion resultante por o, dado que es diferente de cero,
quedara, 2zv + ov? = % (3x% + 3x0 + 02).

Newton entonces, toma BM infinitamente pequefo, de tal manera que v se
hace igual ay, y ademas o se hace igual a cero, quedando:

4 e e .
2zy = 3 x?, de tal forma que al sustituir zpor su valor inicial se obtiene

y = x1/?,
Para el caso general, Newton sigue los mismos delineamientos del ejemplo:

Si —— x™*/" = 7 se hace — =cy m+n=z asi c.x?P/" =z, y por lo
m+n m+n

tanto ¢™. xP = z"; sustituyendo x por x + o y z por z + ov, resulta:
c"(xP + poxP~t + .-+ 0P) = 2™ + novz" 1 + - + o™V,
omitiendo los otros términos que a la larga se desvaneceran.

Cancelando los términos iguales c™*xP y z™ y procediendo de forma similar al
ejemplo se obtiene y = ax™™. De manera inversa, si y = ax™/™, entonces
y =ax™" =z

Se hace notar que este es un proceso mediante el cual Newton presenta un
método para hallar la razén instantanea de una variable respecto a otra.
Especificamente, esta mostrando que el area puede obtenerse mediante el
proceso de hallar una razén de cambio. Dicho en los términos actuales, las
operaciones de calcular cuadraturas y hallar razones de cambio son
inversas, enunciado que constituye una versién primaria de lo que ahora
denominamos el teorema fundamental del algebra.

2.1.3 Métodos y técnicas para las tangentes

Aunque en la actualidad, en los cursos regulares del Calculo se imparte el
tema de la diferenciacién y de las rectas tangentes, previo a la integracién y
el calculo de las areas, el desarrollo histérico de estos conceptos sucedieron
al contrario, pues las cuadraturas se trabajaron desde los griegos, mientras
que los métodos de las rectas tangentes sélo se comienzan a trabajar hasta
el s. XILI.
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El problema de las tangentes a las lineas curvas aparece, aparte de las
epistolas que las explican, en los siguientes trabajos 0 memorias de Fermat:

T.1. En el Methodus de 1629-361. Fermat describe la primera version del

T.2.

T.3.

T.4.

método de las tangentes, descubriendo la tangente a la parabola y
aduciendo que se reconduce al método de maximos y minimos, que
le precede en la memoria.

En el M.2 (Ad eamdem methodum) de 1638. Tras resolver el
problema de Pappus mediante el algoritmo del Methodus, Fermat
aplica su método a las tangentes y obtiene la tangente a la elipse.

En el Méthode de maximis et minimis expliquée et envoyee par M.
Fermat a M. Descartes, que se le denomina el Methode expliquée.
Se trata de un documento, que acompafa a una carta enviada por
Fermat a Mersenne en Junio de 1638, anexa un documento
contestando a algunas objeciones de Descartes e intentando
justificar que efectivamente el método de tangentes deriva de su
método de maximos y minimos. En concreto, demuestra para la
parabola que la obtencién de un minimo proporciona la normal y de
ésta obtiene la tangente. Ademas obtiene aplicando su método la
tangente al Folium de Descartes, el problema a cuya resolucion le
habia desafiado éste.

En Doctrinam Tangentium, memoria que Mersenne hizo circular
hacia octubre de 1640. Esta memoria es probable que fuera escrita
en conjuncion con la Investigacion analitica, cuando alrededor de
1640 Fermat se decidi6 a contestar a las acusaciones de Descartes
sobre sus métodos de maximos y minimos y el de tangentes, e
inicié la revelacién de los fundamentos de los mismos. Fermat
realiza en pocas frases la sintesis de su investigacidbn matematica,
en Geometria Analitica y, en extremos y tangentes. Esta memoria
representa por su contenido la mas sofisticada versién del método
de las tangentes, obteniendo las tangentes a las curvas clasicas:
Cisoide, Concoide, Cuadratriz, asi como la tangente a la curva mas
famosa del momento, la Cicloide, donde se aprecia la potencia del
método. Trata también un problema de inflexion y por la nueva
visibn de antiguos y modernos conceptos, asi como por la
constante evolucion de la adigualdad hacia lo aproximadamente
igual, abriendo la puerta hacia la rectificacion y la cuadratura.
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2.1.3.1 El método de adigualdad de Fermat: para parabolas y elipses

La tangente a la parabola.

Utilizando el método de adigualdad en la segunda parte del Methodus, para
trazar la tangente a una parabola en un punto, Fermat manifiesta que su
método de las tangentes es una aplicacion de su método para los maximos y
minimos (Edwards J. T., 1982):

Nosotros reconducimos al método precedente la invencion de las tangentes
en puntos dados de curvas cualesquiera.

Fermat considera la parabola BDN con vértice C y diametro DC, y se
plantea trazar la tangente en un punto B de la misma, tal como se muestra
en la Figura 2.6. Sea ésta BE, que interseca al eje en el punto E. Fermat
continda:

Si se toma sobre la recta BE un punto cualquiera O, desde el que se traza la

ordenada OI, al mismo tiempo que la ordenada BC desde el punto B, se
2

. CD ) ‘
tendra: I > puesto que el punto O es exterior a la parabola.

I
CD _ BC? : 5 . :
1) —>——. De la semejanza de triangulos rectangulos se tiene:
DI Ol
2) BC :g, de donde se deduce finalmente:
ol IE
CD _CE’
3) —>——
DI IE
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Figura 2.10 La tangente a la parabola de Fermat.
Sea CD=d, Cl=e. Se trata de determinar el segmento CE=a
(subtangente).

A partir de 4 se puede escribir:

2
d , «a ~ de donde resulta:
d—e (a—e)

d(a—e)2 >a’(d-e)
Y de aqui:

da’ +de’ —2dae > da’ —a’e  Ahora, Fermat sustituye la desigualdad 7
por la adigualdad:

da* + de* —2dae = da* —a’e
Manifestando:

“adigualdemos” segun el método precedente; se tendra eliminando
términos comunes: de’ —2dae = —a’e

Fermat continua trasponiendo términos y dividiendo por e,

de+a’ =2da jgnorando el término que todavia contiene la e y asi
obtiene a’ =2da , de donde resulta finalmente:

a=2d Fermat comenta el resultado:

Hemos probado de esta forma que CE es el doble de CD, lo que es conforme a la
verdad.

Y termina diciendo:

Este método nunca falla, y puede ser aplicado a un gran numero de
cuestiones muy hermosas; mediante él, he encontrado los centros de
gravedad de figuras limitadas por lineas rectas y curvas, asi como los de los
solidos y otras numerosas cosas que podremos tratar en otra parte si
dispongo del tiempo para ello.
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Aplicando el resultado 9 de Fermat, en términos actuales, a la obtencién de
la ecuacion de la tangente a la parabola y*> =2px, se tendria:

Siendo m la pendiente de la recta tangente en el punto B de coordenadas
B=(x",y"), se obtiene,

Operando resulta:

vy =p(x+x)

3

ecuacién habitual de la tangente a la parabola.
La tangente a la elipse.

Fermat aplicando su método de maximos y minimos, considera la elipse
ZDN de eje ZN y centro R,y planea trazar la tangente en un punto D de la
misma. Sea esta DM, que interseca al eje en el punto M . Tracemos la
ordenada DO desde el punto D y pongamos, en notaciones algebraicas,
OZ =b, ON =g . Hemos de determinar el segmento OM =a (subtangente)

(Edwards J. T., 1982).

Figura 2.11 La tangente a la Elipse de Fermat.
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Toma a continuacién un punto V cualquiera comprendido entre O y N:
puesto que DM es tangente a la elipse, si por un punto V , tomando ad
libitum entre O y N ... Y traza la ordenada [EV , paralela a DO, que corta la
tangente DM en el punto 7 y a la elipse en el punto E.

Aplicando para la elipse la propiedad de generacion de las cénicas en forma
de proporcidn, se tiene:

DO? ON . . .
1) e =Z0 7C VND. De la semejanza de triAngulos rectangulos

resulta:

Do_om
v VM

DM es la tangente a la elipse y todos sus puntos, excepto D son

exteriores a la elipse, por tanto IE > EV , lo que combinando con 1y 2,
permite escribir:

2
3) 20Ny >M

A% VM'*

Llamando OV =¢ los segmento zV,VN y YM seran:

ZV =b+e
4) VN=g—e
VM =a—-e

La desigualdad 3 se expresara:

2
5) bg ,_4a

(b+e)(g—e) (a—e)2

Por consiguiente:

6) bg(a—e’)2 >a’(b+e)(g—e)
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Ahora Fermat introduce su idea de adigualdad:
Es preciso por tanto, segun mi método, comparar por adigualdad estos

productos, eliminar lo que es comun y dividir lo que queda por e... Es decir,
Fermat escribe:

7) b-g(a—e)’ ~a*-(b+e)(g—e) que desarrollado es:

bga® +bge’ —2bgae =~ bga® —bea’ + gea’ —a’e’ Eliminando términos
comunes:

bge—2bga = —ba’ + ga’ —a’e
Suprimiendo términos donde todavia aparece la e

8) —2bga =-ba’ + ga’

Fermat obtiene por fin la solucion; con referencia a 8 dice:

. miembros que es preciso igualar, segun el método. Trasponiendo como conviene, se
tendra ba — ga =2bg

Es decir, segun el resultado de Fermat, el segmento de subtangente a seria
igual a:

2bg

Posteriormente Fermat confirma la validez de su solucion comparandola con
la solucién de Apolonio,

Fermat termina diciendo:

Podria anadir otros numerosos ejemplos, tanto del primer caso de mi método
como del segundo, pero los descritos son suficientes y prueban de sobra que
el método es general y no falla jamas.

En realidad los métodos de adigualdad para las tangentes funcionan para un

amplio conjunto de curvas (las curvas algebraicas) y asi se ha hecho mas
arriba para la pardbola y la elipse. Realmente como en el caso de extremos,
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el método de tangentes se puede traducir o interpretar en el lenguaje del
Calculo diferencial moderno. Pero mucho mas interesante, histéricamente,
es la cuestion de estudiar por qué Fermat estaba convencido que el método
funcionaba e investigar como se le ocurri6.

2.1.3.2 El método del circulo de Descartes

Descartes desarrolla en el libro Il de La Geometria un método para el trazado
de las tangentes a las lineas curvas, el llamado método del circulo. Se trata
de un método puramente algebraico, donde, a diferencia de los métodos de
Fermat, queda bien claro que no aparecen consideraciones de tipo
infinitesimal.

Descartes abordd el problema de las tangentes en 1637 intentando
previamente, determinar la “normal” a la curva de un punto M dado.
Recurriendo a los principios de su Geometria Analitica y ponderando su
importancia en la resolucion de los problemas sobre curvas, Descartes
introduce el problema:

R

Figura 2.12 La tangente a la Elipse de Fermat.

Si N es el punto donde la normal (perpendicular) corta al eje de las x, la
circunferencia descrita con este punto como centro, con radio NM, sera
tangente en M a la curva. Pero si N no coincide exactamente con el pie de la
normal, el radio NM cortard a la curva en un segundo punto P que se
aproximara indefinidamente a M, cuando N se aproxime indefinidamente al
punto que coincide con el pie de la normal. Este método esta fundado en el
principio siguiente: una linea cualquiera variable que corta a una curva dada
en un punto fijo M dado y en un segundo punto P variable que se aproxima
indefinidamente a M, llega a ser tangente a esta curva cuando los dos puntos
de interseccion coinciden (Alarcén & C, 2011).
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Consideremos el ejemplo de la parabola:
y? = 2mx;

la normal AM, de coordenadas (x,y), pasa por el centro de la circunferencia,
de abscisa x; cuya ecuacion es:

(x—x)%+y?=r2=0
La interseccidn de la curva con la circunferencia proporciona:
(x—x)?+2mx—1r2=0
Y, desarrollando:
x2=2(x; —m)x+x2—-1r2=0

Si se quiere que los puntos M y P coincidan, hace falta que el discriminante
de esta ultima ecuacién se anule, de donde la raiz doble sera:

X=x,—m

Conociendo la abscisa x del punto de tangencia y el valor m de la parabola
dada, se encuentran x;, y conociendo el centro de la circunferencia se
conoceran la normal y la tangente.

Este primer método de las tangentes fue seguido de otros dos métodos
propuestos por Descartes para apoyar su argumentacion en la polémica que
enfrenté a Fermat. El segundo método consistia en determinar la tangente a
una curva considerandola como la posicion particular de una secante que
gira en torno al pie de la tangente, hasta que dos de sus puntos de
interseccion con la curva llegan a coincidir. Fue propuesto como respuesta a
las modificaciones y correcciones hechas por Descartes a la regla de los
maximos de Fermat. El dltimo método de Descartes, que dio a conocer
algunos dias después del segundo, expresa el punto de vista generalmente
adoptado ahora: la tangente esta determinada por una recta que gira
alrededor del punto de contacto dado, hasta que el otro punto en el que
aquella corte a la curva venga a coincidir con el primero.
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2.1.3.3 Laregla de Sluse

René-Francois de Sluse (1622-1685), nacié en Visé, cerca de Lieja, de una
familia valona. Fue canonigo de la catedral de Lieja durante mas de treinta
anos. Se habla de él como de un hombre de una erudicion formidable y
dotado, para las matematicas, de un gran espiritu de invencién y de
generalizacion. En sus momentos de ocio — muy raros, segun él - De Sluse
llegd a escribir algunos raros textos que le valieron inmediatamente la estima
de los matematicos de su tiempo.

La primera solucion al problema de las tangentes ofrecida por De Sluse es,
en el fondo, el método cinematico de Roberval y Torricelli. Influenciado por
Torricelli, el candnigo de Lieja permanecié en ltalia desde 1642 hasta 1651;
intenté entonces generalizar el método de composicion de velocidades a
todos los movimientos uniformemente acelerados. Asi, para la distancia

recorrida S(t)=%gt2, Torricelli habia encontrado que la velocidad se

. .z d
expresaba mediante la notacion actual td—i = 2as (donde s = 0 cuando t = 0

y a es una constante). De Sluse reemplazé el 2 en esta ultima férmula por
una constante k, de donde:

By

— = Kas

dt

Desde el punto de vista analitico, la combinacién de las dos férmulas
. . ds k .

siguientes t— =k y s = at (donde a es una constante) proporciona, cuando

a = 1, la relacién fundamental:
d
— (t*) = ktk?
dt( )

valida para todo k real.

El segundo método del cientifico de Lieja conducia precisamente a esta
ultima férmula, pero sé6lo para valores enteros y positivos de k. Por
desgracia para él, cuando estuvo en posesion del resultado de su segundo
método, habia perdido probablemente de vista el primero, y por ello no se le
ocurrié establecer una comparacién entre ambos.

El mérito del candnigo de Lieja, en la busqueda de la tangente a una curva
cuya ecuacion es de la forma f(x,y) =0, donde f es una funcién
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polindmica,; consisti6 en desarrollar un método que permita escribir

. ) ., f;
inmediatamente la solucién en la forma actual %
X

La regla de De Sluse puede ser enunciada como sigue: La subtangente sera
el cociente obtenido colocando en el numerador todos los términos que
contienen y, multiplicado cada uno por el exponente de la potencia de y que
aparece en ellos y, en el denominador, todos los términos que contienen x,
cada uno multiplicado por el exponente de la potencia de x que aparece en
ellos, dividido por x. Este resultado fue conocido por Hudde en 1659.

En 1659, De Sluse publicé un libro popular titulado Mesolabum en el que
proseguia los trabajos de sus predecesores a propésito de las
construcciones geométricas de las raices de una ecuacioén. Demostrd, por su
método de resolucibn geométrica de ecuaciones, que dada una cénica
pueden construirse las raices de toda ecuacion cubica o cuértica por
interseccion de una coénica y una circunferencia.

De Sluse utiliza, en lugar de las x e y de Descartes, las variables e y a de
Fermat. Una re-edicion de esta obra en 1668, aparecida en las Philosophical
Transactions de 1669, alaba este libro como la mejor contribucion a este tipo
de geometria desde Descartes.

Después de la muerte de Désargues en 1661, de Pascal en 1662 y de
Fermat en 1665, la supremacia francesa en matematicas llega a su fin.
Queda Roberval como unica figura prestigiosa, pero sus contribuciones no
son ya significativas y su influencia es restringida a causa de su negativa a
publicar sus descubrimientos. Sin embargo, un matematico de talento
asegura el relevo en lo que se refiere a la geometria.

2.1.3.4 Los métodos cinematicos de Roberval

Roberval y Torricelli desarrollaron entre 1630 y 1640 un método para el
trazado de tangentes. Torricelli lo dio a conocer en su obra, pero Roberval
como era habitual en él no lo publico, conociéndose via los Cogitata phisico-
mathematica del padre Mersenne y, ya en 1693, por un tratado de F. du
Verdus, discipulo de Roberval (Collette, 2002).

Torricelli da a conocer en su Opera geométrica un método para el trazado de
tangentes, basado en argumentos cinematicos; método desarrollado por
Roberval y Torricelli entre 1630 y 1640. En él, Roberval establece que la
direccion del movimiento de un mévil que describe una circunferencia es la
perpendicular en el extremo del diametro, y de aqui, generalizando, enuncia
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lo que él llama axiomas o principios de invencion para encontrar las
tangentes a las curvas. El método de Roberval utiliza el concepto intuitivo de
movimiento instantaneo y se basa en tres principios basicos:

1. Considerar una curva como la trayectoria de un punto mévil.

2. Considerar la tangente en un punto de la curva como la direccién del
movimiento instantaneo en ese punto movil.

3. Si el movimiento del punto que describe la curva es una combinacién
de movimientos simples, la linea instantdnea del movimiento o
direccion de la tangente puede hallarse por composicidén de
movimientos, mediante la bien conocida, ley del paralelogramo.

Roberval consiguié con su método determinar las tangentes de todas las
curvas tipicas de la época, como por ejemplo de la Espiral de Arquimedes, la
Cicloide y las cénicas. Exponemos el caso de la Cicloide.

Considerando que el punto P que describe la cicloide en instante genérico,
esta sometido a dos movimientos:

a) Un movimiento rectilineo uniforme de direccién PH , paralela a la base
AN, y

b) Un movimiento de rotacion uniforme alrededor de la circunferencia
generatriz, cuya direccion PK es la de la tangente a éstaen P.

La razdén entre ambas velocidades es la razéon entre AN y la
semicircunferencia NLV, es decir igual a 1, de modo que PH =PK (en
longitud). De la igualdad de velocidades (el paralelogramo de la ley es un
rombo) se deduce que la direccién del movimiento resultante y por tanto de la
tangente en P, es la bisectriz del angulo que forman los segmentos PH vy
PK .

Se verifica, ademas, que la recta PQ que une el punto P de tangencia con el
punto Q, en el cual el circulo generador que pasa por P toca a la base, es la
normal a la cicloide en P. En efecto, el triangulo RPQ es isésceles ya que
RP = RQ (portangencia y potencia), ademas PH es paralela a AN, luego

LRPQ =<xXPOR =<QPH

de donde resulta que PQ es la bisectriz del &ngulo «RPH . Siendo PS la
bisectriz del angulo HPK si tiene que PQ y PS son bisectrices interior y
exterior del mismo angulo, en particular PQ y PS son perpendiculares, y
como PS es latangente en P, PQ seralanormalen P.
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Roberval demuestra facilmente que la tangente a la cicloide es la recta por P
paralela a LV, siendo NLV el circulo generador central (que da el vértice a
la cicloide), que es el mismo resultado obtenido por Fermat con su método de
las tangentes.

Figura 2.13 los métodos cinematicos de roberval para la tangente a la Cicloide.

En coordenadas cartesianas sabemos que la ecuaciéon de la cicloide viene
dada por:

1) x=t—sent € y=1-cost
Los vectores de velocidad instantanea en el punto P seran:

e=(1,0) para la traslacion.
u =(—cosz,sent) para la rotacion.

Segun la ley del paralelogramo, el vector velocidad instantanea en el punto
P es u y por tanto la direccién de la tangente a la cicloide en P sera:

2) v=(1-cost,sent)

Se observa que el ultimo resultado se podria obtener mediante la derivaciéon
término a término de 1), lo que confirma, al menos para este caso, la validez
del método de Roberval.

2.1.3.5 Los métodos diferenciales de Barrow

La forma geométrica de Barrow, a pesar de sus magnificos resultados, le
impidi6 desarrollar el enfoque infinitesimal del Célculo, pues su obra padece
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una total limitacion operacional que hace imprescindible la utilizacion
constante de figuras geométricas complejas, a las que se esclaviza, porque
en su descripcidbn minuciosa puede estar la clave de la demostracion.
Barrow utiliza, en efecto, cerca de ciento ochenta figuras en escasamente
cien paginas.

Barrow, con ayuda de su joven alumno Newton, realiza la primera exposicién
organica del incipiente Calculo, obteniendo numerosos teoremas
geométricos, en parte nuevos, que representan en conjunto un gran avance
para él Calculo. No sblo problemas de cuadraturas (cambio de variable, etc.),
tangentes (pendiente de funciones definidas implicitamente, propiedades
aditivas de la derivada, etc.), rectificacién de curvas (resultados equivalentes

a la formula ds* = dx”* +dy” rectificacion de la parabola, etc.), sino también un
embrion geométrico del teorema fundamental del Calculo.

Barrow critica el enfoque aritmético y algebraico que Wallis, Fermat y
Descartes le habian dado al Célculo y, por el contrario, prefiere razonar en un
lenguaje geométrico algo artificioso, que oculta el importante valor y la
novedad de los resultados, lo que da la apariencia de ser una compleja
generalizacion de los resultados geométricos clasicos de los antiguos y que
hacen su obra de dificil lectura. Sin embargo, cuando se refunde su obra en
términos de nuestro Andlisis matematico actual (lo que hacen algunos libros
de Historia de las Mateméticas), aparecen multitud de reglas de uso comuny
teoremas de diferenciacion e integracién en los textos de la materia.

Soélo en un caso parece que el enfoque de Barrow ha sido analitico, se trata
de su metodo infinitesimal para la determinacién de tangentes, donde
aparece el famoso triangulo caracteristico o triangulo diferencial, ya utilizado
por Torricelli, Pascal, Neil, entre otros, y que es la piedra angular del
desarrollo del Calculo de Leibniz.

En referencia a ello, Barrow afirma (Edwards J. T., 1982):

Hemos terminado de esta manera la primera parte..., suplementariamente a
esto hemos anadido en forma de apéndice un método para encontrar
tangentes mediante el calculo, frecuentemente usado por nosotros...

En base a la Figura 2.10, establece:

Sean AP y PM dos lineas rectas dadas, PM cortando a la curva dada en

M , y supongamos que MT corta a la curva en M y corta a la recta AP en
T.

84



85 | 2 LA RELACION INVERSA ENTRE CUADRATURAS Y TANGENTES:
ASPECTOS HISTORICOS Y DIDACTICOS
René Alejandro Londoio Cano

En orden a encontrar el segmento PT, consideremos un arco de la curva
infinitamente pequeiio MN . Tracemos NQ y NR, paralelas respectivamente

a NPy AP. Sean MP=m, PT=t, MR=ay NR =e otros segmentos deter-
minado por la naturaleza de la curva. Comparamos MR con NR por medio
de una ecuacion obtenida por calculo. A continuacion observaremos las
siguientes reglas (Edwards J. T., 1982):

Figura 2.14 El triangulo caracteristico de Barrow.

Regla 1: En el célculo omitiremos todos los términos conteniendo potencia*
de a o e, o productos de ellos.

Regla 2: Después de formar la ecuacion desecharemos todos los términos
gue consisten en letras significando cantidades determinadas o conocidas, o
términos que no contienen a o e (estos términos pasandolos a un lado de la
ecuacién seran siempre igual a cero).

Regla 3: Se sustituye m (0 MP) por a y t (0 PT ) por e, de aqui se
encontrarda la cantidad PT .

Es decir, Barrow determina la tangente a la curva dada de forma implicita por
f(x,y)=0. Para ello considera un arco MN de la curva infinitamente

pequeno. Si m=(x,y), Nserd N=(x—e, y—a) yplantea la ecuacion:

1) f(x—e,y—a)=f(xy)=0

3

yaque M y N sonpuntos de la curva. A continuacién aplica tres reglas:

R.1. Se eliminan todos los términos que contienen potencias de ¢ o de a, o
productos de ellos.
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R.2. Se ignoran todos los términos que no contienen e o a.

s . a .
R.3. De la ecuacién resultante se obtiene —, que por la semejanza del
e

triangulo caracteristico MNR con el triangulo MTP nos proporciona la
pendiente de la tangente

2) mzzzg
t e

de donde se puede obtener el valor de la subtangente ¢ = PT .

Vemos como Barrow aplica el triangulo caracteristico bajo la idea esencial de
que la tangente es la posicion limite de la secante cuando a y e se
aproximan a cero, aplicando el limite a base de despreciar los infinitesimales
de orden superior.

Dada una curva general definida implicitamente,

f(x9 y) = Z Cijxiyi
i,j=0

Se escribe:

f(x,y)= i Cijxiyi = i cij(x+e)i(y+a)j :f(x+e,y+a)

3

desarrollando los binomios (x+e¢)e(y+a)y aplicando las reglas 1 y 2 de
Barrow, se obtiene:

n

3) f(xy)=D ¢ (ixi_ly"e+ jxiy"_la) =0
i j=0

de donde la pendiente de la tangente vendra dada por'”:

Z ix 'y’ ﬂ

4) :ﬂ_a__,-,,-:o _O0x
dx e Z": iy sf

i j=0 oy

' Notacion usada en la actualidad.
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de modo que las reglas de Barrow permitirian obtener una derivacién
analitica de la regla de Sluse.

Una aplicaciéon del método de Barrow, se hace a continuacién para la kappa-
curva. En la Figura, ABH es un angulo recto, siendo A un punto fijo. Sea K
un punto cualquiera de BH , se une A con K y se toma M sobre AK, de
manera que AM = BK , Se obtiene asi una curva ANMS , cuya tangente en
un punto M se quiere determinar.

~
N
-

Figura 2.15 La tangente a la kappa-curva con el método de Barrow.

Barrow obtiene primero la ecuacién de la curva. Para ello traza PM
perpendicular al eje ABy considera AP=x, PM =y. Sea r la longitud AB,

se tiene:
BK _AB
PM AP’
es decir
BK _r
y X
de donde
Bk =2
x b)
2
Ademas AM®=AP>+PM*>=x>+y*,y como BK =AM , serd x’ +y’ =(QJ y
X
por lo tanto:

4 2.2 2.2
X +x'y =ry
3
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que es la ecuacién del lugar geométrico.

El calculo de la tangente en el punto M se desarrollaria asi. Ecuacién (1):
()c—e)4+(x—e)2(y—a)2 —rZ(y—a)2 =x*+x’y =r*y’
Operando:

(x4—4x3e+6x262—4xe3+e4)+(x2—2xe+ez)(y2—2ya+a2)—(—r2)(y2—2ya+a2)

:x4+x2y2_r2y2

Regla 1. (x' —4x'e)+(x* ~2xe)(y* ~2ya) = (=) (y* ~2ya) = x* +2*y* =1’
Regla 2. 4x3e+2x2ya+2xy2e—2r2ya=0,(2x3+xy2)e=(—x2y+r2y)a

2x° + xy’ .
Regla 3. m=ﬂ=ﬁ—x—xzy18, resultado que se puede confirmar

dx e r’y—x'y
mediante la aplicacion de las formulas (4).

Barrow aplico su método de tangentes a un gran numero de curvas, entre
ellas las siguientes:

a) x’+y =r’ (curva de Lamé)
b) x’+y’=rxy (folium de Descartes)

c) y=(r—x)tan (ﬂj (cuadratriz de Hipias)

2r

d) y=rtan(?j (curva tangentoidal)
X

Se puede observar que en el lenguaje matematico actual, las letras e, a son
los familiares incrementos Ax, Ay y en particular, las reglas 1 y 3 de Barrow

s6lo admiten justificacion rigurosa mediante los limites.

En realidad el método de Barrow es una generalizacién, para funciones
definidas implicitamente, del método de adigualdad de Fermat (que no fue

'® Notacion usada en la actualidad.
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conocido directamente por Barrow, pero que es muy probable que le llegara
a través de los trabajos de Huygens, Gregory y Wallis), lo que acerca entre si
a los dos matematicos del siglo XVII que mas contribuyeron a anticipar
nociones del Calculo diferencial e integral.

2.1.4La conexidon entre las cuadraturas y las tangentes: Una breve
introduccion desde los griegos hasta Newton

Ya los griego 2000 afos atras habian desarrollado trabajos sobre areas y
tangentes. Arquimedes (287-212 a.C.) por ejemplo, hallé6 el area de una
secciébn de parabola, lo que en términos actuales significa calcular la

.7 b L4 7 . 7 . s
expresion IO x’dx. También logré determinar el area de una elipse asi como

el area y el volumen de una esfera. Apolonio (alrededor de 260-200 a.c.) por
su parte, escribié acerca de tangentes a elipses, parabolas e hipérbolas, y
Arquimedes analiz6 las tangentes a ciertas curvas en forma de espiral. Ni
siquiera intuyeron que los problemas de area y tangentes estarian
relacionados muchos siglos después.

En el Medioevo, las investigaciones sobre el movimiento, en particular las de
Oresme (1325-1382), conducen a la idea de que el espacio recorrido por un
mévil es igual al area bajo la grafica de su velocidad en funcién del tiempo.
Galileo (1564-1642) recoge estas consideraciones, que son demostradas en
seguida con argumentos de indivisibles. También Galileo establece la ley
fundamental de la composicion vectorial del movimiento y la aplica para
determinar la trayectoria descrita por un proyectil. Ademas, si se representa
el movimiento en un grafico de desplazamiento-tiempo, la direccion de éste
es la direccién de la tangente a la trayectoria, mientras la velocidad es la
pendiente de la linea de tangente.

En el siglo XVII, mientras Descartes (1596-1650) y Fermat (1601-1665)
desarrollaban muchas ideas en torno a la Geometria Analitica y el Algebra,
también en conjunto con Torricelli (1608-1647), Cavalieri(1598-1647) y Wallis
(1616-1703) trabajaban sobre areas y cuadraturas.

Torricelli aborda todos estos resultados medievales y los desarrolla en su
escrito De motu gravium incorporado a su Opera Geometrica de 1644, de
modo que tras nuevas especulaciones cinematicas obtiene para curvas
particulares (pardbolas de orden cualquiera'®) resultados faciimente
generalizables, que permiten establecer, desde un punto de vista cinemético,

'% Se entiende por parabola de orden n a las curvas de la forma y =ax".
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el caracter inverso de las operaciones de cuadratura (que dan el espacio
conocida la velocidad) y de construccion de tangentes (que dan la velocidad
conocido el espacio).

En otras palabras, si s=s(r) y v=v(r) representan respectivamente el
espacio y la velocidad en funcién del tiempo, se verifica:

a. El area limitada por la curva v =v(¢) y el eje de abscisas representa,
para cada ¢, el espacio recorrido s = s(7).

b. La pendiente de la tangente a la curva s = s(r) representa, para cada
t, la ordenada de la curva v = v(¢) en la abscisa.

Figura 2.16 El caracter inverso entre cuadraturas y tangentes desde un punto
de vista cinematico.

Mientras tanto, Cavalieri también halla el area bajo la curva y=x" para
n=1, 2, 3, .., 9 de acuerdo a un método en el que la longitud de los célculos

aumentaba a medida que el exponente se hacia mayor. A partir del valor
n=9, asegurd que el patron deberia ser valido para exponentes mayores.
En los siguientes 20 anos, varios matematicos justificaron su conjetura, de

manera que el calculo del area bajo y =x" para n entero positivo n, que se
toma como ejemplo, representa un gran triunfo.

2
Mas tarde, Wallis hallé el area bajo la curva y = x* por un método que tiene
mas caracter magico que matematico. Sin embargo, Fermat obtuvo el mismo
resultado con ayuda de series geométricas infinitas.

El problema de determinar tangentes a curvas estuvo en boga en la primera

mitad del siglo XVII. Descartes mostré cémo hallar una recta perpendicular a
una curva en un punto P (mediante la construccién de un circulo que toca la
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curva sé6lo en P); la tangente fue entonces la recta que pasa por P y es
perpendicular a esa recta.

Fermat, que tanto se prodigd en anticipar resultados de Célculo Diferencial e
Integral, aplicando su método de maximos y minimos al calculo de tangentes
y centros de gravedad, que redujo los problemas de rectificacion a
cuadraturas (tras el previo calculo de la tangente), que utilizé infinitesimales
aritméticos y geométricos, si llegbé a percatarse de la relacién inversa de las
cuadraturas con las tangentes, no llegé a advertir la profunda significacién
del hecho, lo que le obligd a utilizar habiles artificios geométricos. Como
mucho Fermat intenta demostrar, con un razonamiento nada claro, que si dos
curvas tienen en cada punto la misma pendiente, las curvas tienen la misma
forma, es decir, en nuestro lenguaje que f'(x) determina f(x) salvo una

constante (Edwards J. T., 1982). Claro esta que de los diversos métodos de
Fermat, se deduce para casos particulares, la relacion inversa que
manifiestan las expresiones (Leibniz, 1684):

n+l

F(t)= [ x'dx = L yF@)=r

n+l1

Por la misma época, Gregory de Saint Vincent descubre en 1647 que la

funcion de area hiperbdlica f(t):J'lrldx cumple la propiedad
X

f(tr)=f(¢)+ f(r), llegando asi a la relacion inversa f(t)=1logt y f'(t):%.

La situacién era propicia para la unién de las técnicas acerca de tangentes'y
areas. Sin lugar a dudas fue Isaac Barrow (1630-1677), quien fuera profesor
de Isaac Newton (1642-1727) en Cambridge, el matematico que con mayor
precision formuld el problema de la relacién inversa entre cuadraturas y
tangentes. Ya en su Lectura | enuncia el principio de Oresme y Galileo y en
su Lectura X enuncia y demuestra, con un razonamiento impecable, una
relacion importante entre cuadraturas y tangentes.

Con referencia a la Figura 2.13, Barrow describe (Edwards J. T., 1982):

Sea ZGE una curva cuyo eje es VD. Consideremos las ordenadas

(VZ, PG, DE) perpendiculares al eje y continuamente creciendo desde la

coordenada inicial VZ ; sea VIF una linea tal que si una linea recta EDF es
trazada perpendicular al eje VD y cortando a las curvas en los puntos EIF ,
el rectangulo determinado por DF y una longitud dada R es igual al espacio
interceptado VDEZ ; sea un punto T en el eje VD talque DE:DF =R:DT y
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unimos (T con F). Entonces TF cortara a la curva (la cual es la tangente a
curva®)

Tomemos un punto I en la curva VIF (primeros del lado de F hacia V) vy, a
través de él, tracemos IG paralelo a VZ e IL paralelo a VD, cortando las
lineas dadas como se muestra en la misma Figura; entonces,
LF LK = DF : DT = DE : R, es decir, RxLF = LKxDE .

/

Figura 2.17 El caracter inverso entre cuadraturas y tangentes desde el punto
vista geométrico de Barrow.

Pero de la naturaleza de las lineas DF y LK se tiene RxLF =drea PDEG,

por tanto LKxDE =drea PDEG, por tanto LKxDE = dreaPDEG < DPxDE,
por tanto se tiene LK < DP < LI .

Analogamente, si el punto I estuviera del otro lado de F, se haria la misma
construccién de antes y se puede facilmente demostrar que LK > DP > LI .

De aqui se deduce que es bastante claro que toda la linea TKF permanece
en o debajo de la curva VIFI.

Resultados analogos se obtienen si las ordenadas VZ, PG y DE decrecen
continuamente, la misma conclusion se obtiene mediante un argumento

2 La tangente TF era concebida como la tangente a una circunferencia y no en términos
del Célculo Infinitesimal actual (no como concepto de aproximacién local).
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similar; sélo una particularidad ocurre, a saber: en este caso, al contrario que
en el otro, la curva VIF es céncava respecto al eje VD.

Corolario. Obsérvese que DExDT = RxDF = drea VDEZ."

y !

Figura 2.18 El caracter inverso entre cuadraturas y tangentes en el contexto
funcional.

Veamos ciertas conclusiones fundamentales que podemos inferir del
resultado de Barrow. Dada una curva y = f(x), donde f es una funcion

creciente y orientada hacia abajo, como lo muestra la siguiente Figura, se
construye una curva Y = F(x) con la condicion de que la ordenada genérica

Y = DF representa el area determinada por la curva y=f(x) y las

ordenadas F(o)=VZ y f(x)= DE, esdecir: Y = J:ydx.m

Para construir la tangente a la curva Y = F(x) en el punto F(x,Y), Barrow,
partiendo del punto D = (x,0), elige sobre el eje x el punto T, tal que se
L Y DF
tenga la relacién DT = — = DE’ y demuestra que la recta TF es la tangente.
y

2! Notacién usada en la actualidad.
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. . DF .
Ahora bien, como se tiene E:DE:y’ el resultado es equivalente a

dy . d px
—-=v.es decir, y = E-[O yx.

A través del desarrollo del teorema y de la interpretacién que del mismo se
ha dado, hemos visto como Barrow reconduce el problema inverso de la
tangente a cuadraturas, es decir, obtiene integrales indefinidas a partir de
integrales definidas. En efecto, si se quiere determinar una curva Y = F(x)

tal que para cada x se conoce la direccion de la tangente y = f(x), Barrow

demuestra que tal curva es Y = onydx, ya que tomando el punto T de modo

Y
que DT =—, TF es latangente a la curva y = f(x), que como se sabe es
y

Unica. Lo que no resuelve Barrow es el problema de obtener integrales
definidas a partir de integrales indefinidas, es decir, no resuelve cuadraturas
por medio del teorema de inversidn, a base de expresarlas en términos de
antiderivadas, que es la aplicacién esencial del Teorema Fundamental del
Célculo.

Ademas, el enfoque de Barrow es estrictamente geométrico (Bobadilla, 2008)
y sOlo asegura y prueba que la recta TF es tangente a la curva Y = F(x) en

el sentido clasico griego de la linea recta que toca en un unico punto a la
curva. De manera que Barrow, autoimponiéndose un estético lenguaje
geomeétrico, aborta la visidn clara y practica de la interrelacion entre los
problemas de cuadraturas y tangentes, que a nivel cinematica tan claramente
aparecian como inversos. Al no sustituir el ente geométrico tangente por el
correspondiente ente analitico (derivada), Barrow cercena la posibilidad de
generalizacion y algoritmizacibn que encerraba su magnifico teorema.
Barrow descubre un hecho fundamental que vincula las cuadraturas con las
tangentes, pero no alcanza a calibrar la trascendental importancia que tiene.

Claro estd que Barrow no habia reducido a un algoritmo universalmente
valido su método de tangentes, y es evidente que la importancia del caracter
reciproco de la derivacién y la integracién queda puesta de manifiesto sélo
cuando se dispone de un método general para la obtencion analitica de las
derivadas o0 geométricamente para construir tangentes. De haber sido asi,
Barrow hubiera sido el descubridor del Calculo.

Pero fue finalmente Isaac Newton, quien advirtié6 el inmenso alcance de la
relacion inversa entre cuadraturas y tangentes. Cuando llegé a Cambridge

22 Notacién usada en la actualidad.
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en 1661, y durante los anos 1665 y 1666, pasados en la granja de su familia
para evitar la plaga, fue capaz de sustraerse del purismo geométrico euclideo
de su maestro, desplegando toda la instrumentalizacién analitica necesaria
para reconvertir y desarrollar las ideas geométricas de Barrow, dando a luz
un algoritmo automatico para la resolucién de los problemas de cuadraturas y
tangentes: El Teorema Fundamental del Calculo (Stein, 1995).

Desde el punto de vista contemporaneo (s. XX), Bobadilla expone como
Lebesgiie en su tesis doctoral, generaliza el TFC de la integral de Riemann
al resolver el problema de las funciones primitivas, recurriendo a la teoria de
la medida y ésta a su vez a la Geometria (Bobadilla, 2008):

En Lesbegtie hay un aprovechamiento de los métodos geométricos y
los métodos analiticos, permitiéndole resolver varios problemas de las
Matematicas, en particular el calculo de primitivas: enuncia y demuestra
el TFC bajo su nueva definicion de integral para una clase mas amplia
de funciones, cumpliendo con los canones de rigor establecidos dentro
del Analisis Matematico...

Se trata ahora de observar como el TFC evoluciona a través de la historia,
desde Leibniz hasta Lebesgue.

2.1.5 EI TFC en Leibniz

La manera en que Leibniz pasa de lo discreto a lo continuo, teniendo en
cuenta los indivisibles de Cavalieri y los trabajos posteriores de Pascal, le
permite admitir la existencia de magnitudes infinitesimales como
componentes de la totalidad. Las curvas se le presentan compuestas de
partes ubicadas de acuerdo a un orden determinado, que le permiten
plantear diferencias infinitesimales entre términos consecutivos. Las curvas
pueden verse como una poligonal cuyos lados, en el limite, la agotan
completamente.

Se define entonces una sucesién de ordenadas equidistantes, con una
separaciéon de una unidad entre ellas sobre la curva. La cuadratura de la
curva en consideracién corresponde aproximadamente a la suma de las
ordenadas, y la diferencia entre dos ordenadas consecutivas da
aproximadamente la pendiente de la correspondiente tangente. Se concluye
asi, que entre mas pequefia la unidad, mejor sera la aproximacién, es decir,
si la unidad corresponde a una cantidad infinitamente pequefia, la suma de
las ordenadas sera igual a la cuadratura y la diferencia de dos ordenadas
consecutivas serd igual a la pendiente. Esto conlleva a Leibniz a la idea de
reciprocidad entre la determinacion de cuadraturas y tangentes. Justamente,
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esta Ultima relacién es la que le da autenticidad a su trabajo en comparacién
a Pascal, quien habia llegado hasta el calculo de cuadraturas sin interesarse
en las tangentes ni mucho menos en la relacion inversa de estas dos
operaciones.

Sin embargo, este es un proceso general que no ayuda en la resolucién de
casos concretos. Por tal razén, Leibniz recurre al triangulo caracteristico
incorporado también por Pascal, pero sacandole un mayor provecho
conceptual, pues lo utiliza como soporte en la identificacion de la
determinacién de cuadraturas y tangentes como operaciones inversas.

En (Recalde, 2000), se muestra cémo Leibniz identifica en primer lugar,
algunas propiedades del triangulo caracteristico de acuerdo a la
representacién de la figura siguiente:

Figura 2.19 EI tridngulo caracteristico incorporado por Pascal y usado por
Leibniz para la determinacion de cuadraturas y tangentes como operaciones
inversas.

AC es la tangente a la curva BCG, CE = n es la normal correspondiente,
CF = y esperpendiculara AE. CGD es el triangulo caracteristico.

De la figura se tiene que los tridngulos FCE y CDG son semejantes, por lo
tanto,

CG.y = CD.n,yporlotanto XCG.y = X.n,
en el que el primer término se interpreta como el momento total del arco de la
curva con respecto al eje x; el segundo término corresponde a la cuadratura

formada de las normales trazadas a lo largo del eje x.

En la misma figura se parte de las siguientes consideraciones:
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El punto A corresponde al origen de coordenadas.
El punto C tiene coordenadas (x, y).

El triangulo caracteristico CDG tiene sus lados infinitesimales, de tal forma
que CD = dx, DG = dy.

Para la curva particular se toma la relaciéon FE = p = k/y, FE corresponde
a la subnormal, k es constante.

Partiendo de estas consideraciones se tiene que
Z—i = § pues los triangulos CDG y ACF son semejantes. Ademas, dado que

los triangulos CDG y FCE son semejantes, se tiene que % = 5, de donde,
pdx = ydy.

Los siguientes dos ejemplos ilustran lo anterior.

Ejemplo 1: Si aplicamos la condicién del problema, p = k /vy, tenemos,
kdx/y = ydy, de lo cual kdx = y?dy. Tomando sumas en los dos
extremos, llegamos a que

[ kdx = [ y?dy, y por lo tanto, x = y3/ 3k.

Se observa que Leibniz plantea el problema en términos de diferencias y
sumas, de una manera que se nos antoja natural, con un simbolismo
moderno y un proceso sencillo; pero la verdad es que este paso no fue
inmediato.

Ejemplo 2: Sea la parte superior de la circunferencia y = v2x — x?; de
acuerdo a la figura se tendra:

x |p=1l-x 5 X
1

Figura 2.20 La determinacién de la tangente al circulo y = V2x — x?2.
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Q_p_ 1—x

dx y  \2x—x2

Pero es el TFC concebido por Leibniz como el resultado mas importante que
lo erige como uno de los creadores del calculo, el cual es establecido de
manera general mediante su método de transmutacion.

El método de transmutacion se puede expresar en los siguientes términos:

Sean A y B dos regiones planas, cada una dividida en indivisibles (éstos
pueden ser tomados como una infinidad de rectdngulos infinitesimales). Si
existe una correspondencia uno a uno entre los indivisibles en A y los de B,
tales que indivisibles correspondientes tengan iguales areas, entonces se
dice que B es derivado de A por transmutacién, concluyendo que tiene areas
iguales.

El proceso seguido por Leibniz se enuncia a continuacion:

Sea la region limitada por la curvay = f(x), eleje x ylasrectasx = Ay
x = B. Tomemos un punto P (x,y) y formemos el triangulo caracteristico
PQR, tal que Q (x +dx,y +dy). Sea la tangente determinada por el arco
infinitesimal ds = PQ, cuya prolongacion corta al eje y en el punto T (0, z);
localizamos el punto S, tal que 0S (de longitud p) sea perpendicular a la
tangente SQ, como se muestra en la figura siguiente:

Y ds
P%R D
/ % B
T
M N
/w z/ :
.
ki da ¥ r
] A B

Figura 2.21 El método de transmutacion de Leibniz.
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MP

Como los triangulos PQR y TMP son semejantes se tiene que, % =g ©8

T i v Y
decir = de lo cual setienequez=y —x — (1).
También se tiene que % = %, pues los tridngulos PQR y OTS son semejantes.

El area del tridngulo infinitesimal OPQ es, a(OPQ) = %p.ds = %z. dx

De esta forma, si se considera la regiéon acotada por f(x) y los segmentos
OC y 0D formada por los triangulos infinitesimales OPQ, entonces se tiene,

a(regiéon OCD) = %ffzdx, donde z = g(x) (2)

De las condiciones del problema, y tal como se puede verificar de la grafica,
se tiene que: a(ACDB) = a(40DB) + a(regiéon OCD) — a(40CA) expresion
equivalente a:

B
j ydx = % B.f(B) — % A.f(A) + a(regién OCD)
A

1
=3 [xy]5 + a(regién OCD)

Remplazando la condiciéon (2) se obtiene, f:ydx =% [xy]5 + f:zdx

(3).

En este resultado se visualiza, de una manera sucinta, el teorema
fundamental del calculo. La curva z = g(x), llamada la cuadratriz, proviene
de f(x) a través de la intervencién de la tangente en cada punto. No
podemos pasar por alto el hecho de que al sustituir (1) en (3) se tiene la
férmula de integracién por partes:

B £(®)
f ydx = [xy]} + f xdy
A fa)

Como una aplicacion de la transmutacion Leibniz realiza la cuadratura del
circulo. Veamos el caso tomando la semicircunferencia superior, de ecuacién

y =V2x — x2.

De acuerdo al resultado del ejemplo 1 se tiene:
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Q_p_ 1—x

dx—y—\/Zx—x2
por lo tanto,
_ 1—x_ X
Z=y=x y  N2—-x’
de donde,
B 272
x—1+Z2

Calculando el area del cuarto de circulo se obtiene:

= folydx = % ([xV2x — x2]} + folzdx) (aplicando 3)

i

1 . . s g
Para calcular fo z dx, Leibniz recurre a la grafica:

=
[y

Figura 2.22 El método de transmutacion de Leibniz.

De esta forma,

% = Llydx:% ([x\/Zx—xz]:01+leydx) = % [1+(1—f01xdz)]

1,24, 1

=1—f > =1—fzz(1—zz+z4+---)dz
0o 1+2z 0

1 1

1
:1—[§Z3—§Z5+§Z7+“'
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T 1 1 1
y por lo tanto, i 1-— St
2.1.6 EI TFC en Cauchy

Cauchy logra, al igual que para la derivacion, definir la operacion de
integracion independientemente de las aplicaciones a las cuadraturas, y la
efectia sobre el objeto funcién. Cauchy reconoce las propiedades de las
funciones continuas® y, define sumas parciales S, y S,,, correspondientes a
dos particiones, tales que difieran en una cantidad arbitrariamente pequena
cuando las longitudes de los intervalos [x;_;,x;] sean arbitrariamente
pequenos. Es decir, el valor de la suma S “termina por ser sensiblemente
constante”, alcanzando un limite que depende Unicamente de f y de los
valores extremos de las particiones, a lo que Cauchy designa como integral
definida.

Si bien el célculo de Newton y Leibniz brinda una solucién genérica al
problema de las cuadraturas, es a partir de la demostracion de la existencia
de la integral para funciones continuas que el problema de la cuadratura de
figuras planas alcanza su punto extremo, pues permite asignarle a cada
region plana un numero determinado que corresponde a su medida. El
problema de la medida relativa proveniente de la antigliedad griega se va
transformando en el problema de la medida absoluta. Sin embargo aun hace
falta establecer un cuerpo numérico que sirva de reglilla referencial de la
medida.

Cauchy es quien primero presenta una prueba propiamente analitica de lo
que hoy denominamos el teorema fundamental del célculo, aunque ya
Newton y Leibniz habian evidenciado la relacion inversa entre el calculo de
tangentes y el problema de cuadraturas. Su demostracién constituye un
punto de partida en la implementacion de los cdnones de rigor en la idea de
fundamentar el analisis sobre bases conceptuales firmes.

La prueba de Cauchy se basa en dos resultados previamente demostrados
(Recalde, 2000): el teorema del valor medio para integrales y la aditividad de
la integral definida sobre intervalos. Se transcribe a continuacion la
demostracién que aparece en su Calculo infinitesimal-:

Teorema: Si f(x) es finita y continua en el intervalo [x,,X] vy F(x) =
f;:) f(x)dx, entonces se tiene que F'(x) = f(x).

2 Cauchy demuestra que la continuidad es una condicién suficiente para la existencia de la
integral definida.
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Demostracion: Si en la integral definida f;) f(x)dx variamos uno de los dos

limites de integracién, por ejemplo X, la integral en si misma variara con esa
cantidad. Y si el limite X, ahora variable, es remplazado por x obtenemos
como resultado una nueva funcién de x la cual serd la que es llamada una
integral tomada desde x = x,. Sea,

F(x) = f f@de @)

una nueva funcién. Del teorema de valor intermedio para integrales se tiene
que:

F(x) = (x—x0)f[xo +60(x—xp)], F(xg) =0, 0<6<1 (2)

Por la aditividad de integrales se tiene:

j:mf(x)dx — j:f(x)dx = j:mf(x)dx =af(x + 0,),

0, lo que lo mismo, F(x + a) — F(x) = af(x+6,) (3)

Se sigue de la ecuacion (2) y (3) que si la funcidon f (x) es finita y continua en
una vecindad de todo valor particular de la variable x, la nueva funcion F(x),
no solo es finita sino también continua en la vecindad del valor, y por lo tanto,
a un incremento infinitamente pequefo de la x, corresponde un incremento
infinitamente pequefo de F(x). Entonces, si la funcion f (x) permanece finita
y continua de x = x, a x = X, o mismo ocurre para la funcion F(x). En
suma, si ambos miembros de la féormula (3) son divididos por a, nosotros
concluimos tomando el limite que F'(x) = f (x), como se queria demostrar.

2.1.7 La integral de Riemann

Corresponde a Riemann, en 1851, la generalizacion de la definicién de
integral, cuando ya antes, Dirichlet, en 1829 demuestra que la funcion
caracteristica de los racionales no era integrable en el sentido de Cauchy y
posteriormente se establece como meta para la época la integracién de
funciones discontinuas.

102



103

2 LA RELACION INVERSA ENTRE CUADRATURAS Y TANGENTES:
ASPECTOS HISTORICOS Y DIDACTICOS
René Alejandro Londoio Cano

En el marco de su disertacién Sobre la representatividad de una funcion en
series trigonométricas, Riemann establecié su definicién de integral cuando
aplicaba como profesor en la universidad de Gotinga. Para ello, observd que
al calcular el valor de las sumas parciales, Cauchy utilizaba el valor de la
funcién en el minimo de cada subintervalo. Riemann hizo un leve cambio al
imponer la condicién de la existencia de limite para cualquier valor del
intervalo siguiendo el proceso a continuacién:

De acuerdo a (Recalde, 2000), para Riemann, una funcién f, definida y
acotada en un intervalo [a,b], es integrable, si para cada particion P =
{X0,X1,.., xpt a = xy < x; <...< x, = b}, la suma, S=Y", ft)(x; —
x;—1) converge a un limite determinado, para cada t; € [x;_4,x;], y cuando la
norma de la particion P, simbolizada como ||P ||, tiende a cero; donde
|P|| = max{Ax; =x; — x;_;: 1 < i < n}. Ese limite constituye, por
definicién,

jbf(x)dx

Riemann presenta dos formas equivalentes a la definicion para demostrar la
integrabilidad de una funcién:

f es integrable en un intervalo [a, b] si y s6lo si, para toda particién P, se
tiene que,
|1131|m0(D1A xl + Dzsz + -+ szz) = 0

D; = oscilacién de f en [x;_q,x;],1 < i < n.

f es integrable en un intervalo [a, b] si y s6lo si, para todo € > 0y o > 0,
existe d > 0 tal que, si P es una particibn de norma menor que d, entonces
S(P,0) < ¢, donde S(P,o) denota la suma de las componentes de {Ax; =
xi— xi_,1< i <n}enloscualesD; >o.

Para mostrar que efectivamente su definicion de integral elige funciones con
alto grado de discontinuidades, Riemann presenta un ejemplo de tales
funciones de la siguiente manera:

x —n, donde n es el entero mas cercano a x
g(x) =
1 3 5
0, cuandox=+-, +-, =*-, ..
2 2 2
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Tomando como base g (x) se define la sucesion {g,(x)} donde g,(x) =
g (nx), la cual sirve de base para definir la funcién:

92(x)  gs(x) In(x)
22 + 32 teet n2

+ ..

f() = g.(x) +

Riemann demuestra que fes discontinua en todos los puntos de
discontinuidad de las g,, es decir, en los puntos de la forma p/2q, donde p
impar y primo relativo con q; para ello utiliza el resultado:

2

f(x+0)—f(x) :i<2_;z)(1 +%+2—15+...):i176rq2

De esta forma, f es discontinua en una infinidad de puntos en un intervalo
cualquiera. f es integrable en cualquier intervalo, porque para todo o > 0,
existe sblo un nudmero finito de puntos x = p/2q , en los cuales f (x —

0)- f (x + 0) = m%/8q*, es mayor que o.

En principio, la definicibn de Riemann hizo pensar que se habia logrado
caracterizar el concepto de funcién integral en su maxima extension; sin
embargo, era claro que el teorema fundamental del calculo deberia
cumplirse; es decir, si una funcién f tenia una derivada f° acotada e
integrable en el sentido de Riemann en el intervalo [a, b], deberia cumplirse
que,

| frede =60 - roy

resultado que Cauchy habia probado para funciones continuas en la
vigésima sexta leccidon de su Calculo infinitesimal. Sin embargo, Dini
demostraria un resultado que se tomaria de base para construir
contraejemplos. Dini not6 que si f es tal que para todo intervalo existen
puntost, tales que f'(t) = 0,ysif (t) es acotada, entonces para todo
x € [a,b],

X
f f'(tdt =0,
a
puesto que en las sumas que definen la integral,
n
5= FEG - xi)
i=1
se pueden tomar siempre los t; tales que f'(t;) = 0.
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De esta manera, se tendria,

FGO) - fla) = f f(Odt =0,

de donde f (x) = f (a), paratodo x € [a, b].

Sin embargo, Dini sospechaba la existencia de funciones del tipo anterior
para las cuales f° no era integrable. Un ejemplo de tales funciones fue
construido por el sueco T. Broden en 1896:

Sea g(x) =xY?, x€[-1,1]. En x = 0 se tiene g’(0) = oo, para los
demas valores g’(x) existe y es finita.

Tomemos {a,} c [—1, 1] un subconjunto denso. Se define,

gn(¥) = g(x — a,) = (x — a,)? , para cada n.

g’ existe paratodo x € [-1,1],y g'n(ay,) = o.

Gn(x)
on

f&) =

n=1
por lo tanto,
f(a,) =oo,paran = 1,2,3,...

Dado que cada g, (x) es estrictamente creciente, entonces f es
estrictamente creciente.

Lo anterior significa que f tiene inversa h continua, h = f~1, definida en

[f (1), f (1)]. Puesto que h'(y) =f,+x), y = f(x), entonces h'(b,) = 0,
paran = 1,2,3,...,donde b, = f (a,).

Es facil comprobar que h” es acotada, se anula en un conjunto denso de
puntos {a,} y es estrictamente creciente, luego no es constante; por lo tanto,
no seria Riemann integrable.

Resultados como el anterior demostraron las limitaciones de la integral de
Riemann. Fue Lebesgue en 1902, quien generalizé la definicion de integral
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de una manera que corregia los defectos de la integral de Riemann a través
de la teoria de la medida.

2.1.8 La integral de Lebesgue

Lebesgue desarrolla el concepto moderno de integral en el segundo capitulo
de su tesis doctoral en el afno 1902. Este capitulo es bastante significativo
desde el punto de vista histérico, dado que enmarca la respuesta a los
problemas de sus antecesores con respecto a la definicion de integral. Para
ello, Lebesgue interrelaciona una variedad de conceptos y procedimientos.
Una de las cuestiones que no puede pasar desapercibida tiene que ver con
el proceso usado por Lebesgue para formalizar la nocion de integral. Se hace
referencia al hecho de que aunque la integral surge como operaciéon del
andlisis con el proposito de fundamentar la salida dada desde el célculo al
problema milenario de las cuadraturas, Lebesgue nota que los problemas de
la integral de Riemann no pueden solucionarse desde el analisis, sino a partir
de la teoria de la medida abstracta; sin embargo, la teoria abstracta de la
medida hunde sus raices en la geometria. Detallemos el proceso seguido por
Lebesgue.

Para Lebesgue, desde el punto de vista geométrico, el problema de la
integral, es el siguiente:

Dada una curva C por su ecuacién y = f (x) (f es una funcién continua
positiva, los ejes son rectangulares) hallar el area de un dominio limitado por
un arco de C, un segmento de 0,, y dos paralelas al eje y, de abscisas dadas
porayb,(a < b).

Esta area constituye, para Lebesgue, la integral definida de f entre ay b, y
se representa por

| Fodx

En primera instancia, Lebesgue recuerda que Arquimedes habia resuelto
parte del problema, hace mas de dos mil afos, a través del método
exhaustivo. Lo interesante del caso es que este método tiene alguna
similitud con el de los contenidos, dado que se realiza por medio de la
inscripcién y circunscripcion de figuras rectilineas. Justamente, éste es el
camino seguido por Lebesgue para llegar a su generalizacién.
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Lebesgue inicia su proceso de generalizacién tomando una regién R, en la
cual inscribe y circunscribe rectangulos. Las bases de los rectangulos tienen
por longitudes §6;,8,,85, ..,y las alturas, tienen por longitudes
my,my,ms, ..., My, My, M5,... que corresponden, respectivamente, a los
valores, inferior y superior de f en los intervalos correspondientes a cada uno
de los §,,.

Si cada uno de los 6, va tendiendo a cero se obtendra dos valores, que
Lebesgue denomina sy S:

s = 25lmly5 = 261Ml

Tal como lo expresa Lebesgue, Gaston Darboux en Mémorie sur les
fonctions discontinues [Dar75], ha demostrado que para funciones acotadas,
tanto s como S tienden a limites especificos; el primero se denomina integral
por defecto (ff(x)dx) y el segundo integral por exceso (ff(x)dx).

Cuando los dos limites coinciden, entonces la funcion es integrable, como
sucede con las funciones continuas. De hecho, la igualdad entre s y S,
corresponde a la definicibn de las funciones Riemann-integrables (R-
integrables).

Los problemas encontrados en la integral de Riemann, hacen que Lebesgue
siga el mismo libreto, pero leido a la inversa. En (Recalde, 2000), se muestra
como Lebesgue parte de una funcién f acotada, definida en el intervalo
[a,b]. Como f es acotada, existen m y M, tales que m < f(x) < M, para
todo x € [a,b]. Ademas Lebesgue impone la hipétesis que para todo
c,dm < c <d < M,elconjunto {x:c < f(x) < d} sea L-medible.

A continuacion, se toma una particion P del intervalo [m, M]:

P ={m = yo,y1,.. yn» = M},

y se define e, = {x/yx <f(x)< Y441}, k = 0,...n—1. Como, por
hipétesis, cada e, es medible se toman las sumas,

n-1
i=0

n-—1
Onp = Z Yrerm(e),
i=0
f es integrable si,
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= im On
n-co, ||P||-0

im on
n-oo, |[P||-0

y este limite corresponde a la expresién f: f(x)dx.

Actualmente a las funciones que cumplen la propiedad anterior se les
denomina L-integrables. Lebesgue llama la atencién en el hecho que las
sumas g, y 6, tienen sentido para funciones que no necesariamente son
continuas, sino también para las funciones sumables. Para estas funciones
o, Y 0, tienen un mismo limite independientemente de la forma como se
realice la particion P, tal como lo demuestra Lebesgue.

Tomando como base las definiciones anteriores, se demuestra que el
conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién f-integrable tiene
medida cero. Esto es, sean A y B dos numeros arbitrarios y E es el conjunto
de puntos tales que:

A<f(x)<B.

Los puntos de discontinuidad corresponden a los puntos limites de E, los
cuales forman un conjunto e de medida cero. Ademas como EUe es
cerrado, entonces es medible; como e es medible, entonces E también es
medible y f es sumable.

A continuacion Lebesgue generaliza su nocién de la integral a funciones f
definidas para los puntos de un conjunto E, diferente a un intervalo. Sea
E c [A, B]; se define la funcidén F(x) de la siguiente manera:

f(x), sixeE
F(x) =
0, six€e[AB]—-E

La integral de F se calcula en la forma ya establecida. De esta manera se
tiene que,

fE f(x)dx = fBF(x)dx

A

El siguiente paso de Lebesgue, fue explicitar las diferencias entre su integral
y la integral de Riemann. En ese sentido se propone dar ejemplos de
funciones L-integrables que no son R-integrables. Aunque Lebesgue se
explaya en la caracterizacion de funciones que cumplan esta caracteristica,
basta aqui traer a colacion la funcién caracteristica de los racionales
presentad por Dirichlet en la primera mitad del siglo XIX.
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Lebesgue prueba que su teoria de la integral restauraba el teorema
fundamental del calculo para derivadas acotadas; para lograr este propdsito
en primer lugar presenta la definicion de integral indefinida de la siguiente
forma:

Definicion: Se llama integral indefinida de una funcién f (x),que tiene
integral definida en [a,b], a una funcién F(x), definida en [a,b], tal que

fff(x)dx = F(b) — F(a).

De la anterior definicion se puede obtener la igualdad F(x) = f;f(x) + F(a),

lo cual significa que toda funcién con integral definida, admitird una infinidad
de integrales indefinidas, las cuales se diferencian por la constante F(a).
Después de mostrar que F(x) es continua, el siguiente paso de Lebesgue es
demostrar que toda funcion derivable acotada admite una integral indefinida;
teorema que justamente constituia uno de los problemas de la integral de
Riemann.

2.2 El estado del arte del TFC: algunos articulos o memorias
relacionadas

Al respecto, se han encontrado algunos estudios en articulos, como los que
se describen a continuacién, que dan cuenta de algunas dificultades para
comprender el concepto de recta tangente a una curva en un punto y de otro
lado el de cuadratura o calculo del area de una regién plana cualquiera, y
proponen ciertos mecanismos didacticos (visuales, virtuales, escritos, orales)
como estrategia para superar tales dificultades; otros, realizan una
exploracion epistémica de los conceptos y explican en forma adecuada la
evolucién desde sus inicios hasta nuestros dias, con el fin de consolidar
estrategias didacticas. Sin embargo, en la revision de la literatura, no se
logra encontrar un estudio dentro de un marco teérico de comprensién, que
dé cuenta de los obstaculos de los estudiantes a la hora de establecer la
relacion inversa que tales conceptos presentan. Relacionamos algunos
articulos al respecto:

e Algunas configuraciones epistémicas de la integral en una
variable real desde su origen hasta su consolidaciéon (Capace,
2007). En este trabajo se indaga sobre el origen, evolucién, desarrollo
y aplicaciones mas relevantes de la integral en una variable real,
ofreciendo un estudio detallado desde el origen de una solucién de
cuadratura hecha por Hipo6crates en el ano 450 a.c., hasta las
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sospechas de Newton al percatarse de la estrecha relacién que tiene
con las rectas tangentes a las curvas, hasta consolidarse el Teorema
Fundamental del Célculo.

Desarrollo de un producto multimedial sobre integral definida
para estudiantes universitarios de carreras no matematicas.
(Engler, 2008). El trabajo tiene como objetivo aportar un recurso
multimedial de apoyo para el estudio de la integral definida y su
aplicacién en el célculo de areas de regiones planas (lo cual involucra
el concepto de cuadratura en el Teorema Fundamental) para
estudiantes de carreras universitarias de disciplinas cientificas pero no
matematicas, con el fin de lograr mejorar el aprendizaje. La obra esta
desarrollada en HTML y se ofrece a través del portal web de la
Facultad de Ciencias Agrarias de la Universidad Nacional del Litoral.

Una aproximacion socioepistemoldgica al estudio de la integral
definida (Cabafias & Cantoral, 2004). EI trabajo presenta los
resultados parciales de una investigacién relacionada con una
particular interpretacion de la integral definida desarrollada en el
marco de la aproximacion socioepistemologica a la investigacion en
matematica educativa. Describe, en un primer término, el tratamiento
escolar de la integral definida que suele ser usado en la ensefanza
contemporanea del Teorema Fundamental del Calculo y se discuten
algunos resultados de investigacion que exhiben las dificultades de los
estudiantes ante dicho tratamiento.

Presentacion dinamica de Teoremas del Calculo: el caso del
Teorema Fundamental del Calculo Integral (Sarmiento, 2005). Esta
memoria, exhibe en particular el software: Derive, como recurso
mediador de ensefianza entre el estudiante y el objeto a ensenfar (el
TFC) y pretende mostrar paso a paso los comandos requeridos para
visualizar la relacién entre el comportamiento de la deriva y la
respectiva antiderivada.

2.3 EI TFC en los textos escolares

Con el fin de realizar un estudio comparativo en cuanto a la presentacion del
TFC en algunos textos escolares de Analisis Matematico, se presentan
elementos generales que en ellos aparecen con el objeto de poder realizar
una sencilla, pero interesante caracterizacion. Los textos incluidos en este
estudio son: (Purcell & Varberg, 2007), (Stein, 1995), (Edwards & D, 2008),
(Stewart, Calculo de una variable: Trascendetes tempranas, 2001),
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(Stewart, 2006), (Apostol, 1996), (Bartle & Sherbert, 1996), (Larson,
Hostetler, & Edwards, 2006), (Thomas, 2006).

e EIl orden de las dos “partes” del TFC. Al comienzo de la
investigacién, se habia advertido acerca de las dos partes que
presenta el TFC; una que se refiere a la derivacion de una integral, y
la otra, a la integracion de una derivada. La mayoria de los textos se
refieren a ellas como el primer TFC y el segundo TFC (el cual es
nuestro objeto matematico a trabajar), a diferencia de (Bartle &
Sherbert, 1996) y (Larson, Hostetler, & Edwards, 2006), quienes
prefieren invertir los nombres. Explicitemos los teoremas y una
sencilla demostracion.

Primer TFC.

Sea f continua en el intervalo cerrado [a,b] y sea xun punto (variable) en

(a,b). Entonces %fo(t)dt=f(x).

Bosquejo de la demostracion. Se muestran los elementos esenciales de la
demostracién, pues la demostracion rigurosa es algo extensa y exige de las
propiedades de comparacién, acotamiento y linealidad, para integrales
definidas.

; f(x)

| il r x+h I

Figura 2.23 Grafica para el bosquejo de la demostracién del primer TFC.

Para x en [a,b], se define F(x):_[xf(t)dt (funcién de acumulacién).

Entonces para x en (a,b) se cumple:
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X

iJ.f(t)dtzF'(x)zLim F(x+h)—F(x) Lim 1

U:Mf(t)dt—ff(t)dt] =

dx? h—0 h T ho0h
Lim l x+hf(t)dt_Lim f(c)h _Lim f(c)_Lim (c)—f(x)
h—0 h' h h—=0 c—x

20T, del VM)
(Téngase en cuenta que f es continuay ¢ —x cuando 2 —0).

Segundo TFC (6 TFC).

Sea f continua (y por lo tanto integrable) en el intervalo cerrado [a,b] y sea
F cualquier antiderivada de f en el mismo intervalo. Entonces,

[ fodv=Fb)-Fa).

f(b2) $=======
fl

£ f(b1)
f(a) |

f(B1) gmmmmmmme b
fia) |

abi ab1b2

fib
f(b3) ®)

f(b2)

f(b1)

f(a) f(a)

ab1b2b3

Figura 2.24 Grafica que permite visualizar el valor del area bajo una funcién
como la diferencia entre dos ordenadas en la respectiva entiderivada.
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Demostracion.

Se define la funcion de acumulacién G(x)zrf(t)dt, luego, por el primer

TFC, se cumple que G'(x)= f(x), paratoda x en (a,b). De esta manera, G
es una antiderivada de f, al igual que lo es F. Se concluye entonces que
F'(x)=G'(x) y por lo tanto, para toda x en (a,b) se cumple F(x)=G(x)+C.

Se puede establecer entonces que para alguna C se cumple en x=a que
C=F(a)-G(a)=F(@)-[ f(t)dt=F(a)-0=F(a) y de esta manera,
G(x)=F(x)-G(a) paratoda x en (a,b); ala vez que, si x=>b, se tiene que

F(b)—F(a)=[G(b)+C]-F(a)=[G(b)+C]-C=G®b)= j " F(x)dx.

Esta presentacion hace que la demostracién del segundo TFC sea mas
elemental, pues hace uso de la primera parte; sin embargo, al intercambiar el
orden en la presentaciéon de las dos partes, tal como lo hacen Bartle y
Larson, se hace necesario recurrir a las sumas telescépicas y al Teorema de
Valor Medio® para la demostracién de la primera parte, y luego, al T.V.M,
para integrales para la demostracion de la segunda; por supuesto, siendo
también la dltima demostracién mas sencilla.

e La presentacion del Teorema del “cambio total”. Algunos autores
como Stewart, prefieren presentar previamente el segundo TFC como
Teorema de Evaluacion® y luego, con una diferencia un tanto sutil,
presentan el llamado Teorema del “cambio total”, el cual muestra a
F'(x) en el integrado, en vez de f(x), con el fin de enfatizar que la

derivada F'(x) es la razén de cambio de y=F(x) con respecto a x y
F(b)—F(a) es el cambio (total) cuando x cambia de a hacia b. Al
respecto, escribe (Stewart, 2006):

Advierta que y podria, por ejemplo, incrementarse y luego decrecer
de nuevo. Si bien Y podria cambiar en ambas direcciones,
F(b)-F(a) representa el cambio total en Y .

Por ultimo Stewart ofrece algunos ejemplos tales como: el cambio total

de volumenes en depdsitos de fluidos, velocidades de reaccion, tasas
de crecimiento poblacional, costos, entre otros.

24 Abreviamos como T.V.M.
% Se pretende calcular tempranamente integrales definidas y recurrir a series telescopicas y
al T.V.M. para su demostracion.
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Teorema del cambio total.

La integral de wuna razén de cambio es el cambio total
[/ F(x0)dx=F(b)-F(a)

e La presentacion rigurosa y simbolismo complejo. En textos como
el de Apostol, el TFC es presentado para integrales de Riemann-
Stieljes sin ningun grafico, con el fin de extender la teoria a funciones
gue no necesariamente son continuas. Por lo tanto, esta visién
formalista requiere de definiciones, teoremas y simbolismo algo
complejos que no son convenientes de abordar para alguien que se
inicia en la comprension del TFC. Primer y segundo T.V.M, supremos,
infimos, acotamiento y funciones de variacién acotada, son algunos de
los términos que se introducen en este tratamiento. Veamos la
presentacion de las dos versiones del Teorema en este contexto
(Apostol, 1996).

Primer TFC.

Sea «a una funcién de variaciéon acotada en [a,b] y supongamos que
feR(a) en [a,b]. Definimos F por medio de la ecuacién F(x):rfda, si

xe[a,b]. Entonces se tiene:

i) F es de variacion acotada.
i) En cada uno de los puntos en los que a es continua, F también lo
es.

i)y Si & /" en [a,b], la derivada F'(x) existe en cada punto x de (a,b)
en que «o'(x) existay f sea continua. Paratales x se tiene:

Fi(x)=f(0)a'(x).
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Segundo TFC.

Supongamos que fe R(a) en [a,b]. Sea g una funcién definida en [a,b]
tal que la derivada g' exista en (a,b) y cuyo valor sea g'(x)= f(x) para cada
x de (a,b).

Supongamos ademé&s que, en los extremos, los valores g(a+) y g(b-)
existen y satisfacen g(a)—g(a+)=g(b)— g(b-).

Entonces se tiene que: jb F(X)dx= j" 2'(Wdx = g(0)—g(a).

En el desarrollo y demostraciones de estas dos versiones, se aprecia que la
regla de la cadena esta hecha explicita.

Si bien, el objetivo de nuestro estudio no es realizar un desarrollo matematico
del TFC, si se pretende poner en contexto los conceptos matematicos y
procesos de razonamiento infinito que en él intervienen.

2.4 Tratamiento didactico para el TFC

Para el segundo TFC, se destacan dos visualizaciones interesantes, que
podrian dar ideas importantes para su comprension:

e La estrategia de los zooms?. (Larson, Hostetler, & Edwards, 2006)
trata de hacer una analogia, evidenciando como la derivacién y la
integracién (definida) son operaciones inversas, en el mismo sentido
que lo son la divisién y la multiplicacion (para diferenciales). Al
respecto, exhibe una Figura bien interesante para la ensefianza del
TFC y senala:

% Término acufado por el autor de la presente investigacion.
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Figura 2.25 La estrategia de los zooms para pendientes y areas.

Para saber como Newton y Leibniz habrian pronosticado esta relacion,
se consideran las aproximaciones que se muestran en la Figura. La

pendiente de la recta tangente se definid utilizando el cociente % (la

pendiente de la secante). De manera similar, el area de la region bajo
una curva se definio utilizando el producto AyAx (el area del

rectangulo). De tal modo, al menos en una etapa de aproximacion
primitiva, las operaciones de derivacion y de integracion definida
parecen tener una relacion inversa en el mismo sentido en el que lo
son las operaciones inversas de division y multiplicacion. EI TFC
establece que los procesos de limite (utilizados para definir la derivada
y la integral) preservan esta relacion inversa.

Aclarando que la visualizacion matematica es importante, pero usada
con cuidado de no generar conceptos-imagen errbneos que impidan
un correcto concepto-definicion (en términos de Tall y Vinner), se hace
necesario precisar el cuidado que se debe tener con esta
visualizacion, para no caer en el error de confundir procesos
aritméticos con procesos de razonamiento infinito (los cuales tienen
que ver con el paso al limite) que intervienen en el TFC.

e El doble plano de Barrow?. Es una estrategia visual-geométrica
inspirada en los trabajos geométricos de Barrow para el TFC, la cual

%" Término acufiado también por el autor de la presente investigacion e inspirado en los
trabajos geométricos de Barrow sobre el TFC.
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consiste en un doble semiplano cartesiano simétrico, esto es, dos
semiplanos cartesianos con un eje x comun y, encima y debajo de
éste, dos semi-ejes y positivos con un mismo origen; lo cual implica
gue ambos semi-ejes quedan sobre una misma recta y s6lo contengan
a los cuadrantes | y Il.

Figura 2.26 El doble plano de Barrow

En el semiplano superior se grafican las funciones y en el semiplano
inferior se grafican las respectivas derivadas.

Esta visualizacién exige el empleo de figuras simétricas con respecto
a un eje (para graficar las derivadas en el semiplano inferior), sin
embargo, facilita observar la relacion entre las pendientes en la
funcion y las ordenadas en la derivada, al igual que el area bajo la
derivada y las ordenadas en la funcién (EI TFC).

La visualizacion esta restringida inicialmente so6lo para funciones
positivas, dada la naturaleza de la construccion inicial expuesta por el
ingenioso Isaac Barrow.

El Teorema de la brocha®. Aunque se insiste, el primer TFC no es
nuestro tema de interés, igualmente se destaca el “Teorema de la
brocha” como una estrategia visual-geométrica que permite establecer
la relacién que puede existir entre un area barrida y una longitud (valor

2 También es llamado el teorema de la “brocha retractil” o del “rodillo”
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de la funcién). Los textos que exponen esta estrategia son los de
(Purcell & Varberg, 2007), (Stein, 1995) y (Edwards & D, 2008).

ALy

i T i R
Figura 2.27 El Teorema de la brocha para el primer TFC.

Al respecto, Stein senala:

El primer TFC debe tener sentido para cualquiera que haya pintado
una pared con una brocha. Cuanto mas ancha sea la brocha, mayor
es la longitud del area que se puede cubrir. Supdngase que la brocha
se mantiene como se muestra en la Figura y que se desplaza una
distancia Ax. El area barrida es aproximadamente “el ancho de la

brocha por Ax”. Sea f(x) el ancho de la brocha (a medida que se
presiona la brocha, f(x) puede aumentar). Luego, AA= f(x)Ax, o
dA

(x) = f (x)

dx

bien, %zf(x). Y si Ax — 0, se obtiene

Puesto que A(x)=rf(t)dt, se tiene dij.xf(t)dtzf(x), que es el
a x a

Primer TFC (Judith Grabiner llama a esto el “Teorema del
Limpiaparabrisas).

118



119

3 LA ENTREVISTA SQCRATICA PARA LA COMPRENSION DEL TFC EN EL
MARCO DE LA TEORIA DE PK
René Alejandro Londoio Cano

3 LA ENTREVISTA SOCRATICA PARA LA
COMPRENSION DEL TFC EN EL MARCO
DE LA TEORIA DE PK

Ya en el Capitulo 1 se ha descrito en detalle algunos aspectos a tener en
cuenta para la aplicacién de una entrevista de caracter socrético, el decalogo
para su disefo y la justificacién acerca de su pertinencia con la teoria de PK.
En el contexto del presente estudio, la entrevista tiene una doble intencion,
de un lado, que el maestro reflexione sobre el concepto y las dificultades en
la ensefianza del mismo, de tal forma que se genere la necesidad de disefiar
una red de relaciones para propiciar el acercamiento del estudiante al
concepto; de otro, que le permita al entrevistado progresar en la comprensién
sobre el concepto elegido.

La red de relaciones interviene durante toda la entrevista y el estudiante
entrevistado razona sobre ella y la amplia, pero el refinamiento y evolucién
de su comprension depende en gran medida del manejo adecuado por parte
del entrevistador durante su aplicacién, es decir, la entrevista debe estar
disefada de tal forma que no se produzca una ensefianza directa, sino mas
bien, una ensefanza gradual que permita que los estudiantes pasen de las
situaciones concretas a las abstractas y viceversa, para asi conseguir el nivel
de comprensién deseado.

La entrevista socratica que se ha disefiado en este estudio, permite la
deteccién de los niveles de comprension, en el contexto de la teoria de PK'y
constituye una experiencia pedagdgica para la comprension de la relacion
inversa entre cuadraturas y tangentes.

Se describe a continuacion cémo se logra consolidar el guion de entrevista
socratica para la comprension del TFC, la inclusién del Geogebra® en la
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entrevista, una caracterizacion general y finalmente, los descriptores
hipotéticos para los cuatro primeros niveles de la teoria de PK.

3.1 Consolidacién del guion entrevista

El trabajo de campo se realiz6 en tres fases, cada una con una version
distinta pero mejorada del guién entrevista, de acuerdo a su refinamiento;
inicialmente se aplica a 5 entrevistados, tres de los cuales son estudiantes de
grado 11°de una institucion educativa de la ciudad de Medellin de caracter
oficial, y los otros dos, estudiantes de Ingenieria de la universidad de
Antioquia, también de caracter oficial. Se disefan descriptores hipotéticos,
de acuerdo a la experiencia del investigador para los primeros seis niveles en
el marco de la teoria de PK.

En la fase inicial del trabajo y de acuerdo con los descriptores hipotéticos que
se tenian hasta el momento, se disefa y aplica la primera version del guion
entrevista, que contenia veintiocho preguntas que se encontraban agrupadas
en tres bloques plenamente diferenciados, pero que no necesariamente
estaban presentadas en forma consecutiva. En el primer bloque de
preguntas se indagd por algunos conceptos geométricos como son los de
pendiente, recta, y area de figuras geométricas basicas; en el segundo, se
propone que el entrevistado bosqueje funciones, dado el comportamiento de
su respectiva derivada o su respectiva anti-derivada®® haciendo uso de
procesos de razonamiento infinito, y en el tercero, se intenta que el
entrevistado establezca la relacion entre las ordenadas en la funcién y el
area bajo la respectiva derivada.

Algunas dificultades presentadas en esta primera version del guién dan
cuenta de la poca fluidez que se logra conseguir en el intercambio de
preguntas y respuestas: la entrevista no indaga por los valores de las
pendientes negativas, lo que dificulta en el bloque 2, que el entrevistado
bosqueje las respectivas derivadas de funciones en los intervalos que
decrece; se usan términos como los de tasa de variacién, abscisa, ordenada,
entre otros, que no resultan muy familiares; se observan algunas preguntas
muy cerradas que impiden que el entrevistado razone con mas naturalidad vy,
por ultimo, no se tienen en cuenta suficientes preguntas que involucren los
procesos de razonamiento infinito necesarios para entender las ideas de

% |os términos de derivada y anti-derivada no se utilizan en forma explicita en la entrevista,
dado que no es necesario que los entrevistados hayan pasado por cursos de Calculo
Diferencial o integral. Los términos, por el contrario, aparecen en forma encubierta, con el fin
de dar mayor confianza al entrevistado.
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cuadratura y tangente. En esta se fase, cuatro estudiantes logran un nivel 1
de comprensién y tan sélo uno logra un nivel 2, de acuerdo a la teoria de PK.

En la segunda fase, se modifican los descriptores para ser agrupados en
cuatro grupos que corresponden a los primeros cuatro niveles de
comprensién de la teoria de PK, pues el objetivo de nuestro estudio es
favorecer el avance en la comprension del TFC desde un punto de vista
visual-geométrico, mediante la implementacion y disefio de la entrevista de
caracter socratico, mas no conseguir la comprension formal del TFC en el
contexto de las funciones de variable acotada o del concepto de vecindad.
En este orden de ideas, fue necesario disefiar una segunda versién del guién
entrevista, ajustando algunas preguntas que indaguen por las pendientes
negativas de rectas que pasan por el segundo cuadrante, y de cédmo varian
tales pendientes a medida que las rectas se acercan al eje x; se provee
también al entrevistado de aporte de informacion adicional que le permita
avanzar en la entrevista y propiciar el refinamiento de su lenguaje y, por
ultimo, agregar unas cuantas preguntas, que faciliten que el entrevistado
razone con mayor profundidad en los procesos de razonamiento infinito
involucrados en la visualizacién del célculo de pendientes de tangentes y
areas bajo curvas en un intervalo.

En esta segunda fase, se aplica la versidon dos del guién a otros cinco
entrevistados: dos estudiantes de grado 11°y tres de carreras de Ingenieria,
también de las instituciones descritas anteriormente. Durante las entrevistas
se percibe una mayor fluidez entre entrevistado y entrevistador, ademas de
que el razonamiento y la amplitud en las respuestas de los estudiantes
mejord notablemente. Tres estudiantes logran razonar en un nivel de
comprensién 2, uno de ellos en un nivel de comprensién 3 y el Ultimo en un
nivel de comprensién 4, de acuerdo a los descriptores establecidos. Sin
embargo, resulta conveniente mejorar las ultimas preguntas y adicionar otras
cuantas, con las que se pretende que el entrevistado establezca la relacién
entre el area bajo una curva en un intervalo y la diferencia de ordenadas de
la anti-derivada en el mismo intervalo, en primer lugar con funciones lineales,
luego con cuadraticas y por ultimo con otras mas complejas como las
trigonométricas.

De esta manera, se logra consolidar el guién entrevista definitivo, de caracter
semi-estructurado, para realizar el estudio cualitativo sobre la comprension
del TFC en diez estudiantes, entre universitarios y de grado 11°, mejorando

la descripcion de la comprension y consiguiendo el objetivo del presente

estudio. Sobre este analisis volveremos mas adelante.
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3.2 EIl guiodn entrevista

Se ha mencionado que la entrevista esta concebida como una red de
relaciones, permitiendo que detras de cada pregunta se esconda una
intencionalidad que solo el entrevistador conoce y, que a medida que se
avanza en su aplicacién, el entrevistado entreteja, relacione, razone,
reflexione e infiera, a partir de dicha red. En este estudio, la red de
relaciones sobre la que el entrevistado razonara seran los procesos de
razonamiento infinito involucrado en los conceptos de tangentes vy
cuadraturas que enmarcan el TFC. En esta red intervienen conceptos tales
como los de pendiente, area, tangente, funcién-pendiente y ordenada.

Es importante resaltar que para el disefio de esta entrevista, muchos de los
conceptos que gravitan alrededor del TFC estan implicitos o encubiertos. Se
espera que el entrevistado, en la medida que avanza en el dialogo, los
relacione de forma intuitiva y espontanea para lograr describir de manera fiel
los razonamientos, que permitan establecer la evolucién en la comprension
de los entrevistados.

A continuacién, se presenta el guion entrevista:

GUION DE ENTREVISTA SOCRATICA
PARA LA RELACION INVERSA ENTRE
CUADRATURAS Y TANGENTES

1. Considera la recta que se muestra a continuacion. ¢ Crees que tiene
longitud?, ¢ crees que tiene pendiente?, en caso afirmativo, ¢ podrias
describir un método para calcular sus medidas?
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2. En la siguiente ilustracion se muestra una secuencia de rectas. ¢Cual
de ellas crees que tiene la mayor pendiente y cudl la menor
pendiente?, ¢podrias calcular exactamente la pendiente de cada una

de ellas?

/ Recta 2
Recta 5 Recta 4 Recta 3
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3. ¢Podrias describir las pendientes de las rectas que se presentan en el
plano cartesiano que se muestra a continuacion?, ;podrias calcularlas?

10

-10
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Aporte de informacién: Observa que los valores de las pendientes de las
rectas que estan entre y=0 y y=x varian entre 0 y 1, mientras que los

valores de las pendientes de las rectas que estan entre y=x y x=0 varian

entre 1 e . De la misma manera, los valores de las pendientes de las
rectas que estan entre y=—-x y y=0 varian entre —1 y 0, mientras que los

valores de las pendientes de las rectas que estan entre x=0 y y=-x varian
entre —oy —1.

Dadas las dos rectas de diferente pendiente en el plano cartesiano, ¢cuantas
rectas de pendientes distintas existen entre ellas?
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5. ¢Podrias bosquejar en cada uno de los planos cartesianos algunas
funciones que conozcas, exhibiendo sus nombres y expresiones
algebraicas?
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6. Ahora, ¢podrias describir todas las curvas que limitan cada una de las
siguientes regiones sombreadas?

-3
-4

-8
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7. Describe los intervalos (en el eje x) en los que las siguientes funciones
son positivas y en los que son negativas (en el eje y).

-2
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8. A continuacion se presentan las mismas funciones de la pregunta
anterior. Para cada una de ellas describiste los intervalos (en el eje x)
para los que la funcién es positiva o negativa. ¢Qué relacién encuentras
entre esos intervalos y aquellos en los que cada funcién crece o decrece?

-2 2 -3

-4

-6 +
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Aporte de informacion: Dado el punto (x,y) en el plano cartesiano, al valor
de x se le llama abscisa y al valor de y ordenada.

9. En el plano se muestran algunos segmentos verticales sobre el eje x. ¢Cual
es la diferencia de las ordenadas de los puntos superiores de dos segmentos
cualesquiera?, ¢podrias encontrar otro par de segmentos, cuya diferencia de
ordenadas sea igual en sus puntos superiores?

12
1
10

-1
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10. ¢ Crees que las dos figuras que se muestran a continuacion pueden tener
la misma area?, ¢ por quée?
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11.Considera las siguientes regiones limitadas en el primer cuadrante del
plano cartesiano, tal como lo muestra la figura. ;Crees que se puede
calcular el area de cada una de ellas?, en caso afirmativo, co6mo?

v

v

v
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12.Considera la parabola y=x y una recta que la corta en los puntos
A(L1) y B(3,9). ¢Cudl es la pendiente de esta recta?

=
[~}

= ORW R W~ Do WD
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12H.(Maniupulacion de la herramienta: Geogebra®). En la herramienta se

Lo 2 1
muestra la grafica de la funcion f (x) :§x2 , CON una secante que la corta

en los puntos (2,4) y (4,16). Si haces zoom (acciona la barra de
herramientas), ;qué observas?

— e
Interval exiremes 1 | interval ‘Slog Subinters_  Area
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13.En la siguiente sucesiéon de imagenes se observa cada vez, un mayor
nimero de rectas secantes que cortan a la curva y=x" en el punto (1,1)

y otro punto cada vez mas cercano a él. ;Podrias describir el conjunto de
secantes que se estabilizan en la recta que solo corta a la curva en el

punto (1,1) ?, ;podrias describir esta Ultima recta?

[y
o

[ T R - T -]

=
o

[ O Y Y - e - I T -1

-4

-3 -2 -1 1 2 3 4 -4
-1 . . . .

[y
=]

B oMW A W N W

[
o

= MNoW R W oo o~ o

-4

-3 -2 -1 / 1 2 3 4 —4
-3
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13H.(Manipulacién de la herramienta: Geogebra®). En la herramienta se

e 2 1
muestra la grafica de la funcion f(x) :gxz, con una secante que la corta

en los puntos (2,4) y (4.16). Usando el deslizador (se activa el

deslizador Top) traza secantes de tal manera que la abscisa x=4 (punto
movil) coincida con la abscisa x=2. ¢Podrias describir el conjunto de
secantes que se estabilizan en la recta que s6lo corta a la curva en el
punto (2,4)?, podrias describir esta Ultima recta?
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14.,En cudl de las siguientes gréaficas se podria afirmar que la recta es
tangente a la circunferencia?, ¢podrias decir con tus palabras lo que
consideras el concepto de recta tangente a una circunferencia?

SR R R L A

e )I}d [S NI SN A

H

e Y rh HE
g 1 W I*h B
t

in FJ [1 VI T T

ol F.l [ N Y I

e
B

e g S Y] rk L

= A

=21
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15.Ahora, considera la funcibn y=cosx. ¢, Podrias describir las
caracteristicas de la recta tangente a la curva en el punto (0,1)?, ;qué
diferencia tiene ésta con la de la circunferencia?

8
Y

-8
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16. ¢ Considera el punto que se encuentra marcado en la siguiente funcion
lineal. ¢Podrias describir la recta tangente a la funcién en dicho punto?,
;cuantos puntos tienen en comuan una funcion lineal y la recta tangente a
ella en un punto?

-2

-4

-6
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17.Considera ahora los poligonos inscritos que se presentan en las
circunferencias iguales de la figura. Si el numero de lados de los
poligonos crece en forma infinita, ¢podrias afirmar a qué valor se acerca
el area de los poligonos asi construidos?

o®
OO
OO0
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18. El siguiente rectangulo se ha divido a la mitad; luego, la parte superior a
la mitad; de nuevo, la parte superior a la mitad, y asi sucesivamente
como muestra la figura:

¢, Crees que es posible disponer las superficies rectangulares en las
que ha quedado dividido el anterior rectangulo como una escalera
infinita decreciente en la que la altura de cada rectangulo es la mitad
de la altura del anterior, como muestra la figura?, ¢Podria la escalera
tener area?
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19. Considera de nuevo la siguiente region:

v

¢Las siguientes particiones realizadas, te dan alguna idea de cémo calcular

su area?, ;podrias explicarlo?

— A

v
\|

\ 4

v

v

v

v
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19H.(Manipulacién de la herramienta: Geogebra®). En la herramienta se

+4. Si consideras el

muestra la grafica de la funcién f(x)= 12
X—4.

intervalo [2,4] (se activan los deslizadores Top, Lower, y partition in n

sub-intervals), divide la regién en cualquier numero de sub-inetrvalos
;lales particiones realizadas, te dan alguna idea de cédmo calcular su
area?, ¢ podrias explicarlo?

- ] e
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20.En cada una de las siguientes curvas se encuentran graficados trozos de
tangentes en algunos de sus puntos. ¢, Podrias describir sus
comportamientos de acuerdo al valor y signo de sus pendientes, en cada
caso?
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Aporte de informacion: A las funciones que tienen como ordenada, la
pendiente de la recta tangente a otra funcion dada, en cada punto de igual
abscisa, se les llama funciones-pendiente.

21. ;Podrias identificar cuales de las siguientes funciones-pendiente
corresponden a cada una de las funciones presentadas en la pregunta
anterior?, ;por qué?
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21H. (Manipulacion de la herramienta: Geogebra®). En la herramienta se
muestra la grafica de la funcion f(x):ix(x—z)(x—s). (Se exhiben cinco

posibles funciones-pendiente para la funcion graficada). ¢Podrias identificar
cudles de las siguientes funciones-pendiente corresponden a cada una de las
funciones anteriores?, ¢por qué? (finalmente se presentan las dos gréficas:
la funcién y su correspondiente funcién-pendiente).

of

Funclion
/ ’4' fix)= Lxx-2)(x-5)
|
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22. Dada la siguiente funcién,

¢podrias identificar cual de las siguientes curvas corresponde a la funcién-
pendiente?, ;por qué?
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22H.(Manipulacion de la herramienta: Geogebra®). En la herramienta se
muestra la grafica de la funcion f(x):%(x—2)2+2 con trozos de

tangentes trazados en algunos de sus puntos. ¢ Podrias describir sus
comportamientos de acuerdo al valor y signo de sus pendientes, en cada
caso? (corrobora los valores en la tabla).

| 2. | woe
0|2 oraporsevctanoms sy
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23.A continuacion se presentan dos funciones. La funcién de la derecha
representa una traslacion vertical de la primera.

¢, Podrias identificar cual de las siguientes funciones corresponden a las
funciones-pendiente de cada una de las anteriores?, ¢por qué?
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Aporte de informacion: La traslacién vertical de una funcién de la forma
y=f(x)+C, se obtiene variando el valor de la constante. Sin embargo,

todas ellas coinciden si se sobreponen.

24. Considera la funcion constante y =2, como lo muestra la figura.

3

V=2

Traza la respectiva funcidn-pendiente. Ahora, compara el area limitada
por la funcion-pendiente y el eje x en un intervalo cualquiera, con la
diferencia de las ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién. ;Qué observas?
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25.Traza otras funciones constantes y sus respectivas funciones-pendiente.
Ahora, compara el area limitada por la funciéon-pendiente y el eje x en un
intervalo cualquiera, con la diferencia de las ordenadas en los extremos
del mismo intervalo en la funcion. ;Qué puedes concluir?
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26.Considera la funcion lineal y =3x, como lo muestra la figura.

-2 -1 1 2

-1

-3

Traza la respectiva funcién-pendiente. Ahora, compara el area limitada
por la funcion-pendiente y el eje x en un intervalo cualquiera, con la
diferencia de las ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién. ;Qué observas?
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27.Traza otras funciones lineales de la forma y=3x+C y sus respectivas

funciones-pendiente. Compara el area limitada por la funcién-pendiente y
el eje x en un intervalo cualquiera, con la diferencia de las ordenadas en
los extremos del mismo intervalo en la funcién. ;Qué observas?
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28.Traza otras funciones lineales y sus respectivas funciones-pendiente.
Compara el area limitada por la funcion-pendiente y el eje x en un
intervalo cualquiera, con la diferencia de las ordenadas en los extremos
del mismo intervalo en la funcion. ¢Qué puedes concluir?
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28H. (Manipulacién de la herramienta: Geogebra®). Grafica, por ejemplo,
cualquier funcién de la forma f(x)=mx (Se activa la barra de entrada) y

su respectiva funcién-pendiente. Luego, compara el area limitada por la
funcidén-pendiente y el eje x en un intervalo cualquiera, con la diferencia
de las ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la funcién.
¢ Qué puedes concluir?
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29.Considera la funcién cuadratica y=23x", como lo muestra la figura.

¢, Cudl de las siguientes curvas crees que sea la correspondiente funcién-
pendiente?, ;por qué?
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30.Ahora, compara el area limitada por la funcién-pendiente y el eje x en un

intervalo cualquiera, con la diferencia de las ordenadas en los extremos
del mismo intervalo en la funcion. ¢Qué puedes concluir?
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31.Traza otras funciones cuadraticas de la forma y=3x’+C y sus

respectivas funciones-pendiente. Compara el area limitada por la funcién-
pendiente y el eje x en un intervalo cualquiera, con la diferencia de las
ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la funcién. ;Qué
observas?

158



159 | 3 LA ENTREVISTA SQCRATICA PARA LA COMPRENSION DEL TFC EN EL
MARCO DE LA TEORIA DE PK
René Alejandro Londoio Cano

32.Traza otras funciones cuadraticas y sus respectivas funciones-pendiente.
Compara el area limitada por la funcion-pendiente y el eje x en un
intervalo cualquiera, con la diferencia de las ordenadas en los extremos
del mismo intervalo en la funcion. ;Qué puedes concluir?
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33.La funcién que se muestra a continuacién, corta al eje x en los valores
multiplos de z. ¢Podrias explicar como calcular el area limitada por la
funcién y el eje x, en el intervalo [0,7]?

1.5
1

0.5

3 -5.5 -5 -4.,5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5 5.5

+
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34. A continuacién se muestran dos gréficas, la primera corresponde a la
sen2x

4
¢,Podrias calcular el area limitada por la funcién f(x)=sen’x y el eje x
en el intervalo [0,7]?, ;,cémo explicarias el procedimiento?

funcién-pendiente f(x)=sen’x de la funcién original g(x)=%x—

3 5.5-5-45-4-35-3-25-2-15-1-0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5 5.5

+
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34H. (Manipulaciéon de la herramienta: Geogebra®). A continuacion, se
muestran los trazos de dos graficas, f (en rojo) y su correspondiente

funcion-pendiente f'(en negro); (se activa el deslizador Top) ¢ Podrias
explicitar un método para calcular el area limitada por f'y el eje x en el

intervalo [a,b]?

fb2) pemmsensn
( "
L e teotets f 1)
(5] fia [~
a

.......

abib2b3
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3.3 Niveles y descriptores para el TFC

En el contexto de la teoria de PK y fruto del trabajo de campo realizado, se
enuncian los descriptores que corresponden a los niveles de comprension 1,
2, 3y 4 disefiados para el TFC. En este punto es necesario recordar que no
es proposito del presente estudio, abordar los descriptores de los demas
niveles de la teoria, dado que nuestro tratamiento no es de caracter formal,
sino de caracter visual-geométrico, con el fin de establecer la
correspondencia entre areas y diferencia de longitudes y facilitar
posteriormente el acceso a la formalidad.

Para los primeros tres niveles de comprension, ademas de los descriptores
correspondientes, se presentan uno o varios descriptores llamados
descriptores de separacion, nombre que indica que son requisito prioritario
para distinguir el paso entre uno y otro nivel. Por esto, en el guidn entrevista,
encontraremos algunas preguntas llamadas preguntas discriminantes®, las
cuales daran cuenta del cumplimiento de los descriptores de separacion.

A continuacion, se enuncian los descriptores para la comprension del TFC,
en el marco de la teoria de PK.

Nivel 1. Primitive knowing

De acuerdo a la informacién arrojada por las entrevistas, desde el inicio de la
primera fase hasta la Ultima, se requiere que los entrevistados afloren sus
ideas intuitivas y experiencias de aprendizaje relacionadas con los siguientes
descriptores:

1.1 Caracteriza las pendientes de un conjunto de rectas dadas en el plano
cartesiano, en forma ascendente

1.2 Reconoce y traza funciones elementales®' de la forma y= f(x) en el
plano cartesiano.

% Estas preguntas estan relacionadas directamente con los descriptores de separacion, las
%uales indican un avance en el nivel de comprension en la teoria de PK.
También son llamadas funciones basicas y son las usadas con mayor frecuencia dada su
facil representacién gréafica y simple expresion analitica. Entre ellas se puede apreciar:
1 1
2 3
y=c¢, y=mx+b, y=x", y=x", y=+/x, y=3/x, y=—, y=—, y:|x
X X

9
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1.3

1.4

1.5

1.6

Grafica regiones limitadas por una funcion y el eje x entre las rectas
verticales x=a y x=»b.

Reconoce visualmente los intervalos en los que una funcion es positiva
0 negativa, independiente de sus intervalos de monotonia.

Reconoce geométricamente la diferencia entre dos segmentos
verticales y su correspondiente medida.

Calcula areas de rectangulos, circulos, sectores circulares y trapecios.

Descriptores de separacion...

1.7

1.8

Se le dificulta estimar la pendiente de una recta tangente a una curva
en un punto, haciendo uso de procesos de razonamiento infinitos.

Se le dificulta estimar el area de una regién limitada por una funcién y el
eje * en un intervalo cerrado, haciendo uso de procesos de
razonamiento infinito.

Nivel 2. Image making

Teniendo en cuenta que en este nivel de comprension, las imagenes creadas
por el entrevistado (que no son necesariamente pictéricas) transmiten
significados, sean mentales o fisicos, que permiten obtener ideas sobre el
objeto matematico, se relacionan los siguientes descriptores:

2.1

2.2

2.3

2.4

Calcula o estima pendientes de rectas secantes a funciones.

Calcula o estima pendientes de rectas tangentes a funciones, haciendo
uso del “haz de secantes”.

Calcula o estima areas de regiones limitadas por una funcién y el eje ¥,
realizando particiones en un intervalo cerrado.

Asocia la diferencia positiva de ordenadas en dos puntos de una
funcion, como la diferencia de las medidas de dos segmentos
verticales, tomados desde el eje X hasta la funcion.
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Descriptor de separacion...

2.5 No establece las relaciones existentes entre la grafica de una funcién y
su respectiva funciéon pendiente.

Nivel 3. Comprension de la imagen

En este nivel, los entrevistados reemplazan imagenes asociadas a una sola
actividad, por imagenes mentales, las cuales se convierten en imagenes
orientadas por un solo proceso. En coherencia con lo anterior, los
descriptores correspondientes a este nivel son:

3.1 Caracteriza las pendientes de una funcién en un intervalo, de acuerdo a
su monotonia o concavidad.

3.2 Grafica algunas funciones elementales y traza las respectivas funciones
pendiente (la derivada de cada funcidn), en otro plano cartesiano,
haciendo uso de algunos puntos representativos.

3.3 Traza otro tipo de funciones pendiente, a partir de funciones mas
complejas.

3.4 Reconoce que una funcién pendiente es la misma para varias funciones
delaforma y=f(x)+C.

3.5 Caracteriza una funcién a partir de su funcién pendiente, de acuerdo a
su monotonia y signo.

3.6 Esboza la grafica de una funcién, dada su funcidon pendiente (y
viceversa).

3.7 Reconoce que la diferencia positiva de ordenadas en los extremos de
un intervalo cerrado, es constante para funciones de la forma

y:f(x)+C.

3.8 Compara la diferencia de ordenadas de una funcién en los extremos de
un intervalo cerrado, con el area bajo la funcién pendiente en el mismo
intervalo.
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Descriptor de separacion...

3.9 Se le dificulta calcular el area bajo una funcion pendiente en un
intervalo cerrado, conociendo los valores de las ordenadas en la
respectiva funcion, para los extremos del intervalo.

Nivel 4. Observacion de la propiedad

El entrevistado estd en la capacidad de desarrollar un concepto-definicion,
creado a partir de la interaccion entre las diversas imagenes vinculadas, en
vez de las imagenes desconectadas. Por tal razdn, los descriptores
correspondientes a este nivel de comprension se describen a continuacion:

4.1 Relaciona la diferencia de ordenadas de una funcion en los extremos de
un intervalo cerrado, con el area bajo la funcién pendiente en el mismo
intervalo.

4.2 Para determinar el area bajo una funcién pendiente en un intervalo
cerrado, evidencia la necesidad de conocer la diferencia de las
ordenadas correspondientes de la funcion en el mismo intervalo.

4.3 Dada una funcién, afirma que: “La diferencia de dos ordenadas f(a) y
f (b) en dos puntos de una funcién, es igual al &rea bajo la curva de su
correspondiente funcién-pendiente en el intervalo [a,b]”

4.4 Dada una funcién, afirma que: “La ordenada en un punto de una funcién
pendiente, es igual a la pendiente de la recta tangente a la funcion
correspondiente en el punto de igual abscisa”.

3.4 Analisis del guidn-entrevista

Con el fin de describir las caracteristicas del guién entrevista para dar una
idea global de su estructura y especificar la distribucion de las preguntas, de
acuerdo a los bloques que las agrupan, se explicita la manifestacién del TFC
que se abordara, el dispositivo sobre el cual se dotara al entrevistado para
gue razone a profundidad, el analisis de la red de relaciones que hay inmersa
y los conceptos encubiertos y, finalmente, se detallara la intencionalidad de
cada una de las preguntas. Este analisis permite consolidar finalmente los
descriptores de nivel y abordar de manera mas clara, el estudio cualitativo
sobre los diez entrevistados que ya mencionamos anteriormente.
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3.4.1 Manifestacion del TFC en el guion entrevista

Se trata de comprender el TFC desde un punto de vista visual-geométrico,
con el fin de descubrir la relacion inversa entre las cuadraturas y las
tangentes para cualquier funcién y su correspondiente funcién-pendiente®.

3.4.2 Dispositivo a utilizar en el guion-entrevista

Cuando hablamos del dispositivo o el mecanismo utilizado en el guion
entrevista para la comprension del TFC, hacemos referencia al material (no
necesariamente tangible) que servira de enganche para motivar el
razonamiento durante la mayor parte de la entrevista, en la manifestacion
antes mencionada.

Para este caso, nuestro dispositivo sera dotar el TFC de una componente
visual-geométrica que consiste en asociar la igualdad de dos cantidades de
distinta naturaleza: un area (en la funcién) y la diferencia de dos longitudes
de segmentos verticales (diferencia de ordenadas en la funcién-pendiente),
ubicados en el plano cartesiano. Basicamente, este dispositivo se
implementa a partir de la pregunta nimero 9.

3.4.3 Caracteristicas generales del guion entrevista

El guidn-entrevista se ha dividido en cuatro blogues de preguntas en
correspondencia con los niveles abordados, los procesos de razonamiento
infinito considerados y la intencionalidad de la pregunta; es decir, los bloques
estan elaborados de acuerdo a la manera de como el conjunto de preguntas
permiten detectar cada uno de los niveles de razonamiento. En cada bloque,
la  entrevista hace explicitos los instantes de folding-back,
complementariedades de accion y complementariedades de expresion,
caracteristicas que son objeto de estudio en el proceso cualitativo a
desarrollar en el préximo capitulo.

Primer bloque: preguntas 1, 5, 6, 9, 11, 12, 14, 16 (8 preguntas). En este
primer bloque, el guion de entrevista esta disenado con una doble intencién:

% Como se observa en el guidn-entrevista, el término funcién-pendiente hace referencia a la
derivada de otra funcion de forma encubierta.
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por un lado, propiciar que el entrevistado responda desde su experiencia
cotidiana con el fin de darle confianza, es decir, que responda con
naturalidad y en forma espontanea, disminuyendo la presién que ejercen las
preguntas acerca del saber matematico; por otro lado, facilitar que el
entrevistado razone sobre propiedades y caracteristica de funciones que le
son familiares, aflore posibles razonamientos para tangentes y areas vy,
afiance el dispositivo ya descrito mediante las infinitas diferencias de
cantidades para un mismo resultado.

Segundo bloque: Preguntas 2, 3, 4, 10, 13, 15, 17, 18, 19, 29 (10
preguntas). Se somete por primera vez al entrevistado a procesos de
razonamiento infinito, mediante preguntas que hacen referencia a las
pendientes de rectas tangentes, los zooms que proporcionan la idea de
aproximacién de la tangente a la curva y particiones para la estimacion de
areas. También se destacan preguntas en las que se hace caer en cuenta al
entrevistado, de que muchos procesos de razonamiento infinito no siempre
producen resultados infinitos, también pueden ser finitos.

Las preguntas de este bloque, pretenden que por primera vez, el entrevistado
pase por los tres momentos que menciona el decélogo para una entrevista
de caracter socratico, ya descrito en el primer capitulo: Creer que sabe la
respuesta a la pregunta, darse cuenta que no la sabe (entorpecerlo) y por
ultimo, llegar a su comprension mediante un proceso de razonamiento, en
este caso, a través del mecanismo visual-geométrico. Es aqui donde la
caracteristica del Folding Back cobra importancia para el presente estudio y
vincula de manera especial la entrevista con el marco teoérico. En el disefo
de las preguntas, se destacan algunas que propician posibles redoblamientos
necesarios para el avance en la comprension.

Tercer bloque: Preguntas 7, 8, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28 (11
preguntas). En esta etapa de la entrevista, ademas de continuar reforzando
los procesos de razonamiento infinito involucrados, se pretende que el
entrevistado asocie el comportamiento de las tangentes a una funcién con la
grafica de la respectiva funcion-pendiente y viceversa. Después de este
trabajo, el entrevistado es sometido a comparar resultados para la estimacion
de éareas y el calculo de diferencia de ordenadas en funciones constantes,
lineales y cuadraticas, con el fin de que establezca posibles conjeturas.

En este bloque, se exhiben todos los posibles comportamientos de una
tangente a una funcién, en lo que se refiere al signo del valor de su pendiente
y crecimiento o decrecimiento de su razén de cambio.

Cuarto bloque: Preguntas 30, 31, 32, 33, 34 (5 preguntas).
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Con tan so6lo cinco preguntas, el cuarto blogue examina la comprension del
TFC extendiendo su aplicacion a cualquier funcion continua, desde el punto
de vista geométrico, incorporando con la ayuda de la visualizacién, la
asociacién que el entrevistado establece entre las pendientes de tangentes y
el trazo de la funcién-pendiente, para que luego evoque en un lenguaje
matematico adecuado el Teorema en cuestion.

3.4.4 Descripcion de la herramienta (Geogebra®) en la entrevista

En el Capitulo 1 se especifica la importancia del Geogebra® para visualizar
desde puntos de vista meramente intuitivos muchos conceptos matematicos
que permiten discernir y conjeturar sobre diversos resultados. En nuestra
entrevista, siete preguntas® son clave para que las posibles respuestas de
los entrevistados sean corroboradas o refutadas, de acuerdo a los procesos
de razonamiento infinitos sobre los cuales se desea actuar. A continuacion,
se describen las principales caracteristicas de la herramienta, las cuales
permiten manipular las secciones por parte del entrevistado con el fin de
conseguir la comprension de los procesos de razonamiento infinito
involucrados en el TFC.

Nuestra herramienta muestra una ventana que contiene cinco secciones:
barra de herramientas, barra de entrada, grafica, deslizadores y tabla de
valores; tal como lo muestra la Figura. La barra de herramientas se
encuentra en la parte superior de la ventana y sirve para realizar
modificaciones con el zoom y elegir los objetos con los que se desea
interactuar en la grafica: trazo de lineas, ubicacion del cursor, ubicacion de
puntos, entre otros; la barra de entrada se localiza en la parte inferior y
permite digitar la funcidn a trazar; la seccion grafica permite observar el trazo
de la funcién digitada en la barra de entrada y es la seccion mas amplia de la
ventana; los deslizadores permiten elegir los extremos del intervalo sobre el
cual se desea trabajar, el nuUmero de sub-intervalos en los que se realizard la
particién (si se desea aproximar un area) y la visualizacién algebraica de la
funcién trazada y, por ultimo; la seccién de tabla de valores que consta de
cuatro columnas que permitiran visualizar de una manera dinamica el
intervalo, las pendientes de las secantes y la tangente en un punto, el
namero de sub-intervalos y las areas aproximadas de las regiones
encerradas, haciendo uso de los puntos medios como puntos
representativos. En la Figura 3.1 se identifican las secciones ofrecidas por la
herramienta.

% Las preguntas que hacen referencia al uso de la herramienta Geogebra son: 12, 13, 19,
21,22,28y 34.
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@ o

Figura 3.1 El ambiente ofrecido por la herramienta Geogebra®.

3.4.5 Analisis de las preguntas

En esta seccion se explica la intencionalidad de cada una de las preguntas,
con el fin de lograr la comprensién de la red de relaciones que hay implicita.
Se hace necesario entonces, revisar los conceptos matematicos que gravitan
en torno al TFC, como son los de: linea recta, pendiente, tangente, secante,
funcion, segmento, diferencia, segmento, area, monotonia, ordenada, region
plana y derivada; Sera necesario entonces retomar algunos conceptos
matematicos que ayudan al entrevistado a construir su red de relaciones para
alcanzar un alto nivel de comprension.

El eje central del guion entrevista para la comprensién del TFC es la
asociacién entre areas y diferencia de segmentos, y dado que tiene una
componente de manipulacion aritmético-algebraica a la que todo entrevistado
intenta recurrir, pero que no es el propdsito de la entrevista, se hace
necesario que las preguntas estén disefiadas de tal forma que el entrevistado
llegue al concepto, acudiendo sélo a la componente visual geométrica.

Para la docencia de las Matematicas es de suma importancia disponer de
una imagen intuitiva de un concepto formal no trivial; parece natural entonces
plantearse una estrategia docente distinta de la habitual. En el guién
entrevista se plantea una visualizacién geométrica que debera permitir al
entrevistado comprender y asimilar el dispositivo subyacente al TFC, y por
tanto, el proceso de razonamiento infinito que conlleva, evitando los
obstaculos de comprension asociados a: la notacién simbdlica, los calculos
algebraicos, las ideas previas y las imagenes erroneas.

Finalmente, para entrar en las particularidades de las preguntas, se destacan

cuatro aportes de informacion en las preguntas 4, 9, 21 y 24, los cuales
procuran facilitar el avance en la comprension y el uso de la herramienta
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Geogebra® en las preguntas 12, 13, 19, 21, 22, 28 y 34, ya descrito en el
primer capitulo, y que se considera fundamental para corroborar resultados
de procesos infinitos sobre los cuales el entrevistado razona.

Pregunta 1. Se consigue brindar confianza al entrevistado preguntando por
algunas propiedades geométricas de la linea recta, pues es una idea que
corresponde al primitive knowing de nuestro marco tedérico, para luego pasar
sin problemas al concepto de segmento de recta. También se pregunta por
la posible mediada de la respectiva pendiente, con el fin de que asocie esta
idea con la inclinacién de la recta.

Pregunta 2. Durante la fase inicial para el disefio y aplicacion de la
entrevista, se evidencia la dificultad por parte de los entrevistados para
ordenar un conjunto de rectas, de acuerdo a su grado de inclinacién, sobre
todo para las decrecientes (las cuales tienen pendiente negativa). Esta
pregunta indaga por el razonamiento de este fenébmeno y mas adelante, con
la ayuda de otras preguntas posteriores, hacen reflexionar al entrevistado
sobre posibles errores o lo hacen ratificar sus conjeturas correctas. Este es
el primer momento en el que el entrevistado es sometido a un proceso de
razonamiento infinito, en cuanto a que se le obliga a pensar en secuencias
de rectas e infinitas pendientes.

Pregunta 3. Se inspecciona la descripcion de los entrevistados con respecto
a las pendientes de varias lineas rectas graficadas en el plano cartesiano, las
cuales se visualizan en una figura, e igualmente se pide estimar la pendiente
para algunas de ellas. Esta pregunta intenta hacer consciente al
entrevistado, sobre el sorprendente comportamiento de los valores de las
pendientes para las rectas con angulos entre 0°y 45° (los cuales varian entre
0y 1) y para las rectas con angulos entre 45°y 90° (los cuales varian entre 1
e o); es decir, como en angulos de igual medida, los valores fluctian en
intervalos de muy distinta mensurabilidad; de manera andloga sucede en
rectas de pendientes negativas. Por supuesto, se invita de nuevo a pensar
en el proceso de razonamiento infinito.

Pregunta 4. Es la primera pregunta en la cual se da un aporte de
informacion, la cual pretende esclarecer que los valores de las pendientes de
las rectas que estan entre y=0 y y=x varian entre 0 y 1, mientras que los
valores de las pendientes de las rectas que estan entre y=x y x=0 varian
entre 1 e . De la misma manera, los valores de las pendientes de las
rectas que estan entre y=—-x y y=0 varian entre —1 y 0, mientras que los
valores de las pendientes de las rectas que estan entre x=0 y y=-x varian

entre — y —1. Este hecho es fundamental comprenderlo para conseguir el
objetivo que se persigue posteriormente, pero se debe ser consciente de que
la pregunta no es simple de responder, pues se evidencia en el trabajo de
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campo que la mayoria de los estudiantes no han pasado por esta experiencia
en cuanto al concepto dependiente, en los cursos regulares de Calculo o
Geometria Analitica. Se debe adquirir por parte del entrevistado la idea de
que entre dos rectas cualquiera, siempre hay infinitas rectas vy, por
consiguiente, infinitos valores para sus correspondientes pendientes.

Pregunta 5. EIl conocimiento de algunas funciones elementales es necesario
dentro del primitive knowing, como objetos sobre los cuales se haran
evidentes las complementariedades de la accién o de la expresién, o porque
no, redoblamientos a conocimientos anteriores.

Pregunta 6. La verbalizacién correcta de los limites de una regién cerrada
por varias curvas elementales en el plano cartesiano, es indispensable para
el refinamiento del lenguaje matematico, el cual posteriormente sera utilizado
para enunciar en forma correcta el TFC. Se quiere que el entrevistado
describa la region limitada asi: /la region esta limitada en su parte superior por
la curva..., en su parte inferior por el eje x, a la derecha por la recta vertical
X=a y a su izquierda por la...

Preguntas 7 y 8. De acuerdo a la experiencia del investigador, se hace
evidente que nuestros estudiantes en forma frecuente confunden el signo de
la funcién en un punto (positiva si esta por encima del eje x o0 negativa si...)
con la monotonia (creciente o decreciente); en otros casos asocian el signo
de la funcién con los valores en el eje x. Estas preguntas son cruciales para
tener en cuenta en el discurrir de la entrevista, dado que con estas
propiedades se construira el concepto de derivada de forma encubierta
(funcién-pendiente). El entrevistado deberd hacer consciente el hecho de
que los intervalos en los que una funcién es positiva o negativa, son
independientes de los intervalos de monotonia.

Pregunta 9. Es la segunda pregunta que contiene previamente un aporte de
informaciéon y permite dotar al entrevistado de los términos ordenada vy
abscisa, y asi alimentar su lenguaje matematico. Quizas es una de las
preguntas mas importantes, dado que involucra el dispositivo de la diferencia
de segmentos. El entrevistado debera asociar infinitos pares de segmentos
para una misma diferencia de medidas, recurriendo de nuevo a los procesos
de razonamiento infinito.

Pregunta 10. Con el fin de afianzar el uso de procesos de razonamiento
infinito, sobre los que debe actuar constantemente, se le presenta un
cuadrado y un rectangulo para que analice las posibilidades de tener la
misma area. También tiene la intencién de involucrar por primera vez el
concepto de area, el cual es fundamental para la comprensién del TFC.
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Pregunta 11. En esta pregunta se presentan cinco regiones en el primer
cuadrante, limitadas por rectas verticales y una funcién. Se indaga por la
estrategia que utilizaria el entrevistado para calcular sus respectivas areas,
presentando en los tres primeros casos un cuadrado, un trapecio y un
circulo, respectivamente, previendo que el entrevistado conoce cdémo
proceder para hacer los respectivos calculos, dado que es una pregunta que
corresponde al primitive knowing; la cuarta region esta limitada
superiormente por un cuarto de circunferencia, con el fin de aumentar el
grado dificultad y que comience a razonar con técnicas ya sean geométricas
o analiticas y, en el Ultimo caso, se presenta una region irregular para que
razone sobre particiones en sub-intervalos infinitos. Es aqui donde el
entrevistado se ve en la necesidad de construir caminos mas efectivos, que
permitan llegar al calculo de areas para una regién cualquiera, lo que alude
por primera vez, pero en forma encubierta, al TFC.

Pregunta 12. Se muestra una recta secante a la parabola y=x*, dados los

dos puntos de corte. Se pretende que el entrevistado retome el concepto de
pendiente desde el punto de vista analitico y, a la vez, comience a razonar
sobre las propiedades de las rectas secantes a las curvas. Para conseguir
tal razonamiento, se usa la herramienta Geogebra® para realizar zooms que
permitirdn, mediante preguntas adicionales (dado el caracter semi-
estructurado de la entrevista), facilitar la visualizacién de los acercamientos
entre la recta secante y la porcion de curva interceptada.

D = 3 [

Figura 3.2 EIl uso del Geogebra® para realizar zooms y visualizar el acercamiento
entre la secante y la funcion.
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Pregunta 13. Una vez el entrevistado haya pasado por los conceptos de
pendiente y secante, acudimos al proceso dinamico para comprender el
concepto de recta tangente como el limite de un haz de secantes (Esteban,
2003). En primer lugar, se hace razonar al entrevistado mediante gréaficos

sucesivos de rectas secantes que cortan a la pardbola y=x’, dejando un

punto fijo y el otro movil que se acerca cada vez mas al primero, lo que
produce la sensacion del dinamismo. En un segundo momento, se acude a

. . 1
la herramienta Geogebra® mostrando la funcién f (x) :§x2 con una secante

que la intercepta en los puntos (2,4) y (4,16). Accionando los deslizadores,

el entrevistado visualiza las secantes que la herramienta permite trazar
sucesivamente para valores de 0,1 en 0,1 en el eje de las abscisas vy,
simultaneamente, analiza los valores de las respectivas pendientes en la
tabla de valores; asi corrobora sus conjeturas o las refuta y reflexiona con
respecto a las respuestas dadas anteriormente.

Figura 3.3 El uso del Geogebra® para realizar zooms y visualizar el
acercamiento entre la secante y la funcion.

Pregunta 14. La historia de las Matematicas hace evidente la diferencia entre
la concepcion de tangente a una circunferencia y la tangente a una curva
cualquiera. Esta pregunta permite, ademas de brindar aun mas confianza y
naturalidad en las respuestas de los entrevistados, propiciar un posible
Folding Back en la préxima pregunta, de tal forma que genere un choque
conceptual® para acceder a la comprensién de recta tangente como un
concepto de aproximacioén local.

Pregunta 15. La pregunta confronta las respuestas anteriores con la
tangente a la curva coseno que la corta en las infinitas ordenadas y=1. Se
pretende aqui que el entrevistado redoble, propiciando la concepcién de que
una recta tangente puede cortar a la curva en infinitos puntos y no siempre

#E| entorpecimiento mencionado en el decalogo de una entrevista de caracter socratico.
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en un solo punto, como en el caso de la circunferencia. Este hecho permite
afianzar que se trata de un concepto de aproximacion local y no de caracter
global, como habitualmente es concebido.

Pregunta 16. Una vez mas, se insiste con la recta tangente como concepto
de aproximacion local. En esta pregunta se evidencia durante la primera
fase del trabajo de campo realizado, que la mayoria de los entrevistados no
son conscientes de que la recta tangente a otra recta dada es ella misma y
por lo tanto, la corta en todos sus infinitos puntos. Al mostrar un punto sobre
una recta dada e indagando por la caracterizacion de la recta tangente que
pasa por dicho punto, se encuentra que para los entrevistados no es facil
desligarse de la concepcién de recta tangente a una circunferencia. La
pretension es que el entrevistado reflexione sobre este hecho.

Pregunta 17. Como abrebocas para comenzar a razonar con areas y la idea
de infinito, se propone al entrevistado analizar y comparar las areas de
poligonos inscritos a una circunferencia con el area de la misma
circunferencia, comenzando por un triangulo hasta llegar a poligonos de
infinitos lados. Se persigue que el entrevistado comprenda que las areas son
iguales cuando el proceso se realice de manera infinita.

Pregunta 18. El objetivo de la pregunta es conseguir la idea de particion
infinita con el fin de que posteriormente sea considerada como una manera
eficaz para calcular areas. El entrevistado debe lograr visualizar que un
rectangulo dividido a su vez en varios rectangulos (a la mitad, luego la
superficie que queda a la mitad y asi sucesivamente) se puede representar
como una escalera infinita decreciente y viceversa; esto lo llevara una vez
mas a consolidar su red de relaciones y comprender que ambas superficies
tienen area finita. Obsérvese que dado el rectangulo es facil visualizar tal
conjetura, sin embargo, si sélo se da la escalera infinita decreciente, le es
mas dificil decidir si ella tiene area o no.

Pregunta 19. Con la ayuda de la pregunta anterior y visualizando las
particiones de la regién, se provoca al entrevistado para que conciba las
areas de regiones irregulares mediante sumas de areas infinitas de
rectangulos y, una vez mas, afiance sus procesos de razonamiento infinito.
En esta pregunta se acude a la herramienta Geogebra®, en un primer
momento activando los deslizadores Top, Lowery partition in n sub-intervals,

para que considere la regién limitada por la funcién f(x)=
x_

+4 y el eje
4 y |

x en el intervalo [2,4]. Luego, el entrevistado continda manipulando la

herramienta para realizar analisis con otras funciones y debera observar que
en la tabla de valores los célculos arrojados para el area de la regién
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considerada se estabilizan en un solo valor, en la medida en que crece mas y
mas el numero de sub-intervalos en los que la regién queda dividida.

Figura 3.4 El uso del Geogebra® para la visualizacion de las particiones de
una region y la estabilizacion de los calculos de las areas, de acuerdo a las

particiones realizadas.

Pregunta 20. De acuerdo a los posibles comportamientos de una funcién, en
cuanto a crecimiento y concavidad se refiere, se muestran seis porciones de
curva con trozos de tangentes en algunos de sus puntos. El entrevistado
debera evocar que: para curvas crecientes concavas hacia abajo, los valores
de las pendientes son positivos y decrecen; para curvas crecientes cdncavas
hacia arriba, los valores son positivos y crecen; para curvas decrecientes
céncavas hacia abajo, los valores son negativos y disminuyen; para curvas
decrecientes céncavas hacia arriba, los valores son negativos y aumentan y;
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que en los puntos extremos los valores de las pendientes son cero. Esta
pregunta se considera clave para la construccion posterior de la derivada
(lamada en la entrevista funcion-pendiente) y asi poder razonar sobre la
relacion inversa entre cuadraturas y tangentes.

Pregunta 21. Se introduce como aporte de informaciéon el concepto de
derivada, pero de manera encubierta usando el término de funcion-
pendiente, pues desde el Capitulol se advierte que la entrevista esta
disefiada para estudiantes que posiblemente no han pasado por cursos
regulares de Célculo Diferencial. Se pretende que el entrevistado comience
a realizar constructos mentales y asociaciones entre una funcion y su
respectiva derivada, con el fin de que evidencie claramente que esta ultima
se construye tomando la pendiente de la tangente como la ordenada en la
misma abscisa. En la herramienta Geogebra® se muestra la grafica de la

funcion f(x)zix(x—2)(x—5) y cinco funciones mas, de las cuales debera

identificar cual de ellas es la respectiva derivada. Por ultimo, el entrevistado
corrobora o refuta sus aseveraciones mediante la herramienta.

Figura 3.5 El uso del Geogebra® para la visualizacion de una funcion y su
respectiva derivada.

Pregunta 22. Esta pregunta pretende confirmar que el entrevistado ha hecho
consciente la construccion de la derivada, una vez descrito y comprendido el
comportamiento de las tangentes, de acuerdo a sus valores. Acudiendo a la
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herramienta Geogebra®, se muestra la funciéon f(x)z%(x—2)2+2 Y,

activando los deslizadores, el entrevistado visualiza las tangentes en algunos
puntos y observa en la tabla de valores el comportamiento de sus respectivas
pendientes. Se espera que en este punto de la entrevista se consiga el
objetivo que se persigue en la pregunta, pues en caso contrario, no se podra
acceder a la comprensiéon del TFC.

Figura 3.6 EIl uso del Geogebra® para la visualizacion de trozos de tangentes
en algunos de sus puntos y el comportamiento de los valores de sus
respectivas pendientes.

Pregunta 23. Se muestran dos funciones, una de ellas es la traslacion
vertical de la otra. Se quiere hacer razonar al entrevistado sobre el
comportamiento invariante de las pendientes de las tangentes para toda una

familia de funciones de la forma y= f(x)+C, lo que le permitird conjeturar
gue la derivada es la misma para ambas.

Pregunta 24, 25, 26, 27 y 28. Antes de la pregunta 24, se aporta informacién
para que el entrevistado corrobore o refute sus conclusiones, con respecto a
la pregunta anterior. Este grupo de preguntas exhibe funciones constantes y
lineales (con traslaciones verticales) para que el entrevistado construya las
respectivas derivadas y empiece a comparar la diferencia de ordenadas en la
funcion, con el area limitada por su derivada y el eje x en el mismo intervalo.
Al entrevistado le resultara muy facil calcular las areas limitadas por las
derivadas y el eje x en un intervalo, pues puede acudir a los métodos
geométricos que ya conoce (primitive knowing). Estas preguntas entrenan al
entrevistado para afrontar el bloque 4, lo que permitira finalmente que evoque
claramente y con el lenguaje adecuado el TFC. La herramienta Geogebra®
es usada en la pregunta 28, con el fin de que corrobore o refute sus
conjeturas a las que llegé anteriormente.
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Figura 3.7 EIl uso del Geogebra® para la visualizacion de los valores, que
corresponden a diferencia de ordenadas en la funcidn y area en la respectiva
derivada.

Pregunta 29. A esta altura de la entrevista, se quiere confirmar una vez mas
mediante una funcion cuadratica, que el entrevistado la asocia con su
respectiva derivada, teniendo en cuenta el comportamiento de las pendientes
de las tangentes y poder asi acceder a las preguntas del bloque 4.

Pregunta 30, 31 y 32. Después del trabajo efectuado con las preguntas 24 a
28 con funciones constantes y lineales, se quiere que el entrevistado
reflexione sobre sus conjeturas, ahora con funciones cuadraticas.

Pregunta 33. El objetivo ahora, es que el entrevistado generalice sus
conjeturas para cualquier funcién continua, con el fin de llegar a conclusiones
que evidencien la comprensién del TFC. Se presenta una funcién
trascendente para indagar sobre el area limitada por ella y el eje x en un
intervalo determinado. La intencionalidad es que el entrevistado evoque la
necesidad de tomar la funcion presentada como la derivada (funcion-
pendiente) y busque construir la funcion original respectiva, para calcular la
diferencia de ordenadas en el intervalo, el cual equivale al area a calcular.

Pregunta 34. Es la Ultima pregunta de la entrevista y exige al entrevistado,
mediante un razonamiento refinado, evocar en un lenguaje matematico la
relacion inversa que existe entre las cuadraturas en la derivada y las
tangentes en la funcién original. Para ello, se presenta la funcion
sen2x

g(x)=lx— y su respectiva derivada f(x)=sen’x y de nuevo, se

2
indaga por el procedimiento que aplicaria para calcular el area limitada por la
funcién f (x)=sen’x y el eje x en el intervalo [0, 7].
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Este capitulo puede ser considerado como el horizonte que permitira
describir y analizar con mayor precision, los avances y dificultades
presentados durante el desarrollo del trabajo de campo en el prdéximo
capitulo.
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4 ANALISI,S CUALITATIVO DE LA
INFORMACION

En las investigaciones que se enmarcan en el contexto educativo, se destaca
el enfoque y analisis cualitativo, como la metodologia mas apropiada para la
recoleccion de la informacion sobre comportamientos, actitudes y aptitudes
de los estudiantes, con el fin de describir los analisis respectivos llevados a
cabo en el proceso de comprension. Un argumento que soporta lo anterior,
tiene que ver con la concepcion de los procesos educativos como fendmenos
sociales, que son fundamentados mas en procesos de caracter inductivo
como explorar y describir, para luego generar perspectivas teoricas vy
metodoldgicas que ayudan a fortalecer el trabajo en el aula.

4.1 El enfoque cualitativo de nuestro estudio

Dado que nuestro estudio se enmarca en el campo de la Educacion
Matematica, se ha elegido precisamente el enfoque cualitativo, con el fin de
que la entrevista socratica para la comprensién del TFC se convierta en una
experiencia educativa, que permita precisamente realizar exploraciones y
descripciones sobre los entrevistados, que nos acerquen cada vez mas a una
interpretacién adecuada de como comprenden los conceptos involucrados.

El enfoque cualitativo se caracteriza por estar fundamentado en métodos de
recoleccion de datos no estandarizados y en procedimientos que son
analizados caso por caso y dato por dato, hasta llegar a una perspectiva mas
general, construyendo hipétesis que se van refinando conforme se recaban
mas datos.
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En el desarrollo de esta seccién explicitaremos el método, el diseno, la
seleccion de los participantes entrevistados y, la forma en que se recolectd y
analiz6 la informacion.

4.1.1 El método

El estudio de casos es una investigacion empirica que estudia un fenémeno
contemporaneo dentro de su contexto real (Yin, 2009), en la que los limites
entre el fenémeno y el contexto no son claramente visibles, y en la que se
utilizan distintas fuentes como evidencia: observaciones, entrevistas,
cuestionarios, entre otros. Por su parte, (Salkind, 1999) lo define como el
método empleado para estudiar a un individuo o una institucién, en un
entorno o situacion Unica y de una forma lo mas intensa o detallada posible.

Aunque los estudios de casos han sido considerados tradicionalmente, como
un método de investigacién débil, existe un punto de vista contrario que la
concibe como una valiosa herramienta de investigacién, ampliamente
utilizada en el analisis de la informacion dentro de las distintas disciplinas
cientificas, como lo es el contexto educativo, dado que permite observar y
analizar particularidades que otros métodos no logran identificar.

Se concibe asi el método de casos como el mas adecuado para el presente
estudio, dadas las ventajas que ofrece para dilucidar comportamientos,
actitudes y conocimientos que evidencian el avance en la comprensién de los
entrevistados, identificando tres casos, de acuerdo al nivel de comprension
alcanzado, tal como se describen a continuacion.

4.1.2El diseho y la identificacion de los tres casos

El disefio de una investigacién es el plan o estrategia que se desarrolla para
obtener la informacion requerida y poder cumplir cabalmente con el objetivo
trazado. En este orden de ideas, el estudio plantea al comienzo la
identificacion del problema y se decide consolidar una entrevista de caracter
socratico durante tres fases: la inicial, que es aplicada a cinco estudiantes, y
en la que se identifican algunas dificultades en la consecucién de las
preguntas para cumplir con el objetivo que se persigue, lo que se evidencia
en las respuestas; la intermedia, que es aplicada a un segundo grupo del
mismo numero de estudiantes y demuestra la necesidad de otras preguntas
que afiancen y profundicen sobre los procesos de razonamiento infinito y, por
ultimo, la final, que corresponde a la versibn mas refinada y es aplicada a
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diez estudiantes entre universitarios y de educacién media; esta ultima
version es con la que se desarrolla nuestro estudio cualitativo.

En esta etapa final, se logran identificar tres tipos de entrevistados, de
acuerdo a los resultados y el avance en la comprension de la relaciéon inversa
entre cuadraturas y tangentes: el primer grupo se etiqueta como caso de tipo
1 o caso Valentin, en el que se identifican dos estudiantes (uno de la
universidad de Antioquia®® y el otro del colegio Gimnasio Vermont®) que
logran llegar sélo hasta el nivel 2 (Image making) de comprension en nuestro
marco teodrico; el segundo se etiqueta como caso de tipo 2 o caso Sabina, y
a él pertenecen cuatro estudiantes (dos de la U. de A y dos del CGV) que
logran ubicarse en el nivel 3 (Image having) de comprension vy, el tercer
grupo se etiqueta como caso de tipo 3 o caso Luciana, al que pertenecen
cuatro estudiantes (tres de la U. de A y uno del CGV) que logran llegar al
nivel 4 (Property noticing) de comprension.

Para el andlisis de la informacion, se analizan los tres casos de entrevista
para cada uno de los bloques de preguntas, desde tres de las caracteristicas
que la teoria de PK presenta: Folding Back, complementariedad de la accion
y complementariedad de la expresion. Es necesario puntualizar que
cualquier expresién de duda o desconocimiento que implique acudir a
conceptos anteriores, sin haber realizado procesos de comprensiéon, no son
susceptibles de ser considerados como momentos de Folding Back; en
nuestro estudio y, de acuerdo a la teoria de PK, el Folding Back se considera
como un fenédmeno que ocurre, cuando se observa una reexaminacion en los
niveles de comprension anteriores que involucran una asociacién de ideas
entre los conceptos, y no se puede reducir al sélo recuerdo de ellos. Una vez
se haya dado el Folding Back, se considera que hay avance a un nivel de
comprensién superior, cuando necesariamente haya pasado de nuevo por
las complementariedades de la accién y la expresién en el nivel de retroceso
y esté razonando con los conceptos y procesos del nuevo nivel.

Por lo anterior, el disefio de nuestro estudio es de caracter fenomenoldgico,
pues se pretende reconocer las percepciones de los entrevistados y el
significado de los fendmenos o experiencias que se dan durante la entrevista,
todo esto en funcién de las respuestas dadas, las cuales finalmente
evidencian la comprension.

El disefio fenomenoldgico permitira ademas:

e Describir y entender los fendmenos desde el punto de vista de cada
participante y desde la perspectiva construida colectivamente.

% Que abreviaremos de ahora en adelante U. de A.
% Que abreviaremos de ahora en adelante CGV.
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e Interpretar los posibles significados en el andlisis de los discursos, en
concordancia con la teoria de PK.

e (Contextualizar por parte del investigador las experiencias de los
entrevistados en términos de su temporalidad, espacio, conocimiento y
razonamiento sobre los conceptos y procesos de razonamiento
infinito.

Dados los aspectos senalados anteriormente para el disefio fenomenolégico,
los momentos de Folding Back son facilmente identificados en cada uno de
los tres casos durante el presente estudio, al igual que aquellas situaciones
que durante la entrevista identifican el paso por las complementariedades de
la accion y la expresion.

4.1.3La seleccion de los participantes entrevistados

Teniendo en cuenta que los conceptos tratados para la comprension del TFC
no requieren que los entrevistados hayan pasado por un curso regular de
Célculo Diferencial, se eligieron diez estudiantes, seis de ellos de la U. de A.
que estan en el primer semestre de Ingenieria y los otros cuatro de grado 11°
del CGV, Institucién Educativa de caracter privado.

4.1.4La recoleccion de la informacion

La entrevista de caracter socratico es el instrumento utilizado para la
recoleccion de los datos en el presente estudio, dadas las ventajas y
caracteristicas particulares ya descritas en el Capitulo 1. Sin embargo, sin
ser el objetivo central de la investigacion, se logra confeccionar un test semi-
estructurado producto del guidén-entrevista, con el fin de corroborar y por qué
no, generalizar resultados analizados durante el trabajo de campo y
observando cémo los descriptores actian para establecer el nivel de
comprensién para el TFC a un grupo de 50 estudiantes, en el que participan
de ultimo ano de bachillerato y primer afo de universidad, en los programas
de Ingenieria o Licenciatura en Educacién Matematicas y Fisica. Sobre el
test volveremos mas adelante.
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4.2 El trabajo de campo

Con el fin de describir y analizar las respuestas de los estudiantes durante
las entrevistas, son identificados para cada uno de los tres casos los
momentos de Folding Back y se detallan las complementariedades de la
accion y la expresiéon en cada uno de los bloque de preguntas. El ATLAS.ti
6.2 es usado como herramienta para detectar términos o evocaciones en las
transcripciones de las entrevistas, que hacen referencia a situaciones de
duda, retrocesos, reflexiones tardias, posibles acciones mentales o
expresiones que indiquen una caracterizaciéon de cédmo se estd llevando a
cabo el proceso de comprension. Es necesario resaltar que este proceso de
analisis de la informacion se hace mediante una combinacién entre las
observaciones realizadas durante la entrevista, el contenido del mismo guién
de entrevista y la correspondencia con la teoria de PK.

Figura 4.1 Representacion grafica de un posible Folding Back en el que se
regresa a otro modelo para el tratamiento de un concepto o relaciéon
matematica.

Los conceptos de linea recta, pendiente, secante, tangente, funcién, area,
monotonia, derivada, ordenada, region plana y la idea de infinito, estan
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directamente relacionados con los descriptores ya enunciados en el Capitulo
3 y seran objeto de analisis, en conjunto con los procesos de razonamiento
infinito que se relacionan directamente con la estimacion, asociacion y
caracterizacion, lo que indicara cuando el entrevistado esta actuando o
expresando en un nivel de comprension determinado.

Durante el paso por algunos bloques de preguntas en los tres casos
(Valentin, Sabina y Luciana), se destaca la posibilidad de constatar
situaciones de Folding Back, que suponen la necesidad de reexaminar la
comprensién en un nivel interno de otro concepto o relacién conceptual
matematica, que habria sido objeto de estudio en un contexto o situacién de
aprendizaje anterior (un modelo®” para otro concepto previo), es decir,
nuestro estudio pudo determinar como fendmeno emergente la posibilidad de
un Folding Back que revierte en el modelo de otro concepto matematico
anterior,como se muestra en la Figura 4.1, aunque la teoria de PK no sea
explicita en este sentido.

Como comentario final, ya en el Capitulol se presentaron dos mapas en
Figura 1.1, de acuerdo a (Pirie & Kieren, 1991b) y (Martin, 2008), los cuales
representaba los posibles recorridos en la comprension de dos estudiantes y,
en las tablas 1.1 y 1.2, se llevé a cabo una descripcion para las
complementariedades de la accién y la expresion, de acuerdo a una
experiencia de ensefanza para la ecuacion cuadratica, exhibiendo los
rasgos generales que dan cuenta del momento en que el aprendiz esta
actuando y expresando. En forma analoga y como producto de nuestro
estudio, al finalizar el analisis de las entrevistas se logra consolidar un mapa
del recorrido en la comprensidn para cada tipo de caso dentro del modelo, de
acuerdo a los Folding Back identificados y, una caracterizacion de las
complementariedades de la accion y la expresion para los niveles 2, 3y 4, en
lo que respecta especificamente a la comprensién de la relacion inversa
entre cuadraturas y tangentes; resultados que son fruto del anélisis
cualitativo realizado. Los verbos usados para cada complementariedad son
los mismos que propone la teoria de PK para etiquetar: Image doing (hacer)
e Image reviewing (revisar), Image seeing (ver) e Image saying (decir),
Property predicting (predecir) y Property recording (registrar).

La descripcion cualitativa, sera desarrollada teniendo como base algunos
episodios de las entrevistas en cada caso correspondiente, de acuerdo a
cada bloque de preguntas.

%" Recuérdese que en el Capitulo 1, se precis6 que el término modelo de Pirie & Kieren sélo
hace referencia al grafico fractal que muestra la estructura para un concepto o relacién
matematica particular. En este sentido, cada entrevistado desarrolla un camino propio
dentro del modelo para el avance en la comprension de un concepto.
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4.2.1Caso tipo 1: Valentin

Bloque 1

Cuando a Valentin se le indaga por las caracteristicas de una linea recta,
muestra el primer sintoma de un Folding Back, pues no reconoce
inicialmente la diferencia entre una recta y un segmento de recta.

Episodio V1.1: El primer Folding Back para Valentin sobre las ideas de
recta y segmento de recta en otro modelo

Profesor: Considera la recta que se muestra a continuacion. ;Crees que
tiene longitud?, ;crees que tiene pendiente?, en caso afirmativo, ;podrias
describir un método para calcular sus medidas?

Valentin: Pues si, porque en la figura se muestran los extremos de la recta y
ademas tiene pendiente, pero no sabria como calcular tales medidas.
Profesor: Entonces, ;qué diferencia podria tener una recta con un segmento
de recta?

Valentin: (Traza en el papel) Ahh, pero es que ya recuerdo que la recta no
tiene principio ni fin, que esta determinada por dos puntos, que... Por lo
tanto no sabria como medirla, o mejor, creo que no tiene medida, ;0 si?

Figura 4.2 Representacion grafica hecha por Valentin para reconocer la
diferencia entre una recta y un segmento de recta.

Profesor: Por supuesto que no, porque la recta es indefinida... ;Pero no
podrias por lo menos exhibir algun instrumento que permita medir la
pendiente?
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Valentin: Es que la pendiente es como el grado de inclinacion de una recta,
entonces, podria ser el transportador, ya que no tengo cuadriculas para
calcularla exactamente.

En este episodio se puede observar que Valentin, transita por un Folding
Back en el nivel interno de otro modelo (para otro concepto), que hace que
reexamine los conceptos y caracteristicas que giran alrededor de la idea de
los elementos geométricos basicos. Se destaca el hecho sobre las
preguntas que el investigador propone (alternas al guién) que permiten a
Valentin entorpecerlo, pero luego hacerlo reflexionar ante su confusién entre
los conceptos de recta y segmento de recta. Sin mucho esfuerzo, Valentin
actua realizando una construccién mental que le permite salir de la confusién
y, expresa mediante graficos, lo que recuerda a partir de situaciones de
aprendizaje anteriores.

Asocia de manera correcta la pendiente de una recta con el término
inclinacion de la recta.

Episodio V1.2: El segundo Folding Back sobre el trazo de la funcion
y=x" en otro modelo

Profesor: ;Podrias bosquejar en cada uno de los planos cartesianos algunas
funciones que conozcas, exhibiendo sus nombres y expresiones
algebraicas?

Valentin: Claro, podria ser y=x* que tiene esta forma de U, también podria

ser y=x que tiene ésta (Las traza correctamente en el papel).

Profesor: Y que tal si graficas funciones constantes o la funcién y=x’ en otro

plano cartesiano?
Valentin: Una funcion constante podria ser por ejemplo, y=2 que se traza

asi (traza en el papel) y la funcién cubica, mmm..., no la recuerdo, creo que
es asi (traza en el papel). ¢;Puedo hacer la tablita de valores para confirmar
mi grafico?

Profesor: Adelante...

Valentin: Ahh no es asi... (cambia el grafico)

Profesor: ;Crees que esta porcion de la curva si va en el segundo
cuadrante?, ;por qué?

Valentin: (Realiza calculos) Ahh no, claro que tiene que ser negativo,
entonces queda asi.
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Figura 4.3 Primera representacion grafica de la curva y:x3 hecha por
Valentin.

Valentin logra reconocer las formas de algunas funciones elementales como
las cuadraticas y las constantes, pero al momento de rastrear su
conocimiento primitivo en cuanto a las funciones cubicas, se verifica que no
tiene claro su respectivo comportamiento. Valentin se ve en la necesidad de
recurrir a una tabla de valores, que de acuerdo a nuestra teoria de PK, podria
ser también un comportamiento o accién de otro concepto en un nivel interior
de otro modelo, pues a esta altura del guién, el entrevistado debe haber
superado la etapa del trazo de curvas punto a punto y estar en la capacidad
de reconocer el comportamiento general de las funciones elementales, en
correspondencia con su expresién algebraica.

Aun asi, cuando Valentin recurre a la tabla de valores, traza una grafica para
y=x, correcta en el tramo que corresponde al primer cuadrante, pero la

hace pasar por el segundo cuadrante (la concibe como y=x> y muy
contraida verticalmente); al parecer no asocia el caracter cubico (impar del
exponente) de la expresion con los valores negativos para x, lo que arroja
resultados negativos y, por lo tanto, el trazo debera corresponder al tercer
cuadrante. El investigador, de inmediato se percata del Folding Back y en
coherencia con el decélogo para la entrevista de caracter socratico, mediante
nuevas preguntas, hace que Valentin caiga en cuenta de su error y actue
mediante el trazo correcto del tramo de la grafica y=x' en el tercer
cuadrante, expresando finalmente la cualidad de esta expresion cubica
cuando los valores de x son negativos.
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Posteriormente, Valentin logra describir en forma completa una regién
encerrada en el plano cartesiano, lo que se considera fundamental para el
enunciado correcto del TFC mas adelante.

La pregunta 9, como se dijo en el andlisis de las preguntas, es clave para
que comprenda el dispositivo con el que Valentin razonara de aqui en
adelante. En efecto, Valentin no tiene problema en afirmar que: “una misma
diferencia en la longitud de un par de segmentos, puede ser asociada con
infinitos pares de segmentos”. En el aporte de informacién para involucrar
los términos de abscisa y ordenada, Valentin se muestra un poco confuso y
manifiesta no estar familiarizado con dichos términos, sin embargo, durante
el transcurrir de la entrevista se logra que Valentin refine su lenguaje
adoptandolos cuando expresa sus conjeturas y confirmando la entrevista
COmo una experiencia de aprendizaje.

Cuando se le muestran algunas regiones en el primer cuadrante para que
examine la posibilidad de calcular sus respectivas areas, Valentin recuerda
con facilidad las formulas para hallar el area de rectangulos, circulos vy
trapecios, pero se le dificulta recordar la de una region exterior a un circulo e
interior al cuadrado que lo inscribe; sin embargo no tarda en expresarla
correctamente mas adelante, de acuerdo a las preguntas alternas realizadas
por el investigador. Cuando se le pregunta por un método para calcular el
area de una regién irregular, Valentin se muestra impreciso y no logra
establecer una descripcién correcta de algun método.

Episodio V1.3: Un Folding Back sobre el concepto de recta secante a
una curva

Profesor: (Manipulacion de la herramienta: Geogebra®). En la herramienta

se muestra la gréfica de la funcion f (x) =éx2, con una secante que la corta

en los puntos (2,4) y (4,16). Si haces zoom (acciona la barra de

herramientas), ;qué observas?

Valentin: Que siempre va a cortar a la curva en dos puntos.

Profesor: ;Y si realizas el zoom infinitas veces?

Valentin: (Realiza el zoom con la herramienta) Creo que la curva tiende a
convertirse en linea recta, pero siempre va a ser cortada en dos puntos por la
secante.

Profesor: ;Es decir que podemos afirmar que una recta secante siempre
corta a cualquier curva en dos puntos?

Valentin: Claro.

Profesor: Traza una secante a y=x" que pase por el origen. ;En cudntos
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puntos la corta?
Valentin: (Traza y sefala en la grafica) En dos, aqui y aqui.

Figura 4.4 Representacion grafica de la curva y = x° hecha por Valentin y una
secante que pasa por origen.

Profesor: Recuerdas que una linea recta no tiene medidas porque es
indefinida, ;verdad?

Valentin: Si.

Profesor: Entonces proléngala, ;qué observas?

Valentin: Ahh, es que la curva también se debe prolongar. Claro, la corta en
un tercer punto. ;Entonces se puede concluir que una recta secante puede
cortar a una curva en mas de dos puntos?

Profesor: ; Tu que crees?...

Valentin: Que si.

En este punto de la entrevista, Valentin de nuevo evidencia un Folding Back
en lo que respecta al concepto de recta secante, pues lo asocia a la secante
de una circunferencia, que es cortada sélo en dos puntos exactamente. El
investigador recurre a un contraejemplo que obliga a Valentin a exteriorizar
una complementariedad de la accién, consistente en trazar una secante a la
curva en y=x' que pase por el origen; en efecto Valentin recuerda que la

recta es indefinida al igual que la curva y, en este orden de ideas, la secante
cortaria a la curva en mas de dos puntos, lo que es expresado
correctamente. En términos de Tall y Vinner, lo que Valentin evidencia es un
choque entre su concepto-imagen mal concebido y el concepto-definicion de
recta tangente, lo que garantiza la posibilidad de continuar con la entrevista.
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Se destaca en Valentin la concepcién de linealidad de una curva cuando se
realiza el proceso de zooms, lo que abre las puertas para un correcto
razonamiento con procesos infinitos en el siguiente bloque de preguntas.

Mas adelante, Valentin no tiene problema en concebir y describir la recta
tangente a una circunferencia y a una recta.

Bloque 2
Se consideran los episodios presentados a continuacion.

Episodio V2.1: Un Folding Back sobre el concepto de pendiente de una
recta que lo hace reexaminar en el nivel de Primitive Knowing

Profesor: En la siguiente ilustracion se muestra una secuencia de rectas.
;Cual de ellas crees que tiene la mayor pendiente y cual la menor
pendiente?, ;podrias calcular exactamente la pendiente de cada una de
ellas?

/ Recta ?

Recta 1 ‘\‘

Recta s Recta 4 Recta 3

Figura 4.5 llustracion mostrada en la pregunta 2 de la entrevista.

Valentin: La que tiene mayor pendiente seria la numero 2, pues es la que
esta menos inclinada a la izquierda y la que tiene menor pendiente es la
numero 1, ya que esta menos inclinada a la derecha. Ahora, no puedo
calcular exactamente las medidas de las pendientes porque no estan en el
plano cartesiano.

Profesor: ;Como es eso de “menos inclinada a la izquierda” y “menos
inclinada a la derecha”?
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Valentin: Si, es que las de menor pendiente esta mas cerca del eje x
positivo y la que esta mas alejada es la de mayor pendiente.

Profesor: Veamos... Imaginate una recta que comienza a girar con centro en
el origen desde el eje x (desde los 09 y barre el primer cuadrante y tercer
cuadrante, pasando por el eje y, hasta coincidir de nuevo con el gje x.
¢ Crees que esta Ultima tiene mas pendiente que la inicial?

Valentin: Pero es que es la misma primera.

Profesor: Entonces, ;qué deduces?

Valentin: O sea que la que esta muy cerca por la derecha del eje y es la que
tiene mayor pendiente y la que esta muy cerca por la izquierda también, pero
la pendiente empieza a disminuir, entre tanto la recta gira entre los 90°y los
180°

En este episodio se indaga de nuevo por el concepto de pendiente,
obligando a Valentin a cuantificar pendientes, mediante la comparacion de
algunos casos concretos. Es aqui donde Valentin realiza un esfuerzo para
comenzar a comprender procesos de razonamiento infinito, pero no hace una
correcta correspondencia entre los valores y las inclinaciones de las rectas
que visualiza. Valentin tiene un concepto-definicion errbneo que le hacen
pensar en el concepto de pendiente que depende de la ubicacion de la recta
con respecto al semi-eje x positivo y por eso describe la que estd mas
alejada de ese semi-eje como la de menor pendiente.

Valentin se ve en la necesidad de revisar en el primer nivel de comprensién
mediante un Folding Back su concepto de pendiente, cuando en algun
momento intenté acudir a la expresion analitica para calcularla. Mediante la
aplicaciéon de esta expresion y las preguntas con las que el investigador
intenta que Valentin asocie la recta de menor pendiente con los valores
negativos cada vez mas alejados de cero, se consigue finalmente que se
prosiga con la entrevista (Paso por la complementariedad de la accién en el
nivel 2: Image doing). Mas adelante, mediante un aporte de informacion, se
logra precisar que los valores de las pendientes de rectas en un cuadrante
crecen o decrecen en forma acelerada y no en forma proporcional a los
angulos barridos por las mismas:

Aporte de informacion: Observa que los valores de las pendientes de las
rectas que estan entre y=0 y y=x varian entre 0 y 1, mientras que los

valores de las pendientes de las rectas que estan entre y=x y x=0 varian

entre 1 e . De la misma manera, los valores de las pendientes de las
rectas que estan entre y=—-x y y=0 varian entre —1 y 0, mientras que los

valores de las pendientes de las rectas que estan entre x=0 y y=—x varian
entre —o y —1.
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Figura 4.6 llustracion mostrada a Valentin en la pregunta 3 de la entrevista,
antes de proporcionar el aporte de informacion.

De otro lado, aunque Valentin no logra reconocer de inmediato la tangente
como limite de un haz de secantes mediante visualizaciones estaticas, con la
ayuda de la herramienta Geogebra® supera la dificultad conceptual. En
cuanto al proceso de razonamiento infinito que tiene que ver con las areas,
Valentin expresa en forma adecuada la idea intuitiva de limite como
mecanismo para su estimacion. Se puede afirmar con certeza que Valentin
logra alcanzar el nivel de comprension del Image Making, con respecto al
TFC.

Se considera que Valentin actua en el Image doing (hacer) cuando realiza
sus construcciones mentales y grafica la situacion y, expresa en el Image
reviewing (revisar) cuando verbaliza lo graficado, en el contexto de la teoria
de PK.

Después de este Folding Back, Valentin intenta razonar con preguntas del
nivel de comprension del Image Having.

Bloque 3

En este bloque de preguntas, la imagen debera ser comprendida en lo que
respecta a la construccion de derivadas, mediante la caracterizacion de los
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comportamientos de las tangentes en la antiderivada (llamada funcién
original en la entrevista). Valentin alcanza a razonar en este nivel,
observandose un Folding Back que realiza cuando se le indaga por el
comportamiento de una funcion, regresandolo al primer nivel. He aqui el
episodio respectivo.

Episodio V3.1: Un regreso del tercer nivel al primer nivel. Un Folding
Back en el reconocimiento grafico de las funciones y=x'+C vy los
intervalos de monotonia

Profesor: Identifica las siguientes funciones y describe los intervalos (en el
eje x ) en los que son positivas y en los que son negativas (en el gje y ).

Valentin: La primera se me parece a y=x" y es positiva en todos los reales,

la segunda es la funcién y=x’ y es positiva de —1 en adelante y negativa
desde — hasta —1, la tercera y la cuarta no sabria identificarlas, pero son
positivas en...

Profesor: Un momento..., ;por qué dices que la primera es y=x*, la
segunda y=x'?

Valentin: Pues... Porque tienen la forma.

Profesor: ;De qué otra forma podrias verificar que la sequnda sies y=x’?
Valentin: No sabria, Ehh...

Profesor: ;Qué tal mediante una tabla de valores?

Valentin: Pues, si x es igual a 0, la y también vale 0, pero no, aqui no
daria. No, no sabria... mmm...

Profesor: La funcién que tu dices identificar como y=x' es en realidad,
y=x"+1 porque...

Valentin: Ahh ya comprendo. La funcién y=x’ es la que pasa por el origen,
en cambio, esta que se muestra esta subida una unidad.

Profesor: Bien, ;Y ddnde crece la segunda funcion?

Valentin: Pues donde es positiva, ;no?

Profesor: Veamos... ;En x=-2 la funcion crece?

Valentin: Claro.

Profesor: Evalua la funcion en x=-2. ;Cual es el resultado?

Valentin: —8.

Profesor: ;Entonces la funcion es positiva o negativa alli?

Valentin: Ahh no... Entonces es negativa, pero alli crece. Ya. O sea que el
valor de la y es el que define el signo de la funcion y éste es independiente
del tramo donde la funcion crece o decrece, ;no es asi?

Profesor: Dilo de nuevo...

Valentin: La funcion es positiva cuando el valor de y es positivo, es decir,
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cuando la grafica esta por encima del eje x, pero es negativa cuando esta
por debajo; pero esto es independiente del tramo donde la funcion crece o
decrece.

Profesor: Asi es.

Se observa cémo Valentin, en primer lugar no recuerda los procesos de
traslacion vertical de una funcion de acuerdo a su expresién algebraica, y
posteriormente no distingue el concepto de monotonia, de la propiedad de
ser positiva o negativa. El profesor le ayuda a reexaminar sobre este
fenémeno mediante los valores que toma la funcion para que las compare
con el grafico, en donde Valentin identifica un elemento discrepante. Este
Folding Back hace que Valentin recurra a ideas y conceptos que
corresponden a descriptores del nivel de Primitive Knowing y se hace
necesario para la identificacién posterior de los intervalos de crecimiento,
decrecimiento y signos en la derivada, para la construccion de la
correspondiente anti-derivada. Valentin actia para superar de nuevo el
primer nivel, construyendo tablas de valores y ubicando puntos en el plano
cartesiano para compararlos con los puntos en la grafica que visualiza v,
evidencia la complementariedad de la expresion, mediante exclamaciones
que revelan el paso por los tres momentos que se exponen en el decalogo de
una entrevista de caracter socratico, hasta avanzar en su comprension.

Cuando a Valentin se le propone razonar sobre el comportamiento de las
tangentes en porciones de curvas, actla y expresa en forma correcta sobre
las estimaciones de los valores que corresponden a procesos de
razonamiento infinito, pero no logra asociarlos con el trazo de una funcién-
pendiente. Valentin se muestra confuso y responde con un lenguaje vago a
las preguntas del investigador en esta etapa de la entrevista.

Bloque 4

Valentin desestima el establecimiento de la relacion entre las areas y las
pendientes cuando se le dificulta trazar una derivada, de acuerdo al
comportamiento de las pendientes en la anti-derivada. Por tal razén, se
considera que Valentin no alcanza el nivel de compresion de Property
Noticing de nuestro marco tedrico.
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Mapa del recorrido en el modelo para la comprensiéon del TFC, en el
caso de Valentin

Valentin comienza su recorrido en el nivel de Primitive Knowing registrando
foldink back en otros modelos sobre conceptos e ideas como las de: rectas,
segmentos de recta, funcién clbica y recta secante®.

Rectas, segmentos de recta, funcion clbica v recta secante

Figura 4.7 Mapa del recorrido en el modelo para la comprension del TFC, en el caso
de Valentin.

Luego, pasa por el nivel del Image Making, registrando Folding Back en lo
que respecta a la estimacién de pendientes, lo cual hacen regresarlo al nivel
de Primitive Knowing. Actuando y expresando, de acuerdo con la teoria de
PK, Valentin logra razonar por un momento en el nivel de Image Having al
tratar de describir correctamente los comportamientos de rectas tangentes®

% |a flecha que apunta hacia afuera, indica los Folding Back realizados en otros modelos
ara el tratamiento de conceptos o relaciones matematicas.

° Valentin alcanza a sobrepasar las dificultades que suelen ocurrir en lo que respecta a

procesos de razonamiento infinito, involucrados en los conceptos de tangente y calculo de

areas de regiones irregulares. De acuerdo al analisis histdrico-epistemoldgico desarrollado

en el Capitulo 2, parece ser natural que el acto de comprender estos conceptos del andlisis
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sobre curvas e identificar la diferencia entre los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, con los intervalos de ser positiva 0 negativa y realiza un
Folding Back que lo regresa al primer nivel. Valentin no logra alcanzar los
descriptores del tercer nivel, lo que hace inferir que Valentin alcanza el nivel
de comprension del Image Making (nivel 2).

4.2.2 Caso tipo 2: Sabina

Bloque 1

Sabina también realiza reexaminaciones en el primer nivel durante la
entrevista, lo que hace que se generen Folding Back en otros niveles internos
de conceptos subyacentes que también son tratados en este bloque de
preguntas.

Episodio S1.1: El primer Folding Back para Sabina sobre las ideas de
recta, segmento de recta y semirrecta en otro modelo

Profesor: Considera la recta que se muestra a continuacion. ;Crees que
tiene longitud?, ;crees que tiene pendiente?, en caso afirmativo, ;podrias
describir un método para calcular sus medidas?

Sabina: Longitud, mmm..., creo que si, pues seria medir con cualquier
instrumento de medida longitudinal, podria ser una regla, un metro... y en
cuanto a la pendiente, esa si no se puede medir, pues no esta ubicada en un
plano cartesiano.

Profesor: (Traza un segmento de recta, sin flechas en los extremos) Ahora,
observa esta figura geomeétrica... ;como crees que se llama?

Sabina: Ehh... ¢las flecha indican que la recta continda en la primera figura?
Profesor: Tu que opinarias...

Sabina: Que si. Pues,... creo que si. Y si es asi, entonces la linea recta no
tiene comienzo ni se sabe donde termina, en cambio esta otra figura que se
llama mmm..., ;como es?, ;semi-rrecta?, esta si se sabe donde comienza y
donde termina.

relacionados con procesos infinitesimales, ocurre en primer lugar en un contexto geométrico,
en el cual su concepto-imagen apenas comienza a asimilarse y luego, ocurre en un contexto
analitico, en el cual su concepto-definicion es correcto y entra en armonia con el concepto-
imagen asimilado; en forma analoga puede ser apreciado con Barrow y su concepcion con la
recta tangente a una curva en un punto. Lo que Valentin no logra, es la construccion mental
de la derivada, de acuerdo a los comportamientos de las pendientes en la funcién original.
Recuérdese que Galileo sélo llega a vislumbrar la velocidad, como la pendiente de la
tangente a una curva descrita por un proyectil, pero no construye la derivada.
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Profesor: A esta ultima a la que te refieres se le llama segmento de recta.
Sabina: Ahh, ya me acordé.

El episodio muestra que Sabina, de la misma manera que Valentin, asocia de
forma incorrecta la idea de linea recta con la de segmento de recta y, con
respecto al concepto de pendiente, no logra exhibir un método que le permita
estimar su grado de inclinacion, pues recurre a la necesidad de un plano
cartesiano. Sin embargo, cuando el investigador recurre a la visualizacién
geométrica del segmento de recta con extremos bien definidos, Sabina de
forma rapida describe la diferencia entre las flechas que se muestran en la
recta y los puntos en los extremos del segmento. Aunque Sabina expresa
incorrectamente el término semirrecta para referirse al segmento de recta, no
hay problema en continuar con la entrevista y hacer la aclaracién para
diferenciar los dos términos, pues en este analisis se corrobor6 un proceso
de razonamiento correcto en la descripcion de los dos entes geométricos,
independiente de que los términos (nombres) se hayan recordado o no.

Sabina identifica las formas correctas en el trazo de funciones elementales
como las constantes, cuadraticas, cubicas y algunas racionales, lo cual es
suficiente para continuar con el avance para la comprension del TFC.

Episodio S1.2: Un Folding Back con respecto al trazo de las funciones
seno y coseno

Profesor: Ahora, ;podrias describir todas las curvas que limitan cada una de
las siguientes regiones sombreadas?

Sabina: Si, en la primera, la region esta limitada por la recta y=2 y el gje x,
en la segunda la... y en la dltima la region esta limitada por la funcion
y=cosx yelegje x.

Profesor: Sabina, vamos por partes. En primer lugar, ;crees que una region
s6lo se limita por la curva y un eje?

Sabina: Siii, ;no?

Profesor: ;Y las fronteras laterales?...  También es importante que
especifiques la ubicacion de la frontera a describir: si esta en la parte
superior o...

Sabina: Ya, es decir, las rectas verticales. Ya... entonces, la primera region
esta limitada en la parte superior por la funcion constante y=2, en la parte

inferior por el eje x, y lateralmente por las rectas verticales x=1 y x=5;en la
segunda... y en la dltima, la region esta limitada en la parte superior por la
funcion y =cosx y en la parte inferior por el eje x. En esta ultima creo que si
basta con describir sélo estos dos limites, ;verdad?

Profesor: Muy bien. Ahora, ;por qué crees que la ultima funcion corresponde
a la funcion y =cosx ?
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Sabina: Pues porque tiene la forma.

Profesor: Pero la funcion seno también tiene una forma parecida. ..

Sabina: (Realiza calculos) Profesor, estaba creyendo que con tener la
misma forma bastaba para identificar la funcion, pero ya comprendi. Debo
corroborar mediante una tabla de valores que todos los infinitos puntos
pertenezcan a la funcion, y éste no es el caso. Esta udltima funcion
corresponde a la funcion seno.

Sabina sale rapidamente del aprieto en el que se encuentra en la primera
parte del episodio, cuando se le dificulta describir con un lenguaje preciso los
limites que encierran una regién plana en el plano cartesiano. Pero mas
adelante realiza un Folding Back que la hace regresar a la construccion de
las curvas seno y coseno mediante una tabla de valores. Sabina pasa por la
complementariedad de la accion cuando construye imagenes mentales
(pues, no escribe) que le permiten asociar puntos coordenados a una y no a
la otra grafica trigonométrica. Luego, usando un lenguaje correcto expresa
su avance en la comprension.

A la hora de responder a la pregunta 9 del test, no duda en expresar que la
diferencia de un par de longitudes de segmentos, puede corresponder a
infinitos pares de segmentos.

Episodio $1.3: Un nuevo Folding Back sobre la composicion geométrica
de un trapecio para calcular su area

Profesor: Considera las siguientes regiones limitadas en el primer cuadrante
del plano cartesiano, tal como lo muestra la figura. ¢;Crees que se puede
calcular el area de cada una de ellas? En caso afirmativo, ;como?

Sabina: La primera corresponde a un rectangulo y por lo tanto se deben

conocer las medidas de su largo y ancho; para la tercera seria un cuarto de
2

] . Tr .
circulo, es decir R pero para la segunda, no recuerdo la formula de un

mmm... ¢;esta figura es un trapecio?

Profesor: Claro que si.

Sabina: Pero no me acuerdo de la formula.

Profesor: Y no puedes recurrir a algun método de tal forma que no necesites
acudir a la formula del trapecio?

Sabina: Mmm... no lo encuentro.

Profesor: Veamos... Pensemos en las figuras que conforman el trapecio, y
entonces si...

Sabina: Ahh ya, solo basta con sumar el area del triangulo con la del
trapecio.

Profesor: Asi es. ;Y para la cuarta?
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Sabina: Parece que es otro triangulo pero con la hipotenusa un poco curva.
Profesor: ;Entonces es un triangulo?

Sabina: No propiamente. La pregunta no es explicita. ;Podria pensar en
esa curva como la cuarta parte de una circunferencia?

Profesor: Tu lo has dicho.

Sabina: Entonces si, es un area del cuadrado menos el area de la cuarta
parte del circulo.

Profesor: (Mostrando una region irreqular) ;Y para la quinta figura?

Sabina: Muy complicado. Se podria dividir la figura asi (divide la figura en
pequenos cuadrados) y al sumar las areas nos daria una aproximacion.

Sabina muestra tener claras las férmulas para las areas de rectangulos y
circulos, pero no logra recordar el area para un trapecio. Unos segundos
mas tarde, al realizar un Folding Back sobre la composicién geométrica de un
trapecio, lo logra construir mentalmente como la unién de un rectangulo y un
triangulo de forma rapida hasta llegar a la férmula requerida. Su concepcion
acerca de la estimaciéon del area de una region irregular, invita a la idea de
dividir la region en infinitas sub-regiones (grafica una rejilla en la region) lo
que indica al investigador un acercamiento a la idea intuitiva de limite de una
suma de Riemann, sin recurrir a sub-intervalos.

Sabina se muestra muy clara conceptualmente con respecto a las ideas de
recta secante y tangente a cualquier curva, y hace evidente la separacion
con el concepto de recta tangente a una circunferencia, pero mas adelante,
se muestra una ruptura con la concepcién de recta tangente a otra recta.

Se destaca el lapsus por el que Sabina transita cuando expresa la
hipotenusa de un triangulo como curva, pero se logra establecer que fue tan
s6lo un lapsus, pues es ella misma quien rectifica su error y permite continuar
la entrevista con un razonamiento adecuado para las siguientes preguntas.

Episodio S1.4: Un Folding Back sobre el concepto de tangente a una
curva

Profesor: Considera el punto que se encuentra marcado en la siguiente
funcion lineal. ¢;Podrias describir la recta tangente a la funcién en dicho
punto?, ;cuantos puntos tienen en comun una funcion lineal y la recta
tangente a ella en un punto?

Sabina: ¢;La tangente?, ;podria ser asi? (Grafica otra recta que corta a la
original solo en ese punto).
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Figura 4.8 La idea inicial de Sabina para la tangente a una recta en un punto.

Profesor: ;Por qué lo dices?

Sabina: Porque las rectas tangentes cortan en un sélo punto a una curva.
Profesor: Observemos lo siguiente. (Traza una curva que cambia su
monotonia en dos puntos) Considera por ejemplo la funcion que te muestro
aqui. Sitrazas la tangente por este punto, ;qué observas?

Figura 4.9 Contraejemplo propiciado por el investigador durante la entrevista
de caracter socratico, para la comprension del concepto-definicion de una
recta tangente a una curva, por parte de Sabina.

Sabina: Como las rectas son indefinidas, cortaria a la curva aqui y aqui.
¢ Eso si se puede?
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Profesor: Por supuesto... Ahora, ;cual crees que sea la pendiente de esta
recta aqui?

Sabina: No sabria decirlo exactamente.

Profesor: ;Y aqui?

Sabina: Pues tampoco sabria decir el valor, pero seria el mismo que en el
punto senalado anteriormente, es decir, la pendiente de esa recta es la
misma en cualquier punto. De hecho, el numero que acompana a la x en su
ecuacion siempre es el mismo.

Profesor: ;Y la tangente?

Sabina: ; También tendria que ser la misma en todos los puntos?

Profesor: Por supuesto. La tangente a una recta es ella misma.

Sabina: ;Y entonces la tangente a la circunferencia qué?

Profesor: Ese seria un caso muy particular. Por eso se dice que el concepto
de tangente es un concepto de caracter local y no global.

Al inicio del episodio, Sabina se ve entorpecida por el concepto-imagen de
recta tangente a una circunferencia que regresa a su mente, pues se le
dificulta concebir que la tangente a una recta en un punto es ella misma vy,
que por lo tanto, tienen todos sus infinitos puntos comunes. Pero mas
adelante, su concepto-definiciéon irrumpe de nuevo, mediante un contra-
ejemplo propiciado por el investigador, lo que hace que el proceso de
comprensién avance, pasando por un Folding Back. Para superarlo y llegar
de nuevo al razonamiento en el Primitive Knowing, Sabina pasa por la
complementariedad de la accion cuando realiza un constructo mental sobre
la forma de la ecuacién de la recta, especificamente, de la ecuacion
pendiente-intercepto, pues logra identificar en ella el valor de la pendiente.
Luego, expresa su avance en la comprension cuando exterioriza la
correspondencia entre el valor constante de la pendiente y el registro de una
tangente a otra recta como entes geométricos coincidentes.

Bloque 2

Sabina exterioriza dos Folding Back en el nivel de comprension del Image
Making, los que son exhibidos en los siguientes episodios.

Episodio S2.1: De regreso al primer nivel, experimentando un Folding
Back en el concepto de pendiente

Profesor: En la siguiente ilustracion se muestra una secuencia de rectas.
;Cual de ellas crees que tiene la mayor pendiente y cual la menor
pendiente?, ;podrias calcular exactamente la pendiente de cada una de
ellas?
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Figura 4.10 llustracion mostrada a Sabina en la pregunta 3 de la entrevista,
antes de proporcionar el aporte de informacion.

Sabina: La de mayor pendiente es la recta 4 y la de menor es la recta 1 y,
para determinar sus valores exactos, necesitaria de un transportador o una
cuadricula.

Profesor: ;Por qué dices que la numero 4 es la de mayor pendiente y la de
menor, la 17?

Sabina: Porque la numero 4 esta mas inclinada y la numero 1 esta menos
inclinada.

Profesor: Pero... la recta 3 también esta muy inclinada.

Sabina: Si, pero esta muy inclinada pero para el otro lado.

Profesor. ;C6mo es eso?

Sabina: Si, es decir, esta muy inclinada pero bajando.

Profesor: ;Y acaso esas también no tienen pendiente?

Sabina: Si, pero no sabria decirte cual es la diferencia... mmm..., ;o tienen
la misma pendiente?

Profesor: ;Recuerdas como calcular la pendiente de una recta cuando hay
cuadriculas?

Sabina: Creo que si. Ehh... cuando me dan dos puntos de coordenadas,

i

resto las “y "y ese resultado lo divido por la resta de las “x ”.
Profesor: Tienes razén. Y una recta que baja como tu dices ;como tiene los
valores en x ?

Sabina: Ahh, negativos.

Profesor: ;Y entonces?
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Sabina: (Traza rectas en un plano cartesiano) Claro, entonces estas son de
pendientes negativas. Pero es que los valores negativos son menores entre
mas grande sea el numero sin el signo.

Figura 4.11 Representacion grafica de Sabina para indicar las rectas de mayor
pendiente y de menor pendiente en el plano cartesiano.

Profesor: Por supuesto. Con eso que acabas de decir, ;cual crees que tiene
la menor pendiente?

Sabina: Siendo asi, ;es la nimero 3?

Profesor: ;"Por qué lo dices?

Sabina: Porque entre mas empinada esté bajando, mas grande sera el
numero, pero mas pequeno sera el valor, 0 sea, mas cercano a —o.

Sabina no percibe en un principio pendientes de valores negativos y actlua
Image doing) so6lo sobre rectas que crecen de izquierda a derecha. Por
consiguiente, es necesario que Sabina revise su concepto de pendiente y lo
relacione, tal como lo hizo Valentin, con la expresién analitica que permite su
calculo. Desde luego, Sabina reflexiona ante el hecho y considera la
diferencia de las abscisas negativas cuando las rectas decrecen. Ante esta
situacién, Sabina traza otras rectas decrecientes y corrobora lo que
posteriormente expresa (image reviewing): las rectas que bajan de izquierda
a derecha tienen pendiente negativa. Después de este coherente
razonamiento, Sabina no tarda en comprender que las rectas de menor
pendiente son las decrecen y estdn mas cerca del eje y, y las de mayor

pendiente, estdn mas cerca del eje y creciendo. Este razonamiento

evidencia un Folding Back al Primitive Knowing con sus respectivas
complementariedades de la accion y la expresion, que la hacen regresar al
nivel de comprensién del Image Making.
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Episodio S2.2: Un Folding Back que le permite construir el concepto de
recta tangente a una curva cualquiera, desligandolo del concepto
imagen de tangente a una circunferencia

Profesor: (Manipulacion de la herramienta: Geogebra®). En la herramienta

se muestra la grafica de la funcién f(x) :%xz, con una secante que la corta

en los puntos (2,4) y (4,16). Usando el deslizador (se activa el deslizador

Top) traza secantes de tal manera que la abscisa x=4 (punto movil)
coincida con la abscisa x=2. ;Podrias describir el conjunto de secantes

que se estabilizan en la recta que sélo corta a la curva en el punto (2,4) ?,
Jpodrias describir esta ultima recta?

7] =
+] o,

Figura 4.12 llustracion presentada a Sabina en la pregunta 13H, para el
concepto de recta tangente como limite del haz de secantes.

Sabina: Claro, creo que caben muchas rectas hasta llegar a la ultima que
solo corta a la curva en (2,4). Esta ultima viene a ser la recta tangente.

Profesor: Vamos por partes, ;cuantas son muchas?

Sabina: Mmm... Infinitas.

Profesor: ;Y como es eso de que viene a ser tangente?

Sabina: Si, porque la corta en un solo punto.

Profesor: ;Es decir que para que una recta sea tangente a una curva, solo la
debe cortar en un sélo punto?

Sabina: Perdon si, ya recordé que la puede cortar en mas de un punto,
porque no es un segmento de recta sino una recta.

Profesor: Considera la funcion y=cosx. ¢Podrias  describir las

caracteristicas de la recta tangente a la curva en el punto (0,1) ?, ;qué
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diferencia tiene esta recta tangente con la de la circunferencia?

Sabina: Ya entendi. En este caso la puede cortar en infinitos puntos, por
efemplo asi (traza la recta tangente a la curva sefialando algunos de los
infinitos puntos).

Figura 4.13 Representacion grafica de la recta tangente a la curva y =cosx

que pasa por el punto (0,1), hecha por Sabina.

Profesor: ;Cuales son esos puntos en los que las tangentes horizontales
cortana y=cosx ?

Sabina: Pues en los multiplos de 90°.

Profesor: ¢;Estas segura?

Sabina: (Se toma un tiempo para realizar calculos) Perddn, en los multiplos
de 180°.

Profesor: ;Estos valores en radianes como serian?

Sabina: Profe, no recuerdo.

Profesor: Veamos.. ;Recuerdas cual es la longitud de la circunferencia?
Sabina: Claro, 2xr. Ahh! ya caigo en cuenta. 180° equivale a la mitad, o
seaar.

Profesor: Siendo asi, enuncia una forma general para describir los puntos en
los que las rectas tangentes horizontales cortan a la curva y =cos x

Sabina: (Después de un corto tiempo) La de arriba corta a la curva en los
puntos de la forma (2zn,1) y la de abajo la corta en los puntos de la forma

7z, 37, 57, ..., 0 sea en los multiplos impares de x.

Es claro que en este episodio, Sabina de nuevo llega al Primitive Knowing
realizando un Folding Back que le permite reconstruir su concepto de recta
tangente, desvinculandolo del concepto-imagen de recta tangente a una
circunferencia; sobre este concepto Sabina ya habia actuado, pero muestra
que su comprensidén en este punto aun esta débil. Mas aun, Sabina debe
regresar al primer nivel de comprensién que le permita también reexaminar
su idea de recta. La herramienta Geogebra® es de gran ayuda, pues
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realizando manipulaciones con los deslizadores respectivos pasa por la
complementariedad de la accién y rapidamente se consigue retomar la
comprensién sobre el concepto-definicion adecuado de tangente, evocando
caracteristicas generales sobre ella. Al final del anterior episodio se logra
identificar un corto momento de Folding Back, que hace que Sabina,
mediante la ayuda del investigador, reconsidere la conversion de registros al
pasar de grados a radianes y viceversa, haciendo que regrese a un nivel
interior en otro modelo. Cuando el Folding Back es superado, Sabina
continla su paso al nivel del Image Having.

Bloque 3

Sabina pasa a este bloque de preguntas registrando complementariedades
de la accién y la expresion que dan cuenta de un razonamiento casi que
impecable, en el nivel de comprension del Image Having.

Diferencia claramente los intervalos de monotonia y signo de las funciones
presentadas durante la entrevista y teniendo en cuenta el comportamiento de
algunos trozos de tangentes en porciones de curvas, caracteriza los valores
de sus pendientes en forma correcta. Con lo anterior, consigue asociar
visualmente la grafica de la derivada con su respectiva funcién e
interactuando con la herramienta Geogebra®, logra expresar conjeturas,
tales como se muestra en el siguiente episodio.

Episodio S3.1: El paso por el nivel de Image Having sin registrar Folding
Back

Profesor:...

Sabina: Cuando la funcion-pendiente esta por encima del eje x, la funcion
original crece; si la funcion-pendiente esta por debajo del eje x, la funcion
original decrece; si la funcion-pendiente corta al eje x en un punto, alli la
funcion original tiene un maximo o un minimo; cuando la funcion-pendiente
tiene médximos o minimos, la funcién original cambia el sentido*’, cuando Ia
funcién-pendiente decrece, la funcion original tiene el sentido hacia abajo y,
cuando la funcion-pendiente crece, la funcion original tiene el sentido hacia
arriba.

Se aprecia en las conjeturas anteriores que usa en forma correcta los
términos de maximo y minimo, pero no esta familiarizado con las ideas de

0 E| cambio de sentido al que hace referencia Sabina, hace alusién a la concavidad de la
curva.
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concavidad y punto de inflexion. Ademas, cuando se le indaga por el
proceso regresivo para que describa las caracteristicas de la derivada dada
la funcién original respectiva, manifiesta un poco de dificultad y le toma
tiempo conseguir la respuesta correcta. Sin embargo, estos pequefos
episodios de confusion no impiden el discurrir natural y la conexién correcta
de los conceptos para avanzar en la comprension en este nivel del Image
Having.

De esta manera, Sabina logra fundar los cimientos que le permiten actuar
mentalmente (Image seeing) y expresar (Image saying) de manera correcta
afirmaciones sobre los conceptos e ideas matematicas que relacionan una
funcion con su respectiva derivada, cumpliendo asi con los descriptores del
nivel de Image Having.

Bloque 4

En este ultimo bloque, Sabina logra razonar correctamente sobre la relacion
inversa entre pendientes y areas para funciones constantes y lineales, pero
presenta un Folding Back que la regresar a pensar sobre los conceptos
tratados en el Image Making, cuando se le propone comprender la relacion
inversa entre cuadraturas y tangentes en funciones cuadraticas o de mayor
grado.

Episodio S4.1: De regreso al nivel 2, registrando un Folding Back sobre
las pendientes de una funcién cuadratica

Profesor: Traza otras funciones cuadréticas de la forma y=3x*+C y sus

respectivas funciones-pendiente y compara el area limitada por la funcion-
pendiente y el eje x en un intervalo cualquiera, con la diferencia de las
ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la funcion. ;Qué
observas?

Sabina: (Traza en el papel) Esta puede ser la funcién y=3x>+2 y... no
sabria graficar su respectiva funcion-pendiente... mmm...

Profesor: ;Qué tal si trazas tangentes en el intervalo [0,4] por ejemplo, y sin
calcular describes si las pendientes crecen o decrecen...?

Sabina: (Traza trozos de tangente en el intervalo[0,4] de la funcion

y=3x>+2). Yo observo que las pendientes crecen pero... pues, no sé
calcularlas exactamente. ¢;Podria ser esta curva? (Traza otra parabola)
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Figura 4.14 Representacion grafica de la curva y=3x"+2 y su posible
derivada inicialmente, de acuerdo al proceso de comprensiéon de Sabina.

Profesor. ;Por qué crees que es otra parabola?, ;no puede ser una recta?
Sabina: Imposible que sea una recta, porque los valores de las pendientes
crecen muy aceleradamente...

Profesor. Vamos al Geogebra® (se activan los deslizadores) Ubica
tangentes en los puntos 0, 1, 2, 3, 4 y verifica en la tabla de valores las
pendientes respectivas. ;Qué observas?

Sabina: Ahh si, profe, varian linealmente de seis en seis. Entonces si puede
serunarecta. ;Noeslarecta y=6x?

Se puede interpretar que Sabina asocia correctamente la derivada con la
funcién original en forma visual, pero a la hora de construir un esbozo de la
derivada realizando el trazo en la hoja de papel, revela dificultades. Aunque
esto no impide que Sabina razone en el nivel de Property Noticing, ya que
alcanza a vislumbrar la relacién inversa entre las pendientes de funciones
constantes y lineales con las areas en sus respectivas derivadas, no logra
generalizar un resultado que permita vislumbrar que el TFC lo ha
comprendido para todas las funciones continuas, por complejas que puedan
resultar.

Sabina siente la necesidad de realizar un Folding Back en el nivel de
Property Noticing, para reexaminar sus actuaciones en los procesos de
razonamiento infinitos involucrados en los concepto de tangente y areas, mas
especificamente, en la estimacion de pendientes y de areas, las cuales
corresponden al Image Making. Cuando presenta la dificultad de trazar la

derivada de la pardbola y=3x"+2, el investigador permite que Sabina
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interactie con la herramienta Geogebra® y, activando los deslizadores y las
tablas de valores observa que las pendientes crecen uniformemente,
mientras los valores de x son dados de unidad en unidad.

Finalmente, Sabina retoma su nivel de comprensién en el Image Having,
asociando de nuevo funciones y derivadas de forma visual, pero no logra
trascender a la comprension y consolidacion del TFC en el Property Noticing.

Mapa del recorrido en el modelo para la comprensiéon del TFC, en el
caso de Sabina.

Sabina comienza su recorrido de comprension en el nivel de Primitive
Knowing registrando foldink back en otros modelos sobre conceptos e ideas
como las de: rectas, segmentos de recta, descripcidén de las fronteras de una
region cerrada, distincién entre el comportamiento de las funciones seno y
coseno, area de un trapecio y concepto de recta tangente. Posteriormente
pasa al nivel del Image Making registrando dos Folding Back que la hacen
regresar al Primitive Knowing: el primero hace que revise el concepto de
pendiente relacionado con el comportamiento de los valores negativos de
rectas, el otro, hace que reconstruya su concepto de recta tangente,
desvinculandolo del concepto-imagen de recta tangente a una circunferencia.
Mediante las complementariedades de la accién y la expresion, Sabina logra
razonar de nuevo en el Image Making, pero requiere de un tercer Folding
Back en otro modelo para revisar el cambio de registros de grados a
radianes.

Una vez superado este ultimo Folding Back, Sabina logra comprender los
conceptos en el Image Having sin ningun contratiempo hasta lograr
verbalizar conjeturas que la ubican en el Property Noticing por un momento.
Pero mas adelante, Sabina no logra razonar sobre la relacién entre
pendientes y areas en funciones mas complejas*', lo que la obliga a regresar
al nivel del Image Making para revisar algunos procesos de razonamiento
infinito en cuanto a la estimacién de pendientes y éareas y asi, poder
caracterizar de nuevo una derivada con respecto a su funcion original.
Sabina finalmente logra un nivel de comprensién en cuanto al TFC a la altura
del Image Having (nivel 3).

*' Resulta interesante como a nivel histérico algunos matematicos del siglo XVII como

Torricelli, alcanzan a vislumbrar la relacion inversa entre cuadraturas y tangentes solo para
algunas funciones muy especificas como la parabola general. De igual manera, se puede
inferir en forma analoga del analisis descriptivo de Sabina, que el TFC lo concibe sélo para
algunas curvas muy particulares como las funciones constantes y lineales sin lograr
generalizarlo a cualquier funcién continua.
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Concepto de pendiente, concepto de recta tangente
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fronteras de una region cerrada, distincidn
entre el comportamiento de las funciones seno
y coseno, area de un trapecio y concepto de
recta tangente.

Figura 4.15 Mapa del recorrido en el modelo para la comprension del TFC, en
el caso de Sabina.

4.2.3 Caso tipo 3: Luciana

Bloque 1

Luciana no exhibe episodios donde se evidencie Folding Back durante el
primer bloque de preguntas y, por el contrario, con un lenguaje coherente y
refinado avanza de forma rapida en la comprensién de los conceptos de este
bloque.

Tiene claros los conceptos de recta, segmento de recta y pendiente, y
esboza con seguridad funciones elementales y trigopnométricas en un plano
cartesiano. Describe en forma correcta los limites que encierran una region
en el plano cartesiano y asocia sin dificultad una diferencia de longitudes a
infinitos pares de segmentos, expresando en forma analoga que una
cantidad puede expresarse como la diferencia de infinitas cantidades (ya en
el campo de la Aritmética).

También evidencia con total claridad el concepto de recta secante y estima
areas de figuras regulares e irregulares.
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En la pregunta 16, Luciana llama la atencién cuando expresa: no me
imaginaba que la recta tangente a una linea recta es ella misma, sin
necesidad de que el entrevistador, mediante preguntas adicionales la hagan
reflexionar ante este hecho. Es decir, aunque Luciana se muestra
sorprendida con tal hecho, al parecer el mismo guién entrevista le permite
realizar constructos mentales que hacen que ella misma llegue a esa verdad,
sin necesidad de recurrir a un Folding Back.

Bloque 2.

Luciana razona de forma sorprendente sobre la estimacién de las pendientes
de rectas en el plano cartesiano y las asocia sin ningun inconveniente con los
valores de la recta real (entre —o y +w). Actla (Image doing) sobre
visualizaciones geométricas y expresa (Image reviewing) con un lenguaje
adecuado sus pensamientos y conjeturas. Es consciente de los valores de
las pendientes entre cero y uno para rectas con angulos entre 0°y 45° y de
los valores entre uno e infinito para las rectas con angulos entre 45°y 90° en
forma analoga describe los comportamientos de las pendientes para las
rectas decrecientes.

Se puede afirmar sin lugar a dudas que Luciana alcanza el nivel de Image
Making por su avance en la comprension de los procesos de razonamiento
infinito, involucrados en los conceptos de recta tangente como haz de
secantes y area de una region como el limite de una suma de Riemann (por
supuesto de forma encubierta).

En el siguiente episodio, Luciana demuestra, ademds de un correcto
razonamiento, una verbalizacion de la regla del punto medio como método
eficaz para alcanzar una mejor aproximacion del area (proceso de
razonamiento infinito), mediante el uso de la herramienta Geogebra®.

Episodio L2.1: Paso por el Image Making, actuando y expresando sobre
procesos de razonamiento infinitos, sin registros de Folding Back

Profesor: (Manipulacion de la herramienta: Geogebra®). En la herramienta

se muestra la gréfica de la funcion f(x)= +4. Si consideras el

x—44
intervalo [2,4] (se activan los deslizadores Top, Lower, y partition in n sub-
intervals), divide la region en cualquier numero de sub-intervalos ¢tales

particiones realizadas, te dan alguna idea de como calcular su area?,
Jpodrias explicarlo?
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Luciana: (Manipula los deslizadores). Si, entre mas sub-intervalos se tengan
mejor es la aproximacion al area real, porque los valores parecen
estabilizarse o tender a un valor exacto. Pero ademas, en vez de elegir los
extremos de un sub-intervalo, creo que es mejor escoger un punto interior de
cada sub-intervalo, o mejor, el punto medio; de esta manera casi que se
anulan las areas que quedan por fuera y por dentro de la region considerada.

Bloque 3

Durante el paso por este bloque de preguntas, Luciana se muestra muy
segura de sus respuestas y utiliza un lenguaje muy refinado en sus analisis y
conjeturas. Distingue de manera correcta los intervalos de monotonia de los
intervalos en los que una funciébn es positiva o negativa y describe
acertadamente el comportamiento de los valores de las pendientes, a partir
de trozos de tangentes graficados en porciones de curva. Esto hace que
Luciana asocie graficas de derivadas con las de sus respectivas funciones
originales, comparando las caracteristicas entre una y otra, tal como lo hizo
Sabina.

Episodio L3.1: Paso por el Image Having, actuando y expresando sobre
graficos de funciones y sus derivadas, sin registros de Folding Back

Profesor: ...

Sabina: Al parecer, donde la funcion-pendiente es positiva, la funcion original
crece y cuando la funcion-pendiente es negativa, la funcion original decrece;
también observo en todos estos casos que si la funcion-pendiente pasa de
ser positiva a negativa, la original tiene un maximo, pero, si la funcion-
pendiente pasa de ser negativa a positiva, la original tiene un minimo;
ademas cuando la funcion-pendiente decrece, la original es concava hacia
abajo y cuando la funcion-pendiente crece, la original es cdncava hacia
arriba, por eso, los maximos o minimos de la funcion-pendiente son puntos
de inflexion en la funcion original.

A diferencia de Sabina, Luciana introduce los términos de concavidad, en vez
de sentido de la curvay el término de punto de inflexion, en vez de punto de
cambio de sentido. El hecho de utilizar un lenguaje mas refinado que el de
Sabina, no es lo que hace que Luciana tenga un mejor nivel de comprensién
en este bloque, 0 que su razonamiento sea mas formal o si se quiere mas
riguroso; es el hecho de que Luciana si es capaz de esbozar a lapiz y papel
la grafica de la derivada de una funcién, lo que evidencia que pasa por la
complementariedad de la accion en el nivel 3 (Image seeing), para después
evocar sus conjeturas (Image saying).
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Pero ademas de lo anterior, Luciana describe con total naturalidad el proceso
contrario; es capaz de trazar un esbozo de la funcién original, dada la grafica
de su respectiva derivada, lo que no parece ser tan natural en el caso de
Sabina y menos en el de Valentin. Otro aspecto a resaltar, es que Luciana
de inmediato recuerda que en la pregunta 23 comprendié que dos funciones
que difieren en una constante tienen la misma derivada*, lo que le facilita
comenzar a trazar el esbozo de la funcién original de una derivada, desde
cualquier ordenada, como lo muestra el siguiente episodio.

Episodio L3.2: Actuando y expresando en la construccion de una
funcién, dada la grafica de su derivada

Profesor: Considera la funcion-pendiente que se muestra a continuacion...
¢ Podrias trazar su respectiva funcion original?

Luciana: Mmm... (Traza en el papel) Si aqui corta al eje x pasando de mas
a menos, entonces aqui hay un maximo en la funcion original (ubica un punto
en una ordenada cualquiera), si aqui corta al eje x de menos a mas...
Profesor: ;Y por qué ubicas ese punto maximo alli?

Luciana: Ahh... porque antes habiamos dicho que si tengo varias funciones
trasladadas verticalmente, la funcion-pendiente era la misma, porque ésta
depende de la forma de la funcion original y no de la altura a la que esté.
Entonces yo puedo ubicar este punto maximo en cualquier altura y y al ir
trazando, conservar la forma de manera que las pendientes sean las
ordenadas en la funcién-pendiente.

J
]C(a)

Figura 4.16 Representacion grafica de una funcién por parte de Luciana, dada
la correspondiente grafica de la derivada.

*2 En el Capitulo 2 se describe como Fermat, en la forma analoga que razona Luciana,
descubre el hecho de que si dos curvas tienen en cada punto la misma pendiente, las curvas
tienen la misma forma, es decir, en nuestro lenguaje que f'(x) determina f(x) salvo una
constante.
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Indudablemente, Luciana pasa por el nivel del Image Having sin ninguna
dificultad y con un intachable razonamiento.

Bloque 4.

Luciana llega a la pregunta 30 del guién de entrevista semi-estructurado
razonando en el nivel de comprension del Property Noticing, sin evidenciar
ningin Folding Back®™ hasta el momento. Ella, actia sobre funciones
constantes y lineales, y de inmediato se percata de la relacion entre la
diferencia de ordenadas en la funcién original con respecto al area bajo las
funciones-pendientes en el mismo intervalo. Pero en el momento de esbozar

la funcién-pendiente de otras funciones cuadraticas de la forma y=ax’+C,

Luciana parece sentirse comprometida a trazarla de manera exacta, hasta tal
punto de ponerse en la tarea de buscar su expresion algebraica. El siguiente
episodio registra el primer Folding Back al que Luciana se tuvo que someter,
reexaminando en el Image Having la manera de construir las derivadas, de
acuerdo a las funciones originales. Para ello, evidencia la
complementariedad de la accion, trazando funciones constantes y lineales
con sus respectivas derivadas y expresando los resultados en cada caso.

Episodio L4.1: El primer Folding Back que la regresa al Image Making,
para la construccion de derivadas, dada la funcién original

Profesor: Traza otras funciones cuadréticas de la forma y=ax*+C* y sus

respectivas funciones-pendiente. Compara el area limitada por la funcion-
pendiente y el eje x en un intervalo cualquiera, con la diferencia de las
ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la funcion. ;Qué
observas?

Luciana: Pues... No sé como explicarlo. Ehh... ;Puedo volver a pensar
sobre las graficas anteriores?

*8 Es importante aclarar que el nimero de Folding Back realizados durante la entrevista es
independiente del nivel de comprension alcanzado o de la calidad en el razonamiento
durante la entrevista. El caso de Luciana es un ejemplo de un buen nivel de comprension,
que no necesariamente se debe a la ausencia de Folding Back hasta el momento.

Esta pregunta corresponde a la niumero 32 del guién de entrevista socratico, con una
pequefa variacion: En el guiéon se deja que trace cualquier funcion cuadratica y su
respectiva funcién-pendiente, mientras que en esta pregunta se le pide a Luciana trazar una

.y, 2 . . , .
funcion de la forma y =ax” + C, que de hecho exige un razonamiento de més alto calibre,
dado el excelente desemperio en el avance de la comprensién, mostrado hasta el momento.
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Profesor: Por supuesto.

Luciana: (Traza funciones constantes y lineales y sus respectivas funciones-
pendiente, tal como lo hizo en el bloque 3) Aqui el area es 0 en este
intervalo y la diferencia de ordenadas en la funcion original también es 0. Lo
mismo pasa en esta funcion porque...

Profesor: Y entonces, ¢;en esta cuadratica qué pasa?

/
F Syeme
/

Figura 4.18 Representacion grafica de la funcion y =ax’+C, por parte de
Luciana.

Luciana: Debe pasar lo mismo. En cierto intervalo escogido, el drea bajo la...
¢Es la funcion original o la funcion-pendiente?... es igual a la diferencia de
ordenadas en la otra, ;cual es que es?

Profesor: Vuelve y razona sobre las funciones constantes y las rectas.
Luciana: (Traza en el papel) Ahh ya. El area bajo la funcion-pendiente
coincide con la diferencia de ordenadas en la funcion original que es de la

forma y=ax’+C .

Profesor: ;Y como puedes verificar esto?

Luciana: Graficando la funcidon pendiente. Mmm... Pero es que aqui las
pendientes varian.

Profesor: ;Coémo varian?

Luciana: (Acciona los deslizadores en el Geogebra® y actua sobre varias
funciones cuadraticas) Crecen de 2a en 2a asi como en y=3x’>+C crecian
de seis en seis. O sea que varian en forma constante; entonces es la recta
y=2ax Yy, en efecto, el area en este intervalo coincide con la diferencia de

ordenadas aca.
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Luciana vuelve al nivel de comprension del Property Noticing, pero
rapidamente recurre a procesos de razonamiento infinito con la ayuda de la
herramienta Geogebra®, la cual le permite actuar (Image doing) sobre
funciones cuadraticas y analizar la variacion de los valores de las pendientes,
expresando sus resultados en forma verbal (Image reviewing), lo que
evidencia otro Folding Back que lo regresa al nivel del Image Making, pero
que muy sagazmente supera. Resulta interesante analizar como Luciana
logra generalizar que las pendientes de la parabola y=ax’+C varian de 2a

en 2a uniformemente, a través de la herramienta Geogebra®, lo que hace
gue de nuevo se ubique en el nivel de comprension del Property Noticing.

Una vez superados los anteriores Folding Back, Luciana continda
comparando las areas en las derivadas con la diferencia de ordenadas en la
funcion original, actuando sobre funciones mas complejas.

En la pregunta 33, se le indaga por el area bajo una funcién cualquiera (no se
especifica la expresién algebraica) y sin dificultad, la etiqueta como funcién-
pendiente y solicita la necesidad de una respectiva funcién original, para
calcular la diferencia de ordenadas. Estas complementariedades de la
accion y la expresion, ubican a Luciana sin lugar a dudas en el nivel de
comprensién del Property Noticing, como se muestra en el siguiente
episodio.

Episodio L4.2: Expresando (Property recording) en el Property Noticing
el enunciado correcto del TFC

Luciana: Para calcular el area limitada por una funcion y el eje x en un
intervalo cerrado, basta con considerarla como una funcion-pendiente y hallar
la respectiva funcion original para calcular la diferencia de ordenadas en el
mismo intervalo, el cual coincide con el area pedida. Por ejemplo aqui (Traza
en el papel), para encontrar el area sombreada en este intervalo de esta
grafica, la considero como si fuera una funcion-pendiente y, bastaria construir
la funcion original, supongamos que sea esta (Traza en el papel), y hallar la
diferencia de las ordenadas en los extremos del intervalo®.

* Es importante aclarar en este punto que Luciana hace su razonamiento, suponiendo que
la gréfica de la derecha es la funcidon original de la funcién dada. En esta parte de la
entrevista, Luciana se esmera por enunciar el TFC, comparando el area en la funcién-
pendiente con la respectiva diferencia de ordenadas en la funcién original, sin aun
preocuparse por construir esta Ultima correctamente.
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Figura 4.19 Representacion grafica de cémo Luciana avanza en la
comprension del TFC en el nivel de Property Noticing.

Mas adelante, Luciana va mas alla de este razonamiento cuando trata de
construir punto a punto (Porperty Predicting) una funcion original, a partir de
la grafica de su derivada, trabajando sobre sub-intervalos muy pequefos y
usando un razonamiento para encontrar cada punto, lo que en términos

f(b)-f(a)

matematicos puede resumirse en la expresién f'(b)= ,
—da

y asi

encontrar f(b) mediante f(b)= f'(b)(b—a)+ f(a).

Este alcance permite conjeturar que Luciana logra permear el nivel de
comprensién del Formalizing, dada la elaboracion mental que la entrevista le
ha permitido construir, sin embargo, afirma que el procedimiento seria muy
dispendioso y no alcanza a pasar por la complementariedad de la accion,
prefiriendo continuar con los esbozos de las funciones originales, mas que
con las construcciones exactas. El siguiente episodio constata este hecho.

Episodio L4.3: Un indicio de estar razonando en el nivel de
comprension del Formalizing

Profesor: Y, ;como graficarias la funcion original, a partir de una funcion-
pendiente?

Luciana: Como existen muchas funciones originales para una misma funcion-
pendiente, escogemos una ordenada cualquiera como extremo izquierdo en
el mismo intervalo y, en porciones de sub-intervalos muy pequefios, usar el
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hecho de que la ordenada en la funcion pendiente, es la pendiente en la
funcioén original. Algo asi como multiplicar la ordenada en la funcion-
pendiente por la longitud del intervalo sobre el cual se esta trabajando, y
sumarle la ordenada inicialmente escogida en la funcion original. Asi
encontrariamos otro punto de la funcion original. Pero, bueno, seria un
procedimiento muy dispendioso. Esa seria una manera...

Mapa del recorrido en el modelo para la comprensiéon del TFC, en el
caso de Luciana.

Luciana comienza su recorrido de comprension en el nivel de Primitive
Knowing sin registrar Folding Back alguno, y continla su avance en la
comprensién del TFC hasta llegar a razonar en el nivel del Property Noticing
sin ningun contratiempo. Ya en el cuarto nivel, Luciana reexamina la forma
en como en el Image Having construyd las derivadas, dada la
correspondiente funcion original y transcurre por la complementariedad de la
accion acudiendo a las funciones constantes y lineales sobre las cuales ya
habia razonado antes, para luego expresar de nuevo y en forma correcta la
caracterizacion correspondiente entre las graficas de funciones y derivadas.
Sin embargo, se vuelve a registrar otro Folding Back que hace que Luciana
regrese al nivel de Image Making, para retomar los procesos de
razonamiento infinito que involucran la comprension en cuanto al
comportamiento de los valores de las pendientes para una recta.

Finalmente, Luciana exhibe un razonamiento puramente infinitesimal que
hace pensar que llega hasta el nivel de compresién del Formalizing, cuando
describe un método que permite trazar de manera exacta la funcién original,
dada la derivada; esto lo hace de forma desprevenida. Sin embargo, Luciana
lo expresa, pero no alcanza a actuar, pues afirma que seria un camino algo
dispendioso. Esta descripcién permite ubicar a Luciana en el nivel de
comprensién del Property Noticing.
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Figura 4.20 Mapa del recorrido en el modelo para la comprension del TFC, en
el caso de Luciana.

4.3 Diagrama general proporcionado por el ATLAS.ti 6.2 en al analisis
cualitativo

Después de haber detallado momento a momento los Folding Back en cada
uno de los casos: Valentin, Sabina y Luciana, y dilucidar el camino o
trayectoria en el modelo de la teoria de PK, se considera pertinente mostrar
el diagrama general que el ATLAS.ti 6.2 proporciona, de acuerdo a los
cédigos y familias de cddigos introducidos para realizar el analisis ya
descrito. No se trata de realizar un diagrama para cada caso, pues este
trabajo ya fue expuesto en cada uno de los mapas de recorrido; se trata mas
bien de ilustrar mediante el diagrama los conceptos y actitudes identificados
durante la aplicacién de las entrevistas socraticas en momentos de Folding
Back, ademas de las asociaciones, caracterizaciones y manifestaciones
acaecidas durante el paso por las complementariedades de la accién y la
expresion, en lo que respecta a la comprensiéon de la relacién inversa entre
cuadraturas y tangentes.
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Figura 4.21 Diagrama general proporcionado por el ATLAS.ti 6.2 en el analisis
cualitativo para la comprension de la relacion inversa entre cuadraturas y
tangentes.

El diagrama revela cémo las afirmaciones dudosas o confusas, el
desconocimiento de conceptos previos, las reflexiones tardias y las actitudes
de seguridad o inseguridad, de acuerdo al caso, son aspectos claves para
identificar posibles momentos de Folding Back en la comprensiéon del
teorema en cuestion. Pero de la misma manera, las diversas asociaciones
entre los conceptos relacionados con procesos de razonamiento infinito, las
estimaciones de areas y de pendientes y la forma de caracterizar otros
conceptos, determinan la ejecucidén de las complementariedades de la accién
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y la expresion, las cuales generan inevitablemente un avance en la
comprensién por parte de los entrevistados.

4.4 Consolidacion de las caracteristicas para las
complementariedades de la accion y la expresion en la
comprension de la relacion inversa entre cuadraturas y tangentes

La tabla 4.1 se muestra una caracterizacién para las complementariedades
de los niveles 2, 3 y 4, analoga a la que se hizo para el concepto de ecuacién
cuadratica en el Capitulo 1. Los rasgos que aqui se describen, son producto
de los analisis que se realizaron durante el proceso cualitativo en los estudios
de caso realizados y dan cuenta del momento en que el aprendiz esta
actuando o expresando.

4.5 Consolidacion de la entrevista mediante solo el Geogebra®

Es necesario mencionar en esta seccion del Capitulo, un aporte adicional
que nuestro estudio consiguié consolidar, sin ser motivo de un andlisis
cualitativo a profundidad, tal es el caso del disefio y aplicacién de la
entrevista antes descrita. Se trata de una entrevista para la comprension de
la relacién inversa entre cuadraturas y tangentes, que se logra fundamentar
s6lo con la interaccion de la herramienta Geogebra®, y para la cual, fue
escogido un estudiante con las aptitudes y destrezas necesarias para
manipularla con facilidad y asi observar en detalle, la evolucién en la
comprensién del TFC.

Sin lugar a dudas, esta entrevista se convierte en una experiencia alternativa
de caracter didactico mediante el uso de las TICs, que ayuda a analizar y
entender con mas obijetividad y profundidad cémo evoluciona el proceso de
comprensién en los estudiantes en cuanto al TFC. Como producto de esta
experiencia se elaboré un articulo, el cual se encuentra en proceso de
publicacién en la actualidad, ver el Anexo 1.
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Nivel

Accion

Expresion

Image making

Image doing

Construccion de una imagen mental o
fisica de los conceptos de pendiente,
tangente y area de una regién plana,
mediante procesos de razonamiento
infinito. La visualizacion matematica le
permite por medio de tablas de valores

Sigue las
profesor sin ningln tipo de andlisis.
examina los resultados.

instrucciones dadas por el
No

No ha pasado al image reviewing cuando
reconoce los procesos de razonamiento
infinitos inwolucrados, pero se considera
incapaz de expresar paso a paso la
construccion de los conceptos de tangente
y area.

Image reviewing

Consideracion de la imagen como un todo.
Examina paso a paso las instrucciones
dadas por el profesor, en la construccién
de los conceptos de pendiente, tangente y
area. Verbaliza la construccion de la recta
tangente como haz de secantes y la
estimaciéon de éareas, acudiendo a
particiones infinitas, brindando importancia
al orden en el que se ejecutan las
instrucciones.

También es capaz de explicar la recta
tangente como el producto de una
realizacién sucesiva de zooms, pero no
relaciona pendientes con areas

Nivel

Accion

Expresién

Image having

Image seeing

Descripcion del comportamiento de los
valores de las pendientes en una funcion
dada, para graficar la respectiva derivada,
teniendo en cuenta los conceptos de
monotonia y concavidad.

Identificaciéon de un elemento discrepante
con el concepto de recta tangente, pues al
trazar la recta tangente a funciones que
son cortadas en infinitos puntos, supera la
idea de tangente a una circunferecia. No
es capaz de expresar el concepto de recta
tangente cuando se ha desligado de la idea
de tangente a una circunferencia.

Image saying

Explicacion del por qué un elemento
discrepante con el concepto de recta
tangente no se acomoda a su imagen.
Articula las caracteristicas de una recta
tangente a una funcién, la cual es cortada
en infinitos puntos y esta en capacidad de
hablar acerca de sus acciones y llevarlas
mas alld de la accién de graficar la
tangente.
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Nivel Accion Expresion

Property predicting Property recording

Reconocimiento de las propiedades que|gyocacién del TFC haciendo un registro
tienen un funcién y su respectiva derivada. |mental y usando un lenguaje matematico
adecuado: E/ drea limitada por una
derivada y el ee x en un intervalo,
corresponde a la diferencia de las
ordenadas en la  funcion  original
correspondiente, en los extremos del
Property noticing mismo intervalo.

Identificacion de la relacion inversa entre
las cuadraturas en la derivada y las
tangentes en la funcién original
correspondiente, inicialmente para
funciones lineales y luego, para fucniones
continuas mas complejas.

Tabla 4.1 Caracterizacion de las complementariedades de la accién y la
expresion para los cuatro primeros niveles de la teoria PK, con referencia a la
relacion inversa entre cuadraturas y tangentes, de acuerdo al analisis
cualitativo realizado en el presente estudio.

Finalmente, se puede concluir de este analisis cualitativo, que los diversos
fenémenos presentados en cada uno de los casos (Valentin, Sabina vy
Luciana) dan cuenta de cémo los descriptores estan en correspondencia de
manera directa con los niveles, en el modelo de la teoria de PK y funcionan
durante el discurrir de la entrevista de caracter socratico para contribuir, en
compafhia de los Folding Back y las complementariedades de la accion y la
expresién, con el avance en la comprensién del TFC.

4.6 Tratamiento estadistico

A continuacion se desarrolla un tratamiento estadistico de los resultados
realizados en el trabajo de campo, con el fin de corroborar algunas
conclusiones y generalizar algunos resultados, mediante el disefio vy
aplicacibn masiva de un test semi-estructurado, producto del guion de
entrevista socratico disenado.
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4.6.1 Descripcion y estructura del test escrito

Teniendo en cuenta las posibles limitaciones que las entrevistas individuales
presentan durante el desarrollo del trabajo de campo, tales como: el
requerimiento de un tiempo considerable, la dificultad para masificar la
aplicacion y la posible subjetividad en la que se puede caer al evaluar las
respuestas obtenidas, se consolida el test semi-estructurado para la
comprensién del TFC en el marco de la teoria de PK, que posibilitara
determinar el nivel de comprensién a un buen numero de estudiantes y
permitird generalizar y verificar algunos resultados.

El test se ha denominado LA RELACION INVERSA ENTRE TANGENTES Y
AREAS y consta de 34 preguntas, cada una con cinco opciones de
respuesta, cuatro de ellas escogidas entre las mas representativas y que son
resultado de la aplicacion de la entrevista; y una quinta opcion abierta, para
gue puedan contestar segun su propia opinion.

Se ha elegido un grupo piloto de 50 individuos, conformado por estudiantes
de ultimo afo de bachillerato y estudiantes universitarios de primer afo de
ingenieria.

Se entrega a cada estudiante un cuadernillo con las preguntas y las hojas de
respuestas; en él aparecen las siguientes instrucciones:

“Cada pregunta te ofrece cinco opciones de respuesta (a, b, ¢, d y €), de las cuales
deberas escoger solo una. No dejes ninguna pregunta en blanco y no respondas al
azar.

En todas las preguntas, la quinta opcion (marcada con la letra e) es: Ninguna de las
anteriores. Debes seleccionar esta opcién cuando no entiendas el enunciado de la
pregunta o cuando te parezca que las otras opciones de respuesta (a, b, ¢ y d) no se
ajustan a lo que crees que seria correcto. En este caso debes escribir la respuesta
qgue consideres conveniente en el cuadernillo adicional, ademas de marcar la opcion
“e” en la hoja de respuestas.

Es posible que en algunas preguntas te parezca que hay varias opciones de respuesta
correctas. Escoge aquella opcién de respuesta que te parezca mas precisa desde el
punto de vista matematico, de acuerdo con lo que piensas acerca del tema”.

Se hace especial énfasis en cuanto al anonimato del test, en cuanto que sélo
se piden las respuestas y una informacién adicional que permite realizar un
breve estudio descriptivo, clasificando a los estudiantes de acuerdo a la
institucién a la que pertenece, su programa, su edad y su sexo. (En el Anexo
2 se muestra la hoja de respuestas que se emple6 para obtener dicha
clasificacion)
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El test esta disefiado en cuatro blogues de preguntas que permiten detectar
el nivel de comprensibn en la teoria de PK, pero las preguntas
correspondientes a cada bloque no son consecutivas, pues la secuencia
obedece a la estrecha relacion en el razonamiento de una pregunta con su
anterior o su posterior, en otras palabras, las preguntas del test estan
claramente diferenciadas, pero estrechamente relacionadas. Anteriormente
en la Seccién 3.4, ya se habia descrito la red de relaciones correspondiente a
cada bloque de preguntas.

En el Anexo 3 se presenta el test escrito que finalmente se obtuvo, después
de haber sido redisefiado en varias ocasiones.

4.6.2 Analisis estadistico

Es pertinente en el presente estudio, precisar por escrito algunas
consideraciones importantes, de acuerdo a los resultados obtenidos en el
analisis cualitativo. Por lo tanto, el tratamiento estadistico abordado persigue
corroborar las conclusiones obtenidas a través de la entrevista socratica.
Esto implica evidentemente una seleccion de instrumentos estadisticos
adecuados. Eltrabajo estadistico se lleva a cabo teniendo en cuenta:

e Eleccién de un grupo piloto de 50 estudiantes.

e Confirmaciéon de la existencia de grupos de respuestas (patrones)
suficientemente uniformes, a través de los instrumentos estadisticos
correspondientes, de modo que se pueda identificar con los niveles de
comprension.

e Disefio de un procedimiento de correccion o de valoracién de la
prueba, de modo que se automatice la clasificacién de los estudiantes
de acuerdo con su nivel de razonamiento en el TFC.

El proceso se inicia con la aplicacion del algoritmo K-medias, cuya finalidad
es precisamente la determinacién de la existencia de grupos, que en este
estudio son cuatro. La tarea dispendiosa y delicada es confirmar que cada
grupo representa un nivel de comprension en correspondencia con la teoria
de PK. Luego, con un andlisis discriminante se realiza una comprobacion de
la robustez de los resultados obtenidos. Posteriormente, se hace una
descripcién tanto del algoritmo k-medias como del andlisis discriminante.
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4.6.2.1Recoleccion y codificaciéon de los datos

En la siguiente pagina se presentan una tabla y un diagrama estadistico que
resumen la identificacion y las caracteristicas. El diagrama caracteriza a la
poblacion estudiada, identificando el 34% correspondiente a estudiantes del
grado 11° del CGV y el 66% restante a estudiantes de la U. de A.; entre
estos ultimos, el 18% son estudiantes de Ingenieria y el 16% estudiantes de
Licenciatura en Educacion Matematicas y Fisica de la Facultad de
Educacién.

TOTAL
TOTALES TOTALES
GRUPO PROGRAMA GRUPO
PROGRAMA GRUPO

PILOTO

Facultad de
Ingenierias. 9
1er. Afo
, , Facultad de
Universidad de . 17
Educacién.
Lic. en Educ. 8

Matematicas y 50

Universitarios

Antioquia

Fisica. 22 ano

Ultimo afo de
bachillerato Grado 11° 33 33
CcGvV

Tabla 4.2 Caracteristicas generales del grupo piloto.
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INSTITUCION

Il Gimnasio Vermont School
EudeA

PROGRAMA

mr
[ ingenieria
O Lic. Ed. Matemdticas

Figura 4.22 Distribucion del grupo piloto por instituciéon y por programas.

Dado que se realizara un analisis multivariado discriminante y que los datos
obtenidos son de tipo cualitativo, se elabord un patrén ideal de respuestas
que corresponde a la mejor opcidén en cada pregunta, es decir, en una misma
pregunta el estudiante, quizas pueda encontrar varias opciones que pueden
parecer correctas, pero sélo una lo es, dado que se persigue un refinado
razonamiento para obtener la comprensién de los conceptos o ideas a
indagar.

La tabla siguiente muestra las respuestas correctas que corresponden a cada

pregunta:
MEJOR OPCION MEJOR OPCION
PREGUNTA PREGUNTA
DE RESPUESTA DE RESPUESTA
P 1 c P18 c
P2 d P19 d
P3 d P 20 d
P4 c P 21 a
P5 d P22 b
P6 b P 23 b
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P7 a P24 a
P8 d P 25 c
P9 a P 26 d
P10 c P 27 d
P11 c P 28 d
P12 a P29 a
P13 b P 30 d
P14 d P 31 b
P15 c P 32 d
P16 d P 33 C
P17 C P 34 C

Tabla 4.3 Mejor opcion de respuesta en el test disefiado.

Luego, se codificaron todas las respuestas obtenidas por el estudiante
asignando el valor “1” en el caso de que su respuesta sea correcta y el valor
de “0” en caso contrario. De esta manera, se obtuvo una matriz de datos de
tipo cuantitativo con 34 variables que tomaban los valores de “0” 6 “1”. La
matriz obtenida se muestra en el Anexo 4.

4.6.2.2Analisis de clusters y descripcion del algoritmo k-medias

El andlisis de clusters es una técnica utilizada para clasificar los objetos o
casos en grupos relativamente homogéneos Illamados clusters o
conglomerados. Los objetos en cada grupo tienden a ser similares entre si y
diferentes a los objetos en otros grupos. Este andlisis se conoce también
como analisis de clasificacién o taxonomia numérica.

Tanto el analisis de clusters como el discriminante se ocupan de la
clasificacion. Sin embargo, el analisis discriminante requiere del conocimiento
previo de participacion en el grupo de cada objeto o caso que se incluye, a fin
de desarrollar la regla de clasificacion. Por el contrario, en el andlisis de
cluster no hay informacion a priori acerca de la participacion en el grupo de
ninguno de los objetos. Los datos sugieren los grupos y no se definen
previamente.
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La mayor parte de estos métodos son procedimientos relativamente
sencillos, basados en algoritmos. Los estadisticos y conceptos siguientes
estan relacionados con el analisis de cluster:

Programa de aglomeracion. Ofrece informacion sobre los objetos o
casos que se combinan en cada etapa de un proceso de agrupacion
jerarquica.

Centroide de agrupamiento. El centroide de agrupamiento son los
valores medios de las variables para todos los casos u objetos de un
grupo particular.

Centros de agrupamiento. Son los puntos de partida iniciales en la
agrupacion no jerarquica. Los grupos se construyen alrededor de
estos centros o semillas.

Participacion en el grupo. Indica el grupo al que pertenece cada
objeto o caso.

Distancias entre los centros de los grupos. Indican cuan
separados estan los pares individuales de grupos. Los grupos muy
separados son distintos y, por tanto, deseables.

Hay dos grupos de algoritmos de clusters: los jerarquicos, que van creando
clusters de tamafo pequeno, incluso inicialmente con un solo componente, y
los van fusionando hasta obtener clusters de tamarno superior; diferentes
versiones de algoritmos se diferencian por las reglas que usan para unir
clusters o separarlos; el resultado final es un arbol de clusters denominado
dendrograma, que muestra como los clusters se relacionan unos con otros.
El cluster jerarquico se ha usado, por ejemplo, para clasificacion de
documentos, o incluso para clasificacion en biocomputacion. Por el contrario,
el clusters no jerarquico calcula los clusters directamente; los algoritmos mas
populares, tales como el k-medias y el ISODATA son de este tipo.
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[ rene spss.spv [Conjunto,de daiodl] - PASW Saimies edar e e Banih. SRS |

Archivo  Edicién Ver Datos Transformar Analizar Marketing directo  Graficos  Utilidades  Ventana Ayuda

SHS L cx BLIREY BoE 40

Nombre Tipo Anchura |Decimales Etiqueta Valores Perdidos | Columnas|  Alineacidn Medida Rol
1 Registro Cadena 2 0 #DECASO Ninguna Ninguna 2 = Centrado &5 Nominal “w Entrada
2 Sexo Cadena 20 0 SEXO Ninguna Ninguna 8 = Centrado & Nominal “ Entrada
3 Edad Mumérica 5 0 EDAD Ninguna Ninguna 5 = Centrado & Escala ™ Entrada
4 Institucidn Cadena 30 0 INSTITUCION Ninguna Ninguna 10 = Centrado g Nominal “ Entrada
5 Programa Numérico 30 0 PROGRAMA 1, 117 Ninguna 10 = Derecha & Nominal “w Entrada
6 R1 Cadena 2 0 R1 Ninguna Ninguna 2 = Derecha &5 Nominal “ Entrada
it Pi Mumérico 1 0 P1 Ninguna Ninguna 2 £ lzquierda & Escala “ Entrada
] R2 Cadena 2 0 R2 Ninguna Ninguna 2 = Derecha & Nominal ™ Entrada
9 P2 Mumérico " 0 P2 Ninguna Ninguna 2 = lzquierda & Escala “ Entrada
10 R3 Cadena 2 0 R3 Ninguna Ninguna 2 = Derecha & Nominal “w Entrada
1 P3 MNumérico " 0 P3 Ninguna Ninguna 3 = Izquierda & Escala “ Entrada
12 R4 Cadena 2 0 R4 Ninguna Ninguna 2 = Derecha & Nominal ™ Entrada
13 P4 MNumérico i 0 P4 Ninguna Ninguna 2 = Izquierda & Escala “w Entrada
14 R5 Cadena 2 0 R5 Ninguna Ninguna 2 = Derecha & Nominal “ Entrada
15 P& MNumérica 1 0 P5 Ninguna Ninguna 2 = Izquierda & Escala " Entrada
16 R6 Cadena 2 0 R6 Ninguna Ninguna 2 = Derecha &5 Nominal “ Entrada
17 P6 MNumérico " 0 P6 Ninguna Ninguna 2 = lzquierda & Escala “ Entrada
18 R7 Cadena 2 0 R7 Ninguna Ninguna 2 = Derecha &5 Nominal “ Entrada
19 P7 Mumérico 1 0 B Ninguna Ninguna 2 £ lzquierda & Escala “ Entrada
20 RE Cadena 2 0 R8 Ninguna Ninguna 2 = Derecha &5 Nominal “w Entrada
21 P8 Mumérico " 0 P8 Ninguna Ninguna 2 = lzquierda & Escala “ Entrada
22 RS Cadena 2 0 R9 Ninguna Ninguna 2 = Derecha & Nominal “w Entrada
23 Pa MNumérico " 0 P9 Ninguna Ninguna 2 = Izquierda & Escala “ Entrada
24 R10 Cadena 2 0 R10 Ninguna Ninguna 2 = Derecha & Nominal “w Entrada
25 P10 Numérico i 0 P10 Ninguna Ninguna 2 = Izquierda & Escala “w Entrada
26 R11 Cadena 2 0 R11 Ninguna Ninguna 2 = Derecha & Nominal “ Entrada

Tabla 4.4 Ambiente de la vista de variables ofrecida por el SPSS.

El k-medias, también llamado a veces c-medias, funciona de la forma
siguiente: se escoge inicialmente un numero de clusters (se halla ese numero
usando alguna técnica de analisis exploratorio, o, la mayor parte de las
veces, a criterio del experto). Se escogen aleatoriamente el mismo ndmero
de vectores de referencia, usando alguna provisién adicional, por ejemplo,
una distancia minima entre ellos; a continuacion, se asigna cada elemento de
la muestra de entrada al vector de referencia mas cercano. Una vez
asignados todos los vectores de la muestra, se actualizan los vectores de
referencia como la media de todos los vectores en un cluster. El algoritmo se
repite hasta que en dos iteraciones no varien los vectores de referencia, es
decir, la distancia media de los vectores de la muestra a los vectores de
referencia mas cercanos o ganadores.

El algoritmo de k-medias viene incluido en el programa estadistico SPSS,
que fue desarrollado en la Universidad de Chicago y es uno de los mas
difundidos. La versién 18.0 es la utilizada para el analisis de los datos de
esta investigacion.
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En la Figura anterior se muestra el ambiente que el SPSS ofrece para
introducir los datos y ver las variables*®. Cada variable tiene el nombre en la
primera columna y posteriormente se debe especificar el tipo de variable, la
anchura, nimero de decimales, entre otras caracteristicas.

4.6.2.3Aplicacion del algoritmo k-medias en el presente estudio

El propédsito es confirmar que en el conjunto de datos del grupo piloto se
pueden distinguir cuatro grupos diferenciados, que estan en correspondencia
con los primeros cuatro niveles de comprension de la teoria de PK.

Inicialmente, se permitié que el SPSS clasificara los individuos, de acuerdo a
criterios que el mismo programa establece y para lo que esta garantizado
cierta validez. Sin embargo, siendo coherentes con los cuatro clusters que
estan en correspondencia con los niveles de comprensién de la teoria de PK,
de acuerdo a los descriptores pre-establecidos, no resulta Gtil realizar un
analisis sobre estos resultados; aunque el programa logra clasificar 44
individuos y tan sélo deja por fuera de la clasificacion a seis de los individuos.

Posteriormente y después de varios intentos, con el fin de clasificar el 100%
de la poblacién estudiada, se decide trabajar con asignacién de semillas para
las medias de cada pregunta, de acuerdo al bloque al que pertenece. Se
consigue asi que las preguntas que corresponden al primer bloque les sea
asignado una media de 0,5 y a las demas el valor de 0; esto significa que
para que un estudiante sea clasificado en el nivel del Primitive Knowing, el
50% debe haber contestado correctamente tales preguntas.

Para que un estudiante sea clasificado en el nivel del Image Making, el 70%
de los estudiantes debid haber contestado correctamente las preguntas del
bloque 2 y adicionalmente la mayoria de las del bloque 1; por tal razén a
dichas preguntas se les asigna una media de 0,7.

Para que un estudiante sea clasificado en el nivel del Image Having, el 80%
de los estudiantes debié haber contestado correctamente las preguntas del
bloque 3 y adicionalmente la mayoria de las del bloque 1y 2; por tal razén a
dichas preguntas se les asigna una media de 0,8.

Para que un estudiante sea clasificado en el nivel del Property Noticing, el
100% de los estudiantes debié haber contestado correctamente las
preguntas del bloque 4 y adicionalmente la mayoria de las del bloque 1, 2 y

*® S6lo es mostrado una parte de todas las variables, dado que son 20 preguntas y 20
respuestas.
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3, a excepcion de la pregunta 18 la cual se le asigné una media de 0,8; por
tal razén a las demas preguntas se les asigna una media de 1.

Es importante hacer notar que estos valores dados a las medias de cada
pregunta son tomados a criterio del experto, de acuerdo al disefio y
aplicacion de la entrevista; de esta forma se logra clasificar al 100% de la
poblacion estudiada. Es justificable la necesidad de tener en cuenta las
preguntas de bloques anteriores para la clasificacion de los estudiantes, dada
la  existencia de preguntas que entorpecen al entrevistado
momentaneamente y preguntas confirmatorias (preguntas que estan
directamente relacionadas con los descriptores de nivel) que, en la entrevista
socratica, discriminan la asignacion de los estudiantes en un nivel de
razonamiento. La particularidad de las preguntas confirmatorias radica en el
hecho de que se hacen después de haber propiciado un avance en la
comprensién del concepto.

[ “rene semilla de experto-3.sav [Conjunto_de_datasZ] - PASW Statistics Editor de dates I 1 T T Eo3o8 x|

Archivo  Edicién  Ver Datos Transformar Analizar Marketing directo  Gréficos  Utilidades  Ventana  Ayuda

HHS e B M Hy B 0

Visible: 35 de 35 variables

CLUSTER_ |P1)P2| P3 |P4|P5|P§| P7 | P8 | Pa|P10|P11]P12 P13 P14|P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22|P23 P24 P25| P26 P27 P28| P29 P30 P31|P32| P33 P34 var
105 |0 0 0 |5 (5 |0 |0 |5 |0 (5|5 |0 (5|0 (5 [0 ]0 0|0 |0 (0|0 |0|0|0 0|00 0|0 |0|0|2 =
20,7 [T |7 T ol 7| 7|77 (7|77 |7 |7 7[00 (0|0 |0|0 |00 (0|7 |0|0|0 |00
6 & 8 8 B8 8 8 8 8 8 8 8 B8 8 8|8 8 8 8 88 B8 8 8|8 8 0 0 0 00
8

1
2 :
3 308 8 8 8
4 4010 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 1.0 10 10 1,0 10

Tabla 4.5 Asignacion de medias para cada pregunta por bloque en el SPSS.

Resultados de la clasificacion®

Numero inicial de casos Grupo de pertenencia pronosticado

1 2 3 4 Total
Original  Recuento 1 24 0 0 0 24
2 0 9 0 0 9
-3 0 0 12 0 12
4 0 0 0 5 5
% 1 100,0 ,0 ,0 ,01 100,0
2 ,0 100,0 ,0 ,0]1 100,0
-3 ,0 ,0 100,0 ,0]1 100,0
4 ,0 ,0 ,0 100,0| 100,0

a. Clasificados correctamente el 100,0% de los casos agrupados originales.

Tabla 4.6 Clasificacion del 100% de los estudiantes por cluster, dado por el
SPSS.
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Con la ayuda del algoritmo k-medias, se logra clasificar a 24 estudiantes de
nivel Primitive Knowing, 9 de nivel Image Making, 12 de nivel Image Having y
5 de nivel Property Noticing; éstos ultimos que son confirmados en el nivel
después de aplicarseles la entrevista (como casos adicionales a los descritos
en el andlisis cualitativo).

4.6.2.4 Comparacion de los distintos programas del grupo piloto

En la siguiente tabla se sefnalan los estudiantes diferenciados por programa,
que de acuerdo al criterio elegido por el experto ha permitido clasificar en los
diferentes niveles de comprensién de la teoria de PK para la comprensién de
la relacién inversa entre cuadraturas y tangentes.

Resumenes de casos®

PROGRAMA
11°
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Numero inicial de casos 1
11°
11°
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19
20
21
22
23

24

Total
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N

N

N

Ingenieria
Ingenieria
Ingenieria
Ingenieria

Lic. Ed.
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Matematicas
24
11°
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11°
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Lic. Ed.

Matematicas

11°
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11°
11°
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11°
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4 e
2 11°
3 Lic. Ed.

Matematicas

4 Lic. Ed.

Matemaéticas

5 Lic. Ed.

Matematicas
Total N 5
Total N 50

Tabla 4.7 Clasificacion de los estudiantes por cluster en el SPSS,
discriminando el programa.

Se pueden identificar en el nivel del Primitive knowing, 17 estudiantes de
grado 11° del CGV, 5 de Ingenieria y 2 de Licenciatura en Educacién
matematicas y Fisica; en el nivel del image Making, 6 del CGV, 2 de
Ingenieria y 1 de la Licenciatura; en el nivel del Image having, 8 estudiantes
del CGV, 2 de ingenieria y 2 de Licenciatura y finalmente; en el nivel del
Property Noticing, 2 estudiantes del CGV, 3 de Licenciatura y 0 de Ingenieria.

La Tabla 4.2 caracterizé los diferentes grupos y subgrupos de acuerdo a las
instituciones y programas de procedencia de los estudiantes que conforman
el grupo piloto. Dichas instituciones son la U. de A. de caracter publico y el
CGV, de caréacter privado; la primera ofrece programas de educacién
superior y la segunda, ofrece bachillerato académico bilingiie con un
curriculo internacional.

Para acceder al programa de Licenciatura en Educacién Matematicas y
Fisica y a los programas de Ingenierias, es necesario superar el examen de
admision, que consta de dos pruebas, una de aptitud verbal que equivale a
un 50% vy la otra de razonamiento légico que equivale al otro 50%. La
Facultad de ingenieria de la U. de A. es una de las més grandes del pais y
ofrece los programas con mayor demanda. Los estudiantes de ingenieria
tienen en su plan de estudios, el ciclo de ciencia basicas, que hasta el primer
ano, consta de los siguientes cursos: Caélculo Diferencial e integral,
Geometria Euclidiana, Geometria Vectorial y Analitica y Matematicas
Operativas. Por su parte, los estudiantes del segundo afio del programa de
Licenciatura en Educacién Matematicas y Fisica tienen en su plan de
estudios, en la linea de Matematicas, los siguientes cursos: Légica y Teoria
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de Conjuntos, Introduccién al Calculo, Calculo en una Variable, Calculo en
Varias variable, Ecuaciones Diferenciales, Analisis Matematico, estadistica,
Geometria Euclidiana, Geometria Vectorial, Algebra Lineal, Sistemas
Numeéricos y Estructuras Algebraicas.

El CGV ha ocupado en los Ultimos dos afos*’los primeros lugares, en la
categoria de colegios de caracter privado a nivel departamental y nacional, al
igual que en las pruebas ICFES, en las que ha obtenido un desempefio de
valoracion Muy Superior. Los estudiantes de grado 11°tienen en su linea de
Matematicas cinco horas de Calculo, dos de Estadistica y una de Geometria
Analitica.

Teniendo en cuenta las caracteristicas de las instituciones y programas que
conforman el grupo piloto del estudio estadistico, analicemos la pertenencia
de los estudiantes de cada programa a los diferentes cluster
correspondientes a los cuatro primeros niveles de la teoria de PK, segun la
clasificacion hecha por el programa SPSS.

INSTITUCION

Bl Gimnasio Vermont School
60,0% Eude A

Porcentaje

Numero inicial de casos

Figura 4.23 Barras de porcentajes de estudiantes clasificados en los niveles
de comprension, por cada institucion.

*” Dado que es un colegio que hasta ahora s6lo ha graduado dos promociones de
estudiantes de ultimo afo de bachillerato.
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PROGRAMA
W 11°
60,0% [ Ingenieria
[ Lic. Ed. Mateméticas

Porcentaje

Nuamero inicial de casos

Figura 4.24 Barras de porcentajes de estudiantes clasificados en los niveles
de comprensién, por cada programa.

Aunque no es nuestro objetivo deducir conclusiones de este breve analisis
estadistico, si podemos conjeturar la validez de que el test funciona para una
poblacion heterogénea, en la que un considerable porcentaje no ha pasado
por los cursos regulares de Calculo y, tan sélo, manejan las ideas intuitivas
de area, tangente, pendiente y funcion; sin embargo, los resultados muestran
una proporcion bastante uniforme, de acuerdo al numero de estudiantes por
programa.

Lo anterior es corroborado con los porcentajes mostrados en los diagramas
de barras de la Figura anterior: en ellos se evidencia que cerca de un 50% de
los estudiantes de Ingenieria y del CGV estan ubicados en el nivel del
Primitive Knowing, y tan sélo el 25% de la Licenciatura. Contindan los
resultados muy homogéneos para los dos primeros programas en el nivel del
Image Making con el 20%, y el 12% para los de Licenciatura; alrededor del
20% para los dos primeros programas y del 25% para los de Licenciatura,
ubicados en el nivel del Image Having y, por ultimo, se destaca que el 37,5%
de los de Licenciatura se alcanza a ubicar en el nivel del Property Noticing.

Se destaca asi que el caracter socratico de las preguntas del test, permiten
ubicar estudiantes de casi todos los programas del grupo piloto en los
diferentes niveles de comprensién de la teoria de PK, sin necesariamente
haber pasado por una ensefianza sistematica a nivel superior de los
conceptos del Calculo y haciendo que el estudiante contraste sus ideas
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preconcebidas con las nuevas. El test constituye en si una experiencia de
aprendizaje para el estudiante.

4.6.2.5 Las preguntas discriminantes segun el criterio del experto y su
correspondencia con los descriptores

Se puede observar en el andlisis estadistico, que para la clasificacion de un
estudiante en un nivel de comprensién, las semillas de las medias para las
preguntas de bloques anteriores al mismo nivel son necesarias, pues
permiten identificar sutiimente las preguntas discriminantes que estan en
correspondencia con los descriptores de separacién, como ya se habia
anotado en la Seccion 3.3.

A continuacién, se especifica por niveles las preguntas discriminantes y sus
correspondientes descriptores:

] ] Preguntas
Nivel Descriptor .
discriminantes
1.7 2,3
Primitive Knowing
1.8 17,19
Image Making 2.5 20, 21, 22, 23
Image Having 3.9 33, 34

Tabla 4.8 Las preguntas discriminantes, en correspondencia con los
descriptores de separacion.

En la Tabla 4.8, se muestra como las preguntas 2 y 3 son claves para estar
en el nivel siguiente del Image Making, dado el descriptor 1.7 como
descriptor de separacion entre el primero y segundo nivel. De la misma
manera se interpretan las demas preguntas discriminantes.

4.6.2.6 Analisis discriminante

El analisis discriminante es una técnica estadistica que permite estudiar las
diferencias entre varios grupos de objetos, con respecto a varias variables
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simultaneamente. Es una forma de clasificar y asignar individuos a grupos,
conocidas sus caracteristicas.

El andlisis parte de una tabla de datos de n individuos en los que se ha
medido p variables cuantitativas independientes o “explicativas” como perfil
de cada uno de ellos. Una variable cualitativa adicional (dependiente o
“clasificativa”), con dos o mas categorias, ha definido por otros medios el
grupo al que pertenece cada individuo. La tabla de datos sera pues, una
matriz de n filas y (p+1) columnas en las que cada caso figura con un perfil y
una asignacion de grupo.

El problema que resuelve el Andlisis Discriminante puede formularse de la
siguiente manera: entre todas las combinaciones lineales de variables, busca
aquellas que tienen una varianza externa maxima — con el fin de resaltar las
diferencias entre grupos -, y una varianza interna minima — con el fin de que
la dispersidn entre las clases esté bien delimitada -. Estds combinaciones
lineales seran las funciones discriminantes. Esta técnica reduce el nimero
inicial de variables, que determinan las diferencias entre los grupos, a una,
dos o mas nuevas variables. Las funciones lineales discriminantes son
combinaciones lineales de las anteriores, de tal manera que ellas solas son
capaces de identificar o discriminar adecuadamente los grupos previamente
construidos como las variables originales.

En este estudio se usé el analisis discriminante para explicar la pertenencia
de cada estudiante del grupo piloto a uno u otro cluster. Por otro lado, el
Andlisis Discriminante nos permite cuantificar el peso que cada variable (P;)
tiene a la hora de distinguir entre los grupos.

Dado que se dispone de un gran numero de variables, y se quiere saber
cudles de ellas son las que mejor contribuyen a discriminar entre los grupos
(que serian las preguntas discriminantes), se ha elegido el “Método de
inclusion por pasos”. Este procedimiento comienza seleccionando una Unica
variable que es la que produce una mayor discriminacion, a continuaciéon se
empareja esa variable con todas las demas para comprobar cual es el par
que produce mejor discriminacién. El par obtenido se combina con las
restantes variables hasta obtener la mejor tripleta y asi sucesivamente hasta
que las variables que quedan sin seleccionar sean aquellas que no aportan
nueva informacion o lo hagan en cantidad minima.

Una vez seleccionadas las variables, a partir de ellas se determinan las
funciones discriminantes canédnicas, en el caso de que haya mas de dos
grupos que permitan al analista establecer las distancias entre los grupos
que se estan investigando.
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Para realizar el analisis discriminante mediante el método de inclusion por
pasos, se dio como variable de agrupacién la clasificacion obtenida por el
algoritmo de las k-medias con el criterio del experto.

Por otra parte, las funciones discriminantes utilizadas permiten establecer un
sistema de coordenadas sobre el que se situan las posiciones de los
vectores de medias de los grupos y la posicion relativa de las unidades
experimentales. Esto proporciona representaciones graficas, que indican la
manera en que se distribuyen los individuos en los grupos, alrededor de sus
respectivos centroides. La siguiente Figura muestra grupos diferenciados de
estudiantes representados por anillos que estan muy cerca a sus centroides,
de acuerdo al analisis discriminante, lo que hace pensar en una eleccién
adecuada de las preguntas discriminantes. Estos grupos se han asociado
con los cuatro primeros niveles de comprension en la teoria de PK

funciones discriminantes canodnicas

Numero inicial de
107 casos
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3
O4
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Figura 4.25 Grafica del analisis discriminante y la correspondencia de los
individuos a sus respectivos centroides.

Finalmente, se observa como el andlisis discriminante realizado con las
medias mostradas en la Tabla 4.5, establecen claramente la diferencia de los
individuos, permitiendo visualizar sus distancias a los centroides vy
corroborando una vez mas la correspondencia de los descriptores con los
niveles de comprension en la teoria de PK.
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5 CONCLUSIONES

En el contexto del aprendizaje de conceptos del Analisis Matematico, ha sido
evidente a través de los afios, la preocupaciéon que la Educacion Matematica
ha manifestado por las complejidades que se presentan en el acto mismo de
su ensefianza, y han sido muchos los intentos para que las dificultades sean
superadas, a través de investigaciones que originan estrategias de
intervencién didactica y metodoldgica al interior de las aulas de clase,
provistas por investigadores en el mismo campo de la Educacion Matematica
y de las mismas Matematicas. En este sentido, las conclusiones del
presente estudio se desarrollan a partir de: la consecucion de los objetivos, el
diseno de la entrevista socratica, la direccién de un trabajo de investigacion a
nivel de maestria, las proyecciones hacia el futuro y el desarrollo de nuevas
lineas de investigacion en el grupo de Educacién Matematica e Historia (U.
de A. - EAFIT).

5.1 Consecucion de los objetivos

El presente estudio se propuso como objetivo general, plantear la entrevista
socratica para la comprensién del TFC en el marco de la teoria de PK, como
estrategia metodoldgica para abordar los procesos de razonamiento infinito
involucrados en los conceptos de tangente y area, que subyacen en el TFC,
y de esta manera avanzar en su comprension.

Para lograr el objetivo, se hizo necesario plantear la consecucion de los
siguientes objetivos especificos:

1. Rastrear conceptos como los de area, pendiente, tangente, derivada e
integral definida, y su relacion con el desarrollo historico del TFC, lo que
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permitira reconocer en detalle algunas dificultades en el proceso de
comprension, en el contexto de la teoria de PK.

En el Capitulo 2 se logra rastrear la manera en que los conceptos relativos al
TFC son abordados por diferentes matematicos, en diferentes momentos
histéricos, y la forma natural en que las concepciones intuitivas previas al
concepto-definicién propio del momento, son modificadas y evolucionan en
cada periodo, de acuerdo al concepto-imagen proporcionado inicialmente, en
la mayoria de los casos, por la Geometria.

Sin lugar a dudas, el alcance de este referente histérico en la evolucién del
TFC, hace reflexionar en el contexto de la Educacién Matematica, a los
investigadores y docentes que a diario se enfrentan a las dificultades que
presentan los estudiantes cuando los conceptos de tangente, pendiente,
area, derivada e integral son abordados, y es asi como la entrevista socratica
en el modelo de la teoria de PK, se convierte en una estrategia metodologica
adecuada para indagar acerca de la comprensién del TFC vy, entra a formar
parte de las herramientas para buscar y analizar informacién relevante a un
concepto, en el mismo marco teorico.

2. Identificar las caracteristicas propias de los cuatro primeros niveles de
comprension que propone la teoria de PK y articularlas con el estudio
del TFC.

Uno de los principales aportes de este estudio tiene que ver con la
adecuacion original de las caracteristicas de los primeros cuatro niveles de la
teoria de PK con la comprension de la relacion inversa entre cuadraturas y
tangentes. En este orden de ideas, el disefio de la entrevista de caracter
socratico para la comprension del TFC, permite dilucidar como las ideas
intuitivas geométricas de recta, pendiente y secante corresponden al
Primitive Knowing; el paso por los procesos de razonamiento infinito en los
conceptos de recta tangente y area, propician la construccién de imagenes
mentales en conjunto con la actividad de aproximar, y corresponden al /mage
making; el andlisis del comportamiento de las tangentes de una funcion
favorece la identificacion de propiedades globales facilmente identificables en
la construccion de la grafica de su derivada y corresponde al nivel de Image
Having y, finalmente, el reconocimiento de la relacién inversa entre
cuadraturas y tangentes corresponde al nivel de Property Noticing.

La consecucién de este segundo objetivo especifico, se relaciona

estrechamente con el planteamiento de descriptores que son obtenidos, de
acuerdo al tercer obejtivo especifico.
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3.  Plantear los descriptores preliminares de cada uno de los cuatro
primeros niveles de comprension para el TFC, los cuales direccionaran
y refinaran el guion de entrevista de caracter socratico.

Como aporte fundamental de la presente investigacién, la concepcién de los
descriptores logra construir una  caracterizacion para las
complementariedades de la accion y la expresion en la comprensién del TFC
para el segundo (/Image doing, Image reviewing), tercero (Image seeing,
Image saying) y cuarto nivel (Property predicting, Property recording), en
coherencia con el analisis cualitativo del disefio metodolégico, ya explicitado
en el Capitulo 4 para los casos de Valentin, Sabina y Luciana. También se
logra establecer un mapa del recorrido en el modelo de la teoria de PK para
cada caso, direccionado por los descriptores y el reconocimiento de los
Folding Back detectados, en funcion de las preguntas del investigador y de
las respuestas dadas por los estudiantes.

Este estudio también permite establecer cdmo, ademas de los Folding Back
dados durante la comprension del TFC, son dados también en modelos de
comprensién de otros conceptos, al interior de la teoria de PK, lo que hace
pensar que es natural realizar pausas dentro del proceso de comprension de
un concepto A, para recurrir a otro concepto B de forma momentanea, fuera
del modelo en el que se avanza, para luego retomar el modelo actual y asi
poder continuar comprendiendo.

Modelo alternativo en el que se
acude momentaneamente a otro
Concepto B, para realizar un
Folding Back y continuar con la
comprensidn del Concepto A

Maodelo para comprender el Concepto A

Figura 5.1 Se muestra la posibilidad de un Folding Back fuera del modelo en el
que se esta comprendiendo.
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Vale la pena precisar que el planteamiento de descriptores para la
comprensién de un concepto matematico en el marco de la teoria de PK,
resulta como aporte novedoso en el prensente estudio, dado que hasta el
momento no se conocen investigaciones en este marco tedrico que utilicen
la técnica de la deteccion de niveles de comprensién a partir de descriptores,
obtenidos durante la aplicacion de las entrevistas socraticas.

4.  Disenar un test basado en el guidn de entrevista de caracter socratico,
con el fin de comprobar que es posible la deteccion de los niveles de
razonamiento propuestos en la teoria de PK; al mismo tiempo que se
automatiza la adscripcion de los estudiantes en su correspondiente
nivel.

Con base en el analisis del guién entrevista y los resultados obtenidos
durante su aplicacion, se disefio un test semi-estructurado con respuestas de
opcién multiple, denominado LA RELACION INVERSA ENTRE
CUADRATURAS Y TANGENTES, que facilité consolidar y analizar una
experiencia educativa de mayor alcance poblacional y obtener datos
estadisticos suficientes para corroborar los resultados obtenidos en las
entrevistas, con respecto a la clasificacion de los estudiantes en los niveles
de comprensiéon. El test esta disefiado en cuatro bloques de preguntas en
correspondencia con el nivel de comprensién en el que se encuentra un
estudiante, lo que posibilita automatizar la entrevista.

El tratamiento estadistico anterior, se logr6 mediante un Analisis de Cluster
con el SPSS, que permitié contemplar un mayor numero de variables que
intervienen en la experiencia educativa, lo que hace mas confiable, completo
y suficiente el estudio.

Tras lo dicho anteriormente, se puede evidenciar la importancia de generar
en el estudiante un pensamiento critico, creativo y discursivo durante el
proceso de comprensidon de conceptos matematicos, o que es propio del
didlogo socratico, en el cual interviene la pregunta como elemento detonante
para desencadenar momentos de Folding Back que, en términos de la
entrevista socratica, entorpezcan al aprendiz ante un posible error o
confusién, pero a la vez desencadene momentos de complementariedades
de accion y expresion que lo saquen de la confusién y asi avanzar en su
proceso de comprension.

Otro aspecto importante radica en el hecho de que la teoria de PK se ha
podido extender a la comprensién de conceptos especificos del Analsis
Matematico, que ha involucrado procesos de razonamiento infinito como el
de aproximacién, en la ideas de tangente, pendiente y area; aunque Meel lo
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ha hecho de manera general (Meel, 1998), en conceptos amplios del
Andlisis, como lo son los de Limite, Derivada e Integral.

Hasta ahora, se conocen investigaciones en Educacion Matematica
realizadas en el contexto de la teoria de PK, mientras que otras han sido
realizadas en el contexto de la entrevista de caracter socratica; el presente
estudio logra vincular de manera acertada ambos referentes, uno como
marco tedrico, y el otro, como estrategia metodoldgica, logrando alcanzar
Optimos resultados en el analisis y avance de la comprension del TFC, lo que
puede sugerir su aplicacidén para otros conceptos. En la misma direccién, el
decélogo tenido en cuenta a partir del estudio realizado por (Londono &
Jurado, 2005) asegura un buen disefio de entrevista, ya que las
caracteristicas que lo componen giran en torno al desarrollo de comprension,
lo que facilita que el estudiante construya su propio conocimiento.

5.2 Sobre el diseno y el discurrir de la entrevista

Los aportes fundamentales de la presente investigacion para el disefio de
una entrevista de caracter socratico, en el contexto de la teoria de PK,
radican en los siguientes aspectos que se deben tener en cuenta:

e Es necesario garantizar que los entrevistados tengan un minimo de
informacién incial e ideas intuitivas, que indiquen el razonamiento en
el Primitive Knowing.

e El investigador debe concebir cada una de las preguntas que se
disefian, con una intencionalidad clara y en contexto con el nivel de
comprensién de acuerdo a la teoria de PK, lo que posteriormente hace
mas coherente al analisis cualitativo, producto del trabajo de campo.

e Dados los procesos de razonamiento infinito que son inherentes a los
conceptos del Analisis matematico, y al auge con que las TICs han
venido permeando la Educacibn en la actualidad, resulta
indispensable involucrar software adecuados, de acuerdo al concepto
a trabajar, que ayuden a los estudiantes participantes de la entrevista
socratica a corroborar resultados y construir imagenes mentales que
agilicen su avance en la comprensién del concepto. Para nuestro
caso particular, el uso de la herramienta Geogebra® fue un elemento
clave, que ratific6 o refutdé algunas conjeturas y, permitid superar
momentos de Folding Back presentados durante la entrevista.
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e Oftro elemento esencial para el disefio de la entrevista socrética, tiene
que ver con la implementacion adecuada de la visualizacion
matematica, la cual esta en correspondencia con los primeros niveles
de la teoria de PK.

e Debe tenerse en cuenta que el lenguaje utilizado durante la entrevista,
debe estar en funcién de las preguntas hechas por el investigador y de
las respuestas dadas por el entrevistado, y debe ser refinado en la
medida en que avance el desarrollo de la entrevista.

e El andlisis cualitativo permite establecer la relacion entre la teoria de
PK, la entrevista socratica y el aprendizaje de un concepto
matematico, lo que refleja en términos actuales propiciar un ambiente
adecuado para que los estudiantes desarrollen competencias
matematicas que estimulen otros aprendizajes de otros conceptos,
desde el punto de vista de los argumentos, la comunicacion y la
capacidad para proponer.

e En esta investigacion, se implementé un sencillo dispositivo que
consiste de segmentos verticales (para ser asociados con ordendas
posteriormente) y permite conectar las ideas intutivas con ideas mas
elaboradas para abordar la comprension del TFC.

12
1
10

-1

Figura 5.2 Dispositivo empleado en la entrevista de caracter socratico para el
presente estudio.
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En otros estudios como los de (Londofio & Jurado, 2005), (Esteban, 2003),
(Jaramillo C. , 2001), entre otros, el disefio de la entrevista socratica para la
comprensién de diversos concepto del Andlisis Matematico, involucran un
dispositivo para conseguir el objetivo. A partir de los anteriores resultados y
del obtenido en el presente estudio, se puede conjeturar que la
implementacién de un dispositivo elemental permite acceder facilmente a la
comprensién de un concepto matematico, y es necesario en el disefio de una
entrevista socrética, en el contexto de un modelo o teoria educativa, pues
contribuye a que el desarrollo del trabajo de campo se lleve a cabo con mas
naturalidad y efectividad en el proceso de comprension.

En cuanto a los aportes fundamentales de la presente investigacion para el
discurrir de una entrevista de caracter socrético, en el contexto de la teoria
de PK, radican en los siguientes aspectos que se deben tener en cuenta:

e Se corrobora una vez mas la necesidad de procurar iniciarla en un
ambiente relajado, lo que es especialmente importante cuando se
entrevista a estudiantes mas jévenes (de bachillerato) y, por tanto, se
debe dedicar el tiempo suficiente para crear ese clima, enfatizando
que no se trata de un examen. Se explica que con las contestaciones
de la prueba no se queda ni bien ni mal, sino que se pretende saber lo
gue piensan acerca de algunas situaciones sencillas. Tras esto, y con
la intencién de motivarlo a realizar la entrevista con interés, se le hace
la observacidn sobre nuestra intencion de apreciar su razonamiento.

e Con las primeras preguntas se le debe dar confianza sobre la sencillez
de la prueba aunque, a medida que va evolucionando, las preguntas
solicitan un mayor nivel de atencién y concentracion. Todos los
estudiantes que se entrevistan deben colaborar voluntariamente y, en
todos los casos, se pide una cierta discrecion sobre el contenido de la
prueba para evitar, dentro de lo posible, que se entreviste a alguien
que de alguna forma ya tenga familiaridad con su contenido (se cree
que, sin ser algo decisivo, que es conveniente la improvisacion en el
entrevistado). También es importante informarles que sus datos
personales van a ser confidenciales, pero que sus respuestas se
usaran para un trabajo de investigacién. Para diferenciar la prueba de
un examen, se toma solamente el nimero de la entrevista para
asegurar una identificacion del caso. Se intenta que todas las
entrevistas se hagan en condiciones bastante semejantes, aunque
cada entrevista produce un dialogo peculiar entre entrevistado y
entrevistador.

e Un dato que puede resultar significativo sobre el desarrollo de la
entrevista es el cansancio que manifiestan la mayoria de los
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estudiantes al finalizarla. El detalle es relevante si se pone de
manifiesto que se encuentran ante una prueba relacionada con el
razonamiento, cuyo socratismo provoca el entorpecimiento y los obliga
a la evolucion en el razonamiento y la readaptacién de imagenes
conceptuales. En este sentido se puede senalar también que, a pesar
de las advertencias iniciales, algunos estudiantes preguntan, al
finalizar la prueba, sobre el resultado, pues estan interesados en saber
si lo han hecho bien. Una vez terminada, se les da una explicacién
detallada de la motivacién de cada pregunta, de la interpretacién que
se hace de sus respuestas, como se considera que va evolucionando
su progreso hacia el entendimiento y cémo se puede detectar. Todo
parece indicar que la experiencia consigue captar su interés y no les
deja indiferentes.

e La experiencia alerta sobre la relativa facilidad que puede darse en
confundir socratismo con dirigismo, de modo que se hace necesario
tener buen cuidado en no influir en las respuestas (sobre todo, cuando
éstas son manifiestamente incorrectas) atendiendo hasta detalles
aparentemente menores. Es aqui donde Ila experiencia del
entrevistador es importante, ya que le brinda fluidez a la entrevista sin
obstaculizar el razonamiento del entrevistado con gestos de
aceptacion o negacion, entre otros. La actitud general debe ser
siempre tranquilizadora, coherente con lo expuesto al principio, dando
predominio al dialogo frente a la busqueda de resultados. En algunos
casos, hay que redirigir las preguntas para evitar afirmaciones que no
tienen que ver con el razonamiento estudiado y que impiden el
progreso del mismo.

5.3 Direccién de un trabajo de investigacion en el marco del programa
de Maestria en Educacion: Docencia de las Matematicas (U. de A.)

Como otro de los productos de este estudio se logra consolidar bajo mi
direccion un trabajo de investigacion en el programa de Maestria en
Educacion, en la Linea de Docencia de las Matematicas, titulado La
comprension del concepto de continuidad, en el marco del modelo de Pirie y
Kieren, que se contextualiza, como su nombre lo indica, en el mismo marco
teorico de la presente investigacion.

El trabajo respondié a una pregunta crucial: ;; Cédmo evoluciona el proceso de

comprensién del concepto de Continuidad, en un estudiante de Calculo
Diferencial?
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Investigadores en varios paises, estan de acuerdo en que el concepto de
continuidad es particularmente dificultoso para los estudiantes, ya que
involucra la comprension previa de otros conceptos fundamentales como el
de Limite, ademas de ser abordado por los docentes desde una componente
visual-geométrico asociada con las graficas de las funciones, lo cual genera
la percepcidn errénea de la continuidad como una caracteristica global de las
curvas y no como un concepto local asociado al control de errores, tal como
lo presentaron algunos de los rigorizadores del calculo como Cauchy y
Lacroix.

Se reconoce asi, la necesidad de valorar los elementos constructivos y de
interaccidén social en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas; lo
cual convierte a las interacciones en el aula, en agentes fundamentales en la
construccién y comprension de conceptos en esta area.

La investigacion estad basada en un enfoque cualitativo y usa el estudio de
casos, en el cual son tomados cuatro estudiantes elegidos voluntariamente:
dos de una Institucién Educativa oficial de Medellin, matriculados en el grado
undécimo de la educacion Media y, otros dos de una Universidad Publica,
adscritos al programa académico de Licenciatura en Matematicas y Fisica,
matriculados en el curso de Calculo Diferencial.

La recoleccion de la informaciéon se hizo mediante tres instrumentos
diferentes:

e La aplicacion de una entrevista semi-estructurada de caracter
Socrético a cada uno de los estudiantes.

e La observacion colectiva de los cuatro estudiantes en un espacio
abierto donde se discuten ideas con respecto a la continuidad y se
asumen diversos roles, de acuerdo con el nivel de comprensién.

¢ |as producciones escritas de cada uno observadas en las respuestas
dadas en un taller; en él expresan y evidencian su conocimiento sobre
el concepto y su habilidad para construirlo e interpretarlo en diversos
gréficos.

e Al finalizar la recoleccién de la informacién, se analizaron los
resultados arrojados por el instrumento frente a la solucion de la
pregunta de investigacion y posteriormente, se triangulé la informacién
para darle peso y validez a las conclusiones.

Terminado el proceso de andlisis y la triangulacion de la informacion, se
generaron conclusiones que buscaron dar respuesta a la pregunta de
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Investigacion y se propusieron algunas alternativas para mejorar el
desempefio de los estudiantes participantes en el estudio. Se pudo constatar
cémo el lenguaje, la comprensién de conceptos previos, las interacciones
entre los estudiantes y la forma de abordar la continuidad en el aula durante
el proceso de ensefanza, influyen radicalmente en la consecucion de la
comprensién del concepto de Continuidad; objetivo deseable y prioritario,
junto con los demas conceptos que se abordan en el curriculo, para todos
los que participan en Educacién Matematica.

Toda vez que el trabajo descrito anteriormente comparte el mismo marco
tedrico del presente estudio, al igual que es utilizada la entrevista socratica
como estrategia metodolégica, la tarea de haber participado como Director
del trabajo de investigacion en la Maestria, contribuyd en forma directa a
profundizar y analizar con mayor objetividad y detalle, los casos observados
en Valentin, Sabina y Luciana, constatando algunas regularidades vy
conclusiones, observadas en el proceso de compresién durante el paso por
los niveles postulados por la teoria.

5.4 Proyeccion hacia el futuro

El presente estudio debe actuar como factor motivante en investigadores y
docentes-investigadores en el campo de la Educacion Matematica, para
desarrollar estrategias metodoldgicas y de caracter didactico, que:

e Permitan desarrollar la implementacion de las TICs, para que en
conjunto con la entrevista de caracter socratico y la teoria de PK, se
puedan consolidar experiencias educativas al interior del aula de clase
y, mediante guias o médulos de trabajo para el aprendizaje de otros
conceptos matematicos, el docente pueda conocer de manera mas
profunda cdmo es que se da el proceso de comprensidén matematica
de los estudiantes, convirtiendo el aula en laboratorios de
investigacién en Educacién Matematica.

e Promuevan cursos de capacitacion en una plataforma MOODLE®, con
el fin de que se pueda disefiar una automatizaciobn de pruebas
masivas virtuales, en el contexto de la teoria de PK.

e Propicien cambios de paradigmas en la ensefianza de las
Matematicas.

Por otro lado, los futuros trabajos de investigacién que se abren partiendo de
este estudio, giran en torno a las siguientes ideas:
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e La posibilidad de analizar el proceso de comprension del TFC, en
estudiantes y profesores de Matematicas que logren razonar en los
ultimos cuatro niveles de la teoria de PK y, de igual manera como se
logra en el presente estudio, consolidar una entrevista socratica, una
serie  de descriptores y una caracterizacion para las
complementariedades de la accién y la expresion que identifiquen
casos de estudio particulares para la interpretacion de un analisis
cualitativo.

e Un estudio similar al presente, que permita disefiar una entrevista de
caracter socratico en el contexto de la teoria de PK, para la otra parte
del TFC en el que se usa la funcién de acumulacién®® (Purcell &
Varberg, 2007, pag. 233), la cual corresponde a la igualdad

di(jgmf(f)dt):f[g(x)].g'(x), donde f es continua en un intervalo
x a

abierto que contiene a a.

e Extender la entrevista socratica como estrategia metodolégica para
acceder a otros conceptos especificos del Andlisis Matematico, en el
contexto de la teoria de PK.

e Desarrollar un estudio comparativo en el disefio y aplicaciones de
entrevistas socraticas para la comprensién de conceptos matematicos,
una sin el uso de herramientas computacionales y otra, s6lo con el uso
de ellas; observando las implicaciones didacticas y fenomenoldgicas
que al interior del proceso de aprendizaje se logran apreciar.

e Consolidar técnicas estadisticas que correspondan de manera
adecuada a resultados que se obtienen en los estudios desarrollados
en el marco de la teoria de PK. Es conveniente mencionar la
investigacion de (Jaramillo & Ceballos, 2005) en el que se utiliza el
Andlisis Factorial de Correspondencias Mudltiples (A.F.C.M) para
corroborar una vez mas la importancia del analisis multivariado en la
validacion de investigaciones en los que se desea detectar el nivel de
comprensién de un estudiante en un modelo o teoria de la Educacion
Matematica.

8 por funcién de acumulacion, los autores se refieren particularmente a la funcidén

F(x) =ij(t)dt, dado que acumula el area bajo una curva desde un valor fijo x=a

hasta un valor variable x.
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5.5 Acerca de como se enmarca la presente propuesta en el grupo de
investigacion: Educacion Matematica e Historia (U. de A-Eafit).

El grupo de investigacién Educacion Matematica e Historia (U. de A-Eafit) en
la linea de Pensamiento Matematico Avanzado ha centrado sus esfuerzos en
la formacion de alto nivel de investigadores en didactica de las matematicas y
en la cualificacidn matematica de los participantes de la misma, en tanto que
docentes de matematicas, e investigadores en didactica de las matematicas,
deben tener un profundo conocimiento de la disciplina que ensefian. Se han
desarrollado varios trabajos de investigacion, algunos de ellos auspiciados
por Colciencias, para contribuir al desarrollo de estrategias metodoldgicas
que han permitido a estudiantes de Ultimo afno de bachillerato y primero de
universidad comprender conceptos como los de recta tangente, derivada y
convergencia de una serie infinita, las cuales han sido contextualizadas bajo
el enfoque de seis nucleos problematicos, sobre los cuales el grupo ha
centrado su trabajo.

Teniendo en cuenta el problema identificado y de acuerdo a los objetivos
alcanzados en este estudio, se enmarca en el grupo de investigacion
focalizando su trabajo en dos de los seis nucleos problematicos que el grupo
propone, ellos son:

Nucleo problematico 2. dentificacion de los obstaculos de tipo visual y
geométrico que impiden la adecuada integracién entre el concepto-imagen y
el concepto-definicibn del concepto objeto de estudio. Para ello, se
aprovechan las TICs y en genral, las ventajas que ofrece el ordenador en el
diseno de pruebas que pongan en evidencia dichos obstaculos.

Nucleo problematico 3. Identificacién de los momentos historicos relevantes
en la evolucién del concepto objeto de estudio.

Finalmente, este trabajo de investigacion, presenta la teoria de PK como un
marco teorico pertinente para facilitar la comprension de conceptos del
Andlisis Matematico, usando como estrategia metodoldgica la entrevista de
caracter socratico y, posibilita una metodologia alternativa y apropiada para
el estudio de la comprensién de otros conceptos matematicos.
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ANEXO 1: Consecucion del Articulo

TANGENT LINES TO A CURVE AND
AREAS BELOW IT: A SOCRATIC
EXPERIENCE AIMED AT AN INTUITIVE
APPROACH TO THE FUNDAMENTAL
THEOREM OF CALCULUS

René Alejandro Londoio and Pedro Pérez Carreras

Universidad de Antioquia (Medellin, Colombia) and Universidad Politécnica de
Valencia (Espafa)

“You cannot understand a theory unless you know how it was discovered”
Ernst Mach

Abstract. Our aim is to construct a suitable concept-image which hopefully
facilitates the understanding of the intuitive content of the Fundamental Theorem of
Calculus for High School students which have not been trained yet in integration. By
considering tangent lines and areas instead of derivatives and integrals and basing our
considerations in the idea of local straightness of a continuous curve, we perform a
Socratic interview supported by the use of a computer generated tool to arrive to our
desired conclusion.
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1. Introduction

The Fundamental Theorem of Calculus (FTC) specifies the relationship between the
two central operations of Calculus: differentiation (as a limit of Newton quotients)
and integration (as a limit of Riemann sums) stating roughly that the definite integral
of the rate of change of a quantity over an interval of time (or over some other
quantity) is the total amount of that quantity accumulated in that interval or, more
precisely: The Evaluation Part of the FTC says that if we have an anti-derivative for a
continuous function f, then the limit of the Riemann sums of f over the interval [a,b]
can be evaluated in terms of the anti-derivative of f. The Anti-derivative Part of the
FTC says that for any continuous function f,; the function defined as the limit of the
Riemann sums of f with variable upper limit x gives us an anti-derivative. In other
words, so long as the function to be integrated is continuous, anti-differentiation and

limits of Riemann sums give us the same answers.

On the one hand, FTC provides us with a method for finding the actual value of a
definite integral rather than using approximation techniques, providing an alternate
and usually much easier route to the evaluation of the integral and works for that class
of functions that have an elementary anti-derivative. It is easy to treat the FTC as a
procedure for symbolic manipulation, in effect as a definition and not a theorem: the
difficult process of limited Riemann sums is changed into a simple difference of
values of an anti-derivative. However, such an approach generally leaves students
vulnerable to the misconceptions: (i) FTC is reduced to a computation without any
meaning attached to the thing being computed. The two sides of the equality have a
priori quite different meanings, and it is a surprising fact that they are equal: it allows
for the computation of the integral, but often the surprise is lost on students because
the integral does not have meaning for them independently of the computation and (2)
it obscures the fact a problem that naturally gives rise to a limit of Riemann sums can
be evaluated using anti-derivatives, but also that anti-derivatives can always be

generated from limits of Riemann sums.
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2. Purpose
Intuitively, the theorem simply states that the sum of tiny changes in a quantity over
time (or over some other quantity) adds up to the net change in the quantity, which is
the continuum version of the discrete one: for a function F defined discretely in
[1,n+1], if f stands for the differences f(k):=F(k+1)-F(k), the sum of f(k) from 1 to n
F(n+1)-F(n) + F(n)-F(n-1) + ... + F(2)-F(1) amounts to F(n+1)-F(1). Since f(k) equals
(F(k+1)-F(k))/(k+1-k), f is the discrete analog of the derivative of F.

Our purpose is to conduct a Socratic educative experience aimed at High School
students which are trained in elementary differentiation and approximation techniques
to calculate areas below a curve but have not developed yet a mathematical theory of
integration. We shall rely in the importance of indirect learning and meaning making
to find a blend of cognitive, emotional, and motivational processes by constructing an
appropriate cognitive structure for the intuitive content of TFC via the idea of local
straightness of a continuous curve, including all mental images, visual
representations, experiences and impressions as well as associated properties and
processes necessary to prepare them for an easy transition to its conventional
mathematical treatment once the idea of limit is understood, which is particularly
important due to the fact that most students never internalize the limit definition,
perhaps because they can survive calculus with no definition for the integral other
than anti-differentiation. Their relative lack of mathematical sophistication at this

stage might be a bonus if we are able to make them suitably awed by the emergence

of the FTC.

Once embarked in the route of the mathematical theory, it is also important that
students realize that the Fundamental Theorem of Calculus is a theorem and not a
definition of a method for evaluation of definite integrals. Whether they see the proof
or not, it 1s important that they know that one exists and that it is critically important

to the development of calculus.
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3. Our approach

By means of a semi-structured clinical interview, we shall provide the means for the
construction of such a cognitive structure which incorporates visual, numerical and
algebraic connotations with the help of a computer generated tool covering all those
aspects. Around twenty interviews were carried out. The participants agreed to the
audio recording of the interviews and also to the use of their corresponding
transcriptions in our analysis. Their previous formation in Mathematics was the
habitual one of students sailing through the Baccalaureate in Colombia. Of course not
all interviewees were capable of completing the interview; as a matter of fact, only
one third of them finished it satisfactorily. To show how the experience went for
those students, we have assembled a single interview with a fictitious student, whose
answers come from a variety of students who were able to reach the interview’s
conclusion and were heavily edited to make it readable, avoiding false starts, silences,
clumsiness and hesitations, although what is given below is a fair representation of
their clarity of thought and adaptability. Overcoming difficulties contribute to
conceptual learning but in order to keep this article within reasonable bounds,
dysfunctions do not show in the following transcription of our interview, since the
responses belong to the more gifted students. However, in a forthcoming study, we
shall study them, point out the causes of failure and propose remedial or tutorial
actions for those students which were not able to reach the interview’s conclusion as

well as validating our study in the frame of van Hiele’s model.

4. The Tool

Our tool, based on GeoGebra, shows a window with five components (see Figure 1):
tool bar, symbolic bar, plotting facility, sliders and table of values. The tool bar is
located in the upper side of the window and allows zoom manipulation and allows to

choose objects to interact with the graph: line drawing, location of cursor and points,
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etc...; the symbolic bar is located below and allows to write algebraic expressions of
the functions; the plotting facility allows the plotting of the function selected below;
the sliders are used to select the extremes of the numerical interval of abscissas, the
number of subintervals defined by the chosen grid and the algebraic visualization of
the function and, finally, the table has four columns showing the interval, the number
of subintervals and the accumulation of areas of the rectangles determined by the grid

with heights chosen at midpoints.

4| e @
|| Dragorselect abjects (Esc) )
&

Interval exti
Top=10

Interval Slope | Subinterv... | Area

1
2

Lower=0 <
—_— 4
5

6

%

B

Partition in n sub-intervals

n=1

Function

f(x)= 11

® input

Figure 1.

5. The interview and students’ responses

Phase 0 (prerequisites)

Functions: We remind him of what a function is. He has been already introduced to
this notion and hence is expected to manipulate it with confidence although we are
conscious of the variety of traps hidden in this notion due to competing meanings (a
graph, a formula, an action, a process or an object) as well as existing misconceptions
and the little connection existing between formal and informal and diffuse views of a
function. We do so as a fine tuning on what he already knows in an abstract setting.

Verbally, as a rule which assigns to each of certain numbers, some other number;
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algebraically, we follow the usual drill with no apparent opposition: following the
sometimes referred to as the Bourbaki approach, we point out that the word rule is
itself vague and not necessary; what is essential to a function is the idea of pair of
numbers, one y associated with the other x. We might write them as a pair in order
(x,y) which suggests the possibility of visualizing changing numbers by curves in the
Cartesian plane. When this is the case, we write y = f(x), read “f of x” (Euler’s
notation). We point out that there is no symmetry in the treatment of both variables. It
is always the second variable that is uniquely determined by the first and not always
vice-versa, X is called the independent variable and y the dependent one. We insist in
the idea of co-variation of variables, that is, how one variable's change affects the
change of another variable, since not thinking about co-variation results in an
impoverished understanding of rate of change and, hence, of the derivative (see [3]

for a Socratic treatment of co-variation).

He will always object to the absence of a well-defined rule; for him, a function f need
that a variation in x has to be systematically reflected in the y and that manipulation
carried out on x produces y. Our tool will deal with the computational and visual
aspect of the notion identifying functions with computer programs, although we are
not clear if the analogy is properly understood. We check that, algebraically and
visually, understands the meaning of continuous (in the intuitive sense which includes
the fact of having a tangent line at every point) monotonic increasing and decreasing
functions and we point out that the graphs we are going to deal with consist of

juxtapositions of continuous monotonic paths.

Tangent lines to a graph: He understands it as a line which touches the curve without
cutting it and expected to have only one point in common with the curve, as the
ancient Greeks understood the concept. Its slope stands for a visual understanding of
what the derivative of the function whose graph is the curve in question is (see [2] for

a Socratic treatment of the notion of tangent line).
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Area: It is understood in some naive sense as a quantity representing amount or extent
of a surface. He recognizes that he is not aware of a definition of ‘area’ but some
formulae are at his disposal to calculate it in an exact way for polygons. Accepts that
‘area under a curve’ has to be defined, but that it is possible to obtain an approximate
estimation of it by using the technique of exhausting the surface using more and more

figures of known areas (see [1] for a Socratic treatment of the concept of area).

Phase 1 1 (how to go local visually)
We question him on his visual understanding of tangent lines and areas.

Pr: (introducing a function, explains how to choose points on the graph using sliders
and produces the corresponding secant line, see Figure 2) Let us choose two points on
the curve. The curve between those two points may look very different from the
portion of secant joining them.

St.: Sure, but not so much if the points stay close together.

Pr.: The closer they are, the better the coincidence?

St.: Yes obviously.

Pr.: In other words, every continuous curve can be viewed as locally straight.

St.: What do you mean?

Pr.: (pointing to the screen) Imagine that you direct your attention to a point in the
curve and perform a zooming process several times. What do you see?

St.: Zooming process means?

Pr.: Going local by applying an equal reduction of scale on both axes around a chosen
point. The more you zoom, the smaller the scale used, like using a microscope with
different magnifying lenses.

St.: After several zooms, the curve becomes, not quite, but almost straight ...
(manipulates the tool producing zooms using the tool bar, see Figures 3 a to d)

Pr.: It deviates little from a segment. Imagine you enlarge the segment to produce a
straight line. Which line?

St.: The secant from the point to a close point of the curve?

Pr.: Indeed, globally the secant line and the curve may look very different, but locally
they are very close one to another. The more zooms you perform or, speaking in
terms of secants, the closer both points are the corresponding secant lines deviate less
and less from the portion of curve. What happens if you proceed further performing
zooms?

St.: After several zooms I see a straight line, well ... a segment.

Pr.: Imagine you maintain the segment and proceed to undo the zooming process
recuperating the curve. What is the relation between the curve and the segment?

St.: The segment stays tangent to the curve at this point. Enlarging the segment we
have the tangent line to the curve.

Pr.: Thus, every zoom operation produces a secant line and the graph over very short
intervals deviates little from the tangent line, which can be considered as the final
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product of performing more and more zoom operations. That is what ‘locally straight’
means
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Now we explain why local straightness is the key which enables to obtain the tangent
line and allows the approximate estimation of areas, but first we insist in the local
straightness property of the curve, this time without the zooming facility.

Pr.: Choose a point on the curve and let us try to find the tangent line to this curve at
this point. Could you somehow reformulate the zooming procedure above in terms of
taking secant lines without zooming?

St.: (pensive and using pencil) Zooming around a point means seeing the curve with a
magnifying glass, that is, looking at a small portion of the curve. Each time I see
points of the curve that are closer to the point. The portion of curve seen behaves
more and more like a secant segment.

Pr.: Right, but since you are not allowed to zoom ...

St.: Since I cannot reduce scale, it amounts to take points on the curve which stay
closer and closer to our selected point and draw the corresponding secants.
(Manipulates the tool sliding the right point)

That is the secant beam.

Pr.: (producing the tangent line, see Figure 4) Which seems to glue to this line.

St.: And which is the desired tangent line.

] =

5 [

A ]
\ntewa\ememes/é F sm nnnnnnnn . Area
=Ny

Figure 4

Erasing our previous figures, we turn our attention to the area problem

Pr.: (setting f(x)=x and considering the interval [2,4]) For our graph, how do you
proceed to obtain an estimation of the area enclosed?

St: I select a grid on the interval and I can see myself drawing rectangles.

Pr.: (selecting a grid with n= 1) Once the grid is selected you have to choose what
height you should consider. Let us chose midpoint height (activating sliders, see
Figure 5). The area of the rectangle can be thought of as the width of the strip
weighted by (i.e., multiplied by) the height of the strip. How good is that?
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St.: (pointing at the screen) There are two triangles here, which are congruent and
hence have the same area. Since one cancels the other, the midpoint choice is in fact
exact for measuring areas. No need for a larger grid.

Pr.: If, instead of using the bisectrix, we take any other straight line (producing
f(x)=2x in the interval [2,4], see Figure 6)

St.: (pensive) No change in the conclusion.

Pr.: (drawing a monotonic increasing path concave upwards in [2,4], see Figure 7)
Could you extend this method to other non-linear graphs?

St.: (hesitating) Not with this grid. A larger grid is necessary.

Pr.: How large?

St.: (manipulating the tool) As large as we get a curve portion which deviates little
from a straight line.

Pr: But the size of the portion needed may vary from place to place. How de we
choose the grid so that our argument is valid in the whole interval, that is, for all
portions of the curve?

St.: (pensive) Well, experimenting (doing so, see Figures 8 a to b) I settle for the
smallest needed. And I use this size to determine the number n of rectangles needed,
which in this case n =4, seems a good choice .

Pr.: Hence, the local straightness idea again, which in order to be effective, translates
into taking more points in the grid.

St.: Yes, once the grid is settled, the midpoint choice draws a rectangle whose area
coincides with the one of the trapezoid limited by the tangent line which in turn is
very close to the actual area since the curve is almost a line.

Pr.: (producing such a curve) What if the curve is concave downwards? Does it work
also for monotonic decreasing paths?

St.: (see figures 9a to ¢ where several choices n=1,2,4 are seen) The same idea works
fine; the midpoint choice seems to provide a good approximation.

Pr.: Let us summarize our findings: the rectangle midpoint choice provides a good
approximation for monotonic continuous curves because, selecting an appropriate
uniform grid, (i) the curve can be well approximated by linear functions and (ii) the
choices are exact for linear functions. The point is to choose an appropriate grid for
each of them.

St.: Agreed. Although, when we do this, we will not be able to succeed completely
because there will always be pieces with curved sides.

Pr.: But then the key idea is that the sum of the areas of the strips will be a very close

approximation of the actual area, and the more strips we cut, the closer our
approximation will be.

St.: The same idea of the secants going for the tangent line. Now the accumulation of
strips goes to the actual area, by taking rectangles with increasingly smaller bases and
adding area contributions.

Pr.: (producing a non monotonic graph in the plotting facility, see Figures 10a to b )
What can we do with this graph?

St.: Hmm ..., decompose it in monotonic paths and apply midpoint choice rectangles
to each path and add areas or, simply, perform our choice simultaneously.
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Phase 2 (how to go local numerically: calculation of slopes of tangent lines and

areas)
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We introduce numbers to our considerations above. We activate the plotting facility
and use the interval sliders to show the evolution of the slopes of the secants of the
beam (Figure 11a) and estimates of the areas of rectangles (Figures 11 b,c,d),
respectively where a progressive increase in the number of rectangles is seen to

produce an estimation.

Pr.: Can you explain what you see?

St.: I can guess the numerical values of slopes. Considering, let us say the interval
[2,4], fixing the slider for 2 and sliding the right one I can see more and more secants
approaching the tangent line.

Pr.: What about their respective slopes?

St.: The tables show their slopes and their values seem to approach the number 5
from above. Thus, 5 would be my guess for the slope of the tangent line to the curve
at abscissa 2.

Pr.: Why 5 and not 5.00017?

St.: (manipulating the tool) Hmm..., if I continue stretching the interval [2,2.001] the
shown slopes repeat progressively all decimal digits and we can get as close to 5 as
desired. Is it possible to show more digits at the table?

Pr.: (doing so) Indeed.

St.: (repeating procedure) You can see that the number of ceros behing the decimal
point increase. I stand by my guess.

Pr.: (erasing previous figures except the function) Concerning area estimations?

St.: (using the slider for the interval [2,4]) By considering more and more covering
rectangles, it is clear that the method is effective to approach the actual area, but I
need to consider the tables to make a numerical guess. For n between 1 and 10, from
n=6 on two decimal digits stay stable. For n=100, four digits repeat themselves and
for n=300, five are stable.

Pr.: What is your guess for the actual area?

St.: Supposing I could proceed indefinitely, 2.3333... should stabilize to 2+1/3, that
is, 7/3.

Figure 11 a) Figure 11b)

275



@ ot

276 | ANEXO 1: Consecucion del Articulo

etz

René Alejandro Londoio Cano

Function

L

Figure 11 ¢) Figure 11 d)

Now we have a computational method to evaluate slopes (derivatives) and areas

approximately. Now we deal in how our two problems give rise to two new functions.

Pr.: (showing a graph with several tangent lines drawn in el plotting facility and their
respective slopes, see Figure 12) Is there any relation between monotonicity and the
sign of the derivative?

St.: Increasing paths have positive derivative, decreasing paths have negative
derivative.

Pr.: If the derivative is positive at every point, the curve depicts an increasing
function. If the derivative is negative, we are talking of a decreasing one.

St: Hence it goes both ways ...

Pr.: As the independent variable x changes, so does the dependent variable f(x), but
also the derivative f’(x).

St.: Hmm, if its slope keeps changing from point to point, there should be an x in the
expression for the slope accounting for this change.

Pr.: Do you mean that, if the derivative has a value at all points, then it's clear that it's
also a function?

St.: (unsure) Well ..., yes

Pr.: So, for our function f, we can talk about the function f', which is its derivative,
where f'(x) stands for the derivative of f at the given abscissa x ...

St.: Thus, f* has a graph also.
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s

Figure 12

Now we consider the graph of a function f delimited by lines x=a and x=b and the x-
axis. . By hand, we draw the graph of the constant function f(x)=2 over the interval
[1,2] and we proceed to estimate the area enclosed from 1 to a certain x. If A(x)
stands for this area, clearly A(x) equals 2x. We activate the plotting facility showing

f(x) and A(x) (see Figures 13 a and b.

Pr.: Can you consider A as a function?

St.: If x changes, so does A(x) and hence it is a function.

Pr.: Call it the accumulation function for f (producing the graph of a function lying
above and below the x-axis, see Figure 14)

St.: Why not the ‘area’ function?

Pr.: Is not exactly the same. Let us see how it works.

St.: (pointing at the screen) When the graph is above the axis, A(x) is increasing.

Pr.: If you continue moving x beyond the point where f vanishes

St.: A(x) starts to decrease, since the heights of the rectangles there are negative.

Pr.: (producing a graph of the accumulation function, see Figure 15) Hence A(x) does
not stand for the area accumulated so far.

St.: Right, only if the graph of f stands above the axis.

Pr.: The point x where f(x) equals O produces ...

St: The largest value for the function A.

Pr.. A maximum for A(x).Then we have three relationships between A and f (f
positive, A increasing; f negative A decreasing and maximum A where f vanishes)
are precisely those enjoyed by a function and

St.: And its derivative.

Pr.: (producing the simultaneous graphs of f and A, see Figure 16 ) Which leads us to
speculate that f is the derivative of A.

277



278 | ANEXO 1: Consecucion del Articulo
René Alejandro Londoio Cano

-

Interval extremes
=2

2
3
Partii =S Partiion in n sub-intervals

3 . 7
| — 0
Funct + Function z
A= 2x [} f(x)=2 z
" [
n )
" “
[ [
% %
[ \

" " —1
" ®
) )
Fil| F
= a
= =
= u
3] F]

0 rout s mars . L o -] cammans
[ | o
. s e o v 4
. | e R Ty £N e Y e

2 2
2

artiion s
Funclion
)= Sxx-2)(x-5)

Figure 14

Accumulation Function

F(xj=0.0626x -0.5633333333x +1.265

2
0 o .
F{xf=0.0625x -0.5833333333x +1.25x | &

Figure 15

. < o
(N e ET N
2
a

Figure 16

Phase 3 (the connection: from local to global)

Pr.: If two different problems -calculating slopes of tangent lines and areas under
a curve- are solved by different considerations but ending somehow in the same
idea of approximation which is made possible by the local straightness of the
curve, what do you suspect?
St.: That it might be a connection between both problems.
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Pr.: (activating the plotting facility with a linear function f(x)=mx) It is possible.
Let us start by placing ourselves in the context of a function whose graph is a
straight line.

St.: The derivative being the same everywhere also, since all tangent lines
coincide at every point. The derivative is the slope of this common tangent line.
Pr.: Yes. Take any abscissas a and b, and look at table of values for the slope m
you mentioned, draw the right triangle with sides b-a and f(b)-f(a), this last
number being the displacement experienced in the interval from abscissas a and b
(see Figure 17). Make also a drawing of the derivative.

St.: (doing so) It is a horizontal line of height m.

Pr.: The area below this graph limited by aand b ...

St.: It is the area of a rectangle, that is, m(b-a) (see Figure 18)

Figure 17 Figure 18

Pr.: Which looking at your first picture coincides with ...

St.: The slope m being the tangent of the angle shown in the figure, our area
estiation is the difference f(b)-f(a)

Pr.: That is, how much f has changed from a to b.In other words, that area below
the derivative function shows how much the function has changed when moving
fromatob.

St.: Sure. And what is the relevance of all that?

Pr.: Should our conclusion be true, not only for the linear function but also for any
other function, we would be able to reconstruct the function if we had information
on the derivative, just by calculating areas, as we speculated before.

St.: How so?

Pr.: (uses paper and pencil and after activates the plotting facility) Suppose a
small portion of f* could be plotted as a decreasing graph at decreasing rate in the
first quadrant (see Figure 19) and suppose two abscissas a and b lying close
together. How do you think the corresponding graph of f may look like?
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Figure 19

St.: (puzzled) I don’t know at which altitude f(a) I may start graphing f.

Pr.: Right, choose any altitude f(a).

St.: f* being positive and evolving downwards... I draw the curve as an increasing
path at increasing rate, but I don’t know where f(b) stands.

Pr.: Right again. Let us see if we can estimate where f(b) lies. Supposing a and b
are close enough to consider the graph of f’ locally straight, the area lying
between a and b and the curve f* can be estimated as the area of a rectangle, that
is, the area is f’(a)(b-a), where f’(a) is measuring the slope of f at abscissa a.

St.: (draws) We are reproducing in a small portion what we did for a linear
function, since we are dealing again with the local straightness idea.

Pr.: Yes.

St.: (referring to his drawing of the graph of f) Going to the graph of f, this area
coincides with f(b)-f(a). Thus, knowing this area and f(a), I may be more precise
in estimating where f(b) lies and how to graph f starting from altitude f(a). Now I
understand, but what happens if a and b are not that close together?

Pr.: Remember our considerations on how to estimate areas approximately? Let
us say that for narrow strips its area is indeed measured by the stated difference.
For broad strips, we consider them as taken to be built up from a large number of
tiny ones and ...

St.: (we activate the plotting facility with a decreasing graph at decreasing rate in
the first quadrant for f) We get the total drea below the curve in the interval [a,b]
(draws a partition of the interval) ... which corresponds to adding all stated
differences

Pr.: That sum is called telescopical since there are cancellations ..

St.: (calculates by hand the telescopic sum) Yes, adding f(b-1)-f(a)+f(b-2)-f(b-
1)+...f(b)-f(...)) ... and I get again f(b)-f(a)

Pr.: Which measures..

St.: How much the graph of f rises over the entire interval. I see ... (Figures 20 a
to d)
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Pr.: And the same argument can be made to work for other path configurations
and, juxtaposing configurations, for any graph.

St.: (long silence) If what you say works and if I understand correctly, we have
the following situation: if I know a function f but not its derivative f’, I can
calculate f* by taking slopes. If I know f” but not f, I can calculate f by taking
areas. Is that what you mean?

Pr.: Precisely and that is called, not without reason, the Fundamental Theorem of
Calculus. Calculating areas is very important for geometry, as you can guess, and
profoundly important for the physical sciences where the definitions of many
physical entities can be cast in a mathematical form like the area under a curve.
St.: Just one more question: since I was free in selecting f(a), are there many f
available for a known {*?

Pr.: Yes, but their graphs are closely related: obtain one and slide it up or down
vertically. Those are the f you want and nothing else.
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ANEXO 2: Hoja de respuestas para el test

IDENTIFICACION

Institucion:

Grado o semestre:

Programa:

Edad:

Sexo:

CUADRO DE RESPUESTAS N¢

Para cada pregunta rellene el circulo que corresponde a su eleccidn.
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ANEXO 3: Test semi-estructurado

LA RELACION INVERSA
ENTRE CUADRATURAS Y
TANGENTES

INSRUCCIONES

Cada pregunta te ofrece cinco opciones de respuesta (a, b, ¢, d y e), de las
cuales deberas escoger solo una. No dejes ninguna pregunta en blanco y
no respondas al azar.

En todas las preguntas, la quinta opciéon (marcada con la letra e) es: ninguna
de las anteriores. Debes seleccionar esta opcién cuando no entiendas el
enunciado de la pregunta o cuando te parezca que las otras opciones de
respuesta (a, b, ¢ y d) no se ajustan a lo que crees que seria correcto. En
este caso debes escribir la respuesta que consideres conveniente en el
cuadernillo adicional, ademas de marcar la opcién “e” en la hoja de
respuestas.
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Es posible que en algunas preguntas te parezca que hay varias opciones de

respuesta correctas. Escoge aquella opcidén de respuesta que te parezca

mas precisa desde el punto de vista matematico, de acuerdo con lo que

piensas acerca del tema.

1. Considera la recta que se muestra a continuacion. ¢ Crees que tiene
longitud?, ¢ crees que tiene pendiente?

. Tiene longitud, pero no tiene pendiente.
. Tiene pendiente, pero no tiene longitud.
. Tiene longitud y tiene pendiente.

. No tiene longitud ni pendiente.

®O O O T

. Ninguna de las anteriores.
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2. En la siguiente ilustracion se muestra una secuencia de rectas. ¢Cual de

ellas crees que tiene la mayor pendiente y cual la menor pendiente?

/ Recta ?

Recta 1 \

Hecta s Recta 4 Recta 3

La de mayor pendiente es la recta 4 y la de menor la recta 1.
La de mayor pendiente es la recta 3 y la de menor la recta 3.
La de mayor pendiente es la recta 3 y la de menor la recta 1.
La de mayor pendiente es la recta 4 y la de menor la recta 3.

®© o 0 T 9o

Ninguna de las anteriores.
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3. ¢ Podrias describir las pendientes de las rectas que se presentan en el

siguiente plano cartesiano?

a. Las pendientes de las rectas que estan entre y=0 y y=x varian
entre 0 y 1, mientras las pendientes de las que estan entre y=x vy

x=0 varianentre 1 y 2.

b. Las pendientes de las rectas que estan entre y=0 y y=x varian
entre 0 y 1, mientras las pendientes de las que estan entre y=x vy

x=0 varian entre 1 e oo.

c. Las pendientes de las rectas que estadn entre y=—x y y=0 varian
entre —1 y 0, mientras las pendientes de las que estan entre x=0 y
y=—x varian entre - y —1.

d. Las opciones b y d son correctas
e. Ninguna de las anteriores.
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Aporte de informacién: Observa que los valores de las pendientes de las
rectas que estan entre y=0 y y=x varian entre 0 y 1, mientras que los

valores de las pendientes de las rectas que estan entre y=x y x=0 varian

entre 1 e «. De la misma manera, los valores de las pendientes de las

rectas que estan entre y=—x y y=0 varian entre -1 y 0, mientras que los
valores de las pendientes de las rectas que estan entre x=0 y y=-x varian

entre —e y —1.

4. Dadas las dos rectas de diferente pendiente en el plano cartesiano,

¢cuantas rectas de pendientes distintas existen entre ellas?

a. Sélo dos, ya que no es posible trazar mas.
b. Ninguna, ya que no es posible trazar mas.
c. Infinitas, ya que hay infinitos nimeros reales entre otros dos dados.

d. Unas cuantas mas, pero hasta cierto nimero.

()

. Ninguna de las anteriores.
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5. A continuacion, se presentan las graficas de algunas funciones en el
plano cartesiano, que te pueden ser muy familiares. En el orden de
izquierda a derecha y de arriba abajo, ¢podrias identificar sus
respectivas expresiones algebraicas?

-2 2

-2

-4

-2 2 4

1
x2

1 1
a. y=—, y=x, y=—, y=x'b. y=—, y=x"+1, y=+x, y=x*
x x

1 1
c. y=x2, y=x', y=+/x, y=;d.y=x2, y=x'+1, y=+/x, y=;

e. Ninguna de las anteriores

290



291 | ANEXO 3: Test semi-estructurado
René Alejandro Londoio Cano

6. Observa las siguientes regiones sombreadas. Sélo una de las siguientes
afirmaciones es la correcta:

Figura 1 Figura 2

2 . 1

-2
-4 f

-6

-8

Figura 3 Figura 4

a. La region sombreada de la figura 1, esta limitada por la funcién y=2y
el eje x.

b. La regidn sombreada de la figura 2, esta limitada por la funcién y=x*,
el eje x y las rectas verticales x=1y x=5.

c. La regibn sombreada de la figura 3, esta limitada por la funcién
y=—x", el eje x y las rectas verticales x=-2y x=-1.

d. La regién sombreada de la figura 4, esta limitada por la funcién
y=cosx Yy el eje x

e. Ninguna de las anteriores
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7. Observa cada una de las funciones que se muestran a continuacién. En
cuanto al crecimiento o decrecimiento de las funciones que se muestran

a continuacion, se puede afirmar que:

NoWwoa v oo

3 -2 1 1 2 3

Figura 3 Figura 4

a. La funcién y=x* de la figura 1, decrece en el intervalo (—,0) y crece
en el intervalo (0,+e0).
b. La funcion y=x’+1 de la figura 2, decrece en todos los reales.

c. La funcién y=+/x de lafigura 3, crece en todos los reales.

2 1 , .
d. La funcién y=— crece en el intervalo (—,0) y decrece en el intervalo
X

(0,00).

e. Ninguna de las anteriores.
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8. A continuacion se presentan las mismas funciones de la pregunta

anterior. ¢Qué podria afirmarse en cuanto al signo de la funcién?

S
NooWw R 0o

oo
[ T ST VR

Figura 1 Figura 2

Figura 3 Figura 4

a. La funcién y=x* de la figura 1, es positiva en el intervalo (—,0) y
negativa en el intervalo (0,+co).

b. La funcion y=x’+1 de la figura 2, es positiva en todos los reales.

c. Lafuncion y= Jx dela figura 3, es positiva en todos los reales.
d. La funcién y:l es negativa en el intervalo (—e°,0) y positiva en el
X

intervalo (0,).

e. Ninguna de las anteriores.
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Aporte de informacion: Dado el punto (x,y) en el plano cartesiano, al valor

de x se le llama abscisa y al valor de y ordenada.

9. En el plano se muestran algunos segmentos verticales sobre el eje x.
¢ Podrias identificar algunos pares de segmentos, cuya diferencia de las
ordenadas en los puntos superiores sea 47?

12
u
10

-1

a. Los segmentos sobre las abscisas: 2y 3,4y 7,2y 5,9y 10,6y 9.
b. Los segmentos sobre las abscisas: 1y 2,4y 6.

c. Los segmentos sobre las abscisas: 1y 2,7y 9.

d. Los segmentos sobre las abscisas: 1y 5,4y 8,5y 9,6y 10.

e. Ninguna de las anteriores.
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10. ¢ Crees que estas dos figuras que se muestran a continuacion podrian

tener la misma area?, ;por qué?
é

a. No, porgue no tienen la misma forma.

b. No, el cuadrado tiene mas area que el rectangulo.

c. Si, porque se podria dividir el cuadrado y disponerlo para formar el
rectangulo.

d. Si, siempre un rectangulo y un cuadrado tienen la misma area.

e. Ninguna de las anteriores.
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11. Considera las siguientes regiones limitadas en el primer cuadrante del
plano cartesiano, tal como lo muestra la figura. ;Crees que se puede

calcular el area de cada una de ellas?. En caso afirmativo, ¢como?

v

v

v

a. Si, usando las férmulas de la Geometria

b. Si, usando una regla.

c. De las primeras cuatro si, pero para la ultima regién, habria que
dividirla en pequefios rectangulos y aproximar su area.

d. No, ya que no hay medidas.

e. Ninguna de las anteriores.
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12. Considera la pardbola y=x> y una recta que la corta en los puntos

A(1,1) y B(3,9). ¢Cudl es la pendiente de esta recta?

=
[~}

[l A B A -2 B B - B«

a. 4, ya que la recta sube 4 unidades por cada unidad que avanza

horizontalmente.

b. i ya que la recta sube 4 unidades por cada unidad que avanza

horizontalmente.
c. No tiene pendiente.
d. 1
e. Ninguna de las anteriores.
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13. En la siguiente sucesion de imagenes se observa cada vez, un mayor
nimero de rectas secantes que cortan a la curva y=x> en el punto (1,1)

y otro punto cada vez mas cercano a él. ;Podrias describir el conjunto

de secantes que se estabilizan en la recta que sélo corta a la curva en el

punto (1,1) ?, podrias describir esta Ultima recta?

a. Las secantes asi trazadas son infinitas y la Ultima en la que se

estabilizan, es la recta tangente en el punto (L1).

b. Las secantes asi trazadas son finitas y la Ultima en la que se

estabilizan, es la recta tangente en el punto (1,1).
c. Todas esas rectas secantes también son tangentes en el punto (1,1).

d. En el punto (1,1) no existe la recta tangente.

e. Ninguna de las anteriores.

-4

-3
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14. ;En cual de las siguientes figuras se podria afirmar que la recta es
tangente a la circunferencia?, ;podrias decir con tus palabras lo que

consideras una recta tangente a una circunferencia en un punto?

y ¥

Figura 1 Figura2

Figura 3 Figura 4

a. En lafigura 1, ya que la recta corta en dos puntos a la circunferencia.

b. En las figuras 2 y 3, ya que la recta corta a la circunferencia en dos
puntos muy cercanos.

c. En la figura 4, ya que una recta tangente corta a una gréfica
cualquiera en un solo punto.

d. En la figura 4, ya que la recta tangente a una circunferencia la corta
s6lo en un punto.

e. Ninguna de las anteriores.
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15. Ahora, considera la funcibn y=cosx. ¢, Podrias describir las

caracteristicas de la recta tangente a la curva en el punto (0,1)?, ;qué

diferencia tiene esta recta tangente con la de la circunferencia?

-8

s T T :

-2

-6

Tiene pendiente 1 y no tiene ninguna diferencia con la tangente a la
circunferencia.
Tiene pendiente 0 y no tiene ninguna diferencia con la tangente a la
circunferencia.
Tiene pendiente 0 y corta a la funcidén en infinitos puntos, en cambio

la tangente corta en un sélo punto a la circunferencia .

. Es horizontal, pero sélo corta en (0,1) a la curva y por lo tanto no tiene

ninguna diferencia con la tangente a la circunferencia.

. Ninguna de las anteriores.
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16. ¢ Considera el punto que se encuentra marcado en la siguiente funcion
lineal. ¢Podrias describir la recta tangente a la funcién en dicho punto?,
¢cuantos puntos tienen en comuan una funcién lineal y la recta tangente a

ella en un punto?

a. No existe tangente a una recta en un punto.
b. Es otra recta cualquiera que pasa solo por ese punto.
c. Es la recta horizontal que la corta en ese punto

d. Es ella misma y por lo tanto la corta en todos sus puntos.

[©)

. Ninguna de las anteriores.
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17. Considera ahora los poligonos inscritos que se presentan en las
circunferencias iguales de la figura. Si el numero de lados de los
poligonos crece en forma infinita, ¢podrias afirmar a qué valor se acerca

el area de los poligonos asi construidos?

a. Al area de un poligono de 20 lados.

b. Al &rea de la circunferencia

c. No se acerca a ningun valor, ya que el poligono se saldria de la
circunferencia.

d. Al &rea de un poligono de infinitos lados.

e. Ninguna de las anteriores.

302



303 | ANEXO 3: Te
René Alejanc

18. El siguiente rectangulo se ha divido a la mitad; luego, la parte superior a
la mitad; de nuevo, la parte superior a la mitad, y asi sucesivamente
como muestra la figura:

¢ Crees que es posible disponer las superficies rectangulares en las que
ha quedado dividido el anterior rectangulo como una escalera infinita
decreciente en la que la altura de cada rectangulo es la mitad de la altura

del anterior, como muestra la figura?, ;Podria la escalera tener area?

a. No, porque el area del rectangulo es finita y la de la escalera infinita

b. No, porque las disposiciones no tienen la misma forma

c. Si, porque aunque hay infinitas superficies, el area de ambas
disposiciones es finita

d. Si, porque el &rea de la escalera es aproximadamente igual al area del
rectangulo

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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19. Considera de nuevo la siguiente region:

»
|

¢Las siguientes particiones realizadas, te dan alguna idea de como

calcular su area?, podrias explicarlo?

v

a. No, porque por mas particiones que se hagan, nunca se podra calcular
su area exacta.

b. Si, utilizando la ultima particién se puede calcular su area exacta.

c. No, no me da ninguna idea.

d. Si, entre mas rectangulos tenga la particibn mejor aproximacion se
puede obtener al calcular el area.

e. Ninguna de las anteriores.

304

v



305 | ANEXO 3: Test semi-estructurado
René Alejandro Londoio Cano

20. En cada una de las siguientes curvas se encuentran graficados algunos

trozos de tangentes en el intervalo (a,b). ¢Podrias describir sus

comportamientos de acuerdo al valor y signo de sus pendientes?

L

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 4 Figura 5 Figura 6

a. En las figuras 1 y 2 el valor de las pendientes de las tangentes es
positivo, sin embargo en la primera los valores disminuyen y en la
segunda aumentan.

b. En las figuras 3 y 4 el valor de las pendientes de las tangentes es
negativo, sin embargo en la primera de éstas, los valores disminuyen
y en la segunda, aumentan.

c. En las figuras 5 y 6 el valor de la pendiente en cierto punto del
intervalo es 0.

d. Todas las anteriores.

e. Ninguna de las anteriores.
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Aporte de informacion: A las funciones que tienen como ordenada, la
pendiente de la recta tangente a otra funcion dada, en cada punto de igual

abscisa, se les llama funciones-pendiente.

21. ;Podrias identificar cuales de las siguientes funciones-pendiente

corresponden a cada una de las funciones anteriores?, ¢ por qué?

£

AN

Figura | Figura Il Figura Ill

Figura IV Figura V Figura VI

a. I-1, 1vV-2, VI-3, lll-4, II-5, V-6.
b. lI-1, 1-2, VI-3, Ill-4, V-5, V-6.
c. I-1, V-2, VI-3, lI-4, llI-5, IV-6.
d. VI-1, V-2, IV-3, llI-4, 1I-5, I-6.
. Ninguna de las anteriores.

()
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22. Dada la siguiente funcién,

¢podrias identificar cudl de las siguientes curvas corresponde a la

funcién-pendiente?, ;por qué?

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

a. La figura 2, porque corta en los mismos puntos al eje x.

b. La figura 1, porque en (—,b) y (d,) la funcidn-pendiente es positiva
y las tangentes de la funcion original son positivas y en (b,d) la

funcién-pendiente es negativa y las tangentes de la funcién original
también son negativas.

c. La figura 4, porque en (—«,b) y (d,~) la funcién-pendiente es
negativa y las tangentes de la funcién original son negativas y en
(b,d) la funcién-pendiente es positiva y las tangentes de la funcién

original también son positivas.
d. La figura 3, por que los valores de las pendientes de la funcion original
varian en forma constante.

e. Ninguna de las anteriores.
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23. A continuacién se presentan dos funciones. La funcién de la derecha

representa una traslacion vertical de la primera.

¢podrias identificar cual de las siguientes funciones corresponden a las

funciones-pendiente de cada una de las anteriores?, ¢por qué?

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

a. La figura 2 para ambas, porque tiene la misma que las originales.
b. La figura 1 para ambas, porque el comportamiento de las tangentes en
las funciones originales es idéntico.

c. La figura 3 para ambas, porque es positiva en el intervalo (b,d).

d. La figura 4 para ambas, porque los valores de las pendientes de la
funcidn original varian en forma constante.

e. Ninguna de las anteriores.
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Aporte de informacion: La traslacion vertical de una funcion de la forma

y=f(x)+C, se obtiene variando el valor de la constante. Sin embargo,

todas ellas coinciden si se sobreponen

24. Considera la funcion constante y =2, como lo muestra la figura.

Identifica la respectiva funcion-pendiente. Ahora, compara el area
limitada por la funcién-pendiente y el eje x en un intervalo cualquiera, con
la diferencia de las ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la

funcién. ;Qué observas?

a. La funcion-pendiente es y=0 y el area limitada por la funcion-
pendiente y el eje x en el intervalo escogido, coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién original.

b. La funcién-pendiente es y =2, pero no observo nada.

c. La funcién-pendiente es y=2 vy el area limitada por la funcion-

pendiente y el eje x en el intervalo escogido, no coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién original.

d. La funcién-pendiente es y=0 y el area limitada por la funcion-
pendiente y el eje x en el intervalo escogido, no coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién original.

e. Ninguna de las anteriores.
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25. Considera otras funciones constantes y sus respectivas funciones-
pendiente. Ahora, compara el area limitada por la funcién-pendiente y el
eje x en un intervalo cualquiera, con la diferencia de las ordenadas en

los extremos del mismo intervalo en la funcion. ¢Qué puedes concluir?

a. La funcién-pendiente de una funcién constante es ella misma y el area
limitada por la funcién-pendiente y el eje x en el intervalo escogido,
coincide con la diferencia de ordenadas en los extremos del mismo
intervalo en la funcién original.

b. No concluyo nada.

c. La funcién-pendiente de una funcién constante es la funciéon y=0 y el

area limitada por la funcién-pendiente y el eje x en el intervalo
escogido, coincide con la diferencia de ordenadas en los extremos del
mismo intervalo en la funcién original.

d. La funcién-pendiente de una funcién constante es la funciéon y=0 y el
area limitada por la funcién-pendiente y el eje x en el intervalo
escogido, no coincide con la diferencia de ordenadas en los extremos
del mismo intervalo en la funcién original.

e. Ninguna de las anteriores.
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26. Considera la funcion lineal y=3x, como lo muestra la figura.

-2 -1 1 2

-1

Identifica la respectiva funcién-pendiente. Ahora, compara el area
limitada por la funcién-pendiente y el eje x en un intervalo cualquiera,
con la diferencia de las ordenadas en los extremos del mismo intervalo

en la funcion. ;Qué observas?

a. La funcién-pendiente es y =3x, pero no observo nada.
b. La funcién-pendiente es y=3x y el area limitada por la funcién-

pendiente y el eje x en el intervalo escogido, no coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién original.

c. La funcién-pendiente es y=3 y el area limitada por la funcion-

pendiente y el eje x en el intervalo escogido, no coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién original.

d. La funcién-pendiente es y=3 y el area limitada por la funcion-
pendiente y el eje x en el intervalo escogido, coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién original.

e. Ninguna de las anteriores.
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27. Considera otras funciones lineales de la forma y=3x+C Yy sus
respectivas funciones-pendiente. Compara el area limitada por la
funcidén-pendiente y el eje x en un intervalo cualquiera, con la diferencia
de las ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la funcién.

¢ Qué observas?

a. La funcion-pendiente es y =3x, pero no observo nada.
b. La funcién-pendiente es y=3x y el area limitada por la funcién-

pendiente y el eje x en el intervalo escogido, no coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién original.

c. La funcién-pendiente es y=3 y el area limitada por la funcion-
pendiente y el eje x en el intervalo escogido, no coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién original.

d. La funcién-pendiente es y=3 y el area limitada por la funcion-
pendiente y el eje x en el intervalo escogido, coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién original.

e. Ninguna de las anteriores.
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28. Considera otras funciones lineales de la forma y=mx+b y sus

respectivas funciones-pendiente. Compara el area limitada por la

funcidén-pendiente y el eje x en un intervalo cualquiera, con la diferencia

de las ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la funcién.

¢ Qué puedes concluir?

a.

b.

La funcién-pendiente es y = mx, pero no observo nada.
La funcién-pendiente es y=mx y el area limitada por la funcién-

pendiente y el eje x en el intervalo escogido, no coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la
funcién original.

La funcion-pendiente es y=m y el area limitada por la funcion-
pendiente y el eje x en el intervalo escogido, no coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la

funcién original.

. La funcién-pendiente es y=m y el area limitada por la funcién-

pendiente y el eje x en el intervalo escogido, coincide con la
diferencia de ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la

funcién original.

. Ninguna de las anteriores.
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29. Considera la funcién cuadratica y =3x>, como lo muestra la figura.

-1

)

3

¢ Cual de las siguientes curvas crees que sea la correspondiente funcion-

pendiente?

a. Larecta y=6xb. Larecta y=—6xc. Lacurva y=—x

y=-x

d. Lacurva y=—x’ e. Ninguna de las anteriores.
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30. Ahora, compara el area limitada por la funcién-pendiente y el eje x en un
intervalo cualquiera, con la diferencia de las ordenadas en los extremos

del mismo intervalo en la funcién. ;Qué puedes concluir?

a. No puedo concluir nada.

b. El area limitada por la funciéon-pendiente y el eje x en el intervalo
escogido, no coincide con la diferencia de ordenadas en los extremos
del mismo intervalo en la funcién original.

c. El area limitada por la funcidon-pendiente y el eje x en el intervalo
escogido, coincide con la diferencia de ordenadas en dos valores
cualesquiera del mismo intervalo en la funcién original.

d. El area limitada por la funcidon-pendiente y el eje x en el intervalo
escogido, coincide con la diferencia de ordenadas en los extremos del
mismo intervalo en la funcién original.

e. Ninguna de las anteriores.
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31. Considera otras funciones cuadraticas de la forma y=3x*+C vy sus

respectivas funciones-pendiente. Compara el area limitada por la
funcién-pendiente y el eje x en un intervalo cualquiera, con la diferencia
de las ordenadas en los extremos del mismo intervalo en la funcién.

¢ Qué puedes concluir?

a. No puedo concluir nada.

b. El area limitada por la funciéon-pendiente y el eje x en el intervalo
escogido, coincide con la diferencia de ordenadas en los extremos del
mismo intervalo en la funcién original.

c. El area limitada por la funcién-pendiente y el eje x en el intervalo
escogido, no coincide con la diferencia de ordenadas en los extremos
del mismo intervalo en la funcién original.

d. El area limitada por la funcidon-pendiente y el eje x en el intervalo
escogido, coincide con la diferencia de ordenadas en dos valores
cualesquiera del mismo intervalo en la funcién original.

e. Ninguna de las anteriores.
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32. Considera otras funciones cuadraticas y sus respectivas funciones-
pendiente. Compara el area limitada por la funcion-pendiente y el eje x
en un intervalo cualquiera, con la diferencia de las ordenadas en los

extremos del mismo intervalo en la funcion. ¢Qué puedes concluir?

a. No puedo concluir nada.

b. El area limitada por la funciéon-pendiente y el eje x en el intervalo
escogido, coincide con la diferencia de ordenadas en los extremos del
mismo intervalo en la funcién original.

c. El area limitada por la funcién-pendiente y el eje x en el intervalo
escogido, no coincide con la diferencia de ordenadas en los extremos
del mismo intervalo en la funcién original.

d. El area limitada por la funcidon-pendiente y el eje x en el intervalo
escogido, coincide con la diferencia de ordenadas en dos valores
cualesquiera del mismo intervalo en la funcién original.

e. Ninguna de las anteriores.
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33. La funcién que se muestra a continuacioén, corta al eje x en los valores
multiplos de 7. ¢Podrias explicar como calcular el area limitada por la

funcién y el eje x, en el intervalo [0,7]?

1.5

y-5.5-5-45-4-35-3-25-2-1.5-1-0.5 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 5.5

+
-0.5

-1

-1.5

a. No podria explicarlo.
b. En esta funcién hallaria la diferencia de ordenadas en [0, 7] y este

valor seria el area.

c. Considerando esta grafica como la funcién-pendiente de otra que
llamaria funcién original, calcularia en esta ultima la diferencia de
ordenadas en los extremos del intervalo.

d. Hallaria la funcién original correspondiente y hallaria el area en el
intervalo.

e. Ninguna de las anteriores.
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34. A continuacién se muestran dos graficas, la primera corresponde a la

funcion-pendiente f (x)=sen’x de la funcion original g(x)zéx_se’fx

¢, Podrias calcular el area limitada por la funcién f(x)=sen’x y el eje x

en el intervalo [0,7]?, ¢cémo explicarias el procedimiento?

1.5 B -

5 5.5 5 -4.5 -4 3.5 3 2.5 -2 -1.5 -1 0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5 5.5

-0.5 /

-0.5
N
a N

-1.5

a. No, no sabria como calcularla.
, T , . ., .
b. El érea es > ya que el area limitada por una funcién-pendiente y el

eje x en un intervalo dado, corresponde a la diferencia de ordenadas

en la respectiva funcion original.
. T , . ., .
c. El area es > ya que el area limitada por una funcién y el eje x en un

intervalo dado, corresponde a la diferencia de ordenadas en la
respectiva funcion-pendiente.

d. El area es 7z, ya que el area limitada por una funcién-pendiente y el
eje x en un intervalo dado, corresponde a la diferencia de ordenadas
en la respectiva funcion original.

e. Ninguna de las anteriores.
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ANEXO 4: La matriz
cualitativos
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ANEXO 5: Divulgaciones del estudio

Participacion en calidad de ponente, conferencista o tallerista:

e Seminario Institucional. La entrevista socratica com estrategia
metodolégica para la comprension de la relacion inversa entre
cuadraturas y tangentes, en el marco del modelo de Pirie y Kieren.
Conferencista: Londorio Cano René Alejandro. Universidad de
Antioquia. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Departamento
de Matematicas. Medellin. Noviembre de 2010.

e The Sixth International Congress of Qualitative Inquiry.
Conferencista. La comprension del TFC en el marco del modelo de
Pirie y Kieren. Universidad de lllinois (Urbana-Champaign, Chicago).
Mayo 26 al 29 de 2010.

e The Sixth International Congress of Qualitative Inquiry.
Conferencistas: Londoiio Cano René Alejandro y Rendén Ramirez
Rodrigo Antonio. La comprension del concepto de Continuidad en el
marco del modelo de Pirie y Kieren. Universidad de lllinois (Urbana-
Champaign, Chicago). Mayo 26 al 29 de 2010.

e 11°Encuentro Colombiano de Matematica Educativa-ASOCOLME.
Ponente: Londofio Cano René Alejandro, Jaramillo Lépez Carlos
Mario, Esteban Duarte Pedro Vicente. La relacion inversa entre
cuadraturas y tangentes en el marco del modelo de Pirie y Kieren.
Colegio Champagnat. Bogota D.C. Octubre 7 al 9 de 2010.

¢ |l Congreso Internacional de Formacion y Modelacion en Ciencias
Basicas. Ponente: Londofio Cano René Alejandro. La relacion
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inversa entre cuadraturas y tangentes en el marco del modelo de Pirie
y Kieren. Universidad de Medellin. Medellin. Mayo 4 al 7 de 2010.

Il Congreso Internacional de Formacion y Modelacion en Ciencias
Basicas. Cursillista: Londofio Cano René Alejandro. Comprension
de la relacion inversa entre cuadraturas y tangentes, a partir de la
entrevista socratica. Universidad de Medellin. Medellin. Mayo 4 al 7
de 2010.

International Congress of Science Education: 12 years of the
Journal of Science education. Ponente: Londofio Cano René
Alejandro. La relacion inversa entre cuadraturas y tangentes en el
marco del modelo de Pirie y Kieren. Universidad Antonio Narifio.
Cartagena. Julio al 18 de 2009.

Sexto Encuentro Colombiano y primero Ilberoamericano de la
Ensefanza del Calculo. Ponente: Londofio Cano René Alejandro.
Las fases de aprendizaje del modelo educativo de van-Hiele, como
estrategia metodoldgica para mejorar la comprension del TFC, desde
una perspectiva epistemoldgica. Universidad Javeriana. Bogota D.C.
Diciembre 3 al 5 de 2007.

Participacion proximamente en ponencia aceptada:

Conferencia Interamericana de Educacion matematica.
Conferencista: Londonno Cano René Alejandro, Jaramillo, Lépez
Carlos Mario, Esteban Duarte Pedro Vicente. La relacion inversa
entre cuadraturas y tangentes en el marco del modelo de Pirie y
Kieren. Comité Interamericano de Educacion Matematica. Recife-
Brasil. Junio 26 al 30 de 2011.

Articulo aceptado y en proceso de publicacién:

Londofo Cano R. A.; Jaramillo Lépez C. y Esteban Duarte, P. (2011).
La relacion inversa entre cuadraturas y tangentes en el marco del
modelo de Pirie y Kieren. Memorias de la Xl Conferencia
interamericana de Educacién de Educacion Matematica CIAEM.
Recife-Brasil.
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Articulo en proceso de Evaluacion para publicar:

e Londofo Cano R. A. y Pérez Carreras, P. (2011). Tangent Lines to
curve and Areas below it: A socratic experience aimed at an intuitive
approach to the Fundamental Theorem of Calculus. Zetetiké.
Campinas-Sao Paulo.
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