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RESUMEN

| presente trabajo de investigacién aborda los procesos de pruebas y conjeturas, en
la clase de matematicas, con estudiantes de 10° y 11° del Instituto Tecnologico
Metropolitano (ITM), del Programa de Induccion a la Vida Universitaria (PIVU), del
Programa Especial de Ingreso a la Universidad (PEI) y de la Licenciatura en Educacion
Basica con Enfasis en Matematicas (Universidad de Antioquia), enmarcados en los

contextos de justificacion y descubrimiento.

El enfoque usado en la investigacion fue de caracter cualitativo; el cual permitié la
construccion de las categorizaciones y descripciones de dichos contextos. ElI método
empleado es el Andlisis de Contenido que facilitd el estudio de los registros escritos
presentados por los estudiantes. Adicionalmente, la investigacion es de corte transversal ya

gue las poblaciones analizadas se observaron por tiempos cortos.

Los principales aportes del trabajo a la comunidad de investigadores y docentes en
matematica son: la identificacion y descripcion de dificultades de los estudiantes desde los
contextos de justificacion y de descubrimiento, el aporte de estrategias para conjeturar en la
clase y la categorizacion de las conjeturas construidas por los estudiantes, las cuales estan

en dependencia con las pruebas de validacion.

Palabras Clave: Razonamiento inductivo, razonamiento deductivo, conjetura, investigacion

cualitativa.
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INTRODUCCION

sta investigacion tiene un enfoque cualitativo con cortes transversales de tiempo, en
la cual se us6 el método de analisis de contenido en los registros y producciones
escritas presentadas por los estudiantes. Con este método se pretendié indagar
por los contextos de justificacion y conjetura en clase de mateméaticas, a partir de una
descripciéon de lo observado; y tratando de instalar la dupla de la justificacion y la conjetura

como ejes fundamentales en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica.

El objetivo general de la investigacion es: identificar y comprender cuéles son las dificultades
y posibles estrategias que pueden mejorar conjuntamente los procesos de prueba y de
conjetura a partir de un analisis, una interpretacion y categorizacion de los registros escritos
presentados por los estudiantes en la clase de matematicas, alrededor de los contextos de

justificacion y descubrimiento matematico.

En lo que sigue, se presentara resumidamente los contenidos de cada uno de los capitulos

gue conforman este trabajo.
En el Capitulo 1, se plantea la justificacion, los antecedentes al problema de investigacion
(que han apuntado a la eleccion final del objeto de estudio), el objetivo general, los objetivos

especificos y la formulacion de las preguntas de investigacion.

En el Capitulo 2, se expone la revision de la literatura respecto de los topicos tratados en la

investigacion, la cual permitié la delimitacion de los objetos y del problema de investigacion.

En el Capitulo 3, se ilustra el método de investigacion cualitativo empleado y los respectivos
criterios de rigor: credibilidad, auditabilidad y aplicabilidad; adicionalmente se hace un
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apartado para discernir sobre el método de la investigacion: el analisis de contenido de los

registros escritos.

En el Capitulo 4, se detalla el analisis de contenido derivado de los registros escritos

presentados por los estudiantes.

En el Capitulo 5, se exponen las conclusiones de la investigacion direccionadas desde el
objetivo general y los especificos, y el marco conceptual derivado del analisis de los

registros.

Adicionalmente, se presentan los anexos: A, B y C, los cuales incluyen algunos elementos
de la investigacion: la guia didactica (que sirvi6 como instrumento para la intervencion), las
participaciones en congresos académicos por parte del investigador y el asesor, y el glosario
de algunas de las palabras usadas durante el desarrollo conceptual de la investigacion,

respectivamente.

Finalmente aparece acompafiando este trabajo, un CD llamado “Evidencias” en donde se
compilan los siguientes archivos: algunas fotografias, dificultades expresadas por los
estudiantes, evidencias A, evidencias B, evidencias C, evidencias D, parametros guia
didactica, portafolio estudiante 1, portafolio estudiante 2, portafolio estudiante 3,
talleres de teoria de conjuntos, tabla de las diagonales de un poligono y trabajo de

estrategias.

Método de la Andlisis de

investigacion contenido Conclusiones

Antecedentes Marco Tedrico

Esquema 1. Capitulos que conforman esta investigacion
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“Algunas personas dicen que los teoremas preceden a las pruebas en el orden del
descubrimiento: “hay que barruntar un teorema matematico antes de probarlo” hay
quienes lo niegan, aduciendo que el descubrimiento procede sacando
conclusiones a partir de un conjunto especificado de premisas y constatando

cuales son las interesantes, si es que tenemos la suerte de hallarlas.

El descubrimiento ni sube ni baja, sino que sigue una trayectoria zigzagueante
aguijoneado por los contraejemplos, se mueve de la conjetura ingenua a las
premisas y vuelve de nuevo a eliminar la conjetura ingenua, sustituyéndola por el
teorema. La conjetura ingenua y los contraejemplos no aparecen en la estructura
deductiva desplegada: el zigzag del descubrimiento no se puede discernir en el

producto terminado.

El teorema no siempre difiere de la conjetura ingenua. Al probar, no mejoramos
necesariamente. Las pruebas mejoran cuando la idea de prueba descubre
aspectos inesperados de la conjetura ingenua que aparecen entonces en el
teorema. Pero, en las teorias maduras, podria no ocurrir asi. Es asi
efectivamente en el caso de teorias jovenes en desarrollo. Este entretejido de

descubrimiento y justificacion, de mejora y prueba, es caracteristico de las ultimas.

¢Es posible rejuvenecer las teorias maduras?, el descubrimiento siempre supera

la justificacion”.

Lakatos (1978, pags. 59-60)
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Capitulo 1

1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Antecedentes

a investigacion pretende analizar inicialmente las dificultades que se han detectado
en estudiantes universitarios con respecto a razonamientos deductivos al momento
de la elaboracion de pruebas y conjeturas. Lo anterior con miras a mejorar estos
procesos en los estudiantes que se encuentran en la transicién de la educacién media a la
universitaria; para ello se elaboré una intervencion con una guia didactica que le permitié al
estudiante acceder al rigor matematico, a la elaboracién de pruebas matematicas, pasando
de pruebas empiricas hasta pruebas intelectuales (ya que en algunos cursos servidos por el
investigador, se comprobd que los estudiantes tienen incipientes: representaciones y

comprensiones frente a los propdsitos de justificar y demostrar en la clase de matemaéticas).

En los sucesivos apartados, se expondran los antecedentes que dieron origen y cualificacion

a la investigacion.

1.1.1. Antecedentes desde las dificultades presentadas en los estudiantes en los

cursos de matematicas servidos por el investigador-Afios: 2004 a 2006

En los cursos de Pensamiento Matematico |, Pensamiento Matematico IV y Pensamiento
Matematico VII (que en algunos momento el investigador ha servido para la Licenciatura en
Educacion Basica con Enfasis en Matematicas, de la Facultad de Educacién de la

Universidad de Antioquia), los estudiantes presentan dificultades al momento de construir
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pruebas intelectuales y demostraciones de enunciados propuestos, y se les dificulta

conjeturar.

En el PIVU y PEI (estudiantes de transicion de Educacion Media a universitaria), los
estudiantes de algunas de las regiones antioquefias tienen un acercamiento a las
mateméticas por medio del curso Razonamiento Légico Matematico; en él, se les prepara
para el examen de admisién de la universidad, fundamentandolos en conceptos que hacen
referencia a la logica y al razonamiento matematico: conjetural, inductivo y deductivo; en
donde también se detectan dificultades en cuanto a los contextos de justificacion y de

descubrimiento.

El investigador también como docente del ITM ha podido observar que a los estudiantes de
Educaciéon Media se les dificulta justificar enunciados y conjeturar en sus clases de
matemadticas, dado que la tematica poco ha sido abordada por los docentes en este nivel de
escolaridad.

1.1.2. Aportes a la investigacién surgidas desde el Foro Nacional de Competencias

Matematicas- Afio 20061

A partir del taller “Razonamientos Inductivos y Deductivos”, realizado en Paipa Boyaca en el
Post-Foro MEN (Ministerio de Educacion Nacional- Colombia), 2006: Afio de Competencias
en Mateméticas, surgieron por parte de los docentes asistentes, sugerencias y aportes
significativos para una mejor orientacién de la investigacion. Dichas sugerencias y aportes

se detallan a continuacion.

1.1.2.1. Aportes relacionados con el problema de investigacién

e Describir de donde surge el problema de investigacion abordado. Esto con el fin, de

situar los espacios, los tiempos y las condiciones minimas para llevar a cabo la

! Taller titulado: “Razonamientos Inductivos y Deductivos”, realizado en Paipa Boyaca en el Post-Foro MEN

(Ministerio de Educacion Nacional-Colombia), 2006: Afio de Competencias en Matematicas.
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investigacion. Este aporte sirvid para establecer una investigacion de corte cualitativo y
entender que las descripciones de los procesos de justificacion y de conjetura en el aula
de clase deben ser analizados desde el enfoque de investigacion cualitativo.

Realizar un rastreo de la escritura y lectura de los textos escolares colombianos de
matematicas. Se sugiere estudiar detalladamente cuéles son las palabras que se
emplean para evocar en los estudiantes la construccion de pruebas o demostraciones de
enunciados matematicos, o0 simplemente para conjeturar o razonar inductiva o
deductivamente. Este aporte se tuvo en cuenta a partir del analisis de los verbos
empleados para la construccion de las actividades que propiciaran conjeturas en los

estudiantes.

1.1.2.2. Aportes relacionados con las dificultades en los estudiantes

Detectar las dificultades de los estudiantes en cuanto al proceso de razonamiento
matematico. Este aporte ha sido un punto focal desde el comienzo para poder realizar
devoluciones significativas a las comprensiones de los estudiantes en cuestion, mediante

el aporte y construccién de una guia didactica (en la cual se abordan dichas dificultades).

Observar las dificultades de los estudiantes en torno al proceso de aprendizaje de la
demostracion, la prueba y la forma de conjeturar los enunciados matematicos. Este
aporte estuvo presente en la investigacion al momento de trabajar con la categorizacion

de las dificultades.

1.1.2.3. Aportes relacionados con la elaboracién y construccion de talleres y guia

didactica

Relacionar conjeturas con preguntas en la construccion de talleres pertinentes, que
motiven a los estudiantes a su realizacion. Esta sugerencia fue tenida en cuenta a la hora
de la construccién de las estrategias para conjeturar en el aula de clase y de la guia

didactica.
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1.1.2.4. Aportes relacionados con la eleccion del marco tedrico para lainvestigacion

Tener presente la teoria de la complejidad y de la incertidumbre, en el aula de clase, en
donde se permita al estudiante realizar conjeturas en torno a las teorias mateméaticas
ensefiadas. Este aporte fue valioso al momento de tener presente que las conjeturas
hacen parte del maravilloso universo de las incertidumbres matematicas el cual permitio

la eleccién del marco tedérico de Lakatos para el trabajo de conjeturas.

Diferenciar entre las clases escolares de matematicas en Occidente y Oriente (América y
Asia). Este aporte no se tuvo en cuenta, pero puede proponerse para derivar de él un
futuro problema de investigacion en poblaciones escolares colombianas. Al respecto
existen investigaciones como la de Sekiguchi & Miyazaki (2000) referente a la prueba
matematica, la cual contrasta entre Japon y Occidente algunas concepciones sobre la

argumentacion y demostracion.

1.1.2.5. Aportes relacionados con el analisis de los contextos de justificacion y

descubrimiento matematico

Ensefiar en contextos a partir de proyectos productivos. Este aporte se tuvo presente
para la investigacion, al hablar de contextos de justificacion y de descubrimiento

matematico.

Privilegiar la comunicacion en la comprension del razonamiento mateméatico. Este aporte
se tuvo en cuenta desde el Marco de Ensefianza para la Comprensién, marco que sirvio
como herramienta pedagdgica al momento de la construccion de la guia didactica y al
usarla en la intervencion con los estudiantes (en el cual es importante la interaccion social

como respuesta a la validacion de pruebas en la clase de matematicas).

Acceder al rigor a partir de procesos escalonados para llegar a lo complejo. Este aporte

tuvo gran relevancia para la eleccién del marco tedrico propuesto. Nicolas Balacheff
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(2000) propone la clasificacion de dos tipos de pruebas: ostensivas® o pragmaticas e
intelectuales®, las cuales estan en relacion con el escalonamiento del rigor y el transito de

los razonamientos inductivos a deductivos respectivamente.

e Propiciar espacios conscientes de los procesos de razonamientos inductivos y deductivos
en el aula de clase de matematicas. Este aporte sirvidé para la construccion de la guia

didactica, especificamente al establecer los titulos finales y centrales de la guia didactica.

e Sensibilizar al estudiante para que autoreflexione y realice procesos de meta-aprendizaje,
al momento de realizar razonamientos l6gicos matematicos. El maestro debe hacer
hincapié en la consciencia de los razonamientos inductivos, deductivos y de sus
estructuras como tal. Este aporte se tuvo en cuenta desde la eleccion del Marco Teorico

de Ensefianza para la Comprension.

e Criticar las matematicas ensefiadas como técnicas, ya que sélo se aprende el trabajo
mecanico de algoritmos. Por ello, en la propuesta de intervencibn no tienen gran
relevancia los procedimientos que tengan que ver con el aspecto mecanico. Por el
contrario, se pensd en una guia didactica en donde el estudiante deba razonar y

conjeturar.

e Establecer clara y conscientemente los procesos de validacion de enunciados
conjeturados durante la clase de matematicas. La investigacion se propuso abordar

frontalmente este topico.

e Transversalizar el razonamiento matematico a las demas clases del pensum académico.

Este aspecto no se tuvo presente en la investigacion.

e Depurar los curriculos y planes de estudio de matematicas. De alguna manera, pensar

en cuales son los topicos generativos de los temas que se ensefian y que estan en

2 Pruebas relacionadas netamente con el razonamiento inductivo.

® Pruebas relacionadas con el razonamiento deductivo, y cefiidas a las reglas légicas de inferencia.
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relacion con el proceso de razonamiento inductivo y deductivo, segun los lineamientos
curriculares de Colombia.

1.1.2.6. Aportes relacionados con la construccion de materiales de apoyo y uso de la
tecnologia

e Construir un laboratorio de logica que sirva para trabajar, en las clases, los contextos de
justificacion y descubrimiento. Este aspecto no fue tenido en cuenta en la investigacion,
pero podria derivar un futuro problema de investigacion.

e Emplear los medios tecnoldgicos en la comprension de los razonamientos matematicos.

Este aspecto no se tuvo presente, pero podria considerarse como un futuro problema de
investigacion.

24



Los anteriores aportes se han compilado en el siguiente cuadro, en el cual se puede

visualizar las implicaciones directas a la investigacion.

CATEGORIZACION

APORTE A LA INVESTIGACION

¢SE TUVO PRESENTE Y SE REFLEJA
EN LA INVESTIGACION?

El problema de investigacion

Origen del problema de investigacion y antecedentes.

Si. Investigacion Cualitativa.

Realizar un rastreo de la escritura y lectura de los
textos colombianos al respecto, por ejemplo estudiar
detalladamente cuéles son las palabras que se
emplean para evocar a los estudiantes a construir
pruebas o demostraciones de  enunciados
matematicos o simplemente para ponerlos a razonar

conjetural, inductiva o deductivamente.

No. Puede generar un futuro problema de

investigacion en esta linea.

Las dificultades en los

estudiantes

Detectar las dificultades que presentan los

estudiantes en cuanto al razonamiento.

Si. Construccion de la guia didactica que

responda a dichas dificultades.

Observar las dificultades de los estudiantes en torno
al aprendizaje de la demostracion, la prueba y la

forma de conjeturar los enunciados matematicos.

Si.  En la exhibicion y andlisis de las
dificultades de los estudiantes en los
contextos de justificacion y descubrimiento

matematica en la clase de matematicas.

La elaboracién y construccion de

talleres y guia didactica

Relacionar las conjeturas con las preguntas en la
construccion de los talleres que se dirijan hacia los

estudiantes.

Si.  Construccion de estrategias para
conjeturar en la clase de matematicas, que
posteriormente fueron tenidas en cuenta

para la construccion de la guia didactica.

La eleccion del marco teérico

paralainvestigacion

La teoria de la complejidad y de la incertidumbre en el

aula de clase.

Si. En las discusiones surgidas en las
intervenciones por parte de los estudiantes
y en la eleccion del Marco de Ensefianza
para la Comprension, desde la dimension:

comunicacion.

Diferenciar entre las clases escolares de matematicas

en Occidente y Oriente (América y Asia).

No. Este tépico puede derivar un futuro
problema de investigacién en esta linea
teniendo en cuenta las repercusiones en la

Educacién Matematica Colombiana.

El andlisis de los contextos de
justificacién 'y descubrimiento

matematico

Ensefiar en contextos a partir de proyectos

productivos.

Si. Contextos de justificacion y de

descubrimiento matematico.

Privilegiar la comunicaciéon en la comprension del

razonamiento matematico.

Si. En la eleccion del marco tedrico:

Ensefianza para la Comprension.

Acceder al rigor a partir de procesos poco complejos e

ir escalando.

Si. En la eleccién del marco teérico de
Balacheff

ostensivas e

en cuanto a las pruebas

intelectuales 'y sus

respectivas gradaciones.

Propiciar espacios conscientes de razonamientos
inductivos y deductivos en el aula de clase de
matematicas.

Si. La guia didactica.

Sensibilizar a que el estudiante emplee procesos

conscientes, al momento de realizar razonamientos

Si. Mediante la comprension.
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I6gicos matematicos.

Criticar a las matematicas ensefiadas como técnicas y

CON procesos mecanicos sin razonamientos.

Si. En la propuesta de intervencién como
tal, en donde los procedimientos no estan
premeditados ni las conjeturas.

Establecer clara y conscientemente los procesos de
validacion de enunciados conjeturados al interior de
clase.

Si. Este es uno de los tépicos en los

cuales apunta la investigacion.

Transversalizar el razonamiento matematico a las

demas clases del pensum académico.

No. Puede derivar un futuro problema de
investigacion en esta linea.

Depurar los curriculos y planes de estudio de

matematicas.

Si. La intervencién es una propuesta que

tendra que ser aplicada a otras

poblaciones, y evaluada desde los
curriculos y planes de estudios pertinentes
a las clases. Este puede ser también un

futuro problema de investigacion.

La construccion de materiales de

apoyo y uso de la tecnologia para

Construir un laboratorio de légica que sirva para
trabajar en las clases: los contextos de justificacion y

descubrimiento.

No. Mas adelante se puede derivar como

un problema de investigacion.

el trabajo con los estudiantes en
los contextos de justificacion y

descubrimiento

Emplear los medios tecnolégicos que puedan servir
para potenciar la comprensién de los razonamientos

matematicos.

No. Este tépico puede derivar un futuro

problema de investigacion.

Cuadro 1.

Reflexiones y aportes de los maestros de Paipa-Boyaca.
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1.1.3. Conceptualizaciones de los objetos de investigacion desde los Lineamientos

Curriculares Colombianos de Matematicas. Afio 1998

Asimismo, ha servido como antecedente al problema de investigacion, lo planteado por el
MEN (Ministerio de Educacién Nacional) en lo referente a los contextos de justificacion y
descubrimiento matematico. La investigacion pretende hacer un aporte significativo a la
conceptualizacion de contextos de justificacion y descubrimiento matematico en la clase,

derivado de dichos planteamientos.

Inicialmente se puede afirmar, como resultado de un estudio minucioso de los Lineamientos
Curriculares de Matematicas, que éstos tienen conceptualizaciones insuficientes referidas a
los dos contextos contemplados y sélo hacen alusibn someramente a lo que se presenta a

continuacion.

El MEN (1998, pag. 77) vagamente y sin hondura, en referencia al razonamiento matemético,
dice: “Dentro del contexto de planteamiento y resolucion de problemas, el razonamiento
matematico tiene que ver estrechamente con las mateméticas como comunicacién, como

modelacion y como procedimientos”.

Es trascendental entonces decir que el razonamiento matematico esta relacionado con la

comunicacion de los estudiantes y el docente en las clases.

Segun el MEN se presenta posteriormente descripciones (sin realizar asociaciones explicitas
y concretas con el razonamiento inductivo, deductivo y conjetural) sobre lo que es el proceso
de razonar, especificamente en cuanto a lo que significa demostrar en matematicas, al

respecto declara:

e Dar cuenta del cdmo y del por qué de los procesos que se siguen para llegar a
conclusiones.
e Justificar las estrategias y los procedimientos puestos en accion en el

tratamiento de problemas.
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e Formular hipotesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar contraejemplos,
usar hechos conocidos, propiedades y relaciones para explicar otros hechos.

e Encontrar patrones y expresarlos matematicamente.

e Utilizar argumentos propios para exponer ideas, comprendiendo que las
matematicas mas que una memorizacion de reglas y algoritmos, son logicas y

potencian la capacidad de pensar. (1998, pag. 54)

El presente estudio procura que el docente adquiera una consciencia plena sobre el disefio
de situaciones, problemas y actividades que debe proponer a sus estudiantes alrededor de
dichos contextos.

Y continta el MEN, que para favorecer el desarrollo del razonamiento matematico, se debe:

e Propiciar una atmoésfera que estimule a los estudiantes a explorar, comprobar y
aplicar ideas. Esto implica que los maestros escuchen con atencién a sus
estudiantes, orienten el desarrollo de sus ideas y hagan uso extensivo y
reflexivo de los materiales fisicos que posibiliten la comprension de ideas
abstractas.

e Crear en el aula un ambiente que situé el pensamiento critico en el mismo
centro del proceso docente. Toda afirmacion hecha, tanto por el maestro como
por los estudiantes, debe estar abierta a posibles preguntas, reacciones y
reelaboraciones por parte de los demas. (1998, pag. 54)

Se resalta nuevamente la comunicacion como una dimension importante para la

comprension de los razonamientos matematicos.

En cuanto a los razonamientos en los grados de Educacion Media (10° y 11°), el MEN hace

insistencia simple por el trabajo del razonamiento deductivo, al respecto dice:

Un objetivo fundamental es el de propiciar a los estudiantes numerosas
experiencias que les hagan sentir, admirar y ejercitar el maravilloso poder légico

de su cerebro para lanzar hipétesis, formular conjeturas, confirmarlas o refutarlas,
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argumentar a favor o en contra de una tesis, realizar inferencias, detectar
supuestos ocultos, demostrar teoremas, generar y transformar informacion en
forma rigurosa y extraer de ella otra informacion no percibida a primera vista,
construir algunas demostraciones para enunciados matematicos, dar
contraejemplos. Deben aprender diferentes métodos de demostracién. Tener
experiencias en las que utilicen razonamientos inductivos y deductivos. Es
necesario también analizar afirmaciones de la vida cotidiana a partir de los

principios légicos que sustentan la argumentacion. (1998, pags. 77-78)

Y finalmente el MEN propone que como pauta para la evaluacion de los razonamientos se
debe pretender indagar si el estudiante:

e Formula hipoétesis, las pone a prueba, argumenta a favor y en contra de ellas y
las modifica o las descarta cuando no resisten la argumentacion.

e Sigue argumentos logicos, juzga la validez de un argumento y construye
argumentos logicos sencillos y validos.

¢ Analiza situaciones de la vida diaria.

e Disfruta y se recrea en exploraciones que retan su pensamiento y saber
mateméatico y exigen la manipulacion creativa de objetos, instrumentos de
medida, materiales y medios.

e Hace inferencias a partir de diagramas, tablas y graficas que recogen
situaciones del mundo real; estima, interpreta y aplica diferentes medidas.

e Detectay aplica distintas formas de razonamiento y métodos de argumentacion
en la vida cotidiana, en las ciencias sociales, en las ciencias naturales y en las
matematicas; analiza ejemplos y contraejemplos para cambiar la atribucion de
necesidad o suficiencia a una condicion dada.

e Hace preguntas y elabora proposiciones hipotético-deductivas. (1998, pags.
67)

La investigacion responde a una construccion de marco conceptual de algunas de las
insuficiencias de la propuesta construida por los Lineamientos Curriculares de Matemaéticas,

en relacion con la comprension de los razonamientos, tales como el uso de las conjeturas,
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los estilos escritos de pruebas, y las relaciones entre las conjeturas y los procesos de

validacion de las mismas.

1.1.4. Disertaciones y paradigmas de investigacion arrojados en el Coloquio de la

Prueba (University of Massachusetts Dartmouth). Afio 2007

llustracién 1. Logo the Proof Project-University of Massachusetts Dartmouth

Esta investigacion responde algunas de las objeciones planteadas por Nicolas Balacheff y
Paolo Boero (quienes son los investigadores mas destacados a nivel mundial en el campo de
la enseflanza de las pruebas y conjeturas en la clase de matematicas) en cuanto a los
contextos de justificacion y descubrimiento. Ellos han planteado algunos problemas de
investigacion, y que han sido discutidos por el grupo de investigadores de The Proof
Project? y particularmente en lo propuesto en The Research Colloquium celebrado en
Providence, Rhode Island, Estados Unidos en octubre 4 y 5 de 2007 en University of
Massachusetts Dartmouth (se pueden encontrar las memorias de dicho evento en el sitio

web: http://www.tpp.umassd.edu/proofcolloguiumQ7/rc topics.php).

Dentro de las preguntas de investigacion que son tratadas en el paradigma de investigacion

propuesto por Balacheff, y que iluminan la presente investigacién, él expresa que:

«,What questions in your research paradigm have been answered by

yourself or by others?

-A rather accurate view of the different types of proofs (arguments) and of their
relation; their place in the genesis of mathematical proof is still to be understood,

as well as their didactical “exploitation’.

* Se puede consultar en el sitio web http://www.tpp.umassd.edu/
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-Need for a clear consensus, so that things can be taken for granted for a while
and progress can be made without circular reconstructions.

-Better links between argumentation and proof. However, the relation between
explanation, verification and communication must be clarified and stabilized. They
seem often supported in different papers by quasi-ideological positions. That all
these aspects exist is almost a consensus. How they interact is an open question.
-There is a set of concepts didactical contract, norms and customs] which
acknowledges the institutional and social character of mathematical proof from a
didactical perspective. As well as a good awareness of the double bind to which
the teacher is submitted.

-The cognitive unit across problem solving, proving and meaning making has been
demonstrated by the Italian school, still to be articulated into a comprehensive
model. The triplet (theorem, proof, theory) is at the core of this approach. (2007,

pag. 1)

Segun Balacheff (2007) también se propone la necesidad de establecer que el razonamiento

y exclusivamente el deductivo, surge de la necesidad de aprenderlo y dominarlo.

De otra parte, también ve importante y lo sefiala explicitamente, que una investigacion que
se inserte en tépicos de la prueba y la conjetura debe de estar permeada por los estudios de

Imre Lakatos.
Balacheff sefiala cuales son las preguntas que responde su paradigma de investigacion,
cuéles han sido respondidas por otros y da ideas respecto a la investigacion de estos dos
contextos en el aula de clase. Al respecto en el coloquio de la prueba expuso:

. What theoretical assumptions underpin your research paradigm?

-Knowledge is constructed, and so is rationality (ref Piagetian constructivism) either

as a result of the interaction with the environment (need to take decision, plan

action) or with other human beings (socio-construction, collaborative learning).
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-Language is a tool consubstantial to the construction of rationality, or is required
for it to be constructed (Habermas), but also language imposes its own constraints
on the construction of argument (e.g. Duval, Ducroct about argumentation,

semiotic laws in general).

-Mathematics as an activity: the nature of the mathematical objects shapes the
complexity of learning mathematical proof. Quasi-empirical nature of the learning of
mathematics (need to revisit and understand Lakatos — bridging proving and
knowing).

-A didactical theory is a theory of validation. Proof is at the core of didactical
processes.

-Situations are key in the dynamic of proof; they are also one of the possible
obstacles to its learning (problem of didactical engineering). (2007, pag. 1)

En cuanto a las preguntas tratadas en su paradigma investigacion, Balacheff expresa:

,What are the big questions in your research paradigm that you would like

to see answered (by yourself or by others)?

-What are the precursors of mathematical proof from an epistemological
perspective (genetic epistemology)?

-What are the optimal conditions for the learning-teaching of mathematical proof?

-Need for a framework bridging proving and knowing. (2007, pag. 1)

Las técnicas experimentales empleadas por Balacheff en su paradigma de investigacion, son

las siguientes, dando respuesta a la pregunta:

,What experimental techniques do you use to address your questions and

what standards of evidence will you use to decide if a question is answered?

-Didactical engineering.
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-Mise en scene of students relations and interactions to elicit their proving
processes (or rationale for their decisions, choice and validation).

-Discourse analysis.

-Technics coming from the study of argumentation, like the Toulmin schema
(without necessarily buying all the Toulmin theoretical framework). (2007, pag. 2)

«¢What particular sequence of experiments or analysis do you anticipate will

lead to answers to the big questions you describe above?

-Longitudinal studies across curriculum and evolution of the students through their
school life. A real challenge.

-Analysis of the micro-genesis of proof and validation.

-Analysis of classroom sequences following planed scenario and an explicit a priori
modeling. (2007, pag. 2)

Y finalmente Balacheff menciona investigaciones desarrolladas, y que estan en relacion con

la propia:

¢ Are there any researchers or schools of thought that you consider yourself

to be aligned with?

-The Italian school (Mariotti, Boero, Bartolini-Bussi).

-Harel and Sowder to some extend (the psychological dimension to be
guestioned).

-Brousseau theory of didactical situations (situations for validation).

-Herbst model of the classroom as a societal-didactical phenomena/entity.

Actually it is more seeing where the contact can be established and further
developed than an actual alignment. It may be a general position. (2007, pag. 2)

Es destacable también los aportes investigativos que se discutieron alrededor de los trabajos

de la Escuela Italiana, especificamente a las conjeturas y pruebas, en relacion con los
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razonamientos inductivos, deductivos y conjeturales; particularmente se enfatizan para esta
investigacion los aspectos relacionados con las fases entre conjeturar y probar, al respecto

expuso Boero:

The most interesting theorems for the students' approach to proof are those for
which the "Cognitive Unity" of theorems works: the arguments developed in the
conjecturing phase can be re-arranged in a deductive chain in the proving phase.
However, the teacher must be aware that (according to Pedemonte's study) an
obstacle can derive from the break of "structural continuity” when the student
moves from inductive or abductive processes developed during the constructive
phases of conjecturing and proving, to the deductive enchaining of constructed

arguments. (2007, pag. 2)

1.2. Planteamiento del problema de investigacion

Con base en las conceptualizaciones esgrimidas hasta el momento, se puede inferir
claramente por parte del lector que los objetos de estudio de la presente investigacién son

las pruebas y conjeturas construidas por los estudiantes durante la clase de mateméticas.

A partir de lo anteriormente mencionado, la investigacion pretende dar respuesta a las

preguntas, enmarcadas en cada uno de los siguientes topicos:

e Propuesta del analisis de contenido de las dificultades de los estudiantes en los

contextos de justificacion y de descubrimiento matematico

¢,Cuales son las distintas dificultades desde la l6gica mateméatica, que se detectan en los
estudiantes, al momento de proponerles validar un enunciado matematico, que ha sido
conjeturado por ellos mismos alrededor de una teoria matematica; y cuales son las

dificultades recurrentes en ellos para que no logren pruebas intelectuales?
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e Propuesta de una categorizacion de las dificultades detectadas

¢, Qué posible categorizacion de las dificultades detectadas en los estudiantes, relativa a los
contextos de justificacion y descubrimiento, se puede construir para generar estrategias que

ayuden a superar dichas dificultades?

e Propuesta de unas estrategias que pueden emplear los estudiantes para que

conjeturen en clase de matematicas

¢, Cudles estrategias para conjeturar pueden mejorar la comprension matematica en los
estudiantes cuando se enmarcan en los contextos de justificacion y descubrimiento en la

clase de matematicas?

e Propuesta de una guia didactica que propenda por la comprension de los

contextos investigados en clase de matematicas
¢, Qué posible guia didactica puede responder a la pretension de mejorar la comprension de
los razonamientos inductivos, deductivos y conjeturales desde los contextos de justificacion y

descubrimiento matematico?

e Propuesta de una categorizacion de las conjeturas detectadas en los

estudiantes

¢, Qué posible categorizacién se puede construir para las conjeturas realizadas por los
estudiantes en el contexto de descubrimiento, a partir del contexto de justificacion y

validacién dentro del lapso de tiempo de la clase de matematicas?

El proceso de la investigacion se puede apreciar en la llustracion 2.
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Analisis de contenido de las dificultades

por el cual se obtiene una:

K

Categorizacidn de las dificultades

permitiendo la:

ks

Construccion de las estrateqgias para conjeturar y probar

|
y aplicadas a la:

|
W

Propuesta de una guia didactica

prara |1oste|'i-:rrmente detectar una:

|
R

Cateqorizacion de las conjeturas con respecto a las pruebas construidas

llustracién 2. Esquema de las fases del problema de investigacion

1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivo general

Describir cuales son las dificultades presentadas por los estudiantes en los contextos de
justificacion y descubrimiento, con el fin de proponer una estrategia para conjeturar y poder
superar estas dificultades; a partir de un andlisis, una interpretacién y una categorizacién de
los registros escritos presentados por ellos en la clase de matematicas, mediante el método

de investigacion de andlisis de contenido empleando cortes transversales de tiempo.
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1.3.2. Objetivos especificos

e Elaborar una intervencién con estudiantes universitarios, en donde se detecten sus
dificultades al momento de razonar inductiva, deductiva y conjeturalmente, con miras a

mejorar estos procesos en los estudiantes de PIVU y PEI.

e Disefiar una guia didactica que responda a las dificultades presentadas por los
estudiantes del PIVU y PEI al momento de justificar y conjeturar; a partir del analisis
de las dificultades y construccion de estrategias para conjeturar en el transcurso de la
clase (teniendo como base las dificultades detectadas en los estudiantes

universitarios).

e Construir un andlisis de contenido de los registros presentados por los estudiantes del
PIVU y PEI, mediante la intervencién con una guia didactica, en donde se ponga en
evidencia un diagnostico de las dificultades que ellos presentan al momento de

justificar y conjeturar sus enunciados matematicos, en el transcurso de la clase.

e Categorizar dichas dificultades a partir de conceptualizaciones logicas de la
matematica y de los contextos de justificacién y descubrimiento, desde las visiones de
Nicolas Balacheff e Imre Lakatos respectivamente; y desde el Marco de Ensefanza
para la comprension, para la posterior devolucion hacia la construccion de un marco

conceptual.

e Clasificar las conjeturas presentadas por los estudiantes, de acuerdo con las
observaciones de los registros recolectados a partir de las condiciones temporales al
momento en que se realiza la validacién del enunciado: ya sea durante la clase o por

fuera de ella.
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Capitulo 2
2. MARCO TEORICO

I momento de emprender la revision de literatura y la seleccion del marco tedrico

que direcciond la investigacion, en consonancia con los propositos del capitulo 1, se

le solicité una recomendacion bibliogréfica al investigador Nicolas Balacheff, con
respecto a los contextos de justificacion y la demostracion en la Educacion Matematica. El
recomendo el estudio del texto “Procesos de prueba en los alumnos de matematicas” (de su
autoria), y los trabajos de Patricio Herbst adscrito a Michigan University. Balacheff N.,
(Comunicacion personal, 2006).

Bonjour,

J'ai publieé un ouvrage en espagnol que vous pourrez peut étre
trouver dans le commerce en colombie: Processos de prueba en

los alumnos de matematicas.

Una empressa docente Universidad de los Andes, 2000 pour le
reste, je passe votre courrier a Patricio Herbst a Michigan

University qui saura probablement vous répondre mieux que moi.

Ben cordialement.
NB
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Las anteriores recomendaciones sirvieron para visualizar y estructurar los esquemas de
pruebas en los estudiantes integrantes de las poblaciones en estudio, asi como también, en
lo referente a las pruebas a dos columnas, lo cual se puede evidenciar en el analisis de

contenido realizado a los registros escritos presentados por los estudiantes universitarios.

El marco tedrico que ha dado soporte a esta investigacion esta demarcado en primer lugar,
por las teorias propuestas de Nicolas Balacheff, en cuanto al contexto de justificacion. En
segundo lugar, por las teorias de Imre Lakatos® en cuanto al contexto del descubrimiento
matematico. Y en tercer lugar por el Marco de Ensefianza para la Compresion derivado de
las investigaciones realizadas por The Project Zero in Harvard Graduate School of
Education. (El cual se puede consultar en el sitio web: http://www.pz.harvard.edu/index.cfm).

Las teorizaciones de Nicolas Balacheff, que se tuvieron en cuenta para analizar el contexto
de justificaciébn en la clase de matematica, han proporcionado bases tedricas a esta
investigacion, en cuanto a conceptos tales como: prueba, explicacion, demostracion y

categorizacion de los esquemas de prueba, asi como también de los contraejemplos.

La investigacion hace una adaptacion de algunas de las conceptualizaciones construidas por
Lakatos en cuanto a conjeturas, clasificadas en temporales y omnitemporales (este marco

tedrico soporta el contexto de descubrimiento. Se puede leer en el apartado 4.2.4.).

El Marco de Ensefianza para la Comprension ha permitido en la investigacion establecer el
disefio de la guia didactica, la cual tiene como propésito mejorar la consciencia y los niveles
de compresion de los estudiantes, en cuanto a los razonamientos inductivos, deductivos y
conjeturales, a partir de las dimensiones de la comprension: contenidos, métodos, propésitos

y formas de comunicacion.

® Balacheff desarroll6 la investigacion “Procesos de Prueba en los Alumnos de Matematicas” y €l menciona que

es importante estudiarla si se quiere comprender el contexto de descubrimiento.
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2.1. Revision de literatura con respecto al problema de investigacion

2.1.1. Breve concepcion historica de la demostracion en matematicas

Para estudiar el contexto de justificacion en la clase de matematicas, se debe remitir
imprescindiblemente a la historia de la demostracidn, ya que ésta inspira a docentes para
abordar didacticamente los procesos de validacion en los estudiantes en el aula de clase y
permite que se comprendan las rupturas epistemoldgicas de la mateméatica alrededor del
razonamiento, las cuales tienen implicaciones al momento de la ensefianza en la clase, ya

sea en la educacion basica, media o universitaria.

La demostracibn matemética ha sido aprovechada como método de validacion de
enunciados generados a su alrededor y tiene sus raices en la demostracion de la
irracionalidad de algunos numeros, en donde la matematica se convierte en una ciencia

hipotética deductiva; al respecto Arsac comenta, haciendo referencia a Balacheff:

[...] El andlisis de Nicolas Balacheff permite atribuir realmente a los griegos la
invencion de la demostracién, sin negar a sus predecesores toda forma de prueba
en el sentido que precisaremos. De manera paraddjica, podremos decir incluso
gue el siglo V antes de Cristo marca en los griegos, en geometria, el paso de la

prueba a la demostracion. (1987, pags. 267-312)

De acuerdo con lo propuesto por Arsac citando a Szabo, se relata la aparicion de la

demostracién en la historia de la cultura griega con la aplicacion de las reglas del debate.

[...] atribuye la aparicion de la demostracién en mateméaticas esencialmente a la
influencia externa de sociedad griega. Esta tesis es ademas relativamente
tradicional: la transformacién de la mateméatica en ciencia hipotética-deductiva
seria la aplicacion de las reglas del debate argumentando que gobernaban la vida
politica en la ciudad griega. (1987, pags. 267-312)
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A manera de conclusiones en este apartado, en relacion a la historia de las matematicas,
puede inferirse que antes de los aportes de la cultura griega, los razonamientos se
enmarcaban dentro de los procesos inductivos, es decir, a partir de casos particulares se
trataba, por parte de los matematicos, de buscar generalizaciones a enunciados basicamente
en la geometria y aritmética. Como se puede ver, el razonamiento inductivo tiene una
construccion natural y espontanea en la matematica. Ahora bien, en la cultura griega
aparecen aportes a la matematica a partir del debate y especificamente aportes relacionados
con las reglas de inferencia y los razonamientos deductivos. Puede entonces deducirse que
aparece una ruptura epistemologica en la construccion de la matematica en referencia al
razonamiento, y que el razonamiento inductivo parece natural, en tanto que el razonamiento
deductivo aparece como construccion de la cultura griega por asegurar precision en el

discurso y debate.

2.1.2. Concepciones de explicacion, prueba, demostracion y razonamiento

Balacheff (2000, pags. 12-13) hace una reconstruccion teérica de lo que se entiende por:

explicacion, prueba, demostracion y razonamiento en matematicas.

Por explicacion, plantea que esta dada por un sujeto y por las subjetividades de éste, la
forma de razonar es particular, sin atender a una validacion externa (carencia de procesos de

interaccién social). Al respecto se entendera por Explicacion:

[...] siguiendo a los lingliistas, situamos la explicacion al nivel del sujeto locutor.
Para él ésta establece y garantiza la validez de una proposicion, se arraiga en sus
conocimientos y en lo que constituye su racionalidad, es decir, sus propias reglas
de decision de la verdad. En el momento en que la explicacién se expresa en un
discurso, ésta pretende hacer inteligible a los espectadores la verdad de la

proposicién ya adquirida por el locutor. (2000, pags. 12-13).

La prueba es un tipo de explicacion en donde se debe convencer a una comunidad o grupo
de estudio. La validez se garantiza por la aceptacion de una comunidad. Por prueba se

entendera:
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[...] cuando una explicacion es reconocida y aceptada, conviene para disefiarla
disponer de un término que permita marcar su distincion del sujeto locutor. En
matematicas es claro que el término demostracion no es el mas conveniente
debido a que su acepcion es muy especifica. Seleccionamos el término prueba.
(2000, pags. 12-13).

La demostracion en matematicas es rigida, esté sujeta a las reglas de inferencia, y economia
de la logica; y la aceptacion se garantiza por el convencimiento que adquiere frente a una

comunidad de matematicos. Por demostracion, se entendera:

[...] El tipo de prueba dominante en matematicas tiene una forma particular. Se
trata de una serie de enunciados que se organizan siguiendo un conjunto bien
definido de reglas. De aqui en adelante llamaremos demostracion a estas
pruebas. Lo que caracteriza a las demostraciones como género del discurso en

su forma estrictamente codificada. (2000, pags. 12-13).

Por razonamiento, Balacheff (2000) propone que: “es toda actividad intelectual en su mayoria
no explicita, de manipulacién de informaciones para, a partir de datos, producir nuevas

informaciones”.

Asimismo siguiendo a Valverde (2001) por razonamiento inductivo, entenderemos en la

investigacion:

Es aquel en el que de un conocimiento de menor grado de universalidad se pasa a
uno de mayor grado de universalidad (o sea, de algunos casos particulares se

pasa a un juicio universal). (2001, pag. 40)

En las inferencias inductivas se emplean generalmente procedimientos de tipo heuristico,
como una via hacia las generalizaciones de los enunciados, sustentadas en el analisis de las

regularidades de los distintos casos particulares experimentados.

De igual modo, siguiendo a Valverde por razonamiento deductivo, entenderemos:
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[...] “las conclusiones se infieren necesariamente de las premisas, las cuales
expresan conocimientos de grado mayor de universalidad y que la conclusion de
por si presenta un conocimiento de grado inferior de universalidad”. (2001, pag.
39)

Es basico sefialar que las reglas de inferencia (que son trascendentales en la construccion
de los razonamientos deductivos, se encuentra su explicacion en el anexo A, apartado
A.7.1.) van a servir para interpretar y simbolizar un conjunto de premisas (0 hipétesis) y una

tesis, para asi, poder elaborar toda una secuencia l6gica de pasos hacia la demostracion.

Sobre los enunciados logicos, que estan en dependencia directa con las reglas de inferencia,
cabe preguntarnos por su valor de verdad (verdadero 6 falso) y por su estructura sintactica
l6gica, esto es, si es de forma simple o compuesta, ya que en la matematica es vital estudiar
los condicionales y los bicondicionales; y asociados a éstos: la implicacion (cuando ya se
garantiza que un condicional es verdadero) y la equivalencia (cuando ya se garantiza que un
bicondicional es verdadero). Puesto que los enunciados logicos deductivos de la matematica

son: implicativos o equivalentes, en su gran mayoria.

También las tautologias son trascendentales dentro de la I6gica matemética, ya que nos dan
estructuras sintacticas verdaderas en todo momento, sin importar su semantica. Ademas de
las contradicciones, que en todo tiempo son falsas sin importar su contexto semantico. Las

definiciones de tautologia y contradiccion pueden tomarse del anexo C: glosario de palabras.

De otra parte, la légica matemética, y en especial, el razonamiento deductivo, han sido
significativos al darle el estatus e identidad de ciencia a la matematica en épocas
contemporaneas; ya que ciertas disciplinas cientificas no tienen un procedimiento propio de
validacion de los resultados investigativos producidos en su interior, y sélo se basan en
generalizaciones que, por lo general, resultan de razonamientos inductivos y razonamientos

estadisticos.

El matematico al enfrentarse a una conjetura de un cierto concepto, €l en muchos casos,

debe realizar su respectiva argumentacion y demostracion del nuevo teorema que ha sido
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investigado. Los procesos desarrollados (haciendo parte del método de investigacion como
matematico) son fases constantes de pruebas, mejoras de conjeturas y refutaciones.
Consecuentemente con lo anterior, se propone que desde la misma ensefianza de las
matematicas escolares los estudiantes se acostumbren al método de construccion de la
matematica. En algunos casos es dificil encontrar estos tipos de procesos en los mismos
matematicos, al respecto Lakatos (1978) haciendo mencion a la heuristica empleada por los

matematicos para construir y pulir conjeturas, argumenta:

Los matematicos son incapaces de ponerse a la vez a probar y refutar una
conjetura, debido a sus empedernidos dogmas heuristicos. O bien la prueban, o
bien la refutan. Ademas, son especialmente incapaces de mejorar las conjeturas,
refutandolas, si resulta que las conjeturas son suyas. Quieren mejorar sus
conjeturas sin refutaciones; nunca se deciden a reducir la falsedad, si no es
mediante el monotono aumento de verdad; asi, purgan el aumento de

conocimiento del horror de los contraejemplos.

Lo anterior nos sirve para hacernos reflexionar frente a los procesos de conjetura y validacion

gue se pudiesen tener dentro de la misma aula de clase.

Y continda diciendo, que los autores que trabajan en este campo son conscientes del método
gue siguen: conjeturas arriesgadas, proliferacion de hipotesis, contrastaciones severas,

refutaciones. Lakatos (1978).

La légica matematica, por tanto, es la base en la que se soporta la teoria matematica dando
pardmetros definidos: las reglas de inferencias, las reglas de validez de los razonamientos
deductivos y los criterios de validacion de las demostraciones; los cuales sirven para realizar

al interior mismo de la matematica, inferencias, argumentaciones o pruebas a las conjeturas.
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No se puede negar que la demostracion ha pasado a lo largo de la historia de las
matematicas por una evolucion a partir de las pruebas desde Egipto, es decir pruebas que

van desde lo informal y empirico hasta lo intelectual y con una rica estructura logica.

Los griegos aportaron la semilla del rigor a la matematica, pasando de pruebas basadas en
la evidencia a pruebas que ya no requerian de ésta. En los griegos se aprecia como la
mateméatica pasa a objetos ideales, demostraciones y enunciados en donde se hace
presente la generalizacion de objetos matematicos por medio del razonamiento deductivo. Es
aqui en este momento historico en donde se presenta una ruptura epistemolégica en cuanto

al razonamiento matematico.

Esta es una de las rupturas epistemologicas de la matemética que no es consciente por
algunos docentes; la cual pone en desventaja la ensefianza y aprendizaje de prueba y
demostracién en el aula de clase, provocando en los estudiantes dificultades alrededor del
razonamiento deductivo. Por tanto es oportuno para la investigacion hablar del principio de
continuidad en la ensefianza de la demostracion matematica desde los inicios de la

educacion basica, pasando por la educacion media hasta la universitaria.

Dicha ruptura epistemolégica se da en cuanto al razonamiento deductivo y la demostracion
como tal en la historia de la matematica, la cual permite deducir que los estudiantes en una
clase de matemaéticas deben adaptarse tempranamente y continuamente® a los trabajos de
construccion de pruebas y procesos de validacién desde lo inductivo a lo deductivo sin
sobresaltar caminos, asi como también a los procesos de conjetura (debe de establecerse
una gradacion de los niveles de comprension con los procesos de prueba y conjetura). Al
respecto Stylianides de University Oxford, Reino Unido, propone el principio de continuidad
en los procesos de prueba directamente con los estudiantes en las clases de las
matematicas escolares, para establecer unas conexiones entre las producciones inductivas y

deductivas de pruebas en los estudiantes:

® Esto implica que las investigaciones que apunten a rastrear el principio de continuidad de los procesos de

prueba en la escuela sean de corte longitudinal en el tiempo.
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“The continuum principle, which states that there should be continuity in how the
notion of proof is conceptualized in different grade levels so that students’
experiences with proof in school have coherence”. Y continua: “Currently, much
elementary mathematics teaching focuses on arithmetic concepts, calculations,
and algorithms, and, then, as students enter secondary school, they are suddenly
required to understand and write proofs. This creates a discontinuity in students’
experiences with proof in school that explains, at least in part, the fact that even
advanced students demonstrate poor ability in proving. Also, the fact that proof is
typically not a focus of elementary mathematics teaching deprives elementary
students of opportunities to explore why “things work” in mathematics, which would

provide them with a solid basis for conceptual understanding”. (2007, pag. 2)

2.2. Contexto de justificacion en clase de matematica: el estilo escrito de las pruebas
a dos columnas

2.2.1. Estilo escrito de las pruebas a dos columnas

El proponer en este apartado referentes tedricos de las pruebas a dos columnas, se debe a
gue éste fue uno de los estilos escritos presentados por los estudiantes universitarios, con
los cuales se realizd la investigacion; estilo retomado por los estudiantes debido a que fue
derivado de las exposiciones en clases por parte del docente. El andlisis realizado para esta
investigacion de las ventajas asi como de las desventajas, es lo que permite avanzar y dar
aportes de control a los manejos y esquemas de prueba en la clase. También trabajar con
pruebas a dos columnas permitié un acercamiento a los razonamientos deductivos y detectar
posteriormente las dificultades presentadas por los estudiantes universitarios, con miras a
fortalecer los procesos comprensivos, desde estudiantes de educacién media y de transicion

de educacién media a la universitaria.

Las pruebas a dos columnas han sido empleadas en la ensefianza de la demostracion en
algunos casos de manera inconsciente y con niveles de comprension ingenua, que pocas
veces trasciende a la de principiantes, quedandose solamente en el nivel intuitivo; pero

también han sido fuertemente criticadas y segun los National Council of Teachers of
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Mathematics, NCTM (1989, pags. 126-127), se recomienda que se dé importancia y atencion

en la ensefianza de pruebas a “argumentos deductivos expresados oralmente y en parrafos

y que se diera menos atencion a las pruebas a dos columnas’.

Una de las ventajas de las pruebas a dos columnas (aun cuando el docente no es consciente
en la clase de mateméaticas de controlar los procesos de prueba y demostracion) es que
permiten un acercamiento légico a las justificaciones y demostraciones, también permitiendo

“controles de manejo” del razonamiento deductivo.

2.2.2. Definicion de una prueba a dos columnas

El estilo escrito de pruebas a dos columnas se expone en este apartado, ya que el grupo de
estudiantes universitarios intervenidos se enmarcaron dentro de este estilo de prueba, el cual
permitié6 un acercamiento a la elaboracion consciente de escritura de las pruebas y se pudo
analizar facilmente sus dificultades, especialmente en la elaboracién de pruebas intelectuales

y de aspectos relacionados con el razonamiento deductivo.

Segun los estudios realizados por Herbst (1999), él narra que en uno de los estudios
etnograficos de un curso de geometria (citando al docente japonés Sekiguchi) define el estilo

de prueba a dos columnas como sigue:

Uno traza una linea horizontal y otra vertical desde el punto medio de la primera
hacia abajo de tal manera que se forme una letra T, creando asi dos columnas
bajo la linea horizontal. En la columna de la izquierda, uno escribe una cadena
deductiva de enunciados que converjan a la proposicién a probar, asignandole un
numero de orden a cada enunciado. Para cada paso de la deduccion, uno debe
anotar la razon de la misma en la columna de la derecha bajo el correspondiente

numero de orden. (1999, pags. 78-79)

En la llustracion 3 y 4 se muestran ejemplos de pruebas escritas a dos columnas.
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llustracién 4. Prueba a dos columnas que sélo exhibe la cadena deductiva de enunciados y no presenta
las razones.

Adicionalmente, en cuanto al paradigma de investigacién seguido por Patricio Herbst’
referido a los contextos de justificacion y descubrimiento en la clase de matematicas, Herbst
(Comunicacién personal, 2009) comenta:

" Claramente recomendado por Balacheff (se sugiere al lector remitirse al inicio del apartado 2 para ver dicha
recomendacion) y adscrito a Michigan University.
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Estimado Durango

Gracias por su interés en nuestros trabajos.

Hay una lista de nuestras publicaciones en el website de GRIP
¢las ha visto? Pienso que ellas daran cuenta a su pregunta

sobre nuestros "paradigmas”.

Nuestro enfoque combina la sociologia y la epistemologia.

Nos interesamos en el trabajo matematico de la clase como
organizacion y en los factores que dan forma a ese trabajo,
particularmente los factores que restringen o constrifien la
actividad del maestro. Es decir tratamos, por un lado de
describir  fendbmenos epistemoldgicos, por ejemplo la
naturaleza de la prueba o concepciones de ideas geométricas
(para esto un buen ejemplo es el articulo que publicamos en
RDM en 2005 sobre area). Por otra parte, tratamos de explicar
esos fendmenos epistemoldgicos utilizando una teoria de
instruccion que deriva de ideas socioldgicas (y didacticas), en
particular esta "teoria de las transacciones de la
instrucciéon" (theory of instructional exchanges) se apoya
en las ideas de contrato didactico de Brousseau y la nocion
de habitus de Bourdieu, usa metodologias derivadas de la
etnometodologia de Garfinkel y del frame analysis de
Goffman.

Con respecto a investigadores destacados en Educacion
Matematica yo sigo las trayectorias de Deborah Ball,
Magdalene Lampert, Nicolas Balacheff. El trabajo de Eric
Livingston en sociologia de la prueba es muy atil, Ud.

puede encontrar otras referencias en mis trabajos.
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Segun yo creo, el Proof Project ya ha terminado. El libro Proof
across the grades se publica este mes. Solamente se
organizaron dos conferencias segun tengo entendido, y ambas

han sido por invitacion.

Nuevamente gracias por su interés y mucha suerte con su

trabajo.

Patricio Herbst

2.3. Algunos esquemas de pruebas presentados en estudiantes, rastreados en otras

investigaciones

Se ha realizado una revision de la literatura sobre los contextos de justificacion y
descubrimiento matematico en la clase de matematicas, en los paises Estados Unidos y
Espafia. Esta con el fin de rastrear qué problemas se han derivado alrededor de dichos

contextos.
Esquemas de pruebas propuestos por Harel y Sowder
En unas de las investigaciones realizadas por Harel & Sowder (1994) y citados en el trabajo

de Ibafies (2001, pag. 13), se presentan los siguientes esquemas de pruebas encontrados en

sus estudiantes. Ver el Cuadro 2.
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De conviccion externa | Empiricos Analiticos

Rituales

o Inductivos | Transformacionales
Autoritarios o
o Perceptuales Axiomaticos
Simbolicos

Cuadro 2. Esquemas de pruebas de Harel & Sowder en Ibafies (2001, pag. 13)

La llustracion 5, muestra las subcategorias que presenta Harel y Sowder respeto de los

esquemas analiticos de pruebas, que no se presentan en los trabajos de Ibafies (2001).

External Conviction
Proof Schemes

Authoritarian

Empirical
Proof Schemes

Analytical
Proof Schemes

Transformational

Intuitive-
Asxiomatic

I[nl!:rna!izr:dl Elerim—iz:d] Restrictive

L
Contexral I Generic | Constructive

llustracién 5. Esquemas originales propuestos por Harel & Sowder (1994)
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Se puede observar una equivalencia entre los esquemas de prueba de Harel & Sowder
(Cuadro 2 e llustracion 5), y los propuestos por Balacheff. Ya que los esquemas de prueba
que Harel & Sowder llaman empiricos, Balacheff los nombra como pruebas pragmaticas y
ostensivas; y los llamados esquemas analiticos de prueba, hacen alusion a las pruebas

intelectuales en la teoria de Balacheff.

ESQUEMAS DE PRUEBA

Empirico Analiticos
Experimentales Transformacionales
Estaticos Dindmicos Estaticos  Dinamicos
De conviccién
externa : :
Inductivos Particulares Generales
Falsos Auténticos Incompletos Completos

De un caso De varios casos
Intuitivo-Axiomatico

No sistematico  Sistematicos
Cuadro 3. Categorizacion de tipos de prueba por Ibafies (2001, pag. 13)

En esta categorizacién de los esquemas de prueba, Cuadro 3, se debe resaltar que los
esquemas empiricos son experimentales e inductivos y estan relacionados con los tipos de

prueba encontrados por Balacheff.

2.4. Contexto de justificacion en la clase de matematicas: Una vision desde la

investigacion realizada por Nicolas Balacheff

En el contexto de justificacion, del cual Balacheff (2000, pags. 26-28, 54-86) nos hace

referencia en su trabajo, esta investigacion focaliza la atencion en los tipos de prueba que
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presentan los estudiantes, tales tipos de pruebas son: Empiricismo ingenuo, Experiencia

Crucial, Ejemplo genérico, Prueba mental y Célculos sobre enunciados.

Se pueden

apreciar los tipos de prueba a partir de las caracteristicas acufiadas por Balacheff, y los tipos

de: generalizacion, razonamiento y nivel de comprension; interpretados bajo la Optica de esta

investigacion. Ver el Cuadro 4.

Tipo de .
Caracteristicas
prueba

2 Empiricismo B B

8 . Recurren a la accion o a la ostension.

= ingenuo

'_

<

=

O]

<

04

o

()] Experiencia » L

<< . Plantea explicitamente el problema de la generalizacion.

m crucial

L

=)

o

o
Ejemplo Explicacion de las razones de validez de una asercion para la
genérico validacion de operaciones o transformaciones de un objeto en

& calidad de representante caracteristico de determinada clase.

—

<

D

5 Experiencia La experiencia mental aparece como medio para fundamentar las

L . . L. .

_ mental soluciones propuestas en un esfuerzo de explicacion. Se libera

L . . .

E de las situaciones particulares.

(%))

<

i

a Célculo Resultado de un calculo inferencial sobre enunciados. Se

o sobre fundamentan en definiciones o en propiedades caracteristicas

enunciados explicitas.

Generalizacion

No la asume

Inicios de

generalizacion

La asume

La asume

La asume

Tipo de
razonamiento

Inductivo

Inductivo con
propuesta a la

generalizacion

Inductivo-Deductivo

Deductivo

Deductivo

Cuadro 4. Categorizacion de pruebas segin Balacheff (2000)

Nivel de

comprensién®

Ingenua

Ingenua

Principiante

Aprendiz

Maestria

Para esta investigacion dentro del contexto de justificacion se tendran presentes los tipos de

prueba (segun Balacheff) que los estudiantes elaboran; asi como también la forma en que se

escriben dichas pruebas: ya sea a dos columnas (justificacibn—razon), por parrafos o

mediante la construccién de un registro grafico o por medio de un material concreto. Las

pruebas por parrafos son aquellas en las cuales se hacen redacciones conectadas, en donde

® Ver los niveles de comprension en el apartado 2.6.4.
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se muestra en un escrito el proceso de validacion de un enunciado y no aparecen los

razonamientos discriminados por: justificacion y razén, como en las pruebas a dos columnas.

Si se quisiera detallar un poco el arbol tedrico genealdgico de la investigacion realizada por

Balacheff (2000) debera decirse lo siguiente:

El marco tedrico de esta investigacion se elabor6 con base en la teoria de
situaciones didacticas de Brousseau y en el modelo de Lakatos sobre la dialéctica
de las pruebas y las refutaciones. El estudio experimental de los alumnos en
situaciones de resolucién de problemas, permiti6 poner en evidencia cinco tipos
principales de prueba. Se muestra que esta tipologia no es tanto una
caracterizacion del “nivel I16gico” de los estudiantes, sino de su “economia I6gica”.
Esta “economia logica” esta determinada por la naturaleza de las interacciones
sociales, el nivel de incertidumbre que se reconoce como aceptable para la
situacion, y el nivel de elaboracion cognitivo o de lenguaje que se encuentra

disponible para el problema en cuestion.

Este aporte extra sirvié una vez mas para tener presente los estudios de Imre Lakatos, en el

marco tedrico de esta investigacion.

2.5. El contexto de descubrimiento: Una vision epistemoldgica e histérica desde

Imre Lakatos

Algunos de los conceptos de la teoria de pruebas y refutaciones de Imre Lakatos, se
presentan a continuacion en el Cuadro 5. Estos ayudaron a la interpretacion y lectura del
analisis de contenido de los registros escritos presentados por los estudiantes y al momento

de proponer las estrategias para conjeturar en la clase de matematicas.
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CONTRAEJEMPLOS

METODOS EMPLEADOS EN LA TEORIA LAKATOSIANA

CONCEPTO

Locales
Globales
Globales y

locales

Locales y no

globales

Globales y no

locales

Método de

rendicién

Ajustar

monstruos

Exclusién de

monstruos

Exclusién de

excepciones

Incorporacién

de lemas

Pruebay

refutaciones

CONCEPTOS Y DEFINICIONES BASICAS DESDE LA TEORIA LAKATOSIANA

DEFINICION

Ejemplo que refuta un lema sin refutar necesariamente la conjetura principal. Lakatos (1978, pag. 27)

Ejemplo que refuta la propia conjetura principal. Lakatos (1978, pag. 27)

Confirma el teorema (Cubos encajados, presentados por Alfa. Lakatos (1978, pag. 29)

No refuta el teorema (Contraejemplo al tercer lema, presentado por Gamma. Lakatos (1978, pag. 27)

Refuta el teorema (Cilindro, presentado por Gamma. Lakatos (1978, pag. 60)

Abandono total de la conjetura, una vez aparece un contraejemplo global. Lakatos (1978, pag. 30)

Consiste en realizar un examen mas atento, asumiendo los monstruos o excepciones como interpretaciones

monstruosas, ajustandolas de tal suerte que se conviertan en ejemplos. Lakatos (pags. 48-50)

Rechazo del contraejemplo, defiende la conjetura ingenua, reinterpretando sus términos, (Lakatos, Pruebas y
Refutaciones: La légica del descubrimiento matematico, 1978, pag. 59) consiste en retirar el contraejemplo,

asumiéndolo como una falsa critica, es decir, como casos patologicos. Lakatos, (pags. 31-41 y 60-65)

Mejora la conjetura; consiste en nombrar los contraejemplos como excepciones, elaborar una lista de ellas y

determinar con precision el dominio en el que se sostiene la conjetura. Lakatos (pags. 41-48)

Mejora la conjetura; consiste en descartar como falsa la conjetura en su forma original, proponiendo
inmediatamente una version modificada y restringida, incorporando a la conjetura el lema que ha sido refutado
por el contraejemplo; aunque reduce el dominio de la conjetura principal al dominio propio del lema culpable,
para la incorporacién hay que identificar el lema y formularlo lo mas exactamente posible, basandose en un

analisis cuidadoso de la prueba. La incorporacion de lemas aumenta el contenido. Lakatos (pags. 51-60 y 108)

Rebautizo del método de incorporacion de lemas, que surge tras el andlisis de la prueba en busca del rigor.
Lakatos (1978, pags. 65-75)

Método que se basa en las siguientes reglas heuristicas, segun Lakatos (1978, pags. 65-68, 76 y 95):

1. Sidispone usted de una conjetura propéngase probarla y refutarla.
o Inspeccione cuidadosamente la prueba para preparar una lista de lemas no triviales
(andlisis de la prueba).

o  Halle contraejemplos globales y locales.
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2. Sitiene un contraejemplo global, descarte su conjetura.

o Afada a su andlisis de la prueba un lema conveniente que sea refutado por el
contraejemplo y sustituya la conjetura descartada por otra mejorada que incorpore ese
lema como condicion.

o  No permita que una refutacion sea descartada por monstruosa.

o  Trate de hacer explicitos todos sus “lemas ocultos”.

3.  Sitiene un contraejemplo local, compruebe sino es también global.

o Siloes, aplicar la regla dos.

4. Si se tiene un contraejemplo local aunque no global, se mejora el andlisis de la prueba sustituyendo
el lema refutado por otro no falsado.
5. Si se tiene un contraejemplo de cualquier tipo, hallar por medio del conjeturar deductivo un teorema

mas profundo, respecto al cual ya no sean contraejemplos.

2 | Conjeturas que no son inductivas y se obtienen por ensayo y error, mediante conjeturas y refutaciones. Lakatos
ngenuas

% (1978, pag. 92)

|_

L

2

8 Deductivas Conjeturas que nos ofrecen un patrén continuo generalizador de desarrollo del conocimiento, comienza con

refutaciones. Lakatos (1978, pag. 114)
Cuadro 5. Interpretacion a lateoria de Lakatos

2.6. Marco Teorico de Ensefianza para la Comprension

2.6.1. Definicion de comprension

Segun Stone (1999) la comprensién, al menos en la comunidad educativa norteamericana,

ha sido una preocupacién desde hace algun tiempo; la autora sefiala que:

[...] Desde el punto de vista educativo, la comprensién casi siempre ha sido
valorada, al menos retéricamente. Desde que existieron las escuelas tal como las
conocemos en este pais, la comprension ha sido una meta permanente. Sin
embargo, el camino hacia la comprensién no siempre ha sido claro, y durante largo
tiempo existieron desigualdades en la busqueda y el logro de la comprension, e
incluso durante mucho tiempo no se le prestd atencidon. Hasta muchos afios
después de que se establecieron las escuelas, por ejemplo, las necesidades
educativas de las mujeres se consideraban minimas, estableciéndose como mas
gue suficientes la lectura y la escritura basicas, y las habilidades domésticas.
Durante gran parte de los siglos XVIII y XIX, la meta de la comprension, ese

compromiso profundo con las busquedas intelectuales, quedd por lo general
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reservada para grupos selectos de varones predominantemente blancos. (1999,

pag. 37)

Para esta investigacion, uno de los conceptos centrales, junto con el de procesos

conscientes, es el de comprension. Stone define la comprension asi:

[...] El uso de la palabra comprension en propuestas educativas particulares
también tiene una larga historia. EI Oxford Dictionary of the English Language nos
dice que en la temprana Edad Media, la palabra tenia un sentido bastante
moderno: captar la idea, comprender algo, ser consciente. En 1898 el Universal
Dictionary of the English Language definia "comprender' de esta manera:
"Aprehender o captar plenamente; saber o aprehender el sentido, importancia,
intencion, motivo de, percibir por medio de la mente; apreciar la fuerza o el valor
de; asociar un sentido o interpretacién a; interpretar; explicar; ser inteligente y

consciente".(1999, pag. 37)

La comprensidn en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas

Y respecto a la comprension en matematicas y las relaciones inherentes a los contextos de

justificacion y de descubrimiento, expone Stone:

El Consejo Nacional de Docentes de Matematicas (National Council of Teachers of
Mathematics, NCTM) ha convertido la comprension de los usos de la mateméatica
en su centro de atencion. Desafia de tal manera la separacién tradicional de la
matematica en las materias independientes algebra, geometria, trigonometria,
analisis, estadistica y probabilidad, proclamando que los alumnos de todos los
niveles deberian entender la mateméatica como un campo de investigacion
plenamente integrado, que apunta a ayudarlos a resolver problemas, comunicarse,
razonar y hacer conexiones. Tales metas significan que “los alumnos deberian
estar expuestos a numerosas y diversas experiencias interrelacionadas que los
alienten a valorar la empresa matematica, a desarrollar habitos mentales
matematicos y comprender y valorar el papel de la matematica en los asuntos
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humanos; que deberia motivarselos a explorar, calcular y hasta cometer y corregir
errores para que tengan confianza en su capacidad para resolver problemas
complejos; que deberian leer, escribir y discutir matematica y que deberian
conjeturar, probar y construir argumentos sobre la validez de una conjetura”.
(1999, pag. 55)

Basado en lo anterior, la presente investigacion, asume la comprension como un proceso
consciente y auto-reflexivo en cuanto a la forma de razonar en matematicas, haciendo uso de

estrategias heuristicas, en lo que concierne a la induccion, la deduccién y las conjeturas.

2.6.2. Las cuatro dimensiones parala comprensién

El marco de Ensefianza para la Comprension establece cuatro dimensiones para acceder a
ella. Estas son: contenidos, métodos, propoésitos y formas de comunicacion. Adicionalmente
para cada una de las dimensiones se establecen cuatro elementos para la comprension:
topicos generativos, metas de comprension, desempefios de comprensién y evaluacién

diagndstica continua (apartado 2.6.3); y cuatro niveles de comprensién (apartado 2.6.4).

2.6.2.1. Los contenidos estudiados en la guia didactica

Siguiendo a Stone (1999, pag. 230) la dimension contenidos: ‘...] evalta el nivel hasta el
cual los alumnos han trascendido las perspectivas intuitivas o no escolarizadas y el grado
hasta el cual pueden moverse con flexibilidad entre ejemplos y generalizaciones en una red

conceptual coherente y rica”.

La investigacion en las intervenciones realizadas con las poblaciones se enmarcé desde
conceptualizaciones geométricas y aritméticas en actividades de validacion planteadas en la
guia didactica, en torno a los razonamientos inductivos, deductivos y conjeturales. Se
deberan por tanto comprender, por parte de los estudiantes, algunas proposiciones de la

geometria y la aritmética.
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Adicionalmente con la poblacion de estudiantes universitarios se trabajaron contenidos de
teoria de conjuntos propuestos en talleres, que no haran parte de la guia did4ctica propuesta,
pero que permitieron analizar basicamente el razonamiento deductivo en la educacion
universitaria con miras a fortalecer los procesos de razonamiento en los estudiantes de

educacion media, por medio de ésta.

2.6.2.2. Los métodos usados para la comprension durante la intervencion

¢,Como construyo el estudiante lo que comprendié?, ¢COmo puede estar
seguro el estudiante de lo que comprendié?, ¢qué evidencias o argumentos

tiene el estudiante para convencer a otros o a si mismo?

Segun Stone la dimension métodos:

[...] reconoce que el conocimiento del pasado, la naturaleza y la sociedad
contrasta con las creencias del sentido comun o con la mera informacion por el
hecho de que no esta facilmente a disposicion en el mundo para que se lo recoja
naturalmente y se almacene simplemente en las mentes de los individuos. El
conocimiento surge mas bien de un cuidadoso proceso de investigacion segun
criterios que son debatidos en forma publica entre comunidades de gente ilustrada
en dominios especificos. (1999, pag. 232)

Durante la intervencién de la investigacién, se emplearon métodos, tales como el uso de
conjeturas y de contraejemplos. Los cuales permitieron a los estudiantes, una mejor
comprension de las pruebas, en los ultimos afios de educacién media y primeros afios de
universidad. Ya que como propone Lakatos (1978, pag. 27): “Ciertamente, las conjeturas
ignoran desagrados y sospechas pero no pueden ignorar los contraejemplos”. Los
contraejemplos fueron aprovechados algunas veces para que los estudiantes mejoren o bien
conjeturen (permitiendo generalidad) para lograr avances comprensivos en los tipos de

prueba de acuerdo con Balacheff (2000).
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La construccion de pruebas, ya sea empleando pruebas pragmaticas o pruebas intelectuales,
dependera en gran medida de las variantes que se le hagan a los talleres propuestos en la
intervencién pedagdgica con la guia did4ctica, en cuanto a la formulacién de preguntas, en
donde al estudiante se le enfrente a la construccion de conjeturas y posteriormente a su
respectiva prueba, esto es, la busqueda de la validacién del enunciado. Esta investigacion
pretende sustentar la hipétesis de que: las conjeturas hacen un aporte significativo y
dependiente para la construccién de pruebas de enunciados matematicos en el aula de
clase, ya que le crea la necesidad al estudiante de probar un nuevo enunciado, realizando

una busqueda del proceso de validacion del enunciado hasta convertirlo en teorema.

2.6.2.3. Lapraxis usada parala comprension durante la intervencion

¢,Cuél es el propdsito de este conocimiento en el estudiante?

De acuerdo con Stone, la dimension de praxis o propoésitos:

[...] se basa en la conviccion de que el conocimiento es una herramienta para
explicar, reinterpretar y operar en el mundo. Esta dimension evalla la capacidad
de los alumnos para reconocer los propdsitos e intereses que orientan la
construccion del conocimiento, su capacidad para usar el conocimiento en

multiples situaciones y las consecuencias de hacerlo. (1999, pags. 234-235)

La comprension de las pruebas pragméticas o intelectuales en los estudiantes genera, por un
lado, mejores desempefios con el razonamiento inductivo (que posteriormente los llevara a la
formalizacibn mateméatica con la induccibn matematica completa); y por otro lado,
desempefios con el razonamiento deductivo que es esencial en la comprension de las teorias

matematicas.

El acceso a los razonamientos inductivos validos dependera de la suficiente préactica

consciente de pruebas pragmaticas y por ostensién, que se hagan a los enunciados

matematicos conjeturados en el aula de clase. Y dependera en cierta medida de las
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suficientes experiencias que tienen los estudiantes al realizar comprobaciones de conjeturas
en el aula de clase; experiencias que estdn asociadas con la comprobacion de casos

particulares alrededor de los enunciados.

Entretanto, el acceso a razonamientos deductivos validos dependera de la suficiente practica
consciente de pruebas intelectuales que realiza el estudiante, acceso mediado por un estudio
consciente y reflexivo de la logica, y especialmente de la semantica de las proposiciones:
negacion, conjuncion, disyuncion, condicional y bicondicional; asi como también, del
aprendizaje reflexivo de las reglas de inferencias y las concepciones en torno a la validez y

certeza de los razonamientos y de las proposiciones, respectivamente.

2.6.2.4. Los procesos de comunicacion empleados para la Comprension durante la

intervencioén

¢, Cuales son las mejores formas en los estudiantes de presentar y comunicar

su comprensioén, segun sus habilidades y auditorio: aula de clase?

Stone en referencia a la dimension de formas de comunicacion, propone que:

[...] una vision de la comprensién vinculada con el desemperio le presta especial
atencion a las formas en las que dicha comprension se realiza: el proceso por el
cual es comunicada a otros. La dimension de las formas de comunicacion evalta
el uso, por parte de los alumnos, de sistemas de simbolos (visuales, verbales,
matematicos y cenestésicos corporales, por ejemplo) para expresar lo que saben,
dentro de géneros o tipos de desemperios establecidos [...]. (1999, pag. 237)

Y més adelante sefiala Stone (1999, pag. 237) que: “hacer publico el conocimiento (como lo

exigen los desempefios de comprension) necesariamente implica el uso de un lenguaje o

sistema simbolico”.
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La demostracion en matematicas y especificamente las pruebas que realizan los estudiantes
de educacion secundaria y de los primeros afios de universidad, son “procesos de
comunicacion escritos, verbales 6 no verbales” entre los mismos compafieros de su aula
de clase. Las convenciones conscientes o no conscientes adoptadas en la misma,
desempeiian un papel fuertemente reconocido al momento de escribir o realizar una prueba.
“Las pruebas son herramientas de comunicaciéon” en donde se hace importante que el
estudiante socialice sus producciones de prueba y debata con sus comparfieros de clase en
torno a la generalidad de la conjetura que él ha descubierto, esto con el fin de convencer a
sus compafieros dentro del aula de clase de que su enunciado se cumple para una cierta

cantidad de objetos mateméticos, permitiendo garantizar la validacion externa en la prueba.

Ahora bien, la efectividad en la comunicacion de las pruebas escritas y verbales, dadas
por los estudiantes, estara ligada a las habilidades que han tenido en cuanto al razonar

inductiva o deductivamente, de acuerdo a la prueba exigida.

2.6.3. Los cuatro elementos parala comprension

2.6.3.1. Los topicos generativos

Siguiendo a Blythe (1998, pag. 53): “los topicos generativos son temas, cuestiones,
conceptos, ideas, etc., que proporcionan hondura, significacion, conexiones y variedad de
perspectivas en un grado suficiente como para apoyar el desarrollo de comprensiones

profundas por parte del alumno”.

Los procesos implicitos que se trabajaron a partir de los tGpicos generativos semanticos son
los de la conjetura, en pro de situar epistemoldgicamente el problema de la prueba dentro del
aula de clase; los contraejemplos, que estan en pro de establecer generalizaciones en una
conjetura inicialmente formulada; y los estilos escritos y no escritos y las pruebas

pragmaticas e intelectuales, como lo sefiala Balacheff (2000, pags. 26-28).

En relacion con los topicos generativos el MEN (1997) propone a los docentes:
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Los estudiantes se involucran en la exploraciéon y comprension de temas que
ofrecen perspectivas claras acerca de lo que queremos que comprendan. Esos
temas tienen mudltiples conexiones con los intereses y experiencias de los
estudiantes y pueden ser aprendidos de muchas formas. Son interesantes tanto

para el alumno como para el maestro y se construyen sobre temas anteriores.

Los topicos generativos que se tomaron en la guia didactica fueron emocionantes, ya que
son ricos para producciones de pruebas y de conjeturas y, mas aun, porque movilizan
procesos de razonamientos conjeturales, inductivos y deductivos. Los tépicos generativos
ofrecieron a los estudiantes conceptualizaciones de algunos objetos de la geometria y

aritmética.

Ahora bien, la investigacion pretendié ahondar en las conjeturas que le generan a los
estudiantes razonamientos conscientes, importantes para la comprension de inferencias
derivadas de situaciones de la vida cotidiana; los contraejemplos permitieron tener
pardmetros iniciales para realizar falsaciones de teorias, y en particular de enunciados

semanticos.

Se adoptaron estos tOpicos generativos (como pueden detallarse en el anexo A: guia
didactica), ya que de alguna manera hacen parte de las concepciones previas de los
estudiantes que ingresan a cursar el Gltimo afio de educacion media, y porque son
fundamentales en el proceso de razonamiento que deben tener al momento de abordar

cursos de mateméticas en las carreras de ciencias o ingenierias.

El nuevo matiz generativo fue a partir de actividades de validaciéon y de descubrimiento
propuesto a los estudiantes para que razonaran conjeturalmente, esto es, que construyeran
conjeturas y, a partir de aqui, le dieran significado al validar el enunciado empleando

pruebas.

El tépico generativo que se pudo aprovechar fue el referido al pensamiento numérico, ya que

se tomo los numeros poligonales y se relacion6 con el pensamiento geométrico a partir de
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los poligonos, se pens6é que este puede ser el punto de partida para una actividad que

involucra procesos de generalizacion.

La guia didactica se encauzé basicamente por topicos generativos desde los pensamientos:
geométrico y aritmético (materializados directamente en la guia didactica), los cuales se

propusieron por medio de actividades de validacion y estrategias para conjeturar.

Las actividades de validacion planteadas en la guia didactica le permitieron a los estudiantes
proceder a realizar conjeturas a partir de orientaciones delimitadas por el docente a partir de
preguntas que fueron construidas, teniendo presente los niveles de comprensién que van
desde la visualizaciébn hasta la deduccion formal, desde elaboraciones de pruebas
pragmaticas hasta pruebas intelectuales, y especificamente desde unas estrategias para
conjeturar en la clase de matematicas, las cuales han sido compartidas con otros
investigadores y docentes de mateméticas, en eventos nacionales, por ejemplo en Durango
(2007).

2.6.3.2. Las metas de comprension

En consonancia con Blythe:

Las metas de comprension identifican los conceptos, los procesos y las
habilidades que deseamos que nuestros alumnos comprendan especialmente. Se
las formula de dos formas: como enunciados (“los alumnos comprenderan...”, “los

)

alumnos estimaréan...” o “los alumnos desarrollaran la comprension de...”) y como

preguntas de final abierto (“;cuales son las similitudes y las diferencias mas

importantes entre los diversos géneros literarios?”). (1998, pag. 75)

2.6.3.3. Los desempeiios de comprension

Al unisono con Blythe:
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Los desempefios de comprension son actividades que exigen de los alumnos usar
Sus conocimientos previos de maneras nuevas o en situaciones diferentes para
construir la comprension del tépico de la unidad. En los desempefios de esta
indole los alumnos reconfiguran, expanden, extrapolan y aplican lo que ya saben.
Ademas, desafian los prejuicios, los estereotipos y el pensamiento esquematico
de los alumnos y los ayudan a construir y demostrar su comprension. (1998, pags.
95-96)

Y posteriormente contindia Blythe, haciendo referencia al docente que:

[...] Aunque el término “desempefio” parece aludir a un acontecimiento final, se
refiere en rigor a las actividades de aprendizaje que brindan tanto a usted como a
sus alumnos la oportunidad de constatar el desarrollo de la comprension a lo largo

del tiempo, en situaciones nuevas y desafiantes. (1998, pag. 96)

Al igual que las metas de comprension, los desempefios de comprension establecidos para
la intervencion de la guia didactica con los estudiantes que conforman las poblaciones

investigadas, aparecen consignados en el anexo A.

2.6.3.4. Laevaluacion continuay final

Segun Blythe (1998, pags. 117-118) respecto de la evaluacion diagndstica continua, ella

dice:

Los criterios para evaluar cada desempefio de comprensiéon deben ser:

e Clara y explicitamente enunciados al principio de cada desempefio de
comprension (aunque pueden elaborarse en el curso de esa actividad, sobre
todo si es la primera vez que el docente y los alumnos la abordan).

e Pertinentes (estrechamente vinculados a las metas de comprension de la
unidad).

e Publicos (todos en la clase los conocen y comprenden).
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Y en cuanto a la retroalimentacion de la evaluacion, la misma autora sefiala que:

La retroalimentacion debe:

e Proporcionarse con frecuencia, desde el inicio hasta la conclusion de la unidad
juntamente con los desempefios de comprensidn. A veces la retroalimentacion
puede ser formal y planificada (tal como la retroalimentacién sobre las
presentaciones) y otras, mas informal (como responder a los comentarios de
un alumno en las discusiones en clase).

e Proporcionar a los alumnos informacién sobre el resultado de los desempefios
previos y también sobre la posibilidad de mejorar los futuros desempefios.

e Informar sobre la planificacion de las clases y actividades siguientes.

e Provenir de diferentes perspectivas: del docente, de las reflexiones de los
alumnos sobre su propio trabajo y de las reflexiones de los comparieros sobre
el trabajo de otro.

Otro proceso que se quiere insinuar, es el de la evaluacion que fue observado desde la

valoracion cualitativa de las producciones realizadas por los estudiantes.

Al momento en que el estudiante propuso una conjetura con debilidades en la generalizacion,
el investigador sélo debi6 dirigir la conjetura hacia otra con el propdsito de mejorarla a partir

del trabajo con los contraejemplos.

Las valoraciones asignadas a los estudiantes no fueron arbitrarias, en tanto que se realizé un
proceso en donde ellos fueron mejorando sus razonamientos a partir de los razonamientos
invalidos que fueron construyendo. También se insistid, en los estudiantes, en la toma de
consciencia de que sus dificultades surgen a partir de conceptualizaciones deficientes de los

objetos y relaciones matematicas en cuestion.

Las metas, los desempefios de comprension y las evaluaciones establecidas para la

intervencién de la guia didactica a los estudiantes, aparecen consignadas en el anexo A.
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De manera resumida, la llustracion 6 presenta explicitamente los cuatro elementos para la

comprensién, los cuales se tuvieron presente para cada actividad propuesta de la guia

didactica.
il
i Cama astarlas ssguno de 53car de una c3jA clrowlos de Wras coboras disBimos, Sin necesidad de mirankos en
13 exiracdan?
pud fpo de razonambsmio maemaon Induciva o deductva, empisarias para resalver 3 siguismis
TOPICOVS actidadT
GENERATINOVS
§ e Bipos de justicacionss consinuirias para masirar 3 fus compafiencs 13 soluckin?
JOud c3sos edbemos analizarlas para lograr resoivar 13 achvidad, S50 85t caso edirama de ssgunidad y
G350 Sxirama de na sagunkdad de abienar 13 igiets de coboras 2n bos Ciroulas?
Anallzar lss palabraes claves dal anunclads y como puadan Influlr aetas an la scluciin dafinitha dal
METASDE anunciado.
COMPREN 510N
LCusl o cudles ea'eon la'e palabrates mas importantals dal enunclado?
DESEMPEROS DE Aplicar razonamientos Inducthvos para la scluckin da la actividad.
COMPREN 510N
WELORACKIN CONTINUSA |~ Escribir un procass de Justiflcaciin o de prusta, oetenaiva o Intalectual, que sustants las respusstas
¥ FINAL dadas da la actividad.

llustracién 6. Esquema empleado para explicitar los cuatro elementos parala comprensién en cada una
de las actividades propuestas en la guia didactica.
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2.6.4. Niveles de comprension presentes en la investigacion

En el Cuadro 6, tomado de Stone (1999, pags. 262-263), se definen los niveles de
comprension, dichos niveles se emplearon para realizar interpretaciones en los analisis de
contenido de los registros escritos presentados por los estudiantes, en los talleres

intervenidos.

NIVELES DE COMPRENSION

Los desempefios estan arraigados en el conocimiento intuitivo.

, Los alumnos no ven la relacién entre lo que aprenden en la escuela y su vida cotidiana. No consideran los
COMPRENSION

propositos y usos del conocimiento.
INGENUA

Los desempefios no muestran signos de dominio, por parte de los alumnos, de lo que saben.
Los desempefios son no reflexivos respecto de las formas en las que el conocimiento se expresa o comunica a

los demaés.

Los desemperios se arraigan en los rituales de pruebas y de la escolarizacion.

Los alumnos empiezan a interpolar algunos conceptos o ideas disciplinarias y a establecer conexiones simples,
COMPRENSION a menudo ensayadas entre ellos.

DE PRINCIPIANTE | Los alumnos describen la naturaleza y los propésitos de la construcciéon del conocimiento, asi como su

comunicacién como procedimientos mecanicos paso a paso.

La validacién de los procedimientos de construccién del conocimiento depende de la autoridad externa mas que

de criterios racionalmente consensuados desarrollados dentro de las disciplinas o dominios.

Los alumnos demuestran un uso flexible de los conceptos o ideas disciplinarias.

) Los alumnos ven la construcciéon del conocimiento como algo complejo, que sigue procedimientos y criterios
COMPRENSION

prototipicamente usados por expertos del dominio.
DE APRENDIZ

Con apoyo, los desempeiios iluminan la relacién entre conocimiento disciplinario y vida cotidiana, examinando
las oportunidades y las consecuencias de usar este conocimiento.

Los desempefios demuestran una expresion y comunicacion flexible y adecuada del conocimiento.

Los desempefios son predominantemente integradores, creativos y criticos.

Los alumnos pueden moverse con flexibilidad a través de dimensiones, vinculando los criterios por los cuales se
construye y convalida el conocimiento en una disciplina, con su objeto de estudio o los propodsitos de la
investigacion.

COMPRENSION Los alumnos ven la construcciéon de conocimiento como algo complejo, impulsado a menudo por marcos y
DE MAESTRIA visiones del mundo encontrados y que surge como resultado de una argumentacion publica dentro de las
comunidades de profesionales en diversos dominios.

Los desempefios a menudo van més alla de demostrar comprension disciplinaria para reflejar la conciencia
critica de los alumnos acerca de la construccion del conocimiento en los dominios (por ejemplo, la comprensién
metadisciplinaria) o la capacidad de los alumnos para combinar disciplinas en sus tareas (por ejemplo

comprension interdisciplinaria).

Cuadro 6. Niveles de comprension

Los procesos de prueba y conjetura de los estudiantes fueron analizados a partir de los

niveles de comprension presentados por Stone.
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2.6.5. Interpretaciones del Marco Tedrico de Ensefianza para la Comprension en la

investigacion

Uno de los retos de esta investigacion en el Marco de la Ensefianza para la comprension es
la observacion minuciosa de “los contenidos” a ensefiar, los cuales acataron los conceptos
semanticos del pensamiento numeérico y geométrico. EIl analisis de “los métodos” de
pruebas fueron empleados por los estudiantes para realizar pruebas; “la praxis” se
evidencio en diversas situaciones semanticas de la vida cotidiana y desde “los espacios de
comunicacién” en el aula de clase, a partir de lo escrito empleando las socializaciones,
discusiones y consensos grupales de las pruebas realizadas por los distintos integrantes de

los grupos intervenidos en la investigacion.

Los tépicos fundamentales para promover la comprension en el proceso de razonamiento
de pruebas en la investigacion son: las conjeturas, los contraejemplos, las pruebas escritas y

no escritas.

Las dimensiones para acceder a la comprension de las pruebas (desde los métodos
empleados, los contenidos que se desarrollaron, la praxis y aplicaciones de los enunciados
validados con las pruebas y la comunicacion como proceso) han sido mediadas por la

confrontacién y los consensos de pruebas dentro del aula de clase.

Los estudiantes en la clase de mateméaticas deberan comprender en el proceso de
razonamiento matematico, cuando enfrentan pruebas y demostraciones de enunciados
dados o conjeturados. Se pretende que sean conscientes (en cuanto a su comprension) que
las pruebas no son “tormentosas” y no estan totalmente desligadas de los razonamientos

inductivos y deductivos.

La falta de compresion de la semantica’ y sintaxis'® de las reglas de inferencia hace que se

fracase en el proceso de elaboracion de una prueba o una demostracion.

° Por semantica logica se entiende la significacién de los conceptos inmersos en los enunciados matematicos.
% por sintaxis l6gica se entiende la estructura del enunciado, para ello se realiza una simbolizacién de su

semantica.
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El uso de pruebas empleando casos particulares a los enunciados, por parte de los
estudiantes, ayudan a que el enunciado sea verificado sélo para unos cuantos casos
particulares en comienzo y permitiendo que realice conjeturas de la generalizacién del

enunciado.

El debilitar la tesis mediante procesos regresivos, empleados en los descubrimientos de
crimenes, como también la progresién de hipotesis en busca de la tesis para construir
posibles conexiones de las hipoétesis con la tesis permite afianzar la comprension de los
estudiantes. Los procesos regresivos progresivos en las pruebas matematicas, segun Solow

(1987), son procesos importantes en la heuristica de la matematica.

2.6.5.1. Lacomprension matematica en la formulacion de conjeturas y su respectiva

validacion

La intencion de la intervencion en el aula fue fomentar en los estudiantes la formulacion de
conjeturas ante una actividad o situacién de validacién, al mismo tiempo, de fortalecer el
uso de contraejemplos para falsear o verificar la generalizaciéon de la misma y hacer
consciente los estilos escritos y no escritos de la prueba. Esto con el fin de que el
estudiante logre comprender de la conjetura sus raices epistemoldgicas, y perciba la

necesidad de probar y validar enunciados.

Se procur6 que los estudiantes tuviesen comprensién frente a lo esencial en la validacion de
los enunciados descubiertos en clase, asi como también razonar conscientemente en forma:

inductiva, deductiva o conjeturalmente.

Otro aspecto fundamental es que se potenciaron procesos matematicos de los estudiantes,
desde el marco de los Lineamientos Curriculares de Matematicas, especificamente la

comunicacion, empleada en las controversias por parte de las producciones de prueba.

Fue importante igualmente, dentro del Marco de Ensefianza para la Comprension, que los
estudiantes tuvieron presente que lo aprendido les sirve para su futuro intelectual, en tanto

gue se trabajé con ellos los razonamientos conjeturales, lo cual los condujo a la necesidad
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de crear enunciados que aportan a las teorias matematicas. Al respecto Lakatos (1978)

propone:

La metodologia de una ciencia depende en gran medida de que dicha ciencia
aspire a un ideal euclideo o cuasi-empirico. La regla basica de una ciencia que
adopte el primer objetivo es la blusqueda de axiomas auto-evidentes (la
metodologia euclidea es puritana y antiespeculativa). La regla basica del segundo
tipo de ciencia es la busqueda de hip6tesis imaginativas y audaces con una gran
potencia explicativa y heuristica, y, en realidad, este tipo de ciencia invoca una
proliferacion de hipétesis alternativas para ser escardadas por una critica severa

(la metodologia cuasi-empirica es irreprimiblemente especulativa).

La propuesta forj6 procesos de razonamiento en los estudiantes que apuntaron a la
incertidumbre, desde el planteamiento de preguntas abiertas, y no cerradas (se entiende
por una pregunta abierta la que brinda al estudiante la posibilidad de explorar sobre los
conceptos y no da simplemente la posibilidad de una respuesta afirmativa o negativa, como
lo hace la pregunta cerrada) como se ha direccionado en algunos casos en la ensefianza
tradicional. Segun lo expresado por el MEN (1998, pag. 74) en referencia a los docentes, se
comenta que éstos sblo se limitan a que los estudiantes hagan vastas elaboraciones
mecanicas, procedimientos de justificaciones repetitivas, comparaciones y ejercitaciones de
procedimientos, en donde no se es consciente del razonamiento empleado, ya que no se
tiene presente la resolucibn y el planteamiento de problemas, el razonamiento, la

comunicacién y la modelacion.

La investigacion buscé dar respuesta al problema planteado, a partir de que el estudiante
tome consciencia de contrastar sus pruebas realizadas de enunciados conjeturados
con otros compafieros de clase, en donde se evidencia una de las dimensiones para

acceder a la comprension: la comunicacion en los procesos de prueba de los estudiantes.

Las pruebas y las demostraciones son procesos de razonamiento que tienen dependencia

directa con la comunicacién tanto oral como escrita, iconica o visual.
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Segun el MEN (1998, pags. 28-29), se puede avizorar un buen camino de la actividad de la
matematica en cuanto a la generacion y construccién de teorias al interior de proyectos de
investigacion. Ya que los docentes estan realizando contextualizaciones, temporalizaciones
y personalizaciones del conocimiento matematico en tanto que el propésito de los
estudiantes es el de partir desde aqui para luego irse, posiblemente, a la

descontextualizacidn, destemporalizacion y despersonalizacion de los saberes matematicos.

2.6.5.2. La comprensién matematica en los razonamientos inductivos, deductivos y

conjeturales

Las actividades propuestas en la intervencion en la clase de mateméticas tienen presencia
de preguntas en las cuales se le propuso al estudiante el lograr conjeturar y realizar procesos
conscientes y comprensivos. Ademas, las preguntas en cada actividad de validacion y de
conjetura estuvieron enmarcadas dentro de niveles de aprendizaje, l6gicamente
secuenciales. Esto permitié6 avanzar de conceptualizaciones poco complejas a las complejas
y elaboradas (en referencia al rigor), desde la visualizacibn geométrica hasta la

generalizacion de enunciados, respectivamente.

Se rastrearon en los estudiantes los razonamientos de tipo inductivo, deductivo y conjetural,
asimismo, herramientas y procesos trascendentales en la elaboracion de las pruebas de
enunciados matematicos como lo son: el descubrimiento de conjeturas, la confrontacion de
las mismas a partir de contraejemplos, la mejoria de las conjeturas respecto a su enunciado,
las pruebas escritas (desde pruebas elaboradas por parrafos como a dos columnas) y
pruebas no escritas (a partir de la visualizaciébn y materiales concretos empleados en las

actividades de validacion y de estrategias de conjetura propuestas).

La llustracion 7 exhibe un mapa conceptual referente a la estructura de razonamientos

inductivos y deductivos usados en matematicas.
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llustracién 7. Mapa conceptual referente a los razonamientos matematicos.

Los registros escritos elaborados por los estudiantes evidencian la comprension que ellos
asumen de la estructura interna de los razonamientos inductivos, de sus semanticas
particulares y de su sintaxis general, como también de sus razonamientos deductivos, de la
semantica en las proposiciones y de la sintaxis en la simbolizacion de enunciados a partir de
las letras usadas para designar las proposiciones.

razonamiento del estudiante sea consciente y sistematicamente con la mediacion del

docente.

Fue significativo que algunos de los estudiantes al momento de establecer razonamientos

inductivos tuvieron presente casos particulares de un enunciado y también la induccion
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incompleta, y todo lo relacionado con procesos de generalizacion inductiva (como se

menciond antes en relacion con los niumeros poligonales).

Simultaneamente para los razonamientos deductivos fue crucial que el estudiante
comprendiera las reglas de inferencias desde la sintaxis como desde la semantica; ademas,
que el estudiante pudiese conservar la sintaxis de una proposicién y cambiar la semantica,

ya fuese desde conceptos geométricos o aritméticos o desde ambitos de la vida cotidiana.

También en la investigacion se abordaron los contenidos de las reglas de inferencia y los
razonamientos légicos deductivos empleando las tablas de verdad de las proposiciones
conjuntivas, disyuntivas, condicionales y bicondicionales y adicionalmente se establecieron
relaciones para que los estudiantes pudieran comprender la elaboracidn de tablas de verdad,
a partir de un razonamiento deductivo e inferir si dicho razonamiento es o no valido,

esclareciendo contingencias, contradicciones o tautologias, segun el caso.

El estudiante debidé conocer ampliamente la proposicion condicional y los condicionales
asociados a éste, las condiciones suficientes y las condiciones necesarias, las causas y las
consecuencias, asi como también diversas semanticas de los condicionales, todo esto con el
fin de conceptualizar en los estudiantes algunas primeras ideas del razonamiento deductivo.

Ver llustracion 8.
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[Razonamientos deductivos]
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|
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|
a traves de

(Demostraciones o Pruebas intelectuales]

llustracién 8. Mapa conceptual referente a los razonamientos deductivos.

2.6.5.3. Lacomprension matematica en la construccién de la guia didéactica

Dentro de la guia didactica que se fue ajustando y disefiando, desde el Marco de Ensefianza
para la Comprension, se fueron generando unos indicadores de desempefios de
comprension que delimitaron y guiaron actividades para que los estudiantes adquieran un

razonamiento propio del proceso de prueba y conjetura.

Los conceptos explicitos en la guia didactica fueron los concernientes a los pensamientos
aritmeéticos y geométricos, en tanto que los objetos centrales de la investigacion fueron los de
analisis de las dificultades presentadas en los estudiantes, particularmente en: las
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formulaciones de las conjeturas, el uso de los contraejemplos para hacer mejorias de

generalizacion a éstas y los estilos escritos y no escritos de las pruebas.

Y por udltimo, a manera de conclusién de este apartado, si el proyecto es ensefiar a los
estudiantes a conjeturar, se debera fortalecer el razonamiento conjetural, en tanto que si se
quiere que los estudiantes elaboren unas buenas pruebas o demostraciones de conjeturas
respectivamente, se debera trabajar conscientemente en la comprension de los procesos de
razonamiento inductivos y deductivos, en donde se debe abrir paso desde las pruebas
pragmaticas a las intelectuales, requiriendo estas ultimas un trabajo extendido en las reglas
de inferencia y el estudio l6gico de las proposiciones, como se propone desde un inicio, en la
guia didactica.

Para Lakatos (1978) se hace importante distinguir lo que es una prueba cuasi-formal de una

formal, derivada de la mencién o no de las reglas de inferencia, al respecto dice:

[...] Recientemente se han hecho algunos intentos por parte de los logicos para
analizar las caracteristicas de las pruebas en las teorias informales. Asi, un
famoso manual moderno de ldgica dice que una prueba informal es una prueba
formal que omite la mencion de las reglas l6gicas de inferencia y de los axiomas

I6gicos, y solo indica el uso de postulados especificos.

Ahora bien, esta asi llamada “prueba informal” no es otra cosa que una prueba en
una teoria matematica axiomatizada que ha adoptado ya la forma de un sistema
hipotético-deductivo, pero que deja sin especificar su logica subyacente. En el
estadio actual de desarrollo de la l6gica matematica, un légico competente puede
comprender en muy poco tiempo cudl es la légica subyacente necesaria de una
teoria, y puede formalizar cualquier prueba de este tipo sin estrujarse demasiado

el cerebro.

Pero llamar a este tipo de prueba una prueba informal constituye una

nomenclatura equivoca y errobnea. Tal vez pueda llamarsele una prueba cuasi-
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formal o una prueba formal con brechas, pero sugerir que una prueba informal es

exactamente una prueba formal incompleta.
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Capitulo 3
3. METODO Y METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

3.1. Aspectos generales del enfoque de investigacion

3.1.1. Los criterios de rigor empleados

0 expuesto en este capitulo hace parte de Durango & Jaramillo (2008) orientada
bajo la investigacion realizada por Castillo & Vasquez (2007) que se apoyan en los
trabajos de Guba y Lincoln.

3.1.1.1. Criterio de credibilidad
Segun Castillo & Vasquez (2007) se define el criterio de credibilidad, asi:

El criterio de credibilidad se puede alcanzar porque generalmente los
investigadores, para confirmar los hallazgos y revisar algunos datos particulares,
vuelven a los informantes durante la recoleccién de la informacién. La experiencia
indica que, por lo general, a los informantes les gusta participar en esa revision
pues ellos quieren reafirmar su participacion y desean que los hallazgos sean lo
mas creibles y precisos para ellos. En este sentido, la mayoria de los informantes

son capaces de corregir los errores de interpretacion de los hechos y para ello se

1E| investigador de este trabajo tuvo la experiencia de asistir al workshop titulado: "New Experimental Writing
Forms™, ofrecido por: Yvonna Lincoln; en “The 5™ International Congress of Qualitative Inquiry” (Q12009) del 20
al 23 de mayo en the University of lllinois at Urbana-Champaign, U.S.A
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ocupan de dar mas ejemplos que ayudan a clarificar las interpretaciones del

investigador.

¢, Qué aspectos permitieron que el investigador volviera a los informantes?

e El andlisis de contenido, de los registros escritos, en cuanto a las dificultades permitio

ir una y otra vez a los estudiantes para esclarecer el por qué aparecia.

e En el momento de preguntar por la pertinencia de los procesos de justificacion en la

clase de matematicas.

e Al momento de la busqueda de estrategias por parte de los estudiantes para

responder el test de la guia didactica.

La investigacion permitié que los estudiantes construyeran espontaneamente sus pruebas
frente a los enunciados propuestos en la guia didactica. Durante el proceso de la
investigacion se tuvo en cuenta un correo electrénico en donde por dia los estudiantes
debian consignar sus dificultades, surgidas en la clase (dicho correo electrénico es
pei20072@gmail.com). El investigador no influyé para que los estudiantes expresaran sus

dificultades frente a los razonamientos en la clase de matematicas. Se recopilaron registros
escritos provenientes exclusivamente de dos fuentes: los realizados por los estudiantes

durante la clase de matematicas y las dificultades presentadas.

Los registros escritos, a los cuales se les realiz6 el analisis de contenido fueron los
enunciados y las pruebas construidas por los estudiantes, a partir de su buena conformacion
sintactica y semantica. Estos se escanearon y fueron interpretados a la luz de las teorias de
Ensefianza para la Comprension, de Nicolas Balacheff e Imre Lakatos, posteriormente fueron
perfeccionados y ajustados con las interpretaciones correspondientes del marco conceptual

derivado de los analisis respectivos.

El comportamiento del investigador fue el de observador y en algunos casos sirvid para

encausar las conjeturas, a partir de los contraejemplos dados a los estudiantes. También los
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resultados parciales de la investigacion fueron presentados a comunidades académicas en
Colombia y en Estados Unidos con los cuales se tamizd la recoleccion y posterior
interpretacion de los datos, permitiendo el perfeccionamiento del informe final.

Se realizd triangulacion: de poblacion (ya que se ejecutd la investigacion en tres
poblaciones distintas en el departamento Colombiano de Antioquia), de tiempo (en algunos
casos las intervenciones se realizaron en la mafana y otras en las tardes), de datos (en ITM
se tomaron dos grupos distintos, uno de 11° y otro del semillero de matematicas, en tanto
gue en Santa Fé de Antioquia, Andes y Caucasia se tuvieron en cuenta, grupos de: PIVU
(programa de induccién a la vida universitaria) y PEI (programa especial de ingreso a la
universidad) permitiendo ponerse en juego la interaccién social como proceso importante en
la validacion de las pruebas matematicas al interior de las clases. La investigacion también
toma algunas concepciones tedricas de Balacheff, Lakatos y Ensefianza para la
Comprensién, que permiten comparar los marcos tedricos trabajados y asi poder hablar de
aspectos primordiales al interior de los contextos explorados desde la triangulacién tedrica.

El Cuadro 7 presenta las explicaciones de los tipos de triangulacion, que se tuvo en cuenta

en la investigacion, con el proposito de lograr los objetivos propuestos de la investigacion.

TRIANGULACION EXPLICACION
e Uso de mdltiples perspectivas, mas que de perspectivas singulares en relacion con el mismo
edrica
conjunto de objetos.
Los observadores triangulan no sélo con métodos; también pueden triangular con fuentes de datos.
El muestreo teérico es un ejemplo del proceso posterior, es decir, los investigadores hacen explicita
De datos la busqueda para las diferentes fuentes de datos. Con triangulacion de fuentes de datos, los
analistas pueden emplear, eficientemente, los mismos métodos para una maxima ventaja tedrica.
Andlisis interactivo. Es segundo nivel. Acerca del término interactivo, hay una unidad entre
De datos: nivel de personas interactuando en el laboratorio o en el campo natural. Los soci6logos cominmente lo

andlisis de persona asocian con observacion participante; experimentos en pequefios grupos y mediciones no intrusivas

representan este tipo de analisis. La unidad es interaccion mas que persona o grupo.

Cuadro 7. Tipos de triangulacion empleadas en la investigacion
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Los resultados obtenidos del analisis e interpretacion de las pruebas y conjeturas construidas
por los estudiantes, asi como también el analisis, interpretacion y categorizacion de las
dificultades se tomaron de los registros escritos o bien por la coherencia semantica y
sintactica de los enunciados o por la validez o no de las pruebas construidas por los
estudiantes en la clase. Las evidencias del trabajo de investigacion aparecen en un CD
adjunto al informe final de investigacibn (dicho CD contiene: algunas fotografias,
evidencias A, evidencias B, evidencias C, evidencias D, parametros guia didéctica,
portafolio estudiante 1, portafolio estudiante 2, portafolio estudiante 3, tabla de las

diagonales de un poligono, talleres de teoria de conjuntos y trabajo de estrategias).

Vale la pena mencionar que durante la investigacion, la guia didactica fue sometida a
revisiones por parte de un grupo de docentes de matematicas de los grupos PEI y PIVU de la
Universidad de Antioquia, también su redaccion final fue revisada por parte de dos

comunicadoras sociales de la misma institucion.

Los avances de la investigacion se socializaron en distintos eventos llevados a cabo en
ciudades Colombianas: Paipa (Boyaca, con maestros de matematicas, Ministerio de
Educacion Nacional), Pereira (Universidad Tecnolégica de Pereira), Cali (Universidad
de Valle: ASOCOLME) y Medellin (Universidad de Antioquia y Sociedad Colombiana de
Matematicas), y en University of Illinois, Urbana-Champaign, Estados Unidos; dichos
eventos permitieron reflexionar, afinar y corregir sobre los procesos de la investigacion;
especificamente aspectos que no habian sido tenidos en cuenta al comienzo, respecto del
método a seguir (analisis de contenido), a la interpretacién de las evidencias ajustadas al

problema de investigacion y a los objetivos general y especificos.

3.1.1.2. Criterio de auditabilidad o confirmabilidad

Segun Castillo & Vasquez (2007) se define el criterio de auditabilidad o confirmabilidad
apoyadas en las teorias de Guba y Lincoln, asi:
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El segundo elemento del rigor metodolégico es la auditabilidad, llamada por otros
autores confirmabilidad, en Guba y Lincoln se refieren a este criterio como la
habilidad de otro investigador de seguir la pista o la ruta de lo que el investigador
original ha hecho. Para ello es necesario un registro y documentacion completa
de las decisiones e ideas que el investigador haya tenido en relacion con el
estudio. Esta estrategia permite que otro investigador examine los datos y pueda
llegar a conclusiones iguales o similares a las del investigador original siempre y

cuando tengan perspectivas similares.

¢Qué ruta empleo el investigador original?

Se mantuvo una comunicacion personal via e-mail con los autores que soportaron el
marco teorico inicial. Se le hace una pregunta a Nicolas Balacheff en referencia a la
importancia sobre los contextos de justificacion en la clase de matematicas y sobre
recomendaciones de trabajos y otros autores que trabajen sobre los topicos centrales

de la investigacion.

El investigador hizo una revision de literatura en distintos autores referente al
tratamiento de los objetos de la investigacion, permitiendo ajustes al marco teorico

inicial y al conceptual.

Se analizaron las dificultades de los estudiantes universitarios al momento de la
construcciéon de pruebas y demostraciones, alrededor de la teoria de conjuntos. El
analisis detalla las concepciones y nivel de comprension de razonamiento deductivo

gue tienen los mismos.

Se construyeron estrategias para conjeturar enunciados en la clase de matematicas
con base en las dificultades detectadas en los estudiantes universitarios (que hagan
conexiones con la elaboracion de pruebas), pero con miras a un grupo poblacional de

transicion entre la educacion media y la universitaria (PIVU-PEI).
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e Se construy6 y disefid una guia didactica a partir de las estrategias construidas y
enmarcada dentro de las cuatro dimensiones y los cuatro elementos para la
comprension. La guia didactica es sometida a juicio de expertos durante algunos
meses y posteriormente aparece publicada como capitulo de libro en Razono y actio
con logica, autoria de Durango, Villa, Bustamante, Hernandez & Piedrahita (2008)

para beneficiar estudiantes del PIVU y PEI.

e Se interviene con la guia didactica a una poblacion de estudiantes de PIVU, PEI y
educacion media y se analiza nuevamente las dificultades surgidas. Finalmente, se le
propone a un grupo de estudiantes del PEI analizar contraejemplos para las reglas de
inferencia deductiva, y con el mismo grupo de estudiantes se analizan algunas de las

estrategias, para responder las actividades planteadas en la guia didactica.

e En algunos momentos de este proceso de investigacion, se realizaron ponencias en
eventos académicos, de educacién matematica en el contexto de la investigacion
cualitativa, que permitieron refinar los analisis realizados, correspondientes a los

registros escritos presentados por los estudiantes.

Se tomaron fotografias (aparecen en el archivo: “algunas fotografias” del CD) que
muestran el trabajo realizado, se analizaron fielmente los registros escritos, presentados por
los estudiantes, a la luz del marco tedrico y el marco conceptual propuestos para la

investigacion.

Las condiciones sociales fueron tenidas en cuenta a partir de la comunicacion con los
estudiantes, durante el desarrollo de la guia didactica, esta dimension de la comprension es
indispensable a la hora de elaborar y construir pruebas de validaciéon de enunciados, ya que
es en la interaccion social y en los procesos de comunicacion, en donde se puede someter a
evaluacion la validez de la prueba matematica y, maxime, si se pretende lograr que los
estudiantes accedan de pruebas ostensivas a intelectuales. Segun Balacheff (2000, pag. 17)
se puede entender la interaccion social como: “uno de los principales medios que permiten
transformar una situacion de decision en una situacion de prueba es someterla a debate

para garantizar o desconocer su validez”.
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De otra parte, Balacheff (2000) sostiene que:

La interaccidn social juega un papel central en nuestra aproximacion a los
problemas de la ensefianza de la demostracion. Por un lado, nuestro andlisis de
la demostracion ha puesto en evidencia la necesidad del contexto social para
construir su significado como un medio de prueba. En efecto, ella se caracteriza
dentro de la comunidad matematica, no solamente por su estructura especifica,
sino también por el hecho de que ella es el medio privilegiado de validacion y de
comunicacién. Por el otro lado, nosotros hemos retenido la hipétesis del papel
motor de la interaccién social en el desarrollo de los procesos de validacion. (pag.
178)

Ademas se tuvo en cuenta los ambitos socioculturales para la elaboracion de la guia
didactica, con ejemplos ilustrativos que apuntaran en todo momento a contextos propios de

las regiones en donde se realiz0 la intervencion de la investigacion.

3.1.1.3. Criterio de transferibilidad o aplicabilidad

Segun Castillo & Vasquez (2007) se define el criterio de transferibilidad o aplicabilidad, asi:

La transferibilidad o aplicabilidad es el tercer criterio que se debe tener en cuenta
para juzgar el rigor metodoldgico en la investigacion cualitativa. Este criterio se
refiere a la posibilidad de extender los resultados del estudio a otras poblaciones.
Guba y Lincoln indican que se trata de examinar qué tanto se ajustan los
resultados con otro contexto. En la investigacién cualitativa la audiencia o el lector
del informe son los que determinan si pueden transferir los hallazgos a un contexto
diferente del estudio. Para ello se necesita que se describa densamente el lugar y
las caracteristicas de las personas donde el fenomeno fue estudiado. Por tanto, el

grado de transferibilidad es una funcion directa de la similitud entre los contextos.
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¢, Qué tanto se ajusta los resultados a otro contexto?

Se pretendi6é que el marco conceptual emergente, posteriormente propuesto a los analisis de
contenido de los datos recolectados en las distintas poblaciones, fuera lo mas fiel posible.
Esto condujo al investigador a realizar lecturas de algunos programas de investigacion
presentados en octubre de 2007 en the Proof Project titulado: Research Paradigms on the
Teaching and Learning of Proof (en este evento se presentaron los programas de
investigacion de: Nicolas Balacheff, Grenoble-Francia, Andreas Stylianides, University of
Oxford, UK; Maria Blanton y Despina Stylianou, University of Massachusetts Dartmouth, City
College of New York—CUNY; Paolo Boero, Dipartimento di Matematica, Universita di Genova,
Patricio Herbst, Michigan University; Gary E. Davis, University of Massachusetts Dartmouth;
Amy Ellis, University of Wisconsin-Madison; Harel and Sowder, Celia Hoyles, London
Knowledge Lab, Institute of Education, University of London, U.K; Mara Martinez, Tufts
University; Tami S. Martin, lllinois State University; Sharon M. S. McCrone, University of New
Hampshire; Matthew Inglis, Learning Sciences Research Institute, University of Nottingham;
Chris Rasmussen and Michelle Zandieh, San Diego State University and Arizona State
University; Kristina Reiss and Aiso Heinze, University of Munich-Germany; Keith Weber,
Rutgers University), lo cual permitié estudiar los topicos y paradigmas abordados alrededor
de los contextos de justificacién y descubrimiento.

El contexto ampliamente descrito es el de justificacion y descubrimiento con estudiantes de
educacion basica, media, intermedia entre media-universitaria y universitaria; y se hizo un
esfuerzo para que los resultados (como por ejemplo, el marco conceptual) describieran
ampliamente cualquier otra poblacion; esto es posible garantizarlo ya que el analisis de
contenido de los registros remiten a concepciones netamente légicas de enunciados
(seméantica y sintaxis), y también a descripciones a partir de las formas de razonar de los
estudiantes, del como influye la instruccion continuada en la deduccion y como pueden
conjeturar los estudiantes a partir de estrategias que responden del analisis tedrico de

Lakatos.

Los resultados recurrentes presentados en las respuestas de los estudiantes, se puede

evidenciar en la conexion y vision de los marcos teorico y conceptual de la investigacion,
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igualmente la claridad a la que apunta el problema de investigacion, el objetivo general y los

objetivos especificos.

La investigacion al final pretende construir un marco conceptual, el cual se presenta en el
capitulo de las conclusiones, cimentado en el marco teodrico de Ensefianza para la
Comprension, teorias de la prueba matemética de Nicolas Balacheff y teorias del
descubrimiento matematico de Imre Lakatos. Este marco conceptual expone una
categorizacion de dificultades en la construccion de conjeturas desde analisis semanticos y
sintacticos; una categorizacion de las conjeturas construidas por los estudiantes como son:
las conjeturas temporales y las omnitemporales, una categorizacion de los contraejemplos:
existenciales o universales y una propuesta de etapas por las cuales puede pasar un

estudiante en su proceso de razonamiento.

3.2. Explicacion del método de la investigacion: Anélisis de Contenido

La investigacion dado su enfoque cualitativo optdé por el método de analisis de contenido
(para ser fieles con el problema planteado, el objetivo general y los objetivos especificos),
para el andlisis de los registros escritos, la cual esta destinada a formular, a partir de ciertos
datos, inferencias reproducibles y validas que puedan aplicarse a su contexto, segun define
Krippendorff (2004)*2.

El analisis de contenido se caracteriza por investigar el significado simbdlico de los
mensajes, los que no tienen un Unico significado, puesto que segin menciona Krippendorff
(2004): 1os mensajes y las comunicaciones simbdlicas tratan, en general, de fendmenos

distintos de aquellos que son directamente observados".

Este método ha sido generalizado y analiza, incluso, las formas no linglisticas de
comunicacioén, claro que para que sea fiable, debe realizarse en relacion al contexto de los

datos o registros obtenidos.

2 Professor of Communication at the Annenberg School for Communication, University of Pennsylvania,
Philadelphia, USA. y cuyo e-mail es: KKrippendorff@asc.upenn.edu. Realizdé su doctorado en University of

lllinois Urbana-Champaign, U.S.A.
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Segun Krippendorff se define el método de analisis de contenido como:

Content analysis is a research technique for making replicable and valid inferences
from texts (or other meaningful matter) to the contexts of their use.

As a technique, content analysis involves specialized procedures it is learnable
and divorceable from the personal authority of researcher. As a researcher's
understanding of particular phenomena, or informs practical actions. Content

analysis is a scientific tool.

Content analysis is any research technique for making inferences by systematically

and objectively identifying specified characteristics within text. (2004, pags. 18-25)

El andlisis de contenido, de los registros escritos de los estudiantes, tuvo en cuenta: los
datos, el contexto de la clase de matematicas, la posicion del investigador aislado de su
realidad en pro de la interpretacion fiel de los datos, las inferencias obtenidas del analisis, a
partir de los contextos de justificacion y de descubrimiento matematico, y la validez de los

resultados se garantizan por los criterios de rigor en la investigacion.

Se pretendié articular el método de la investigacion a la poblacién estudiada. Los datos y
registros escritos tomados, se obtuvieron a partir de las intervenciones con la guia didactica.
La determinacion de la unidad de analisis se estableci6 por medio de las pruebas y
conjeturas construidas, la codificacion de los registros (que en este caso se empled la
funcion buscar y reemplazar, del Word 2007, sobre los registros para demarcar las
regularidades, principalmente en las dificultades) y las inferencias que atienden al problema
de investigacion planteado. EIl Cuadro 8 presenta los componentes del andlisis de contenido

y cOmo se consideraron en la misma.
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COMPONENTES EN
EL ANALISIS DE
CONTENIDO

Objetivos

Poblacién

Elaboracion de

los datos

Determinacion de la

unidad de andlisis

Muestreo

Inferencia

Analisis

Cuadro 8.

¢COMO SE TUVO EN CUENTA CADA UNO DE ESTOS COMPONENTES EN LA INVESTIGACION
EN EL CONTEXTO DEL METODO EMPLEADO?

En el planteamiento de los objetivos en el contexto del método empleado para el desarrollo del
problema de investigacion. Basicamente se analizan los escritos en los contextos anteriormente
sefalados y se establecen regularidades en las pruebas y conjeturas presentadas por los estudiantes

al intervenir con la guia didactica.

La poblacion estudiada se tuvo en cuenta como un todo, en donde posteriormente se pretende arrojar
categorias especiales para dichos contextos.
Fueron en total cuatro grupos:
. Grupos de la Licenciatura en Educacién Bésica con Enfasis en Mateméticas de la
Universidad de Antioquia.
e  Grupos de estudiantes del PEl y PIVU de la Universidad de Antioquia.
e  Grupos de 10°y 11° de ITM.

e  Grupo de estudiantes de Educacion Basica.

Los datos se obtuvieron de lo escrito y expresado por los estudiantes al momento de intervenir con la

guia didactica.

La determinacion de las unidades de analisis se tuvo en cuenta a partir de los marcos teéricos

establecidos.

Se tomaron los registros escritos mas significativos presentados por los estudiantes, debido a la gran

cantidad de dificultades, en los contextos de justificacion y de descubrimiento.

Las inferencias tenidas en cuenta en la investigacion se acoplaron a los contextos de justificacion y de
descubrimiento con sustentos en los marcos teéricos de Balacheff, Lakatos y Ensefianza para la
comprension, y se generaron conceptos propios para describir los procesos de aprendizaje y de

ensefianza en los contextos de justificacion y de descubrimiento matematico.

El investigador tuvo criterios epistemologicos, histéricos, conceptuales y l6gicos-matematicos para
realizar los andlisis de los registros escritos presentados por los estudiantes, teniendo presente los

objetivos de la investigacion y las necesidades de la poblacion intervenida.

Componentes del analisis de contenido realizado en la investigacion.

89



3.3.

Tipo de Anélisis de contenido realizado en la investigacion

En la investigacion se realizaron tres tipos distintos de andlisis de contenido en los registros

escritos presentados por los estudiantes: analisis de exploracion de contenido, analisis de

contenido manifiesto o directo y latente o indirecto. Al respecto Baez & Pérez los define

como:

Andlisis de exploracion de contenido versus verificacion de contenido.
Cuando el andlisis explora en los contenidos, trata de averiguar orientaciones y
formular posibles hipoétesis, que podran ayudar a la elaboracion optimizada de
cuestionarios. Cuando el analisis se realiza para verificar el contenido, lo que

busca es cerciorarse de que las hipétesis ya fijadas se ajustan a la realidad.

Andlisis de contenido manifiesto o directo versus latente o indirecto. El
analisis de contenido manifiesto se cifie al sentido literal de lo que se somete a
estudio, a lo que esta dicho de forma explicita, mientras que en el andlisis de
contenido indirecto se busca, por si lo hubiera, el contenido latente que pudiera
esconderse en lo manifestado, aquello que estaria implicito en el discurso de lo
gue se esté estudiando, lo cual resulta de las interpretaciones que haga el
analista. (2007, pag. 290)

El analisis de contenido de los registros escritos de los estudiantes, se realiz6 en varias

etapas:

Andlisis de contenido de pruebas escritas a dos columnas elaboradas por
estudiantes universitarios, el propdsito de este andlisis consistid6 en analizar las
distintas dificultades que ellos presentan en la producciéon de pruebas intelectuales y
en las dificultades relacionadas con el razonamiento deductivo. Con este andlisis se
establecieron relaciones existentes entre las pruebas intelectuales y el razonamiento

deductivo.
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e Andlisis de contenido de conjeturas y pruebas construidas por los estudiantes
de transicion de educacién media a la universitaria, el propésito de este analisis
fue rastrear el razonamiento inductivo y las aproximaciones a la produccion de las

pruebas pragmaticas e intelectuales.

e Andlisis de contenido de las dificultades expresadas “directamente” por los
estudiantes de transicion de educacion media a universitaria en lo referente al
razonamiento deductivo, estas dificultades basicamente se recolectaron a partir de

un correo electrénico.

e Analisis de contenido de las conjeturas y procedimientos de justificaciones de
situaciones en estudiantes de educacion media, el propésito de este analisis es
rastrear las conformaciones sintacticas y semanticas de las conjeturas producidas y
de las construcciones de pruebas pragmaticas, basicamente durante el lapso de

tiempo de clase.

e Andlisis de contenido de algunas respuestas dadas por estudiantes de
educacion basica, en lo referente a la pregunta formulada: ¢,crees que es importante

justificar un problema matematico con su procedimiento?

Finalmente se realizé una categorizacion de los andlisis de contenido realizados, que se
presenta al comienzo de cada uno de los apartados del capitulo 4. Esta categorizacion esta
estrechamente ligada a las concepciones de Baez:

Una categoria es cada grupo de datos que se pueden considerar como de la

misma especie: al establecer las categorias, el investigador divide y agrupa.

Divide: porque fragmenta la transcripcion y separa el conjunto de todos los datos

en unidades mas pequenas.
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Agrupa: porque bajo un mismo concepto o categorema rednen datos que, por la
cualidad que sea, son apropiados para ser clasificados en esa categoria concreta.
Al realizar la categorizacion es preciso que el analista tenga en cuenta que las
categorias deben de cumplir con la doble condicién de:

Homogeneidad interna: todos los datos agrupados en ella han de ser de la

misma especie, afines 0 semejantes entre si.

Heterogeneidad externa: cada categoria ha de ser diferente al resto, cada una
contiene datos de distinta especie. (2007, pag. 261)
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Capitulo 4
4. ANALISIS Y RESULTADOS

4.1. Analisis de contenido de las dificultades presentadas por los estudiantes

participantes en la investigacion

os tipos de analisis de contenido que se tuvieron presentes para la interpretacion de

los datos recogidos fueron:

El Andlisis de exploracion de contenido, ya que en los registros se investigaron las
representaciones y estilos escritos de pruebas.

El Analisis de contenido manifiesto o directo, ya que se observaron la simbologia y
escritura de las pruebas intelectuales, asi como también la semantica de los enunciados

construidos.

El Andlisis de contenido latente o indirecto, ya que se investigo la sintaxis y coherencia

I6gica en las pruebas presentadas por los estudiantes.

4.1.1. Dificultades en los estudiantes universitarios

Las dificultades que se presentan en este apartado han sido detectadas en algunos de los
estudiantes universitarios que cursaron Pensamiento Matematico IV de la Licenciatura en
Béasica con Enfasis en Matematicas de la Facultad de Educacion en la Universidad de
Antioquia-Sede Medellin, en los afios: 2005 y 2006. Este apartado fue expuesto como

ponencia en el mes de septiembre de 2006 en el “XIIl Encuentro de la Escuela Regional de
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Matematica”, Universidad Tecnolégica de Pereira, bajo el titulo: “Dificultades en la
comprension de la demostracidon matemética a dos columnas en los estudiantes de primeros
anos de universidad”. Esta ponencia también se presentd en el afio 2007 en ASOCOLME-
Cali, Universidad del Valle, bajo el titulo: “Dificultades en la comprension de la demostracién

matematica a dos columnas en los estudiantes de primeros afios de universidad”.

El analisis de contenido de las dificultades en los estudiantes universitarios sirvio de inicio
para el planteamiento del problema de investigacion y el posterior andlisis de contenido de
las dificultades en otras poblaciones (educacion basica, media y transicion media-
universitaria) y la posterior devolucion y mirada de la poblacién de la educacion media en lo
qgue concierne al por qué los estudiantes se les dificulta la construccién de las pruebas

intelectuales.

Las dificultades presentadas por los estudiantes universitarios fueron recolectadas a partir de
la intervencion de unos talleres y evaluaciones sobre pruebas intelectuales y demostraciones
matematicas alrededor de la teoria de conjuntos y se realizé una clasificacion por niveles de

comprensién, en consonancia con Stone (1999).

En esta poblacién los estudiantes comprenden que las pruebas tienen un caracter de
convencimiento social y las dificultades basicas radican en el acceso o no a pruebas
intelectuales, basadas fundamentalmente en la comprension del proceso de razonamiento

inductivo y deductivo, como se describe més adelante en el Cuadro 9.
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Determinacion de Categorias

Categorias
presentadas en
este andlisis

o Dificultades presentadas en el razonamiento inductivo.
o Dificultades presentadas en el razonamiento deductivo.

Homogeneidad Las dificultades en la comprensién de pruebas y conjeturas estan relacionadas con los
en las categorias | razonamientos inductivos, deductivos y conjeturales.

Utilidad de las Las categorias permiten describir los niveles de comprension de los estudiantes en cuanto al
categorias razonamiento matematico.

Los razonamientos inductivos y deductivos en sus definiciones mas primarias son netamente
Exclusién mutua | excluyentes. En cuanto que los razonamientos inductivos estan basados en generalizaciones a
de las categorias | partir de casos particulares, mientras gque los razonamientos deductivos lo hacen a reglas de

inferencias.
Claridad y o . o . L. -
- La categorizacion realizada para estas dificultades se remite a precisiones de la ldgica y el
concrecion de las ' "
. razonamiento matematico.
categorias

Cuadro 9. Categorizacion realizada a las dificultades presentadas por los estudiantes universitarios

4.1.1.1. Dificultad en la conceptualizacion y diferenciacion de los métodos de

demostracion

Hay dificultades en la conceptualizacion de los métodos de demostracion: directo e indirecto,
éstas radican bésicamente en indicar conscientemente el momento en que se hace
referencia a un condicional y cuando a una implicacion. A los estudiantes se les dificulta
entender qué método de demostracion van a elegir: directo o indirecto. Hay escasa
comprensién cuando se trata de una demostracion que debe ser razonada por un método
directo 6 por un método indirecto (la prueba directa es constructiva mientras que la prueba
indirecta detecta inconsistencias entre las hipétesis y las tesis emergentes, por medio de una
contradiccion). Esta dificultad pone en desventaja a los estudiantes para la formulacion y
elaboracién escrita de una prueba intelectual, segun lo expresado por Balacheff. Esta
dificultad indica que los estudiantes tienen una comprension escasa, semejante a la de

aprendiz.

Esta dificultad puede detectarse en todas las ilustraciones que se encuentran en este
apartado (4.1.1) ya que los estudiantes incluso no realizan explicitaciones de los métodos de

demostracién empleados.
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4.1.1.2. Dificultad en la conceptualizacion de proposiciones matematicas y las

respectivas tablas de verdad

A veces en cierto paso del proceso de una demostracion, se exhibe “una expresion” que en
ningln caso es una proposicion, debido a las dificultades en la escritura y ubicacion
sintictica de los conectivos I6gicos al interior de ésta. De otra parte se presentan dificultades
al interpretar las tablas de verdad frente a un razonamiento deductivo, esto puede deberse a
gue en algunos cursos de matematicas, el uso de tablas de verdad sélo se remite al manejo
mecanico de verdaderos y falsos en una tabla y no a la interpretacion como tal de los
resultados obtenidos. Esta dificultad genera problematicas asociadas con la validez de la
prueba. Los estudiantes que presentan esta dificultad corresponden a un nivel de

comprension de principiante. Ver: llustracion 9, 10 y 15.
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llustracién 9. Evidencia de la dificultad en la conceptualizacion de una proposicion
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llustracién 10. Evidencia de la dificultad en la conceptualizacién de las reglas de inferencias, del
condicional y de las tablas de verdad

4.1.1.3. Dificultad en la conceptualizacion del condicional y de la implicacién l6gica

(condiciones suficientes y necesarias)

Los estudiantes suponen proposiciones, como hipétesis, que en ningin caso lo son e incluso
toman algunos enunciados como hipétesis que hacen parte de la tesis. Esto ocurre debido a
gue no se hace una diferenciacion entre lo que es la causa y la consecuencia en una
proposicion condicional. Ante esta dificultad, los estudiantes no logran tener acercamientos a
pruebas intelectuales, lo cual evidencia fuertes dificultades semanticas y de
conceptualizacién para abordar el condicional y la implicacion I6gica. Esta dificultad provoca

gue los estudiantes que la presentan estén en un nivel de comprension de principiante. Ver:

llustracion 10 y 11.
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llustracién 11. Evidencia de la dificultad de conceptualizacién de un condicional

4.1.1.4. Dificultad del manejo de conectivos légicos en las proposiciones

En el proceso de enlace de proposiciones entre pasos logicos (en razonamientos
deductivos), en algunos casos implicaciones o bicondicionales, no hay una diferencia
conceptual marcada; y en otros casos los estudiantes invalidan la demostracion al no
diferenciar conceptualmente, si se trata de una implicacibn o una equivalencia. Esta
dificultad tiene grandes implicaciones en la validacidén de los razonamientos empleados para

acceder a la prueba intelectual y por tanto el nivel de comprension logrado es de aprendiz.

Ver: llustracion 12 y 13.
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llustracién 12. Evidencia de la dificultad del manejo de los conectivos l6gicos y de la comprension de
conceptos mateméaticos inmersos en el enunciado
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llustracién 13. Evidencia de la dificultad del manejo de los conectivos l6gicos y de cuantificadores

4.1.1.5. Dificultad en la comprensién de la contradiccién l6gica

Hay falencias en el principio I6gico de no contradiccién al demostrar un teorema, en cuanto
su conceptualizacién. Esta dificultad genera que los estudiantes estén restringidos para la
confrontacion y negacion de proposiciones, que pueden facilitar las etapas para conjeturar y
discutir la certeza de éstas. Esta dificultad produce que el estudiante se ubique en un nivel de

comprensioén de principiante. Ver la llustracion 14.
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4.1.1.6. Dificultad en las reglas de inferencia l6gicas deductivas

Hay dificultades al aplicar consecuentemente las reglas de inferencia y de los posibles
contraejemplos relativos a cada regla. El nivel de comprension de un estudiante de acuerdo a

esta dificultad es de un nivel de principiante. Remitirse a la llustracion 11.

4.1.1.7. Dificultad en la comprension semanticay sintactica de las tautologias l6gicas

Se presenta dificultad en cuanto a la comprension de los esquemas logicos sintacticos
relativos a las tautologias que se pueden emplear para la elaboracién argumentativa de las
demostraciones matematicas, esto impide que los estudiantes accedan a suficientes
conceptualizaciones ldgicas para la construccion de pruebas intelectuales. Los estudiantes
gue presentaron esta dificultad se pueden ubicar dentro de un nivel de comprensién de

principiante. Ver: llustracion 14 y 16.
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llustracién 15. Dificultad en la conceptualizacion de las tablas de verdad
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llustracién 16. Evidencia de la dificultad en la comprension semantica y sintactica de las tautologias

l6gicas

Dificultad al momento de unificar estilos escritos: por parrafos o a dos

columnas, de una prueba intelectual

Se mezcla al escribir una demostracion: la argumentacion por parrafos y en otros casos por

pasos sueltos y pruebas a dos columnas. No hay una homogeneidad en el estilo escrito al

presentar una demostracion matematica de un cierto teorema, esto se debe en gran medida

a la poca consciencia que hay de la prueba, desde los contextos de validacion y

convencimiento a una comunidad y especificamente en el aula de clase. En la escritura de
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una demostracion matematica se hace necesario adoptar y unificar un solo estilo escrito, ya
sea a dos columnas, por parrafos, demostraciones a conocimiento cero, demostracion
holografica; al lector se recomienda leer a Hanna (1997). De acuerdo con (Hanna, 1997, pag.
3) se entiende por demostracion a conocimiento cero como la prueba que se realiza entre
dos interlocutores y en la cual uno de ellos trata de convencer al otro por medio de
razonamientos verbales o escritos sin detalles y de la existencia de una prueba. Este hecho
hace que el que esta siendo convencido ponga en duda el conocimiento de quien prueba, por
esto recibe el nombre de conocimiento cero. Y siguiendo a (Hanna, 1997, pag. 4) se entiende
por demostracion hologréafica a las pruebas que se realizan mediante la simbolizacion neta

de enunciados y que se cifien exclusivamente a la sintaxis de los enunciados.

De acuerdo a la dificultad sefialada en este apartado se generan en los procesos de
razonamientos de los estudiantes implicaciones en cuanto a la validacién de la prueba y de
su caracter social de convencimiento en el aula de clase. Los estudiantes que presentaron

esta dificultad se pueden ubicar en un nivel de comprension de aprendiz.

4.1.1.9. Dificultad en la comprension de los conceptos mateméaticos inmersos en el

enunciado el cual se somete a la prueba

Hay desconocimientos semanticos contextuales de la proposicion que se quiere demostrar.
Esta dificultad pone en desventaja a los estudiantes en cuanto a las limitaciones
conceptuales que puedan tener de un cierto objeto o relacion mateméatica y no les permite
establecer propiedades y teoremas, que se puedan utilizar para probar cierto enunciado en la
clase de matematicas. Esta dificultad ubica a los estudiantes en un nivel de comprensiéon de

principiante, ya que el estudiante todavia tiene deficiencias conceptuales.

4.1.1.10. Dificultad al momento de proponer construcciones auxiliares en la conquista

de una prueba intelectual

No se proponen construcciones auxiliares para el planteamiento de la demostracion. Esta

dificultad ubica a los estudiantes en un nivel de comprension de aprendiz o de principiante.
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Esta dificultad se observd directamente de las intervenciones verbales de los estudiantes en

las clases intervenidas.

4.1.1.11. Dificultad para comprender conscientemente la validacion y los procesos de

comunicacion de las pruebas intelectuales

A los estudiantes se les dificulta comprender que en las demostraciones matematicas, se
esta hablando en el campo de validaciones de los enunciados matematicos generalizados y
pocas veces someten sus demostraciones y pruebas a espacios de comunicacion y debate
critico. Se reconoce incipientemente que la demostracion matemética es institucional a un
aula de clase y a unos convenios preestablecidos conscientes o inconscientemente entre el
docente y los estudiantes. La dificultad central radica en la interaccidén social del grupo. Esta

dificultad ubica a los estudiantes en un nivel de comprensién ingenua o de principiante.

Esta dificultad se observé directamente de los procesos de comunicacién de los estudiantes

en las clases intervenidas.

4.1.1.12. Dificultad al momento de escribir en papel una prueba intelectual

Se detectan dificultades entre el lenguaje simbdlico (en cuanto a la simbologia implicita en
los objetos y en cuanto a los conceptos inmersos en los enunciados de la demostracion) y el
lenguaje semantico (en cuanto a las conceptualizaciones precisas que se deben de tener
presente para formular demostraciones de los enunciados). Los estudiantes hacen mezclas

de ambos. Esta dificultad ubica a los estudiantes en un nivel de comprensién de aprendiz.

4.1.1.13. Dificultad para razonar sobre la tesis y realizar regresiones a la hipotesis o

progresiones de la hipo6tesis hacia la tesis

El proceso regresivo-progresivo, el cual consiste en realizar procedimientos sobre la tesis
para lograr conexiones con la hipétesis. Este se emplea en pocos casos, al descomponer la

tesis para lograr nexos con las hipétesis. Esta dificultad puede convertirse en una
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herramienta que puede apuntar a mejorar y esclarecer los razonamientos matematicos, que

se emplean para la construccién de una prueba. Esta dificultad ubica a los estudiantes en un

nivel de comprension de aprendiz.

Esta dificultad se noté ya que ninguno de los estudiantes realiz6 este procedimiento para

lograr la prueba de los enunciados a demostrar.

4.1.1.14. Dificultad para enlazar las hipoétesis con la tesis de una prueba intelectual

Al finalizar una demostracion, no se da la conclusién, que muestre el enlace légico entre las
premisas y la tesis. Se pierde el caracter epistemolégico de la prueba en cuanto es a partir
de unas hipétesis que se realizan inferencias en conquista de la tesis. Esta dificultad ubica a

los estudiantes en un nivel de comprension de aprendiz. Ver la llustracion 17.
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4.1.1.15. Dificultad para entender conscientemente el caracter epistemologico de la

prueba en comparacién con la demostracién

Al estudiante se le dificulta comprender que las pruebas intelectuales en matematica no son
algoritmos, no son escritos sin légica, no son pruebas ni verificaciones; éstas son soélo
aproximaciones a la demostracion. Esta dificultad hace que los estudiantes confundan las
pruebas con las demostraciones y que no se reconozca su verdadera orientacion
epistemologica. Esta dificultad ubica a los estudiantes en un nivel de comprensién de

aprendiz. Esta dificultad se detect6 en los espacios de clase.

4.1.1.16. Dificultad para acoplar los razonamientos realizados en una prueba

intelectual

Se presentan dificultades en cuanto a la presentacion clara de la prueba o demostracion
matemadtica, ya que las demostraciones matematicas no son una secuencia de pasos que
generan duda. La demostracion es no obstante, una exhibicion detallada de los pasos y de
los razonamientos deductivos e inductivos realizados para llegar a la tesis. Esta dificultad
causa que los estudiantes sean mecéanicos ante la construccion y elaboraciones de pruebas
y s6lo puedan construir pruebas remedadas. Esta dificultad ubica a los estudiantes en un

nivel de comprension de aprendiz.

4.1.1.17. Dificultad en el manejo de las cuantificaciones de una proposicion
matematica y de las sentencias de existencia y unicidad

Hay dificultades al realizar demostraciones de proposiciones cuantificadas, ya sea en forma
universal o existencial; e incluso al demostrar proposiciones que sugieren existencia o
unicidad de los conceptos inmersos en el enunciado propuesto. Esto genera una dificultad
en cuanto a que el estudiante no comprende el conjunto referencial de los objetos
matematicos de la proposicion que se trata de validar. También esta dificultad influye
fuertemente en los procesos de generalizacion de enunciados en el momento en que el
estudiante pasa de un razonamiento inductivo a uno deductivo, permitiendo realizar un

proceso de los enunciados que inicialmente no aparecen cuantificados, hasta finalmente
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concretar su cuantificacion. Esta dificultad ubica a los estudiantes en un nivel

comprension de principiante. Ver: la llustracion 18 y 19.
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matematica
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llustracién 19. Evidencia de la dificultad del manejo de las cuantificaciones

4.1.1.18. Dificultad para razonar y emplear la induccién matemética en una prueba

intelectual

Los estudiantes tienen dificultades cuando se les hace necesario demostrar por induccion
matematica en cuanto que la elaboracion de la prueba es mecéanica sin razonamientos
inductivos de casos particulares previos, que evidencien que el teorema es verdadero o falso.

Esta dificultad ubica a los estudiantes en un nivel de comprension de principiante. Ver la

llustracioén 20.
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llustracién 20. Evidencia de las dificultades al razonar y emplear lainduccién matematica

4.1.1.19. Dificultad al momento de razonar inductivamente via a probar la certeza de
enunciados (por medio de casos particulares)

El estudiante prueba precariamente los enunciados, algunas veces, con casos particulares,
antes de llegar a demostrarlo. Esto es, inicialmente no emplean razonamientos inductivos
antes de pasar a construir razonamientos deductivos y aplicar reglas de inferencia en las
demostraciones y pruebas. Esta dificultad ubica a los estudiantes en un nivel de comprensién

de principiante. Ver la llustracién 21.
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llustraciéon 21. Evidencia de la dificultad al momento de razonar inductivamente via a probar la certeza

de enunciados (por medio de casos particulares)

Basado en los hallazgos anteriores, se construyo la guia didactica, mediante la formulacion
de unas estrategias para conjeturar y probar (que se presentaran posteriormente en este

capitulo) las cuales permitiran afrontar y superar dichas dificultades en las otras poblaciones

intervenidas.

El Cuadro 10 presenta la sistematizacion de las dificultades encontradas en los estudiantes,
la cual arroja como conclusién la evidente ruptura epistemoldgica que existe en la historia de

la matematica en cuanto al razonamiento deductivo.
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DIFICULTADES DETECTADAS . Dificultades en el
Dificultades en el .
EN ESTUDIANTES UNIVERSITARIOS . . razonamiento
razonamiento deductivo

inductivo
La conceptualizacién y diferenciacién de los métodos de demostracion X
La conceptualizacién de proposiciones matematicas X
La conceptualizacion de un condicional y de una implicacion légica X
El manejo de conectivos légicos contextualizados a las proposiciones de la
prueba intelectual en construccion X
La comprensién de la contradiccion I6gica X
La comprensién y aplicacion de las reglas de inferencia légicas deductivas X
La comprension semantica y sintactica de las tautologias logicas X
La unificacién de estilos escritos de una prueba intelectual: por parrafos o a dos
columnas X
La comprension de los conceptos matematicos inmensos en la prueba X
La elaboracion y razonamiento de las construcciones auxiliares y los X
experimentos mentales en la elaboracién de una prueba intelectual:
La comprensién de los procesos de validacién y comunicacion de las pruebas
intelectuales en el contexto de la clase X
La escritura en el papel una prueba intelectual (dificultad entre el lenguaje X
simbolico y semantico)
El desarme de la tesis y realizar regresiones a la hipotesis o regresiones de la
hipétesis hacia la tesis en busqueda de los razonamientos empleados para X
justificar una prueba intelectual
El enlazar las hipétesis con la tesis de una prueba intelectual X
El entendimiento conscientemente el caracter epistemoldgico de la prueba en
comparacion con la demostracion %
El acoplamiento de los razonamientos realizados en una prueba intelectual X
El manejo de las cuantificaciones de una proposicion matematica y de las
sentencias de existencia y unicidad en la misma %
El razonamiento inductivo y uso de la induccibn matematica en una prueba
intelectual X
El razonamiento inductivo via a probar la certeza de enunciados (por medio de «

casos particulares)
Cuadro 10. Dificultades detectadas en los estudiantes universitarios, con las respetivas implicaciones a

construcciones de pruebas pragmaéticas o intelectuales.
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4.1.2. Dificultades presentadas por los estudiantes de los cursos: PIVU y PEI

Estas dificultades fueron recogidas sisteméaticamente por el investigador en el correo

electrénico: pei20072@gmail.com®; la estrategia para la recoleccién de las dificultades

consistié en que dia a dia, cada estudiante escribiera espontaneamente las dificultades que
le surgieran al momento de desarrollar la guia didactica en los contextos de prueba y
descubrimiento matematico, para finalmente pasar a realizar un andlisis de contenido de los

registros recogidos alli.

Las categorias presentadas en el analisis de contenido de los registros presentados por los
estudiantes de PIVU y PEI, se presentan a continuacion en el Cuadro 11.

Categorizacion realizada a las dificultades presentadas en los estudiantes del PIVU y PEI

e El contexto de la estructura sintactica y semantica de los enunciados.

Subcategoria 1: La Comprensiéon de enunciados propuestos en la guia didactica.

Subcategoria 2: Realizar cambios de representaciones de lenguaje a simbdélico en los enunciados

Categorias presentadas en | ooioooaiooo propuestos

este andlisis

e  El contexto de justificacion de pruebas intelectuales.

Subcategoria 1: La construccion de procesos de validacion y justificaciones

Subcategoria 2: La conceptualizacién de las reglas de inferencia I6gicas deductivas.

Cuadro 11. Categorizacion realizada a las dificultades presentadas por los estudiantes del PIVU y PEI.

En el anterior cuadro no se presenta la homogeneidad, utilidad, exclusibn mutua, claridad y
concrecion de las categorias ya que estan en concordancia con lo expuesto en el Cuadro 9
correspondiente al apartado 4.1.1.

13 Las dificultades expuestas en este correo se presentan en el CD: Evidencias, de la tesis de investigacion en

un documento llamado: “Dificultades expresadas por los estudiantes”.
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4.1.2.1. De acuerdo a la comprension en la estructura sintactica y semantica de los

enunciados

La siguiente categoria se subdividi6 en: dificultades en la comprension de enunciados
propuestos en la guia didactica y dificultades para realizar cambios y reinterpretaciones de

registros expresados de lenguaje cotidiano a simbdlico.

41.2.1.1. Dificultades en la Comprensién de enunciados propuestos en la guia
didactica

Estas son algunas de las dificultades expresadas directamente por los estudiantes™*:

Estudiante A: “Hay enunciados que aun no descifro, parecen sacados de otro

mundo distinto al mio”.
Esta dificultad surge, ya que muchos de los enunciados de la guia didactica tienen en su
construccién conexiones logicas que para ellos son desconocidas al momento de abordar
esta tematica.

Estudiante B: “Algunas dificultades al plantear los ejercicios propuestos”.

Estudiante D: “Dificultad en la Comprension de enunciados, ya que no sabia
interpretar lo que me decian en cada problema planteado por el profesor”.

Estudiante E: “Dificultad en el entendimiento de enunciados”.

Estudiante F: “Al comprender enunciados de razonamiento l6gico”.

4 Al presentar en estos escritos las dificultades expuestas por los estudiantes, se ha tenido en cuenta la misma
redaccion y ortografia presentada por ellos, con el fin de garantizar la fidelidad de los datos y el analisis de los

mismos.
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4.1.2.1.2. Dificultad para realizar cambios y reinterpretaciones de registros
expresados de lenguaje cotidiano a simbdlico en los enunciados

matematicos propuestos
Estudiante H: “Me dio un poco de lidia los ejercicios propuestos por la mafiana,
traducir uno de los enunciados donde se debia despejar la x, pero al ir realizando

los demas ejercicios pude asimilarlos mejor”.

Estudiante F: “Hubo algunas falencias para comprender donde ubicar los

ejercicios”.

Estudiante G: “Algunas dificultades en la comprension de enunciados que

tienen que ver con la realizacion de una gréfica”.
4.1.2.2. De acuerdo al contexto de justificacién: construcciones de prueba
intelectuales en la clase de matematicas al momento de la intervencién con la
guia didactica
41.2.2.1. Dificultades en la construccién de procesos de validacion y justificacion

Estas son algunas de las dificultades expresadas directamente por los estudiantes:

Estudiante E: “Este tema es un poco duro ya que tiene procedimientos de

soluciones duros”.

Estudiante H: “Me confundo con la realizacién de ciertos ejercicios, ya que se me

dificulta determinar el método a utilizar”.

4.1.2.2.2. Dificultad en la conceptualizacion de las reglas de inferencia légicas

deductivas

Estas son algunas de las dificultades expresadas directamente por los estudiantes:
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Estudiante G: “Las reglas de inferencia no las conocia y tampoco las habia

trabajado en el colegio”.

Estudiante C: “En el dia de hoy conoci las reglas de inferencia, tema que
desconocia y aunque no puedo decir que lo domino, si aprendi”.

Estudiante G: “Tengo algunas falencias en cuanto a lo que se refiere a

razonamiento l6gico”.

Estudiante I: “Las reglas de inferencia, que aun siendo tan importantes nunca

me las ensefaron durante 11 afios que me ensefiaron matematicas en el colegio”.

Estudiante I: “No estoy de acuerdo con la regla de Modo de Afirmar Afirmando”.

Estudiante F: “En la clase de mateméticas vimos el tema de reglas inferenciales,
realizamos un taller aplicando las reglas de inferencia las cuales son ocho, en

algunos talleres me dio dificultad de saberlas ubicar a la regla que correspondia”.

Estudiante J: “El dia de hoy vimos las reglas de inferencia, las cuales, no

conocia, pero las comprendi...”

Estudiante L: “Las reglas de inferencia deductivas fue algo nuevo porque en el
colegio no me lo ensefaron, en esta no tuve ninguna dificultad porque cuando

capte muy bien la idea”.

Estudiante M: “La clase de hoy me gustd mucho, aunque las reglas de
inferencia cuando las explicé las entendi; pero como siempre sucede a la hora de

la practica se me dificulto la aplicacion de ella”.

Estudiante N: “Las reglas de inferencia son nuevas cosas aprendidas el dia de
hoy que nunca habia escuchado nada de ellas, son interesantes para el

razonamiento, pero hace falta aplicarla en ejemplos de la vida cotidiana para
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poder aprender a dominarlas como se debe, para obtener un buen

razonamiento”.

Estudiante O: “El dia de hoy trabajamos las reglas de inferencia, que son 8,
pude entender que son bastante importantes para la elaboracién de un ensayo y
puedo decir que son indispensables; algunas son muy parecidas pero siempre hay

un elemento que las hace diferentes”.

En estas dificultades, expresadas por los estudiantes, se puede detectar que los estudiantes
desconocen las reglas de inferencia, dificultad que pone en desventaja para que logren
prueba intelectuales, de acuerdo a la categorizacion de pruebas ostensivas e intelectuales

propuestas por Balacheff (2000).

El Cuadro 12 recoge sisteméticamente las dificultades presentadas por los estudiantes, la
cual arroja como conclusion la ruptura epistemoldgica en la matemética referente al
razonamiento inductivo y deductivo (ver las conclusiones del apartado 2.1.1). Esta ruptura
también puede verse en la comprension de los estudiantes, ya que a los estudiantes se les
facilita los razonamientos inductivos mas que los deductivos por su caracter intuitivo y
natural. Esta ruptura epistemologica también se not6 en la poblacion de estudiantes del

PIVU y PEI investigados al igual que en los universitarios.

DIFICULTAD DE ACUERDO CON: DESCRIPCION DE LA DIFICULTAD
La Comprensién de enunciados propuestos en la guia didéactica.

El contexto de la estructura sintactica y
semantica de los enunciados Realizar cambios de representaciones de lenguaje cotidiano a simbdlico para los

enunciados matematicos propuestos.

La construccion de procesos de validacion y justificacion.

El contexto de justificacion de pruebas

intelectuales La conceptualizacion de reglas de inferencia légicas deductivas.

Cuadro 12. Sistematizacién de las dificultades expresadas por los estudiantes de transicién de
Educacién Media a Universitaria.
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4.1.3. Las pruebas y conjeturas significativas presentadas por los estudiantes del
PIVU y PEI a partir de los razonamientos inductivos

Algunas de las pruebas y conjeturas significativas presentadas por los estudiantes del PIVU

y PEI se exhiben en el siguiente apartado.

Evidencia 1:

4 n- 2}[@] . Figura 3

14+4(n ~1) +4(n —z}[‘“"zﬁ]

=1+d{n-1)42(H=21) +2n-2)

o Al sumar todo lendriamos. =1+4n- 442 -dn+ D)+ -4
=l4dn=d+2 pyp =En+B+in =4
=2p -2n+l

&3 E &3

1 i+2 =2

F
:'il

Fgl

llustracién 22. Razonamiento inductivo en la construccion de la regla de formaciéon de una secuencia de
numeros
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En esta evidencia (llustracion 22) se puede detectar que el estudiante realiza una prueba
intelectual para encontrar la regla de formacién de la actividad # 6: Razonamientos
inductivos que se pueden generar a partir de una secuencia geométrica y aritmética
con cuadrados (Ver apartado A.2.6, guia didactica). Se hace una construccion de prueba
por parrafos, se realizan algunos célculos derivados de los razonamientos inductivos y se
efectla una construccion de disefios estableciendo regularidades que ocurren de figura a

figura en la secuencia geométrica.

Evidencia 2:
NUMER O CUADRANCULAR 1 4 9 lix ]
NUMERG DE POSICTON 1 4 3 4 K

Podemos expresar cada numero cuadrado coma la suma de un mimero triangular de orden “n” y un nimero

iiangular de orden “nel",

La obtencian de Ia regla de formacian seria;

[HH}EH_DFH_DH}: pontan-) _plenep’on 1

7 7 7 ;N

llustracién 23. Razonamiento inductivo en la construccion de la regla de formacién de los nameros
cuadrangulares

En esta evidencia (llustracion 23) el estudiante realiza procedimientos para calcular la regla
de formacion de los numeros cuadrangulares derivados de los analisis de los casos
particulares detectados (razonamientos inductivos). Es primordial destacar en esta evidencia
los procesos de agrupamiento que realiza el estudiante para realizar el conteo sistemético de

los puntos que conforman los numeros cuadrangulares. La regla de formacion encontrada es
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validada por procedimientos de visualizacion sobre el proceso de formacion de los cuadrados

correspondientes.

Desde el punto de vista de los tipos de prueba presentados por Balacheff, se puede inferir
gue el estudiante no alcanza una prueba intelectual, ya que faltaria realizar una prueba por
induccién matemética para que valide la conjetura planteada en la actividad. El estudiante
realiza una construccion de la prueba a través de razonamientos inductivos, en los cuales

también apoya sus conjeturas omnitemporales. (Ver definicion en el apartado 4.2.4.2)

Evidencia 3:

Nameros Naturales| 1|2|3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 10 (11 {12 {13 |14

Pentagonales 1511212235 3170|192 117|145 176|210 (247 | 287

T 3

NIUMERO PENTAGONAL 1 5 12 22 5

NUMERO DEPOSICION | 2 3 4 5

Observamos que cada nimero representado en las figuras pentagonales de puntos se puede
expresar en rminos enésimos como fa suma de 'n” con tres nimeros triangulares de orden “n-l

En términos de la posicion enésima la regla de formacion seria:
(n—1j+1:|_ +3(=1) +3-1) In43y -6n+343In-3 3y -n
2 | 2 B 2 2

n+3(n—1)[

llustracién 24. Razonamiento inductivo en la construccion de la regla de formacién de los numeros
pentagonales
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En la evidencia 3 (llustracion 24) el estudiante realiza procedimientos de agrupamiento de los
puntos para realizar un conteo sistematico de ellos, esto permite conjeturar que cada numero
pentagonal es la division de una cantidad de numeros triangulares (como lo expresa el
estudiante en la evidencia), esta conjetura que no es validada y que se convierte en una
conjetura omnitemporal, si permite la construccion de la regla de formacion de los niumeros

pentagonales. El razonamiento empleado por el estudiante es netamente inductivo.
Desde el punto de vista de los tipos de prueba de Balacheff, el estudiante no presenta una

prueba intelectual, ya que sus razonamientos son basicamente inductivos en donde sustenta

Sus conjeturas.
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Evidencia 4:

Nameros Naturales|1|2|3 (4 (5 |6 |7 (8 |9 |10 (11 |12 |13 |14
Hexagonales 1161528 (45| 66|91 120| 153({190(231| 276| 325| 378

—h

Observando la siguiente ilustracion podemos establecer una regla de formacion para los

numeros hexagonales:

o

WUMER O HFXACOMNAL 1 [ 15 Fi 1]

MUMERO DE POSICION 1 2 ] 4

Cada hexagone de puntos ze puede expresar en forma enésima come b suma de "n” con custro Wangulares
de arden "n-l".

Podemos entonces afirmar que la regla de formacidn los numeros hexagonales es la

siguiente:;

+4{n-1)[{n-21}+1]= n+2(f=1) +2n-1)=n+2py -dn+2+2n-2= Iné-n

llustracién 25. Razonamiento inductivo en la construcciéon de laregla de formacion de los nimeros
hexagonales

En esta evidencia (llustracion 25) el estudiante realiza nuevamente una conjetura
omnitemporal para realizar la validacibn de la regla de formaciébn de los numeros
hexagonales. Los razonamientos que realiza el estudiante son netamente inductivos en esta

conjetura.
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El estudiante no realiza una construccion de prueba intelectual que le permita validar la regla
de formacion de los numeros hexagonales, solamente realiza razonamientos inductivos

derivados del analisis de casos particulares.

4.1.4. Contraejemplos y variantes de las reglas de inferencia deductivas presentados

por los estudiantes del PIVU™®
Después de algunas de las observaciones hechas en clase, se pudo realizar una actividad
extra que no estaba planteada inicialmente en la guia didactica y fue la construccion de

contraejemplos para las reglas de inferencia por parte de los estudiantes.

El andlisis de contenido realizado, en este apartado, a los registros presentados por los

estudiantes fue manifiesto o directo.

El trabajo con los contraejemplos permitio afianzar en los estudiantes la comprensién de las

reglas de inferencia.

Posteriormente del andlisis de los contraejemplos que presentaron los estudiantes, se obtuvo

lo siguiente:

4.1.4.1. Contraejemplos del Modus Ponendo Ponens

Contraejemplos del Modus Ponendo Ponens Esquema Sintactico

=F - |
F FREMISAS

Contraejemplo # 1 CONCLUSIBN @

'* Este trabajo fue derivado de la intervencién con la guia didactica en los estudiantes del PIVU de las Sedes

Suroeste y Bajo Cauca de la Universidad de Antioquia, en el segundo semestre del afio 2008.
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Contraejemplo # 3

o PREMISAS
Contraejemplo # 2 | —
CONCLUSION #
=F o =0
PREMISAS

CONCLUSION - F

4.1.4.2. Contraejemplos del Modus Tollendo Ponens

Contraejemplos del Modus Tollendo Ponens

Esquema Sintéactico

Contraejemplo # 1

Pu
PREMISAS

-

COHCLUSION —&

Contraejemplo # 5

PREMISAS
Contraejemplo # 2 - T
CONCLUSION &
Pw
_ PREMISAS
Contraejemplo # 3 e
COHCLUSION —F
-Fu g
PREMISAS
Contraejemplo # 4 o
COHCLUSION ~£
Py
» PREMISAS

COHCLUSION P
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4.1.4.3. Contraejemplos del Modus Tollendo Tollens

Contraejemplos del Modus Tollendo Tollens Esquema Sintactico

P '
PREMISAS
Contraejemplo # 1 __f'___
COHCLUSION F
—-F = 0
PREMISAS
Contraejemplo # 2 =
COHCLUSION —F

4.1.4.4. Contraejemplos de la Transitividad en la Implicacion

Contraejemplos de la Transitividad en la Implicacion Esguema Sintactico

P
22 ppEmsas

Contraejemplo # 1 I
CONCLUSION: R—F

g=F
R

Contraejemplo#2 | _77=
CONCLUSION: F —

PREMISAS
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41.4.5.

Contraejemplos de la Inferencia Conjuntiva

Contraejemplos de la Inferencia Conjuntiva

Esquema Sintactico

Contraejemplo # 1

o PREMISAS

COHCLUSION —pP » -0

Contraejemplo # 2

= F
o PREMISAS

COHCLUSION Fa

Contraejemplo # 3

o PREMISAS

COHCLUSION Fr=(

Contraejemplo # 4

F
~g¢ PREMISAS

COHCLUSION  Fa
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4.1.4.6. Contraejemplos de la Simplificacion en la Conjuncion

Contraejemplos de la Simplificacién en la Conjuncién

Esquema Sintactico

Contraejemplo # 1

Frl PREMISA

CONCLUSIONES: —F
&/

Contraejemplo # 2

Frl PREMISA

CONCLUSIONES: F
g

Contraejemplo # 3

Fr PREMISA

CONCLUSIONES: —F

Contraejemplo # 4

CONCLUSIONES: - F

4.1.4.7. Contraejemplos de la Adjuncion

Contraejemplos de la Adjuncién

Esquema Sintactico

Contraejemplo # 1

CONCLUSION —F -

F FREMSA

It

Contraejemplo # 2

CONCLUSION —F ., O

F FREMSA

I
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4.1.4.8. Contraejemplo del Método de Casos o Silogismo Disyuntivo

Contraejemplos del Método de Casos o Silogismo Disyuntivo

Esquema Sintactico

Contraejemplo # 1

F—=R
g=+g
Fup

| CONCLUSION R n 8

PREMISAS

Contraejemplo # 2

F—= R
g=5
Pud

| CoNCLUSION R—= S

PREMISAS

Contraejemplo # 3

F=R
g—= 5

Ful

|CONCLUSION - R v 5

PREMISAS

Contraejemplo # 4

F—= R
g5
Pu(

CONCLUSION — & v =8

PREMISAS

4.1.5. Variantes de las reglas de inferencia

4.15.1. Variante del Modus Ponendo Ponens

Formula N° 1:

—F - -
=F

COHCLUSION ~€
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PREMISAS




4.15.2. Variante del Modus Tollendo Ponens

~FvoC ppEmisas

CONHCLUSION %

4.15.3. Variante del Modus Tollendo Tollens

—'F—) —\Q
2,

[ concLusion 7

PREMISAS

4.1.5.4. Variante de la Transitividad en la Implicacion

Esta regla de inferencia tiene muchas variantes se presenta una de ellas:

F=aQ
R F
CONCLUSION & O

PREMISAS

4.1.5.5. Variante de la Inferencia Conjuntiva

_\P
- PREMISAS

COHCLUSION —F ~ =
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4.1.5.6. Variante de la Simplificacion en la Conjuncion

—F n 22 PREMISA

CONCLUSIONES: —F
-

4.1.5.7. Variante de la Adjuncion y del Método de Casos

Estas reglas de inferencias tienen muchas variantes. Se llegd a esta conclusion,
inmediatamente después del andlisis de contenido, derivado de los registros escritos de los

estudiantes y sus intervenciones en clase.

4.1.6. Procesos de justificacion en la solucion del test de seleccion multiple con Unica
respuesta contenido en la guia didactica para los estudiantes del Programa de

Induccion ala Vida Universitaria

Los analisis de contenido empleados para los registros tomados en este apartado fueron:

Analisis de contenido manifiesto o directo versus latente o indirecto.

Los estudiantes de uno de los cursos de Razonamiento Logico Mateméatico del Programa de
Induccion a la Vida Universitaria respondieron a la pregunta: ¢ Cuéles son las estrategias de
razonamiento matematico que empleas para resolver un test de selecciébn mudltiple?,

arrojando los siguientes analisis de contenido:

Algunas de las palabras frecuentes (Ver Cuadro 13), referentes a los contextos de
justificacion y de descubrimiento matematico, empleadas por los estudiantes al momento de
dar las respuestas fueron: Respuesta, Pregunta, Descarta, Correcta, Logica, Procedimiento y
proceso (sinbnimo de prueba, Andlisis, Método, Leer, Opciones, Enunciado, Azar,

Verdadero, Deduccion, Operaciones, Justificacion, Induccién, Absurdo, Descubrir, Gréfico,

131



Falsa, Incorrecta, Comprension. Los registros escritos se presentan en el CD que acomparia

este trabajo de investigacion, especificamente en el archivo: “trabajo de estrategias”.

Palabra empleada al momento = Frecuencia de la palabra en todas

de dar respuesta ala pregunta | las respuestas de los estudiantes

Respuesta 41
Pregunta 35
Descarta 23
Correcta 17
Légica 17
Procedimiento y proceso 15
Andlisis 13
Método 13
Leer 10
Opciones 9
Enunciado 7
Azar 5
Verdadero 4
Deducci6n 4
Operaciones 4
Justificacion 4
Induccion 2
Absurdo 2
Descubrir 2
Gréfico 2
Falsa 2
Incorrecta 1
Comprension 0

Cuadro 13. Palabras empleadas por los estudiantes, derivadas del analisis de contenido

Respuestas dadas por los estudiantes frente a las estrategias empleadas en la

solucién del test y analisis de contenido de las respuestas dadas por los estudiantes

A continuacion se presenta una lista de las respuestas dadas por los estudiantes a la
pregunta formulada, en las cuales ven como primordial el procedimiento para validar la
solucion de un problema o actividad matematica. Los estudiantes presentan comprensiones
ingenuas o de principiantes frente a las concepciones de prueba, esto se puede detectar en

los siguientes escritos:
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Para obtener la respuesta correcta se lee bien la pregunta, luego se analizan las

opciones que se dan, y si hay que hacer algun procedimiento, se realiza.

El procedimiento utilizado para obtener la respuesta correcta es emplear
herramientas como la comparacién de pregunta-respuesta, o lo absurdo de una
respuesta con el respectivo enunciado; para asi ir descartando opciones, y dar con

una gue pueda ser la correcta.

Si se puede hacer procedimiento se realiza para estar mas seguro.

Hay respuesta mediante graficas que se tornan muy dificiles, en las que se debe

de utilizar un largo procedimiento operativo.

En caso de no poder hacer los procedimientos respectivos, se empieza a
descartar opciones hasta llegar a una verdadera.

Principalmente el mecanismo utilizado es un 50% fue la comprobacion de
ejercicios por medio de procedimientos, un 30% descartar las respuestas y un

20% al azar.

Pero en este caso de justificacion, voy haciendo los procedimientos y me da la
respuesta, o en caso de error accedo a primer caso y no justifico.

Las preguntas las respondo mediante procedimiento y observaciones de las
respuestas, pero si el procedimiento me da un resultado y observo y se ve que se
puede dar otro, analizo y saco conclusiones y veo cual puede ser la mas acertada.

En algunos problemas se utilizé la deduccidn e induccién. Se fue descartando los
mas ilogicos, y en otros solo se necesitaba hacer el procedimiento para encontrar

el resultado.

Las estrategias son leer detenidamente la pregunta, luego se descartan las

opciones que se ven que son incorrectas, con las que me gueden se hace una

133



lectura detenida del contenido, fijando formulas y se realizan el correspondiente

procedimiento hasta que obtengo la respuesta.

Las estrategias son leer muy bien aunque sean tres veces, después se descartan
las que no eran, aunque alguno no les hice procedimiento porque no me la sabia

muy bien.

Para hallar la respuesta de las preguntas, hago procedimientos matematicos pero

en algunas ocasiones no en todas, la escojo al azar.
En primer lugar cuando es de seleccibn mdultiple, con Unica respuesta sin

justificacion, respondo descartando después de un analisis y me queda la

correcta.
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4.1.7. Dificultades detectadas en los estudiantes de 10°y 11°

Los andlisis de contenido empleados para los registros tomados en este apartado fueron:
Analisis de exploracién de contenido, Anélisis de contenido manifiesto o directo y

latente o indirecto.

La categorizacion construida para el analisis de los registros presentados por los estudiantes

de 10°y 11°, se puede visualizar en el siguiente Cuadro 14.

Categorizacion realizada a las dificultades presentadas en los estudiantes de 10°y 11°

. Dificultades en cuanto al razonamiento inductivo.

Categorias presentadas en este analisis e Dificultades en cuanto al razonamiento deductivo.

o Dificultades en cuanto al razonamiento conjetural.

Cuadro 14. Categorizacion realizada a las dificultades presentadas por los estudiantes de 10°y 11°

Algunas dificultades detectadas en los estudiantes de 10° y 11° de educacion media del
Instituto Tecnolégico Metropolitano, al momento de observar la comprension en los

razonamientos inductivos, cuando se desarrolla la primera parte de la guia didactica, son:

4.1.7.1. Dificultad al momento de razonar inductivamente

A los estudiantes se les dificulta ser conscientes de probar los enunciados y de establecer e
institucionalizar pruebas de validez, empleando “casos particulares” que hacen verdadero el
enunciado. Por ejemplo, al proponer una actividad en donde se debe plantear una ecuacion,
el estudiante sélo ve éste como Unica forma de solucién del problema y no aplica pruebas
pragmaticas’’ para llegar a la respuesta, antes de hacer elaboraciones de pruebas

® Estas dificultades fueron detectadas en los estudiantes de 10° y 11° del Instituto Tecnoldgico

Metropolitano, Campus Castilla, en el afio 2006 y 2007, adicionalmente este apartado se publicé en el boletin

informal: Encuentro Académico de Secretaria de Educaciéon de Medellin, en la edicién de octubre de 2008.

"Se entiende por pruebas pragmaticas a las pruebas que recurren a la accién o a la ostension. Balacheff
(2000).
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intelectuales®. Esta dificultad se debe a la falta de consciencia de los razonamientos

inductivos, que en algunos casos pueden ser efectivos antes de las pruebas intelectuales.

4.1.7.2. Dificultad al momento de generalizar un enunciado a partir de la observacion

de regularidades en casos particulares

Los estudiantes presentan dificultades en los procesos de generalizacién de enunciados y se
puede verificar en la escasa fundamentacion consciente desarrollada en las clases de
matematicas, al momento de abordar el proceso de razonamiento deductivo en el

planteamiento de un enunciado general.

De otra parte, no se tienen presente por parte de los estudiantes la cuantificacion en el
enunciado, especificamente en lo que se refiere al cubrimiento de objetos mediante los

cuantificadores existenciales o universales.

4.1.7.3. Dificultad para plasmar mediante una férmula matematica la generalizacion

de enunciados que han sido razonados inductivamente

Los estudiantes presentan dificultades para relacionar mediante patrones (detectados y
razonados previamente), regularidades y formulas que permiten plasmar la generalizacion,
los casos conocidos de un enunciado con los casos desconocidos. La visualizacion
geomeétrica y las estrategias para la construccion, por ejemplo de secuencias geométricas, es
una forma de trabajo en el contexto del proceso del razonamiento inductivo que permite la

exploracion de lo conocido hacia lo desconocido.

Algunas dificultades presentadas por los estudiantes en la comprension en los

razonamientos deductivos son:

® Se entiende por pruebas intelectuales a las pruebas que, separandose de la accién, se apoyan en

formulaciones de las propiedades en juego y de sus relaciones. Balacheff (2000).
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4.1.7.4. Dificultad en la conceptualizacion de las reglas de inferencias deductivas

Los estudiantes presentan dificultades para la comprension de las reglas de inferencias
I6gicas, poco se ha ensefiado en las clases de matematicas, situacidbn que pone en

desventaja al estudiante para que logre formalizaciones deductivas de los conceptos.

Bésicamente lo que se ensefia del razonamiento deductivo en la Educacion Béasica y Media
son las tablas de verdad de proposiciones aisladas de los razonamientos y de la resolucion

de problemas.

4.1.7.5. Dificultad para comprender conscientemente la estructura sintactica y

semantica de los enunciados

Los estudiantes tienen escasos conocimientos sobre la conformacién sintactica® y
semantica® de los enunciados matematicos en las distintas actividades propuestas en la

guia didactica.

4.1.7.6. Dificultad en la Comprension de conectivos l6gicos

Se les dificulta las dobles negaciones en los enunciados, el condicional, los conectivos
l6gicos y le ven poca importancia a la interpretacion de las tablas de verdad en las
actividades propuestas. Los estudiantes no dominan conscientemente situaciones
discursivas en donde interviene el condicional®* entre una causa y un efecto, entre una

premisa y una conclusion.

Algunas de las dificultades en la Comprension en los razonamientos conjeturales son:

19 Referida a la simbolizacion y estructuras légicas de los enunciados matematicos.
%0 Referida a la significacién y los conceptos implicitos en los enunciados matematicos.
L para esto se tiene presente en la investigacion, que el estudio del razonamiento del condicional esta asociado

con las causas y consecuencias, la estructura sintactica P —Q , la tabla de verdad y las condiciones

suficientes y necesarias.
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4.1.7.7. Dificultades para proponer enunciados creativos y conjeturar en la clase

Los estudiantes son poco propositivos y conjeturan poco. Detallan incipientemente las
actividades relacionadas con el aspecto semantico y sintactico de los enunciados a los que
se les enfrenta, esto puede deberse a la carencia de experiencias en el campo de pruebas y

conjeturas.

4.1.7.8. Dificultades en los razonamientos plausibles y heuristicos en las actividades

planteadas en la guia didactica

A los estudiantes se les dificulta realizar construcciones creativas a las actividades e indagan
poco alrededor de ésta. No han tenido la oportunidad en otros cursos de matematicas de

poner en tela de juicio enunciados matematicos.

4.1.7.9. Dificultades para falsar enunciados matematicos a partir de contraejemplos

Los estudiantes pocas veces, en las clases de matematicas, emplean contraejemplos para
debilitar la cuantificacion o verificar la veracidad de un enunciado, quizas porque asumen que

no es posible entrar en contradiccidon con enunciados que aparentemente son ciertos.

4.1.7.10. Dificultades para realizar reconstrucciones de indicios y de hipoétesis

Se ha detectado que es dispendioso lograr que los estudiantes conjeturen alrededor de un
enunciado, ya que ellos han estado poco adaptados a que se les indague, a que se le
cuestione con preguntas provocadoras y que efectlen reconstrucciones de indicios e
hipodtesis frente a una actividad propuesta; ya que evaden la indagacion y el juicio critico, no
alcanzan a responder cuestionamientos provocados por las preguntas. No aflora un

pensamiento discursivo y argumentativo.
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El posterior Cuadro 15 sistematiza las dificultades encontradas en los estudiantes.

Dificultad del estudiantes | Dificultad del estudiantes | Dificultad del estudiantes

gue lo pone en desventaja | que lo pone en desventaja | que lo pone en desventaja
DIFICULTADES ) ) )

frente al razonamiento | frente al razonamiento | frente al razonamiento

inductivo deductivo conjetural

En el razonamiento inductivo, por la

poca consciencia que tienen los X

estudiantes de ello

En la generalizacién de los enunciados

a partir de la observacion de X

regularidades en casos particulares

En la configuraciéon de una férmula

matematica que evidencie la

generalizacion de enunciados que han

sido razonados inductivamente

En la conceptualizacion y

desconocimiento  de  reglas de X
inferencia deductivas

En la comprension consciente de la

estructura sintactica légica y semantica X
de los enunciados

En la Comprensién y conceptualizacién

de conectivos légicos

En la proposicion de enunciados

creativos y conjeturados en la clase

En los razonamientos plausibles y

heuristicos en las  actividades X
planteadas en la guia didactica

En la falsacion de enunciados

matematicos a partir de contraejemplos

En la realizacién de reconstruccion de

indicios y de hipotesis

Cuadro 15. Sistematizacion de las dificultades detectadas en los estudiantes de Educacion Media.
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4.1.8. Analisis de Contenido en el contexto de justificacion: La importancia de la
justificacion en la clase de mateméticas. Aportes de algunos estudiantes y sus
respectivos andlisis de contenido

Los analisis de contenido que se emplearon para interpretar los registros correspondientes a
este apartado fueron: Analisis de contenido manifiesto o directo y latente o indirecto, los

cuales permitieron ubicar los estudiantes en distintos niveles de comprension.

Después de hacer la pregunta: ¢Crees que es importante justificar un problema matematico

con un procedimiento?, a un grupo de estudiantes de Educacion bésica, se arrojo lo

siguiente. Las respuestas se pueden apreciar en el Cuadro 16.

¢Crees que es importante justificar un problema matematico con un procedimiento?

RESPUESTA

Si, porque asi uno sabe cudl es el
resultado exacto.

A mi me parece que si porque es

méas facil explicar todos los

problemas matematicos.

Todo depende del ejercicio, si es
muy sencillo no veo la necesidad
de hacerlo, pero si es bastante
complicado veo la necesidad de

hacerlo.

No, porque en algunos casos
podemos utilizar la légica y el

razonamiento de cada quien.

Si, porque yo considero que nos
gqueda mejor explicado.

Cuando el problema es obvio no
para todos no; pero si el problema
depende del procedimiento si.

Si, Porque siempre se necesita un
procedimiento para saber lo que

ANALISIS DE CONTENIDO

El estudiante expresa que la justificacion de alguna manera conlleva a un resultado exacto y la
conquista de las soluciones. El estudiante no muestra un criterio publico de la prueba,
solamente se expresa el caracter pragmatico y por tal motivo se puede ubicar en un nivel de
comprension ingenua; y desde el punto de vista de la teoria de Balacheff se puede ubicar dentro
de las pruebas pragmaticas y la explicacién.

En este caso el estudiante habla de explicacion, en cuyo caso si nos remitimos a lo expresado
por Balacheff N. (2000), quiere decir que el estudiante apenas estd en progreso dentro del

contexto de justificacién y por tal motivo puede ubicarse en un nivel de comprensién ingenua.

Esto expresa que hay soluciones en las que aparentemente sus procesos de justificacién son
obvios en tanto que en otros, no lo es. El estudiante no presenta una consciencia de la
validaciéon como criterio social, s6lo para convencimiento propio, por tal motivo puede ubicarse
en un nivel de comprensién ingenua. También es de anotar que el estudiante ve como
importante que los procesos de justificacion y procedimientos ayudan en la comprension de la

solucién de problemas.

Este estudiante ve precariamente los procesos de justificacién como de un convencimiento muy
desde lo personal y no con un caracter social. Este estudiante ve mas los procesos de
justificacién como una explicacién, de acuerdo a lo expresado por Balacheff N. , (2000), se

puede ubicar dentro del nivel de comprensién ingenua.

Este estudiante tiene mas acercamientos a la explicacion y por tal motivo el nivel de
comprension es ingenuo.

El estudiante habla de que las justificaciones estan netamente dependientes de si la solucion es
obvia o no. Cuando el estudiante habla de obvio lo expresa propiamente para él, por lo cual es
facil de expresar que se ubica al nivel de las explicaciones y por tal motivo el estudiante se
ubica en un nivel de comprension de principiante.

Al realizar un andlisis de contenido en lo expresado por este estudiante, se puede expresar la
necesidad de los procesos de justificacion al momento de solucionar un problema matematico.
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sabe el estudiante y su forma de
estudiar.

Si, porque asi se comprueba quien
es seguro de si mismo y quien

tiene un buen conocimiento.

Si, porque aclara su resolucién y
asi entenderlo mas facil.

Si, porque creo que es importante
para uno no equivocarse es lo mas
seguro

para el problema

matematico.

Si, porque se aprende mas y se ve

diferentes férmulas.

Si, porque nos ayuda de pronto a

entender mas lo que estamos
haciendo y como defendernos

después.

Si, porque es mas justificable y
mas entendible lo que queremos

dar a entender.

No siempre con un procedimiento
porque creo que hay diferentes
maneras de justificar un problema
matematico.

Si, porque necesitamos saber de
dénde proviene un nimero, porque
si no quedamos nulos.

Si, porque sin el procedimiento no
se podria resolver el
dado

problema

Si, porque a diferencia de las

calculadoras podemos hacerlo
paso a paso.

Si, porque ahi se mostrara lo que
hemos aprendido.

Si, porque asi nos damos cuenta el
resultado de donde viene y si esta
bien hecho.

Si, porque todos los problemas
tienen un

procedimiento  para

resolverlo

También habla implicitamente de los controles que puede llevar el docente para medir la
comprension de sus estudiantes. Ya que para este estudiante la justificacion depende del
docente; por lo tanto se puede decir que se encuentra en un nivel de comprensién de
principiante.

Esta respuesta habla del caracter de convencimiento de los procesos de justificacién inmersos
en la prueba, segln lo expresado por (Balacheff N. , Procesos de Prueba en los alumnos de
matematicas, 2000). Aln no es comprensible el convencimiento social por tal motivo puede
ubicarse en un nivel de comprension de principiante.

Este estudiante habla que la prueba permite comprension de los enunciados inmersos en el
problema y por tal motivo se puede ubicar en un nivel de comprension de principiante ya que no
se expresa el criterio de convencimiento publico en la prueba.

Este estudiante comenta lo importante que es en la prueba el caracter de convencimiento. El
procedimiento y la justificacion son importantes para no equivocarse. El estudiante expresa
cierta idea de que la prueba estandariza los procesos de justificacion, pero ain no se evidencia
el caréacter publico de la prueba, dicho estudiante puede ubicarse en el nivel de comprensién de
principiante.

En este caso el estudiante hace mencién de los procedimientos y justificaciones que estan
enmarcadas por féormulas implicitamente invoca los procedimientos mecanicos, por tal motivo el

estudiante puede ubicarse en un nivel de comprensién de principiante.

Este estudiante habla de la importancia del convencimiento a un grupo social desde los
procesos de prueba vy justificacion. El estudiante puede ubicarse dentro de un nivel de

comprension de aprendiz.

Algunas de las palabras que aparecen en su respuesta son: justificable, entendible, esto
permite esclarecer que el estudiante esta consciente de los procesos de justificacién en la
solucion de problemas por medio del convencimiento a los demas, el estudiante evidencia que
se encuentra en una comprension de aprendiz. No deja esclarecer cual es su frecuente tipo de

prueba.

Este estudiante considera que hay distintos tipos de prueba y distintas formas de justificar, no
expresa directamente un tipo de prueba, por tal motivo se ubica en un nivel de comprensién de

aprendiz.

El estudiante ve importancia a los procesos heuristicos para llegar a la solucién de un problema
matematico.

En este caso sé es consciente de que el procedimiento esta intrinsecamente ligado a la
resolucién del problema.

Este estudiante ve importante los procesos heuristicos en la solucién de un problema

matematico.

Este estudiante esclarece la importancia de los procedimientos con la comprension.

En este caso se comenta que el procedimiento permite que él se dé cuenta de dénde provienen
los resultados.

Este estudiante generaliza diciendo que: Todos los problemas tienen un procedimiento para

resolverlo.

Comprension de

aprendiz

Cuadro 16. Respuestas de algunos estudiantes a la pregunta: ¢Crees que es importante justificar un

problema matematico con un procedimiento?
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El analisis de contenido de esta pregunta realizado a un conjunto de registros escritos
permite corroborar el esquema de pruebas ostensivas en estudiantes de educacion bésica,
en relacion con el contexto de Balacheff, asi como también se pone de manifiesto la ruptura
epistemologica entre la clase de matematicas y la historia de la matematica en cuanto al

caracter del convencimiento social de la prueba.

Las conclusiones que se pueden inferir a partir de la interpretacion del Cuadro 16 es que los
estudiantes de educacion media, que se observaron durante un lapso de tiempo, exploran

enunciados que tienen que ver con la aritmética y la geometria basicamente.

Los estudiantes carecen de un lenguaje intelectual para expresar ciertas propiedades entre

nameros o entre figuras geométricas.

Los estudiantes hacen escaso énfasis en las cuantificaciones de los enunciados, esto se
maneja de una manera inconsciente, y por lo regular ellos hacen caso omiso de los

contraejemplos cuando se les da, pero no se manifiesta de manera explicita.

La creatividad de los estudiantes de educacion basica esta sometida a restricciones de
caracter conceptual y procedimental, esto es, conocen poco sobre la semantica de la teoria
en donde se estd conjeturando y a nivel procedimental y de herramientas ya que no
diferencian en qué momento deben emplear razonamientos inductivos y /o deductivos para

Sus metas.

Se hace importante entonces para los estudiantes de educacién basica que para una
heuristica de problemas a probar se tenga presente la herramienta de la estructuraciéon

mental del cdmo se razona inductivamente y deductivamente.

Los estudiantes conjeturan con facilidad enunciados cuantificados que de tipo implicativos,
en donde se obedece a unas causas Yy efectos o consecuencias. Esto nuevamente se puede
explicar a partir de la ruptura epistemologica del razonamiento en la construccion de la

matematica, que permea también la ensefianza en la escuela.
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4.2. Marco Conceptual derivado de la investigacion

Al momento de ir realizando el andlisis de contenido de los registros escritos presentados por
los estudiantes fueron emergiendo conceptos propios (los cuales corresponden a las
definiciones de: contexto de justificacion, contexto de descubrimiento, dificultad detectada en
los estudiantes en los contextos de justificacion y de descubrimiento, conjetura temporal,
conjetura omnitemporal, contraejemplo parcial o localizado, contraejemplo universal o
referencial, estrategias para conjeturar en el aula de clase, propuesta de etapas de
razonamiento conjetural y deductivo, y andlisis desde el marco de ensefianza para la

comprensién) a partir del andlisis de contenido de los registros, por parte del investigador.

Estos conceptos permitieron la comprension y el analisis de los resultados encontrados y
permitieron aportar a la ciencia y a la Educacion Matemética en lo referente a procesos de
justificacion y de descubrimiento seguidos por los estudiantes en la clase de mateméticas.

Se espera que estos conceptos sean validados y detectados en posteriores investigaciones y
gue sirvan para una construccion profunda y comprensiva de estos contextos, la cual nos
llevara a que los estudiantes tengan consciencia de los procesos de justificacién y de

descubrimiento en la matematica.

4.2.1. Definicion del contexto de justificacion

Se entiende por contexto de justificacion en esta investigacion al espacio de la clase de
matematicas en donde el docente propone al estudiante conscientemente®, con intencion,
actividades de validacion de enunciados; y en donde el estudiante asume una
comunicacioén consigo mismo y con sus compafieros de clase respecto de la veracidad o
falsedad de un enunciado matematico y construya una prueba ya sea: ostensiva o intelectual.

Esto es, el estudiante asume que existe un problema de validacion y lo materializa en una

%2 Dentro del contexto de justificacién, no se tendran en cuenta los espacios de la clase de matematicas en
donde se manejan inconscientemente los procesos de validaciéon de enunciados matematicos, por no tener un
propésito final y una intencion.
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prueba, lo anterior va en consonancia con lo que propone Balacheff (2000, pag. 15) cuando

afirma que:

El solo hecho de proponer un problema a los estudiantes no es suficiente para
garantizar que pongan en marcha un proceso de validacion. En una observacion
sistematica que se hizo a un gran niumero de estudiantes resolviendo problemas
de geometria, Audibert sefiala que son muy pocos quienes realmente se interesan
en un proceso de produccion de prueba, y aun menos los que realizan una

demostracion.

En este contexto de justificacion, concretamente el estudiante elabora pruebas ya sean
ostensivas o intelectuales, que dependen en gran medida de las capacidades de razonar y

de sus conocimientos en légica.

Por actividades de validacion se entenderan aquellas actividades en las que se trata de
convencer a un comparfero/estudiante o varios compaferos/estudiantes de clase de la
validez de los enunciados que se conjeturan o se proponen a discusion. En este momento
se pueden tener presente pruebas que van desde lo empirico hasta pruebas con un alto
contenido logico. Estas actividades de validacién para la guia didactica y estan en coherencia
con lo que proponen: Cantoral, Farfan, Cordero, Alanis, Rodriguez, & Garza al momento de

establecer una clasificacion de las situaciones:

[...] Las situaciones de validacion, en las que se trata de convencer a uno o a
varios interlocutores de la validez de las afirmaciones que se hacen. En este caso,
los alumnos deben de elaborar pruebas para demostrar sus afirmaciones. No
basta la comprobacion empirica de que lo que se dice es cierto; hay que explicar

gue necesariamente debe ser asi. (2005, pag. 43)
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4.2.2. Definicién del contexto de descubrimiento

Por contexto de descubrimiento en la clase de matematicas se concebiran aquellos
espacios de la clase en donde el estudiante construye a partir de razonamientos inductivos y
deductivos, enunciados creativos para los cuales no se conoce su valor de verdad en el
espacio temporal de clase, quedara para un espacio temporal posterior, elaborar una prueba
en donde se pruebe su veracidad mediante la discusion grupal por medio de contraejemplos

y refutaciones.

En la clase también se tendran presentes espacios, en donde los estudiantes conjuntamente
con el docente, discuten alrededor de un enunciado conjeturado, si un caso particular es 0 no

contraejemplo para él.

Igualmente, es primordial que el estudiante en este contexto pueda realizar conscientemente
razonamientos matematicos que puedan servir para descubrir enunciados, que a la postre

pueden ser conjeturas o enunciados verdaderos, que él aun no los conocia.

Se ha pretendido determinar el nivel de comprension de los estudiantes en este contexto, a
partir de la construccion de unas estrategias, disefladas exclusivamente en la investigacion,

gue permitan que los estudiantes conjeturen.

4.2.3. Definicion de dificultad detectada en los estudiantes en los contextos de

justificacion y de descubrimiento

Se entendera por dificultades de los estudiantes en los contextos de justificacion y de
descubrimiento, a aquellos obstaculos conceptuales derivados de la ruptura epistemoldgica
en la historia de la matematica, en cuanto al razonamiento deductivo, de aplicacion de
conceptos, de escritura y estilos de pruebas y justificaciones, de construccion y creatividad,
de modos conscientes de razonamientos inductivos, deductivos o conjeturales, de validacion
consciente y de enlace entre razonamientos matematicos que no permiten el acceso a la

comprension y elaboracion o bien de una prueba o justificacion, o de una conjetura.
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4.2.4. Conjeturas y contraejemplos en la clase de matematicas

Dentro del marco conceptual que se conformd, a medida que se intervino con la propuesta,
se acufiaron exclusivamente conceptos que fueron emergiendo naturalmente en la reflexion y
analisis de lo presentado por la poblacion objeto de estudio y que pueden ayudar
fuertemente en el aprendizaje y ensefianza de las matematicas en los contextos de
justificacion y de descubrimiento, con el fin de mejorar la Comprension en los razonamientos

de los estudiantes.

4.2.4.1. Definicion en la investigacion de Conjetura Temporal

Es un buen enunciado en su construccibn semantica y sintactica. Los estudiantes lo
construyen creativamente frente a una actividad y se puede comprobar su cuantificacion, su
valor de verdad y validez, mediante razonamientos inductivos y/o razonamientos deductivos

en el transcurso de la clase.

Una de las conjeturas temporales encontradas en uno de los estudiantes del PEI, referente a
las diagonales de un poligono, fue la construccion de los poligonos y trazo de los mismos, y
se muestra en la tabla de doble entrada en donde se realizan las sumas de las diagonales de
los poligonos que salen de cada uno de los respetivos vértices. Ver la llustracion 26 e

[lustracion 27.

llustracién 26. Evidencia referente al razonamiento inductivo que soporta la conjetura de las diagonales
de un poligono.
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POLIGONO MUMERC DE DIAGOMNALES SUMA

2+2+1+0+0 g

H S+3+2+41+0+40 g
Heptagono 4 d+3+2+7+0+0 14
Cctagono B+5+4+3+2+7+0+0 20
Nonagono G+E+5+4+3+22+7+0+0 27
Decidgono T+T+E+5+443+2+740+0 35

llustracién 27. Evidencia de la construcciéon de un cuadro de doble entrada en donde se detalla la
conjetura del numero de diagonales de un poligono que salen por cada uno de los vértices en cierta

disposicion.

4.2.4.2. Definicion en la investigacion de Conjetura Omnitemporal

Es un buen enunciado en su construccion semantica y sintactica, del cual es imposible
realizar su validez y verificar su valor de verdad, mediante razonamientos inductivos y/o
deductivos o medios tecnoldgicos avanzados en el transcurso de la clase, e incluso pueden

perdurar como conjeturas en matematicas, tal es el caso del problema de los cuatro colores.

Ahora bien, una conjetura temporal u omnitemporal es singular cuando aparece Unicamente
en un estudiante de la clase, y es colectiva cuando aparece como creacion de mas de un

estudiante de la clase. La llustracion 28 exterioriza la categorizacion realizadas para los
razonamientos conjeturales.
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Enlos [RAZONAMIENTOS ABDUCTIVOS]
T

la prioridad se centra en

[ CONJETURA |
clasificadas segun su validacion en clase de matematicas o no, en:

TEMPORAL [OMNWEMPORAQ
y pueden ser Yy pueden ser
COLECTIVA SINGULAR COLECTIVA

SINGULAR

llustracién 28. Mapa conceptual referente a las conjeturas en la clase de matematica.

En el Cuadro 17 se presentan la sistematizacion y algunas de las conjeturas omnitemporales

realizadas por los estudiantes en cuanto a la actividad de los nimeros poligonales.

NUMERO DE LA
POSICION
12/ 3|4|5|6| 7 | 8| 9 |10 ]| 11| 12 | 13 | 14
REGLAS DE
FORMACION
NUMERO
POLIGONAL
TRIANGULAR 1|36 |10[15]21| 28 36 | 45 | 55 | 66 | 78 | 91 | 105 n(n+1)/2
CUADRANGULAR |1 [4] 9 | 16| 25|36 | 49 64 | 81 | 100 | 121 | 144 | 169 | 196 n®
PENTAGONAL 1|5[12]22[3 |51 70 92 | 117 | 145 | 176 | 210 | 247 | 287 n(3n-1)/2
HEXAGONAL 1|6|15| 28 |45|66| 91 | 120 | 153 | 190 | 231 | 276 | 325 | 378 n(4n-2)/2

Cuadro 17. Sistematizacién por parte de los estudiantes de la actividad de los nUmeros poligonales.

Algunas conjeturas omnitemporales colectivas construidas por los estudiantes que surgieron

a partir del debate en el transcurso de la clase.
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e Los numeros triangulares, cuadrangulares, pentagonales y hexagonales en las
posiciones impares dan como resultado multiplos del niumero de la posicion

respectivamente.

e Un numero triangular sumado con el numero de la posicion posterior da como

resultado un namero triangular.

4.2.4.3. Definicion en lainvestigacion de Contraejemplo Parcial o Localizado

Es un caso particular de un enunciado que debilita la cuantificacion universal de un
enunciado conjeturado por un estudiante. Los contraejemplos localizados referidos a una
proposicion falsan sélo algunas partes de éste (o bien la cuantificacion universal, pero
guedando algunos casos como verdaderos o algunos casos particulares para el enunciado
matematico), por medio de algunos casos particulares.

4.2.4.4. Definicion en la investigacion de Contraejemplo Universal o Referencial

Es un caso particular de un enunciado que debilita tanto la cuantificaciébn universal como
existencial del enunciado conjeturado por el estudiante. Los contraejemplos totales
referidos a una proposicién falsan toda la cuantificacién universal del enunciado, incluso con
un solo caso particular. Con los contraejemplos referidos a un enunciado se debe tener

presente la cuantificacién de la proposicion ya sea: universal o existencial.

En la llustraciébn 29 se presenta un mapa conceptual que relaciona los razonamientos

matematicos, las conjeturas en la clase y los contraejemplos.
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[En algunos enunciados matema’ticas]

se pueden establecer

[ Razonamientos inducti vos]

a partir de

Casos particulares

los cuales generan mediante

Regularidades
‘\‘\

construyéndosen

5/
|

P oo

Reglas de formacién]

que o bien son

/\[

[ conjeturas temparates] Conjeturas amnttempcrales]

estas pueden ser

T~

[ Conjeturas temporales verdadems]

/

que mediante

e

Procesos de validacidny prueba ]

.-"_’,‘_i

se cnnclu-,ren que son

T

Enunciados falsos [Teorema mateméticoj

\

[ conjeturas temporales falsas ]

/

\

[Contraejemplos locales o glohaEes]

/

|

llustracién 29. Mapa conceptual que relaciona los razonamientos matematicos, las conjeturas en la
clase y los contraejemplos.

4.2.5. Definicion de estrategia para conjeturar en el aula de clase de matematicas

Por estrategias para conjeturar en la clase de matematicas se entenderan aquellas
habilidades, destrezas, procesos de razonamientos matematicos conscientes, que se
emplean para analizar, buscar, estudiar, mejorar, comprender, describir, refutar y realizar

cambios de registros y representaciones de enunciados matematicos desde su semantica o
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su sintaxis. Algunas de estas estrategias fueron empleadas para la construccion de la guia

didactica.

4.2.5.1. Estrategias para conjeturar en el aula de clase de matematicas

Dichas estrategias surgen a partir del analisis de contenido de las dificultades detectadas en
la poblacion de estudiantes universitarios (correspondientes a las observaciones durante la
investigacion). El investigador propone estas estrategias, en correspondencia con lo que

exponen: Cantoral, Farfan, Cordero, Alanis, Rodriguez, & Garza:

[...] la investigacion de los fendmenos relativos a la ensefianza de las matematicas
tampoco puede reducirse a la observacion y andlisis de los procesos que tienen
lugar cotidianamente en las aulas, puesto que su objetivo es la determinacién de
las condiciones en las que se produce la apropiacion del saber por los alumnos, y
para esto necesita ejercer un cierto grado de control sobre ellas, lo que implica
que el investigador debe de participar en la produccion (o disefio) de las
situaciones didacticas que analiza. (2005, pag. 42)

425.1.1. Estrategias tienen que ver con la sintaxis del enunciado

BlUsqueda de consecuencias y de hipétesis a partir de enunciados dados®: dicha
estrategia consiste en proponer a los estudiantes: causas en busqueda de las posibles
consecuencias y dar consecuencias en donde se debe hallar las respetivas hipotesis o lluvia

de hipotesis.

* Esta estrategia remite a que el estudiante, a partir de causas, determine cudles son las posibles

consecuencias que se generan, como por ejemplo: ¢qué implica que un numero entero sea par...?
Ahora bien, esta estrategia para conjeturar en la clase permite que los estudiantes comprendan las definiciones

de los objetos matematicos puestos en juego en los enunciados.
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Estudio de los enunciados condicionales e implicaciones: Es primordial emplear
estrategias en donde se proponga a los estudiantes reflexiones en cuanto al esquema
semantico y sintactico del condicional e implicacién, basicamente formular actividades y
situaciones que contengan enunciados tales como: qué implica que..., también puede
proponerse a los estudiantes que describan una serie de enunciados condicionales y realicen

verificacion de los valores de verdad de cada uno de los enunciados condicionales.

Andlisis de las cuantificaciones de los enunciados®: Enunciar conscientemente, por
parte del docente, algunos enunciados con sus respectivas cuantificaciones y debatir la
cuantificacion por medio de contraejemplos, frutos de la interaccién social y comunicacion en

la clase, que emerjan de los enunciados conjeturados.

Andlisis de inclusiones de familias de objetos matematicos a partir de los
cuantificadores de los enunciados: Definir inclusiones de familias de objetos matematicos
a partir de extensiones de sus conceptos y analizar diagramas de las inclusiones. Construir

objetos matemaéticos teniendo presente los menos inclusivos.

Mejoramiento de las estructuras-sintacticas o semanticas de los enunciados: en esta
estrategia se proponen actividades de falso y verdadero (ya sea en la cuantificacion, sintaxis,
conexiones légicas o semantica). La mejoria de los enunciados se realiza cuando un
enunciado falso puede hacerse verdadero, realizando pequefias modificaciones estructurales

al enunciado. Al respecto Lakatos (1978) hace mencion de Cauchy:

Es cierto que hay tres tipos de proposiciones: las verdaderas, las falsas sin
esperanza y las esperanzadoramente falsas. Este Ultimo tipo se puede mejorar,
convirtiéndolas en verdaderas al afiadirles una clausula restrictiva que enuncie las
excepciones. Yo nunca “atribuyo a las formulas un dominio indeterminado de
validez y de veracidad”. En realidad las formulas son verdaderas soélo si se

satisfacen ciertas condiciones. Al determinar esas condiciones y, naturalmente, al

* Analizar las cuantificaciones de un enunciado permite que el estudiante indague si las condiciones
expresadas en el enunciado se cumplen para todos o algunos o ninguno de los objetos matematicos de un

conjunto en referencia.
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fijar con precision el significado de los términos que utilizo, hago desaparecer toda
incertidumbre”. (Cauchy, 1821).

Progresiones de las hipétesis en busqueda de la tesis y regresiones de la tesis
hacia las hip6tesis®: Suponer los problemas resueltos y aplicar el Método Regresivo-

Progresivo, segun Solow (1987), se define esta estrategia asi:

El “método progresivo-regresivo” consiste basicamente en ‘progresar”
argumentativamente desde la hipotesis hacia la tesis y viceversa, ‘regresar”
argumentativamente desde la tesis hacia la hipotesis hasta concatenar ambos
tipos de argumentacion y consolidar asi un texto coherente, es decir una

demostracion.

Adicién o eliminacion de premisas de un conjunto de enunciados: en esta estrategia se
propone que dado un conjunto de premisas en donde ya se ha conjeturado, agregar o quitar

otra premisa y establecer razonamientos sobre ellas.

Comprension de la sintaxis de enunciados: Comprender la sintaxis de los enunciados: la

I6gica, conectivos légicos y cuantificadores de enunciados.

4.25.1.2. Estrategias que tienen que ver con la semantica del enunciado

Busqueda de regularidades geométricas o aritméticas: Establecer regularidades en las
figuras geométricas establecidas. En algunos casos las regularidades se establecen
mediante comparaciones. El uso de regularidades ayuda a extrapolar y averiguar

informacion de datos que no se pueden tener en la mano.

B E| concepto de método regresivo progresivo puede ser consultado en:

http://docencia.udea.edu.co/cen/logica/capitulo3.htm
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Conjeturas a través de la visualizacion: Enunciados emergentes: conjeturas de la

visualizacion de la informacién compilada en un cuadro de doble entrada.

Comprension conceptual de los objetos matematicos: La comprension conceptual facilita

el entendimiento y el trabajo de la resolucion de problemas.

Andlisis de las propiedades de los objetos mateméaticos: Enunciar en forma creativa e
inédita las propiedades de los objetos matematicos y establecer correspondientemente

relaciones.

Herramientas conscientes en el proceso de razonamiento matemaéatico: Establecer
precisamente el tipo de razonamiento a emplear por medio de las definiciones de los

conceptos.

Estudio de las definiciones de los objetos matematicos?®: Detallar precisamente las
definiciones que hacen parte de los enunciados de las situaciones en cuestion y debatirlas
mediante contraejemplos. Lakatos hace observaciones sobre el conjunto de referencia sobre
el cual opera la conjetura, esto es, el conjunto de objetos matematicos que cubre dicha
conjetura, en donde hace alusion de las excepciones a la conjetura y habla de los tipos de

proposiciones en matematicas, en referencia a las restricciones:

El término contraejemplo tiene un matiz agresivo que ofende a quienes han
inventado las pruebas. La expresion correcta es “excepcion”. Hay tres tipos de

proposiciones matematicas:

% La refutacién mediante contraejemplos depende del significado de los términos en cuestion. Si un

contraejemplo ha de constituir una critica objetiva, hemos de ponernos de acuerdo acerca del significado de
nuestros términos. Podemos alcanzar semejantes acuerdos, definiendo el término alli donde la comunicacion
se ha interrumpido. Lakatos (1978, pag. 33).

Y mas adelante continua Lakatos: ... cuando emergen contraejemplos, es frecuente que se propongan

definiciones y que se discutan sobre ellas. Lakatos (1978, pag. 33).
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e Las que siempre son verdaderas y para las que no hay ni restricciones ni
excepciones; por ejemplo, la suma de los &ngulos de todos los triangulos planos
es siempre igual a dos angulos rectos.

e Las que descansan en algun principio falso, por lo que no pueden ser admitidas de
ningan modo.

e Las que, aunque se articulan sobre principios verdaderos, con todo admiten

restricciones o excepciones en algunos casos...

[...] No habria que confundir los teoremas falsos con los teoremas sujetos a
alguna restriccion”. Como dice el proverbio: la excepcion demuestra la regla.
Aceptar una coexistencia pacifica de teoremas y excepciones significa ceder a la
confusion y el caos en mateméticas.

Es necesario llamar la atencion sobre las excepciones, puesto que incluso autores
recientes no siempre las reconocen explicitamente.

He examinado ahora las excepciones con todo cuidado y he llegado a la
conclusion de que no se ajusta a la verdadera definicion de las entidades en
cuestion. Asi, la prueba y el teorema se pueden reinstaurar, desvaneciéndose la

cadtica coexistencia de teoremas y excepciones. (1978, pags. 41-42)

Descripcion de relaciones entre objetos matematicos: Dar enunciados que relacionen
objetos matematicos y establecer excepciones al enunciado. Segun Lakatos (1978) citando
a Newton se comenta que: “Si de los fendmenos no surgen excepciones, la conclusién puede
afirmarse en general”. Pero, si apareciese alguna excepcién en un momento posterior, hay

que empezar a afirmarla con las excepciones que tenga lugar” (Sir Isaac Newton, 1717).

Refutaciones de los conceptos que definen los objetos matematicos y mejorias de los
enunciados: Realizar constantemente refutaciones a los enunciados para mejorarlos. En

referencia a Lakatos y en correspondencia a lo propuesto por esta estrategia, él expresa que:

Los matematicos son incapaces de ponerse a la vez a probar y refutar una
conjetura, debido a sus empedernidos dogmas heuristicos, o bien la prueban, o

bien la refutan. Ademas, son especialmente incapaces de mejorar las conjeturas,
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refutdndolas, si resulta que las conjeturas son suyas. Quieren mejorar sus
conjeturas sin refutaciones; nunca se deciden a reducir la falsedad, si no es
mediante el monotono aumento de verdad; asi, purgan el aumento de

conocimiento del horror de los contraejemplos. Lakatos (1978, pag. 55).

Construcciones de campos semanticos y asignacion de nuevos nombres a nuevos
objetos matematicos: Construir un campo semantico que nombre “conceptos” que todavia

no han sido nombrados en la matematica, y que emerjen de los estudiantes.

Por ejemplo en el caso de Euler citado por Lakatos (1978) se comenta al respecto que:

La clave del resultado de Euler fue precisamente la invencién de los conceptos de
vértice y arista: fue él quien sefalé por vez primera que, ademas del nimero de
caras, el de puntos y lineas de la superficie del poliedro determinan su caracter
(topoldgico). Es interesante que, por un lado, estuviese deseoso de subrayar la
novedad de su marco conceptual y que tuviese que inventar el término “acies”
(arista) en vez del viejo “latus” (lado), puesto que latus era un concepto poligonal,
cuando lo que él queria era uno poliédrico, si bien, por otro lado, mantenia aun el
término “angulus solidus” (angulo sdlido) para sus vértices puntuales. (1978, pag.

23)

Busqueda de hipotesis e indicios: Generacion de hipotesis ante un hecho ocurrido y

construccion de enunciados.
Permitir cambios de registros y representaciones: Cambios de registros vy
representaciones permiten comprender mejor lo que se conjetura. Por lo regular se pasa de

lo aritmético a lo geométrico y viceversa.

Comprension semantica de los enunciados: Comprender la semantica de los enunciados

las definiciones.
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El Cuadro 18 muestra cada una de las estrategias empleadas en la construccion de la guia
didactica, también se muestra cudles estrategias han sido propuestas y no se han aplicado
en la construccion de la guia didactica.
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D ESTRATEGIA PARA CONJETURAR EN LA CLASE DE MATEMATICAS LA ESTRATEGIA SE EMPLEO
EN LA CONSTRUCCION DE
LA GUIA DIDACTICA

3 ) . N . . sl
@ Busqueda de consecuencias y de hipétesis a partir de enunciados dados.
g
£ ' ) - o s
g Estudio de los enunciados condicionales e implicaciones.
c
3 i - : s
5 Analisis de cuantificaciones de enunciados.
>
e o — y ‘ y . N ‘ NO
g Andlisis de las inclusiones de familias de objetos matematicos a partir de los cuantificadores de los enunciados.
o [«
£ sl
© g Mejoramiento de estructuras sintacticas o semanticas de enunciados.
& §
8 . R , ‘ N S|
3 Progresiones de hip6tesis en bisqueda de tesis y regresiones de tesis hacia las hipétesis.
Q
=
3 - NO
< Uso de mapas conceptuales con condiciones.
g
8 i o . ) i s
=) Adicién o eliminacion de premisas de un conjunto de enunciados.
Q
T
7 . - . si
w Comprension de la sintaxis de los enunciados.
o . " - N Sl
g Blsqueda de regularidades geométricas o aritméticas.
g
S Conjeturas a través de la visualizacion.
3
ns ' - ) . S
2 Estudio de las definiciones de los objetos matematicos.
§
5 y : . sI
» Comprension conceptual de los objetos matematicos.
©
g - . . N i
°C Andlisis de las propiedades de los objetos matematicos.
g
: - : . » sl
o Descripcion de relaciones entre objetos matematicos.
g
c
2 ‘ , . » . . Si
© Refutaciones de los conceptos que definen los objetos matematicos y mejorias de los enunciados.
=
8 : : . : sl
3 Herramientas conscientes de razonamiento matematico.
(3]
=
3 . - S . ” NO
p Construcciones de campos semanticos y asignacién de nuevos nombres a nuevos objetos matematicos.
2
8 p o SI
.g Busqueda de hipétesis e indicios.
[T}
©
= B . . . SI
& Permitir cambios de registros y representaciones.

L _— . SI

Comprension semantica de los enunciados.

Cuadro 18. Referente a las estrategias para conjeturar en la clase de matematicas. D: Tipo de estrategia
categorizada por la semantica o sintaxis en los enunciados.
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4.2.6. Analisis desde el Marco de Ensefianza para la Comprension

4.2.6.1. Dificultades que han sido detectadas en los estudiantes en la Comprension y

aproximaciones a pruebas

Algunas de las dificultades que han sido detectadas en la poblacién objeto de estudio (en
torno a la comprension de los razonamientos inductivos, deductivos y la escritura de la
prueba y que han sido categorizadas dentro de las cuatro dimensiones para acceder a la

Comprension) se presentan a continuacion:

4.2.6.1.1. Dificultades desde los contenidos

Las dificultades detectadas, que se presentan en los estudiantes, en el proceso de
comprension de los razonamientos, en relacion con los contenidos de los razonamientos

deductivos, son las siguientes:

¢ En la conceptualizacién y aplicacién de los métodos de demostracion.

e En el proceso de una prueba se exhibe una expresién que en ningln caso es una
proposicion, es una expresion que de la cual no se puede deducir si es verdadera o falsa
debido a su ambigiiedad, esto es, no hay comprensién en el reconocimiento de

enunciados en el contexto de las matematicas.

e Se suponen, proposiciones, como hipoétesis que en ningun caso lo son, e incluso hacen

parte de la tesis.
e Hay dificultad en cuanto a la conexion entre pasos l6gicos de proposiciones. En algunos

casos implicaciones o0 equivalencias en referencia a las pruebas a dos columnas, tan

empleadas, por ejemplo, en los cursos de geometria de nuestro pais.
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Se tiene un conocimiento deficiente del principio l6gico de no contradiccion al demostrar

un teorema.

Se aplican incorrectamente reglas de inferencia y por tanto sus respectivas semanticas y

sintaxis.

Hay un nivel de comprension bajo, ingenua especificamente, frente a los esquemas
I6gicos sintacticos de las tautologias o de axiomas o teoremas iniciales, que se pueden
emplear para la elaboracion argumentativa de pruebas mateméticas, no se domina

ampliamente contenidos teéricos en donde se contextualiza la prueba.

Hay dificultades al momento de realizar pruebas de proposiciones cuantificadas, ya sea
en forma universal o existencial e incluso al demostrar proposiciones que sugieren

existencia o unicidad de ciertos elementos conceptuales inmersos en la prueba.

Al finalizar una prueba exhibe la conclusién de la demostracion, en donde se muestre la

conexion légica entre premisas y tesis.

Se presentan dificultades entre el lenguaje simbdlico y el lenguaje semantico. Los

estudiantes hacen mezclas de ambos indiscriminadamente.

Hay comprensiones ingenuas frente a las estructuras logicas condicionales vy
bicondicionales: condiciones necesarias, condiciones suficientes Yy, necesarias y
suficientes, asi como también del uso de las tablas de verdad y su respectivo uso en la

validacion de razonamientos légicos.

4.2.6.1.2. Dificultades desde los métodos que se emplean para realizar pruebas

Hay un nivel de comprension ingenua en el momento en que se trata de una prueba que
debe ser razonada por un método directo 6 por un meétodo indirecto, o por cualquiera de

los dos, o empleando contraejemplos.
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Existe una dificultad cuando se mezcla al escribir una prueba: el andlisis como
argumentacion por parrafos y otras veces a dos columnas. Por lo tanto, hay
comprensiones ingenuas frente a las conceptualizaciones semanticas de objetos

matematicos inmersos en una proposicién a demostrar.

Los estudiantes tienen algunas dificultades cuando se hace necesario probar por

induccién matematica y razonar inductivamente a partir de casos particulares.

Se presentan dificultades al momento de emplear el proceso regresivo-progresivo, al
buscar conexiones entre la tesis y las hipotesis, que de alguna manera se sugiere para la

elaboracién de pruebas de enunciados matematicos.

Al estudiante se le dificulta analizar los enunciados, algunas veces, usando casos
particulares, antes de llegar a demostrarlo y elaborar pruebas, ademas no es consciente

de la exploracién mediante procesos heuristicos antes de llegar a la prueba.

Los estudiantes aln no comprende que el proceso de elaboracidbn de pruebas
matematicas no son algoritmos, no son escritos sin légica, éstas son s6lo aproximaciones

a la demostracion.

4.2.6.1.3. Dificultades desde la praxis

A los estudiantes aun les cuesta interpretar situaciones de la vida real en las cuales se
deben realizar procesos de razonamientos inductivos o deductivos tanto en ambitos

cotidianos como en matematicos.

4.2.6.1.4. Dificultades desde la comunicaciéon

Los estudiantes muestran una baja comprension cuando estan construyendo
demostraciones y pruebas matematicas, en el campo de las validaciones, debido a la

necesidad de justificar enunciados conjeturados ante sus comparieros.
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e NoO se reconoce por parte de los estudiantes en el campo de las validaciones de
enunciados matematicos, que la prueba matematica es institucional a un aula de clase y

necesaria en el campo de las matematicas formales.
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Capitulo 5

5. CONCLUSIONES

n los registros escritos de los estudiantes se infiere que ellos construyen pruebas
ostensivas, y en pocos casos pruebas intelectuales. Esta conclusion puede
justificarse desde el punto de vista de que la poblacion objeto de estudio han tenido
un acercamiento incipiente al razonamiento deductivo, y cominmente con los razonamientos

inductivos de manera intuitiva, cotidiana e ingenua.

Los estudiantes presentan dificultades al elaborar razonamientos deductivos, ya que conocen
incipientemente las nociones basicas de las reglas de inferencias logicas, las cuales son

fundamentales para la elaboracion de sdélidas construcciones argumentativas.

Asimismo, se pudo detectar cudles fueron las dificultades que los estudiantes presentan.
Dichas dificultades han sido categorizadas de acuerdo a si la dificultad radica en obstaculos
semanticos o en sintacticos. Lo anterior permitio establecer para cada una de las dificultades
detectadas unas estrategias para conjeturar.

Los estudiantes presentan “mayor” dificultad respecto a la sintaxis que a la semantica en el
proceso de construccién de enunciados, en el contexto matematico. Esto se debe a que
existe una marcacion especial en la ruptura epistemologica e historica en la matematica,
respecto del razonamiento deductivo, por lo tanto este proceso de ensefianza del

razonamiento deductivo deberia encausarse de manera continuada en la escuela.

Desde el punto de vista conceptual, también se pudo detectar en la investigacion que hay

cierta dependencia entre lo que se conoce de un concepto alrededor de un objeto
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matematico y las posibles pruebas que se puedan construirse a partir de los enunciados
propuestos. La carencia de conceptualizacion o comprension ingenua de objetos o
relaciones matematicas provoca invalidez en los procesos de razonamiento del estudiante.
Las definiciones y sus conceptualizaciones son importantisimas al momento de conjeturar,

asi como abstracciones reflexivas de propiedades en juego de los objetos matematicos.

En los registros escritos analizados se detectd que ciertos estudiantes universitarios acceden

a pruebas intelectuales, pero todavia les cuesta garantizar la validacion de las mismas.

De otra parte, al analizar los registros escritos presentados por estudiantes de 10° y 11°, se
puede inferir que presentan una idea incipiente y poco consciente del razonamiento
deductivo y conocen precariamente las reglas de inferencia, es por esto que se deduce que a
esta poblacion de estudiantes les cuesta acceder a pruebas intelectuales y por ende al

analisis de validacion de pruebas.

De otra parte, al analizar como un todo las dificultades presentadas por los estudiantes, en
general, se puede decir desde la perspectiva del marco teorico de Nicolas Balacheff, que las

dificultades de la prueba se focalizan en dos aspectos:

e El paso de pruebas pragméticas a intelectuales se dificulta, debido: a los pocos conceptos
ensefiados alrededor de los razonamientos deductivos en los distintos niveles de
escolaridad, a la discontinuidad o carencia de procesos de razonamiento deductivo y a la
ruptura epistemoldgica de la construccién del razonamiento inductivo y deductivo en la

matematica.

e EIl caracter de validaciéon interna de las pruebas intelectuales se dificulta, debido a las
conceptualizaciones légicas en el estudiante y a los precarios procesos de interaccion
social, en algunos momentos, son rupturas epistemologicas que se dan al interior de las

clases de matematicas.

Al analizar el contexto de descubrimiento matematico en la poblacion de estudiantes

siguiendo a Lakatos, en donde se intervino la investigacion, se infiere que:
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La verificacién de la certeza de una conjetura esta filialmente acoplada con procesos

heuristicos, tales como: experimentos mentales y de prueba, puesto que éstos, en

algunos casos, sirven para mejorar la conjetura, ya sea: su semantica o sintaxis.

El uso de los contraejemplos ayudan a falsear o probar la veracidad de un enunciado
conjeturado. Se detectd, incluso, que cuando un estudiante preguntaba al investigador
por una conjetura que ha propuesto frente a una actividad matemética generada, y dicha
conjetura es errénea; el investigador sélo devolvia contraejemplos que sirvieran para

mejorar la conjetura y para que el estudiante profundizara en su proceso de indagacion.

Es importante dotar a los estudiantes de estrategias conscientes para que logren
involucrarse en el proceso de las conjeturas en relaciébn con las justificaciones y las

pruebas. La llustracién 30 exhibe las relaciones de causa y efecto en relacién con las

conjeturas.
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refutaciones inferencia
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llustracién 30. Esquema Causa-Efecto.
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5.1.

Conclusiones relativas al cumplimiento del objetivo general

Respecto del objetivo general que direcciono el trabajo de la investigacion, se presentaron

los siguientes resultados:

5.2.

Una categorizacion de dificultades en el proceso de razonamientos inductivos,
deductivos y conjeturales a partir de la semantica y sintaxis de los enunciados; esta

categorizacion en estrecha relacion con las dimensiones para la Comprension.

Una categorizacion de las conjeturas en la clase de matemética acoplada con el
contexto de justificacion y prueba en espacios temporales de la clase.

Una categorizacién de contraejemplos, que se proponen para comprender la funcién

en las conjeturas.

La institucionalizacion en la guia didactica de estrategias para conjeturar en el aula de
clase apelando al contexto de la justificacion.

Conclusiones relativas al cumplimiento de los objetivos especificos

Se elaboré un analisis de contenido de los registros presentados por los estudiantes,
mediante la intervencion con una guia didactica, que permitié realizar un diagnostico
de las dificultades que los estudiantes presentaban al momento de justificar y

conjeturar enunciados en la clase.

Se categorizaron dichas dificultades a partir de condiciones légicas y de
conceptualizaciones propias en contextos de justificacién y de descubrimiento desde
las visiones de Nicolas Balacheff y desde el Marco de Ensefianza para la
Comprension; posteriormente se realizé la respectiva devolucion hacia la construccion
de un marco conceptual que definid algunas ideas importantes en estos dos

contextos.

166



Adicionalmente, de acuerdo a la informacién recolectada y analizada se puede afirmar que:

Los estudiantes presentes en la investigacion exhiben dificultades a nivel semantico y

conceptual.

Al triangular los analisis de contenido de las tres poblaciones se encuentra que los
estudiantes desconocen las reglas de inferencia y las estructuras logicas de

enunciados.

Los estudiantes de educacion media intervenidos desconocen reglas de inferencia y

por ende estructuras de razonamiento deductivo.

Los estudiantes desconocen reglas de validez de las pruebas y demostraciones que

se hacen en clase.

Algunos estudiantes desconocen las definiciones de objetos matematicos o relaciones

tratadas en las proposiciones por conjeturar y probar.

Los estudiantes de educacién media se centran en pruebas pragmaticas u ostensivas,
en tanto que los estudiantes universitarios muestran grandes avances en pruebas
intelectuales al momento en que se les ensefia reglas de inferencia y estructuras del

razonamiento deductivo.

La investigaciobn permitid la construccion de una guia didactica enmarcada en
Ensefianzas para la Comprensiéon y en los contextos de descubrimiento y justificacion

en la clase de matematicas.

Se nombraron categorias que emergieron con respecto a las conjeturas, de acuerdo
con el analisis de contenido de los registros recolectados, a partir de condiciones
propuestas al momento en que se realiza la validacion del enunciado, ya sea durante

la clase o por fuera de ella.
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e Cuando se enfrenta a los estudiantes a una demostracion matematica, es necesario
hacer las preguntas: ¢A qué se estan enfrentando en cuanto a la validacion de un
enunciado?, ¢Qué piensan ellos desde las concepciones de prueba?, ¢Qué espacios
se les ha dado a los estudiantes para que comuniquen sus escritos y no escritos de la
prueba y los puedan socializar?

e Los conceptos de prueba no se limitan solamente a las producciones escritas por
parte de los estudiantes. La prueba en matematica estd demarcada por un sinnimero
de instrumentos y materiales en los que el estudiante puede apoyarse para Su

construccion.

Respecto del método empleado se pueden arrojar las siguientes conclusiones:

El analisis de exploracion de contenido, permitié detectar algunas orientaciones
relacionadas con la escritura de pruebas matematicas. Los estudiantes
universitarios, privilegian las pruebas a dos columnas, pero se puede detectar que
estas orientaciones depende de las exposiciones directas del docente y a las
experiencias en las que han sido sometidos.

El andlisis de contenido manifiesto, permiti6 detectar dificultades frecuentes
frente a las representaciones escritas de pruebas. También entender que en
algunos estudiantes no es comprensible la importancia de la dupla inseparable entre
conjetura y justificacion. El andlisis de contenido manifiesto adicionalmente permitio
detectar que las dificultades presentadas en los estudiantes se deben a rupturas
epistemoldgicas de la matematica al interior de la clase respecto al proceso de
razonamiento deductivo. Finalmente permitié detectar que los estudiantes aun no
tienen plena comprensién de la importancia de la interaccion social en la validacion

de pruebas.

El analisis de contenido latente o indirecto, comprobé algunas de las dificultades

gue los estudiantes tienen frente a la sintaxis de enunciados matematicos.
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Finalmente, como producto del analisis de contenido de los registros escritos presentados
por los estudiantes, se exponen aqui algunas de preguntas dirigidas a docentes frente al
trabajo consciente y comprensivo, con estudiantes, de conjeturas y pruebas en la clase de

matematicas:

e ¢COmMo conjeturan los estudiantes?

e ¢CoOmo se estructuran los talleres para que los estudiantes alcancen a comprender el

proceso de la conjetura?

e ¢Qué diferencias existen entre las conjeturas realizadas por un estudiante de

educacion basica y media a un estudiante de universidad, profesional o experto?

e ¢ Cual puede ser una heuristica adecuada que permita la comprension del proceso de

prueba y especificamente de los problemas a probar?

e ¢COmMo se conjetura sobre una hipétesis dada, a partir del proceso de razonamiento

inductivo y deductivo?

e ¢Qué herramientas de razonamiento tienen presente los estudiantes al momento de

conjeturar?

e (Como se emplean los contraejemplos en el proceso de refutar enunciados y hacerles
mejorias o rechazarlos?, ¢Qué uso tienen los contraejemplos universales vy

existenciales frente a la mejoria de una conjetura o el derrumbamiento de la misma?

e (Qué alternativas didacticas se pueden implementar para mejorar los procesos de

razonamiento de los estudiantes?

e ;Cudles procedimientos deben tenerse presente para la generalizacion de

enunciados?
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e ¢;Por qué es importante el trabajo de conjeturas y pruebas matematicas en la

comprension de conceptos, objetos y relaciones matematicas?

5.3.  Preguntas que responde la investigacion

La investigacion ha arrojado un marco conceptual apoyado en Nicolas Balacheff y Lakatos,
en cuanto a la clasificacion de conjeturas elaboradas, conjeturas temporales vy
omnitemporales. Dicho marco hace algunas predicciones importantes frente al contexto del

descubrimiento y justificacion:

e ¢;Cudales son algunas de las categorizaciones, en el contexto de justificacion
durante la clase, que se establecen en estos marcos tedricos frente a las

conjeturas construidas por los estudiantes?

e ;COmMo un estudiante puede lograr conjeturar un enunciado matematico a partir del

trabajo de actividades, empleando estrategias conscientes?

e ¢(Qué clases de dificultades presentan los estudiantes cuando se enfrentan a los

contextos de descubrimiento y justificacion?

e ¢ Cudles son algunas de las categorizaciones, en el contexto de justificacion, que
se establecen frente a las conjeturas construidas por los estudiantes en la clase de

matematicas?

e (Qué clases de contraejemplos refutan una conjetura, de acuerdo a la

cuantificacién de su enunciado?

e Qué tipo de guia didactica sirve para que los estudiantes logren un contexto

compresivo de descubrimiento y justificacion?

e ;COmo la comprension ayuda a que los estudiantes mejoren rendimientos y

creatividad en los contextos de justificacion y descubrimiento en el aula de clase?
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e ;COmMo a partir de contraejemplos se pueden hacer mejorias a enunciados

conjeturados por los estudiantes en el aula de clase?
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5.4. Programa de investigacion en lalinea de pruebas y conjeturas?’

Se dirigen las siguientes preguntas a otros investigadores (quizas puedan ser problemas de
investigacion), las cuales surgen a partir de esta investigacion, con el fin de orientar futuras

investigaciones:

5.4.1. Preguntas que surgen del trabajo en la investigacion con el marco teérico de
Balacheff

¢, Qué categorias de representaciones y estilos escritos de las pruebas en la clase
de matemética se pueden llevar a cabo en el lapso de tiempo destinado de la

clase?

e ¢ Qué tipo de registros discursivos, semioticos y de prueba emplean los estudiantes

para resolver y justificar un problema matematico?

e (Cual es el caracter logico en el proceso de las validaciones al justificar ciertos

problemas matematicos?

e Qué categorizaciones a nivel investigativo existen en el mundo, en torno a las

distintas pruebas que emplean los estudiantes al resolver una actividad, situacién o

problema matematico??®

2 Algunas de estas preguntas han sido presentadas por el investigador, a los maestros en formacion, cuando
se aborda la tematica de pruebas y conjeturas, y han servido para la direccidon de trabajos de grado de la
Licenciatura en Educacion Béasica con Enfasis en Matematicas de la Facultad de Educacion de la Universidad
de Antioquia en los afios: 2006 y 2008.

?® Esta pregunta esta siendo abordada por algunos estudiantes de la Licenciatura en Educacion Bésica con

Enfasis en Matematicas de la Facultad de Educacion-Universidad de Antioquia.
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5.4.2. Preguntas que surgen desde el marco tedrico de Ensefianza para la

comprensién

e (Qué implicaciones de tipo social, matemético o cultural se establecen para
mejorar los procesos de prueba y de descubrimiento en la escuela?

e (Qué ambientes de aprendizaje deben plantearse para el desarrollo de contextos
de aprendizaje de las pruebas y conjeturas?

e (¢ Como posibilitar la generacion de conjeturas y sus validaciones?

e (Cual es la importancia de la comprension en la construccion de las buenas

argumentaciones en el aula de clase de mateméaticas?

e ¢ Por qué hay estudiantes que tienen mejor habilidad que otros en los procesos de
justificacion ante un problema matematico? ¢Qué influencias puede tener la

memoria explicativa a corto y largo plazo de este estudiante en dicho proceso?

5.4.3. Propuesta de etapas de razonamiento conjetural y deductivo

El haber indagado cuatro poblaciones diferentes de estudiantes, permitié que se propusieran
a manera de conjetura investigativa, las etapas que a continuacion se presentan, derivadas
del andlisis de los registros presentados por los estudiantes y de las descripciones
minuciosas que se realizaron de las dificultades y contextos de justificacion y de
descubrimiento en clase de matematicas, asi como también del andlisis de los
razonamientos inductivos y deductivos empleados por los estudiantes al momento de

conjeturar.

Estas etapas se proponen para ser validadas en futuras investigaciones.
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5.4.3.1. Etapas del razonamiento conjetural en matematicas

Un estudiante puede ubicarse en cualquiera de las siguientes etapas en la forma de
presentacion creativa del enunciado de una conjetura, ademas de poderse ubicar en un nivel

de comprension:

Etapa I: Conjeturas en las propiedades topoldgicas de una figura geométrica.
Conjeturas referidas a las propiedades topolégicas de una figura geométrica en donde el
estudiante establece pruebas pragmaticas y ostensivas para validar dicho enunciado.

Etapa Il: Conjetura en las propiedades con los nUmeros y sus operaciones.

Conjeturas referidas a las propiedades aritméticas basicas entre nimeros y sus propiedades.

Etapa lll: Conjeturas en la construccion de reglas de formacién.
Conjeturas referidas a las reglas de formacién de propiedades algebraicas y de relaciones.

Asi como también en la busqueda de las reglas de formacion de secuencias.

Etapa IV: Conjeturas en la construccion de enunciados, teniendo presente la
semanticay la sintaxis de éste.

Conjeturas referidas a la evidencia en los estudiantes de enunciados con buenas
conformaciones semanticas y sintacticas y uso de reglas de inferencia en la elaboracion de

pruebas intelectuales que los validen.

Etapa V: Conjeturas validadas a partir de pruebas intelectuales teniendo presente la
validez de la misma.

Conjeturas referidas a la blusqueda de las validaciones: pruebas intelectuales, pragmaticas y
ostensivas y demostraciones de los enunciados conjeturados, en donde se tiene presente los

criterios de validez del razonamiento empleado en la prueba.
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5.4.3.2. Etapas de aprendizaje para la conquista de una prueba deductiva intelectual

conjeturas en la deduccion matematica

Teniendo en cuenta lo expuesto por Paolo Boero y citado en Reiss & Heinze, en el Coloquio

de la Prueba en Masachessette Dourmnont, se propone:

A starting point might be an expert model of the proving process as suggested by
Boero (1999). He distinguished six phases: (1) exploration of the problem situation,
(2) formulation of a hypothesis, (3) exploration of the hypothesis (including the
identification of possible arguments), (4) construction of a logical chain of
arguments, (5) extension of this chain of arguments to a proof (according to given

standards), and optionally (6) approaching a formal proof. (2007, pag. 2)

A continuacion se proponen las siguientes etapas referidas a la conquista de una

prueba intelectual de un estudiante en matematicas.

Etapa I: Razonamiento deductivo a partir del manejo del condicional.

Referido al razonamiento deductivo desde el manejo de las causas-consecuencias, los
condicionales y las implicaciones desde un nivel del lenguaje cotidiano y el trabajo de la regla
de inferencia Modus Ponendo Ponens. Esta etapa podria desarrollarse en la Educacién
Basica de las mateméticas y el punto de cercania es el lenguaje cotidiano. En cuanto a la
regla de inferencia Modus Ponendo Ponens, Bur (2004) afirma que los estudios de Piaget y
de las tarjetas de Watson, proponen que la regla de inferencia Modus Ponendo Ponens se da

de manera natural en las personas:

En el ambito del razonamiento deductivo, muchos autores son partidarios de lo
gue se denomina légica natural, /a que consiste “en un conjunto de reglas formales
gue se utilizan para inferir una conclusibn a partir de unas premisas
determinadas”. Para esos autores las reglas de inferencia estan basadas en algtn
criterio normativo, como la logica proposicional, y son ajenas al contexto

especifico que manipulan, por lo que operan a un nivel exclusivamente sintactico.
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El tipo y nimero de reglas postuladas por los autores es harto diferente, aunque
todos ellos coinciden en sefalar que las personas poseen, al menos, la regla del
modus ponens. Eso significa que la mente contendria alguna regla
correspondiente a la regla logica “si p entonces q” sin verse afectados por las
caracteristicas semanticas de la tarea, es decir, que los sujetos resuelven con la
misma facilidad una versién abstracta y una version con contenido del modus

ponens.

Etapa Il: Razonamiento deductivo a partir de las aplicaciones de reglas de inferencia
en un conjunto de hipotesis.

Referido al razonamiento deductivo dentro de un conjunto de hipétesis a partir de
aplicaciones de reglas de inferencia basicas. En esta etapa, se puede trabajar un primer
acercamiento a las reglas de inferencia conjuntamente con los estudiantes mediante la

elaboracién de actividades que conduzcan a la generacion de condicionales.

Etapa Ill: Razonamiento deductivo en donde se manejan teoremas.

Referido a la supresién de hipoétesis, axiomas, teoremas fundamentales o conceptos u
objetos matematicos primitivos, en el conjunto definitorio de hipétesis y aplicaciones de las
reglas de inferencia.

Etapa IV: Razonamiento deductivo en donde se incluyen nuevas premisas a la prueba.
Referido al ingreso de nuevas premisas que incluyen nuevos conceptos, objetos

matematicos, otros axiomas o leyes.
Etapa V: Razonamiento deductivo en donde se tiene presente la sintaxis en juego

Referido al establecimiento y aplicacién de nuevas tautologias sintacticas establecidas de la

semantica contenida en la conjetura.
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Etapa VI. Razonamiento deductivo en donde se tiene presente la semantica y la
sintaxis y la validez en los razonamientos de una prueba.

Se hace referencia al sometimiento de validacibn de la conjetura dentro de la légica
matematica, atendiendo a criterios de semantica y sintaxis del enunciado y a la validez de los

razonamientos que conforman la prueba intelectual.
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Anexo A

ANEXO A: GUIA DIDACTICA: RAZONAMIENTOS MATEMATICOS INDUCTIVOS,
DEDUCTIVOS Y CONJETURALES?

a estructura de la guia didactica, empleada para su construccion, se encuentran en
el archivo llamado: “Parametros guia didactica” grabado en el CD que aparece

adjunto a este trabajo de investigacion.

En este archivo se esquematiza bajo el marco de Ensefianza para la comprension los
siguientes aspectos: los objetivos (en cuyo caso para la guia son metas de
comprension), exploracién de los conocimientos previos, el desarrollo del tema exige
comprension, los enfoques conceptuales y modelos explicativos de la guia didactica,
la sintesis creativa que ha de omitir la informaciéon de caracter redundante y de

importancia secundaria y bibliografia.

2 E presente apartado fue expuesto por el autor en taller del Foro Nacional de Matematica, Ministerio de
Educaciéon Nacional, Paipa, Boyaca bajo el titulo: “Razonamientos Inductivos y Deductivos”, Noviembre de
2006, posteriormente se expuso como taller en el VI Encuentro de Ensefianza de las Ciencias, Universidad
de Antioquia, con el trabajo: “Conjeturas y Pruebas en la clase de matematicas”, Medellin , Antioquia;
Octubre de 2007 y adicionalmente éste hace parte del capitulo N° 1 en una version corta del libro de
Razonamiento l6gico matematico: “Razono y actiio con légica”, ISBN: 978-958-714-176-4 en los Programas
de Induccién a la Vida Universitaria (PIVU) y Especial de Ingreso a la Universidad (PEI), Direccion de

Regionalizacién, Universidad de Antioquia.
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A.l. Meta general de Comprension

Se proyecta que al finalizar la intervencién de la investigacion mediante la siguiente guia
didactica (que propende por el estudio de los razonamientos matematicos inductivos y
deductivos) el estudiante, esté en capacidad de elaborar argumentaciones ldgicas
deductivas e inductivas empleando los conceptos de implicacion, criterios de validez de una
argumentacion y valores de verdad que pueden adoptar cierto enunciado; ademas de
interpretar diferentes enunciados y argumentos propuestos; para comprender situaciones
discursivas de la vida real y perfeccionar, desde el razonamiento deductivo, el discurso
argumentativo; igualmente potenciando las competencias de la actividad del razonamiento

conjetural.

A.1.1. Metas de comprensién
Las metas de Comprension particulares de la propuesta de intervencion en el aula seran

esquematizadas dentro de las cuatro dimensiones de la Comprension: contenido, método,

praxis y comunicacion.

A.1.1.1. Metas de comprensién segun los contenidos

e Emplea correctamente las reglas de inferencia desde contextos semanticos con el

propésito de realizar razonamientos deductivos.

e Conceptualiza y comprende claramente los enunciados condicionales, implicativos,

bicondicionales y equivalentes, para realizar pruebas de enunciados matematicos.

e Comprende los aspectos que tienen que ver con la semantica (significacion) y la sintaxis

(I6gica-estructura) del enunciado al demostrar un teorema.
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e Diferencia “ampliamente” los razonamientos inductivos y deductivos y es consciente
cuando aplica dichas habilidades al momento de probar un enunciado conjeturado en el

aula de clase.

e Aplica razonamientos inductivos o deductivos en la prueba de un enunciado de tipo

geométrico o aritmético.

¢ Reconoce la proposicion compuesta condicional como de gran importancia dentro de la
construccion de la teoria matematica y de los razonamientos l6gicos, y esclarece en ésta

las condiciones y consecuencias inmersas en el enunciado logico.

e Estudia los esquemas légicos de las reglas de inferencia, para aplicarlos a situaciones

cotidianas.

¢ Realiza algunas conceptualizaciones acerca de la proposicidbn condicional y de las

variantes légicas equivalentes a ésta.

e Conceptualiza los esquemas logicos de las reglas de inferencia para resolver situaciones

cotidianas en lenguaje natural.

A.1.1.2. Metas de comprensién segun los métodos

e Emplea razonamientos por el absurdo para establecer la validez de un enunciado y tiene
presente frente a qué tipo de proposicién lo debe de hacer.

e Comprende que las pruebas por razonamiento deductivo pueden aplicarse a un

sinnumero de enunciados matematicos, para lograr su demostracion.

e Frecuentemente el estudiante emplea el proceso regresivo-progresivo para disefar la

prueba de un teorema.
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Escribe una demostracién de un enunciado matematico a dos columnas y luego lo escribe

por parrafos.

Realiza inferencias de caracter inductivo en determinadas actividades numéricas, para
posteriormente realizar procesos de generalizacion, en las reglas de formacion, por medio

de conjeturas.

Construye inferencias logicas de caracter deductivo, a partir de premisas en los cuales
intervienen algunos conectivos l6gicos entre sus estructuras sintacticas, para
posteriormente aplicarlas en deducciones légicas en situaciones de la vida cotidiana y en
procesos de busqueda de generalizaciones y validaciones de enunciados propios de la

geometria y la aritmética escolar.

Disefia algunas simbolizaciones de razonamientos l6gicos matematicos, a partir de
enunciados escritos en nuestro lenguaje, para que el estudiante progrese en los niveles
de aprendizaje que van desde lo concreto y visual hasta lo deductivo y formal.

Aplica las tablas de verdad para la validacion de ciertos razonamientos logicos.

Resuelve situaciones y actividades empleando razonamientos inductivos para lograr

generalizaciones y reglas de formacion.

A.1.1.3. Metas de comprensidn segln la praxis

Realiza unas aproximaciones de pruebas deductivas, cuando se le enfrenta a que la haga

ante una conjetura obtenida por él.
Comprende que el razonar inductivamente es importante para realizar aproximaciones de

casos particulares en casos particulares y vislumbrar la prueba del enunciado

matematico.
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Emplea algunos recursos como la visualizacion, recursos de analogias, de calculo o de

reconocimiento en los intentos de lograr una prueba de un enunciado.

Plantea conjeturas, conclusiones y argumentos logicos a partir de un conjunto de
premisas, empleando las reglas de inferencia, para lograr una mejor significacion en los

procesos de pruebas y de validaciones de los enunciados conjeturados.

Realiza inferencias logicas a partir de enunciados premisas en los cuales intervienen
algunos conectivos légicos entre sus estructuras sintacticas y poder sistematizar las

inferencias logicas construidas en un cuadro de doble entrada.

A.1.1.4. Metas de comprensién segln la comunicacion

Privilegia las conjeturas en la teoria matematica como vitales para movilizar espacios de

validaciéon entre sus compaferos.

Reconoce que las pruebas y demostraciones en matematicas dependen de los espacios

de debate en el aula de clase.

Propicia espacios de discusion en el aula de clase frente a las pruebas y demostraciones

gue elabora.

A.1.1.5. Metas de comprensién en los razonamientos inductivos

Resuelve actividades en donde se propone conscientemente razonamientos inductivos
para lograr generalizaciones, a partir de la exploracion de casos particulares, la posterior

sistematizacion de éstos y conformar reglas de formacion.
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A.1.1.6. Metas de comprensién en los razonamientos deductivos

Genera conscientemente razonamientos deductivos, a partir de premisas en los

cuales intervienen algunos conectivos l6gicos entre sus estructuras sintacticas.

Conceptualiza la proposicion compuesta condicional como una de las importantes
dentro de la construccion de la teoria matemética y de los razonamientos logicos

deductivos.

Estudia los esquemas logicos semanticos y sintacticos de las reglas de inferencia a
partir de actividades que tiene que ver directamente con discursos argumentativos que

pueden ser facilmente situaciones cotidianas.

Conceptualiza algunas ideas en torno a los cuantificadores: universales y existenciales
en las proposiciones, para comprender en ciertos casos cuando un contraejemplo

debilita la verdad o falsedad de una proposicion.

A.1.1.7. Metas de comprensidn en los contextos de justificacion y descubrimiento

Elabora conscientemente pruebas y argumentaciones y justificaciones a las distintas

actividades propuestas en la guia didactica para validar las respuestas dadas.

Crea conjeturas, conclusiones y argumentos logicos matematicos, desde
razonamientos inductivos, deductivos y conjeturales, a partir de un conjunto de

premisas, empleando las reglas de inferencia.

Como recomendacioén a los docentes, se sugiere que implementen esta guia en las clases de

matematicas con sus estudiantes y que al momento de abordar las actividades y enunciados

planteados se propongan a los estudiantes pruebas pragmaticas y de tipo empiricismo
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ingenuo® pasando posteriormente a pruebas intelectuales en el momento de validar

enunciado.

% Denominaremos pruebas pragmaéticas a las pruebas que recurren a la accién o a la ostension y llamaremos
pruebas intelectuales a las pruebas que, separdndose de la accién, se apoyan en formulaciones de
propiedades en juego y de sus relaciones. Balacheff (2000).

El empiricismo ingenuo consiste en asegurar la validez de un enunciado después de haberlo verificado en
algunos casos. Este modo de validacion tan rudimentario e insuficiente, es una de las primeras formas de los

procesos de generalizacion.
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A.2. Actividades de motivacién inicial a los razonamientos inductivos y deductivos

Segun Durango (2008, pags. 11-37) se proponen una guia didactica enmarcada dentro de

las estrategias para conjeturar en la clase de matematicas y bajo el Marco de Ensefianza

para la Comprension.

A.2.1. Actividad # 1: Razonamientos inductivos en la extraccién de circulos

TOPICO/S
GENERATIVO/S

METAS DE
COMPRENSION

DESEMPERNOS DE
COMPRENSION

VALORACION CONTINUA
Y FINAL

¢ Cémo estarias seguro de sacar de una caja circulos de tres colores distintos, sin necesidad de mirarlos en

la extraccion?

¢Qué tipo de razonamiento matematico: inductivo y/o deductivo, emplearias para resolver la siguiente

actividad?

¢ Qué tipos de justificaciones construirias para mostrar a tus compafieros la solucion?

¢ Qué casos extremos analizarias para lograr resolver la actividad, esto es: caso extremo de seguridad y

caso extremo de no seguridad de obtener la tripleta de colores en los circulos?

Analizar las palabras claves del enunciado y como pueden influir éstas en la solucion definitiva del

enunciado.

¢Cual o cudles es/son la/s palabra/s importante/s del enunciado?

Aplicar razonamientos inductivos para la solucién de la actividad.

Escribir un proceso de justificacion o de prueba, ostensiva o intelectual, que sustente las respuestas
dadas de la actividad.
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Una caja tiene una pequefa perforacion por la cual solo se puede introducir la mano y sacar
un circulo en cada extraccion. Esta contiene: once circulos rojos, siete circulos amarillos y
ocho circulos azules del mismo tamafio y espesor. Si se desea sacar un circulo rojo, un

circulo amarillo y uno azul, entonces:

e ¢Cuantas veces se debe extraer de la caja circulos, para estar seguros de obtener la
tripleta con las condiciones exigidas, explica la respuesta dada, incluso, si es posible,
realizar una simulacion de la actividad hasta obtener la tripleta con las condiciones

exigidas?

e ¢ Qué ocurriria si hubiese diez circulos amarillos, en vez de los siete y manteniéndose los

demas valores de circulos rojos y azules?

Conjetura temporal: Genere posibles conjeturas sobre esta actividad y pruebe la veracidad

o falsedad de éstas.

Sugerencia: simular la actividad con una caja con las condiciones exigidas y recortar en

cartulina u otro material los circulos con la cantidad y colores exigidos.
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A.2.2. Actividad # 2: Andlisis de condiciones y consecuencias en un enunciado

¢Qué tipo de razonamiento matematico: inductivo y/o deductivo, emplearias para resolver la siguiente

actividad?
TOPICO/S i . ) ) o
¢ Qué palabras consideras importantes dentro del enunciado de la actividad?
GENERATIVO/S
¢Cual es la condicién y las consecuencias?, ¢cudles son las consecuencias que se dan inmediatamente
acontezca la condicion en la actividad?
METAS DE Analizar las palabras claves del enunciado y comprender cudl es la causa y consecuencia en un
COMPRENSION enunciado condicional matematico.
DESEMPENOS DE Aplicar razonamientos deductivos para la solucion de la actividad y a partir de aqui realizar analisis de
COMPRENSION situaciones posibles y no posibles a través de cumplimiento de condiciones previas.
VALORACION Escribir una prueba, ostensiva o intelectual, que sustente las respuestas dadas en la actividad.

CONTINUA Y FINAL

Un chico dice en la mafnana de un dia a su padre: “Si voy al paseo, entonces montaré a
caballo o nadaré en la piscina”. Resulta que el chico en la noche de ese mismo dia dice a su

padre: “hoy ni monté a caballo ni nadé en la piscina”;

e Puedes decir entonces que ocurrid, suponiendo que el chico se mantiene en la afirmacion

postulada en la mafiana:
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¢ Resulta que el chico no va al paseo y monta a caballo y nada en una piscina, ¢es esta

situacion posible?, explique.

e Escribe: ¢cudales podrian ser situaciones posibles y cuales no posibles alrededor de este
enunciado?, elabore posteriormente justificaciones en donde se valide la posibilidad o

imposibilidad.

A.2.3. Actividad # 3: Analisis de situaciones posibles y no posibles

¢, Qué posibles conclusiones puedes obtener a partir de unas condiciones o causas dadas inicialmente?

VOIFEOlS EENIERATIOLS ¢Qué posibles consecuencias pueden darse a partir de la imposibilidad de darse la causa en esta

actividad?

) Analizar las palabras claves del enunciado y comprender cudl es la causa y consecuencia en un
METAS DE COMPRENSION . o »
enunciado condicional matematico.

DESEMPENOS DE Aplicar razonamientos deductivos para la solucion de la actividad.
COMPRENSION

VALORACION CONTINUA 'Y  Escribir una prueba que sustente las respuestas dadas de la actividad.
FINAL

El docente de razonamiento l6gico matematico dice a uno de sus estudiantes: “Si observas

las respuestas de este ejercicio, entonces no te lo revisaré”.
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Ha pasado algun tiempo y el docente no le reviso el problema a su estudiante, ¢Puedes

deducir entonces que ha pasado?

¢, Qué debié haber ocurrido para que el docente le hubiese revisado el ejercicio a su

estudiante?
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A.2.4. Actividad # 4. Analisis de condiciones en un problemay posibles estrategias de

solucién
TOPICO/S ¢Es posible no atender a todas las condiciones de una actividad mateméatica?, ¢Es posible en la actividad de
GENERATIVO/S que se queden solamente el circulo y el rectangulo, en uno de los lados de A 6 B?, ¢por qué?
METAS DE Comprender la importancia de las condiciones dadas en una actividad matematica.

COMPRENSION

DESEMPEROS DE Aplicar razonamientos deductivos para la solucién de la actividad.

COMPRENSION Emplear algunos grafos sencillos para interpretar matematicamente la actividad.

VALORACION Escribir una prueba ostensiva y gréfica o intelectual, que sustente las respuestas dadas de la
CONTINUA Y FINAL actividad.

La siguiente actividad hace parte de una adaptacion del problema clasico del siglo VIII citado

en Gardner, asi:

La redacciéon de esta situacién es una adaptacién de un antiguo problema que se
remonta a épocas del siglo VIII, habla de un hombre que desea conducir un lobo,
una cabra, y una col, a través de un rio, en una barca en la que solamente puede
llevar cada vez a uno de los tres. No puede dejar solos y juntos ni al lobo ni a la

cabra, ni tampoco a la cabra con la col. (1997, pags. 128-129)
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El docente del curso de razonamiento I6gico matematico y algunos de sus estudiantes (ver
llustracion 31) desean pasar al otro lado de una linea a un circulo, un tridngulo y un
rectdngulo. El docente y los estudiantes deben pasar las figuras atendiendo a las siguientes

condiciones:

e En cada recorrido, bien sea de ida hacia A o bien sea hacia B so6lo se puede transportar

unay soélo una figura. Supdngase que los lados A y B estan en semiplanos opuestos.

e Si se quedan solos, en uno de los lados, el circulo y el triangulo, entonces se cambian

méagicamente por un hexagono.

e Si se quedan solos, en uno de los lados, el circulo y el rectangulo, entonces se cambian

mégicamente por un pentagono.

llustraciéon 31. Referente ala actividad del docente, estudiantes y figuras geométricas que se deben de

pasar del lado A hacia el lado B.

¢, Como debe hacer el estudiante para pasar las figuras del lado A hacia el lado B, estando en
el lado A, de tal forma que al finalizar el recorrido aparezcan en el lado B las figuras: circulo,

triangulo y rectangulo?

Sugerencia: construir en cartulina u otro material las figuras indicadas en el enunciado y la

linea de separacion entre los lados Ay B y simular la actividad.
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¢, Cuantas soluciones posibles hay de realizar el transporte de las figuras de un lado a otro y

de cuantos viajes (contado como viajes los de ida y los de venida)?

Conjetura temporal: ¢Qué otras posibles preguntas se pueden generar alrededor de la

actividad anterior?, ¢ Qué se puede afirmar contundentemente de la actividad anterior?

A.2.5. Actividad # 5: Razonamientos inductivos a partir de una actividad generada por

una maquina de dulces

TOPICO/S
GENERATIVO/S

METAS DE
COMPRENSION

DESEMPENOS DE
COMPRENSION

VALORACION
CONTINUA Y FINAL

¢ Cémo se emplea un razonamiento inductivo en esta actividad?

¢ Es importante que en el enunciado se precise que la maquina soélo entrega uno y sélo un dulce al

introducirle una moneda?, ¢Por qué?

Analizar la estructura sintactica de los enunciados matematicos.

Aplicar razonamientos inductivos y/o deductivos para la solucién de la actividad.

Escribir una prueba, ostensiva y gréafica o intelectual, que sustente las respuestas dadas de

la actividad.

Una maquina que expulsa dulces al introducirsele monedas de $ 500, contiene once dulces

de tamarindo, siete dulces de mango y diez dulces de banano. Si se introduce una moneda

de $ 500, entonces la maquina entrega uno y so6lo un dulce. La cantidad de dinero que ha

de introducirsele a la maquina para tener la seguridad de obtener dos dulces de mango,

uno de tamarindo y uno de banano debera ser:
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A.2.6. Actividad # 6: Razonamientos inductivos que se pueden generar a partir de una

secuencia geométrica y aritmética con cuadrados

TOPICO/S
GENERATIVO/S

METAS DE
COMPRENSION

DESEMPENOS DE
COMPRENSION

VALORACION
CONTINUA Y FINAL

¢ Por qué el razonamiento inductivo es indispensable para el andlisis de esta actividad?

¢Cémo puedes relacionar los casos particulares presentados en la actividad con los casos

desconocidos?

¢,Qué posibles conjeturas pudieses descubrir de esta actividad?

Realizar conscientemente procesos de razonamientos inductivos a partir de casos particulares,
realizando experimentaciones con casos desconocidos y construidos, para la posterior

construccion de conjeturas relacionadas con las regularidades y la regla de formacion.
Identificar los patrones de regularidad en las figuras.

Construir una regla de formacion aritmética o geométrica para realizar analisis de

razonamientos inductivos en casos particulares que son dificiles de experimentar.

Elaborar conscientemente procesos de razonamientos inductivos a partir de los graficos

presentados en cada actividad.

Escribir una prueba, ostensiva y gréfica o intelectual, que sustente las respuestas dadas de la
actividad y construir conjeturas alrededor de las situaciones.

Las figuras que se muestran en la llustracion 32, hacen parte de una secuencia infinita, que

constan de 1, 5, 13 y 25 cuadrados de un centimetro de lado que no se superponen.
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NUMERO DE LA SECUENCIA 1 5 13 25

NUMERO DE LA POSICION 1 2 3 4

llustracién 32. Secuencia geométricay su correspondiente secuencia aritmética.

Sugerencia: antes de contestar las preguntas, el docente debera proponer al estudiante que
realice algunos andlisis respecto de las visualizaciones geométricas detectadas en cada

figura.
Responde las siguientes preguntas:

e Analiza: ¢cual es el patrén de regularidad de la anterior secuencia?, escribelo con tus
propias palabras, y responde: ¢ Qué cambios a nivel aritmético y geométrico ocurren en la
secuencia?

e ¢ Cuantos cuadrados, como el de la posicion 1, contiene la figura ubicada en la posicion 7
construida siguiendo la misma secuencia?

e Si se continta el patron dado en las figuras, entonces: ¢Cuantos cuadrados, como el

ubicado en la posiciéon 1, contiene la figura que esta ubicada en la posicién 8?
Conjetura temporal: Realiza un proceso de generalizacibn a cerca del numero de

cuadrados vy el numero de la posicion de la figura, expresable mediante una ecuacion

algebraica.
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A.2.7. Actividad # 7. Razonamientos inductivos en la busqueda de una conjetura del

numero de las diagonales de un poligono cualesquiera

¢Coémo puedes obtener una regla de formacion para el calculo de las diagonales de un poligono de

TOPICO/S cualquier nimero de lados?
GENERATIVO/S
¢ Coémo justificarias ante tus compafieros la regla de formacién encontrada por ti?

VS e Realizar conscientemente procesos de razonamientos inductivos materializados en la

) construccion de una regla de formacion de las diagonales de un poligono de cualquier
COMPRENSION

numero de lados.

Elaborar conscientemente procesos de razonamientos inductivos a partir de la construccion

DESEMPENOS DE gréfica de poligonos y del trazo y conteo sistematico del nimero de las diagonales.
COMPRENSION
Completar correctamente las conjeturas de los cuadros propuestos.

VALORACION Escribir una prueba, ostensiva y grafica o intelectual, que sustente las respuestas dadas de la
CONTINUA Y FINAL actividad y construir conjeturas alrededor de las situaciones.

Dado un poligono de tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve lados, cuantas diagonales
se le pueden trazar. Realice el dibujo geométrico para cada caso, llene una tabla de doble
entrada en donde se relaciona el numero de lados del poligono con el nimero de diagonales
y posteriormente genere una regla de formacion en términos del poligono de "n" lados y su

numero de diagonales.
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Sugerencia: emplee algunas visualizaciones geométricas para razonar sobre el nimero de

diagonales de un tridngulo, cuadrilatero, pentagono, hexagono, heptagono, octagono,

nonagono, decagonao,....

Posteriormente sistematice la informacién obtenida en el Cuadro 19.

Nombre- poligono

Numero de vértices del
poligono

Numero de diagonales que salen por

cada vértice

Total de Numero de
diagonales

Triangulo

Cuadrilatero

Pentagono

Hexagono

Heptagono

Octagono

Nonagono

Decéagono

Eneagono
(poligono de n
lados)

Férmula en términos
de n del numero de

vértices:

Férmula (en términos de n) del
nimero de diagonales que salen por
cada vértice del poligono:

Férmula (en términos de
n) del ndmero de
diagonales

Cuadro 19. Sistematizacion de conjeturas del nimero de diagonales de un poligono.

199




Ahora realice un conteo de las diagonales que parten de cada uno de los vértices, sin
contarlos dos veces y escribe toda la suma de los numeros que aparecen, has
posteriormente una conjetura para calcular el nimero de diagonales de un poligono de cien

lados. Para ello emplee el Cuadro 20.

Triangulo
Cuadrilatero
Pentagono
Hexagono
Heptagono
Octagono
Nonagono
Decéagono

Eneéagono (poligono de ene

lados)

Cuadro 20. Conteo de las diagonales que salen de los vértices de un poligono.

A. 3. Tema N° 1: Inferencias inductivas

En las inferencias inductivas se construyen generalizaciones de enunciados I6gicos a partir
de la observacion y del patron regular de los casos particulares experimentados. Un caso
conocido es la formula del mateméatico Gauss que se emplea para calcular la suma de "n"

numeros naturales (La suma de los "n" primeros numeros naturales esta dada por la formula

matematica: W). El procedimiento para realizar inducciones es tomar el enunciado

inductivo a verificar su veracidad y empezar a tomar ejemplos ilustrativos particulares que lo
hagan verdadero, posteriormente encontrar una regla de formacién que cobije todos los

casos particulares y los casos no experimentados.
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A.3.1. Actividad conceptual: Razonamientos inductivos en la busqueda de una

conjetura de los numeros poligonales

Debate conscientemente: ¢por qué es indispensable el razonamiento inductivo en las siguientes

- i i ?
TOPICO/S situaciones?

EENERATIVENE ¢ Qué posibles observaciones puedes realizar a cerca de los registros geométricos de cada una de las

situaciones?

Elaborar conscientemente procesos de razonamientos inductivos a partir de la construccion
grafica de los nimeros poligonales y del nimero de puntos que lo conforman de acuerdo al

DESEMPEROS DE nimero de la posicién, a partir de:

COMPRENSION e Exploracion de casos particulares y deteccion de regularidad.

e  Establecer claramente el patron de regularidades tanto aritmético como geométrico

e  Construccion de laregla de formacion.

Estrategia empleada para conjeturar: HALLAZGO DE REGULARIDADES GEOMETRICAS O ARITMETICAS: Establecer
regularidades en las figuras geométricas establecidas. En algunos casos las regularidades se establecen mediante

comparaciones. El uso de regularidades nos ayuda a extrapolar y averiguar informacion de datos que no podemos tener en

la mano.
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A.3.1.1. Arreglo geométrico de los numeros triangulares

Dada la siguiente secuencia infinita geométrica de triangulos, los cuales han sido formados a

partir del nimero de puntos que aparece en cada caso. Ver llustracion 33.

044

NUMERO TRIANGULAR 1 3 5
NUMERO DE POSICION 1 2 4 5

llustracién 33. Secuencia geométricay aritmética referente a los nameros triangulares.

Elabore una tabla estableciendo una correspondencia uno a uno con los niumeros de las
posiciones y los nimeros triangulares, completar la siguiente tabla de doble entrada y a partir

de los resultados genere una regla de formacion en términos de la posicién enésima "n".

Ndmero de la posicion 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n

Numeros triangulares 1 3 6 10 15

¢, Qué relaciones puedes establecer entre la secuencia geométrica y la secuencia aritmética

de los numeros triangulares?

A.3.1.2. Arreglo geométrico de los niumeros cuadrados

Dada la siguiente secuencia infinita geométrica en donde se construye un cuadrado a partir

del nimero de puntos. Ver la llustracion 34.
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o]

NUMERO CUADRANGULAR 1 4
NUMERO DE POSICION 1 2

16

[
n

- 1»—1 .

llustracién 34. Secuencia geométricay aritmética referente a los nimeros cuadrados.

Llena la siguiente tabla de doble entrada y posteriormente a partir de los resultados

obtenidos razona una regla de formacion (ecuacion algebraica) en términos de la posicion

enésima:"n"
Nimero de la posicion 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n
Nimeros cuadrangulares 1 4 9 16 25

¢, Qué relaciones aritméticas y geométricas puedes establecer entre la secuencia geométrica

y la secuencia aritmética de los nimeros cuadrados?
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A.3.1.3. Arreglo geométrico de los niameros pentagonales

Dada la siguiente secuencia infinita geométrica en donde se construyen pentagonos a partir

del nimero de puntos segun su posicion. Ver la llustracion 35.

LG G

NUMERO PENTAGONAL J 12 22 35
NUMERO DE POSICION 1 2 3 4 5

llustracién 35. Secuencia geométricay aritmética referente a los niumeros pentagonales.

Llena la siguiente tabla de doble entrada y posteriormente a partir de los resultados

obtenidos razona una regla de formacién en términos de la posiciéon enésima: "n"

Numero de la posicién 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n
Ndmeros pentagonales 1 5 12 22 35

¢, Qué relaciones puedes establecer entre la secuencia geométrica y la secuencia aritmética

de los numeros pentagonales?
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A.3.1.4. Arreglo geométrico de los niumeros hexagonales

Proporcionada la siguiente secuencia infinita geométrica en donde se construyen hexagonos

a partir del nimero de puntos. Ver la llustracion 36.

30,

NUMERO HEXAGONAL
NUMERO DE POSICION 2 3 4

llustracién 36. Secuencia geométricay aritmética referente a los numeros hexagonales.

Llena la siguiente tabla de doble entrada y posteriormente a partir de los resultados

obtenidos razona una regla de formacion en términos de la posicion enésima:"n"

Ndmero de la posicion 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n
Nimeros hexagonales 1 6 15 28 153

¢, Qué relaciones puedes establecer entre la secuencia geométrica y la secuencia aritmética

de los nimeros hexagonales?
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Te propongo ahora que construyas los numeros heptagonales y octagonales y completa el

Cuadro 21 y realiza comparaciones entre los distintos nimeros poligonales. Ademas de
hacer reflexiones sobre las tablas construidas anteriormente

GENERALIZACION:
REGLA DE FORMACION
PARA EL NUMERO
POLIGONAL DE LA

NUMERO DE LA 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
POSICION

posicion: 'n"
TRIANGULAR (3)

CUADRANGULAR (4)
PENTAGONAL (5)
HEXAGONAL (6)
HEPTAGONAL (7)

ENEAGONAL (n)

Cuadro 21. Sistematizacién de las conjeturas encontradas en los numeros poligonales.

En conclusién, descubra sobre las visualizaciones realizadas a cada una de las filas y
columnas del cuadro y realice algunas conjeturas temporales y trata de hacerle una prueba
para validar el razonamiento que muestra su veracidad.
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A.4. Tema N° 2: Conceptos basicos de l6gica y de razonamientos deductivos

¢, Son importantes los enunciados en la matematica?
TOPICO/S GENERATIVO/S ¢ Por qué realizar un estudio detallado de las proposiciones matematicas?

¢ Qué comprensiones tendras a partir del estudio de los enunciados matematicos?

. Comprender a qué se le llama proposicién en matematicas y determinar la veracidad de
METAS DE COMPRENSION : o
algunos enunciados a partir de justificaciones.

DESEMPENOS DE Comprender cuéles son proposiciones matematicas y cuales no, y analizar los valores de
COMPRENSION verdad de algunas de ellas.
VALORACION CONTINUA Y Escribir el ¢por qué? del valor de verdad de cada una de las proposiciones presentadas
FINAL en la actividad.

A.4.1. Conceptualizacion de una proposicion en matemaéaticas

Segun Manzano & Huertas (2004, pag. 10) una proposicion matematica: “Es un enunciado
del cual podemos garantizar o que es verdadero o que es falso, pero no ambos valores de
verdad en simultdneo. Una proposicidn se caracteriza en su semantica por la ausencia de

ambigliedad’.

Es aquel enunciado o expresion de la que puede decidirse su verdad ¢ falsedad

empiricamente o por medio de una verificacion logica.
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Ejemplo ilustrativo

¢ “Apartadd es uno de los municipios de la zona de Uraba y pertenece al departamento de
Antioquia en Colombia”.
Este es un enunciado verdadero en el mundo real, aunque algunos tal vez no lo sepan.

Se comprueba consultando en una enciclopedia o visitando tal region.

e “Treinta y uno es un namero natural anicamente divisible por si mismo y por uno”. Este

enunciado aritmético es:

¢Por qué?

e “Un cuadrado es un cuadrilatero convexo (esto es, sin concavidades) de cuatro lados

iguales 'y cuatro angulos rectos”. Este enunciado geométrico es:

¢Por qué?

e “La suma de los "n" primeros numeros naturales esta dada por la ecuacion matemética:

w. Este enunciado aritmético es:

¢Por qué?

e “Si Jesus es el hijo de José y Juan es el hijo de Jesus, entonces José es el abuelo de

Juan”. Este enunciado es:

¢Por qué?
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A.4.2. Actividad conceptual referida al concepto de proposiciéon y de valor de verdad®

Dadas las siguientes expresiones, justificar mediante procedimientos matematicos y
argumentar si se trata de una proposicién o no, y en el caso de que lo sea, determinar su

valor de verdad mediante procedimientos que lo validen.

Sugerencia: en cada una de las proposiciones subrayar con lapices de colores, las palabras

claves que hacen referencia a conceptos matematicos.

1. Algunos numeros primos son pares.

¢, Recuerdas cudl es la definicion de un nimero primo?

Exprese la totalidad de nimeros que son primos y pares simultaneamente.

2. El numero decimal que contiene exactamente una cifra entera y cuatro decimales: 31416

es: irracional.

Escribe algunos numeros racionales. ¢Es posible escribir algunos nameros irracionales

en el papel mediante escritura decimal?, ¢ por qué?

3. El area de un triangulo cuya base mide 4cm y cuya altura mide v2cm es:2+/2cm

¢,Como se calcula el area de un triangulo?

¥ Mediante la siguiente actividad conceptual se pretende repasar algunos enunciados matematicos y sus

valores de verdad, empleados en el transito por la matematica escolar de la Educacion Basica y Media.
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4. Un cubo tiene seis caras cuadradas, no necesariamente iguales.

¢, Qué condiciones hace que un cubo sea una figura geométrica sélida y no plana?

¢, Cuantas caras, vértices y aristas tiene un cubo?

5. El nimero de maneras en que puede vestirse una chica que posee tres pantalones,

cuatro camisetas y cinco pares de zapatos es veinte®.

llustracion 37. Diagrama de arbol para justificar la actividad 5.

% Sugerencia: Emplee el siguiente diagrama de arbol como el presentado en la llustracién 37, para la actividad
anterior en donde se muestren graficamente todas las posibles formas de vestirse la chica. Trate de interpretar
el diagrama, indicando cuéles elipses corresponden a las camisas, cudles a los pantalones y cuéles a los pares

de zapatos.
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6. El término décimo tercero que corresponde a la secuencia de nUmeros naturales: 2,58, ...

es: 48.

Piensa y construye un arreglo geomeétrico para la anterior secuencia.

¢,Cual numero ocupa la posicion 100 en la anterior secuencia?

7. El nimero de divisores positivos que corresponde al nimero 120, es siete*>.

¢, Recuerdas las definiciones de divisores y de multiplos? Establece las diferencias.

¢, Colmo podemos saber cuantos divisores positivos tiene el numero 720, sin determinarlos

uno a uno?

Conjetura temporal: ¢Qué enunciado general puede hacerse respecto del niumero de

divisores de un numero y cual es su respectiva descomposicion factorial?

8. Al realizar la suma:1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23+25+27+29+31+33 da

como resultado:172.Ver la sugerencia.®

Piensa y construye un arreglo geométrico para interpretar dicha suma.

% Sugerencia: toma por lo menos cinco nimeros compuestos de tres cifras, tales como: 720, 230, 210, 540,
990, 330 y 410, y posteriormente descompone a cada uno de ellos en sus respectivos factores primos y trata de

buscar relaciones entre los exponentes de cada factor primo y el numero de divisores del numero.

3 Sugerencia: para realizar algunos razonamientos inductivos sobre el enunciado anterior, comienza primero
sumando los dos primeros nimeros impares, posteriormente los tres primeros y asi sucesivamente. Luego
Escribe tus observaciones y conjeturas referentes a este enunciado, puedes usar un cuadro de doble entrada

con la ayuda de tu docente.
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Emplee un razonamiento inductivo para responder: ¢ Cual es la suma de los primeros mil

nameros impares?

9. La expresion algebraica: 2(x+2) es equivalente al enunciado: “el doble de x, mas dos”.

¢,Cual es el enunciado equivalente a la expresion: 2x+27?

10.La ecuacion 2x? +3=5 tiene como uUnica solucién: x=1 en el conjunto de los numeros

enteros.

¢, Qué interpretacién puedes dar ti a la anterior ecuacién en el plano cartesiano?

Has cambios al enunciado para hacerlo verdadero si es falso, y cambios para que sea falso

si es verdadero.
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A.5. Tema N° 3: Clasificacidén de proposiciones y tipos de conectivos l6gicos

¢ Cudles son las estructuras sintacticas de las proposiciones matematicas?

TOPICO/S
EENAeA ¢ Qué otras estructuras sintacticas, distintas a las presentadas aqui, encuentras ti en la matematica?
METAS DE Diferenciar entre proposiciones conjuntivas, disyuntivas, condicionales y bicondicionales en sus
COMPRENSION estructuras sintacticas y mediante los valores de verdad que adoptan cada una de ellas.
DESEMPENOS DE Construir tablas de verdad para justificar enunciados matematicos en donde se hacen presente
COMPRENSION algunas estructuras sintacticas como las aqui presentadas.
VALORACION Emplear tablas de verdad para establecer procesos de validacion en las situaciones propuestas.

CONTINUA Y FINAL

Las proposiciones las podemos clasificar en: proposiciones atomicas, proposiciones

moleculares.

A.5.1. Proposiciones abiertas

Se emplea dicha designacion para nombrar a las expresiones légicas conocidas como
funciones proposicionales. En estas no puede decidirse a cerca de su valor de verdad en
tanto no se recurra a ciertas formas de atribucion de valor de las variables que la integran. A

pesar de que su forma de construccion o sintaxis sea correcta.
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Ejemplo ilustrativo

e x es la capital de Colombia.

Estas dos expresiones son proposiciones abiertas o funciones proposicionales, ya que sus

variables no estan explicitadas de antemano.

A.5.2. Proposiciones atdmicas o simples

Son aquellas expresiones o enunciados en la que no se haya ningun conectivo légico, tales

”

como: “y”, “0”, “Si... entonces...”, “siy sélo si...” y “no es cierto que...”.

Ejemplo ilustrativo de proposiciones atébmicas

e Carlos es el mejor estudiante de mateméaticas en el curso de razonamiento l6gico

matematico.

e El numero dos es primo.

e Un tridngulo tiene tres segmentos como lados.
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A.5.3. Proposiciones moleculares o compuestas

Son aquellos enunciados en cuya compaosicion intervienen por lo menos un conectivo logico

y éstos aparecen uniendo proposiciones atomicas.

Ejemplo ilustrativo de proposiciones compuestas
Discute la veracidad o falsedad de las siguientes proposiciones compuestas:

e Elnumero dos es primo y par.

e Un cuadrado es un cuadrilatero equilatero y equiangulo.

¢, Recuerdas qué es un poligono equilatero o equiangulo, en general?

e 2<5y5>8.

¢A qué clases de relaciones hace alusion implicitamente la anterior proposicion y entre qué

objetos matematicos?
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A.5.4. Conectivos légicos

A.5.4.1. Conectivo Conjuncién

La conjuncién es un conectivo légico binario, puesto que siempre une dos proposiciones ya

Ky N

sean atdmicas o moleculares; dicho conectivo logico tiene el significado semantico de: “y”.

Se simboliza: p A Q, en donde: P, Q son proposiciones atdmicas o simples.

“Una proposicion conjuncién es verdadera sélo cuando las proposiciones que la

componen lo son”.

Ejemplo ilustrativo de proposicion conjuntiva:

e Elnumero 13 es primo y el nUmero 2 es par.

A.5.4.2. Conectivo Disyuncion

La disyuncién es un conectivo logico binario, dicho conectivo tiene el significado semantico

de: “O”. Se simboliza: pvQ en donde:

P y Q son proposiciones atémicas o simples.

“Una proposicién disyuncion es falsa sélo cuando ambas proposiciones lo son”.
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Ejemplo ilustrativo de proposicion disyuntiva
El nimero 13 es primo o el nimero 2 es par.

A.5.4.3. Conectivo Condicional

El condicional es un conectivo binario, dicho conectivo tiene el significado semantico de:

“Si...entonces...”.

Un condicional se simboliza asi: p —» Qen donde: P es la proposicion antecedentey Q es la

proposicién consecuente.

“Una proposiciéon condicional es falsa s6lo cuando el antecedente es verdadero y el

consecuente es falso”

Ejemplo ilustrativo de proposicion condicional

Si un triangulo rectangulo es isosceles, entonces sus angulos son: 45°- 90°- 45°,

Dibuje un tridngulo con las condiciones anteriores empleando la regla y el transportador de

angulos.

A.5.4.4. Conectivo Bicondicional

El bicondicional es un conectivo binario, dicho conectivo tiene el significado semantico de:

“Si y sélo si......". Un bicondicional se simboliza: p <> Q
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“Una proposicion bicondicional es verdadera s6lo cuando ambas proposiciones son o

bien verdaderas en simultaneo, o bien falsas en simultaneo”.
Ejemplo ilustrativo de proposicion bicondicional

Un triangulo es equilatero si y soélo si las medidas de sus lados son iguales.

A.5.5. Actividad conceptual: Tabla de verdad de la conjuncion, disyuncién, condicional

y bicondicional

Con la ayuda de tu docente construye las tablas de verdad de la conjuncién, disyuncion,
condicional, bicondicional, de la contradiccién y del tercero excluido y luego da un ejemplo
particular semantico para cada fila de cada tabla de verdad, para ello tome a:

P: “Todo cuadrado es rombo”

Q: “Todo rombo es un cuadrilatero equiangulo”

A.5.5.1. Tabla de verdad de la conjuncion, disyuncién y condicional

P Q [PAQ[PVQ[P—>Q
Vv Y
Vv F
F Y
F F
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A.5.5.1.1. Semantica particular de una conjuncion

P/\—|Q

A.5.5.1.2. Semantica particular de una disyuncion

P\/ﬁQ
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A.5.5.1.3. Semantica particular de un condicional

P—>Q

P——-Q

—P—->Q

A.5.5.2. Tablade verdad del bicondicional

PIQIP>Q|Q—>P|€->5>QrQ>P |P<Q

A.5.5.2.1. Semantica particular de un bicondicional

P—Q

P < —-Q
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—P < Q

—P < -Q

A.5.5.3. Tablade verdad de la contradiccion

A.5.5.3.1. Semantica particular de una contradiccién

PA-P
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A.5.5.4. Tabla de verdad de una tautologia

V| F
F| V

A.5.5.4.1. Semantica particular de la negacion de una contradiccion (tercero excluido,
Semantica particular de una tautologia):

P\/—|P
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A.5.6. Actividad conceptual: Razonamientos deductivos y tablas de verdad

. ¢Como puedes por medio de una tabla de verdad justificarte ante tus compafieros, a cerca de una
TOPICO/S GENERATIVO/S - o
actividad propuesta en la clase de matematicas?

METAS DE COMPRENSION  Elaborar tablas de verdad para establecer procesos de validacion de enunciados.

DESEMPENOS DE Construir tablas de verdad para justificar enunciados matematicos en donde se hacen presente

COMPRENSION estructuras sintacticas como las aqui presentadas.

VALORACION CONTINUA Y = Emplear tablas de verdad para establecer procesos de validacién en las situaciones propuestas.
FINAL

Emplear las tablas de verdad de la conjuncion, la disyuncion, el condicional y el bicondicional
para resolver situaciones en contexto légico, con el fin de averiguar el valor de verdad de una
proposicion o de construir una tabla de verdad de un enunciado molecular interpretando su

resultado.

Un padre le dice a su hijo: p — Q: “Si apruebas el grado once, entonces te regalaré un

carro”.

Sugerencia: simular la actividad a partir de la personificacion del padre y del hijo, mediante

pares de companeros de la clase.
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De acuerdo con la actividad anterior, aceptando que la proposicion condicional anterior es

verdadera, trata de responder a las siguientes actividades:

Si el padre no le regala el carro a su hijo, es porque:

e Siel padre le regala el carro a su hijo es porque:

e (Es posible que el padre regale el carro al hijo y éste no haya aprobado el grado

once?

e ¢ Es posible que el hijo apruebe el aiio y el padre no regale el carro a su hijo?

e ¢ Es posible que el hijo no apruebe el afio o el padre le regale un carro?
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A.6. Tema N° 4: Analisis del condicional y de las condiciones necesarias y suficientes

. ¢Es lo mismo una causa que una consecuencia?, ¢Es lo mismo una condicién necesaria que una condicion
TOPICO/S GENERATIVO/S

de suficiencia?

METAS DE Comprender la estructura sintactica y semantica del enunciado condicional.
COMPRENSION

DESEMPENOS DE Analizar las estructuras semanticas de enunciados condicionales y diferenciar entre condiciones
COMPRENSION suficientes y necesarias.

VALORACION CONTINUA  Resolver situaciones en donde se hace hincapié o bien, por condiciones suficientes, o bien por
Y FINAL condiciones necesarias o condiciones necesarias y suficientes.

e Realizar conceptualizaciones a cerca de la proposicion condicional y de las variantes

l0gicas equivalentes a ésta.

A.6.1. Variantes l6gicas asociadas a la proposicién condicional
Supdngase que un adulto le dice a un chico: “Si haces las tareas entonces te daré un
regalo”

Luego el chico deduce las siguientes expresiones que son las: Variantes légicas asociadas

a la proposicién condicional.

En el Cuadro 22 se presentan las distintas variantes de la anterior proposicion condicional.
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0004d]03HHVH1INOD

CONSECUENCIA

Dar un regalo

causa

Hacer las tareas

consecuencia

Se le dard un regalo, al chico,

Basta que

Sino

“Si haces las tareas, entonces te daré un regalo”

es necesario para

es suficiente para

siempre y cuando

/NN SN

\ /NN

causa

Para:

el chico haga las tareas,

consecuencia

es porque no:

se le da al chico un regalo,

Cuadro 22. Variantes ldgicas de un condicional

CAUSA

que el chico haga las
tareas

consecuencia

darle un regalo al chico

causa

haga las tareas

consecuencia

darle un regalo

causa

hizo la tarea

A.6.2. Actividad conceptual: Variantes l6gicas de la proposicion condicional

Dadas las siguientes proposiciones condicionales escriba todas las posibles variantes logicas
equivalentes a la dada inicialmente. Sefiale posteriormente después de acabar cada
numeral de la actividad: cual de los enunciados es comprensible para usted. ¢Por qué?,
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analiza también en que posiciones queda la causa y la consecuencia que conforman el

condicional.

Si un numero es divisible por dos (2), entonces dicho numero es par.

*

Si un cuadrilatero tiene sus cuatro angulos iguales, entonces es un rectangulo.

*

Alimentarse bien es necesario para mantener una buena salud.

*
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Si el avion se retrasa, entonces llegaré tarde a la ciudad.

*

*

Si un cubo en una de sus caras tiene escrito un nimero par, entonces en las otras no tendra

un numero par.

*
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A.7. Tema N° 5: Explicacion de las reglas de inferencias deductivas

TOPICO/S GENERATIVO/S

METAS DE COMPRENSION

DESEMPENOS DE
COMPRENSION

VALORACION CONTINUA Y
FINAL

¢Has aprendido en tus estudios cuales son las reglas para poder argumentar en matematicas?, ¢ Crees

qué son importantes?, ¢,Por qué?

Comprender cada una de las estructuras sintacticas y semanticas de las reglas de inferencia.

Elaborar con validez argumentaciones matematicas.

Resolver argumentaciones validas referentes a las situaciones propuestas.

Conceptualizar los esquemas légicos sintacticos de las reglas de inferencia a partir de

ejemplos ilustrativos discursivos semanticos cotidianos.

A.7.1. Reglas de Inferencia

Las reglas de inferencia nos sirven para que, a partir de un conjunto de hipétesis o premisas

tomadas inicialmente, se puedan dar conclusiones légicas de estas. A continuacion se

enuncian las reglas de inferencia empleadas en los razonamientos l0gicos matematicos.
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A.7.1.1. Modus Ponendo Ponens

PREMISAS

CONCLUSION: ¢

La anterior regla de inferencia se puede escribir mediante una proposicion molecular o

compuesta, asi: p >Q AP & Q

Ejemplo ilustrativo

P — Q: “Si gano el examen de admision de la universidad, entonces estudiaré el proximo

ano licenciatura en idiomas”.

P:“Gané el examen de admision de la universidad”, por tanto:

La conclusion o inferencia derivada de las anteriores hipoétesis es:

Q: “Estudiaré el pré6ximo afo licenciatura en idiomas”.

A.7.1.2. Modus Tollendo Ponens

FREMISAS

CONCLUSION: g

La anterior regla de inferencia se puede escribir mediante una proposicibn molecular o

compuesta, asi: fpvQ A—P Q

230



Ejemplo ilustrativo

P+ Q: “Voy a Puerto Berrio o a Uraba”.

—P: “No iré a puerto Berrio”, por tanto:

La conclusion o inferencia derivada de las anteriores hipotesis es:
Q: “Voy a Uraba”.

A.7.1.3. Modus Tollendo Tollens

PREMISAS

CONCLUSION: —F

La anterior regla de inferencia se puede escribir mediante una proposicibn molecular o

compuesta, asi: p >Q A—Q = —P

Ejemplo ilustrativo

P — Q: “Si ganas tu afio de estudios, entonces te daré un paseo como regalo”.

—Q: “No te daré el paseo como regalo”, por tanto:

La inferencia derivada de las anteriores hipétesis es:
. “No ganaste tu afo de estudios”.
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A.7.1.4. Transitividad en la Implicacion o Silogismo Hipotético

F=0
- R

CONCLUSION: F— R

PREMISAS

La anterior regla de inferencia se puede escribir mediante una proposicibn molecular o

compuesta, asi: p >Q AQ >R > € »>R_

Ejemplo ilustrativo

P — Q: “Sitengo dinero, entonces compraré una finca en el Suroeste de Antioquia”.

Q — R: “Si compro una finca en el Suroeste de Antioquia, entonces estudiaré Ingenieria de

Sistemas, en la Seccional Suroeste de la Universidad de Antioquia”:
Por tanto, la inferencia derivada de las anteriores hipoétesis es:

P — R: “Si tengo dinero, entonces estudiaré Ingenieria de Sistemas, en la Seccional
Suroeste de la Universidad de Antioquia”.

A.7.1.5. Inferencia Conjuntiva o Conjuncion

s, PREMISAS

CONCLUSION: FaQ
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La anterior regla de inferencia se puede escribir mediante una proposicion molecular o

compuesta, asi: € AQ = € AQ_

Ejemplo ilustrativo

P: “Compraré un caballo”.

Q: “Pasaré por la casa en la noche”

Por tanto, la inferencia que se derivada de la anterior hipétesis es:

P AQ : “Compraré un caballo y pasaré por la casa en la noche”.

A.7.1.6. Simplificacion en la Conjuncién

Fr PREMISA

CONCLUSIONES: F

La anterior regla de inferencia se puede escribir mediante las proposiciones moleculares o

compuestas, asi: € AQ =P0 € AQ =Q

Ejemplo ilustrativo

P AQ: “Estudiaré, este afio, Matematicas y el proximo Espafiol”:

Por tanto, la inferencia l6gica que se deriva de la anterior hipotesis es:

P: “Estudiaré, este ano, Matematicas”.

Q: “Estudiaré el proximo ano Espanol”.
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A.7.1.7. Adjuncion

F PREMSA

CONCLUSION: P

La anterior regla de inferencia se puede escribir mediante una proposicion molecular o

compuesta, asi: P= €vQ_

Ejemplo ilustrativo

P: “Iré de vacaciones de mitad de afio a Sonson”;

Por tanto, la inferencia que se deriva de la anterior hipotesis es:

Pv Q: “Iré de vacaciones de mitad de ano a Sonsén, o a Caucasia”

A.7.1.8. Métodos de Casos o Silogismo Disyuntivo

F—= R
=5 bREMISAS

CONCLUSION: R %

La anterior regla de inferencia se puede escribir mediante una proposicion molecular o

compuesta, asi: >R A Q—>S A €vQ b vS_

Ejemplo ilustrativo

P — R: “Si Maria trabaja este mes, entonces me podra prestar dinero”.
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Q — S: “Si Pedro no trabaja el préximo mes, entonces me podra acompanar al paseo de

despedida”.

P v Q: “Maria trabaja este mes o Pedro no trabaja el préximo mes”:

Por tanto, la inferencia l6gica que se deriva de las anteriores hipétesis es:

R v S: “Maria me podra prestar dinero o Pedro me acomparfiard al paseo de

despedida”.

A.7.2. Actividad conceptual: Aplicacién de las reglas de inferencia a enunciados y

razonamientos légicos

Realizar deducciones ldgicas a partir de premisas, empleando las reglas de inferencia.
Dadas las siguientes situaciones, simbolice cada enunciado, deduzca todas las posibles

conclusiones que se puedan obtener y deduzca la conclusion indicada en cada caso.

e La posterior actividad ha sido tomada de: Jaramillo, Mejia, & Mesa “Si los acuerdos se
cumplen, entonces, se logra la paz. Si se logra la paz, el nivel de vida se incrementa.
Los enfrentamientos terminan y los acuerdos se cumplen. Si los problemas sociales se
agravan, el nivel de vida no se incrementa. Si los problemas sociales no se agravan,

entonces, la justicia social se alcanza”. (2001, pags. 63-64)

De las anteriores hipétesis trate de deducir, empleando las reglas de inferencia la siguiente

conclusion:
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“Los enfrentamientos terminan y la justicia social se alcanza”.

e La posterior actividad se ha tomado de Suppes (1988): “Si Juan gana, entonces Luis o
Esteban seran segundos. Si Luis es segundo, entonces Juan no ganara. Si Pedro es

segundo, entonces Esteban no sera segundo.”

Conclusion:

“Si Juan gana, entonces Pedro no sera el segundo”.

e La ulterior actividad ha sido tomada de Negrete (2002): “El futbol Colombiano esta en
crisis. Si los jugadores Colombianos son malos y nuestro futbol esta en crisis, Medellin

no ganara nunca. Pero Medellin ha ganado campeonatos”.

Conclusion:

“lL os futbolistas Colombianos no son malos”.

Dadas las siguientes premisas, verifique mediante las reglas de inferencia y de validez, si es

posible obtener la conclusion y en consecuencia el argumento es valido.

F—=0
=7  PREMISAS O HIPOTESIS

0=

T—=F TESISO CONCLUSION

NOTA: Al finalizar la explicacion de las reglas de inferencia se les propondra a los
estudiantes a que construyan contraejemplos ilustrativos de las reglas de inferencia

deductiva.
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En los siguientes enunciados que se presentan a continuacion se dan una serie de premisas
con las cuales debe deducirse una conclusién para que se convierta en un argumento valido,

si es posible.

e Carlos arregla el dafio o José se enojara. José no esta enojado. Por tanto:

¢,Cual regla de inferencia has empleado?

e Carla estudia Biologia o Matematicas. Carla estudia Fisica pero no estudia Biologia. Por
tanto:

¢ Cuél regla de inferencia has empleado?

¢ Si Claudio despierta a Pacho, Juan se enfadara. Pero Juan no esta enfadado. Por tanto:

¢ Cuél regla de inferencia has empleado?

e Los estudiantes estan en el aula de clases o estan en la cafeteria. Los estudiantes no

estan en la cafeteria. Por tanto:

¢,Cual regla de inferencia has empleado?

¢ No es cierto que: Alemania no ganara el campeonato mundial. Por tanto:

¢,Cual regla de inferencia has empleado?
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e Si Andrea consigue dinero, Beatriz viaja a Londres. Si Beatriz viaja a Londres, Pacha

consigue novio. Por tanto:

¢ Cuél regla de inferencia has empleado?

e Si Andrea es colombiana, es suramericana. Andrea no es suramericana. Por tanto:

¢ Cuél regla de inferencia has empleado?

e Si estudio entonces gano el afio. Si gano el afio entonces obtengo un premio. Por tanto:

¢, Cual regla de inferencia has empleado?

Realiza las tablas de verdad de las siguientes proposiciones compuestas dadas a

continuacion.

s €-5Q o ¢&PvQ_

« ->QnrPHQ

« PvQr-PbQ

e P-oQrQb-P

e P> rQ>RbE>R

e PoRAQ->sSA€vQ b RVS

¢,Cudles son las interpretaciones y conclusiones de las tablas de verdad realizadas
anteriormente?, ¢Qué regularidades encuentras entre las tablas de verdad de cada una de
las proposiciones anteriores?, ¢Qué relaciones y regularidades encuentras entre estas

proposiciones con las reglas de inferencia?
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Conjetura temporal: ¢Qué visualizaciones emergen de las anteriores tablas de verdad?,
¢puedes afirmar contundentemente alguna afirmacion?, ¢trata de realizar algunas

validaciones de lo que afirmaste?
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A.8. Tema N° 6: Estudio de los cuantificadores universal y existencial

TOPICO/S
GENERATIVO/S

METAS DE
COMPRENSION

DESEMPENOS DE
COMPRENSION

VALORACION

CONTINUA'Y FINAL

¢ Todos los elementos de cualquier conjunto cumplen con la propiedad caracteristica de cualquier conjunto?

¢ Coémo podemos nombrar mediante palabras la cantidad de objetos matematicos que cumplen con una cierta

caracteristica?

Diferenciar entre una proposicion cuantificada universal y existencialmente.

Diferenciar semanticamente y a partir de la propiedad caracteristica de los conjuntos y sus elementos,

los cuantificadores universales o existenciales de las proposiciones matematicas.

Debatir las cuantificaciones de los enunciados propuestos.

Segun Manzano & Huertas (2004) definen los cuantificadores como:

“[...] expresiones del lenguaje que se utilizan para decir una propiedad de todos

los elementos de un conjunto, a estos cuantificadores los llamamos: universales,

en tanto que los cuantificadores existenciales se utilizan para mencionar que al

menos un elemento cumple una cierta propiedad”.
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A.8.1. Cuantificador Universal

El cuantificador hace referencia a la totalidad de elementos de un conjunto que cumplen una

cierta propiedad caracteristica.

Segun Negrete (2002) se define: “El cuantificador universal se considera una propiedad de
las proposiciones, cuando al cuantificar sus términos, la referencia a los elementos de un

conjunto abarca a todos ellos, se dice que su cantidad es universal’.

La siguiente es la lista que resume las expresiones semanticas comunmente utilizadas para

expresar el cuantificador universal:

Para cada...

Cada...

Para todo...

Todo...

Cualquiera...

Ningdn...: Que es la negacion del universal.

El cuantificador universal se simboliza con: ¥x

EJEMPLO ILUSTRATIVO

e Todos los seres humanos tienen sangre.

Sea:
A: Conjunto de los seres humanos.

B: Conjunto de los seres que tienen sangre
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Por tanto la simbolizacion del anterior enunciado es: ijo\x — Bx;

Comentario: discute con tus compafieros de clase si el enunciado anterior es verdadero
o falso.
e Cada numero par es divisible por dos.

P: Conjunto de numeros pares.

D : Conjunto de numeros divisibles por dos.

Por tanto la simbolizacién del anterior enunciado es: ij:x = Dx;

Comentario: discute con tus compafieros de clase si el enunciado anterior es verdadero o

falso.

Actividad: simboliza cada uno de los siguientes enunciados y dé ejemplos particulares de

cada uno de los enunciados.

e Paratodos los cuadrados se cumple la propiedad de ser rombo.

Comentario: discute con tus compafieros de clase si el enunciado anterior es verdadero

o falso.

e Cualquiera que sea el numero cuadrado es impar.

242



Comentario: discute con tus compafieros de clase si el enunciado anterior es verdadero

o falso.

e Todo multiplo de dos es divisible por dos o por cinco.

Comentario: discute con tus compafieros de clase si el enunciado anterior es verdadero

o falso.

A.8.2. Cuantificador Existencial

Se considera una propiedad de las proposiciones derivada de la cantidad. Cuando al
cuantificar sus elementos, la referencia de los elementos no cumple todos con la propiedad

de un conjunto, se dice que la cantidad de dicha proposicion es existencia o particular.

La siguiente es la lista que resume las expresiones seméanticas comunmente utilizadas para

expresar el cuantificador existencial o particular:
Existe...

Hay...

Al menos uno...

Minimamente uno...

Alguno de...

Algunos...

El cuantificador existencial se simboliza con: 3x

Ejemplo ilustrativo

e EXxiste un niumero par que es primo.
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P: Conjunto de los niumeros pares.

S: Conjunto de los numeros primos.

- -
Por tanto la simbolizacion del anterior enunciado es: (_:]X/PX/\ SX/

Comentario: discute con tus compafieros de clase si el enunciado anterior es verdadero o

falso.

e Al menos unos nimeros impares son primos.

| : Conjunto de los nUmeros pares.

S: Conjunto de los numeros primos.

< -
Por tanto la simbolizacion del anterior enunciado es: ng AS

Comentario: discute con tus compafieros de clase si el enunciado anterior es verdadero o

falso.

e Minimamente un cuadrado es un rectangulo.

Comentario: discute con tus compafieros de clase si el enunciado anterior es verdadero o

falso.

¢ Algunos de los hombres inteligentes son profesionales.
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Comentario: discute con tus compafieros de clase si el enunciado anterior es verdadero o

falso.

A.8.3. Actividad conceptual: cuantificaciones universales y existenciales

Dadas las siguientes proposiciones, que se encuentran cuantificadas, identifica qué clase de
cuantificacion se realiza. Y determina su valor de verdad, esto es, si se trata de una
proposicion cuantificada universalmente bastar4 tomar un caso que no cumpla la propiedad
enunciada en la proposicion (contraejemplo), en tanto que si se trata de una proposicion
cuantificada existencialmente trate de verificar que todos los casos posibles cumplen con la

propiedad enunciada en la proposicion.

Posteriormente y con la ayuda de su docente, proponga pruebas de validacion de las
proposiciones.

Sugerencia: Emplee para la validacion de los enunciados pruebas ostensivas, esto es
materiales concretos o mostraciones que muestren que el enunciado es valido para todos o
algunos casos; 0 pruebas intelectuales, esto es, pruebas en donde se razone
deductivamente a partir de las reglas de inferencia y teorias matematicas pertinentes a la
semantica de la proposicion. Finalmente, realice la respectiva simbolizacion de cada uno de

los enunciados.

e Todos los rombos son cuadrados.

e Algunos numeros compuestos (no primos) tienen solamente dos divisores.

¢ Ninguna fraccion se puede representar por medio de un decimal de finitas cifras.
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e Solamente los nimeros pares mayores que dos son iguales a la suma de dos numeros

primos.

Este enunciado expresa una creencia, es la famosa conjetura de Goldbach, pero aunque ha
de ser verdadero o falso, no sabemos exactamente cual de los dos valores adoptara si
finalmente alguien consigue demostrar matematicamente el enunciado o su negacion. Se

trata de un enunciado, aunque quiza nunca descubramos su valor de verdad.

e Solamente el cuadrado es rombo.

Recuerdas las definiciones de cuadrado y rombo.
¢, Todos los cuadrados son rectangulos?

¢, Recuerdas las definiciones de rectangulo?

e Toda area de un poligono se puede descomponer en areas de triangulos que no se

solapan.

Conjetura: Trata de conjeturar, empleando la visualizacion geométrica: ¢ cudl es el patréon de

triangulos, con regiones no comunes, en que se puede descomponer una region poligonal?

Sugerencia: para ello sistematiza tus razonamientos en el Cuadro 23 presentado a

continuacion.
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Poligono Numero de triangulos en su regién poligonal
Triangulo
Cuadrilatero

Pentagono
Hexagono
Heptagono
Eneéagono (Poligono de ene-lados)

Cuadro 23. Sistematizacion de conjeturas de la descomposicién en tridngulos (con regiones no

comunes) de unaregion poligonal.

Toda la cantidad de los niumeros naturales de tres cifras en los cuales una cifra se halla

repetida dos veces es 235.

Sugerencia: Emplea el Cuadro 24 para sistematizar tus razonamientos.

Cifra que se repite dos veces, (en el nimero de tres cifras) Lista de numeros de tres cifras separados por comas

o N o o b~ W N P O

9
Cuadro 24. Sistematizacion de las conjeturas encontradas en los nimeros naturales de tres cifras, en

los cuales una cifra se hallarepetida en dos veces.
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Conjetura: ¢Qué posibles enunciados pueden emerger novedosos de la anterior actividad?,

escribelos.

e Existen triangulos que tienen dos de sus angulos iguales.

e Algunos numeros reales pueden dividirse por cero.

¢ Minimamente las diagonales de los pentagonos regulares se cortan en el interior

formando otros pentagonos.

Sugerencia: se propone al estudiante que realice varios disefios de pentagonos regulares y
gue haga el trazo de sus diagonales y que el estudiante haga inferencias respecto de las

visualizaciones geométricas encontradas con la proposicion existencial presentada.

e Simboliza completamente los siguientes enunciados y discuta su veracidad:

¢ Algunos numeros reales positivos son mayores que cero.
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Ningun objeto es a la vez redondo y cuadrado.

Para todo X numero real, X=Xy X>X.

Ningun hombre es totalmente juicioso y totalmente estupido.

Hay protoplasmas que son sustancias vivientes.

No todos los caballos y vacas son cuadrupedos.

Todas las cuevas no son refugios.

Ningun cuento de hadas es una historia cierta.

Ninguna naranja es dulce o salada.
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Resuelve la siguiente actividad sobre una encuesta aplicada a unos estudiantes sobre la

preferencia de frutas.

En una encuesta aplicada a un grupo conformado por veinte estudiantes, en donde todos
respondieron, se les pregunta por el gusto a las frutas: manzana, cereza y banano. La

encuesta arrojo los siguientes datos:

e Tres solamente prefieren la manzana.

e Cinco prefieren solamente la cereza.

e Uno solamente prefiere el banano.

e Ocho prefieren el banano.

e Cuatro prefieren solamente la manzana y la cereza, pero no el banano.
e Dos prefieren solamente la manzana y el banano, pero no la cereza.

e Cuatro prefieren solamente la cereza y el banano, pero no la manzana.

Sugerencia: Emplee el diagrama de Venn (ver llustracion 38) para sistematizar el
razonamiento, designando cada uno de los conjuntos y luego responde las preguntas:

llustracién 38. Diagrama de Venn que representa la interseccién entre tres conjuntos.

e ¢ Cuantos estudiantes prefieren las tres frutas?

e ¢ Cuantos estudiantes prefieren la cereza o el banano, pero no la manzana?
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¢ ¢Cuantos estudiantes si prefieren la manzana, entonces les gusta la cereza?

e ¢ Cuantos estudiantes prefieren solamente el banano?

e ¢ Cuantos estudiantes prefieren Unicamente la cereza?

¢ ¢ Cuantos estudiantes prefieren solo la manzana?

e ¢ Cuéntos estudiantes prefieren la manzana y el banano, pero no la cereza?

Conjetura temporal: redacte conjeturas en torno a la actividad anterior y posteriormente
mediante pruebas verifique si la proposicion es verdadera o si por el contrario es falsa.
Recuerda que es importante en la escritura de los enunciados el manejo de los

conectivos logicos.
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A.9. Actividad conceptual final

e Realizar inferencias l6gicas a partir de premisas de enunciados, en los cuales intervienen

conectivos logicos entre sus estructuras sintacticas.

A continuacion se presenta algunos problemas logicos, se recomienda realizar una
sistematizacion de los datos e inferencias obtenidas para lograr eficiencia en tus

conclusiones.

1. Una joven asiste a una reunion. Le presentan a cuatro hombres rapidamente, cada uno
menciona su nombre y el tipo de trabajo al que se dedica. Desgraciadamente a la chica
le fallé un poco la memoria y a la media hora sélo recordaba que habia conocido al sefior
Castro, al sefior Botero, al sefior Marin y al sefior Ramirez. Se acuerda también que uno
de ellos es fotografo, que hay un tendero, un banquero y un cantante, pero le resulta
imposible sefalar un nombre para cada uno. Su anfitriona se niega a refrescarle la
memoria, pero le propone cuatro pistas. Por fortuna la l6égica de la muchacha es mejor
gue su memoria y, rapidamente, empareja cada hombre con su profesion. ¢Puedes

hacerlo ti? Aqui estan las pistas.

e El sefior Botero habla con el banquero sobre la posibilidad de obtener un préstamo.
e El sefior Castro conocio al fotégrafo cuando le contraté para hacer las fotografias de

su boda.
e El cantante y el sefior Botero son amigos, pero nunca han tenido tratos de negocios.

e Ni el sefior Marin ni el cantante conocian al sefilor Ramirez antes de la fiesta.

Sugerencia: ElI Cuadro 25 te permite registrar cada una de la informacion que consigas en
las deducciones obtenidas. Te aconsejamos que pongas una “x” en la casilla a un dato,
indicando que no es verdad, y un punto en la casilla que corresponda a un dato que sea
verdadero.
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APELLIDO

OFICIO

MARIN | CASTRO | RAMIREZ | BOTERO

BANQUERO

TENDERO

FOTOGRAFO

CANTANTE

Cuadro 25. Registro de cada una de lainformacién que consigas a partir de las deducciones obtenidas.

2. Cuatro empleados de una empresa de negocios: el presidente, el contador, el vendedor y

el tesorero; se apellidan, sin seguir ningln orden en particular: Botero, Paris, Posada y

Castro. Cada uno de ellos tiene una hermana soltera, empleada como secretaria de uno

de los otros tres hombres. Los nombres de los empleados son: Roberto, Martin, Enrique

y Gabriel; y los de las secretarias: Roberta, Martina, Enriqueta y Gabriela; sin seguir

ningun orden en particular. Ninguna secretaria trabaja para el hombre que lleva el mismo

nombre propio que ella (0 sea que Roberto no trabaja con Roberta, asi igual para los

otros). Recientemente los cuatro hombres decidieron invitar una noche a sus secretarias

al restaurante. Cada uno acompafié a su propia secretaria. Apoyandose en las pistas

gue damos a continuacion, intente determinar los nombres completos de los empleados y

los nombres de sus secretarias respectivas.

e EI| sefior Botero acompafié a Martina; llegaron al restaurante después que el

presidente, pero antes que Enrique y la seforita Castro.

e Gabriela iba acompafnada por el tesorero.

e Martina llegd inmediatamente después de Roberto, e inmediatamente antes que el

sefior Paris; no iba con el contador, que lleg6 al segundo, acompafiando a la hermana

de Martin.

Sugerencia: Completar el Cuadro 26, consignando todos los datos propuestos en esta

actividad.
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Cargo del empleado
Presidente | Contador | Vendedor | Tesorero

Nombre

Roberto

Enrique

Gabriel

Martin

Castro

Paris

Botero

Posada
Enriqueta

Secretaria Robejrta
Martina
Gabriela

Cuadro 26. Sistematizaciéon de los datos propuestos en la actividad.

e Andrés, Lucas, Mauricio, Jorge y Pablo, han decidido vender refrescos y golosinas en el
estadio, cada uno de los chicos vende solo una clase de mercancia. Partiendo de las
pistas siguientes, intente determinar el nombre completo de todos ellos y la mercancia

gue venden.

¢ Uno de ellos se apellida Mora

e Jorge, que no se apellida Lépez, no vende crispetas de maiz

e El que se apellida Diaz no vende ni gaseosa ni caramelos

e Los cinco chicos son: Mauricio, Jorge, el que se apellida Soto, el que se apellida
Restrepo y el que vende helados

e El apellido de Andrés no es ni Lépez ni Restrepo. Ni Andrés ni el que se apellida
Restrepo venden caramelos.

¢ Ni el vendedor de agua ni el vendedor de helados se llaman Paco o se apellidan Diaz.

Sugerencia: Usa el Cuadro 27 que se muestra a continuacion. Se sugiere usar una “X” en la
casilla que indique algo que no es verdad y una “O” en la casilla que corresponda a un dato

gue sea verdadero.
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NOMBRE

ANDRES | LUCAS | MAURICIO | JORGE | PABLO

PRODUCTO
GASEOSAS
AGUA
HELADOS
CARAMELOS
CRISPETAS

Cuadro 27. Referente a la sistematizacién de la actividad.

Sugerencia: Consigna en tu cuaderno todas las observaciones que tienes a cerca de las

situaciones anteriores.
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A.10. Evaluacion de inferencias inductivas y deductivas

NOTA: Al finalizar la evaluacion se les preguntara a los estudiantes por las estrategias y
procedimientos presentados para la solucion de los items del test. Estas respuestas estan
consignadas en el archivo llamado: “trabajo de estrategias” que aparece grabado en el CD

gue complementa el informe final de investigacion.

1. El enunciado: “Es agradable estudiar razonamiento |6gico matematico, siempre que

se tenga una buena compania” es equivalente a:

a. Es agradable estudiar razonamiento lI6gico matematico con una buena compaifiia.

b. O es agradable estudiar razonamiento I6gico matemaético, o se tiene buena compafia.
c. Si se tiene buena compaifiia, es agradable estudiar razonamiento l6gico matematico.

d. Si es agradable estudiar razonamiento I6gico matematico, entonces se tiene buena

compaiiia.

3. David expresa su peticion a sus padres para el regalo de nifio Dios: “Quiero un viaje a
Andes o una moto”. La Unica manera de que sus padres no le cumplen su peticién es

que:

a. Le dan los dos regalos.
b. Le dan solamente un regalo.
c. No le dan ninguno de los regalos.

d. Le regalan la moto o el viaje.

3. La negacion del enunciado: “Ninguna persona es solidaria” es equivalente a:
a. No todas las personas son solidarias.
b. Algunas personas son solidarias.
c. Todas las personas son poco solidarias.

d. Todas las personas no son solidarias.
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De acuerdo con la siguiente informacion, conteste las preguntas 4y 5.

“Si soy mayor de edad, entonces tengo 18 anos o mas”.

4. Tener 18 afios 0 mas es una condicion:

a. Suficiente pero no necesaria para ser mayor de edad.
b. Necesaria pero no suficiente para ser mayor de edad.
c. Necesaria y suficiente para ser mayor de edad.

d. Ni necesaria ni suficiente para ser mayor de edad.

5. Ser mayor de edad es una condicion:

a. Suficiente y necesaria para tener 18 afios 0 mas.
b. Ni suficiente ni necesaria para tener 18 afios 0 mas.
c. Suficiente para tener 18 afios 0 mas.

d. Necesaria para tener 18 afios 0 mas.

Con base en la siguiente informacién conteste las preguntas 6y 7.

La coordinadora de convivencia de un colegio interrogd a cuatro estudiantes sospechosos de

haber hurtado un objeto, obteniendo las siguientes declaraciones:

e Andrea dijo que Pablo es el ladron.
e Pablo dijo que Juana es la ladrona.
e Camilo dijo que no era el ladrén.

¢ Juana afirma que Pablo miente al decir que yo soy la ladrona.

Sugerencia: suponga que una de las cuatro declaraciones es verdadera y realice en cada

caso grafos para realizar sus inferencias. El docente te puede explicar que es un grafo.
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6. Sabiendo que uno de los cuatro es el ladron y que de sus declaraciones solo una es

verdadera y las demas falsas, el ladron es:

a. Andrea b. Pablo c. Juana d. Camilo

7. Conociendo que uno de los cuatro sospechosos es el ladron y que de sus declaraciones

solamente una es falsa y las otras verdaderas, el ladrén es:

a. Andrea
b. Pablo
c. Camilo

d. Juan

8. Ser paralelogramo es una condicion:

a. Suficiente pero no necesaria para ser rectangulo.
b. Necesaria pero no suficiente para ser rectangulo.
c. Necesaria y suficiente para ser rectangulo.

d. Ni necesaria ni suficiente para ser rectangulo.

Contesta, de acuerdo con el siguiente enunciado l6gico, la pregunta 9.

Si 1/5 es mayor que 1/50, entonces 1/50 es menor que 1/5

9. El contra reciproco del enunciado anterior es:
a. Si 1/50 es mayor o igual que 1/5, entonces 1/5 es menor o igual que 1/50.
b. Si 1/5 es menor que 1/50, entonces 1/50 es mayor que 1/5.

c. Si 1/50 es mayor que 1/5, entonces 1/5 es menor a 1/50.

d. Si 1/50 es menor que 1/5, entonces 1/5 es mayor que 1/50.
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De acuerdo con la siguiente informacion responda las preguntas 10 y 11. (Puedes

obtener todas las inferencias de la informacion en el cuadro adjunto).

La limpieza de los cuartos de un hotel requiere la terminacion de cinco procesos. El

siguiente cuadro indica la duracion de cada proceso en minutos y la secuencia de realizacion

de ellos.
PROCESO | DURACION EN MINUTOS INICIA
A 14
Simultaneamente

B 26

C 29 Cuando finalice el proceso A

D 25 Cuando finalice el proceso B

E 28 Cuando finalicen los procesos By C

10.El tiempo minimo necesario para realizar la limpieza de los cuartos es:

a. 63 min. b. 71 min. c. 122 min. d. 79 min.

11.Si se incrementa el proceso C en trece minutos, entonces los minutos en que se retrasan

la limpieza de los cuartos es:

a. 12 b. 13 c. 84 d. No se modifica

12.la negacion del enunciado “Si te portas bien, entonces te llevo al cine” es:

a. Si no te portas bien entonces no te llevo al cine.
b. Si te portas bien entonces no te llevo al cine.

c. Te portas bien y no te llevo al cine.

d. Te porta bien y te llevo al cine.

13.La negacion légica de “ser blanco” es:

a. Sernegro b. No ser blanco c. Ser de color distinto al blanco d. Ser rojo.

254




14.Hay tres bolsas con las siguientes etiquetas “bolas rojas”, “bolas blancas” y “bolas
rojas y blancas”. Las tres etiquetas estan equivocadas. ¢ Seria posible, sin mirar, saber
con toda seguridad el verdadero contenido de cada una de las bolsas, abriendo s6lo una

de ellas y extrayendo sélo una bola y de cual bolsa?

Sugerencia: haga una simulacion en clase con su docente acatando las condiciones de
la actividad. Recuerde que si las etiquetas estan equivocadas en cada bolsa, es porque

en la bolsa que dice bolas rojas no hay bolas rojas, y asi en las demas.

a. Si, de la marcada “bolas rojas”.
b.No, es necesario al menos ver el contenido de dos de las bolsas.
c. Si, de la bolsa marcada “bolas rojas y blancas”.

d. Si, de la bolsa marcada “bolas blancas”.

De acuerdo con la siguiente informacion responda las preguntas 15 a 18. (Puedes

obtener todas las inferencias de la informacion en el cuadro adjunto).

Janeth, Nadia y Claudia tienen dos labores cada una: actriz, modelo, corredora de autos,

escultora, detective privado y representante de cosméticos. Se sabe que:

e La escultoray la corredora de autos iban a la escuela con Janeth.

e La modelo compré magquillaje a la representante de cosméticos.

e Claudia le gano en un juego de tenis tanto a Nadia como a la modelo.
e Laactrizy la escultora eran compafieras de cuarto.

e La actriz salia con el hermano de la modelo.

e Nadia le debe a la corredora de autos $ 100000.
Sugerencia: Emplee la siguiente tabla para sistematizar las inferencias arrojadas de la

informacién dada al comienzo de la actividad, colocando una x en donde la informacién no se

cumpla y una o en donde la informacion se cumpla.
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NOMBRE
JANETH | NADIA | CLAUDIA

LABOR

ACTRIZ

MODELO

CORREDORA DE AUTOS

ESCULTORA

DETECTIVE PRIVADO

REPRESENTANTE DE
COSMETICOS

15. La chica representante de cosméticos es:
a. Janeth.
b. Claudia.
c. Claudia y Nadia.
d. Nadia.

1. Las labores de Claudia son:

a. Modelo y Actriz. b. Actriz y Corredora de auto. c. Modelo y Corredora de auto.

d. Escultora y Actriz.

2. La chica escultora es:

a. Claudia. b. Nadia. c. Janeth. d. No puede saber
3. Las labores de Janeth son:

a. Modelo y Actriz. b. Actriz y Escultora c. Modelo y Detective privada

d. Escultora y Detective privada.
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Anexo B

ANEXO B: PARTICIPACION EN EVENTOS Y CAPITULOS DE LIBRO
B.1. PONENCIAS Y CONFERENCIAS

n este anexo se presentan los resimenes de las ponencias y conferencias que se

realizaron en distintos eventos académicos en Colombia y Estados Unidos.

e Titulo de la ponencia: “Comprension de los razonamientos conjeturales, inductivos

y deductivos en el marco de la ensefnanza para la comprension”.
Evento: XVI Congreso Nacional de Mateméticas.

Lugar: Plaza Mayor, Centro de Convenciones. Medellin.

Fecha: 16 al 19 de Julio de 2007.

Resumen: Este informe de comunicacion breve hace alusion a la presentacién de los
avances que se han obtenido hasta el momento de la investigacion de corte experimental,
referida a la comprension de los razonamientos conjeturales inductivos y deductivos a
partir del marco pedagégico de la ensefianza para la comprension, marco tedrico
pedagdgico engendrado y desarrollado ampliamente en el Proyecto Cero de la
Universidad de Harvard, de donde se ha tenido presente las cuatro dimensiones de la
comprension y los cuatro elementos de la comprension. Ademas se soporta la
investigacion a partir del marco didactico matematico de Nicolas Balacheff y Lakatos, en

lo referente a las conjeturas y los contraejemplos.
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e Titulo de la ponencia: “Dificultades en la comprension de las pruebas y
demostraciones de enunciados matematicos, en estudiantes de primeros afios de

universidad”.

Evento: Octavo Encuentro Colombiano de Matematicas Educativas.

Lugar: Santiago de Cali, Universidad del Valle.

Cédigo ISBN: 958-97614-7-2.

Resumen: La presente comunicacion breve estd enmarcada dentro del desarrollo del
trabajo de investigacion en educacién matematica desde un disefio experimental, el cual
tiene como objetivo principal indagar y realizar aportes en torno al aprendizaje y la
enseflanza de la comprension de las pruebas y demostraciones de enunciados
matematicos. El aspecto central es disefiar una propuesta de intervencion pedagdgica,
gue contenga aspectos tales como: conjeturas, contraejemplos, estilos escritos y no
escritos de las estructuras o tipos de prueba y demostraciones, entre otros.

El trabajo de investigacion pretende profundizar en la teoria de Nicolas Balacheff, que
hace referencia con la ensefianza de la prueba, ademas, en lo que respecta al marco

tedrico pedagdgico, el estudio se enmarca en la teoria de ensefianza para la

comprension.

e Titulo del taller: “Razonamientos Inductivos y deductivos”.

Evento: Foro Educativo Nacional, Ministerio de Educacion Nacional.

Lugar: Paipa, Boyaca.

Fecha: 24, 25y 26 de octubre de 2006.
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Direccién en la Web:

www.colombiaaprende.edu.co/html/mediateca/1607/articles132962_archivo5.pdf -

Objetivos: Realizar argumentaciones logicas deductivas e inductivas empleando los
conceptos de implicacion, criterios de validez de una argumentaciéon y valores de verdad
gque puede adoptar cierto enunciado matematico, ademas interpretar diferentes

enunciados y argumentos propuestos.

Descripcion: Realizar inferencias de caracter inductivo en determinadas actividades
numéricas, para posteriormente realizar procesos de generalizacion, en las reglas de
formacion. En cuanto a las inferencias de caracter deductivo, realizar a partir de premisas

en los cuales intervienen conectivos l0gicos entre sus estructuras sintacticas.

Proponer conjeturas, conclusiones y argumentos légicos matematicos a partir de

enunciados escritos en nuestro lenguaje.

Titulo de la conferencia: “Estrategias para conjeturar en la clase de matematicas”.

Evento: Il Encuentro de Estudiantes de la Licenciatura en Educacion Basica con énfasis

en Matemaéticas.

Lugar: Medellin, Facultad de Educacion, Universidad de Antioquia.

Fecha: 16 de noviembre de 2007.

Palabras clave: Conjetura, Prueba: Validacién, Objetos Matematicos, Enunciados,

Contraejemplos, Semantica y Sintaxis.

Resumen: El presente trabajo pretende situar el contexto del descubrimiento en el aula
de clase de matematicas. Para ello esta ponencia que estd enmarcada dentro de la tesis
de maestria: “Los razonamientos inductivos, deductivos y conjeturales en el aula de clase:

el contexto del descubrimiento y de validacidn” pretende indagar desde los marcos
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tedricos de Imre Lakatos y Nicolas Balacheff y Ensefianzas para la Comprension, por las
estrategias efectivas que permitan que los estudiantes en el aula de clase conjeturen
enunciados y comprendan los procesos de validacion.

Titulo de la ponencia: “Interpretacion, andlisis y categorizacion en los registros
presentados por estudiantes adultos al momento de establecer razonamientos

conjeturales y de prueba en la clase de matematicas”.

Evento: Fourth International Congress of Qualitative Inquiry & Couch Stone Symposium.

Lugar: University of Illinois at Urbana-Champaign, Estate of lllinois, Estados Unidos.

Fecha: Mayo 14 al 17 de 2008.

Resumen: La ponencia es producto de la tesis de investigacion de maestria en
Educaciéon Matematica: “Razonamientos Inductivos, Deductivos y Conjeturales: El
Contexto de la Conjeturas y las Pruebas Matematicas en el Aula de Clase” , la cual tiene
como marco tedrico: teorias de la prueba de Nicolas Balacheff, del descubrimiento
matematico de Imre Lakatos y Ensefianzas para la comprension, también los criterios de
rigor del enfoque cualitativo de la investigacion: credibilidad, auditabilidad vy
transferibilidad propuestos por Guba y Lincoln. Se pretende compartir con la comunidad
internacional presente en University of lllinois, los criterios de rigor empleados en el
método de la investigacion: el analisis, la interpretacion y categorizacion original de los
datos, a partir de las dificultades, las conjeturas y las pruebas construidas por los
estudiantes adultos en instituciones de Antioquia, Colombia; tomados a partir de una guia
didactica que previamente ha sido sometida a juicio de expertos.

Titulo de la ponencia: “Criterios de rigor en una investigacién cualitativa en
educacion matematica: Los contextos de justificacion y de descubrimiento

matematico”.

Evento: The Fifth International Congress of Qualitative Inquiry (QI12009).
260



Lugar: University of Illinois at Urbana-Champaign, Estate of lllinois, Estados Unidos.

Fecha: Mayo 20-23, 2009.

Resumen: La presente ponencia expone como se tuvieron en cuenta los criterios de rigor
en la investigacion cualitativa: “la comprensién de los razonamientos inductivos,
deductivos y conjeturales: el contexto de justificacion y descubrimiento en la clase
de matematicas”. Se realiza un analisis de cdmo se tuvieron en cuenta los criterios:
credibilidad, auditabilidad o confirmabilidad y transferibilidad o aplicabilidad. Es importante
realizar este analisis ya que dicha investigacion dota de algunas categorias y explicaciéon
de procesos inmersos en estos contextos que facilitan la instruccion y el aprendizaje en
los estudiantes. En la investigacion cualitativa, realizada en los contextos de prueba y de
descubrimiento en la clase de mateméaticas, se dejé que los estudiantes construyeran
espontaneamente sus pruebas frente a los enunciados propuestos en la guia didactica.
Finalmente se discuti6 como se llevd a cabo la triangulacion metodologica, de

investigadores, tedrica y de datos.

Titulo de la ponencia: “La investigacién cualitativa y el andlisis de contenido en la
educacién matematica: dificultades presentadas por los estudiantes en los
contextos de descubrimiento y justificacion en clase de matematicas”.

Evento: The Fifth International Congress of Qualitative Inquiry (Q12009).

Lugar: University of Illinois at Urbana-Champaign, Estate of lllinois, Estados Unidos.
Fecha: Mayo 20-23, 2009.

Resumen: El trabajo hace parte de la tesis de investigacion cualitativa de Maestria en

Educaciéon Matematica: “Razonamientos inductivos, deductivos y conjeturales: el

contexto de la conjetura y las pruebas matematicas en el aula de clase” intervenida
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en contextos de aula en grupos de estudiantes de dos poblaciones distintas: uno a nivel
de Educacion media y otro trabajado en seccionales de la Universidad de Antioquia.

La investigacion consiste en realizar un analisis de contenido de los registros escritos
presentados por los estudiantes en contextos de justificacion y descubrimiento
matematico en la clase. El marco tedrico retoma las teorias de Ensefianza para la
comprension (Harvard University), teorias de las pruebas de Nicolas Balacheff y las

teorias del descubrimiento en matematicas de Imre Lakatos.

Titulo de la ponencia: “La comprensién y la investigacion cualitativa en la

educacion matemética: Los razonamientos inductivos, deductivos y conjeturales”.

Evento: The Fifth International Congress of Qualitative Inquiry (Q12009).

Lugar: University of Illinois at Urbana-Champaign, Estate of lllinois, Estados Unidos.

Fecha: Mayo 20-23, 2009.

Resumen: Este articulo pretende responder a la pregunta: ¢Qué comprende el
estudiante de acuerdo a los contenidos, propdésitos, praxis y comunicacion desarrollados
en la intervencion de la investigacion cualitativa: La comprension de los razonamientos
inductivos, deductivos y conjeturales: el contexto de justificacion y descubrimiento en la
clase de matematicas?, para ello se presenta cada una de las dimensiones de la
comprensién segun el Marco de Harvard University y posteriormente se hace un analisis
de lo recolectado durante la investigacion y que implicaciones tienen éstas en los

procesos de conjetura y de prueba en la clase de matematicas.

Titulo del Taller: “La comprension en el razonamiento inductivo, deductivo y
conjetural en la clase de matematicas”. “las conjeturas y pruebas matematicas en

el aula de clase”.

Evento: VI encuentro de Ensefianza de las ciencias y las matemaéticas.
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Lugar: Medellin, Universidad de Antioquia.

Palabras claves: Razonamiento, comprension, induccion, deduccion, abduccion,
conjetura temporal, conjetura omnitemporal, contraejemplo localizado, contraejemplo

total, casos particulares, generalizacion, reglas de inferencia, enunciados.

Resumen: “El presente articulo resefia las dificultades que los estudiantes han tenido en
sus razonamientos en la clase de matematicas y en algunos conceptos geomeétricos,
inmersos en los nameros poligonales; asi como también las apreciaciones frente al
trabajo realizado durante este semestre en el Instituto Tecnolégico Metropolitano.
Finalmente como docente de matematicas y con el propésito de contribuir al
mejoramiento, se expresan sugerencias a los docentes de matematicas como estrategias

de ensefianza y aprendizaje para sus clases.

[RAZONAMIENTOS LOGICOS MATEMATICOS]

pueden ser;

ABDUCTIVOS

|
en los cuales se realizan:

H CONJETURAS, INDICIOS H INFERENCIAS A PARTIR DE PREMISAS Y ‘

INDUCTIVOS

DEDUCTIVOS

GENERALIZACIONES A PARTIR DE
CASOS PARTICULARES

por medio de: clasificadas en:

EMPLEANDO LAS REGLAS DE INFERENCIA

por medio de:

' |
INDUCCIONES MATEMATICAS | | CONJETURA| | CONJETURA .
COMPLETAS E INCOMPLETAS | | TEMPORAL | (OMNITEMPORAL ‘ PREMISAS- CONCLUSION ‘

|
construyendo:

[REGLAS DE FORMACION J

llustracién 39: Mapa conceptual referente a los razonamientos inductivos, deductivos y conjeturales

e Titulo de la ponencia: “Dificultades en la comprension de la demostracion

matematica a dos columnas en los primeros anos de universidad”.
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Evento: XlIl Encuentro Escuela Regional de Matematicas (ERM)

Lugar: Universidad Tecnoldgica de Pereira.

Fecha: Septiembre 11 al 15 de 2006.

Palabras clave: Proposicion, método inductivo deductivo, pedagogia para la compresion,

demostracion.

Resumen: Esta ponencia pretende divulgar los avances de una investigacion de
intervencién de aproximacion didactica en el aula, que explora la ensefianza y el
aprendizaje de la demostracion de teoremas matematicos, en la escritura de afirmacion-
razon o a dos columnas, en los primeros afios de universidad. Se tienen en cuenta las
experiencias vividas por los ponentes con los estudiantes del curso Pensamiento
Matemético 1V, de la Licenciatura en Basica con énfasis en Matematicas de la Facultad
de Educacion de la Universidad de Antioquia. Este trabajo parte de los estudios que han
realizado algunos investigadores en este tépico, entre ellos Patricio G. Herbst (Michigan
State University), Nicolas Balacheff (Laboratorie Leibniz, Grenoble, France) y Yasuchiro
Sekuguchi (Yamaguchi University, Japon). ElI marco tedrico que fundamenta esta
investigacion es la Pedagogia de la Ensefianza para la Comprension, particularmente se
tienen en cuenta las cuatro dimensiones de la comprension (contenido, método, praxis y

comunicacion).
Direccion en la Web:

ciencias.udea.edu.co/documentos/reacreditacion2/anexos/Anexo%2050.../Ponencias%20

grupo%20Educacion%20Matematicas.doc

B.2. CAPITULOS DE LIBRO

Nombre del capitulo: “Razonamientos matematicos inductivos y deductivos”.

Nombre del libro: Razonamiento Légico, Razono y actué con légica.
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Paginas del libro: 9 ala 37.

ISBN: 978-958-714-176-4.

Editorial: Universidad de Antioquia-Direccién de Regionalizacion.

Resumen: muchos estudiantes cuando piensan en légica matematica se imaginan una serie
de numeros, simbolos griegos y problemas sin solucidon. Pero lo que poco se conoce es que
la l6gica es una disciplina que se practica diariamente. Se emplea la l6gica cada vez que se
analiza la veracidad de una afirmacion, se descubre cuando una actividad es posible o
imposible de ejecutar, se elige entre varias opciones la acertada para llevar a cabo una
accion o cuando se comprende que para aprobar un examen el procedimiento indicado es

estudiar con anterioridad.

La l6gica se aplica en las ciencias exactas y naturales como la fisica, la quimica, la ingenieria
y la biologia para demostrar hipétesis, aplicar teorias y realizar experimentos. En las
ciencias sociales y humanas como la psicologia, la filosofia, el derecho y las ciencias de la
comunicacién para interpretar la realidad de nuestro entorno, refutar o reafirmar argumentos;
o para analizar formular y ejecutar investigaciones de caracter social. La aplicaciéon de la

I6gica en la ciencia y en la vida diaria es determinante.

Este capitulo pretende proporcionar algunos conceptos basicos sobre la l6gica matematica,
instrumentos necesarios para el analisis de situaciones hipotéticas, premisas, tesis y
relaciones causa-efecto, para la diferenciacion entre razonamientos validos e invalidos y para

la comprensién de la estructura logica sintactica de los enunciados.
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Anexo C

ANEXO C: GLOSARIO DE PALABRAS

stas son algunas de las palabras empleadas a lo largo de este trabajo de
investigacion en referencia a conceptos mateméticos.

ADJUNCION: regla de inferencia que permite a cualquier otra premisa agregar otra premisa

a ésta, por medio del conectivo logico disyuntivo “0”.

BICONDICIONAL: proposicion compuesta que adopta la estructura légica sintactica. “si y

solo si”

CALCULO SOBRE LOS ENUNCIADOS: Pruebas que se fundamentan en definiciones o en

propiedades caracteristicas explicitas.

CAMPO CONCEPTUAL: Es un conjunto de definiciones de un mismo concepto en diferentes
textos y en grados diferentes.

CONDICION NECESARIA: esta asociada al condicional.
CONDICION SUFICIENTE: condicion asociada al condicional.

CONDICIONAL: proposicion compuesta que adopta la estructura légica sintactica: “si...

entonces...”
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CONECTIVO LOGICO: particula monaria o binaria que puede ser la negacion o de enlace
como la conjuncién, la disyuncion, el condicional y el bicondicional. Algunos textos de logica
consideran como conectivos primitivos la negacion y la disyuncidon ya que los demas

conectivos pueden definirse en base a éstos.

CONJETURA: es un enunciado ldgico el cual esta en algin momento con factibilidad de ser
probado su veracidad o falsedad dentro de una teoria matematica. Proposicion no

demostrada rigurosamente.

CONJUNCION: proposicion compuesta que adopta la estructura sintactica: “....y...

CONTRADICCION: proposicién siempre falsa.

CONTRARRECIPROCO: proposicion equivalente a la proposicion condicional. Si la
proposicién condicional es P entonces Q, el contrarreciproco de ésta sera: no Q entonces no
P.

DEDUCTIVO: procedimiento l6gico que permite derivar premisas de otras por medio de

reglas de inferencia.

DEFINICION: Discurso o texto que aclara o fija el resultado de una palabra.
DEMOSTRACION: Centrada en una serie de enunciados que se organizan siguiendo un
conjunto bien definido de reglas, lo que caracteriza a las demostraciones como género del

discurso estrictamente codificado.

DIAGRAMA DE VENN: curvas cerradas que se emplean para delimitar los elementos de un

conjunto.

”

DISYUNCION: proposicién compuesta que adopta la estructura sintactica: “... o...
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ECONOMIA DE LA LOGICA: Es el ahorro en el proceso de la demostracién haciendo uso

de las propiedades y reglas que mantienen la validez del proceso.

EJEMPLO GENERICO: Consiste en la explicacion de razones de validez de una asercion
para la validacion de operaciones o trasformaciones de un objeto, en calidad de

representante caracteristico de determinada clase.

EMPIRICISMO INGENUO: Consiste en asegurar la validez de un enunciado después de

haberlo vertiendo en algunos casos particulares

EQUIVALENCIA LOGICA: es una proposicion que tiene los mismos valores de verdad en su
tabla que otra. Ademas una equivalencia l6gica si se hace el bicondicional con su
proposicién equivalente, la tabla de verdad de la proposicién bicondicional correspondera en

todas su filas a valores verdaderos.

ESQUEMA SEMANTICO: la semantica tiene que ver con los contextos que representa un

cierto simbolo, son las significaciones.

ESQUEMA SINTACTICO: es la estructura esquelética base de enunciados, es la forma

interna de la semantica.

EXPERIENCIA CRUCIAL: Proceso que consiste en verificar una proposicion de un caso

para el cual no se asume que si es valido ahora entonces funcionara siempre.

EXPERIENCIA MENTAL: Se centra en la accion interiorizandola y separandola de su
ejecucién sobre una representante en particular. Se desarrolla en una temporalidad
anecdotica, pero las operaciones y relaciones que inician la prueba nunca estan designadas
por supuesto en practica, las operaciones y las relaciones que sirven de preludio nunca son

escogidas por el resultado de su puesta en practica.

EXPLICACION: Esta situada al nivel del locutor. El establece y garantiza la validez de una

proposicién, se arraiga en sus conocimientos y en lo que constituye su racionalidad, es decir

268



sus propias reglas de decision de la verdad, en el momento que aparece la explicacion en el
discurso, esta pretende hacer inteligible a los espectadores la verdad de la proposicion ya
adquirida por el locutor, la base de la explicacién es esencialmente la lengua natural.

FUNDAMENTOS ENDOGENOS: Criterios que surgen a partir de la experimentacion para

fundamentar las conjeturas.

FUNDAMENTOS EXOGENOS: Referencias y conocimientos reconocidos culturalmente.
IMPLICACION: es cuando un condicional adopta un valor de verdad verdadero.

INDUCTIVO: procedimiento en el cual se deduce conclusiones generales a partir de casos
particulares. Es frecuente en matematicas emplear el principio de induccion mateméatica

completa e incompleta.

INFERENCIA CONJUNTIVA O CONJUNCION: regla de inferencia que permite en un

razonamiento enlazar dos hipoétesis con el conectivo logico conjuntivo: “y”.

INFERENCIA: razonamiento que se realiza a partir de unas premisas 0 hipétesis

determinadas y validado por una regla l6gica.

INTERACCION SOCIAL: Es el motor de los procesos de validacion.

LOGICA: rama de la matematica que estudia los enunciados légicos sus valores de verdad y

la validez de las deducciones a partir de los criterios de validacion.
MODUS PONENDO PONENS: regla de inferencia que dice que si se tienen como premisas

un condicional y el antecedente de dicho condicional, entonces se puede concluir el

consecuente de dicho condicional.
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MODUS TOLLENDO PONENS: regla de inferencia que dice que si se tienen como premisas
un condicional y el antecedente de dicho condicional, entonces se puede concluir el
consecuente de dicho condicional.

MODUS TOLLENDO TOLLENS: regla de inferencia que dice que si se tienen como
premisas un condicional y la negacion del consecuente de éste, entonces se puede concluir

la negacion del antecedente de dicho condicional.

PREMISA: hipétesis.

PROCESO DE VALIDACION: Actividad intelectual que tiene como fin asegurar la validez de

una proposicion, y eventualmente producir una explicacién, una prueba o una demostracion.

PROPOSICION ATOMICA: proposicién en la que no aparece ningin conectivo 6gico ni

ninguna negacion.

PROPOSICION MOLECULAR: proposicion en la que aparecen proposiciones atémicas

enlazadas por conectivos légicos.

PROPOSICION: enunciado del cual podemos afirmar de que es verdadero o falso, pero no

ambas valores en simultaneo.

PRUEBA PRAGMATICA: Se denomina a las pruebas que recurren a la accién o la

ostension.

PRUEBA: Cuando una explicacion es reconocida y aceptada, conviene para disefarla
disponer de un término que permite marcar su distincion del sujeto locutor; se selecciona el
termino Prueba. EIl paso de la explicacion a la prueba hace referencia a un proceso social
por el cual un discurso que asegure la validez de una proposicion cambia de posicion siendo
aceptada por una comunidad. Esta posicion no es definitiva; con el tiempo evolucionar
simultdneamente con el avance de los saberes en los cuales se apoya, por otro lado, una

prueba puede ser aceptada por una comunidad y rechazada por otra.
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PRUEBAS INTELECTUALES: Son aquellas pruebas que se paran de la accion, y se apoyan

en formulaciones de las propiedades en juego y sus relaciones.
RAZONAMIENTO: Segun Balacheff la palabra razonamiento se utilizan para designar la
actividad intelectual no completamente explicita, que se ocupa de la manipulacién de la

informacion dicha o adquirida, para producir una nueva informacion.

TABLA DE VERDAD: registro por columnas vy filas de posibles valores de verdad de una

proposicion.

TAUTOLOGIA: proposicién siempre verdadera.

TESIS: conclusion.

VALIDEZ: palabra empleada para aprobar que todos los pasos de un razonamiento l6égico no

advierten inconsistencias ya sea de tipo l6gico o semantico.

VALOR DE VERDAD: se le define a una proposicion logica y éste puede ser verdadero 6

falso en la légica bivalente.
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