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Resumen

En este reporte de investigacion se presenta el disefio e implementaciéon de una
propuesta didactica de aproximacion al concepto de funcién lineal, tomando como
referentes conceptuales la nocion de variacion, el proceso de modelacion
matematica y los registros semiodticos de representacion. Dicha propuesta fue
desarrollada con estudiantes de grado 10 del Instituto Tecnolégico Metropolitano
ITM de la ciudad de Medellin.

En su desarrollo se muestra como el concepto de funcion lineal puede
interpretarse como un modelo matematico que atrapa la variacién y el cambio de
magnitudes a través de los diferentes registros de representacién propuestos:
grafico, tabular, simbdlico y lenguaje natural. En particular, se entiende la
modelacion como un proceso que incluye la actividad cognitiva de conversion
entre el lenguaje natural y el registro simbdlico algebraico, registros principales,

apoyada en el registro grafico y tabular, entendidos como registros auxiliares.

De esta forma se observa la necesidad de abordar otros objetos propios del
Algebra tales como el concepto de ecuacién, algunos elementos del calculo,
funciones cuadraticas y polindbmicas en general, desde una perspectiva

variacional.



INTRODUCCION

La Educacion Matematica se ha ido consolidando como disciplina cientifica en los
ultimos afnos, y se ha convertido en un sector muy productivo en el campo de la
educacion, debido a las multiples investigaciones que se han desarrollado a nivel
nacional e internacional. En nuestro pais, cada vez mas, se siente la necesidad de
que esta disciplina se siga desarrollando debido a los nuevos requerimientos que
se han venido proponiendo en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.
Una de las propuestas mas relevantes en los ultimos afios se observa en los
Lineamientos y Estandares Curriculares establecidos por el Ministerio de
Educacion Nacional, en los cuales, se propone que la ensefianza de las
matematicas debe apuntar al desarrollo de cinco tipos de pensamiento, a saber:
numérico, meétrico, espacial, aleatorio y variacional. Este trabajo se enmarca
precisamente en este ultimo, pues pretende aportar elementos a la consolidacion
conceptual de lo que se llama “pensamiento variacional” y aplicar dicha teoria, en
la construccidén de uno de los conceptos matematicos mas importantes del algebra
y el analisis matematico, como lo es “el concepto de funcion lineal”. Ademas se ha
tomado la modelacion matematica como una herramienta didactica para la
construccion de este concepto, lo cual implica realizar un estudio minucioso de los

llamados sistemas semiéticos de representacion asociados a dicho constructo.

Con dicha propuesta pretendemos mostrar como los registros de representacion
semioéticos permiten el estudio, la sistematizacion, la objetivacion y la comprension
del concepto de funcion, considerado como modelo matematico; dichos registros
adquieren mayor importancia cuando se piensan desde el punto de vista
variacional, como herramienta en el proceso de modelacion. Esto muestra, de
acuerdo con Duval (2004), que el uso de un solo registro de representacion no
permite la comprension del objeto matematico (funcion), pues de las dos

actividades cognitivas principales: tratamiento y conversién, la segunda es la que



proporciona la toma de conciencia de las caracteristicas del objeto, lo que implica

minimo dos registros diferentes de representacion.

Para lograr este propodsito se desarrollé una investigacidn que se reporta en el
presente informe. El documento consta basicamente de cuatro -capitulos
claramente diferenciados, cada uno de los cuales se fue consolidando en el

desarrollo de las indagaciones.

El primer capitulo, denominado “ASPECTOS GENERALES”, hace una
presentacion del problema de investigacion y muestra como el concepto de
funcion lineal ha sido objeto de estudio de muchas investigaciones en las ultimas
décadas, por sus valiosos aportes a la construccién de modelos de fendmenos de
variacion y cambio en las diferentes ciencias. De igual manera, muestra la
pertinencia que tiene nuestro trabajo con miras a mejorar los resultados obtenidos
por los estudiantes en diferentes pruebas externas como lo son las pruebas
TIMSS vy las pruebas SABER".

El segundo capitulo, “ELEMENTOS TEORICOS”, describe la ingenieria didactica
como la metodologia de investigacion adoptada; de la misma manera se
presentan las posturas tedricas que la sustentan, a saber: un analisis historico
epistemoldgico que muestra la importancia que tuvo la nocién de variacién y
cambio en la consolidacién del concepto de funcién; la modelacion como el
proceso de investigacion matematica y sus consecuentes valores didacticos en el
desarrollo del pensamiento matematico; y la teoria de los registros de
representacion semiodtica que hacen posible la construccion de los modelos
matematicos, y permite las actividades cognitivas de tratamiento y conversion para

la objetivacion y comunicacion de los objetos matematicos.

! Evaluacion de la Educacion Basica Colombiana.



En el capitulo numero tres, “DISENO EXPERIMENTAL” se presentan los criterios
de construccién y analisis de las situaciones disefiadas para la experiencia, tanto
de diagndéstico como de intervencion; ademas se presentan los analisis a priori de

las mismas.

Finalmente, en el capitulo cuatro: “RESULTADOS Y CONCLUSIONES”, se
describen los resultados obtenidos en la aplicacidén de las anteriores situaciones y
se hacen sus respectivas interpretaciones con el fin de validar las hipdtesis de
trabajo y la pertinencia de la estrategia planteada en la solucion del problema.
Adicionalmente se elaboran las respectivas conclusiones y se sugieren algunas

ideas para futuras investigaciones.



1. ASPECTOS GENERALES

1.1 JUSTIFICACION
1.1.1 EL CONCEPTO DE FUNCION EN LA ENSENANZA MATEMATICA

En este apartado nos dedicaremos a analizar algunas investigaciones que se han
hecho con respecto al concepto de funcion, tanto a nivel internacional como

nacional, con el fin de establecer un punto de partida la investigacion.

e Panorama internacional

El concepto de funcion es uno de los referentes mas importantes de las
matematicas, por ser una herramienta fundamental en la modelacién de
fendmenos de variacion y cambio. Esto explica que en las ultimas décadas se
hayan realizado gran variedad de investigaciones a proposito de su compresion y
desarrollo en el curriculo escolar. Al respecto Ruiz H (1998, 59-76) realiza una
clasificacion de las principales investigaciones en torno a la nocion de funcién y las

presenta de la siguiente manera:

1. Investigaciones de epistemologia genética sobre el desarrollo de estadios:
en esta categoria se agrupan los trabajos de Piaget, Grize y Szeminska
(1968), Vollrat (1986)

2. Investigaciones basadas en analisis historicos y epistemologicos:
Sierpinska (1989, 1992), René de Cotret (1985, 1988).

3. Investigaciones basadas en la creacién de modelos tedricos: en este grupo
se pueden incluir los trabajos de Vinner y Tall (1981) y Vinner y Dreyfus
(1989) sobre imagen y definicion. De igual manera, a este grupo pertenecen
los trabajos de Sfard (1989, 1991,1992), Dubinski y Harel (1992), entre

otros, que muestran la dualidad entre la concepcién operacional y la



estructural de los conceptos matematicos. Por ultimo, se incluyen los
trabajos de Tall y Bakar (1992) sobre los llamados prototipos mentales.
4. Investigaciones sobre los diferentes componentes de una funcion:
a. Aprendizaje de los conceptos previos: Maryanskii (1979).
b. Determinacién de estadios de aprendizaje de las diferentes
componentes y representaciones: Thomas (1975), Markovits, Eylon
y Brukheimer (1986).
c. Aprendizaje de los diferentes componentes y representaciones:
Dreyfus y Eisemberg (1982), Guzman (1989).
d. Interpretacion de graficas. Bell y Janvier (1981) y Javier (1987).

Adicional a la anterior clasificacion descrita por Ruiz Higueras, se puede incluir
una quinta categoria (Camargo, 2005) que no necesariamente es excluyente de
las demas, y que intenta mostrar la importancia del proceso de modelacion de los

fendmenos de variacion y cambio en la construccidén del concepto de funcion.

Por las caracteristicas de nuestro trabajo centraremos la atencién en esta ultima
categoria; obviamente sin excluir resultados de otras investigaciones no

resefiadas por la autora, que pudieren aportar a nuestro estudio.
Los aportes de Anna Sierpinska (1992)
Esta investigadora utiliza el concepto de obstaculo epistemologico, que

introdujeron Bachelard y Brousseau?, para establecer algunas caracteristicas que

deben tenerse en cuenta en la didactica de algunos conceptos matematicos.

% La nocién de obstaculo epistemolégico o cognitivo fue introducida por Bachelard (1984/1962) en su obra la
formation du sprit scientifique, en ella nos dice: cuando buscamos las condiciones psicologicas de los
procesos de las ciencias llegamos pronto a la conviccion de que es en términos de obstdculo como es preciso
exponer el problema del conocimiento cientifico... se conoce contra un conocimiento anterior , destruyendo
conocimientos mal hechos, superandolos Bachelard, 1983 p 15 citado por Ruiz 1988 p 27.
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Uno de los aportes mas importantes radica en sus argumentos historicos para
justificar que los estudiantes en el aula de clase deberian interesarse mas por la
variacion y la busqueda de relaciones, que por el trabajo con definiciones y
ejemplos prototipo. Afirma que la ensefanza de las funciones deben aparecer
primero como modelo de relaciones, como herramienta para la descripcion y la
prediccion, analogo a como se presentd en la historia. Por la misma via, esta
investigadora describe 19 actos de comprension asociados a la nocion de funcion,
los cuales se mencionan a continuacion, que hemos clasificado, ademas, de
acuerdo con sus caracteristicas, bajo las denominaciones enumeradas con

romanos:

l. Actos de comprension relacionados con la percepcién de la variacion.
1. La identificacion de cambios en el mundo circundante como un problema
practico de resolver.
2. La identificacion de regularidades en las relaciones entre cambios es un
medio de tratar los cambios.

3. Laidentificacién de los sujetos de cambio en el estudio de los cambios.

.  Actos de comprension asociados al reconocimiento e interpretacion de
algunos elementos de la funcién.

4. La discriminacion entre dos modos de pensamiento matematico: uno en
términos de cantidades conocidas y desconocidas, y otro en términos de
variables y constantes.

Discriminacién entre las variables dependiente e independiente.
Generalizacién y sintesis de la nocion de numero.

Discriminacion entre numero y cantidad.

® N o o

Generalizacién del concepto de variable.

[ll.  Actos de comprension asociados a las caracteristicas del concepto como tal

y a su relacioén con otros conceptos.
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9. Sintesis entre el concepto de ley y el concepto de funcion; en particular la
toma de conciencia del posible uso de funciones en la modelaciéon de
relaciones entre magnitudes fisicas y otras.

10.Discriminacién entre una funcion y las herramientas analiticas que algunas
veces se utilizan para describir su ley.

11.Discriminacién entre definicidn matematica y descripciones del objeto.

12.Sintesis del concepto general de funcion como objeto.

13.Discriminacion entre los conceptos de funcion y relacion.

14. Discriminacién entre los conceptos de funcién y sucesion.

15. Discriminacion entre las nociones relacionales y causales.

IV. Actos de compresibn que hacen referencia a los sistemas de
representacion de las funciones:
16.Discriminacion entre coordenadas de un punto en una curva y los
segmentos lineales como cumpliendo una funcion para la curva
17.Discriminacion entre las diferentes formas de representacion de una funcién
y las funciones mismas.
18.Sintesis de las diferentes formas de expresar las funciones, representar las

funciones y las funciones mismas.

V. Un ultimo acto de comprensién asociado al papel, uso y valor cultural de las
funciones:
19.Sintesis de los papeles de la nocidn de funcion y causa en la historia de la
ciencia: toma de conciencia del hecho que las investigaciones funcionales y
causales son ambas expresiones del esfuerzo humano para comprender y

explicar los cambios en el mundo.
La investigadora presenta adicionalmente algunos obstaculos epistemoldgicos que

se presentan en la adquisicién de la nocién de funcion; en particular se resaltan

aquellos que tienen que ver con la naturaleza variacional de la funcion:

12



1. Las matematicas no se dedican a problemas practicos.

2. Las técnicas usadas en la produccion de tablas de relaciones no numeéricas
no son un objeto adecuado de estudio en matematicas.

3. Observar los cambios como un fenbmeno, tomando el foco de atencién en

como las cosas cambian, ignorando qué cambia.

Aportes de René Cotret y Anna Sfard.

En este mismo sentido, Ruiz Higueras afirma que René de Cotret (1985, 1989) se
baso en la evolucién historica del concepto de funcién para proponer un trabajo en
el cual la idea de variable dependiente seria la base del concepto de funcién.
Afirma también que para comenzar la ensefianza de este concepto es muy
importante conservar la nocién de dependencia entre cantidades, la cual a su vez
requiere de la idea de variacion. De este modo, dicha dependencia permitira a los
estudiantes acceder a un primer concepto de funcién, estrechamente ligado a

fenédbmenos reales conocidos.

Sfard (1991) presenta un trabajo titulado “On the dual nature of mathematical
conceptions: Reflections on proceses and objects as different sides of the same
coin”; en el cual realiza un analisis de diferentes definiciones de algunos
conceptos matematicos, entre ellos el concepto de funcién, para mostrar que es
posible tener dos tipos de interpretaciones de los mismos, a saber, una
interpretacion operacional y una estructural: la primera esta vinculada con una
interpretacion del concepto matematico como un proceso, y la segunda lo concibe

como un objeto. Afirma que aunque estas dos interpretaciones parecen ser

13



ostensiblemente incompatibles, son de hecho complementarias (una “cosa” es

proceso y objeto a la vez).

Sfard realiza un rastreo histérico que, empalmado con la teoria de esquema
cognitivo, le permite argumentar la idea de que la concepcién operacional es, para
la mayoria de las personas, el primer paso en la adquisicion de un concepto

matematico.

Para la autora ver un concepto matematico como un objeto significa ser capaz de
referirse a él como si fuera una cosa real (una estructura estatica que existe en
alguna parte en el espacio o el tiempo). También significa ser capaz de reconocer
la idea “de un vistazo” y manipularla como una totalidad, sin necesidad de entrar
en detalles. En contraste con ello, interpretar un concepto como proceso implica
considerarlo no como una entidad actual, sino como una entidad potencial que
llega a existir bajo el cumplimiento de una secuencia de acciones. De esta forma,
mientras la interpretacion estructural es estatica, instantanea e integrada, la

concepcion operacional es dinamica, secuencial y detallada.

Al respecto, en nuestra investigacion se considera que la nocion de funcion, vista
como herramienta fundamental para modelar fenébmenos de variacion y cambio,

esta inscrita en una interpretacion operacional de este concepto.

En sus investigaciones Sfard introduce el término “reificacion” como un
movimiento ontoldgico: una habilidad repentina para ver algo familiar en una luz
totalmente nueva. Asi, la reificacion es un salto de un proceso que se solidifica en
un objeto, en una estructura estatica. Varias representaciones del concepto llegan
a ser unificadas semanticamente por este constructo puramente imaginario y
abstracto. En sintesis, la reificacion se da en la transicion de la concepcion de un

proceso a un objeto matematico.
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Los resefados son algunos de los trabajos mas conocidos en el ambito de la
investigacion sobre el concepto de funcion; en ellos se observa una preocupacion
por hacer énfasis en la importancia de los procesos de variacion en la

consolidacion de dicho concepto.

¢ Panorama Nacional

En Colombia también es posible identificar algunos estudios dedicados al
desarrollo del concepto de funcion y su relacion con el pensamiento variacional.
Entre los trabajos que mayor nivel de divulgacién han tenido se puede resaltar: la
implementacion de las calculadoras graficas en la ensefianza de los conceptos de
precalculo, aspectos relacionados con la funcion cuadratica en la formacion de
docentes y otros tipos de produccion de los investigadores de “Una Empresa

"3 de la Universidad de los Andes. Por otro lado las reflexiones en torno al

Docente
concepto de funcién lineal y algunos conceptos de precalculo de algunos

investigadores de la Universidad Pedagdgica Nacional.
Estudios de “Una Empresa Docente”

Entre sus trabajos de investigacion relacionados con el concepto de funcion se
pueden rescatar: “Hacia la reconstruccidon del conocimiento matematico y didactico
de los profesores de basica secundaria y media en torno al pensamiento
variacional” y “El analisis del contenido matematico como herramienta para la
construccion de modelos pedagdgicos: el caso de la funcidn cuadratica™,
desarrollados en el ano 1998. Este ultimo proyecto surgié de varias experiencias

que los investigadores Gémez y Carulla tuvieron en programas de formacion

3 “Una empresa docente” era una dependencia de la Universidad de los Andes dedicada a la investigacién en
educacion matematica, en la que participaron investigadores como: Pedro Gémez, Edgar Guacaneme, Luis
Andrade, entre otros estudiosos de este campo.

* Informacion extraida el 5 febrero, 2005 de :
http://ued.uniandes.edu.co/servidor/ued/proyectos/CuadraticasIDEP/Default.html
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permanente de profesores de matematicas. En estos programas se utilizaron los
mapas conceptuales, los sistemas de representacion y el analisis didactico como
herramientas didacticas, cuya utilizacion por parte de los profesores tuvo como
propésito hacerlos mas conscientes de la complejidad del contenido matematico a
ensefar, de la complejidad del proceso de aprendizaje de ese contenido

matematico y de la complejidad del proceso de ensefanza.

Uno de los aportes mas representativos de este trabajo fue la diferenciacion entre
los términos “funcién cuadratica” y “cuestiéon cuadratica”. El primero impone la
vision funcional del objeto en cuestion, mientras que el segundo permite ampliar el
objeto de estudio a aquello en lo que se involucra el proceso de “elevar al
cuadrado”. Desde esta perspectiva, la cuestion cuadratica aparece en multiples
ocasiones en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas escolares. No
obstante, este objeto matematico asume una presencia clara cuando se trata la
ecuacion cuadratica y la problematica de su resolucidn. Alli aparece uno de los

temas clasicos de las matematicas de la secundaria: la fébrmula cuadratica.

Este trabajo conté adicionalmente con un analisis de los sistemas de
representacion considerados relevantes para la descripcion de la funcidn
cuadratica, a saber: simbdlico, grafico, geométrico, numérico y verbal. En el
sistema de representacion simbdlico se encontraron cuatro formas simbdlicas
(estandar, candnica, multiplicativa y de foco); cada una de estas formas involucra,
segun los investigadores, una serie de parametros que determinan caracteristicas
particulares de la funcion. Los parametros se encuentran relacionados entre si. La
cuestion cuadratica, y en particular los conceptos y procedimientos relacionados
con la ecuacioén cuadratica, aparecen en una de las formas simbdlicas. Todas las
caracteristicas graficas de la funciébn cuadratica encuentran obviamente su

expresion en el sistema de representacién simbdlico.

16



Una de las principales conclusiones del trabajo es que existe una relacién entre la
manera como se sugiere que se debe ensefar el tema en los libros de texto y los
documentos oficiales, por un lado, y las concepciones de los profesores sobre el
tema, por el otro; concluyeron, aunque con poca informacion para sustentarlo, que
es de esperarse que las concepciones de los estudiantes sigan una linea similar a
la descrita con los profesores. En caso de que esta afirmacion fuera valida, se
puede inferir que los estudiantes estan construyendo un conocimiento parcial de la

funcién cuadratica.

De igual manera, Carulla y Gomez pudieron concluir que la ensefanza de la
funcion cuadratica en las matematicas escolares se lleva a cabo desde una vision
principalmente simbdlica y procedimental, que gira alrededor de las técnicas para
la resolucion de la ecuacion cuadratica; que contempla esencialmente la forma
estandar; que utiliza el sistema de representacion numérico como puente entre el
sistema de representacion simbdlico y el sistema de representacion grafico; que
identifica algunos de los elementos de la grafica, pero no estudia la parabola como
construccion geométrica; que se restringe a unos pocos fenbmenos que pueden
ser modelados con la ecuacion cuadratica; y que, por las razones anteriores, no

establece conexiones entre los diferentes sistemas de representacion.

Trabajos sobre el concepto de Funciéon y el Pensamiento Variacional de la

Universidad Pedagégica Nacional

Se pueden identificar dos trabajos asociados al concepto de funcion:

El primero de ellos es la investigacion “Elementos para construir una didactica de
la funcion” de Garcia G; Serrano C; y Espitia L. (1997). Este proyecto intenté dar
respuesta a dos problemas que caracterizan la educacion matematica: la teoria y
la practica. Adicionalmente se formuld una teoria de la didactica de los conceptos

de funcion lineal y cuadratica. A nivel tedrico, esta investigacion recoge los

17



conceptos de transposicion didactica de Chevallard y, a nivel practico, diseno
unidades didacticas que acogieron, en primera instancia, la hipdtesis del
aprendizaje constructivista, desde el cual se reconoce que el estudiante posee
conocimientos previos, y en segunda instancia, presupuestos de una teoria de
aprendizaje coherente para la organizacion de redes conceptuales que orientan la

ensenfanza.

El segundo trabajo, titulado: “Una Didactica del pensamiento variacional”, se
encuentra en Camargo y Guzman (2005). En éste se asume el concepto de
pendiente como un elemento principal en la comprensién del concepto de funcién
lineal debido a su estrecha relacion con algunos elementos del calculo como son
la razdn de cambio y la derivada. Ademas, incluye un estudio de los principales
libros de texto que se usan actualmente en el Pais, detectando en ellos un vacio
en lo que respecta a la conceptualizacidén de la pendiente como razén de cambio y
como base previa para el concepto de derivada. Dedicaron su trabajo a responder
la pregunta ¢ qué tipo de situaciones problematicas permiten a los estudiantes de
grado noveno comprender las relaciones entre la pendiente y la razén de cambio?
Para responder esta pregunta diseharon, experimentaron y validaron una
propuesta didactica para los estudiantes de grado noveno, que les permitiera
identificar algunas vias de acceso a la comprension de las relaciones entre los

conceptos anteriormente mencionados.

Dicho trabajo permitié concluir a los autores que:

- Los analisis historicos epistemolégicos de los conceptos
matematicos a ensefar son fundamentales para los educadores en
matematicas.

- La organizacion de la matematica no ha sido quizas la mas acertada
y posiblemente existan mejores formas de construir redes

conceptuales que eviten la segmentacion de temas del curriculo.
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- Es importante el desarrollo de propuestas curriculares en las cuales
se vinculen los diferentes sistemas de representacion, de tal manera

que se propicie establecer relaciones entre los conceptos trabajados.

Su propuesta didactica se valida en el sentido que los resultados son positivos,
pues los estudiantes poseen, de una manera intuitiva, algunas nociones de
variacion como por ejemplo: cambio, rapidez de cambio, variacion de la rapidez de
cambio... lo cual les permite acceder a la identificacidn de caracteristicas mas
globales de las funciones como son: maximos, minimos, cambios bruscos.
Resaltan también la necesidad de fortalecer algunas habilidades en los
estudiantes para poder enfrentar las situaciones de la propuesta con mayor grado
de satisfaccion. Las habilidades a las que las autoras hacen referencia en este

aspecto son:

(i) Una conceptualizacion mejor estructurada de la razon de cambio que
permita verla como entidad conceptual completa, (ii) un acercamiento a la
funcién desde una perspectiva de dependencia para que se supere la idea
de ésta como un conjunto de pares ordenados independientes unos de
otros, (iii) una nocion estructurada de pendiente, por lo menos desde un
peffil algebraico, operativo o geométrico y (iv) un manejo apropiado de la

sintaxis correspondiente al algebra de funciones.

Con base en los estudios anteriores se puede inferir que la comprension de la
nociéon de funcién es un campo problematico que sugiere un trabajo donde se
requiere de diversos factores, entre ellos: (i) un reconocimiento de los principales
obstaculos epistemolégicos a los cuales se ve enfrentado un estudiante cuando
inicia sus estudios a cerca del concepto de funcién, (ii) tener presente la
importancia que dicho concepto representa para la modelacién de fenébmenos de
variacion y el papel que desempenaron estos fendmenos en la construccion y

posterior formalizacion del concepto de funcion.
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Todos estos factores deben ser tenidos en cuenta por los maestros e
investigadores que pretenden buscar un camino en la construccién del concepto

de funcion.

1.1.2 LOS RESULTADOS DE PRUEBAS EXTERNAS

En la actualidad la Educacion Matematica en nuestro pais cuenta con diversos
aspectos para la reflexion en torno al curriculo de esta area, la mayoria de ellos
son producto de los resultados arrojados por las diferentes pruebas que se han
venido implementando; entre ellas se rescatan: EI Examen de Estado para el
ingreso a la educacion superior, las Pruebas Saber orientadas a los estudiantes de
la basica, y las pruebas TIMSS (Tercer Estudio Internacional de Matematicas vy

Ciencias).

Al hacer un analisis de los resultados obtenidos en estas pruebas se observa que
algo esta pasando entre el curriculo propuesto y el logrado, pues tanto en las
Pruebas Saber como en las Pruebas TIMSS, los resultados estuvieron muy por
debajo del rendimiento promedio esperado. En las pruebas saber, por ejemplo, se
detectd que en general los estudiantes no alcanzan los niveles superiores, el D
(relaciones no directas en problemas no rutinarios simples) para basica primaria y
los E, F (relaciones no directas en problemas no rutinarios complejos) para basica

secundaria.

Esto quiere decir que los estudiantes colombianos presentan dificultades para
resolver problemas no-rutinarios y/o complejos; problemas en los que no hay
datos estructurados de tal manera que se puedan resolver directamente; se les
dificulta descubrir relaciones no explicitas que les posibiliten establecer estrategias
para la busqueda de soluciones, y por ende, se les dificulta establecer relaciones

formales indirectas en problemas matematicos complejos.
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e Pruebas TIMSS®

En las pruebas TIMSS se encontrdé que no existe un area, ni un tema considerado
en las areas tematicas, ni un tipo de desempeno, ni en un subtipo de desempernio,
en cuyo contexto el rendimiento promedio de los estudiantes nacionales sea mas
alto que el rendimiento promedio correspondiente de los estudiantes
internacionales, o siquiera cercano, pese a la similitud de los -curriculos

propuestos.

En los resultados de las pruebas TIMSS se puede observar, que el rendimiento de
los estudiantes de octavo grado es superior a los de séptimo, tanto a nivel
nacional como a nivel internacional. Este desfase se mantiene a través de todas
las areas tematicas y los tipos de desempefio; sin embargo es en el area tematica
Algebra es dénde se agudiza. Se observa ademas, que los rendimientos de las
areas tematicas que tienen que ver con la medicion y la proporcionalidad son
particularmente criticas, lo que implica unas areas de mayor atencion por parte de

las autoridades en educacion matematica del Pais.

El analisis de los resultados de desempefio muestra que dos de los procesos
fundamentales en el desarrollo del pensamiento matematico, como son los de
razonamiento matematico y comunicaciéon, que aparecen basicamente en las
preguntas de las areas tematicas algebra y medicion respectivamente, se han

caracterizado como particularmente criticos.

En Colombia tan solo el 3% del area tematica Algebra es apropiada para los
estudiantes de séptimo y tan solo el 10% para los estudiantes de octavo, muy por
debajo de los resultados internacionales que son del 38% para séptimo y 69%
para octavo. Esto muestra que mas de la mitad de las preguntas que para los

estudiantes colombianos de octavo son dificiles para los estudiantes

> Thrid International Mathematics and Science Study
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internacionales son faciles. A nivel del desempenfo, el estudio muestra que los
estudiantes colombianos tienen un rendimiento deficiente cuando requieren la
identificacién de patrones en arreglos numéricos, presentados en tablas, parejas
ordenadas o situaciones problemas expresadas en forma verbal. Ademas
resuelven problemas si el modelo de representacion de éste sugiere la solucién,
pero su rendimiento es deficiente si la resolucién del problema implica tanto la
expresion de la informacidén en un modelo algebraico, como un método de solucion
de éste. Esto quiere decir que tienen dificultad al pasar de una situacion problema
expresada en forma verbal o en tabla a otro modo de representacién, algebraica
por ejemplo, y se agudiza la situacion cuando la solucion no es directa o involucra

varias operaciones o relaciones.

Por otro lado, en el area tematica Medicidbn se observa que, los estudiantes
colombianos se desempefian bien leyendo en una escala el resultado de una
medicion cuando la lectura es exacta y directa, pero el desempeio es precario
cuando la lectura o la interpretacion se hace menos directa y supone un proceso
de estimacién y redondeo. Ademas, no estan familiarizados con estrategias
basicas de descomposicion de figuras en figuras mas simples, para facilitar el
calculo de volumenes, areas o perimetros. Adicionalmente parece que hay
confusiones entre estos conceptos, sobre todo entre area y perimetro, asi como

entre cuadrado y rectangulo.

Con respeto al area tematica Proporcionalidad, las pruebas TIMSS muestran que
una alta porcion de los estudiantes responden deficientemente a la mayoria de las
preguntas que involucran razonamiento con el concepto de proporcionalidad, y por
lo tanto, el desempeio en cuanto a la resolucion de problemas y el razonamiento

matematico basados en el concepto de proporcionalidad es muy critico.

En Jultimas, segun las pruebas TIMSS, la educacién matematica que los

estudiantes de basica primaria y secundaria estan recibiendo en Colombia, no les
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permite comprender, representar y relacionar la informacion ofrecida en las
diferentes situaciones problema que se les presenta. Los conocimientos
matematicos que han logrado construir, y las destrezas de calculo de las que
hacen uso no son pertinentes para las estrategias de solucion y estimacion que
deben utilizar en la complejidad de los problemas que tienen que abordar
cotidianamente; en particular, cuando estos problemas involucran elementos

conceptuales de algebra, medida y proporcionalidad.

e Pruebas Saber:

Las Pruebas Saber, por tener un caracter local, permiten realizar comparaciones
internas desde los niveles de logros cognitivos y procedimentales planteados y
alcanzados, asi como los factores asociados a dichos logros. Estas
comparaciones son importantes, en la medida que apoyan las acciones futuras
que se deben realizar en pro de disminuir la brecha observada entre el curriculo
propuesto; el curriculo desarrollado y el curriculo logrado. Por tal motivo, es

indiscutible la importancia que tiene el analisis de sus resultados para este trabajo.

Para realizar dicho analisis, es menester caracterizar la prueba desde el marco
tedrico que la determina. Es decir, ;Qué evaluan las Pruebas Saber? y ¢Como
estan disefiadas?, muy en particular, es interesante conocer qué dicen del
pensamiento variacional. Centraremos nuestra atencion analizando las pruebas en
Ciencias Naturales 2003 y las de Matematicas del 2002, debido a que en ellas

podemos encontrar informacion relevante para esta investigacion.
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o Analisis Pruebas Saber en Ciencias Naturales®

Las pruebas de ciencias naturales realizadas en el afo 2003 tuvieron como
propésito fundamental evaluar las competencias que desarrollaron los estudiantes
de los grados 5° y 9° durante su proceso de formacion cientifica. Mediante esta
prueba se determiné si los estudiantes se han apropiado, a partir de su
experiencia cotidiana y de su experiencia en la escuela, de ciertas nociones,
conceptos y procedimientos basicos de las ciencias. Para ello se incluy6 una serie
de situaciones problema de diferentes niveles de complejidad, ante las cuales se
esperaba que los estudiantes realizaran interpretaciones graficas, clasificaciones,
secuenciaciones, valoracién de evidencias, predicciones, planteamiento de
hipétesis e identificacion y relacion de variables, integrando y vinculando las

nociones y conceptos que han construido sobre las ciencias.

Dependiendo del tipo de situaciones que los estudiantes pudieron resolver se
ubicaron en uno de los tres niveles de logro que se han definido para cada grado
evaluado. Cada nivel estuvo conformado por un grupo de preguntas que se
diferencian de las de otros niveles por las exigencias, en cuanto a competencias y
conceptos que se requieren para contestarlas acertadamente. Asi por ejemplo,
mientras una pregunta del nivel mas bajo puede requerir el establecimiento de una
relacion directa entre una estructura y su funcién; una de nivel mas alto, puede
exigir el establecimiento de multiples relaciones entre diferentes estructuras y una

misma funcion.

En el caso particular de este trabajo de investigacién, se hace importante
determinar las caracteristicas de algunas preguntas en las cuales interviene el
concepto de funcidbn a través de sus diferentes representaciones y las

competencias de los estudiantes para interpretar y manipular variables.

% Informacion extraida el 13 de Febrero, 2005 de:
http://200.14.205.40:8080/portalicfes/home_2/rec/arc_546.pdf
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Para ello se centrara la atencién en los tres niveles de competencia superiores
que se establecieron para los estudiantes de grado 9°, que se clasifican como D, E

y F, las cuales se caracterizan a continuacion:

D: Las situaciones exigen realizar contrastes, clasificaciones, inferencias vy
relaciones logicas a partir de interacciones y cambios que se presentan en los

seres vivos y la materia.

E: Las situaciones exigen realizar predicciones, relaciones con mas de una
variable y descripciones de graficas o esquemas a partir de procesos de los

sistemas biologicos, fisicos y quimicos.

F: Contrastan predicciones, proponen conclusiones, discriminan y ponderan
diferentes variables a partir de procesos de los sistemas bioldgicos, fisicos y

quimicos.

Como se puede inferir, para que un estudiante llegue a ser clasificado en estos
niveles de competencia no sélo requiere tener cierto grado de comprension de los
conceptos de las ciencias naturales, sino también, haber desarrollado cierto tipo
de habilidades referentes al pensamiento variacional: en cuanto a la comprension
de la nocién de variable y sus diversas representaciones, el establecimiento de
regularidades y la formulaciéon de hipotesis y conjeturas a través de graficos

cartesianos.
En la Tabla N° 1 se muestra una clasificacion de algunas de las preguntas

incluidas en las pruebas de Ciencias Naturales, junto con las caracteristicas del

concepto de funcién y del pensamiento variacional que en ellas se requiere.
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Grupo Caracteristica Preguntas

1 Preguntas que hacen referencia a una|6,9, 10, 11,18
interpretacion “global” de los graficos cartesianos
2 Preguntas que requieren de la identificacion y|17, 19, 20, 23, 24

manipulacién de variables presentadas en forma
verbal o pictérica

3 Preguntas que hacen referencia a la identificacion | 3, 11, 12, 22
de regularidades y propiedades mediante una tabla
de valores

TABLA 1: CLASIFICACION DE PREGUNTAS DE LAS PRUEBAS SABER EN CIENCIAS
NATURALES.

o Pruebas Saber en Matematicas 2002

Caracteristicas de la prueba:

La educacion matematica en Colombia ha pasado por varias reformas,
dependiendo del momento histérico y politico que se esté atravesando. En la
actualidad, se concibe a la matematica como una construccién social, donde sus
conceptos estan en permanente evolucion, y su historia y epistemologia son
determinantes desde el punto de vista pedagdgico. En este sentido, se ha
cambiado de una educacion matematica pensada unicamente para intentar dar
acceso rapido a las matematicas cientificas, de investigacién, paradigma de la
verdad absoluta; a una educacién matematica que, ademas de los anteriores
valores, potencie la formacion un ciudadano que participe de los procesos

sociales, politicos y culturales.

Esta nueva mirada ha obligado a reestructurar la escuela y redimensiona la forma
de hacer matematica en el aula. El profesor ha pasado de ser un transmisor de
conocimientos a asumir un papel de orientador, facilitador, acompafante; y el
estudiante ha pasado a ser productor y constructor de matematicas, a partir del
sentido y significado que le dé en las diversas situaciones que requieran su uso.
En otras palabras, el estudiante ha pasado de ser un repetidor de formulas vy

definiciones, a desarrollar procesos cognitivos fundamentales en el que hacer
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matematico, tales como la construccion de objetos matematicos, planteamiento y
resolucion de problemas, comunicacion de ideas matematicas y razonamientos

coherentes.

En este nuevo orden se enmarca el término “competencia”: referido a lo que el
estudiante es capaz de hacer con los objetos (matematicos). Esta competencia
esta ligada al uso con significado y comprensioén profunda de los conocimientos
que se posee en la tarea de formular y solucionar problemas, y en el analisis e
interpretacion de situaciones variadas. En este orden, se puede decir que un
estudiante es competente en matematicas, en la medida que esta en la capacidad
de dar sentido al conocimiento matematico en contextos diferentes y con altos
niveles de pertinencia y no simplemente si muestra destreza para operar y repetir
procedimientos o usar mecanicamente simbolos del lenguaje matematico. Este
saber-hacer implica que el estudiante ponga en juego tres aspectos que estan
integrados y que configuran la competencia como tal: e/ conocimiento matematico,
la comunicacion y las situaciones problema. Asi, para poder dar cuenta de la
competencia de un estudiante, es necesario, que al enfrentarse a una situacion
problema logre matematizarla, modelandola a partir de las diferentes relaciones

que establezca entre los conceptos que le subyacen.

Por lo tanto, un desarrollo curricular consecuente con las anteriores ideas debe
estar centrado en: el planteamiento y solucién de problemas en diversos contextos
cotidianos, de otras areas y de la misma matematica; en el uso con significado del
lenguaje matematico; en la modelacién de situaciones; en la interpretacion de
diversas representaciones y en el desarrollo del pensamiento matematico. Estas
pretensiones formativas del area de matematicas toman forma en los lineamientos
curriculares y estandares basicos de matematicas. Por tal motivo, es sobre la base
de los anteriores documentos que se presentan las pruebas saber, con el
propésito de determinar los niveles de logros cognitivos de las competencias

matematicas de los estudiantes en la educacion basica, y a través del enfoque de
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formulacion y resolucibn de problemas matematicos como estrategia de

evaluacion.

Estos niveles de logro tienen dos caracteristicas: son jerarquicos e inclusivos; esto
quiere decir que tienen un nivel creciente de complejidad, y ademas, alcanzar un
nivel de logro implica haber superado los inmediatamente anteriores. Estan
divididos en tres niveles (B, C y D) para los grados 3° y 5° y cuatro (C, D, Ey F)

para los grados 7°y 9°.

El pensamiento variacional en las pruebas SABER:

Desde el punto de vista del conocimiento matematico, se establecen cuatro
tépicos a evaluar: Aritmética, Geometria y Medicién, Estadistica y Probabilidad, y
Algebra, que en términos de los Lineamientos Curriculares estan determinados
por: Pensamiento numérico y Sistemas numeéricos, Pensamiento espacial y
sistemas geométricos, Pensamiento aleatorio y sistemas de datos, y Pensamiento
variacional y Sistemas algebraicos y analiticos. Es importante destacar que el
componente de Pensamiento métrico y sistemas de medidas se propone como eje

trasversal de los demas pensamientos.

Es de gran interés para nosotros indagar por las preguntas y los resultados
obtenidos en lo que respecta a Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y
analiticos; debido que es a partir de estos analisis de resultados que podemos
evidenciar las debilidades que los estudiantes tienen con respecto al concepto de

funcién.
El area tematica algebra, la mas directamente relacionada con el pensamiento

variacional y los sistemas algebraicos y analiticos, s6lo aparece de forma explicita

en el grado 9° esto parece dar sentido a la marcada inclinacion en el numero de
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preguntas dirigidas a dicha area (de las 35 en total, 19" estan dirigidas al algebra).
Sin embargo, es importante observar, que en los instrumentos aplicados en los
otros grados, inclusive en las pruebas de ciencias naturales®, como ya se
menciond, se encuentra una serie de preguntas® directamente relacionadas con
algunas caracteristicas del pensamiento variacional y que, aunque no requieran de
las herramientas algebraicas para su solucion, si necesitan hacer uso de algunas
de las raices del pensamiento algebraico, como son los elementos propios del
razonamiento proporcional, de las estructuras multiplicativas y aditivas y del
analisis de variaciones y correlaciones. Estas preguntas estan catalogadas por el

ICFES'® como pertenecientes a otra area tematica.

Desde el punto de vista de los niveles de complejidad, las preguntas que
consideramos tienen relacién con el pensamiento variacional, estan distribuidas de

acuerdo con la siguiente tabla:

Grado Preguntas Preguntas Pregunta Pregunta
Nivel d tercero Quinto Séptimo Noveno!
complejidad

B 20

C 12,14 22,23 6, 20, 21,23,26 |7,9, 12,22, 31, 32

D 17, 18, 20 11, 14,15, 18 3,9 6, 10, 13, 14, 26, 33

E 8,19 8, 15, 20, 24

F 27 11, 21, 25

TABLA 2: PREGUNTAS RELACIONADAS CON EL PENSAMIENTO VARIACIONAL SEGUN EL
GRADO Y EL NIVEL DE COMPLEJIDAD

"Las preguntas 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 31, 32, 33 (el documento original
donde aparecen las preguntas, puede ser consultado en la pagina web oficial del ICFES
http://www.icfes.gov.co )

¥ las preguntas 6, 9, 10, 17, 18, 19, 22, 26, 27.

% en 3° las preguntas 12, 14, 17, 18, 20, en 5° las preguntas 11, 14, 15, 18, 20, 22, 23, y en 7° las preguntas 3,
5,6,8,9,19,20,21, 23, 26, 27.

' Instituto Colombiano para el Fomento de la Educacion Superior.

' Algunas de estas preguntas son catalogadas por el ICFES en el area tematica diferentes al algebra, pero
nosotros, considerando el papel preponderante que juega el pensamiento variacional en su solucion, las
catalogamos en el area tematica algebra.
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En la prueba de 3° se puede apreciar en preguntas como 12, 14 y 18, al igual que
en las preguntas 20, 21 23 del grado quinto, que la respuesta depende del uso de
nociones relativas a la covariacion, en tanto que una cantidad de magnitud
depende de otras y cuya dependencia requiere ser cuantificada. En las preguntas
17 y 20 del grado tercero y 11, 14, 15 y 18 del grado quinto, por ser de alto nivel
requieren del uso de informacion implicita en su solucion y aunque pretenden
evaluar el conocimiento aritmético, tendrian la posibilidad de ser abordadas a
través de nociones variacionales, pues basicamente son problemas de
proporcionalidad directa o multiplicaciones, y por tanto, es importante explicitar la
unidad de medida y los factores de conversion que permiten pasar de una

magnitud a otra. Es decir, pueden ser pensadas desde el punto de vista funcional.

En el grado séptimo las preguntas 3, 6, 8, 9 y 27 son preguntas centradas en
algun aspecto particular de la nocién de porcentaje y de comparacion por medio
de ella. Esto a la luz de nuestro interés, permite afirmar que, aunque este
concepto generalmente se hace pertenecer al campo de lo aritmético, las
preguntas pueden pensarse desde un punto de vista variacional, puesto que este
tipo de problema se redimensiona cuando se piensan a través del razonamiento
proporcional y los porcentajes como un caso particular de este concepto genérico.
Las preguntas 19, 20, 21 y 23 requieren, de manera mas explicita el uso con
sentido de algun registro de representacion para determinar la variacién y la
correlacion entre dos cantidades de magnitud, en particular, es importante
observar que la pregunta 19 requiere de la lectura e interpretacion de un registro
grafico para obtener informacion. La pregunta 26 indaga por el reconocimiento del
significado de una letra como numero generalizado, aspecto muy importante

desde el punto de vista algebraico.

Como ya se menciond, en grado noveno se logra apreciar la marcada inclinaciéon

que tiene el area tematica algebra en la prueba. En estas se indaga por la lectura
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e interpretacion que los estudiantes hacen de la informacién presentada en
diferentes registros de representacion, en forma grafica cartesiana, simbdlica y
tabular. Se indaga, ademas, por la conversion del lenguaje natural al registro
simbalico. Hay preguntas dirigidas al reconocimiento de patrones de regularidad a
través de relaciones funcionales y el tratamiento de informaciéon presentada en
registro simbdlico. Es muy importante observar que es la nocion de variacion la
que prima en las situaciones presentadas, solo las preguntas 7 y 22 se refieren a

contextos puramente algoritmicos.

Las preguntas 8, 15, 20, 24, 11, 21, 25 que, aparecen clasificados en los niveles
de logros E y F, es decir catalogadas como de mayor dificultad, demandan de
analisis variacionales mas finos que requieren de nociones de modelacion y del

uso de varios registros de representacion.

La siguiente grafica muestra que para los niveles de logro E y F del grado noveno
los estudiantes del Departamento de Antioquia y en particular de Medellin,
comparados con el resto del pais, se encuentran muy por debajo de lo esperado
(la tabla N° 3 muestra los resultados esperados). Se puede observar que en el
nivel C lo esperado es el 95% de aceptacidén y lo obtenido esta por debajo del
80%. Lo esperado en el nivel D es el 75% y lo logrado esta muy por debajo del
50%. En el nivel E y F es mas dramatica la situacion, donde lo esperado es el 55%

y 35% respectivamente y lo alcanzado no supera el 15%.
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Porcentaje que alcanza o supera un nivel de logro en

Mateméticas
Grado Noveno
100

50 -

0
Nvel D Nivel E Nvel F
[m1.cocovma 7345 253 a7 127
[m22nmocun 712 313 10,07 177
[manvepaN 7674 %37 1206 223

GRAFICO 1: QUE COMPARA EL PROMEDIO DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS EN
COLOMBIA, EL DEPARTAMENTO DE ANTIOQUIA Y MEDELLIN PARA EL GRADO NOVENO

Grado | Nivel B | Nivel C | Nivel D | Nivel E | Nivel F
9° - 95 75 55 35
TABLA 3: PORCENTAJES ESPERADOS DE ESTUDIANTES EN CADA NIVEL DE LOGRO DEL

GRADO NOVENO EN MATEMATICAS

Estos bajos rendimientos pueden darse por variadas causas, particularmente se
puede considerar: por un lado, que los estudiantes no tienen herramientas
suficientes que les permita abordar los problemas desde un punto de vista
variacional y/o algebraico, es decir, la permanencia en una forma de razonamiento
puramente aritmético, lo que les hace considerar que todo problema, sea
aritmético o no, tiene solucién numérica y por tanto unica; esto puede convertirse
en obstaculo para pensar las soluciones generalizadas. Y por otro lado, por la
poca costumbre que tienen de enfrentarse a situaciones de modelacion
matematica, asumiendo a ésta como proceso fundamental de pensamiento

matematico.
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Lo anterior se puede observar en preguntas como 20, 24 y 25 de la prueba

realizada al grado noveno'%:

“Luis pintd un mural que tiene 760 cm de perimetro; sus medidas se

muestran en la siguiente figura.”

20 - La expresion asociada al largo del mural: 2x - 40, se puede interpretar como:

A. el largo tiene 40 cm menos que el doble de su ancho
B el largo excede en 40 cm al valor del ancho

C. el ancho al cuadrado, menos 40 cm, es igual al largo
D 40 cm menos dos veces el ancho es el valor del largo

Responde las preguntas 24 y 25 teniendo en cuenta la siguiente informacion

Anualmente en Bellavista se realiza un torneo intercolegiado de baloncesto,
en el cual cada equipo juega solo una vez contra todos los demas. La

puntuacion se hara de la siguiente manera:

e Cada equipo recibe 2 puntos por el primer partido ganado.

e Después del primer partido cada vez que gane, duplica el puntaje que lleva
acumulado.

e Si pierde o empata un partido no acumula puntos.

"2 Documento extraido el 7 de marzo, 2005 de http:/www.icfes.gov.co. Igualmente todas las instituciones
educativas que participaron de la prueba tienen el documento con las preguntas realizadas.
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24 - Un equipo que ha ganado 5 partidos y ha perdido dos, tiene una

puntuacion de:

A. 5 puntos

B. 10 puntos
C. 16 puntos
D. 32 puntos

25 - Si en 1999, el equipo campedn gand todos sus partidos y obtuvo un

puntaje de 1.024 puntos, ¢, cuantos partidos gano?

El éxito en la pregunta 20 esta determinado por la comprension que se tenga de la
letra x, no como un numero, sino como una variable que representa cualquier
medida de una longitud, “ancho” en el caso particular, y que a su vez, determina la
medida de la longitud largo (2x - 40), a través de una relacion funcional.
Adicionalmente requiere generar actividad cognitiva de conversion que le permita
al estudiante interpretar una expresion presentada en registro simbdlico en
lenguaje natural, cosa que no siempre es posible ni mucho menos inmediato. En
este sentido, la mayoria de los datos y las relaciones entre las variables son

implicitas y por tanto requieren de un buen manejo conceptual del estudiante.

Con respecto a la pregunta 24, la principal dificultad radica en la determinacién de
las magnitudes cognitivamente pertinentes y la coordinacion de dichas magnitudes
para construir el modelo funcional que relacione las magnitudes “puntos
acumulados” y “partidos ganados” y validar dicho modelo en la situacion particular.
Para responder bien la pregunta 25 es menester usar el modelo funcional como un
objeto matematico y plantear una ecuacion, que para el caso particular es
exponencial de base dos; esto ultimo le da un grado de mayor dificultad, pues en
general las instituciones dicen no alcanzar a trabajar este tipo de funciones, por

considerar mas importantes las polinomicas de grado no mayor a dos. Se espera
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entonces, que en la pregunta 25, el porcentaje de estudiantes que respondan

correctamente sea menor que en la 20 y la 24.

El nivel de dificultad de las preguntas analizadas se refleja en las respuestas de

los estudiantes, las cuales se muestran en la siguiente tabla 4:

Pregunta 20 Clave A
Antioquia Medellin Plantel (1.T.M)*
A. 23,86 % A. 21,41% A. 24,49%
B. 26.96% B. 26,01% B. 10,2%
C. 18,48% C. 19,36% C. 22,45%
D. 30,15% D. 32,76% D. 38,78%
Pregunta 24 Clave B

Departamento Municipio Plantel (I.T.M.)*
A. 20,78 % A. 20,94% A. 36,73%

B. 27.04% B. 26,77% B. 18,37%

C. 32,19% C. 32,82% C. 18,37%

D. 18,48% D. 18,24% D. 18,37%
Pregunta 25 Clave C

Departamento Municipio Plantel (1.T.M.)*
A. 42,99 % A. 46,70% A. 51,02%

B. 35.87% B. 32,42% B. 24,49%
C. 10,35% C. 9,69% C. 10,20%
D. 9,29% D. 9,42% D. 8,16%

TABLA 4: RESULTADOS EN PRUEBAS SABER ANO 2002

* Programa de Educacion Formal para Adultos del I.T.M (Medellin); en esta

institucion se realizé el trabajo de campo.
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Con los analisis anteriores se pretende mostrar que en las escuelas colombianas
aun permanecen muchas dificultades dilucidadas en investigaciones, vya
resefladas en éste y en otros trabajos, propias del algebra escolar. Ademas, es
importante resaltar que los resultados obtenidos en las pruebas Saber 2002,
muestran fehacientemente que la propuesta presentada en los lineamientos
curriculares aun no ha trascendido los limites de lo tedrico, ha llegado muy
timidamente a las escuelas y, por tanto, consecuentes con dicha situacién, es muy
dificil obtener los resultados esperados. Con respecto a lo algebraico, una
propuesta de aproximacidon a sus elementos desde una perspectiva del
pensamiento variacional, como la de los Lineamientos Curriculares, reforzada en
los Estandares Basicos de Calidad (2003), plantea la necesidad de comenzar el
estudio del algebra desde los primeros afios de escolaridad, y convalida la
necesidad y pertinencia de experiencias de investigacion como la asumida en el

presente proyecto.

Es aqui donde se situa esta investigacidon; se enmarca en el desarrollo de una
propuesta didactica que dinamice las ideas del pensamiento variacional plasmado
en los Lineamientos Curriculares colombianos de matematica, tomando como
base los ejes conductores propuestos en los estandares curriculares del afio 2003,
tal como lo consideramos en la Tabla 5 de la seccién 2.3. Puntualmente
proponemos una aproximacion didactica al concepto de funcidn lineal partiendo
del concepto de razdén de cambio y variacion de magnitudes, que garantice los
procesos fundamentales en matematicas como son: formulacion y resolucion de
problemas, comunicacion, razonamiento, modelacion, comparacion y ejercitacion

de procedimientos y algoritmos°.

13 Estos son los procesos propuestos por los lineamientos curriculares de matematicas MEN 1998.
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1.2 PROBLEMA

Como ya se menciono, en las escuelas colombianas permanecen dificultades
propias del algebra escolar; en particular conceptos como: variable, constante,
parametro, relacion de igualdad en sus diferentes significados, traduccion de un
problema dado en lenguaje natural al lenguaje simbolico algebraico, ecuacion,
férmula, funcién, entre otros propios del algebra, no han tenido sentido apropiado
ni como objeto matematico, ni como herramienta para el desarrollo del
pensamiento matematico, salvo unicamente con el objetivo de la solucion de
ecuaciones (generalmente algebraicas) y consecuentemente, desde esta
perspectiva, lo fundamental en el algebra escolar, ha sido el privilegio de técnicas

algoritmicas para solucionarlas.

En el caso particular del concepto de funcion se ha hecho evidente que las
actuales estrategias de su ensefianza son insuficientes para lograr que los
estudiantes reconozcan, en este concepto, una herramienta fundamental en la
modelacién de fendmenos que implican variacién y cambio de magnitudes. De
igual manera no es claro como los conceptos de proporcion y variacion se

convierten en una ruta para comprender dicho concepto.

Con base en lo anterior, este trabajo de investigacién se enmarca en el desarrollo
de una propuesta didactica de aproximacion al concepto de funcién lineal, desde
la perspectiva del pensamiento variacional plasmado en los Lineamientos vy

estandares Curriculares de Matematica colombianos™.

Por tanto el problema de investigacion se plantea en los siguientes términos:

' Ver tabla 4 del apartado 2.3
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Indagar por el papel del proceso de modelaciéon matematica
como herramienta didactica de aproximacion al concepto de
funciéon lineal, a partir de Ila actividad cognitiva de
conversién’® de situaciones presentadas en el registro del
lenguaje natural a un registro simboélico matematico.

La actividad cognitiva conversidén estd mediada por la nocion de variacién y, por
tanto, el concepto de funcién se concibe como modelo matematico que atrapa la
correlacién entre dos cantidades de magnitud de la misma o de diferente

naturaleza.

De esta manera, y sin desconocer la naturaleza de los conceptos matematicos, su
organizacion estructural y el lenguaje bajo el cual se comunica, se hara la
interpretacion del concepto de funcion lineal como un modelo matematico
determinado por la nocién de variacion, permitiendo su estudio de forma
alternativa a la presentacion tradicional que tiene como nocion de base una

particular correspondencia entre los elementos de dos conjuntos

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 OBJETIVO GENERAL

Determinar caracteristicas didacticas y conceptuales de la funcion lineal, que
permita a los estudiantes de la educacién basica una aproximacion a dicho
concepto desde una perspectiva variacional, acorde con los Lineamientos y

Estandares Curriculares de matematicas

' Se entendera la actividad cognitiva de conversion segtin lo establecido por Duval (1999) como el paso de
una representacion en un registro a otra representacion del mismo objeto en otro registro
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1.3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Indagar el papel que tuvo la nocién de proporcion y variacion de
magnitudes, en la consolidacion histérica y epistemolégica del concepto
de funcién.

e Delimitar las variables fundamentales bajo las cuales los Lineamientos
Curriculares y los Estandares Basicos de Calidad proponen desarrollar
el concepto de funcion lineal en el curriculo de matematicas.

e Caracterizar la modelacion como un proceso que permite la
aproximacion al concepto de funcién lineal, como modelo matematico de
una determinada situacién o conjunto de situaciones.

e Determinar las caracteristicas de los sistemas de representacion
semidtica que intervienen en la construccion del concepto de funcién

lineal.

1.4 HIPOTESIS DE INVESTIGACION

Una aproximacion al concepto de funcion lineal desde una perspectiva
variacional, permitira a los estudiantes reconocer este concepto como una

herramienta fundamental para modelar fendmenos de variacion y cambio.

Una aproximacion al concepto de funcion lineal desde una perspectiva
variacional fomenta el desarrollo del pensamiento variacional propuesto en

los Lineamientos y Estandares Curriculares.
Si se asume como eje conceptual didactico el concepto de razén de cambio

a través de la variacion de magnitudes, el desarrollo del pensamiento

variacional sera mas significativo para el estudiante de la Educacion Basica.
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1.5 PREGUNTAS DE INVESTIGACION

¢, Cual es el papel del concepto de proporcion y de variacion de magnitudes

en la construccion del concepto de funcién lineal?

¢.Es la modelacion una via adecuada para el desarrollo del pensamiento

variacional?
¢, Cuales son los elementos didacticos que se deben tener en cuenta para el

disefio de situaciones orientadas al desarrollo del pensamiento variacional

en estudiantes de la educacién basica?
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2. ELEMENTOS TEORICOS

2.1 LA INGENIERIA DIDACTICA COMO METODOLOGIA DE INVESTIGACION

La ingenieria didactica es una metodologia de investigacién introducida en la
escuela francesa a principios de la década de los 80’s. Artigue M. (1995) afirma
que es un metodologia particularmente apropiada para estudiar la complejidad del
sistema curricular en el contexto del aula de clase. Como metodologia de
investigacion, la ingenieria didactica se caracteriza, por ser un esquema
experimental basado en las "realizaciones didacticas" en clase, es decir, se basa
en la concepcion, la realizacion, la observacion y el analisis de secuencias de
ensefianza. Tales realizaciones se componen de una secuencia de ensefianza
que disena el profesor, en muchas ocasiones en colaboracién con investigadores,
en las cuales se presentan situaciones didacticas dentro de las cuales se lleva a

cabo el aprendizaje de conceptos o el desarrollo de habilidades matematicas.

Otra de las caracteristicas propias de esta metodologia, es la forma de su
validacién que es interna basada en una comparacién entre los analisis a priori y

los analisis a posteriori. En este aspecto Artigue (1995) afirma:

La ingenieria didactica se caracteriza también, en comparacion con
otros tipos de investigacion basados en la experimentacion en clase,
por el registro en el cual se ubica y por las formas de validacion a las
que esta asociada. De hecho, las investigaciones que recurren a la
experimentacion en clase se situan por lo general dentro de un
enfoque comparativo con validaciobn externa, basada en la
comparacion de estadistica del rendimiento de grupos
experimentales y grupos control. Este no es el caso de la ingenieria
didactica que se ubica, por el contrario, en el registro de los estudios
de caso y cuya validacion es en esencia interna, basado en la
confrontacion entre el analisis a priori 'y a posteriori. (p 37).
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La ingenieria didactica tiene importancia, adicionalmente, por la diversidad de
objetivos que se puede abordar; Douady citada por Artigue M. (1995) distingue las
investigaciones que abordan el estudio de los procesos de aprendizaje de un
concepto determinado, y en particular la elaboracion de génesis artificiales para un
concepto, de aquellas que no se cifien a los contenidos; incluso también es
aplicable en investigaciones que apuntan a dominios paramatematicos'® o como la
implementacion de estrategias globales didacticas (por ejemplo la implementacion

de debates cientificos en clase).

Este proceso experimental tiene cuatro fases, a saber: la fase 1, de analisis
preliminar; la fase 2, de concepcion y analisis a priori de las situaciones didacticas
de la ingenieria; la Fase 3 de experimentacion y, finalmente, la fase 4, de analisis
a posteriori y evaluacién. A continuacién se dara una breve descripcion de cada

una de estas fases:

Fase 1: Analisis Preliminares

En una investigacion de ingenieria didactica, la fase de concepcion tiene sus
cimientos en un marco teérico didactico general, en los conocimientos didacticos
previamente adquiridos en el campo de estudio, y en un determinado numero de

analisis preliminares. Los mas frecuentes tocan:
o El analisis epistemologico de los contenidos contemplados en la ensefianza.
o El andlisis de la ensefianza tradicional y sus efectos.

o El analisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades vy

obstaculos que determinan su evolucion.

' Término es utilizado por Chevallard, (1985) en el texto: La transposition didactique y citado por Farfan,R
(1997). El término expresa que un dominio didactico es aquel donde las nociones (como parametro, ecuacion,
demostracion)| guardan un estatus de herramienta en la ensefianza, al menos en un nivel determinado, o
incluso trabajos que abordan el estudio y la aplicacion de estrategias didacticas globales
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o El analisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion

didactica efectiva.

o Y, por supuesto, todo lo anterior se realiza teniendo en cuenta los objetivos

especificos de la investigacion.

Los diferentes analisis que componen la fase 1: el analisis epistemoldgico, el
analisis de la ensefanza tradicional y sus efectos, el analisis de las concepciones
de los estudiantes y el analisis del campo de restricciones donde se va a situar la
realizacion didactica; se hacen para determinar el punto de equilibrio actual del

sistema didactico, y determinar sus posibles cambios.

Fase 2: Concepcion y Analisis a priori

En esta segunda fase, el investigador toma la decision de actuar sobre un
determinado numero de variables del sistema no fijadas por las restricciones.
Estas son las “variables de comando’ que él percibe como pertinentes con
relacion al problema estudiado. Estas variables pueden ser de caracter global
(macro-didacticas) concernientes a la organizacién global de la ingenieria y de
caracter particular (micro-didacticas o locales) concernientes a la organizacion
local de la ingenieria, es decir, la organizacion de una secuencia de situaciones.
Para el caso de este trabajo se tomaran como variables macro-didacticas, en la
construccion del concepto de funcién la nocion de variacién, el proceso de

modelacién matematica y los sistemas semiéticos de representacion.

Segun artigue (1995):

Este analisis a priori se debe concebir como un analisis de control de
significado. Esto quiere decir, de forma muy esquematica, que si la
teoria constructivista sienta el principio de la participacion del
estudiante en la construccion de sus conocimientos a través de la
interaccion con un medio determinado, la teoria de las situaciones
didacticas [introducida por G. Brousseau] que sirven de referencia a
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la metodologia de la ingenieria didactica ha pretendido desde su
origen, constituirse en una teoria de control de las relaciones entre el
significado y las situaciones. (p. 44).

Fase 3: Experimentacion

En esta Fase, se ejecutan las secuencias didacticas disefiadas y analizadas en
las fases anteriores, y se realizan observaciones de todos los elementos que

participan en las secuencias.

Fase 4: analisis a posteriori y validacion

Esta se basa en el conjunto de datos recogidos a lo largo de la experimentacién; a
saber, las observaciones realizadas de las secuencias de ensefanza, al igual que
las producciones de los estudiantes en clase o fuera de ella. Estos datos se
completan con frecuencia con otros obtenidos de la utilizacién de metodologias
externas, como cuestionarios, entrevistas individuales o en pequefios grupos,
aplicadas en distintos momentos de la ensefianza o durante su transcurso. Y,
como ya lo habiamos indicado, en la confrontacion de los dos analisis, el a priori y
a posteriori, se fundamenta en esencia la validacion de las hipdtesis formuladas en

la investigacion.

En los siguientes apartados se inicia la construccion de los analisis preliminares

segun los requerimientos de la Ingenieria didactica.

2.2 ANALISIS HISTORICO EPISTEMOLOGICO

El concepto de funcién es visto actualmente como uno de los referentes
matematicos de mayor importancia por sus multiples aportes para modelar

situaciones de las ciencias. Hogben (1970), Karlson (1961), Eves (1997), citados
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en Souza y Lanner 2003, afirman que, la esencia del pensamiento de hoy es el
concepto de funcién, o sea, el movimiento del pensamiento de hoy, se materializa
en el concepto de funcion. La funcion representa el propio movimiento de la vida.
Representa mucho de la realidad objetiva, llegando muchas veces a confundirse

con ella.

Al hacer una revision de todos los procesos, que el concepto de funcién ha
evocado, y de las aplicaciones y problemas que lo ayudaron a consolidarse hasta
llegar al estado actual, se encuentra una estrecha relacion entre este concepto y
los fendmenos de variacién y cambio, como si en todo el proceso historico la
“funcion” hubiera sido un “modelo” perfecto para representar y manejar lo referente

a la variacion. Aleksandrov et al (1981) afirma que:

El estado de reposo e inmovilidad es desconocido en la
naturaleza. Todas las cosas de la naturaleza, desde las mas
pequenas particulas hasta los cuerpos de mayor masa estan en
un estado de eterna creacion y aniquilacion, en un flujo perpetuo,
en un movimiento y cambio incesantes. En ultimo término toda
ciencia natural estudia algun aspecto de este movimiento. El
analisis [y el concepto de funcion como elemento de ella] es la
rama de la matematica que proporciona métodos para la
investigacion cuantitativa de los distintos procesos de cambio,
movimiento y dependencia de una magnitud, respecto de otras. (p.
92).

Al hacer una aproximacién histérica y epistemoldgica del papel que jugd la
variacion y el cambio en la construccién del concepto de funcién, no se puede
desconocer el papel que ha jugado el concepto de variable en relacion a la
variacion y el cambio, y, a su vez, con la funcién; ya que la variable es la esencia
de la funcion. En el concepto de funcién, la variable asume su real sentido; la
“variable realmente varia” (Lima, 1997; Souza e Diniz, 1997, citados por de Souza
y Lanner, 2003).
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LAS FUNCIONES EN LA ANTIGUEDAD

Las “funciones” han sido utilizadas, desde tiempos muy remotos; pues desde los
babilonios (5000 a. C hasta los primeros afos del cristianismo) se encuentran
registros en los cuales se evidencia que estudiaban algunos problemas que
trataban con la variaciéon continua, pero solo desde un registro tabular. Segun
Boyer (1959) en algunos de los trabajos encontrados se observan relaciones
entre la brillantez de algunos astros (por ejemplo la luna) para valores
correspondientes de un argumento (tiempo) medido a intervalos iguales y

calculaban de ahi el maximo de la funcién (intensidad).

En los griegos también es posible observar la presencia del concepto de funcion,
por ejemplo fue Demdcrito el primer matematico en calcular los volumenes de la
piramide y el cono. Boyer (1959, 21) afirma que aunque no se conoce el método
empleado para hacer estos calculos es probable que la férmula para el volumen
de la piramide la pudo haber conocido de los egipcios para luego generalizarla a
todas las piramides poligonales. El resultado para el cono podria ser entonces una
inferencia natural del resultado de hacer crecer indefinidamente el numero de

lados de un poligono regular que forme la base de la piramide.

Estos son solo dos ejemplos que ilustran el tipo de problemas que eran capaces
de resolver los matematicos de la antigliedad, son problemas que tenian presente
caracteristicas de variacion y que como tales requerian en cierto grado de un
“sentido variacional’”’’, pues de lo contrario hubiera sido imposible efectuar
operaciones y predicciones con las tablas en el primer caso, y generalizaciones,

en el segundo.

7 se entendera como sentido variacional a la comprension global que tiene una persona sobre la variacion y el
cambio junto con la habilidad para establecer inferencias y regularidades acerca de las situaciones en las
cuales interviene dicha variacion.

46



En los trabajos de Aristételes'® (384 a.C.) es posible observar la preocupacion por
explicar los fendmeno de movimiento en la naturaleza. Es asi como plantea que el
movimiento natural de los cuerpos pesados es para abajo y de los cuerpos livianos
hacia arriba, y que aquellos cuerpos que tuvieran un movimiento diferente tendrian
un movimiento violento, contrario a la naturaleza del cuerpo. De igual manera es
posible identificar en algunas de las leyes del movimiento expresiones que
intentaban dar cuenta de la interdependencia de cantidades. Estas relaciones eran
expresadas de forma retorica, asi por ejemplo: “la velocidad es inversamente

proporcional a la resistencia R, y directamente proporcional a la fuerza motriz F.

Es evidente que aunque muchos matematicos de la época estudiaron algunos
fendmenos naturales en los cuales intervenian los procesos de variacién y de
cambio, también es claro que estos procesos no lograron atrapar la atencion de
los mismos. En el caso de los griegos existia la incapacidad para responder de
forma clara a la paradojas de Zendn, lo cual, les oblig6 a abstenerse de dar a los
fenomenos de variabilidad una explicacién cuantitativa y por lo tanto alcanzaron
exiguos desarrollos conceptuales en torno al concepto de funcion y su relacién con
lo cambiante. Es quizas con base en estas limitaciones como algunos autores
(Lacasta y Pascual, 1998, 20 y Azcarate y Deulofeu, 1996, 39) afirman que
“cualquiera que hayan sido las causas y las circunstancias ideoldgicas o sociales,
el pensamiento matematico de la antigiedad no ha creado una nocion general de
variable ni de funcién”. Sin embargo, en este aspecto se insiste en la idea que en
el pensamiento de los matematicos antiguos estaba presente en cierto “sentido

variacional” segun lo observado en sus rasgos de comprension de la variacion.

Hacia la Edad Media se conocian algunas traducciones de los trabajos de
Aristoteles y Arquimedes, quienes suscitaron los estudios sobre el movimiento y el

cambio en general. En Oxford, en el Merton College, los filésofos escolasticos

'8 Extraido el 3 de mayo, 2004 de: http://www.francowo.org/fisuerj/fis10.htm#

47



consiguieron deducir una férmula de velocidad de cambio que lleva el nombre de
regla de Merton. La aparicion de las ciencias experimentales junto con la inquietud
del hombre por explicarse de qué manera suceden los cambios en los fenomenos
fisicos se convierten en los cimientos sobre los cuales se apoyaran los impulsos
hacia el siglo XIV. Una muestra de ello puede materializarse en las escuelas de
Oxford y Paris, los cuales sostienen que las matematicas son el principal
instrumento para estudiar los fendmenos naturales; estas escuelas dirigen su
atencion hacia el estudio de cualidades y formas de fendmenos muy diversos,
entre ellos: el calor, la luz, la velocidad. Segun Azcarate y Deulofeu (1996, 44) es
precisamente en el transcurso de estos estudios y al margen del valor concreto de
cada uno de ellos, donde empiezan a aparecer algunos conceptos fundamentales
como cantidad variable entendida como un grado de cualidad, velocidad
instantanea o puntal, aceleracion, todos ellos intimamente ligados al concepto de

funcién.

Es en estas escuelas donde se observa cierto cambio significativo en la
concepcion de la variacion, pues el estudio de los estos fendmenos pasa de ser
‘simples’ descripciones co-relacionales a ser fendmenos cuantificables, y asi
preparar el terreno para una nueva forma de representacion en forma geométrica.
Este hecho es observado en la calidad de los estudios de dichas escuelas pues...

(Lacasta y Pascual, 1998)

El objeto de los métodos desarrollados en Oxford era expresar los
grados en que una cualidad o forma aumentaba o disminuia
numeéricamente en relacion a una escala fijjada de antemano. Una
forma era cualquier cantidad [magnitud] o cualidad variable en la
naturaleza; por ejemplo, la luz, el calor, la velocidad, la distancia, la
densidad... La intensidad o latitud de una forma era el valor numérico
que habia que asignarle; asi, podia hablarse de la rapidez a la que la
intensidad de la velocidad o del calor cambiaba en relacion con otra
‘forma”, denominada también extension o longitud, por ejemplo el
tiempo, la longitud o la cantidad de materia. Se decia que un cambio
era uniforme cuando, como en el movimiento, se recorrian distancias
iguales en intervalos de tiempo iguales, disforme cuando, como en
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movimiento acelerado, se reconocian distancias desiguales en
intervalos de tiempo iguales. Se decia que un cambio era
uniformemente disforme cuando la aceleracién era constante, si no,
era uniformemente disforme.

Esta concepcion de la relacion entre la intensidad o latitud y la
extension o de longitud fue la que dio origen en el siglo XIV a un
nuevo método de expresar las relaciones funcionales, un meétodo
geomeétrico por medio de graficas. (p.21 - 22).

En el siguiente grafico (primera grafica funcional que se conoce) se observan los
cambios de la latitud (divisiones verticales) de los planetas respecto a la longitud

(ejes horizontales).
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GRAFICO 2 PRIMERA GRAFICA FUNCIONAL; SE CONSERVA EN
LA BIBLIOTECA REAL DE MUNICH

Es Oresme (1323 - 1382) uno de los matematicos de la época quien utiliza el
método grafico para representar las latitudes de las formas. Mediante su
aproximacion geométrica frente a los fendmenos cinematico-aritméticos, abre una

nueva via para el estudio de los fendmenos de variaciéon y cambio.
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El objetivo de Oresme era representar mediante una figura geométrica las
intensidades de una cualidad de magnitud continua que depende de otra magnitud
analoga, estas intensidades estaban representadas por segmentos. Todo esto lo
explica en su tratado De configurationibus qualitatum et motuun, en donde llega a
afirmar: “Toda cosa medible, excepto los numeros, se puede imaginar como una
forma de cantidad continua”. De donde se puede inferir que Oresme interpretaba

la nocidon de numero como algo diferente a las magnitudes. (Ruiz, 1998, p 113).

Segun Ruiz (1998, 114) Oresme, siguiendo la praxis habitual, representd la
extensio (magnitud “independiente”, extensién) por una linea horizontal e hizo la
altura de las perpendiculares proporcionales a las intensio (magnitud
“‘dependiente”, intensidad). Su propdsito era representar la cantidad de una
cualidad por medio de una figura geométrica. Afirmé que las propiedades de la

figura podrian representar propiedades intrinsecas a la misma cualidad.

Oresme clasifica los movimientos en uniformemente uniforme (el cual representa
mediante un rectangulo), uniformemente disforme' (el cual representa mediante
triangulos) y disformemente disformes (representado mediante un trapecio o una

figura geométrica con un lado curvo).

Para el caso de un cuerpo con movimiento disforme, Oresme dibujaba una curva
de velocidad — tiempo en las que los puntos de una recta horizontal representaban
los sucesivos instantes de tiempos iguales que llamé longitudes, y para cada
punto trazaba un segmento (al que llamé latitud) perpendicular a la recta
horizontal, cuya longitud representaba la velocidad en ese instante. Con
argumentos geométricos Oresme mostraba que, para un movimiento

uniformemente disforme que parte de reposo, los extremos superiores de todos

' Ruiz Higueras utiliza el término desforme para referir al término de disforme establecido por Pascual y
Lacasta.
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esos segmentos estan en una recta, y la totalidad de los segmentos velocidades
cubren el area de un triangulo rectangulo. Asi, caracteriza el movimiento donde la
velocidad cambia en forma constante con respecto al tiempo de razén constante
(Boyer, 1959,83). Las siguientes figuras ilustran las diferentes representaciones

descritas anteriormente.

o o=~ 0 o0 —o <
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GRAFICO 3: GRAFICO DE UNA VARIACION UNIFORMEMENTE UNIFORME
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GRAFICO 4 REPRESENTACION DE UNA VARIACION UNIFORMEMENTE DISFORME
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GRAFICO 5: REPRESENTACION DE UNA VARIACION DISFORMEMENTE DISFORME
LOS APORTES DE LA EDAD MODERNA (S. XV AL XVIIlI) AL CONCEPTO DE
FUNCION

En la Edad moderna los matematicos hicieron aportes significativos al concepto de

funcién; este periodo ha sido considerado por algunos autores, como el periodo
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mas fecundo para la formaciéon de dicho concepto. En este periodo se resaltan
matematicos como Galileo con su trabajo experimental, Newton y Leibnitz, con su
desarrollo del calculo infinitesimal, Viéte y Descartes con la introduccion del
lenguaje simbdlico y la geometria analitica. Cada uno, desde diferentes
perspectivas, hace sus aportes para que surjan las primeras definiciones y el

término de funcion.

Es en este periodo donde es posible observar con mayor claridad el papel que
cumplié la variacion y el cambio en la génesis y desarrollo conceptual del concepto

de funcién.

En primer lugar cabe mencionar el trabajo de Galileo (1564 - 1642) quien centrd su
atencion en los fendmenos sobre el movimiento, en su trabajo daba justificaciones
experimentales a las leyes establecidas, las cuales, pueden ser consideras como
verdaderas relaciones funcionales expresadas en palabras y en el lenguaje de las
proporciones, esto es observable en su trabajo sobre el movimiento cuando
afirma:

Los espacios descritos por un cuerpo celeste que cae desde el
reposo con un movimiento uniforme acelerado estan, unos con
respecto a otros en la relacion de los cuadrados de los intervalos
de tiempo empleados en recorrer esas distancias (...) los tiempos
de descensos a lo largo de planos inclinados de la misma altura
pero de diferentes pendientes, estan unos con respecto a otros en
relacion con las longitudes de los planos. (Lacasta y Pascual, 25).

Hasta el momento todas las formas de representar las relaciones funcionales entre
cantidades variables (¢magnitudes?) se reducian a las formas tabular, grafica o
verbal. Las representaciones simbolico-algebraicas s6lo comienzan a tener sus

raices con los trabajos de Viéte. En palabras de Lacasta y Pascual (1998):

Uno de los impulsos mas relevantes en el concepto de funcion
corresponde al siglo XVII donde el crecimiento de los calculos
matematicos, el desarrollo del algebra simbdlica y la extension del
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concepto de numero contribuyeron para que el concepto de
funcién se considerada como relaciéon entre conjuntos numéricos
mas que como cantidades (p. 24).

EL CONCEPTO DE ECUACION E INCOGNITA COMO EXPRESION SIMBOLICA.
CREACIONES INDEPENDIENTES DEL CONCEPTO DE FUNCION

Las representaciones simbdlicas de Viete sirvieron de inspiracion para que
Descartes (1596-1650) y Fermat (1601-1665) introdujeran la geometria analitica,
de esta forma surge una nueva manera de observar el concepto de incognita
(independiente del concepto de variable) asociado, en esta oportunidad, a las

ecuaciones indeterminadas f(x,y) =0, las cuales, a su vez permiten describir los

lugares geométricos que satisfacen determinadas condiciones. Este hecho es
perfectamente observable en el método empleado por Descartes para resolver

problemas; Campos (1994) describe este método asi:

... quien quiera dar la solucion a un problema, debe principiar por
suponer que ya el problema esta resuelto y dar nombre a todas
aquellas lineas, conocidas o incognitas que aparezcan utiles para
la construccion, esto es para la solucion del problema. Debe
recorrer en seguida la cuestion, una y otra vez, tratando de
establecer la dependencia de unas cantidades respecto de otras y
expresar luego tal dependencia en ecuaciones. Debe haber tantas
ecuaciones cuantas lineas incognitas hayan resultado, sino la
cuestion no esta enteramente determinada. Se resuelve el
sistema, es decir, se van comparando las ecuaciones hasta que
una linea desconocida sea expresada mediante una conocida.
Todas las cantidades incognitas podran expresarse en términos de
una conocida. (p. 293).

De esta forma, es posible afirmar que expresiones como ax=by 0 xy=bque

actualmente conocemos como funciones, fueron introducidas por Descartes y

Fermat como representaciones de familias de lineas rectas e hipérbolas
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respectivamente sin que esto signifique que se reconociera el caracter funcional

de las mismas.

En los estudios de Newton, pese a su complejidad, pueden distinguirse un buen
namero de temas centrales: desarrollos en series, tratamiento algoritmico, la
relacion inversa entre diferenciacion e integracion, la concepciéon de la variable
como expresion de un movimiento en el tiempo y la teoria de las razones primeras
y ultimas. Cabe sefalar que en su interpretacion geométrico-cinematica de los
conceptos fundamentales del analisis matematico en las que, tomando el tiempo
como argumento, analiza las variables dependientes como cantidades continuas

que poseen una determinada velocidad de cambio.

Tanto para Newton como para Leibniz, la funcién no era un objeto de estudio, sino
un instrumento implicito de anticipacion; los problemas abordados eran las
relaciones entre funcion, la derivada y la integral. Asi pues, ambos necesitan
conceptos ligados a la funcion pero no dependiesen de un valor determinado, sino
que permitieran seguir el “movimiento” de la funcién, que dado un punto pudiera
saberse lo que va a pasar con el proximo. Fue Leibniz el primero en utilizar el
término funcion, segun Lacasta y Pascual (1998, 31) esta palabra aparece por
primera vez en su escrito titulado Methodus tangetium inversa, seu de
fonctionibus. Y agrega: “El otorga a la palabra funcién el sentido corriente de
funcién de un 6rgano en un organismo, en una maquina”. La representacion de

una funcion para Leibniz era geométrica.

Hacia el afio 1698 Jean Bernouilli usa por primera vez el término funcion al
comunicar a Leibniz la solucién de un problema planteado por su hermano
Jacques. De igual manera, define por primera vez este término en un articulo

publicado sobre la solucién de problemas de isoperimetros, decia:

Se llama funcién de una magnitud variable a una cantidad compuesta de cualquier
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manera de esta magnitud variable y de constantes. (Lacasta y Pascual, 31)

Es posible observar en esta definicion la funcion como relacién de covariacion
entre magnitudes; la funcibn como relacion entre conjuntos numéricos es
posterior. Es en éste matematico donde, segun el desarrollo del calculo
infinitesimal, parecen encontrarse los primeros indicios de las funciones como

expresiones analiticas. (Lacasta y Pascual, 32)

EULER Y SUS AVANCES EN LA DEFINICION DEL CONCEPTO DE FUNCION

El desarrollo ulterior del concepto de funcién es debido a Euler (1707 - 1783),
discipulo de Bernouilli. En su Introductio in analysis infinitorum somete el concepto
de funcién a un estudio tal como era, efectivamente, utilizado en analisis matema-

tico. Segun Dhombres et al (1987), Euler define las nociones iniciales asi:

Una constante es una cantidad determinada [definida] que
conserva siempre el mismo valor. Y con respecto a las variables
agrega: Una cantidad variable es una cantidad indeterminada, o si
se prefiere, una cantidad universal que contiene todos los valores
determinados. Las cantidades variables comprenden todos los
numeros de cualquier naturaleza (positivos y negativos, enteros y
fraccionarios, racionales, trascendentes, irracionales, sin excluir el
cero ni los numeros complejos). Se utilizan las letras z, y, x efc.,
para representar los valores de las variables. (p.194).

Con respecto al concepto de funcién, Euler plantea una definicién en la cual
sustituye la palabra cantidad, que aparecia en la de su maestro Bernouilli, por
expresion analitica: Una funcion de una cantidad variable es una expresion
analitica compuesta de cualquier manera, de esta cantidad y de numeros o

cantidades constantes.

A pesar de existir las funciones en relacion con sus representaciones simbdalicas,

permanecia la concepciéon de la funcidn como herramienta que modela los
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fendmenos de variacion; esto se infiere del hecho que Euler no considera las
constantes como funciones de pleno derecho, puesto que "una funcién de una

cantidad variable es ella misma una cantidad variable"

Euler incluso permitié una aproximacion a una clasificacion de las funciones ya
que afirmaba que la principal diferencia de las funciones consistia en la
combinacion de las variables y de las cantidades constantes que las forman, de
esta forma Dhombres y otros (1987, 195) afirma que las funciones dependen de
las operaciones por las cuales las cantidades puede estar compuestas o
combinadas entre ellas, esas operaciones son la adicion y la sustraccion, la
multiplicacion y la division, la potenciacion y la radicacion y otras en relacion con la

solucién de ecuaciones...

Las definiciones dadas por Bernouilli y Euler de una funcidn como expresion
analitica, cuya forma mas general es una serie entera, fueron aceptadas por otros
matematicos de la época. Lagrange, refiriéndose a ellas en su Teoria de las
funciones analiticas, llama funcion a toda expresion del calculo. En el capitulo

primero, respecto a la notacién, escribe:

Designamos, en general, por la caracteristica f o F, colocada
delante de una variable, toda funcién de esta variable y que varia
con ella siguiendo una ley dada. Asi fx o Fx designaran una
funcion de la variable x; pero cuando se quiera designar una
funcién de una cantidad compuesta de esta variable, como, x?, a +
bx, etc., se encerrara esta cantidad entre dos paréntesis. Asi fx
designara una funcién de x, f(x?), fla + bx), etc. designaran
funciones de x? a + bx, etc.

Para senfalar una funcion de dos variables independientes como x,
y escribiremos f(x,y) y asi sucesivamente. (Lacasta y Pascual, 33).

Como ya hemos dicho, Lagrange, Euler y los principales matematicos del siglo
XVIII consideraban, sin dudar, que toda funcion del analisis matematico podia ser

representada por una serie entera.
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Entre los matematicos del siglo XVIII prevalecia la opinion de que cualquier
problema de las ciencias naturales podia resolverse por medio de la geometria
analitica y el célculo diferencial con tal que solamente se pudiera encontrar una
descripcion correcta de él. (Aleksandrov et al, 1981) Esto quizas pueda
interpretarse como “cualquier problema se puede resolver si se conoce una

funcion que lo describa en cualquiera de sus representaciones.”

EL CONCEPTO DE FUNCION COMO CORRESPONDENCIA

Segun Lacasta y Pascual (1998), Fourier a principios del siglo XIX, dedicado a
estudiar los fendbmenos del calor, comienza a desarrollar la teoria de las series
trigonométricas, en 1822 aparece la versién definitiva de la teoria analitica del
calor, en donde afirma que cualquier funcién arbitraria como la planteaba Euler

podia ser representada por una serie trigopnométrica.

Condorcet, en uno de sus textos sobre funciones analiticas aporta los primeros

cimientos para una nueva definicion de las funciones; afirma que:

Supongo que tengo un cierto numero de cantidades x, y, z, ..., F y
que para cada valor determinados x, y, z,... etc., F tiene uno o
varios valores correspondientes: yo digo que F es una funcion de
X, Y, Z.. [y agrega] en fin yo sé que cuando x, y z, estén
determinadas, F lo estara también. Incluso, cuando no se conozca
la manera de expresar F en x, y, z, ni la forma de la ecuacion entre
F yx, y, z yo sabré que F es funcion de x, y,. (Lacasta y Pascual,
42).

Y agrega de igual manera que Cauchy escribe sobre las funciones:

Cuando cantidades variables estan de tal manera ligadas entre
ellas que, estando dado el valor de una de ellas, se puede concluir
el valor de las otras, se concibe de ordinario estas diversas
cantidades expresadas por medio de una de ellas, que toma
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entonces el nombre de variable independiente; y las otras
cantidades expresadas por medio de la variable independiente son
las que se llama funciones de esta variable. (__).

De igual manera dice que el término cantidades variables incluye numeros
racionales, pero todavia no se habia elaborado una construccion rigurosa de los

numeros Reales.

Después de amplias discusiones sobre la continuidad de funciones, elaboradas
por Euler, Fourier, Cauchy, Riemann y Weierstrass aparece el matematico francés
René Baire quien introduce algunos refinamientos al concepto de funcion. Segun
Lascasta y pascual (1998) Baire en su articulo de 1899 “sobre las funciones de

variables reales” escribe:

La palabra funcion, que ha servido primitivamente para designar
las diferentes potencias de una misma cantidad, ha tomado una
significacion cada vez mas extensa hasta que Dirichlet ha dado a
esta palabra el significado que se le atribuye hoy.

Hay funcién desde que se imagina una correspondencia entre
numeros, que conviene considerar como los estados de magnitud
de una misma variable y, con otfros numeros, todos distintos, que
conviene considerar como los estados de magnitud de una misma
variable x. No nos ocupamos en esta definicion de buscar por qué
medios la correspondencia puede, efectivamente, establecerse; ni
buscamos, incluso, si es posible establecerla. La nocion de
funcion, entendida de esta manera, esta enteramente contenida
en la nocion de determinacion. En este punto de vista a aquel que
consiste en partir de ciertas funciones simples y en considerar
expresiones compuestas de estas funciones simples, reservando
la palabra funcion a la expresion asi obtenida (Baire citado en
Lacasta y Pascual, 49-50).
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EL CONCEPTO DE FUNCION EN LA ACTUALIDAD

A partir de los trabajos de Dedekind y Cantor comienza a desarrollarse la
topologia. La nocion de funcién no se limita al campo numérico, sino que se

extiende a conjuntos cualesquiera.

Con base en la definicion de Dirichlet citada anteriormente y la introduccion de la
teoria de conjuntos se constituye un nuevo nivel en el concepto de funcidon que
alcanza su maxima abstraccién con el grupo Bourbaki, quienes con un lenguaje

conjuntista proporcionaron la siguiente definicion:

Sean E y F dos conjuntos que pueden ser distintos o no. Una
relacion entre un elemento variable x de E y un elemento variable y
de F se llama una relacion funcional, si para todo x € E , existe un
unico y € F que esta relacionado con x en la relacion dada.

Damos el nombre de funcion a la operacion que de esta forma
asocia con cada elemento xe Eel elemento yeF que esta

relacionado con x en la relacion dada; llamamos a y valor de la
funcién para el elemento x, y decimos que la funcién esta
determinada por la relacion funcional dada. Dos relaciones
funcionales equivalentes determinan las mismas funciones.
(Lacasta y Pascual, 52)

De igual manera se dio la definicion mediante un subconjunto del producto

cartesiano Ex F .

Se llama funcion a la terna F =(G,X,Y)donde G, X, Y, son subconjuntos

que verifican las siguientes condiciones:

i) XxYcG

ii) para todo x € X existe un solo y e Ytal que (x,y) e G, G es la grafica

de la funcion f.
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El Unico elemento y de Y tal que (x,y)e G se llama valor de la
funcién f'en x y se utiliza para designarlo y = f(x).
Es evidente entonces que la grafica de G es el conjunto de pares de

la forma (x, f(x)) donde xe X lo que esta de acuerdo con la idea

intuitiva de funcion.
A X se le denomina conjunto de partida de f y a Y conjunto de

llegada (Lacasta y Pascual, 52 - 53).

Como se puede observar, la definicién actual de funcion aleja a este concepto de
todas las caracteristicas que estuvieron presentes en su génesis y evolucion. Esta
definicion convierte a la funcién en un objeto matematico estatico, aislado de los
fendmenos de variacion que estuvieron presente desde la antigiedad como
simples descripciones co-relacionales descritas en representaciones retéricas y
tabulares, pasando desde la comprension de fendmenos cuantificables
representadas geométricamente por Oresme hasta las definiciones
proporcionadas por Bernouilli y Euler, representadas en forma retérica, gréafica y

analitica (simbdlica).

Tradicionalmente la mayoria de los textos universitarios y muchos de Educacion
Basica presentan a los estudiantes la definicion de funcion como terna de
conjuntos, omitiendo, en la mayoria de los casos, un tratamiento via la variacion y

el cambio.

De esta manera el analisis epistemoldgico del concepto de funcion sugiere tener
presente las nociones de variacién y cambio en el disefio de situaciones para la
construccion del concepto mencionado. Algunas de estas sugerencias fueron
recogidas en los documentos base: Lineamientos Curriculares de matematicas
MEN 1998 y Estandares Basicos de calidad MEN 2003, para estructurar las ideas
que dan sentido al pensamiento variacional como alternativa a lo que comunmente

se ha denominado algebra escolar.
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A continuacion se presenta una interpretacion de dichos documentos en lo que
respecta al pensamiento variacional, y se proponen tres ejes conceptuales bajo los
cuales se considera se pueden implementar intervenciones didacticas que
posibiliten el desarrollo de dicho pensamiento en la educacion basica. Se mostrara
asi el importante papel que juega la nocion de variacion en la construccion de
sentido de los conceptos propios del algebra y como, en estos primeros niveles de
escolaridad, el concepto de funcién es fundamental para atrapar matematicamente
las relaciones de variacion y cambio y, por tanto, permite verlo como modelo

matematico de un conjunto de situaciones.

2.3 INTERPRETACION DE LOS ESTANDARES BASICOS DE CALIDAD 2003

Los Lineamientos Curriculares de Matematicas, M.E.N. (1998), proponen el
pensamiento variacional como uno de los elementos basicos para el desarrollo del
pensamiento matematico. EI Pensamiento Variacional, como su nombre lo indica,
pone su acento en el estudio sistematico de la nocion de variacién y cambio en
diferentes contextos: en las ciencias naturales y experimentales, en la vida
cotidiana y en las matematicas mismas. Desde lo matematico hay una relacion
directa con los otros pensamientos, muy especialmente con el métrico, pues el
pensamiento variacional se encarga, fundamentalmente, de la modelacién
matematica y esto requiere de la activacion constante de procesos de medicion,
elaboracion de registros y establecimiento de relaciones entre cantidades de

magnitud.

Es asi como la comprension de las situaciones provenientes de la observacion y
sistematizacién de patrones y regularidades, tanto numéricas como geométricas,
las variaciones proporcionales, las ciencias experimentales, la ingenieria y demas
areas del conocimiento que se basen en los principios del calculo diferencial,

adquieren mas sentido cuando se estructuran desde el pensamiento variacional.
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De acuerdo con los Lineamientos Curriculares MEN (1998)

(...) Un primer acercamiento en la busqueda de las interrelaciones
permite identificar algunos de los nucleos conceptuales
matematicos en los que esta involucrada la variacion (...).

(...) En los contextos de la vida practica y en los cientificos, la

variacion se encuentra en contextos de dependencia entre

variables o en contextos donde una misma cantidad varia

(conocida como medicion de la variacion absoluta o relativa).

Estos conceptos promueven en el estudiante actitudes de

observacion, registro y utilizacion del lenguaje matematico.
El estudio de los conceptos, procedimientos y métodos que involucran la variacion,
estan integrados a diferentes sistemas de representacion - graficas, tablas,
expresiones verbales, expresiones simbdlicas, formulas, ejemplos particulares y
generales — para permitir, a través de ellos, la comprensién de los conceptos
matematicos. De esta manera se hacen significativas las situaciones que
dependen del estudio sistematico de la variacion, pues se obliga a manifestar
actitudes de observacion y registro por un lado, y de tratamiento, coordinacion y

conversion por el otro.

Vasco (2003,70) aproxima una definicion del pensamiento variacional en los

siguientes términos:

El pensamiento variacional puede describirse aproximadamente
como una manera de pensar dinamica, que intenta producir
mentalmente sistemas que relacionan sus variables internas, de
tal manera que covarien en forma semejante a los patrones de
covariacion de cantidades de la misma o distintas magnitudes en
los subprocesos recortados de la realidad.

Desde esta perspectiva, el caracter formal y estatico que se le imprime a los

elementos matematicos del algebra y el calculo, se convierte en un punto de
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llegada mas que en uno de partida, a diferencia de lo que tradicionalmente se ha
hecho. Es asi como el desarrollo del pensamiento algebraico y del calculo deja de
ser exclusivo de los grados superiores (8°, 9°, 10°y 11°), de la educacién basica y
media. Se requiere entonces, intervenir el curriculo a lo largo de todo el ciclo
escolar, desde el grado 1° al 11°, tal como se propone desde los Estandares
Basicos de Matematicas (MEN, 2003), mediante el disefio de situaciones que
impliquen la observacion, el estudio y sistematizacion de patrones y regularidades,
al igual que el estudio de la dependencia en el cambio de una cantidad de

magnitud cuando se controla el cambio de otra.

Adicionalmente, el estudio del algebra escolar, al lado de los procesos de
variacion, permite construir desde temprana edad algunos elementos propios del
algebra, tales como: el concepto de variable, la relacién de igualdad en sus
multiples significados, el concepto de parametro, el concepto de ecuacion e

inecuacion, entre otros.

De esta manera se puede observar que el pensamiento variacional involucra otros
tipos de pensamiento matematico: numérico, espacial, métrico y estadistico. Esto,
al menos por dos razones: de un lado, su estudio como parte de un proceso en
busca de una version cada vez mas general y abstracta del conocimiento implica
identificar estructuras invariantes en medio de la variacién y cambio; y de otro
lado, todos ellos ofrecen herramientas para modelar situaciones a través de las
funciones como resultado de la cuantificacién de la variacidn. En este sentido los

lineamientos curriculares MEN 1998 proponen que:

El estudio de la variacion puede ser iniciado pronto en el curriculo
de matematicas. El significado y sentido acerca de la variacion
puede establecerse a partir de las situaciones problematicas cuyos
escenarios sean los referidos a fendmenos de cambio y variacion
de la vida practica (...).

Por todo lo anterior, se requiere repensar y reinterpretar los referentes de lo que
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tradicionalmente ha sido llamado algebra escolar y, por supuesto, la forma como
han sido desarrollados en la escuela. Esta interpretacion debe incluir un fino
analisis del papel que histéricamente han jugado los procesos de variacién y
cambio en relacion con el papel que juegan los diferentes sistemas de
representacion. En este sentido, se considera que los estandares de matematicas
colombianos se pueden interpretar y desarrollar a lo largo de toda la educacion
basica y media, a través de tres eje conceptuales: Los procesos de variacion y
relaciones, la generalizacion y la modelacién y el concepto de variable. En la tabla
No 4 aparece la organizacion de los estandares basicos de calidad a partir de los

ejes conceptuales propuestos.

Los procesos de variacion y relaciones: En este eje se hace énfasis en los
procesos que implican determinar la forma como una o varias cantidades de
magnitud varian con respecto a la variacion de otra u otras. En un sentido mas
estricto, la variacion implica apreciar que dos o mas cantidades de magnitud
covarian, de tal forma que el cambio en una o algunas, determina cambio(s) en
la(s) restante(s). Ahora bien, en el caso que esta covariacion se pueda expresar a
través de un modelo funcional, entonces se dice que las cantidades de magnitud

estan correlacionadas.

La generalizacion y la modelacion: A este eje pertenecen dos procesos
fundamentales en la construccién y desarrollo de los conceptos matematicos: la
generalizacion y la modelacion matematica. Por lo tanto, en €l se hace énfasis, por
un lado, en la actividad matematica que tiene por objetivo primordial alcanzar
esquemas generales de pensamiento, es decir que se pueda, ante una
determinada situacion, reconocer un caso particular de una clase general de
problemas, o a la inversa, que pueda ver los casos particulares a través de clases
generales de problemas. Y por otro lado, construir a través del proceso de
modelacién, determinados conceptos matematicos, que, como en el caso de

concepto de funcidon, puede verse como un concepto matematico que modela un
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conjunto de fendmenos con caracteristicas similares.

El concepto de variable: Este eje esta determinado por los elementos que dan
sentido al concepto matematico abstracto de variable, entendido éste como un

elemento cualquiera representante de un determinado conjunto numérico.

Dado que nuestro interés esta centrado en el concepto de funcion lineal, es de
gran importancia observar el papel que este concepto juega en cada uno de los
ejes conceptuales propuestos (ver tabla 5), por tanto es sobre estos elementos

que se pondra la mayor atencion.

En primer lugar, es importante observar que a partir de esta interpretacién de los
estandares es posible tender una linea conductora que une el campo conceptual
de las estructuras multiplicativas con el concepto de transformacion lineal, a través
del razonamiento proporcional; siempre y cuando las relaciones de
proporcionalidad sean simples directas. Esto, como ya se menciond, permite tejer
relaciones con el pensamiento numérico e implica ver a la multiplicacion como la
puerta de entrada al pensamiento variacional, en particular, en lo que respecta a la
construccion del concepto de funcion lineal. Consecuentemente, desde esta
perspectiva, es posible dar comienzo a la construccion del concepto de funcion
lineal como una correlaciéon entre cambios, procesos, reglas y patrones que
modelan la covariacidn entre dos cantidades de magnitud de igual o distinta

naturaleza, cuando esta covariacion es lineal.

En segundo lugar, se logra inferir el papel preponderante que los registros
semidticos juegan en la construccidon de modelos funcionales que atrapan la
variacion entre cantidades de magnitud. En el caso que nos interesa, la funcion
lineal, esta idea permitira estudiar las principales caracteristicas que cada registro
de representacién ofrece al concepto y las dificultades presentadas cuando se

desea pasar de un registro a otro. Esto es, proponer a la razén de cambio
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constante como principal elemento que permite identificar dicho concepto.

Y por ultimo proponer al proceso de modelacion matematica como una via
didacticamente pertinente, que permita concebir al concepto de funcion lineal
como un modelo matematico que atrapa la variacion entre dos cantidades de
magnitud que se relacionan a través del cociente constante entre sus respectivas

diferencias.
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CONCEPTO DE

1°-3°
G)2)(1.4)*

4° - 5°
(5)(1,2,3)(4)

6°-7°
(2,4)(1,3)(S)

8°-9°
(1,2,5)(7,8,9)(3,4,6)

10° - 11°
(3)(2)(1:4)

Reconocer y generar
equivalencias entre
expresiones

Construir ecuaciones
e inecuaciones
aritméticas como
representacion de las
relaciones entre datos

Reconocer el
conjunto de valores
de una variable en
situaciones concretas

Construir expresiones
algebraicas
equivalentes a una
expresion algebraica

VARIABLE numeéricas nuMeEricos. de cambio (variacion). | dada.
Analizar las
relaciones y
Utilizar métodos propiedades entre las
informales (ensayo — | Identificar diferentes | expresiones
error, métodos para algebraicas y las
complementacion) en | solucionar sistemas | gréficas de funciones
la solucién de de ecuaciones polinébmicas y
ecuaciones. lineales. racionales.
Identificar relaciones
entre propiedades de
las graficas y
propiedades de las
ecuaciones
algebraicas.
Describir y
representar
situaciones de
variacion
Describir relacionando Interpretar la nocién
cualitativamente diferentes Interpretar los de derivada como
situaciones de representaciones diferentes razén de cambio
cambio y variacién Describir e interpretar | (diagramas, significados de la instantanea en

PROCESOS DE
VARIACION Y
RELACION

utilizando el lenguaje
natural, dibujos y
grafica

variaciones
representadas en
graficos

expresiones verbales
generalizadas y
tablas).

pendiente en
situaciones de
variacion.

Predecir patrones de
variaciéon en una

secuencia numeérica,
geomeétrica o grafica.

Interpretar la relacién
entre el parametro de
funciones con la
familia de funciones

contextos
matematicos y no
matematicos.




Representar y
relacionar patrones
numéricos con tablas
y reglas verbales.

Analizar las
propiedades de
variacion lineal e
inversa en contextos
aritméticos y
geomeétricos.

que genera.

Analizar en
representaciones
graficas cartesianas
los comportamientos
de cambio de
funciones
polinémicas,
racionales y
exponenciales.

LA ,
GENERALIZACION
Y LA MODELACION

Reconocer y describir
regularidades y
patrones en distintos
contextos (numérico,
geomeétrico, musical,
entre otros)

Construir secuencias
numeéricas y
geomeétricas
utilizando
propiedades de los
numeros y de las
figuras geométricas.

Analizar y explicar
relaciones de
dependencia en
situaciones
economicas, sociales
y de las ciencias
naturales.

Identificar las
caracteristicas de las
diversas gréficas
cartesianas (de
puntos, continuas,
formadas por
segmentos, etc) en
relacion con la
situacion que
representan.

Usar procesos
inductivos y lenguaje
algebraico para
verificar conjeturas.

Utilizar las técnicas

de aproximacion en
procesos NUMEricos
infinitos.

Modelar situaciones
de variacion con
funciones
polinémicas.

Analizar los procesos
infinitos que
subyacen en las
notaciones
decimales.

Modelar situaciones
de variacion periédica
con funciones
trigonométricas.

TABLA 5: INTERPRETACION DE LOS ESTANDARES BASICOS DE CALIDAD DE MATEMATICAS: ORGANIZACION A PARTIR DE TRES

EJES CONCEPTUALES.
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Para dar continuidad a los analisis preliminares, segun la Ingenieria Didactica, se
construye en los siguientes dos apartados algunos referentes conceptuales que
tiene como objeto apoyar la ingeniera, estos referentes son: el proceso de

modelacién matematica y los registros de representacién semibtica.

2.4 EL PROCESO DE MODELACION EN LA EDUCACION MATEMATICA

Hacer ciencia implica basicamente crear teorias organizadas. Estas deben
explicar y predecir®® las relaciones existentes entre los diferentes sistemas?®' y
subsistemas que componen el ‘mundo”. Para la construccion de estas teorias
llega a ser esencial la construccion de modelos, que permitan representar la
conducta de los fendmenos, predecir su comportamiento y analizar a través de
dichos modelos, los efectos de variadas situaciones que en ellos se producen y

nos ayudan a entenderlos.

Crear modelos, desde el punto de vista cientifico, tiene como objeto fundamental
comprender la forma como los diferentes subsistemas que componen ese gran
sistema trabajan, las causas de sus cambios y la forma como se afectan unos a
otros. El constructor de modelos, esta interesado en crear teorias que le permitan
observar, experimentar, simular, controlar y predecir los tipos de variaciones e
interrelaciones que pueden ocurrir y cuando pueden ocurrir en un determinado
fendmeno; en términos de Bunge citado por Bassanezi (2002,18) “Toda teoria
especifica es en verdad un modelo de un fragmento de la realidad”. Esta teoria le
permite al modelador obtener informacion para, con ésta, lograr generalizar los
procesos de comportamiento del mundo real, aproximandolo a la solucién de los

diferentes problemas, tanto locales como generales, que de alli surgen.

* Las habilidades de predecir y explicar estin estrechamente relacionadas, aunque el predecir un
comportamiento no necesariamente implica la comprension del fendmeno y por ende explicarlo. El hacer
multiples predicciones no implica explicar satisfactoriamente todos los aspectos del fendmeno.

21 Un sistema es un conjunto de objetos interactuando de forma regular e interdependiente.



Pero, ¢ Qué es un modelo?

Modelo se deriva de la palabra “modus” que significa medida (Rutherford 1978, 1).
Este término es usado ampliamente por filésofos y cientificos para referirse a
representaciones de cierto tipo de sistemas que atrapan sus relaciones
estructurales y se presenta como un puente que conecta dicha representacion con

lo observado en el sistema.

Rutherford (1978) cita una serie de autores que se han aproximado al concepto de

modelo desde diferentes teorias, entre ellos:

Taski afirma que una construccion en la cual toda afirmacién valida de una teoria
T se satisface, es llamada un modelo de T. En dicha construccion se diferencian:
el prototipo, como el componente fisico del sistema modelado; la teoria del
modelo, como las hipdtesis, los supuestos y afirmaciones que permiten crearlo; y
el modelo en si mismo, como los esquemas, ecuaciones y expresiones

matematicas, si el modelo es un modelo matematico.

Leatherdale y Hesse clasifican los modelos en dos tipos, uno formal y otro
informal; el primero (modelo4) definido como una copia imperfecta del sistema de
donde se depuran las analogias positivas y se desechan las negativas. Y el
segundo (modeloy) igualmente es una copia, pero sin depurar. Por ejemplo las
bolas de billar en movimiento, con sus colores y brillo son un modelo, de la teoria
cinética, mientras que las mismas bolas pero sin importar su color brillo y demas
propiedades no-moleculares obedecen perfectamente a las leyes de la mecanica y

por tanto constituye un modelo4 de ella.
Brodbeck, hace énfasis en los conceptos de isomorfismo y reciprocidad y define a

un modelo como: “si las leyes de una teoria son isomorfas con las leyes de otra

teoria entonces se dice que una es un modelo de la otra”.

70



Harré afirma que un conjunto de afirmaciones T es un modelo “sentential’®?

(tedrico) de (o con respecto a) otro grupo de afirmaciones S si para cada
afirmacion t de T hay una correspondiente afirmacion s de S, asi que S es verdad
toda vez que t sea aceptada y t es rechazada cada que s sea falsa. De esta forma
si T y S son descripciones de dos sistemas M y N respectivamente y T es un

modelo de S, entonces M es un modelo “iconic”®

(prototipo) de N y continua, en
matematica la palabra modelo es usado de ambas maneras (sentential e icnonic),
la teoria del modelo es un modelo “sentential” al interior de la l6gica matematica,
pero frecuentemente concebimos el modelo como el grupo de objetos, reales o
imaginarios, descritos matematicamente. Dicho grupo de objetos es el modelo
“iconic” mientras que las ecuaciones matematicas son el modelo “sentential” que

describe las relaciones y el comportamiento del grupo de objetos.

Las definiciones de Taski y Leatherdale estan dirigidas a asumir al modelo como
una especie de “objeto fisico” que modela la teoria; mientras que las definiciones
propuestas por Brodbeck y Harré van en una via contraria, es decir, el modelo
como una teoria que representa las relaciones estructurales que determinan
ciertos sistemas generalmente provenientes de fendmenos fisicos. La linea que se
seguira en nuestro trabajo esta mas cercana a lo propuesto por los ultimos; pues
consideran que los modelos tienen un caracter tedrico, tal y como lo propone

Brodbeck con el modelo “sentential”.
¢, Como obtener un modelo?
En general se asumira al “mundo-real” como el sistema objeto de estudio,

compuesto de subsistemas relacionados e interactuando de forma regular. El

objetivo es obtener conclusiones de algun fendmeno bajo el procedimiento de

22 En los diccionarios consultados no se encuentra la traduccion al castellano de sentential.
2 Se interpreta como prototipo, aunque tampoco se encontrd la traduccién en los diccionarios consultados.
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observacion de su comportamiento, el cual sera estudiado para identificar los

factores que alli parecen estar involucrados.

Como no es posible considerar y/o identificar todos los factores involucrados, se
hacen las simplificaciones y supuestos que elimine algunos de éstos, para con ello
construir un modelo que representa el fendbmeno. Construido el modelo, se
generan todos los analisis posibles para concluir acerca del modelo® y por tltimo
se interpreta el fendmeno. El siguiente esquema (grafico 6) muestra el

procedimiento.

Fenomeno del Simplificaciones Construir un
Mundo-Real Observaciones MOdelO
Prueba Analisis
A A
Conclusiones | Conclusiones
Del fendomeno del modelo
Interpretacion

GRAFICO 6 : ESQUEMA QUE ILUSTRA LOS MOMENTOS DEL PROCESO DE
MODELACION
Esto permite ver al proceso de modelacidon como un sistema ciclico. Dado algun
sistema del mundo-real, obtenemos la suficiente cantidad de datos que nos
permitan construir un modelo. Luego se analiza el modelo y se extraen las
conclusiones pertinentes. Una vez se obtiene un conjunto pertinente de
conclusiones se pasa a interpretarlo para predecir y/o elaborar las respectivas
explicaciones. Y finalmente examinar las conclusiones en el sistema del

mundo-real frente a nuevas observaciones y datos.

 Estas conclusiones pertenecen solo al modelo, no al fenémeno del mundo real que esta siendo investigado.
Puesto que hechas las simplificaciones este modelo contiene errores y limitaciones.
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En resumen el proceso de modelar requiere:
1- Observar e identificar los factores involucrados en un fenémeno del
mundo-real con posibilidad de hacerle simplificaciones.

2- Conjeturar tentativamente relaciones entre los factores.

w
1

Analizar para obtener conclusiones de los resultados obtenidos del modelo.

N
1

Interpretar el fendmeno a la luz del modelo.

2.4.1 EL PROCESO DE MODELACION EN MATEMATICAS

Todo lo anterior se refiere a modelos generales, pero en esta investigacion el
interés esta centrado en la caracterizacion de los modelos matematicos, el estudio
de sus propiedades y las bondades que ofrece para los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la matematica. En este orden se definirda lo que es un modelo
matematico, los pasos que se siguen para construirlo, la importancia que tiene en
el desarrollo del pensamiento matematico y por ultimo el papel que juega en el
desarrollo del pensamiento variacional, propuesto por los lineamientos curriculares

de Colombia, como iniciacion al pensamiento algebraico.

Rutherford A. (1978, 5) define como modelo matematico de un sistema prototipo S
(Fisico, Biologico, Social, Quimico, etc.) a un completo y consistente sistema de
ecuaciones matematicas £, que es formulado para expresar las leyes de Sy su

solucién intenta representar algun aspecto de su comportamiento.

Por otro lado, Giordano F. (1997, 34) define un modelo matematico como una
construccion matematica dirigida a estudiar un sistema o fenémeno particular del
“‘mundo-real”. Este puede incluir graficas, simbolos, simulaciones y construcciones

experimentales.

El concepto de modelo presentado en los apartados anteriores esta ubicado en el

contexto de la investigacion en matematicas. Sin embargo, sin dejar
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completamente de lado este contexto, por el interés educativo se adoptara la
vision didactica que ofrece Bassanezi (2002) y los elementos cognitivos que brida
Lesh R et al. (2003).

Para Bassanezi la importancia de un modelo matematico radica en tener un
lenguaje conciso que expresa nuestras ideas de manera clara y sin
ambiguedades, ademas de proporcionar un arsenal enorme de resultados
(teoremas) que propicien el uso de elementos computacionales para calcular sus
soluciones numéricas. Por ello se llama simplemente modelo matematico, a un
conjunto de simbolos y relaciones matematicas que representan de alguna forma

un fendmeno o situacion estudiada.

La construccion de un modelo matematico comienza por identificar el fendmeno
particular que va a ser estudiado. Antes de construir el modelo se intenta
seleccionar uno existente, previa identificacion de los factores que intervienen en
el sistema. O, por otro lado, puede replicarse el fendmeno experimentalmente o

con la ayuda de alguna clase de simulacion®.

Bassanezi sostiene que la modelacidon matematica es un proceso dinamico en su
obtencién y validacion, es una forma de abstraccion y generalizacion con la
finalidad de prevision de tendencias. La modelacion consiste esencialmente en el
arte de transformar situaciones de la realidad en problemas matematicos cuyas
soluciones deben ser interpretadas en el lenguaje usual. Por ello, la modelacion es
eficiente a partir del momento en que se hace conciente que estamos siempre
trabajando con aproximaciéon de la realidad; es decir, sobre un sistema,

subsistemas de otro mas grande, o una parte de él.

% La diferencia entre experimentacion y simulacion es si la observacion del fendmeno se hace de forma
directa (experimentacion) o indirecta, es decir en laboratorios (simulacién). Giordano (1997 p. 35)
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En este orden de ideas, este autor propone la construccion de un modelo

matematico a partir de cinco fases, las cuales gozan de cierto grado de jerarquia y

por tanto se usaran con propdsitos didacticos. Dichas fases son:

1.

La experimentacion: es una actividad esencialmente de laboratorio,
donde se procesa la obtencion de datos. Los métodos experimentales
casi siempre son dictados por la propia naturaleza del experimento y/o
objetivo de la investigacion. La adopcién de técnicas y métodos
estadisticos en la investigacion experimental puede dar mayor grado de
confiabilidad a los datos obtenidos. Muchas veces nuevas técnicas de
investigacion empiricas ejercen presion sobre el foco de interés de la
teoria y permiten una mejor seleccidon de las variables esenciales

involucradas en el fenédmeno.

Abstraccién: Es el procedimiento que debe llevar a la formulacion de los

modelos matematicos. En esta fase se busca establecer:

a) Seleccion de las variables: se trata de identificar las diferentes
variables que describen y controlan la evolucion del sistema. Una de
las exigencias fundamentales del proceso investigativo es que las

variables con los cuales se trabaja sean claramente definidas.

b) Problematizacién o formulacién a los problemas teéricos en un
lenguaje propio del que se esté trabajando: la adecuacion de una
investigacion sistematica, empirica y critica lleva a la formulaciéon de
problemas con enunciados que deben ser explicitados de forma clara,
comprensible y operacional. De esta forma, un problema se constituye
en una pregunta cientifica cuando explicita la relacion entre las

variables o los hechos involucrados en el fendmeno.
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3.

4.

c) Formulacion de hipétesis: las hipotesis dirigen la investigacion y son
comunmente formulaciones generales que permiten al investigador
deducir manifestaciones empiricas especificas. De una manera
general las hipétesis se refieren a la frecuencia de la interrelaciéon
entre las variables observadas experimentalmente (hipotesis
observacionales). También pueden ser enunciadas de forma universal

cuando se busca generalizar los resultados investigados.

La generacion de hipotesis se da de varios modos: observacion de
hechos, comparacion con otros estudios, deduccidn ldgica, experiencia
personal o del modelador, observacion de casos singulares de la

propia teoria, analogia de sistemas?, etc.

d) Simplificaciéon: los fendmenos que se presentan para el estudio
matematico son en general excesivamente complejos si los
consideramos en todos sus detalles. Se requiere por tanto restringir y
aislar el campo de estudio apropiadamente y de tal modo que el

problema sea tratable y al mismo tiempo mantenga su relevancia.

Resolucién: el modelo matematico es obtenido cuando se sustituye el
lenguaje natural de las hipotesis por un lenguaje matematico coherente el
cual atrapa matematicamente (a través de funciones y/o ecuaciones) las
relaciones que componen el sistema. La resolucién de un modelo esta

siempre vinculado al grado de complejidad empleado en la abstraccion.

Validacion: es el proceso de aceptacion o no del modelo propuesto. En

esta etapa los modelos junto con las hipotesis que le son atribuidas deben

*® La analogia entre sistemas es fundamental para la formulacién y desarrollo de modelos. Dos
sistemas son formalmente analogos cuando pueden ser representados por el mismo modelo
matematico lo que implica una correspondencia entre las propiedades de los elementos de ambos

sistemas.
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ser analizadas en confrontacién con los datos empiricos, comparando su
solucién y previsiones con los valores obtenidos en el sistema real. El
grado de aproximacion deseado de estas previsiones sera el valor
preponderante para su validacion. Un modelo debe prever como minimo
los hechos que lo originaron. Un buen modelo es aquel que tiene

capacidad de prevision de nuevos hechos o relaciones insospechadas.

Modificacion: algunos factores ligados al problema puede generar un
rechazo o aceptacion de los modelos. Cuando los modelos son obtenidos
considerando simplificaciones e idealizaciones de la realidad, sus
soluciones no conducen a las previsiones correctas y definitivas. También
una prevision puede estar errada o discordar de la intuicion por causa de

las siguientes razones:

a) Alguna hipodtesis usada puede ser falsa o no suficiente proxima a la
realidad.

b) Algunos datos experimentales o informaciones puede haber sido
obtenidos de manera incorrecta.

c) Las hipdtesis y los datos son verdaderos pero insuficientes, y nuestra
intuicion de la realidad es inadecuada.

d) Existen otras variables involucradas en la situacion real que no fueron
utilizadas en el modelo tedrico.

e) Se cometio algun error en el desarrollo matematico formal.

f) Un penetrante principio nuevo fue descubierto.

Como se puede inferir, construir modelos matematicos de determinadas

situaciones no siempre es tarea facil, y por tanto se requiere conjugar diferentes

aspectos tanto tedéricos como cognitivos que van mas alla de la “aplicacién” de una

férmula matematica. En este sentido, el interés no soélo debe estar en la simple

construccion del modelo sino también, en la ganancia conceptual y educativa que
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adicionalmente permite este proceso, entre otros, hay dos elementos de gran
importancia que es pertinente mencionar, a saber: a) adquirir progresos
conceptuales en la comprension de la matematica y de otras ciencias y b) generar
una forma diferente de aproximacion al mundo circundante a través de la
matematica, es decir, “culturizar’ por medio de la matematica y generar calidad de

vida en los miembros de la sociedad.

242 LA CONSTRUCCION DE MODELOS Y EL DESARROLLO DEL
PENSAMIENTO MATEMATICO

Desde una perspectiva cognitiva, modelar implica suponer que el ser humano
interpreta sus experiencias usando sistemas conceptuales internos o construidos,
cuya funcién es seleccionar, filtrar, organizar y transformar la informacién obtenida
o inferir patrones y regularidades que se encuentra, en ocasiones, mas alla de lo
visible. Por tal motivo al enfrentarse con situaciones complejas usa algun modo de
representar y expresar sus ideas que va desde el lenguaje hablado, diagramas,

metaforas, simulaciones hasta sofisticados sistemas simboélicos matematicos.

Segun Lesh R. (2003, 195) los modelos matematicos son sistemas conceptuales
que:

a) Se expresan para un proposito especifico, y

b) Requieren algun sistema de representacidon para ser expresado y

manipulado

Esto es, los modelos matematicos sirven para comprender situaciones, hacer
descripciones, explicaciones y sirven de organizadores o sistematizadotes de los
fendmenos estudiados. Se centran en el estudio de patrones, regularidades y
otras caracteristicas de la estructura del sistema explorado, cuyo proceso
involucra observar, manipular, experimentar y predecir sobre el sistema que esta
siendo modelado; y el proceso de desarrollo requiere ser examinado y revisado

permanentemente, generando un ciclo llamado el ciclo de un modelo matematico,
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ver grafico N° 727, Esto implica una manera sistematicamente diferente de pensar
acerca de la naturaleza de los objetos, relaciones, operaciones, patrones y

regularidades matematicas.

De esta forma lo didactico y lo cognitivo se complementan, cuando por un lado el
obtener un modelo implica construir un conjunto de funciones o ecuaciones fruto
del proceso determinado anteriormente, pero por otro, este conjunto de funciones
y/o ecuaciones constituyen sistemas conceptuales matematicos que juega un
doble papel en la comprensién de los objetos matematicos: como conceptos
propios de la matematica que pueden ser manipulados con las reglas propias del
sistema de representaciéon que lo determina, pero ademas esta intimamente

relacionados con el fendbmeno que organiza, describe y explica.

Describe, Explica, organiza
Modelo

Sistemas de representacion

Sistema que esta siendo
modelado

Obijetivos o propositos

(Fenera %

Fin de la
observacion

GRAFICO 7: REPRESENTACION GRAFICA DEL PROCESO DE MODELACION DESDE UN
PUNTO DE VISTA CONGNITIVO

Puesto que los modelos son desarrollados para propdsitos especificos en
situaciones especificas, involucran formas situadas de aprender a resolver
problemas. Ademas por requerir de la interaccion social y con otras situaciones, se
convierte en un excelente camino via a la integracion de areas de conocimiento y

desarrollo de proyectos colaborativos.

" Lesh R (2003)
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Claramente se ve que la perspectiva de la modelacién matematica se enfatiza en
el desarrollo holistico del pensamiento matematico y en la naturaleza de los
sistema conceptuales que estan alli involucrados. En este sentido no es atrevido
pensar que esta perspectiva tiene sus cimientos sobre la concepcion del
aprendizaje mediado de Vygotsky, las ideas del pragmatismo moderno, las teorias
socio-constructivistas, las concepciones del aprendizaje situado, entre otras, y
esta intimamente conectado con las ideas de la fenomenologia freudenthaliana y
de las situaciones problema, pues una tesis comun de estos autores es que la
labor fundamental del docente, en particular de las matematicas, es la de crear

ambientes de aprendizaje:

El principal reto del docente es encontrar la manera de poner al
estudiante en situaciones en donde puedan expresar, cuestionar,
y revisar sus propias formas de pensar. Lesh R (2003). [En otras
palabras crear y verificar sus propias conclusiones].

Plantear una aproximacion al desarrollo del pensamiento matematico, a partir de la
construccion de modelos matematicos, y las contribuciones que ofrece al proceso
de ensenanza y aprendizaje, requiere aclarar lo que se entiende, desde esta
perspectiva, sobre la naturaleza de la realidad, la naturaleza del conocimiento, la
naturaleza y mecanismos de desarrollo del pensamiento matematico, el papel que
juega en el contexto de la generalizacion, la naturaleza de la resolucion de
problemas y la naturaleza de los procesos de ensefianza y aprendizaje de la

matematica.

En este sentido modelar parte de tres supuestos fundamentales, a saber: a) las
personas interpretan sus experiencias usando modelos, b) estos modelos
consisten en sistemas conceptuales que son expresados usando una variedad de
sistemas de representacion (material concreto, simbolos escritos, lenguaje

hablado, etc.) que le permiten construir, describir, explicar, manipular, predecir o
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controlar el sistema de interés y c¢) los modelos desarrollados en y para la
comprension del mundo que lo rodea, son constantemente interpretados y
reinterpretados. Lesh R. (2003).

Esto implica que el mas minimo analisis epistemoldgico de la realidad, es un
modelo de la misma, expresado a través de un determinado sistema de
representacion. Las interpretaciones resultan de la interaccion entre el modelo y el
sistema por medio del cual es representado. Para interpretar sistemas complejos
se requiere, generalmente, multiples sistemas de representacion los cuales
ofrecen distintos niveles de comprensiéon. Mucho de lo que se comprende de un
sistema complejo se deriva de los modelos desarrollados para explicarlos y de los

sistemas de representacion utilizados.

Al nivel del interés de esta investigacion, cuando se habla de sistemas de
representacion se referira a sistemas semiéticos de representacion?®. La variedad
de este tipo de sistemas tiene un estrecho vinculo con las funciones cognitivas que
permiten el desarrollo del pensamiento humano. En este sentido Duval (1999, 14)
afirma que si se llama semiosis a la aprehensién o produccidon de una
representacion semidtica y noesis a los actos cognitivos como la aprehension
conceptual de un objeto, la discriminacion de una diferencia o la comprensién de
una inferencia, entonces no hay noesis sin semiosis; es decir la semiosis es la que
determina las condiciones de posibilidad y de ejercicio de la noesis. Se puede
constatar que el progreso en el conocimiento se acompafia siempre de la creacion
y desarrollo de sistemas semiodticos nuevos y especificos. En matematicas, las
representaciones semidticas no solo son indispensables para fines de
comunicacion, sino que son necesarias para el desarrollo de la actividad

matematica misma.

%% Las representaciones semioticas son aquellas producciones constituidas por el empleo de signos (enunciado
en lenguaje natural, formula algebraica, graficas, figuras geométricas, etc.). Duval (1999:14)
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Por lo tanto la interpretacion de los modelos creados para el estudio de algun
fendbmeno, no se puede hacer sin el recurso de una pluralidad de sistemas
semiadticos; recurso que implica la coordinacion de los mismos por parte del sujeto,
traducida en dos actividades basicas, de tratamiento al interior de un mismo

sistema semidtico de representacion y/o de conversidén entre diferentes sistemas.

Es asi como desarrollar el pensamiento matematico a través de la construccion de
modelos es algo mas que la “artesania” del mismo, va mas alld de armar,
ensamblar o juntar objetos, ideas o conceptos. Construir modelos matematicos
implica una forma mas fina y detallada de comprender los sistemas conceptuales
que son estudiados. Requiere saber clasificar y seleccionar los factores que
intervienen en una determinada situacion, revisar y refinar las ideas que pueden
estar en conflicto con otras percepciones, filtrar y seleccionar las piezas que lo

componen e implica una vision integral del saber especifico y general.

De esta manera se rompe con la forma lineal que tiene la escuela de presentar los
conceptos, desconociendo que el desarrollo conceptual, generalmente, involucra
multiples dimensiones o niveles, pertenece a contextos interactivos y generan
procesos ciclicos y no esquematicos. El proceso de modelacion, como estrategia
de aprendizaje tiene en cuenta que el desarrollo de un modelo matematico
requiere de intervalos temporales para su consolidaciéon, pero permite progresos
conceptuales individuales y a la vez colectivos de las personas que aprenden.
Ademas los modelos y las personas que los construyen, tiende a evolucionar a
niveles cada vez mas altos en su proceso de refinacion, por ejemplo permite pasar
de lo concreto a lo abstracto, de lo simple a lo complejo, de lo intuitivo a lo formal,
de lo situado a lo descontextualizado, etc., generando espacios de interaccion,

discusién y confrontacion.

Un valor educativo agregado de la construccién de modelos matematicos proviene

de la existencia de conflictos cognitivos generados desde la discordancia entre el
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fendmeno y el modelo construido para explicarlo, desde la falta de l6gica al interior
de un mismo modelo y entre diferencias significativas entre distintos modelos y
submodelos del mismo fendmeno. Estos conflictos obligan a la reorganizacion y
reestructuracion de las ideas acorde con la nueva informacién. Tratar de resolver
estos conflictos produce discusiones desde la normatividad social y de la
estructura matematica que sirven para el desarrollo de ideas matematicas cada

vez mas consolidadas.

2.4.3 LA MODELACION MATEMATICA Y LA SOLUCION DE PROBLEMAS

Con base en los argumentos anteriores se puede afirmar que es precisamente
aqui donde emergen puntos muy fuertes de convergencia entre la propuesta de
situaciones problemas, Obando y Munera (2003) y la perspectiva de la modelacion
asumida en el presente trabajo; en el desarrollo del pensamiento matematico

pues, tal y como lo expresan:

Una situacion problema la podemos interpretar como un contexto
de patrticipacion colectiva para el aprendizaje, en el que los
estudiantes, al interactuar entre ellos mismos, y con el profesor, a
fravés del objeto de conocimiento, dinamizan su actividad
matematica, generando procesos conducentes a la construccion
de nuevos conocimientos. Asi, ella debe permitir la accion, la
exploracion, la sistematizacion, la confrontacion, el debate, la
evaluacion, la autoevaluacion, la heteroevaluacion.

Y continuan:

La situacion problema debe permitir al estudiante desplegar su
actividad matematica a través del desarrollo explicito de una
dialéctica entre la exploracion y la sistematizacion. Esto implica
que la situacion problema debe tener, como parte de los
elementos que la constituyen, dispositivos que permitan a los
alumnos desarrollar, de manera auténoma, procesos de
exploracion, tales como la formulacion de hipoétesis, su validacion,
y Si es del caso, su reformulacion. Este trabajo permite la
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elaboracion conceptual de los objetos matematicos presentes en
la situacion (sistematizacion); esto es, las situaciones problema
deben permitir un camino que recree la actividad cientifica del
matematico, en el ejercicio de su autonomia intelectual (p.186).

Aunque, como se ha dicho, el modelo tiene un alto nivel de particularizacion en el
contexto y el fenbmeno para el cual fue creado, también se reconoce que uno de
sus objetivos es el de preservar los elementos generales de la situacion de donde
proviene y de algunas que le son similares. La tarea del modelador es crear
sistemas generales que puedan ser usados mas alla del caso particular de origen,
que sirvan de estructura para teorias, y que permitan ver invariantes en medio de
las multiples transformaciones e interacciones de los factores que intervienen en el
fendmeno. En este sentido, es necesario aprender a distinguir cuando un modelo
permite resultados generales y cuando son modelos situados en contextos

particulares.

En resumen, la perspectiva de modelacion matematica, permite el desarrollo
holistico de los sistemas conceptuales matematicos a través de la clasificacion,
refinamiento, modificacion, integracion, extension y construccion del conocimiento
matematico, que incluye las dimensiones de lo situado y lo descontextualizado, lo
especifico y lo general, lo intuitivo y lo formal, lo estable y lo inestable, lo sintético
y lo analitico; es por estas razones que se convierte en una herramienta poderosa

de desarrollo del pensamiento matematico.

Ademas, por estar en concordancia con muchas de las teorias cognitivas,
investigadas y desarrolladas, como es el constructivismo, el estructuralismo, el
pragmatismo, o de corte didactico como la situaciones didacticas, las situaciones
problemas, la perspectiva del aprendizaje basado en la solucién de problemas, la
perspectiva fenomenolégica Freudenthaliana, entre otras, se asume como eje

central en nuestro trabajo, pertinente para el desarrollo del proceso de ensefianza
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aprendizaje de matematica ajustada y contextualizada a los Lineamientos

Curriculares de matematica en Colombia. O en palabras de Vasco C. (2003, 69):

(...) El paso de los sistemas concretos y familiares para los
alumnos a los sistemas conceptuales y simbolicos que se
proponia en la renovacion curricular, se concreta ahora en el
proceso de modelacion matematica de situaciones de la vida
cotidiana.

2.4.4 EL PROCESO DE MODELACION MATEMATICA, EL CONCEPTO DE
FUNCION Y EL PENSAMIENTO VARIACIONAL

Es importante observar que el proceso de modelacion, sobre todo en su fase de
formulacién, permite tender una via pertinente sobre la cual se pueda hacer
emerger la necesidad del estudio y conceptualizacion del concepto de funcion y
pueda presentarse como propuesta de aproximacién al pensamiento algebraico en
la educacién basica. Esto, de acuerdo a lo sugerido por Janvier (1996), tiene

sentido siempre y cuando se tenga en cuenta que:

a) Para reconocer la presencia de un modelo al final de una fase de formulacién,
las expresiones simbdlicas derivadas de la situacién deben contener, en el modo
en que estan construidas, los elementos a través de los cuales se hacen
pertenecer a la familia de relaciones entre variables, esto implica el
reconocimiento del concepto general matematico que cobija las relaciones entre la
variables, por ejemplo modelos lineales, modelos cuadraticos, modelos
exponenciales, etc., que en términos funcionales hablamos de funcion lineal,
funcion cuadratica, funcion exponencial etc, pues, es el concepto de funcién, con
toda su estructura matematica, el que soporta el modelo, esto quiere decir que un
modelo lineal, lo es, porque se rige por las propiedades fundamentales de la

funcidn lineal con todo lo que esto implica teéricamente hablando.
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b) considerar que cualquier aproximacion al algebra que se haga desde el proceso
de modelado debe investigar los procesos mentales involucrados cuando se hace
uso de magnitudes; es decir, no obviar el hecho de que en el proceso de
modelacion, el llamado modelo, puede tomar un doble status a saber “modelos
abstractos” y “modelos concretos”.?® los cuales son diferentes en su forma, pero
estructuralmente iguales, representantes de un mismo fendmeno. Esto unido al
concepto de funcion genera una dualidad en la idea de variable, la cual puede ser
un numero que varia en relacion con otros o una magnitud que varia en relacién

con otras.

En este sentido es importante tener en cuenta, que la perspectiva funcional de
aproximacion al algebra escolar, pensando la nocion de funcibn como modelo
matematico de un conjunto de situaciones con estructuras similares, no agota
todas las posibilidades en torno a las caracteristicas propias del concepto
matematico de funcién y mucho menos de los demas conceptos propios del
algebra. Sin embargo, se considera pertinente para la educacion matematica
basica, por considerarse el concepto de funcién y el proceso de modelacion
fundamentales para el desarrollo del pensamiento variacional propuesto en los
lineamientos curriculares y estandares basicos de calidad colombianos (ver tabla 4

de la seccion 2.3).

Lo anterior puede sustentarse en el hecho de que dichos documentos plantean
que uno de los propédsitos de la matematica en la educacion basica no es tanto el
manejo de variados sistemas matematicos conceptuales y simbolicos; sino el
desarrollo de cinco tipos de pensamientos matematicos, entre éstos se encuentra
el Pensamiento Variacional. Este, como su nombre lo indica, pone su acento en el
estudio sistematico de la nocién de variacion y cambio en diferentes escenarios de

otras ciencias, de la vida cotidiana y de la misma matematica: desde lo

¥ Modelo abstracto hace referencia a la estructura matematica que rige el fendmeno y Modelo concreto tiene
que ver con las variadas configuraciones provenientes del dominio de las magnitudes que intervienen en el
fenémeno.
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geomeétrico, lo estadistico y muy especialmente en Io numérico y lo métrico. En
particular la variacion implica la covariacion y correlacion de magnitudes

cuantificadas numéricamente. En este sentido Vasco (2002, 68) afirma:

El objeto del pensamiento variacional es pues la covariacion entre
cantidades de magnitud, principalmente las variaciones en el
tiempo, y su propdsito rector es tratar de modelar los patrones que
se repiten en la covariacion entre cantidades de magnitud en
subprocesos de la realidad.

Es asi como la comprension de los fendmenos de las ciencias experimentales, la
ingenieria y demas espacios de conceptualizacion que se basen en los principios
del calculo diferencial, adquieren sentido cuando se estructuran desde el proceso

de modelacion atrapado en el concepto de funcion.

2.5 SEI\!II()SIS Y LOS SISTEMAS DE REPRESENTACION DEL CONCEPTO DE
FUNCION

Para estudiar la adquisicién de un conocimiento matematico y los funcionamientos
que permiten su tratamiento o su aprendizaje, es necesario tener presente la
nociéon de representacion. Esta nocién ha sido discutida desde diferentes
perspectivas, recurriendo en ocasiones al analisis antagonico entre representacion
consiente vs. representacion no-conciente y de representacion interna vs.

representacion externa.

De acuerdo con Duval (1999), las representaciones concientes se caracterizan por
la mirada de alguna cosa que toma ipso-facto el status de objeto para el sujeto
que efectua esta mirada. El pasaje de lo no-conscientes a lo conscientes,
corresponde a un proceso llamado objetivacién, que a su vez corresponde al
descubrimiento por el sujeto mismo de aquello que hasta entonces no
sospechaba. Las representaciones concientes son, pues, aquellas que presentan

un caracter intencional y cumplen la funcion de objetivacion. Este caracter
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intencional es esencial desde el punto de vista cognitivo, pues permite tener en
cuenta el papel fundamental de la significacion en la determinacioén de los objetos
que pueden ser observados por los sujetos. La significacidon es la condicion
necesaria de la objetivacion para el sujeto, es decir, de la posibilidad de tomar

consciencia.

La oposicidn externo vs. interno se da entre lo que es directamente visible o
perceptible en un individuo, un organismo o un sistema, con aquello que no lo es.
Las representaciones externas, son por naturaleza, representaciones semioticas,
cumplen una funcidon comunicativa, pero también cumplen otras dos funciones
cognitivas que son la de objetivacion y la de tratamiento. Las representaciones
externas son esenciales para la funcion de conversién. Las actividades de
conversion estan directamente ligadas a la utilizacion de un sistema semiético. Por
otra parte, las representaciones internas son las que pertenecen a un sujeto y que
s6lo son comunicadas a otro mediante la producciéon de una representacion

externa.

El cruce de estas cuatro representaciones dan lugar a tres grupos nuevos de

representaciones: mentales, computacionales y semidticas.

De Las representaciones internas y conscientes provienen las representaciones
mentales y son las que permiten mirar el objeto en ausencia total de significante
perceptible. Se incorporan en ellas los conceptos, las nociones, las ideas, las
creencias, las fantasias, etc., es decir, todas las proyecciones mas difusas y

globales que un individuo refleja de los conocimientos

De las representaciones internas y no-consientes provienen las representaciones
computacionales que son aquellas cuyos significantes no requieren de la mirada al
objeto y permiten una transformacion algoritmica de una serie en otra serie. Estas

representaciones expresan la informacion externa en un sistema de manera tal
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que la hace direccionable, recuperable y combinable en el interior del mismo

sistema.

De las representaciones concientes y externas provienen las representaciones
semidticas que son de diversa naturaleza como por ejemplo un grafico, el lenguaje
natural, los simbolos, etc. Estas representaciones se clasifican en dos grandes
grupos segun conserven o0 no algunas de las propiedades pertenecientes al objeto
que representan: representaciones analdgicas y representaciones no-analogicas.
Unas conservan relaciones de vecindad (analdégicas) como las imagenes y otras
no conservan ninguna relacién de vecindad con el objeto (no-analégicas) como las

lenguas.

Generalmente se ha reducido el empleo de las representaciones semiodticas a la
funcién de expresion y se les subordina al funcionamiento de las representaciones
mentales. En este sentido, se ha admitido que las representaciones semiéticas
son expresiones fiables de las representaciones mentales, planteandose la
hipotesis de una correspondencia directa que va de lo mental a lo externo; es
decir, las representaciones externas como una forma de comunicacion de las

ideas internamente producidas por un sujeto.

Sin embargo, se propone que la via contraria, es decir, la que plantea que las
representaciones semioticas son fundamentales para la produccién y modificaciéon
de las representaciones mentales, también debe ser tenida en cuenta. Esta
dualidad es importante en el sentido que las representaciones semioticas deben
considerarse como herramientas para pensar y no unicamente como medio para
comunicar las ideas que se producen. Esto, en términos de lo propuesto por Duval

(1999), es: “no hay noesis sin semiosis” *.

3% Duval (1999, p 14) llama noesis a los actos cognitivos como la aprehension conceptual de un objeto, la
discriminaciéon de una diferencia o la comprension de una inferencia. Y semiosis a la aprehension o
produccién semiotica.
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Desde el punto de vista de la construccion y aprendizaje de los conceptos
matematicos (en particular el de funcion lineal), no puede dejarse de lado esta
situacion, dado que la naturaleza abstracta de sus objetos hace que no sea
posible acceder a éstos independientemente del recurso a un lenguaje, a unas
figuras, a esquemas, a simbolos, en general a algun registro semidtico particular.
Lo anterior sumado a que por un lado, las representaciones semiéticas de los
objetos matematicos son no-analdgicas, y por otro porque dependiendo del
registro donde se produzca dicha representaciéon puede pasar a ser puramente

computacional.

Esta situacién hace que en la mayoria de los casos, las personas confundan los
objetos matematicos con la representacion que de ellos se hace, es decir, se
termina estudiando la representacion y no lo representado (objeto matematico). En
realidad, segun Duval (1999, 2004), s6lo hay un medio para diferenciar un objeto
de su representacion: es necesario disponer de otra representacion semidtica del

objeto representado y reconocerla como una misma representacion.

En este sentido, para el aprendizaje de los objetos matematicos es indispensable
apelar a la nocion de multiples registro de representacion semiética, que a su vez
presupone la consideracion de tres actividades cognitivas fundamentales. En
primer lugar la construccién de una marca o conjunto de marcas perceptibles,
actividad llamada de formacién determinada por ciertas reglas de conformidad®".
En segundo lugar, la transformacion de las diferentes representaciones de
acuerdo con las unicas reglas propias del registro semidtico, actividad de
tratamiento. Y por ultimo /la activad cognitiva de conversion, que permite convertir
las representaciones producidas de un registro semiodtico de representacion en

otro. Esta actividad de conversion no es trivial ni cognitivamente neutra, pues

3! Las reglas de conformidad son aquellas que definen un sistema de representacion. Estas se refieren
esencialmente a: 1) la determinacion de unidades elementales. 2) las combinaciones admisibles de unidades
elementales para formar unidades de nivel superior y 3) las condiciones para que una representacion de orden
superior sea una produccion pertinente y completa. Duval (1999, p. 43).
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plantea no sélo la pregunta general del papel de la semiosis en el funcionamiento
del pensamiento, sino también las condiciones para diferenciar entre

representante y representado cuando se refiere a un concepto matematico.

La actividad de formacién en un registro de representacion semidtica esta definida
como la recurrencia a unos signos que cumplen la funcidn de actualizar o sustituir
la vision de un objeto. Los actos mas elementales de la formacion son, segun los
registros, la designacion nominal de los objetos, la reproduccién de su contorno
percibido o la codificacion de relaciones. Las reglas de la actividad de formacién
son llamadas, reglas de conformidad, que permiten no sélo la comunicabilidad,
sino también la utilizacién de los medios de tratamiento que ofrece el registro
semiodtico empleado. Estas reglas son las que definen un registro y, en
consecuencia, los tipos de unidades constitutivas de todas las representaciones
posibles del mismo. Ademas permiten identificar un conjunto de elementos fisicos
o de trazos como una representacion de algun objeto en un registro semiético; es
decir, permiten el reconocimiento de las representaciones como representacion en

un registro determinado, Duval (1999).

La actividad de tratamiento es la transformacion de una representacion inicial en
otra representacion terminal del mismo registro, es decir, es la transformacion de
una representacidon en otra al interior de un mismo registro semidtico de
representacion. Las reglas de la actividad de tratamiento son llamadas, reglas de
expansion, reglas cuya aplicacion produce una representacion en el mismo
registro que la representacion de partida. Estas reglas pueden ser de cuatro tipos:
reglas de derivacién, de produccidon, de coherencia tematica y las reglas de

asociacion de ideas, Duval (1999).
La actividad de conversion es la transformacion de la representacion de un objeto,

de una situacién o de una informacion dada en un registro, en una representacion

de este mismo objeto, de la misma situacién o de la misma informacion en otro
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registro. La actividad de conversion es una transformacién, externa a un registro
de partida, en otro registro de llegada. Generalmente a esta actividad se le ha
llamado traduccion, ilustracidn, transposicion, interpretacion, codificacion, entre
otras, Duval (1999).

La conversion requiere que se perciba la diferencia entre el contenido de una
representacion y lo que se esta representando, sin ésta percepcidn es
practicamente imposible o incomprensible la actividad de conversién. A diferencia
de las otras dos actividades en esta actividad se da el problema que con
frecuencia no existen reglas claras para la conversion de un registro en otro;
incluso, aunque puedan estar bien definidas las reglas de conversion, las
dificultades y las ambigledades no desaparecen por ello; pues, las reglas de
conversion no son las mismas segun el sentido en el que se efectue el cambio de

registro, esto implica la unicidad en la aplicacion de estas reglas.

Por tanto, la actividad conceptual no puede ser aislada de la actividad semidtica ya
que ésta aparece ligada al descubrimiento de wuna invarianza entre
representaciones semidticas heterogéneas. De esta forma, es necesaria la
coordinacion de multiples registros de representacion semidtica, lo que implica
seleccionar las unidades significantes®® de cada registro y ponerlos en
correspondencia. El discernimiento de las unidades significantes de una
representacion y por tanto la posibilidad de una aprehensién de lo que ella
representa, depende de la aprehension de un campo de variaciones posibles
relativo a la significancia en el registro; es decir, es necesario poder explorar todas
las variaciones posibles de una representacidn en un registro, haciendo la

prevision o la observacion de las variaciones correspondientes de las

32 Puede entenderse por unidad significante aquellos elementos que determinan el contenido en un registro de
representacion.
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representaciones en otro registro. Y de esta manera determinar la congruencia o

no entre los registros de representacion analizados®, Duval (1999; 2004).

251 EL CONCEPTO DE FUNCION LINEAL Y SUS REGISTROS DE
REPRESENTACION

Los registros semioticos de representacion que se adoptaron en este trabajo para
el estudio del concepto matematico de funcion lineal, seran: El registro de
representacion en lengua natural (castellano), el sistema de representacién grafica
cartesiano ortogonal, el registro de representacion tabular y el registro de

representacion simbdlico.

De acuerdo con lo expuesto en secciones anteriores, la discriminacion de las
unidades significantes requiere de la identificacién y el estudio del conjunto de
invariantes entre dichos registros de representacion. En nuestro caso, las
unidades significantes seran determinadas a partir de la nocién de variacion y
razon de cambio. Esto debido a que es la razéon de cambio constante la que
permite determinar el concepto de funcion lineal desde el punto de vista

variacional.

Esta decision, permitirda dar una mirada un tanto diferente al estudio del concepto

de funcidn lineal desde tres elementos:

¢ Unificar la nocion de funcién lineal y afin.

e Concebir a la funcion lineal como un modelo matematico de un conjunto de
situaciones con una misma caracteristica (razén de cambio constante).

e Proponer una unica unidad significante cognitivamente pertinente, que

permita el estudio de las dificultades presentadas en la actividad cognitiva

33 La congruencia en dos registros de representacion se determina con base en tres criterios: posibilidad de
correspondencia semantica de las unidades significantes, univocidad semantica Terminal y orden del arreglo
de las unidades que componen cada una de las dos representaciones. Duval (1999, p 52)
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de conversion para los registros propuestos, en particular en el paso del

registro en lengua natural al simbadlico.

Esta propuesta toma cierta distancia respecto a lo mostrado en algunos estudios
realizados por el mismo Duval (1996; 2004), en cuanto a que desde una
perspectiva variacional se propone como caracteristica principal del concepto de
funcidn lineal a la razén de cambio constante entre dos cantidades de magnitud, y
por tanto es ésta la unica unidad significante cognitivamente pertinente. Mientras
que la aproximacion de Duval al mismo concepto es desde una perspectiva de
correspondencia punto a punto entre dos conjuntos y propone que las unidades
significantes en los registros simbolico y grafico estan determinadas por los
parametros o coeficientes, y la pendiente y el intercepto con el eje y

respectivamente.

De esta manera, aunque nuestro principal interés esta puesto sobre la actividad de
conversion del registro en lengua natural al registro simbdlico; es decir, dada una
situacion en lenguaje natural como construir un modelo matematico (registro
simbdlico) de la misma situacion, igualmente tendran importancia los registros

grafico y tabular como registros que auxilian este transito.

En los textos revisados de Duval, esta tarea (conversion del lenguaje natural el
simbdlico) es timidamente abordada en el caso genérico y practicamente nula en
el caso del concepto de funcion lineal; sin embargo, ofrece algunos elementos
importantes en el andlisis de los enunciados en lengua natural y el paso a lo
simbdlico, a saber: el fino andlisis de las lenguas discursivas, los factores de
congruencia y de no-congruencia entre estos registros, la discriminacion de las
unidades cognitivamente pertinentes para esta actividad de conversion y la
necesidad de considerar conjuntos de enunciados para diversas situaciones que
tienen un Unico modelo matematico (en nuestro caso funcion lineal), Duval (1999;
2004).
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Con respecto a dichas ideas, se tendra como punto de partida la variacion
intencional de una de las cantidades de magnitud que intervienen en la situacion,
a ésta la llamaremos cantidad de magnitud “control”, y a partir del tipo de variacion
que se perciba en la otra cantidad de magnitud, se estudiara la relacion entre el

cambio de la cantidad de magnitud “control” y el cambio en la otra.

Para el presente trabajo interesa estudiar aquellas funciones en las cuales la
razon de cambio entre cantidades de magnitudes es constante; esto debido a que
es fundamental en el desarrollo de los conceptos basicos del calculo, y este a su
vez es la herramienta que matematiza los fendbmenos que implican variacién y
cambio. Por otro lado, desde un punto de vista epistemolégico, es la razén de
cambio, en particular las razones de cambio constantes, uno de los pilares en la
consolidacion del concepto de funcion, y finalmente, porque es la razén de cambio
constante, la que nos permitira aproximarnos a una interpretacion alternativa de la
funcion lineal, diferente a la conocida mirada desde la proporcionalidad directa

entre dos cantidades de magnitudes.

Es asi como se conoce en la mayoria de los libros de texto matematicos, que las
funciones lineales estan asociadas a polinomios de primer grado. Sin embargo, en
los ultimo tiempos se ha estado haciendo cierta diferenciacion entre las funciones

polindbmicas de grado uno f(x)=ax y g(x)=ax+b, como funciones lineales y

funciones afines respectivamente. Esta diferencia esta determinada basicamente

por el cumplimiento de las siguientes dos propiedades:

Aditividad: fx+y)=f(0)+ ()
Homogeneidad: f(kx) = kf (x) para k constante Real

Para profundizar un poco en este debate se hizo la revisiébn de algunos textos de
Algebra Lineal (Takahashi 2002; Restrepo, et al, 1996; Florey 1979) y se encontrd
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que las propiedades arriba mencionadas definen matematicamente operadores o
transformaciones lineales y no, necesariamente, funciones lineales. De esta

manera es posible afirmar que las funciones de la forma g(x) =ax+5b son lineales

y en particular cuando b es igual a cero es una transformacién lineal.

Adicionalmente, en estos textos se encuentra cierta diferenciacion del concepto de
funcién y el de transformacion, pues en sus definiciones se encuentra que una
transformacion lineal es un caso particular de las funciones; por ejemplo "...de una
funcidn que tenga estas propiedades [aditividad y homogeneidad] diremos que es

una transformacioén lineal." (Takahashi , 2002,5)

Sin embargo, si la atencion es centrada no en las variables sino en los cambios de
ellas obtenemos que todas las funciones de grado uno cumplen con la propiedad

que Ay =aAx, lo cual permitiria inferir un criterio de transformacién lineal que se

podria extender a todas las funciones de grado uno.

Con base en estos argumentos, se asumira la siguiente proposicion como una

interpretacién alternativa y conveniente desde el punto de vista de la funcién lineal.

“Interpretacion del concepto de funcion lineal”: Se llama funcion lineal a la

relacion entre dos cantidades de magnitud cuya razén de cambio es constante.

2.5.2 EL CONCEPTO DE FUNCION LINEAL DESDE LA MODELACION Y SUS
REGISTROS SEMIOTICOS DE REPRESENTACION

Reiterando lo anterior, el proceso de modelacion matematica de situaciones que
implican la variacién, se entendera como un proceso que parte de un fenémeno
expresado en lenguaje natural para llegar a la construccion de sofisticados

sistemas simbdlicos matematicos; esto haciendo uso intermedio de diagramas,
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metaforas, simulaciones, en especial registros tabulares y graficos; esto dado que
es el registro simbdlico el que permite referirse a los conceptos matematicos con

mayor grado de generalidad.

Por esta razén se crea la necesidad de hacer un analisis de cada uno de los
cuatro registros de representacion del concepto de funciéon antes mencionados.
Desde esta perspectiva, puede asumirse al lenguaje natural y el simbdlico como
los dos registros principales, dado que el primero se convierte, en general, en el
punto de partida y el segundo lo concebimos como el modelo matematico del
fendmeno. Los registros tabular y grafico se tomaran como registros auxiliares en
el reconocimiento de las relaciones funcionales entre las magnitudes que

intervienen en la situacion.

De esta manera, los registros auxiliares tendran las siguientes funciones®*:

e Aportaran informacién adicional en la comprension del concepto (funcién
lineal) a partir de su contenido®, que en la presentacion discursiva (registro
principal) no es posible dilucidar.

e Ofreceran posibilidades de tratamiento totalmente diferentes al del registro
principal. En particular, permiten desarrollar secuencias de reglas
operatorias o de procedimiento. Es decir, tratamientos tipo algoritmicos.

e Supliran un desconocimiento eventual del registro principal.

e Separaran informacion pertinente o util en relacién con la tarea a realizar.

e Permitiran la organizacion en orden de necesidad o importancia de los
diferentes registros elegidos para la tarea a realizar.

e Mostraran posibles ejemplos que afirmen o rechacen algunos rasgos o

propiedades del concepto en mencion.

3 Duval (2004; 58.)
3 Entiéndase por contenido de un registro de representacion, lo que en particular presenta del objeto.
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ANALISIS DE LOS REGISTROS AUXILIARES
e El sistema Grafico cartesiano ortogonal

Los objetos del registro de representacién grafico cartesiano ortogonal, son
principalmente, los ejes ortogonales y los puntos definidos por las duplas si es
bidimensional o tripletas si es tridimensional. La primera regla de conformidad, es
la ubicacién de puntos a partir de dos o tres ejes coordenados ortogonales
graduados, determinados por una dupla o ftripleta; las demas reglas, estaran
determinadas por el tipo de relacion entre los componentes de las duplas o
tripletas. En el caso de este trabajo, interesa establecer las reglas para conformar
el registro asociados a las funciones lineales y por tanto hablaremos de duplas, es

decir en espacios bidimensionales.

Se identifican dos reglas de tratamiento: EI cambio de unidad para la graduacion
de los ejes y cambio de escala (zoom). Esto porque son estas reglas de
tratamiento las que permite observar dos representaciones diferentes de un mismo

registro.

En este registro de representacion, es posible identificar otro tipo reglas, las cuales
producen nuevas representaciones a partir de una dada, aplicando sobre este una
0 varias operaciones tales como: traslaciones, rotaciones, dilataciones de los ejes
y simetrias. Estas reglas no estan claramente identificadas en los trabajos de
Duval (1999), pero consideramos importante especificarlas dada la importancia a

la conservacion de algunos caracteristicas en el mismo y otros registros.

Para determinar las unidades significantes de este registro de representacion,
cada una de las cantidades de magnitud presentadas en la situacién, se
identificara con alguno de los ejes coordenados graduados, y luego se analizaran

los cambios o variaciones de dichas cantidades.
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En este sentido, llamaremos incremento, cambio o variacion de una cantidad de
magnitud, a la longitud del segmento, resultado de la diferencia geométrica entre
la longitud de dos segmentos formados por el punto origen y el punto que indica
dos cantidades consecutivas de una misma magnitud. Este cambio se denotara

por Ax si es el segmento diferencia en la coordenada X y Ay si el cambio es en el
eje coordenado Y, ver grafico 8.

MY P3

P2

AKX

P1

P}ﬁ P Px2 P33 ply )
MK

GRAFICO 8 EL SEGMENTO DIFERENCIA EN X PX;-PX, YENY PY,-PY;

Aunque el segmento diferencia en la magnitud control se asumira con la misma
longitud pero de longitud arbitraria, es importante tener en cuenta los puntos que
definen dicho segmento diferencia. Lo anterior debido a que, aunque las
cantidades de magnitud control se hace cambiar de forma constante, no
necesariamente ocurre lo mismo con la otra cantidad de magnitud (dependiente).
Esto implica establecer una forma de comparacion entre ambas diferencias; en
particular, la comparacién por cociente entre estos dos cambios determina y define

un tipo de funcion que la grafica representara. Consultarse el grafico N° 9.
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GRAFICO 9

En el caso de que una representacion en este registro sea una linea recta, se
puede observar que independientemente de la longitud del segmento tomada para
la cantidad de magnitud control y los puntos que lo definen, el cambio en la otra
cantidad de magnitud sera proporcional a éste, es decir el cociente entre ellos
determina una constate. Dicha constante se visualiza en este registro,
basicamente en uno de los siguientes aspectos: a) la congruencia entre los
angulos formados por la representacion del registro dado y toda recta paralela al
eje X, 60 b) Por la semejanza presentada entre todos los triangulos rectangulos
determinados por los segmentos diferencia correspondientes obtenidos. Lo
anterior justifica el hecho que “toda recta en el sistema de representacion
cartesiano es la representacion de una funcion lineal”, ver Grafico 10. El reciproco
es igualmente valido y se puede justificar por medios geométricos. En conclusion
en el registro grafico se tiene que toda funcion lineal tiene como representacion
grafica una linea recta y toda linea recta en el registro grafico, esta asociado a una

funcién lineal.
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GRAFICO 10: INDEPENDIENTE DEL INCREMENTO EN Y LA RELACION POR COCIENTE CON
RESPECTO AL INCREMENTO EN X SE CONSERVA.

Es importante aclarar, que los elementos del enunciado anterior dependen de la
garantia que se tiene de que la representacién observada corresponde a una linea
recta. De lo contrario, solo se puede establecer una aproximacion de la linealidad
de la funcion. Esto basado en algunas de las restricciones propias del sistema de
representacion, tales como: Por un lado, la imposibilidad de observar la
representacion en todo su dominio y, por otro lado, la posibilidad de que varias

representaciones de funciones diferentes coincidan en un determinado intervalo.

e El registro tabular.

Los objetos del registro de representacion tabular son: un arreglo rectangular (filas
y columnas) y parejas o tripletas de numeros que las componen. La unica regla de
conformidad es la correspondencia entre los valores de una pareja ordenada, de
acuerdo a la regularidad que se permiten inferir a partir de la observacién de las
parejas o tripletas numéricas, la determinacién de la correspondencia se hace
generalmente a través de un proceso inductivo. Al igual en el caso del registro
grafico, interesa establecer las reglas que conforman los arreglos que
corresponden a funciones lineales y por tanto se hablara de duplas, es decir, un

arreglo que en particular tiene dos columnas y un numero no especifico de filas.
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Es posible identificar, en este registro de representacion, tres tipos de reglas de
tratamiento, que permitan construir una nueva tabla de la misma representacion,
siempre y cuando se halla inferido la regularidad que expresan los valores
consignados en la tabla; estas reglas son: reglas de interpolacién, reglas de
extrapolacion y el cambio de un incremento (Ax ) cuando se conforma una tabla de

manera recurrente, esto es, (x, + Ax, f(x, + Ax)).

Para determinar las unidades significantes de este registro de representacion,
cada una de las cantidades de magnitud de la situacion, se asociara a una de las
columnas (o filas), y establecen una representacion discreta de cada una de
dichas cantidades. De esta manera, se centrara la atenciéon en los siguientes
elementos: La diferencia entre dos valores, consecutivos o no, de una columna, la
diferencia de los valores correspondientes en la otra columna y la razén de cada

una de estas diferencias.

El analisis del concepto de funcidn, a partir del registro tabular, se hara de acuerdo

a la variacion de las razones de las diferencias entre las cantidades de magnitud.

Para este propdsito es necesario tener en cuenta varios supuestos:

1. Por un conjunto de puntos (de un plano cartesiano) o de una tabla pasan
infinitas funciones polindbmicas. Lo que hace imposible determinar una unica

funcion para una tabla.

2. A pesar de existir infinitas funciones que satisfacen una misma tabla, si es
posible reconocer a través de ella una funcién polindbmica siempre y cuando
se tenga la seguridad de que, efectivamente, es una funcion polindmica y
que el numero de parejas ordenas de la tabla exceda en la unidad al grado

del polinomio que describe la funcién (Villa, 2001)
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3. Las diferencias sucesivas se hacen constantes luego de iterar el proceso

tantas veces como el grado del polinomio.

Aduciendo a la interpretacién de la funcion lineal asumida en este trabajo, para
identificar una representacién del objeto funcion lineal en el registro tabular, es
necesario observar que toda razén entre las diferencias correspondientes de dos
valores de la tabla es una constante. Con base en el supuesto 2 inmediatamente
anterior, es posible determinar si es una funcion lineal, calculando la razén de

diferencia entre dos parejas de numeros.

Analisis de los registros de representacién principales

o El registro simbdlico algebraico.

En el registro simbdlico los objetos son simbolos que generalmente pertenecen a
nuestro alfabeto, en ocasiones al alfabeto griego, los numeros indu-arabigos, los
simbolos de las operaciones y relaciones aritméticas, y los signos de agrupacion.
Las reglas de conformidad son las reglas de las operaciones (l6gico-aritméticas),
relaciones (de orden y de equivalencia) y los axiomas de la logica; salvo algunas

diferencias convencionales.

Las reglas de tratamiento son las propiedades de estructuras algebraicas, y todas
aquellas que permiten comparar dos registros mediante la relacién de igualdad
como relacion de equivalencia, tales como: propiedad uniforme de la igualdad, la

factorizacién, algunos convencionalismos, entre otros.
En la determinacion de las unidades significantes se le asociara un simbolo a cada

cantidad de magnitud y se le llamara variable, de esta forma se hablara de los

registros que contienen dos variables. Por lo general estas variables se asocian a
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los simbolos x y f(x), donde xes la cantidad de magnitud “control” y f(x) la
cantidad de magnitud que se relaciona con x. El reconocimiento de las funciones
a través de este registro, se hara mediante el analisis de las razones entre los
cambios de una variable y los cambios que genera sobre la otra. En este registro
se entendera por cambio la diferencia entre dos valores de una misma variable y

se denotara con el simbolo Ax que significa, Ax=x, —x, y Af(x) que significa

Af(x)=f(x,)— f(x,) y como razén de cambio al cociente entre estas dos

Af (x) _ S(x) = f(x)
Ax

Xy =X

diferencias, es decir

Para determinar una funcion lineal, a través de una representacion en este
registro, es necesario establecer si la razén es constante, esto es si para todo

Af (x) _ S(x) = f(x)
Ax

Xy, =X

X;,x, €R, =m , con m un valor constante perteneciente al

conjunto de numeros reales.

Por otro lado, si una funcion es lineal, la razén de cambio constante determina una
familia de funciones. Para identificar una representacion en particular, de esta
familia, se debe disponer de otras relaciones entre las variables, en particular la

cantidad asociada a cuando x (variable independiente) es igual a cero.

De esta forma es posible demostrar que =m con m constate real, y las

A (%)
Ax

relaciones anteriores, se puede transformar, con las reglas de tratamiento de este

registro, a una forma f(x)=mx+b

En los dos registros anteriores (el tabular y el grafico) se mencionaron dos tipos de
limitaciones que dependen de su naturaleza, a saber: el problema de lo discreto

como la restriccidn en el registro tabular y de los rangos de visualizacion en el
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registro grafico; esta limitaciones imposibilitan la determinacién de una unica
funcién con las caracteristicas mencionadas, a menos que se hagan determinados
supuestos (ver analisis de los registros anteriores). En el caso del registro
simbdlico se permite recoger la generalidad a través del simbolo, en términos de
ser un representante de cualquier (Russell B., 1977) elemento de un conjunto de

cantidades de magnitud determinadas.

El lenguaje natural.

Los elementos de este registro son palabras formadas a través de las reglas de
fonologia y morfologia, las reglas de conformidad son las reglas gramaticales de la
lengua (sujeto, verbo y predicado), estas reglas estarian determinadas por los
actos de habla locutivo (presentacion del problema), ilocutivo (la intencionalidad
del problema), y el perlocutivo (la consecuencia) *°. La aplicacion de las reglas
gramaticales a través de la cohesion y la coherencia, constituyen el sentido de las

oraciones y estas a su vez los enunciados.

Las reglas de la parafrasis son las que constituyen las reglas de tratamiento, las

cuales incluyen la sinonimia.

El lenguaje natural es uno de los registros que presenta mayor complejidad en su
analisis. Esto debido fundamentalmente a dos ideas, por un lado a que es un
registro completamente discursivo y por ende ofrece todas las funciones tanto
discursivas como metadiscursivas®’, permitiendo una enorme divergencia en la

forma de su empleo; pero por otro, porque es un registro multifuncional, es decir,

36 Segun Rincon C. (1999, p. 117 ) la teoria de los actos de habla fue formulada por el filosofo de Oxford J.
L. Austin, en 1962, y desarrollada por el norteamericano J. Searle, en 1964, 1969 y 1975. Explica el uso
lingiiistico basada en la observacion de que cuando producimos un enunciado se realizan simultdneamente
tres actos : el acto locutivo —la expresion de una oracion con un sentido—, el acto ilocutivo —la fuerza que le
damos a esa expresion— y el acto perlocutivo —el efecto que se produce en la audiencia.

37 Las metadiscursivas son de tratamiento y conversion, comunicacion y objetivacion y las discursivas son de
designacion, apofantica, expansion discursiva y reflexividad discursiva. Duval (1999).
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no permite tratamientos unicamente por algoritmizacion, o lo que es lo mismo,
tiene una gran variedad de posibles tratamientos. Por tal motivo, es el registro mas
usado para describir, inferir, razonar, calcular, deducir, argumentar, es decir, es

utilizado en todos los dominios de la vida cultural y social.

Caracterizar entonces, este registro de representacion, implica un conocimiento de
sus funciones en cualquier produccion intelectual y académica, de su papel en el
desarrollo cognitivo de las personas y de la forma como se estructura tanto
semantica como sintacticamente. Esto nos pone de cara a dos problematicas: la
primera es que para analizarlo se requiere hacer un estudio desde varias
perspectivas en relaciéon con su papel en la produccion del conocimiento, pero
este no es el interés del presente trabajo; y lo segundo es, si no se asume la via
anterior, entonces ;Como determinar las unidades significantes de interés
(cognitivamente pertinentes), en el caso de las situaciones matematicas que

involucran el concepto de funcién?

Para responder a la pregunta anterior asumimos que en la lengua natural las
unidades significantes del concepto de funcion estan en los enunciados
constituidos por frases proposicionales, y éstas a su vez, determinadas
fundamentalmente por la operacion predicacién®® a través de los actos de habla

antes mencionados.

Los objetos referenciales designados en dichas proposiciones son magnitudes
fijadas por la situacion. Por lo tanto, el primer paso, en la tarea de identificar algun
criterio que permita clasificar los enunciados matematicos dirigidos al concepto de
funcion lineal en este registro, es identificar las magnitudes que estan
interviniendo. Esto implica, entre otras cosas, determinar si las magnitudes son

continuas o discretas y las unidades de medida utilizadas.

3% La operacion predicacién de la funcion apoféntica, es la que vincula la expresion de una propiedad, de una
relacion o una accidn con una expresion que designa algtin objeto Duval (1999)
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Una vez identificadas las magnitudes, el paso a seguir es reconocer y establecer
las posibles relaciones entre las cantidades de magnitud. En particular nos
interesa determinar la relacion de cociente constante entre las diferencias de las
cantidades de magnitud. Este reconocimiento no siempre es evidente, y por tanto
es aqui donde el problema se transforma en un problema cognitivo, dado que es a
través del desarrollo del pensamiento matematico en sus diferentes niveles
procedimentales, como se adquiere la habilidad para reconocer el concepto de

funcién en un enunciado determinado.

Aunque sea la funcion lineal, el modelo general de todas las situaciones cuya
razon de cambio es constante, se considera importante caracterizar el tipo de
enunciado que la representa, dados los diferentes niveles de dificultad que se
observan en los estudiantes cuando abordan la actividad cognitiva de conversion;
es decir, se requiere reconocer la razon de cambio en los enunciados que
representan una relacion lineal entre dos cantidades de magnitud. Este analisis se
hara a través de cuatro grupos generales: dos de ellos frente al hecho que la
razon de cambio se exprese o no de forma explicita en el enunciado y las otras
dos, que estaran directamente relacionadas con las anteriores, desde el punto de
vista del caracter continuo o discreto de las magnitudes que intervienen en la

situacion.

En cada uno de estos cuatro grupos se pueden establecer subcategorias de
acuerdo a si en las magnitudes continuas interviene o no el tiempo. Esto dado
que, segun el analisis epistemologico, en las situaciones que permitieron la
consolidacion de concepto de funcion la magnitud tiempo jugd un papel

fundamental.

Determinar en el enunciado si la razon de cambio es explicita o implicita es

importante puesto que, en ambos casos, de acuerdo con nuestra interpretacion en
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la funciodn lineal, si dicha razén de cambio es constate, entonces se puede asociar
a una funcion lineal. Ahora bien, lo explicito o implicito, de la razéon de cambio,
hace referencia a que en el enunciado se exprese de forma directa o por el
contrario sea necesario realizar algunos procesos, calculos o inferencias para

calcularla.

Por otro lado, lo continuo y lo discreto en las magnitudes, es importante
caracterizarlo, puesto que desde un punto de vista didactico y cognitivo, cuando se
trabaja solo bajo situaciones donde interviene magnitudes discretas, se corre el
riesgo de omitir la interpretacion de la constante como una razén de cambio y
limitarse s6lo a un analisis adimensional, que aunque facilita el tratamiento
aritmético de la situacion, oculta su naturaleza variacional. Un caso particular de
esto, ocurre con la interpretacion de la multiplicacion que en la escuela
generalmente omite el analisis dimensional de las magnitudes y es susceptible de

ser interpretada como una suma abreviada.

Con estas categorias se pueden establecer algunas interrelaciones, las cuales se
observan en los siguientes ejemplos y se materializan en la tabla 6 que aparece a

continuacion.

E1: Supongamos que el metro de Medellin sale a las 5:00 a.m. de Niquia con
destino a Itagui, y que durante su recorrido mantiene una velocidad constante de
40 km/h. Queremos conocer la distancia a la que se encuentra el tren de Niquia en

todo momento.
E2: Un grifo llena un tanque en 10 minutos determine la relacion entre el tiempo y

el volumen de agua que hay en el tanque, suponiendo que el grifo mantiene su

caudal.
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E3: Ana compré 10 huevos por $2000. Cémo podria Ana calcular la compra de

cualquier cantidad de huevos.

E4: Por cada gaseosa se pagan $1000, ; Como se calcularia el valor de cualquier

cantidad de gaseosas?

E5: ; Como varia el area de un triangulo cuando su altura cambia, suponiendo que

mantiene la misma base?

E6 Se dispone de una botella en forma de cilindro circular recto de radio 50 cm vy
altura 65 cm, el cual disponemos para llenar con agua. Determine la relacion que

hay entre el volumen de agua y su nivel.

Magnitudes CONTINUAS
Razon de DISCRETAS Tiempo No Tiempo
Cambio
Explicita E4 E1 E5
Implicita E3 E2 E6

TABLA 6: CLASIFICACION DE ENUNCIADOS ASOCIADOS AL CONCEPTO DE FUNCION LIENAL
EN EL LENGUAJE NATURAL.

Con esta clasificacion no pretendemos agotar toda la riqueza y variedad
semantica que tiene el lenguaje, sino al contrario abrir un panorama para el
estudio de los enunciados que implican el concepto de funcién lineal desde un

punto de vista variacional.

Como se menciond en el apartado 2.3, el proceso de modelacion matematica
como herramienta hacia la construccion del concepto de funcion lineal esta
determinado por cinco grandes momentos: experimentacion, abstraccion,

resolucion, validacién y modificacién, todos ellos formando parte de un gran
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sistema conceptual expresado para un propoésito especifico y apoyado en los
diferentes sistemas de representacion arriba analizados. La actividad cognitiva de
conversion del registro en lengua natural al registro simbodlico conecta el primer y
segundo momento de la modelacién con el tercero, a través de la discriminacion
de las magnitudes cognitivamente pertinentes y el establecimiento de las posibles
relaciones entre ellas, por ejemplo: diferencias, incrementos, razén de diferencias,
cantidad de magnitud asociada al cero de la magnitud control y la cantidad de
magnitud asociada al uno de la magnitud control. Una vez la situacion esté
expresada en el segundo registro, la actividad cognitiva de tratamiento, permite la
resolucioén, validacion y modificacion. De igual forma estos momentos estaran

apoyados por los registros auxiliares de representacion.

Es asi como el anadlisis de la actividad de conversiéon de los enunciados
presentados en lengua natural al registro simbdlico y su relacion con la
modelacion, se hara a través de la clasificacion presentada en la Tabla N° 6
anterior y los resultados esperados y obtenidos con los estudiantes en la

intervencion.
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3. DISENO EXPERIMENTAL

3.1 CARACTERISTICAS DEL ESTUDIO

El estudio se realizé con un grupo de 15 estudiantes matriculados en el grado 10°
del programa de Media Técnica, modalidad en Artes, del Instituto Tecnoldgico
Metropolitano de Medellin, en el cual uno de los investigadores se desempefiaba

como profesor titular.

El grupo inici¢ labores académicas en la primera semana del mes de febrero de
2005, con un disefio curricular para el area de matematicas compuesto de cuatro
ejes tematicos. En el primero se desarrolla todo lo correspondiente a los
elementos conceptuales y procedimentales de los sistemas numéricos (N, Z, Q, Q*
y R) con sus operaciones y propiedades; el segundo consta de los elementos
asociados al algebra, el tercero esta vinculado a la construccion de los conceptos
basicos de la geometria plana y del espacio; y en el cuarto y ultimo se desarrollan
todos los conceptos relacionados con la trigonometria plana y la geometria
analitica; en este ultimo es donde se ubica el concepto de funcion lineal y
cuadratica. Nuestro trabajo de investigacidon se ubicd en la transicion del eje

tematico de la aritmética al algebra.

La intervencion se desarrollé en cinco sesiones de tres horas cada una, la primera
sesidon se destind al desarrollo y socializacién de la situacién N° 1, las sesiones
dos y tres se destinaron al desarrollo de la situacién N° 2 y las dos ultimas
sesiones se destinaron al trabajo de la situacion N° 3. Antes de iniciar el trabajo de
intervencion se realizé una prueba diagnostica la cual evidencio la necesidad de
realizar un trabajo previo en cuanto a la proporcionalidad directa, los talleres

disefiados para dicho trabajo se muestran en el anexo N° 1.
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Los estudiantes, objeto del estudio, pertenecen a estratos medio y bajo del sector
occidental de la ciudad de Medellin, y provienen de diferentes instituciones de
Educacién Basica de caracter oficial y privado de la ciudad, sus edades se
encontraban entre los 15 y los 17 afios. Con ellos se realizé un estudio previo de
los conceptos trabajados durante su formacion en Educaciéon Basica (esta prueba
constituye el diagnostico presentado en la seccion 3.2 de este capitulo) aque
arrojo como resultados que los conceptos de funcion lineal, rectas, pendiente, y
las representaciones algebraicas y cartesiana no eran desconocidas para ellos,
pero si insuficientes para lograr el desarrollo conceptual propuesto en los
lineamientos y estandares curriculares en lo que respecta al pensamiento
variacional, de acuerdo con la interpretacion de los ejes conceptuales que
estructuran dicho pensamiento, y que fue presentada en el capitulo 2 de este

documento.

A continuacion se paso a realizar la seleccion de las variables con las cuales se
analizarian y disefiarian las situaciones, tanto del diagnostico como de la
intervencion didactica, de esta manera se consolida la fase N° 2 de la ingenieria

didactica.

Analisis general de las posibles variables didacticas a tener en cuenta en las
situaciones

Uno de los modelos matematicos es el de funcion lineal, el cual permiten el
estudio sistematico de la variacion de magnitudes relacionadas a través de

razones de diferencias constante.

Los términos razon constante, proporcionalidad directa y relaciones lineales
adquieren un significado unificado con la nocion de funcién lineal. Este concepto
es un modelo que sintetiza diversas situaciones, expresiones y fenémenos; puede
considerarse como la matematizacion de las nociones cotidianas y utilitarias de

proporcionalidad y relaciones lineales. La funcién lineal, determinada por la razén
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de cambio constante en todo su dominio, representa una estructura mas genérica
de la proporcionalidad entre magnitudes, sirviendo para visualizar y sistematizar
los diferentes estados de variacion lineal entre dos cantidades de magnitud, es
decir, la correlacion entre dos cantidades de magnitud cuya razén de diferencias

es una constate.

Desde esta perspectiva, las situaciones de diagnostico e intervencién pretenden

fundamentalmente dar cuenta de:

a) La modelacion como proceso atrapado en el concepto de funcion.
b) La variacién como elemento que da sentido al concepto de funcion.
c) La funcibn como objeto matematico objetivado a través de diferentes

sistemas de representacion.

El proceso de modelacion se plantea desde dos dimensiones: Por un lado como
herramienta motivadora en la construccion del concepto de funcion lineal en
cuanto que permite al estudiante y al profesor identificar conexiones con el
ambiente que les rodea y darle sentido al concepto. Y por otro lado el proceso de
modelacion se asume con sentido de conceptualizacion matematica, en tanto que
permite reconocer al concepto de funcién lineal como un elemento a través del
cual se pueden agrupar una familia de relaciones entre variables (aquellas donde
la razén de cambio es constante) de esta manera se logra ver como un concepto

general matematico.

Por tanto, en cuanto a la modelacion se pretende observar en los estudiantes los
desempenfios en cuanto a: ;Cuales fases de modelacion utiliza el estudiante en su
proceso de construccion del modelo? Y ;Reconoce y abstrae el concepto de
funcion lineal como objeto matematico; modelo de cierto tipo de fenomenos de

variacioén proporcional y de relaciones lineales?
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El concepto de variacion se entiende como elemento dinamizador del concepto
abstracto de variable. El razonamiento variacional tiene que ver con las
actividades cognitivas que involucran el estudio y sistematizacion de variables
coordinadas en contextos dinamicos. En este aspecto se desea observar, por un
lado, la manera como el estudiante identifica y relaciona las magnitudes que
intervienen en el fendbmeno, y por otro, la forma como caracteriza el fenémeno
dependiendo del tipo de variacion que observa, ademas, si por medio de dicha
caracterizacion, logra construir la funcidn que modela el fendmeno; en nuestro

caso funciones lineales.

Con respecto a las representaciones, se pretende observar los usos que hacen de
los diferentes sistemas para dar cuenta de los elementos involucrados en las
situaciones de variacidon asociadas al concepto de funcién lineal. Por ejemplo, es
importante observar el uso que los estudiante hacen de los diferentes sistemas de
representacion en el proceso de modelacion; ademas de los aportes y las
limitaciones que ofrece cada sistema y las necesidades de realizar actividad
cognitiva de tratamiento y conversion entre sistemas, segun lo demande la
situacion. Todo lo anterior determinado por el hecho que la primera dificultad, y
quiza una de las mas fundamentales, esta en la actividad de conversién de un
enunciado dado en lengua natural a un registro simbdlico; primer y segundo

momento del proceso de modelacién, segun lo expuesto en el capitulo 2.

Categorias a priori para clasificacion de los estudiantes

1- Desde el proceso de modelacion:

Categoria 1-A: Plantea vy justifica la construcciéon de un modelo matematico

para la comprension y apropiacion de la situacion.

Categoria 1-B: Reconoce la funcién como un modelo ajustado al fenémeno.
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Categoria 1-C: Utiliza el modelo para hacer descripciones y predicciones

sobre las consecuencias de la situacion.

Categoria 1-D: Concibe a la funcién como modelo general de un conjunto de

situaciones con caracteristicas analogas.

2- Desde la percepcioén y cuantificacion de la variacion:

Categoria 2-A: Reconoce las magnitudes que intervienen en las situaciones

pero no establece relaciones entre ellas.

Categoria 2-B: Describe el cambio de una cantidad de magnitud con los

cambios de otra.

Categoria 2-C: Coordina la direccion del cambio de una variable con los

cambios en la otra variable.

Categoria 2-D: Coordina la razon de cambio de una cantidad de magnitud
(dependiente) con respecto a los incrementos uniformes del cambio en otra
cantidad de magnitud (independiente).

Categoria 2-E: Describe y coordina cuantitativamente la razén de cambio
instantanea de la funcidn con los cambios continuos en la variable
independiente para todo el dominio de la funcion.

3- Segun el uso de los sistemas de representacion.

Categoria 3-A: construye y/o utiliza los elementos de algun sistema semiético

de representacion del concepto de funcion.
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Categoria 3-B: realiza tratamientos dentro de un sistema de representacion.

Categoria 3-C: realiza conversion de un sistema de representacion a otro.

Categoria 3-D: manipula diferentes sistemas representacioén, en una relacién

reciproca entre ellos.

Categoria 3-E: posee estructuras matematicas dentro del concepto en
cuestion, permitiendo identificar aspectos incoherentes en las diferentes

situaciones.

Es de anotar que las categorias del uso de los sistemas de representacion no son
inclusivas ni jerarquicas, contrario a las de la modelacion y variacion que son

crecientes en nivel y la superacion de una implica la superacion de las anteriores.

3.2 PRUEBA DIAGNOSTICA

Criterios de analisis

Con base en las categorias estudio descritas en el apartado anterior, en la
clasificacion de los enunciados verbales resumidos en la Tabla N° 6 y las
categorias antes descritas, se tomdé la decision de evaluar el nivel de
conceptualizacion de los estudiantes con respecto al concepto objeto de nuestra
investigacion a través de los diferentes sistemas de representacion. Para ello se
disefAd una prueba con tres situaciones, dicha prueba con sus respectivos analisis

y resultados se describen a continuacion:

Situacioén Diagnéstica |

Nombre: SALARIO DE ANA
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Propédsito: La actividad tiene como propédsito evaluar las habilidades de los
estudiantes para reconocer en una situacion algunos elementos de la variacion, en
particular la nociéon de dependencia entre las magnitudes salario y suscripciones

(ambas magnitudes discretas).
Enunciado:
Ana trabaja como vendedora del periddico “El Colombiano”, sus ingresos
dependen de un salario basico de $5.000 diarios, y se incrementa con base en las
ventas que realice de este periddico.
a) Sipor cada venta ella obtiene una comision de $700. Responda:
i. ¢ Cuanto dinero devengaria en un dia si Ana realizara, 5, 10 6 16

ventas?

ii. Con los datos anteriores llene la siguiente tabla.

Nro de suscripciones | Salario total devengado
5
7
$11300
15
$19000
25

iii. Exprese la relacion que existe entre el salario total devengado a
diario y el numero de suscripciones vendidas utilizando palabras

luego simbolos y un grafico cartesiano.
b) Con el cambio de administracion de la empresa, se propone una nueva forma

de pago. El salario basico diario seria disminuido en $2000, por el contrario la

comision por cada venta seria aumentada a $900. Analice las dos alternativas
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salariales y exprese cuales son los posibles beneficios de dicho cambio en el

sueldo. (exprese con argumentos simbdlicos y graficos).

ANALISIS A PRIORI

Esta situacion, presentada en lenguaje natural, inducira al estudiante a que
mediante el sistema de representacion tabular, infiera una relacion entre el cambio

de las dos magnitudes y posibilite la objetivacion.

En un segundo momento se propone que la relacidn entre las magnitudes sea
expresada mediante otros sistemas de representacion tales como el grafico y el
simbdlico. De igual manera, la situacion exige al estudiante tener cierto control
sobre las variables (magnitudes), de tal forma, que a través de su analisis pueda
anticipar conclusiones favorables o desfavorables para los empleados, con bases

en las condiciones generales del problema.

Se espera que los estudiantes, una vez llenen la tabla, reconozcan la existencia
de la covariacion entre las magnitudes, aunque es posible que no logren expresar
cuantitativamente dicha relacidn, esto a pesar de que detectaran los algoritmos

con los que se hiciera su registro tabular.

La situacion pretende colocar en claro la capacidad de los estudiantes para
comunicar conceptos matematicos, lo cual se hace evidente en los diferentes usos

del lenguaje y los diferentes sistemas de representacion.

Inicialmente los estudiantes podrian entender la razon de cambio constante no
como un cociente de diferencias, sino como el cociente aritmético entre los valores
de la tabla. Esto permitira proponer algunas ideas que ayuden a los estudiantes a
identificar esta caracteristica de la razéon de cambio en el momento de la

intervencion.
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RESULTADOS

En cuanto a la modelacion y la variacion

e Con respecto al inciso a de la situacién diagndstica I.

En esta parte de la situacion la totalidad de los estudiantes alcanzaron a reconocer
los procedimientos que debian realizarse con la cantidad de magnitud “periddicos
vendidos” para calcular los valores correspondientes de la otra cantidad de

magnitud “salario”. Esto se pudo evidenciar mediante la construccion de la tabla.

. Numero de prendas elaboradas a Salario total devengado (diario)
diario
200 —- 12,000
210 12,500
215 42 190
229 13,250
251 . 14 f@
200 16,000
271 % 550
f\-?;‘b 23,650

El procedimiento inverso que permite calcular el numero de periddicos vendidos
dependiendo del salario, sélo fue dificil de percibir para un estudiante. A pesar de
ello en el momento de llenar la tabla para determinar el numero de periédicos
vendidos a partir del salario devengado, un gran numero de estudiantes utilizaron
otro procedimiento, asumiendo una relacién de proporcionalidad directa entre las
magnitudes. De acuerdo con esto se puede afirmar que los estudiantes
trascienden la categoria 2-A y 2-B para ubicarse en una categoria cercana a la 2-

C. Esto quiere decir, que los estudiantes tienen cierta familiaridad con situaciones
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en las cuales hay que describir patrones de caracter aritmético; sin embargo,
tienden a aplicar, sin justificar su proceder, criterios de proporcionalidad directa y
reglas de tres simple, en situaciones donde no es admisible. Adicionalmente
asociamos esta interpretacion de los estudiantes con la teoria de la investigadora
Sfard (1991), en cuanto a que se puede percibir en los estudiantes una

aproximacion a la compresion del concepto de funcion como un procedimiento.

La variacion como razén de cambio no se hizo explicita en ningun momento de la
situacion, a pesar de ello se encontraron algunos intentos de representar,
mediante letras, la relacion entre las magnitud involucradas en la situacion. Esto
se puede interpretar como una necesidad de responder la pregunta y no como un
intento espontaneo de capturar la variacion mediante un modelo matematico. Por
lo tanto, en este aspecto consideramos que en general los estudiantes no

alcanzan a ubicarse en la categoria 1-A.

e Con respecto al inciso b.

En cuanto al control que debian hacer de la variable “numero de suscripciones”
para poder hacer un analisis de los beneficios de cada forma de salario, se
encuentra en las elaboraciones de los estudiantes los siguientes grupos de

resultados:

e No responde: en este espacio se agrupan los estudiantes que no realizan
ningun tipo de registro que permitiera hacerse una idea de su razonamiento, y
aunque tuvieron una comprension general de los requerimientos de la
solucion, presentaron dificultad para establecer una estrategia de solucion.

e Percepcion de una relacion: Este grupo recoge a los estudiantes que
alcanzaron a percibir una relacién (directa o de dependencia) entre las
magnitudes del problema, sin embargo no llegan a coordinarlas ni a elaborar

estrategias para manipularlas y obtener conclusiones; esto permite ubicar los
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estudiantes de este grupo de respuestas en la categoria 2-A. Algunas de las
afirmaciones que ilustran las producciones son: “que a menudo que las
suscripciones ballan (vayan) aumentando por igual/ también incrementan las
ganancias.”

e Compensacién: Este grupo recoge aquellos estudiantes que lograron
percibir cierto grado de comprension de la variacién en las cantidades y
lograban sacar algunas conclusiones globales haciendo una comparacion
entre ellas (categorias 2-B). Algunas aserciones de los estudiantes que
ilustran esta tipologia son: “En la primera iniciacion [refiriéndose a la primera
forma de calcular el salario] no es un buen salario pero ya teniendo un mayor
numero de suscripciones se obtiene un mejor aumento salarial’; “puede ser
mejores los beneficios [referido al segundo salario] ya q’ el salario basico
seria de $3000 pero si realiza las suscripciones necesarias al salario
aumentaria %500 mas. Aunque al final no seria mucho ya q’ esos 2000 de

mas es como Si recibiera los mismos $5000 de salario basico”.

{:n lo primera no €3S éuen Jabrz'a.ﬁerp ya #n:@nq/o
un mayer mimer> 2l Suscripe/ones S obtene un

me |or a umento Sorlar ol
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Vode set wvejoves
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e Instrumentos: En este grupo se recoge las producciones de los estudiantes
que identificaron en cierto grado una coordinacién entre las variables vy
utilizaron el sistemas de representacion tabular para manipular y validar sus

conclusiones (categoria 2-C y 3-A).

La siguiente Tabla registra las frecuencias y los porcentajes de los estudiantes en

cada una de las anteriores tipologias:

CARACTERISTICA N %
No responden 5 33,33%
||Percepcic’>n de una relacion 5 33,33%||
Compensacion: 2 13,33%||
Instrumentos 3 20,00%||
Total 15 100,00%)

Como se puede observaren los anteriores resultados los estudiantes poseen un
comprensién global de la situacion y alcanzan a descubrir algunas relaciones de
dependencias entre las magnitudes que intervienen; sin embargo, en este sentido,
la tabla se convirti6 en una herramienta para el reconocimiento de los

procedimientos a efectuar para calcular los valores de las magnitudes.
En cuanto a los sistema de representacion

e Con respecto al inciso a.

El uso del registro tabular no fue espontaneo, sélo estuvo restringido a la demanda
del segundo punto de la situacion. La totalidad de los estudiantes realizaron las
operaciones aritméticas, para conseguir llenar la tabla; en la realizacién de estas
operaciones aritméticas se observaron algunas limitaciones en cuanto al uso y
significado del signo igual; por ejemplo, en un procedimiento en el cual se

involucraban varias operaciones los estudiantes escribian: 15 x 700 = 10500 +
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12000 = 22500, lo cual ofrece una visidn restringida de la igualdad como relacion

de equivalencia.

e Con respecto a la parte iii del inciso a y al inciso b.

Los resultados en esta parte de la situacion informan que un bajo porcentaje de
los estudiantes describieron la relacion entre las magnitudes en lenguaje natural,
aunque con algunas imprecisiones de redaccion. Adicionalmente algunos de estos
estudiantes no alcanzaron a expresar la relacion multiplicativa en las diferentes
cantidades y solo describian sus relaciones aditivas. Comparando esta
informacion con los del inciso anterior se infiere que en los estudiantes no existe
familiaridad con un trabajo que favorezca la actividad de conversion de la
representacion tabular al lenguaje natural, por lo tanto se posible ubicarlos en un

nivel 3-A, es decir no alcanzan al nivel 3-C.

En cuanto a la utilizacion que hicieron de los graficos cartesianos se puede afirmar
que la interpretacion y uso que tienen de los mismos es muy limitada. La siguiente
clasificacion muestra el nivel en el que se pueden agrupar las elaboraciones de los

estudiantes.

No responde: en este espacio se ubican los estudiantes en cuyas respuestas
no se evidencia ningun tipo de produccion grafica o aquellos en los cuales sus
producciones no tenian algun nivel de aproximacion al trabajo que se les

pedia.

Graficos sin reglas de conformacién: Es este grupo se clasificaron aquellos
estudiantes en cuyas producciones se observa cierta aproximacién a los
graficos cartesianos, pero que no tienen en cuenta las reglas basicas para la
ubicacion de puntos, ni del significado que una representacion en este sistema

de semidtico de representacion puede dar a entender. Estos estudiantes
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utilizan los graficos como herramienta para ubicar datos del problema. En el
Grafico 11 se muestra el registro de un estudiante para describir la relacién
expresada entre las dos formas de calcular el salario de la parte b de esta
situacion. De igual manera en el Grafico 12 se registran los datos iniciales
para el salario, pero en este caso como una correspondencia entre el valor de
la comision y el salario basico diario. Por lo tanto se pueden ubicar en el nivel

3-A.
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GRAFICO 11: GRAFICO ELABORADO POR UN ESTUDIANTE PARA EXPRESAR LA
RELACION ENTRE LAS MAGNITUDES DE LA SITUACION: SALARIO DE ANA
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GRAFICO 12: GRAFICO ELABORADO POR UN ESTUDIANTE PARA EXPRESAR LA RELACION ENTRE LAS
MAGNITUDES DE LA SITUACION: SALARIO DE ANA
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Trascripcion: En este tercer grupo se ubican los estudiantes en cuyas
producciones se limitaron a transcribir los datos de valores de la tabla al grafico
cartesiano y en el caso de 2 estudiantes de ellos a trazar la linea que une los
puntos. Con el animo de profundizar un poco mas en sus razonamientos se les
preguntd a estos estudiantes el porqué de la construccién de dichas lineas
(continuas), a lo que informaron que asi lo hacian en el grado anterior. Se les
pidi6é que utilizaran dicha grafica para realizar aproximaciones de otros valores,
a lo cual no respondieron. Es de anotar que en los casos de los estudiantes de
estas categorias, el grafico cartesiano aparece como una representacion de
una tabla de valores mas que como la relacibn de variacion entre dos
cantidades de magnitud. La siguiente tabla recoge las frecuencias y los

porcentajes de estudiantes en cada una de estas tipologias.

TIPOLOGIA N %
No responden 6 40,00%
Graficos sin reglas de conformacion. 4 | 26,67%
Trascripcion 5 33,33%
Total 15 1100,00%

Como se puede inferir del anterior analisis, los estudiantes adolecen de
estrategias que les permita promover el reconocimiento global de las
caracteristicas de wuna grafica cartesiana, de igual manera presentan
dificultades para la construccion de representaciones simbdlicas para
relaciones funcionales. Con base en estas observaciones se puede afirmar que
los estudiantes no se alcanzan a ubicar satisfactoriamente en la categoria 3A,
salvo con una sutil habilidad para interpretar algunos datos presentados en un

registro tabular.
En cuanto a los procesos de tratamiento y conversion de los sistemas de

representacion se puede observar que son procesos que parecen descuidados

en la educacion Basica en nuestras instituciones ya que en las producciones

125



de los estudiantes no se encuentran evidencias de estrategias que favorezcan
dichos procesos. De esta forma se concluye que los estudiantes no se pueden
ubicar en las categorias 3B ni 3C.

Situacién Diagnéstica Il

Nombre: DE NIQUIA A ITAGUI, PASANDO POR SAN ANTONIO

Propdésito: reconocer la velocidad constante como razén de cambio entre dos
cantidades de magnitud y usarla para identificar la funcion lineal como un modelo

matematico que relaciona la distancia y el tiempo.

Enunciado:

Supongamos que el metro de Medellin sale a las 5:00 a.m. de Niquia con destino
a Itagui, y que durante su recorrido mantiene su velocidad constante. Queremos

estudiar los tres siguientes casos:

Caso 1: Distancia a la que se encuentra el tren de Niquia en todo momento.
Caso 2: Distancia a la que se encuentra el tren de Itagli en todo momento.
Caso 3: Distancia a la que se encuentra el tren de San Antonio en todo

momento.
Momento 1
Describa una estrategia para calcular las distancias del tren a cada una de las

estaciones anteriormente mencionadas.

Momento 2

Si la grafica que aparece a continuacion representa la situacion anterior:

1. Elabora un argumento que permita identificar una grafica con cada caso

anterior.
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2. A partir de la grafica, a qué distancia de cada una de las tres estaciones,
estara aproximadamente el tren cuando sean las 6:05 a.m. Estime ademas,
la hora a la que llega a San Antonio, y la hora a la que llega a Itagui.

3. ¢Qué puede significar los punto de corte entre graficas?

De Niquia a Itagii

100 -
80 -
60
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40 P
3

20 | T

0 T

Distacia a la estacion

ANALISIS APRIORI DE LA SITUACION

La situacion presenta la razén de cambio en forma explicita, las magnitudes que
intervienen son continuas y una de ellas es el tiempo. Es muy importante anotar
que en esta situacion la razén de cambio es otra magnitud y que aunque se
expresa como la relacién entre dos magnitudes escalares, ella es de naturaleza

vectorial.

En un primer momento de la situacion los estudiantes pueden percibir la relacion
de crecimiento y decrecimiento en cada una de las magnitudes, sin embargo para
garantizar la comprension de la situacion se hace necesario acompafar los
razonamientos de los estudiantes con preguntas como: Qué significa velocidad
constante?, ;Como observaria el movimiento del tren una persona que esté

ubicada en la estacion Niquia, San Antonio o Itagui?
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Al presentarse los tres casos en forma sincronica y en el mismo plano, es posible
que se presente una interpretacion de que la situacion trata de fendmenos
diferentes y no del mismo analizado por distintos observadores. Esto quiere decir,
que muy posiblemente, el estudiante interpretara la grafica como de tres trenes
moviéndose de forma simultanea, y no el movimiento de un tren, analizado al

mismo tiempo por tres observadores, cada uno ubicado en una estacion diferente.

En el momento 2 de la situacion se observa que se tienen tres tipos de grafica, las
cuales corresponden a diferentes relaciones lineales: de valor inicial con pendiente
negativa, proporcionalidad directa y funcion por partes (dos partes, una lineal con
pendiente negativa y la otra con pendiente positiva). Cada una de estas formas

dependen del observador que esta analizando el fenémeno.

Para responder el item 2 del momento 2. se deben tener en cuenta los conceptos
de cero absoluto, cero relativo y el de unidad de medida; puesto que, por un lado,
en este caso el momento de inicio de la observacion del fendmeno no implica
necesariamente ausencia de la cantidad de magnitud (longitud y/o tiempo) y por
otro lado, dependiendo de la unidad de tiempo y de longitud que se tome se tendra
una determinada respuesta, esto quiere decir que se pueden tener respuesta

divergentes.

Resultados:

La situacion se les entreg6 a los estudiantes para que la resolvieran por parejas.
En el primer momento de la situacion, la mayoria de ellos se limitaron a describir la
situacion en términos de que tan cerca o lejos se encuentra el tren de cada una de
las estaciones. Algunas de sus respuestas apuntaban a la visualizacién de una
relacion de dependencia directa o inversa entre la distancia y el tiempo, por
ejemplo: “a medida que avanza [el tren] esta mas cerca [de la estacion San

Antonio]” sin hacer referencia a término “velocidad constante”, esto permite ubicar
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su razonamiento en el nivel 2-B. Antes de pasar al momento 2 se les pidid¢ que
representaran la relacion entre dichas distancias y los tiempos transcurridos en un
grafico cartesiano. La mayoria de los estudiantes realizaron representaciones
icdnicas, es decir la grafica representa un dibujo de la situacion. Sin evidenciar

ningun tipo de representacion que representara el cambio o la velocidad del tren.
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GRAFICO 13: REPRESENTACION GRAFICA DE UN ESTUDIANTE DE LA SITUACION
DIAGNOSTICA 11

En el momento dos se encontré que un alto porcentaje de los estudiantes no tenia
una comprension de los graficos cartesianos, esta asercidn se hace evidente en
las respuestas de los estudiantes las cuales clasificamos en las siguientes

tipologias:

No responden: en este tipo se ubican los estudiantes que no respondieron

ninguna de las preguntas.

Dibujo: en este tipo se ubican los estudiantes que interpretaron los graficos
cartesianos como dibujo o un “mapa” del metro de la cuidad. Esto se observa en
respuestas como “ esta raya [linea del grafico cartesiano] representa la linea A del
Metro esta la linea B y este el metro Cable... “ o “...estos puntos [sehalando las
intersecciones de las rectas] son las estaciones de donde se encuentran”. En este
aspecto se puede inferir que los estudiantes no alcanzan a ubicarse en el nivel 3-A
puesto que ni siquiera alcanzan a reconocer los elementos del sistema grafico

cartesiano.
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Dependencia: en esta tipologia se ubican aquellos estudiantes que observaron
alguna dependencia entre las magnitudes del problema pero asociaron cada una
de las tres “rectas” del grafico cartesiano a tres trenes diferentes en movimiento.
Esto se videncia en respuestas como “este punto quiere decir que se encuentran
estos dos trenes”. Esto permite evidenciar que no hay una compresion del
enunciado y por tanto no alcanzan a realizar actividad de conversion entre el

registro grafico cartesiano y el lenguaje natural.

Numérico: En esta tipologia ubicamos a los estudiantes que asignaron valores

numericos a la velocidad del metro para realizar algunos datos tabulares.

La siguiente tabla muestra las frecuencias y los porcentajes en cada una de las

anteriores tipologias.

TIPOLOGIA N %
No responden 7 46,66%
IDibujos 4 | 26,66%
IDependencia 2 |13,33%
Numeérico 2 13,33%
Total 15 | 100%

Estos resultados permiten apreciar la dificultad que los estudiantes tienen para
percibir la variaciéon cuando las magnitudes que intervienen en la situacion son
continuas y escalares. Lo anterior sumado al hecho, que en este caso particular, la
razon de cambio toma significado propio como una nueva magnitud, que ademas

de ser continua, tiene naturaleza vectorial, y por tanto, acepta medidas negativas.
Lo anterior podria ser interpretado como una de las razones por las cuales es tan

dificil, para los estudiantes, superar las categorias de la modelacion; adicionado a

la doble caracteristica que cumple el concepto de funcion (objeto matematico y
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modelo matematico variacional), con las diferentes interpretaciones que le dan

sentido.

Situacion Diagnéstica lll

Nombre: CELULARES

Propésito: Esta situacion busca que el estudiante reconozca la razén de cambio
constante y la use para determinar el crecimiento de una cantidad de magnitud
que depende de otra para la toma de decisiones convenientes a partir del modelo

que se construye con base en dicha razon.

Enunciado:

Una prestigiosa compafiia de telefonia moévil tiene entre sus planes los siguientes:

PLAN BAJO

Cargo Basico: $35.000 + IVA
Minutos incluidos: 65

Minuto adicional:  $800 + IVA
PLAN MEDIO

Cargo Basico: $70.000 + IVA
Minutos incluidos: 150

Minuto adicional: ~ $700 + IVA

PLAN ALTO
Cargo Basico:

Minutos incluidos:

Minuto adicional:

$120.000 + IVA
300
$600 + IVA

131



Momento 1
Suponga que usted puede pagar cualquiera de los tres planes, pero quiere
escoger el que, de acuerdo a su consumo mensual, le salga mas favorable, ;Cual

escogeria? Suponga una tasa del 16% para el IVA.

Momento 2

La siguiente grafica representa la misma situaciéon expuesta en el momento 1.

Responda la misma pregunta apoyado en lo que observa en dicha grafica.
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Analisis de la situacion

Esta situacion relaciona dos cantidades de magnitud bajo tres maneras diferentes
de variacién. Las cantidades de magnitud minutos consumidos y costo total del
consumo estan determinadas por el plan que las relaciona (bajo, medio, alto); esto
significa que para construir el modelo matematico de la situacion, es necesario
reconocer simultaneamente estas tres maneras de variacion de las dos cantidades
de magnitud. Es muy importante resaltar, que incluso cada manera de variacion
(cada plan) esta a su vez dividido en dos formas de variacion, ambas variaciones
constantes; una determinada por el cargo fijo para una cantidad especifica de

minutos incluidos (65, 150, 300 segun el plan), de variacidon constate igual a cero,
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y la otra determinada por el valor del minuto adicional ($800, $700, $600 segun el

plan).

Esto obliga a que se reflexione en dos elementos conceptuales: por un lado, que
las funciones que aqui aparecen son funciones por tramos, ambas partes
funciones lineales; y por otro lado, la situacion contiene un enunciado que se
ubica en la tipologia cuya razén de cambio es explicita; ademas, es una situacion
donde interviene la magnitud continua tiempo. Sin embargo, en el primer momento
de la situacion la continuidad del tiempo no implica ningun problema, pero en el se
segundo momento este tiempo aunque sigue siendo continuo, la situacion obliga

a discretizarlo.

La pregunta que se hace es abierta en el sentido que no es de respuesta unica,
esto es, la decisidon se puede tomar convenientemente, pero deben presentarse
argumentos apoyados en la identificacion de variables y las relaciones de

dependencia entre las mismas

Un elemento adicional que tiene la situacion, es el reconocimiento a que cada
gasto implica el pago del impuesto al valor agregado (IVA), que aunque no cambia
en nada la situacion desde el punto de vista matematico, si la contextualiza un

poco y que le imprime un grado mayor de dificultad.

Con el animo de ofrecerles a los estudiantes herramientas que les permitieran
validar sus conjeturas, se crea el momento 2, con el que se pretende ayudar a la
respuesta de la pregunta, basado en la lectura e interpretacion del registro grafico
que la representa. De esta manera igualmente se intenta evaluar la visidn que se
tiene con respecto al registro gréafico, bajo la hipétesis que este registro es un poco
mas familiar en cuanto al reconocimiento de la razén de cambio como la pendiente

de la recta.
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Resultados:

La situacion se les entreg6 a los estudiantes para que la resolvieran por parejas.
En el primer momento de la situacion, la mayoria de ellos se limitaron a contestar
la pregunta unicamente desde los datos presentados. Se podria decir que su
solucion fue puramente aritmética, casi la totalidad del grupo se inclind a escoger
el plan alto, 7 parejas contra sélo una que se incliné por el plan bajo. En el primer
caso se argumenta la decision, a partir del hecho que la cantidad de minutos fijos
es mayor y el costo del minuto adicional es menor, casi sin compararlo con el
comportamiento de los otros planes desde la razén de cambio, salvo los datos
constates de la cantidad minutos fijos y el costo del adicional. Esto se evidencia

en respuestas como la siguiente.

GRAFICO 14: RESPUESTA DE UNO DE LOS ESTUDIANTES EN LA SITUACION DE
INTERVENCION III

Sin embargo, una pareja de estudiantes, de los ocho que escogieron el plan alto,
hizo el intento de comparar los diferentes planes desde los diferentes momentos
que hace que un plan pueda tener mejores condiciones que otro. Se podria pensar
que es un intento de analizar la situacién desde el punto de vista de comparacion

entre las variaciones.
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GRAFICO 15: RESPUESTA DE UNO DE LOS ESTUDIANTES EN LA SITUACION DE DIAGOSTICO
I

Con respecto al estudiante que escogi6 el plan bajo, se ve claramente en sus
producciones que parece no haber entendido la situacion, puesto que no se

aprecia coherencia en su respuesta. Ver ilustracion siguiente.
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GRAFICO 16: RESPUESTA DE UNO DE LOESTUDIANTES EN LA SITUACION DIAGOSTICA 111

En general, la situacion no fue pensada desde un punto de vista variacional, salvo
algunas timidas aproximaciones a lo que pudiese suceder en determinados

momentos para cada uno de los planes.
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Se reconocieron las magnitudes involucradas en la situacion y las relaciones de
dependencia de una cantidad de magnitud con respecto a la otra, sin embargo no
se hizo uso de ningun sistema de representacion del concepto de funcion, para
determinar dicha relacion. Desde el punto de vista de la modelacion, no aparece
en ninguna de sus repuestas, alguna necesidad de usar un modelo matematico

para tomar la decision pedida.

En el segundo momento, se les entregd el registro grafico que representa la
situacion, las respuestas no variaron mucho con respecto al momento anterior,
incluso algunos estudiantes respondieron exactamente lo mismo. La siguiente

respuesta es ofrecida por uno de los estudiantes.
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GRAFICO 17: RESPUESTA DE UNO DE LOS ESTUDIANTES EN LA SITUACION DIAGNOSTICA III

Como se observa no hay variaciones significativas de una respuesta a la otra.
Esto hace pensar que los graficos cartesianos no tienen mucha relevancia en la

produccion de nuevas ideas.

Algo muy importante es que, aunque algunos estudiantes logran identificar cierta
relacion de dependencia entre las variables valor minuto y costo plan, se les
dificulta comparar dichas relaciones funcionales de un plan a otro y con esta

nueva informacion obtener las conclusiones pedidas en la situacion.

A partir de las categorias de observacién podriamos decir que con respecto al

proceso de modelacion y al reconocimiento de los sistemas de representacion, en
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general, todos los estudiantes se ubican en un nivel anterior a la categoria 1-A y 3-

A, y practicamente la totalidad del grupo podria ubicarse en la categoria 2-B.

En general, en el desarrollo de esta situacién se puede inferir que los estudiantes
no alcanzan a tener una comprension global del concepto de funcion como modelo
de fendmenos de variacion de acuerdo a las categorias propuestas. Esto se
evidencio en el hecho que muy pocos alcanzaron a cuantificar la variacion
mediante algun modelo matematico, y aunque la mayoria lograban inferir cierta
regularidad entre las cantidades de magnitud, no lograron construir un registro
grafico ni simbdlico de la misma. Los pocos que construyeron alguna aproximacion
a estos registros lo hacian de una forma “mecanica” que no daba cuenta de la
apropiaciéon de las reglas de conformidad y conversion, por lo tanto sus
producciones fueron mono-registro, confirmando la hipétesis que la actividad de

conversidon no es transparente y ni cognitivamente neutra.

Estos resultados sugieren la necesidad de disefar situaciones que ofrezca, por un
lado, herramientas para modelar situaciones de variacion lineal entendida como la
actividad de conversion del lenguaje natural al registro simbdlico, y por otro, la

construccion e interpretacion de los graficos cartesianos y del registro tabular.

En los resultados de la prueba diagndstica se encontrd la necesidad de presentar
a los estudiantes una serie de actividades centradas en el razonamiento
proporcional (ver anexo N° 1), para alcanzar un desempefio satisfactorio en este
aspecto. Dichas actividades contribuyeron a mejorar los resultados en la
manipulacion de magnitudes linealmente dependientes desde la razén de cambio
constante, de acuerdo con nuestra segunda hipotesis de trabajo descrita en el

Capitulo uno de este documento.
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3.2 DISENO DE LAS SITUACIONES DE INTERVENCION

Las siguientes tres situaciones fueron disefiadas para intervenir a los estudiantes

con el propdsito de superar las dificultades encontradas en la prueba diagnéstica.

Inmediatamente después del propdsito y el enunciado de cada situacion se hacen
los respectivos analisis de caracterizacion a partir de las variables macro-
didacticas. Adicionalmente se analiza el tipo de enunciado teniendo como base la
clasificacion de la Tabla 6 y anticipan las posibles dificultades a las que los

estudiantes se pueden enfrentar.

Esta caracterizacién se hace en forma de listado con el objeto de puntualizar y

focalizar los posteriores analisis de los resultados obtenidos.

Es importante anotar que estas situaciones estan estrechamente relacionadas con
las de diagndstico en cuanto al tipo de contexto, la clase de enunciado, el tipo de

pregunta y los tipos de magnitud que intervienen.

SITUACION DE INTERVENCION |

Nombre: LA EMPRESA JAVO

Propédsito: Mediante esta situacion se pretende movilizar elementos basicos de
relaciones funcionales entre magnitudes discretas, identificacion del modelo
funcional, su representacion en tablas y los demas sistemas de representacion, la
identificaciéon de la razén de cambio, y el control de variables en una situacién

problema.
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Enunciado:

En la empresa de confecciones JAVO. Ltda. se tienen dos clases de empleados
unos para las maquinas planas y fileteadoras, y otros de pulidores; a estos ultimos
se les paga sus servicios con un salario base de $10,000 a la semana, mas una
comision de $ 70 por cada prenda pulida. A los empleados de las maquinas planas
y fileteadoras se les paga el dia segun un salario minimo establecido por la

empresa, mas una comision por cada prenda extra elaborada.

a) Sabiendo que la produccion minima exigida por la empresa para los
empleados de las maquinas es de 200 prendas diarias. Llene los espacios

en blanco de la siguiente tabla:

Numero de prendas elaboradas a diario | Salario total devengado (diario)
200 $12000
210 $12500
215
$13250
251
$16000
271
$23650

e ;Cuales cantidades permanecen fijas y cuales varian en las condiciones

planteadas para estos empleados?

e Exprese la relacion existente entre el numero de prendas elaboradas a
diario y el salario total devengado por un empleado utilizando cada uno
de los siguiente paramentos: palabras, simbolos, un diagrama y un

grafico en el plano cartesiano
e ;Cual puede ser una expresion que permita calcular el salario de

cualquier empleado de maquinas teniendo en cuenta el valor de las

comisiones?
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b) Con respecto a los pulidores responda:

¢ Cuanto ganaria un pulidor a la semana si lograra pulir:

e 20 prendas, 50 prendas, 200 prendas, 750 prendas.

e Exprese la relacion existente entre el salario semanal y el total de
prendas pulidas por estos empleados utilizando los mismos parametros
del inciso anterior.

e Siun empleado ganara a la semana $38000, $24000 ¢ qué puede decir

usted del total de prendas pulidas por éste?

c) La empresa desea suprimir el salario base para los pulidores y en cambio

piensa aumentar el valor de la comisién en $25 por prenda.

Analice esta nueva propuesta y diga si es conveniente para los empleados

justificando el por qué de eleccion. Grafique esta situacion en el plano cartesiano.

Componentes de la situacion

e Elementos procedimentales y conceptuales Matematicos:

Discriminacién de magnitudes variables y constantes.

- ldentificar las magnitudes dependientes e independientes en una
relacion funcional.

- La organizacion de la informacién en tablas que permitan reconocer y

cuantificar el cambio.

- La representacion simbdlica y cartesiana de las relaciones funcionales.

e Elementos Didacticos:
e Criterios de analisis en la Modelacion.
- Laidentificacién y seleccién de las magnitudes variables y constantes.

- Laformulacién de hipétesis de trabajo
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Construccién de ecuaciones y herramientas simbdlicas y graficas para
realizar procedimientos.

El establecimiento de argumentos que permitan validar la obtencién del
modelo.

La utilizacion del modelo para elaborar y probar conjeturas de la

situacion problema.

Criterios de analisis en el reconocimiento de la variacion

La determinacién de las cantidades variables.

La identificacion de las invariantes del problema

El reconocimiento de las relaciones aditivas y multiplicativas entre las
magnitudes que interviene en la situacion.

La descripcion y coordinacion del cambio de una cantidad de magnitud
con los cambios en otra.

El reconocimiento de la constante como razén de diferencias entre dos

parejas cualquiera en una representacion tabular.

Criterios de analisis en la manipulacion de los sistemas de
representacion.

El uso de herramientas como la interpolacion y extrapolacion para
determinar parejas de valores en una tabla.

El reconocimiento de los elementos de cada sistema semidtico de
representacion en relacion con el concepto de funcion.

La conversiéon de un sistema de representacion a otro.

Dificultades anticipadas:

La identificacion de un grafico cartesiano como la transcripcion punto a

punto de las parejas de una tabla.
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- La seleccion de escalas poco apropiadas para la representacion de la
relaciones entre magnitudes en el registro grafico.

- La identificacion de un grafico cartesiano como la “unién” de puntos del
plano.

- Laidentificacidn de las relaciones multiplicativas entre las magnitudes.

- La poca comprensién del concepto de variable.

- La concepcion de que las relaciones entre variables no se pueden

representar mediante simbolos.

Caracteristicas del enunciado

En el enunciado de esta situacion se pueden percibir dos momentos, una en
donde la razén de cambio no es explicita, y se debe calcular siguiendo las
orientaciones del enunciado y/o los datos de la tabla. Y un segundo momento
donde la razén es explicita. Se debe tener en cuenta que en ambos momentos las

magnitudes que intervienen en esta situacion son discretas.

SITUACION DE INTERVENCION II

Nombre: LA TARJETA DE TELEFONO

Propésito: Determinar el papel que juega la relacion por cociente entre las
diferencias de dos cantidades de magnitud, en la dependencia entre ellas (costo
de la llamada y resto de dinero en la tarjeta con respecto al tiempo de la llamada)

y el que juega en el cambio de registro del lenguaje natural al simbdlico.

Enunciado:

En el archivo “tarjeta de teléfono.xIs” del software EXCEL, analice la situacion que

se presenta a continuacion:
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Una persona compra una tarjeta de teléfono celular prepago por un valor de B

pesos. Cada minuto de llamada cuesta un valor V pesos.

Escriba los valores de By V que desee y a partir de lo observado en la graficay la

tabla, responda:

e ;En qué momento se ha consumido la mitad del valor de la tarjeta?

e ;Como saber que ya se consumié toda la tarjeta?

e ;Qué expresion simbdlica describe la relacion entre el tiempo de llamada y
el costo de la misma?

e ;Qué expresion simbdlica describe la relacion entre el tiempo de llamada y
la cantidad de dinero restante de la misma?

A B c | D | E | F | G | H | | | J |
Valor tarjeta B [— Digite aqui el costo de la tarjeta

1 0

2 Valor minuto WV 0|— Digite aqui el valor del minuto

3 |Intervalo tiempo 0[— Cada cuanto tiempo quiere que se calcule el consumo y el dinero restante en la tarjeta
4 Valor inicial 0

5

<] Tiempo Costo Resto

7 tarjeta prepago

g

9

10

}; 50000

13

1:51 30000
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GRAFICO 18: SITUACION DE INTERVENCION 11

Esta situacion esta disefiada para que los estudiantes, a través del cambio de los

parametros costo de la tarjeta, valor del minuto e intervalo de tiempo (incremento

en t), movilicen saberes matematicos como:

Interpretacion de los registros tabular y grafico de un enunciado verbal.
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El reconocimiento de los valores B y V como parametros que

caracterizan la funcion C(¢) =Vt para la funcion costo de la llamada y
R(t) = B—V tpar la funcidon dinero restante en la tarjeta.

La identificacion del parametro ‘“intervalo de tiempo”, como un
incremento “h” constante en t (tiempo de la llamada), que produce
incrementos constantes Acy aAr en C (funciéon costo) y en R (funcion

resto) respectivamente pero diferentes de “h”.

El reconocimiento de A€ y AR como una nueva constante que
h h

identifica las funciones Costo de la llamada y Dinero restante como

lineales. En el caso particular es muy importante reconocer a esta

constante como A€ _, y AR _ _,  es decir descubrir que dicha
h h

constante es el parametro V (valor del minuto) o el opuesto de V
respectivamente.
La determinacion de t, C y R como variables y su relacién funcional

lineal.

La identificacion de A€ _ ,, y AR _ _;, con la pendiente de las rectas
h h

dadas en la grafica.

Componente didactico:

Con respecto a la variacion:

El reconocimiento de las magnitudes costo de la tarjeta, valor minuto,
tiempo de la llamada y dinero restante en la tarjeta como variables de la

situacion.
La diferenciacion de los parametros Costo de la tarjeta y valor minuto (B

y V) con la variables tiempo de la llamada, el costo de la misma y el

dinero restante en la tarjeta (t, C y R).
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Coordinar el establecimiento de los parametros B y V para determinar la
variacion del costo de la llamada C y el dinero restante R con respecto al

tiempo t que dura la llamada.

La coordinacién de la razén de cambio de la cantidad de magnitud Costo
de la llamada C y dinero restante R (dependientes) con respecto a los
incrementos uniformes del tiempo (independiente). En el contexto de la
situacion estos incrementos del tiempo indican cada cuanto se va

calcular el consumo y la cantidad de dinero restante en la tarjeta.
Con respecto a los sistemas de representacion:

Reconocer el registro tabular y el grafico como representantes de las

funciones Costo llamada y dinero restante.

Realizar actividad cognitiva de tratamiento en el registro tabular para dar

respuesta a las preguntas de la situacion.

Generar actividad cognitiva de conversion del lenguaje natural al registro

simbdlico para construir A€ _,, y AR _ .y finalmente C(t)=V.ty
h h

R()=B-Vi

Realizar tratamiento en el registro simbodlico para responder las

preguntas dadas en la situacion.

Reconocer los cambios que la constante V y -V del registro simbdlico,

producen en el registro grafico de mismo.

145



e Con respecto a la modelacion:

- Reconoceren C(t)=V.t y R(t)=B-V.t un modelo matematico de la

situacion planteada.

- Utilizar el modelo matematico construido para realizar predicciones
frente al costo de la llamada, el dinero restante y el tiempo de duracién
de las llamadas. Controlar los cambios de cada variable dependiendo

del contexto.

De acuerdo al diagnéstico, podriamos decir que los estudiantes se enfrentaran a
una serie de elementos nuevos, tanto desde el punto de vista matematico como
didactico, a saber: comprensién del concepto de parametro, del concepto de
incremento, de variacién y fundamentalmente, el concepto de razén de cambio
constante; desde el punto de vista didactico el enfrentamiento con los momentos
del proceso de modelacién, y la actividad cognitiva de conversion entre sistemas
de representacion. La complejidad de estos elementos hace que no sea suficiente

esta situacion para lograr el macro propésito de la misma.

Dificultades previstas:

- El conocimiento del Software y sus caracteristicas.

- En general a los estudiantes, ya se les ha ensefiado los elementos que
componen la funcion lineal, esto quiere decir que han escuchado hablar
de lo es una funcion lineal, lo que significa la pendiente de la recta y el
intercepto con el eje y. Pero todo lo anterior se ha hecho desde el punto
de vista formal, donde este tipo de problemas se ven como aplicaciéon de
los conocimientos adquiridos. Consideramos que en este punto

encontramos el primer obstaculo, pues no estan acostumbrados a
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enfrentarse con el proceso de modelacion desde el punto de vista

didactico, en particular con la primera y segunda fase de dicho proceso.

- La discriminacion de las wunidades significantes cognitivamente
pertinentes para la conversion entre los registros de representacion de la

funcién lineal modelo matematico de la situacion.

- La pendiente de una recta se les ha mostrado como una propiedad de la
grafica, como el grado de inclinacion que tiene con respecto al eje x, en
otras ocasiones se les ha hablado que este grado de inclinacion se
representa por la medida de este angulo. Esta visidbn oculta
completamente toda perspectiva variacional y por tanto dicha pendiente
no es mas que un numero, estatico y sin significado variacional para el
contexto de la situacion. En este sentido prevemos que sera de mucha
dificultad, entender el papel fundamental que juega el incremento del
tiempo, las diferencias sucesivas de las cantidades de magnitud (costo
total de la llamada y resto) y el cociente entre los anteriores, para

construir el modelo funcional de la situacion.

Caracteristicas del enunciado

En este enunciado la razéon de cambio esta dada como un parametro; sin
embargo, las caracteristicas que la identifican como razon es necesario

esgrimirlas mediante un tratamiento tabular y/o grafico.

Las magnitudes que intervienen son: costo de llamada, dinero restante en la
tarjeta y el tiempo que dura la llamada, donde la primera y la segunda tienen un
caracter discreto y la tercera continua, aunque como se dijo en el analisis, hay que

discretizarla segun el contexto del problema.

147



SITUACION DE INTERVENCION lil

Nombre: EL TANQUE CILINDRICO

Propédsito: Construir la funcién lineal como el modelo matematico de un
fenémeno, a través de la identificacion de la razon de cambio constante.

Enunciado:

Se cuenta con un tanque cilindrico de 100 litros de capacidad y altura 2 metros
(Fig. 1) el cual se dispone para llenarlo de agua. En ésta experiencia puedes

escoger la unidad con la que desees llenar la botella.

Figura 1

Momento 1

e En la experiencia ¢Cuales cantidades permanecen constantes y cuales
varian?

e Realiza un grafico que permita describir la relacién existente entre el
volumen y el nivel de agua por cada unidad echada. Describa dicha relacion
en palabras y en simbolos.

e Si se cambia la unidad de volumen para el llenado, qué cambios se
generaria en el nivel de agua, el volumen y en la relacién existente entre el

nivel de agua y el volumen (grafica y simbolos).
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Momento 2

¢En qué cambian las respuestas de las preguntas anteriores (Momento 1), si

inicialmente el tanque tiene una cantidad determinada de agua a un nivel 50 cms?

En esta situacion se pretende movilizar saberes matematicos como:

- Asocia la razén de cambio instantanea de las magnitudes de la funcién

lineal.

- ldentificar las funciones h(V)=kV y h(V)=kV +h, como funciones

variacionalmente equivalentes.

Componente didactico:

e Con respecto a la variacion:

- Discriminacion de las magnitudes continuas como variables
dependientes e independientes.

- Laidentificacién de los incrementos en h (el nivel del agua) y V (volumen
existente en el tanque) como herramientas que permiten cuantificar el
cambio entre dos cantidades de magnitud continuas.

- Laidentificacién de la razén de cambio como una magnitud constante en
la situacién.

- El uso de la razén constante K, para caracterizar las funciones lineales
hV)y=kV 'y h(V)=kV + h,

- La identificacion a hg “unidad nivel de agua inicial”, como un parametro

constante que representa la invariante de estado inicial.
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e Con respecto a los sistemas de representacion:

- Generar actividad cognitiva de conversion del lenguaje natural al registro
simbdlico para construir A(V)=kV 'y h(V)=kV+h, (modelo
matematico).

- Realizar tratamiento en el registro simbdlico para responder las

preguntas dadas en la situacion.

Con respecto a la modelacion:

- El reconocimiento de los registros simbdlicos A(V)=kV y h(V)=kV +h,

como modelo lineal matematico de la situacién planteada.

Dificultades previstas:

- La comprensién del continuo matematico.

- En las situaciones anteriores solo se ha trabajado la razén de cambio
desde magnitudes discretas o continuas pero discretizadas, lo cual
hace ver la razon de cambio como el promedio entre un estado inicial y
un estado final. En esta situacion por ser magnitudes continuas se

requiere ver de forma instantanea la razén de cambio.
Caracteristicas del enunciado:
En este enunciado la razén de cambio es implicita y se puede inferir desde el
contexto del problema por la forma cilindrica de la botella y la informacién de las

medidas dadas en la situacién o también por un proceso de experimentacion y

medicion.
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4. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

4.1 ANALISIS DE RESULTADOS DE LAS ACTIVIDADES DE INTERVENCION

En este apartado nos dedicaremos a describir y analizar los resultados obtenidos

con la implementacion de las tres actividades denominadas de intervencion.

Con base en los resultados de la prueba diagndstica, consideramos necesario
comenzar la intervencion con dos situaciones cuyo proposito fue, discutir e
institucionalizar algunas ideas propias del razonamiento proporcional, dichas

situaciones se muestran en el anexo 1.

Los instrumentos utilizados para recolectar la informacion fueron:

- Las producciones escritas de los estudiantes correspondientes a cada
una de las situaciones entregadas.

- Las acciones y producciones verbales captadas mediante registros
filmicos, tomadas en momentos especificos del desarrollo de la
situacion.

- Las anotaciones de los investigadores con base en las observaciones

durante la implementacion de las situaciones.

Para dar cuenta de los resultados se tuvo en cuenta los criterios de analisis
elaborados en las variables didacticas desde la modelacion, la variacion y los

sistemas de representaciéon presentados en el aparte anterior.

Descripcion y analisis

Para el desarrollo de la primera situacion, se les pidié a los estudiantes que se

reunieran en parejas y se les entregé el material fotocopiado. Los estudiantes
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debian leer el enunciado, y responder las preguntas dadas en la misma. Para
garantizar su comprension se les hizo preguntas como: ;Cuantos tipos de
empleados tiene la empresa?, ;Como se calcula el salario de los empleados de
maquinas?, Como se calcula el salario de los pulidores?, ;Cuales magnitudes

son conocidas y cuales desconocidas en cada uno de los momentos?

En esta primera parte, aunque los estudiantes tuvieron una comprension general
del enunciado, confundian los datos con los que se calculaba el salario de los
empleados, es decir, cuando se les preguntaba a como se les paga cada prenda a
los empleados de maquina generalmente respondian que a $70, para lo cual fue
necesario leer repetidamente el enunciado, haciendo especial énfasis en la
oracion “a estos Ultimos se les paga sus servicios con un salario base de $10000 a

la semana mas una comision de $ 70 por cada prenda pulida”.

De esta manera lograron identificar la informacion pertinente en cada caso, es
decir, las magnitudes que interviene en la situacion y algunas posibles relaciones

entre ellas.

Para la segunda situacion (tarjeta de teléfono) se llevé a los estudiantes a la sala
de computadores, se distribuyeron por parejas en cada computador y se les
entrego el archivo que contenia la situacién. Es importante tener en cuenta que no
fue necesario desarrollar ejercicios previos para el conocimiento del Software
(Excel), puesto que la situacion solo dependia del cambio de los parametros B, V y
el intervalo de tiempo; ademas ellos ya tiene conocimientos de su uso. Igual que
en la situacion anterior, para confirmar si los estudiantes habian identificado las
magnitudes tiempo de la llamada (variable independiente), costo de la llamada y
dinero restante (variables dependientes), se les hizo la pregunta: “Cuales son las
magnitudes que intervienen en la situacion?”. A lo cual ellos respondieron, el

tiempo y el costo de la llamada, dejando de lado la magnitud resto, por lo que se
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les preguntd: ¢Qué informacion suministra la columna que dice resto? Y ellos

contestaron, “representa lo que queda en la tarjeta”.

La tercera situacion (“el tanque”) se les entregd y se inicié su desarrollo con un
didlogo para determinar las magnitudes que intervienen en la misma. En dicho
dialogo se mencionaron las magnitudes tiempo, volumen del tanque, radio del
tanque, area de la base. Seguidamente se les pidi6 que asociaran cada variable
segun fueran constantes o variables, a lo cual respondieron en su gran mayoria
correctamente que las variables son altura, volumen y tiempo y que las fijas
(constantes) eran el volumen del tanque, el radio del cilindro y area de la base. De
esta manera se aclaré que cuando se hablaba del volumen y la altura eran los del

agua y de su nivel.

Con esta primera parte de las tres situaciones se logré que los estudiantes
reconocieran y discriminaran las magnitudes que estan interviniendo y las
cognitivamente pertinentes para el proceso de modelacién. Ademas se logré el
establecimiento de algunas relaciones de dependencia e independencia entre

ellas.

Se observd un nivel de progreso en el reconocimiento de las magnitudes, esto se
refleja con las preguntas de la situacion, pues como se observa en la primera se
hace referencia a cantidades fijas y variables; en la segunda se pregunta por el
mismo concepto pero desde el término magnitud, en este caso, los estudiantes
solicitaron hacer explicito dicho término (magnitud), para lo cual los investigadores
respondieron que el concepto de magnitud esta asociado a cualidades o atributos
susceptibles de ser medidos. Esto permitié que en la tercera situacion detectaran
mas rapidamente las magnitudes que intervienen, sin que se presentara ninguna
dificultad.

En un segundo momento del proceso, se les pidié a los estudiantes establecer las

posibles relaciones entre las magnitudes reconocidas. Para la primera situacioén el
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reconocimiento de estas relaciones estan materializadas por las caracteristicas
aditivas y multiplicativas visualizadas en el llenado de la tabla, la cual, exige a su
vez el reconocimiento de la razon en las diferencias de las magnitudes

respectivas.

Una vez llenada la tabla se les pregunté a los estudiantes la justificacion de la
forma como lo hicieron, respondiendo a preguntas como: ;Cuanto cuesta cada
prenda extra? A lo que ellos respondieron que cincuenta pesos y esto porque “si
por 200 prendas se gana $12000 y por 210 se gana 12500 quiere decir que por 10
extras se gana 500 pesos extras, o sea, 50 pesos por una prenda extra”. De esta
forma se materializa la diferencia entre las magnitudes como estrategia de

solucion.

Esto permite observar que los estudiantes hacian operaciones para determinar la
razén de diferencia constante y cuantifica la variacion entre las magnitudes y con
ello llenar la tabla. Todo esto lo hacian de una manera intuitiva, ya que al
preguntarles por los procedimientos realizados para encontrar dicho valor, la
mayoria de los estudiantes respondian “una division’ pero no hacia referencia a

las diferencias entre las cantidades de magnitud consecutivas dadas en la tabla.

En la situacién numero dos se presenta un comportamiento similar, pero en este
caso el disefio de la misma induce al estudiante a que tome conciencia, que dicho
cociente, se hace entre las diferencias de los valores de la tabla. Esto se evidencia
en el segundo momento de esta situacion, cuando se les pide que, en otra hoja del
mismo archivo de Excel, copien los elementos que se tienen en el primero y
calculen en una columna adicional las diferencias sucesivas de los valores
correspondientes al costo de la llamada y luego, en otra columna, el cociente entre
estas diferencias y el intervalo del tiempo (parametro inicial), para encontrar el

mismo valor del costo minuto (constante). Ver grafico siguiente.
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Valor tarjeta B 10000
Valor minuto V 30
Intervalo tiempo 5
Valor inicial 0

Tiempo Costo Resto | Dif costo | Dif resto [ cociente costo | cociente resto

0 0] 10000 150 -150 30 -30

5 150 9880 150 180 30 -30

10 300 9700 150 -150 30 -30

15 450 9550 150 -150 30 -30

20 B00 2400 150 -150 30 -30

25 750 9250 150 -150 30 -30

30 800 9100 150 180 30 -30

35 1050 8950 150 -150 30 -30

40 1200 8800 150 -150 30 -30

GRAFICO 19: ARCHIVO DE CALCULO DE DIFERENCIAS SUCESIVAS Y RAZON DE CAMBIO

En esta parte de la situacion no hubo mayor dificultad para que los estudiantes
realizaran los procedimientos y tomaran conciencia de la constante como un
cociente entre las diferencias de las cantidades de magnitud. Solo a un par de
estudiantes se les dificultd la construccion de las férmulas en Excel, ante esto uno
de los investigadores intervino para orientarles el proceso y permitirles construir

las mismas conclusiones.

Dado que la primera situacién de intervencion (la empresa Javo) tiene una
estructura similar a la presentada en la situacidn numero uno del diagnéstico
(salario de Ana), era de esperarse que los resultados, en cuanto a la construccion
del modelo y uso de los sistemas de representacion, fueran significativamente
analogos a los de dicha prueba.

Por esta razén, una vez hechos los analisis de los resultados del diagnéstico, se
prepararon algunas preguntas para orientar el posible trabajo con los estudiantes
hacia la construccion del modelo matematico. Esto con el animo de construir las

bases para ubicarlos en una categoria proxima a la 1-A.
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En efecto las producciones iniciales en cuanto a los registros simbdlicos, pueden
categorizarse en dos grupos: el primero de ellos esta determinado por aquellos
estudiantes que se limitaron a hacer un tratamiento aritmético pero no utilizaron
ningun tipo de registro simbdlico. Es decir, aquellos estudiantes que aunque
reconocen las variables y coordinan de alguna manera el cambio entre ellas, no
alcanzan a realizar algun tipo de registro simbdlico y tampoco grafico y que a lo
sumo se usa para inferir alguna regularidad entre las magnitudes; esto es
equivalente a afirmar que se ubican en las categorias 2-B y 3-A. En el segundo
grupo se ubican los estudiantes que usaron letras para representar las cantidades
y las operaciones que intervienen en la situacion. Estos simbolos dan cuenta de
un uso de las letras mas como representantes de numeros que como
representante de variables; y las expresiones simbdlicas construidas mas que
representar relaciones funcionales muestra una traduccion de operaciones
aritméticas. Con esto se puede afirmar que los estudiantes aunque construyeron
un modelo simbdlico (Categoria 3-A), no tuvieron un desarrollo en la comprension
de dicho modelo desde un punto de vista variacional, de aqui se pude inferir que
un progreso en la macro-variable 3 “sistemas de representacién” no implica un

avance en la macro-variable 2 “la variacion”.

Presentamos a continuacién dos ejemplos que muestran estas dos tipologia de las
respuestas de los estudiantes. De uno de ellos mostraremos su produccion escrita
y del otro se transcribe el dialogo entre el estudiante y el investigador en su intento

por ampliar conceptualmente y aproximarse a la elaboracion del modelo.
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GRAFICO 20: PRODUCCION DE UNO DE LOS ESTUDIANTES EN LA SITUACION DE INTERVENCION 1

La siguiente explicacidn corresponde a la produccion escrita de un estudiante de

acuerdo a la grafica 13.

Estudiante: “A seria el salario basico, donde A es 12000, B es el numero de
prendas de mas, o sea B es el numero de prendas mas, x es el total del salario
devengado, o sea que seria, A si seria las 200 prendas o comision mas A. C es el
numero de prendas elaboradas basicas diarias, o sea las 200 que tiene que hacer
obligatoriamente. Y D excedentes, o sea las 50, o sea por cada una es 50.
Entonces, por ejemplo: entonces cuando x es igual a 12000, x esiguala A,y B es
igual a cero porque no hay numero de prendas de mas, y C es igual a 200. Pero
cuando x es igual 23650, seria X menos A igual a uummm, eso me da un valor
cierto que seria lo de mas. A eso le divido a D que seria un excedente, o sea le
divido es a cincuenta, eso me da By B mas C, o sea mas las 200 que ya tenia,
eso me da BC.

Investigador: ;Qué es BC?

Estudiante: El total de todas las prendas que hizo.
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GRAFICO 21: PRODUCCION ESCRITA DE UN ESTUDIANTE EN LA SOLUCION DE LASITUACION DE
INTERVENCION I

En la segunda situacion la razén de cambio constate jugd un papel fundamental
para la construccion del modelo matematico. Una vez los estudiante contestaron
las dos primeras preguntas desde el analisis e interpretacion del registro tabular y
grafico, la tarea consistio en construir la representacion simbdlica funcional

(modelo matematico) de la situacion.

En esta tarea, la interpretacion del parametro “intervalo de tiempo” como

incremento Ar constante, el parametro valor inicial y la actividad antes
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mencionada de calcular las sucesivas diferencias en las magnitudes costo y resto,
y el cociente entre estos con el parametro “intervalo de tiempo”, fueron la clave

para su construccion.

Se inici6 esta parte del trabajo induciendo a los estudiantes para que reconocieran
las caracteristicas de la construccion de la tabla. Para lo cual se les pidi6 que
cambiaran los parametros “valor inicial” e “intervalo de tiempo” y que describieran

los cambios que estos generan en la tabla.

En el siguiente didlogo se muestra la intervencion que se hizo en este caso,

apoyados en el registro de los estudiantes segun la figura que a continuacion se

muestra:
Valor tarjeta B 10000 Valor tarjeta B 10000
Valor minuto V 30 Valor minuto ¥ 30
Intervalo tiempo 5 Intervalo tiempo d
Valor inicial || 7 Valor inicial 7
Tiempo Costo Resto Tiempo Costo Resto
7 210 9730 7 210 97o0
12 360 9540 15 450 9550
17 510 9440 23 530 9310
22 B60 9340 31 930 9070
27 810 9190 34 1170 ga30
32 950 S040 47 1410 8500
I 1110 2330 55 1650 8350
42 1260 8740 k3 1890 8110
47 1410 8590 71 2130 7870
52 1560 2440 fis 2370 7630
a7 1710 8290 57 2610 7350
GRAFICO 14
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Investigador :

Estudiante :

¢, Cémo cambian los valores de la tabla?
“En esta columna [sefialando la columna tiempo], los valores

aumentan de cinco en cinco y luego de ocho en ocho”.

Esta fue de un estudiante que cambié el parametro intervalo de cinco a ocho sin hacer

referencia al parametro valor inicial, para lo cual se le pregunto:

Investigador :

Investigador

Estudiante :

Investigador

Estudiante

Investigador :

Estudiante :

Investigador :

Estudiante :

Investigador

Estudiante

“¢ Aumenta de cinco en cinco o de ocho en ocho a partir de
donde?” estudiante: de este valor.

¢y cual es ese valor?

Este. [sefalando con el dedo la casilla donde aparece el
valor del parametro “valor inicial”]

.Y qué pasa con esta columna?, [sefialando la columna
“costo’]

También cambia

¢ Y como cambia?

Aumenta

¢ Y como aumenta?

de 240 en 240 [haciendo referencia a cuando el intervalo de
tiempo era de 8]

&Y pasa lo mismo cuando el intervalo de tiempo es de cinco
en cinco?

[Hizo cuentas con la calculadora] no, es de 250 en 250

Preguntas similares se realizaron para la columna “resto”.

El reconocimiento del costo del valor minuto como razén de cambio constante se

orienté mediante la insercién de una variable micro-didactica que consistié en

entregarles una hoja de papel que contenia tres tablas analogas a las de la
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situacion anterior pero omitiendo los parametros con los cuales fueron construidas
y se les pidi6 que en cada caso descubrieran el valor de la tarjeta y el valor del

minuto. Un ejemplo de estas tablas son las siguientes:

Tiempo| Costo | Resto Tiempo| Costo | Resto Tiempo| Costo | Resto

1] af 20000 10 4000(  1R0O00 g 1340 gea0
10 2000( 18000 15 BOOO| 14000 14 2100 7900
20 4000( 16000 20 aoo0| 12000 19 2850 7150
a0 BOOO| 14000 250 10000( 10000 24 3600 E400
40 a0o0| 12000 30| 12000 2000 29 4350 5650
a0 10000 10000 35| 14000 G000 34 a100 4900
BO| 12000 8000 400 16000 4000 39 a850 4160
700 14000 BOO0 450 18000 2000 44 BROO 3400
g0 16000 4000 a0 20000 ] 49 7380 550
80| 18000 2000 55| 22000 -2000 54 8100 1900
100 20000 1] GO 24000 -4000 59 8850 1150
110 22000)  -2000 BS| 26000 -BOOO B4 8E00 400
120 24000  -4000 JO0| 28000 -8000 B9 10340 -350

GRAFICO 22: GRAFICO QUE MUESTRA EL ARCHIVO PRESENTADO COMPLEMENTO A LA SITUACION DE
INTERVENCION II

Once de los quince estudiantes respondieron satisfactoriamente a esta actividad,
encontrando las razones de cambio como el cociente de los incrementos de los
valores de la tabla. Por ejemplo un estudiante al describir los procedimientos
utilizados para calcular la razén de cambio en la primera tabla dice: “tomamos
cada costo y lo dividimos por el tiempo y eso da el valor del minuto”. Se le
preguntd luego, ¢Y como encontrar ese mismo valor desde la columna resto?
Respondieron “igual’; ¢igual cédmo?; “pues se divide cada resto por cada tiempo”.
Se les pidid que realizaran dicha operacion y apreciaron que no era asi. Se les
preguntd entonces, ¢porqué no da?; después de un momento de silencio
respondieron, “hay que restar’, ;hay que restar qué?, pregunté el investigador. El

estudiante respondio, “el costo [costo de la llamada] del valor de la tarjeta”.

El investigador, retomando la pregunta inicial, dice ¢pero cdmo se encuentra el

valor del minuto?, a lo que el estudiante respondié: “se divide 2000 entre 10, ;Y
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de doénde salen estos valores 2000 y 10?7, se responde: son los valores en los
cuales cambia la tabla. ;Pero como se obtienen?, ellos dicen “sumando”, -
sumando qué?- respondieron, “cualquier valor del tiempo se le suma 10 y
cualquier valor del ofro se le resta 2000”. y si s6lo se tienes dos valores
consecutivos de la tabla , por ejemplo -16000 y 14000-, ; cémo lo encontrarias?, el
estudiante se queda pensando un momento y responde, “pues resto 14000 a
16000’.

Con el animo de representar la variacion mediante un sistema simbdlico que

permita una aproximacion a la categoria 3-A, se introduce la notacion ¢,, ¢, ¢,... y

asi sucesivamente como simbolos que representan los valores de la columna

tiempo, y At para el incremento de tiempo. De esta forma se construyd con ellos
la expresion ¢, =1, + At y se les explica que ¢, es el valor que se encuentra en la
fila 2 de la columna tiempo y ¢, indica el valor que se encuentra en la fila 1 de la
misma columna, por tanto se les mostro, que la expresion anterior (¢, =t,+ At)

significa que el segundo término de esta columna se puede hallar a partir de
conocer el valor inicial y el incremento de tiempo. Y este a su vez es el tiempo a
partir de donde se comienza a contar el tiempo (parametro valor inicial).

Igualmente sucede con el tercer elemento, es decir, ¢,, pues t, =¢, + Az, y si en
esta ultima expresion se reemplaza lo que equivale ¢, se obtiene que
t,=t,+At+At olo que es lo mismo ¢, a partir de ¢, es ¢, =t, + 2At, es decir, el

valor de t, a partir del parametro “valor inicial”.

De igual manera se hizo con la columna “costo” y “resto”, introduciendo la notacién

C,, C, , C, y asi sucesivamente para la columna Costo y R,, R,, R, y asi

sucesivamente para la columna resto. De esta forma se construyé el valor

C,=C,+AC y R =R,+AR para los segundos valores de la columna costo y

resto respectivamente. Esto quiere decir que una vez descubierta la diferencia
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constante entre los valores consecutivos de las columnas en cuestion se puede
hallar, a partir de conocer el primer valor cualquier otro de la misma columna,

pues, C, =C, +2AC, C, =C, +3AC y asi sucesivamente para la columna “Costo”

Y R, =R, +2AR, R, =R, +3AR y asi sucesivamente para la columna “Resto”.

Para confirmar esto se les entregd el archivo 2, igualmente del software Excel, en
donde se construyeron las constantes y el proceso descrito del parrafo anterior. En
el siguiente grafico se muestran las producciones tabular (Excel) y escrito,

resultado de este trabajo de intervencion.

Valor tarjeta B 10000
Yalor minuto Y 30
Intervalo tiempo 5
Yalor inicial 0

Tiempo Costo | Resto ||Dif costo|Dif resto|cociente costo|cociente resto

a o] 10000 150 -1580 30 -30

] 150 Sga0 150 -1580 30 -30

10 300 8700 150 -1580 30 -30

15 450 9550 150 -1580 30 -30

20 GO0 2400 150 -150 30 -30

25 750 9250 150 -150 30 -30

30 500 2100 1450 -150 30 -30

o) 1050 5950 150 -150 30 -30

400 1200 5800 150 -1580 30 -30

45) 1350 5650 150 -1580 30 -30

50) 1500 ga00 150 -1580 30 -30

55] 1650 §350 150 -1580 30 -30

B0) 1800 5200 150 -150 30 -30

B5| 1930 8050 150 -150 30 -30

f0) 2100 7900 1450 -150 30 -30

7o) 2250 7740 150 -150 30 -30

GRAFICO 23

En el caso particular de la situacién, se concluyé con los estudiantes que

L=l +”'At, via la generalizacién. Esto quiere decir que cualquier valor de la

columna tiempo ¢, se obtiene sumando el primer elemento y n veces el intervalo.
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Igualmente concluyé que C, =C, +nAC para la columna “costo” y R, =R, + nAR

para la columna “resto”.

Finalmente se indujo a los estudiantes para que relacionaran de forma simbdlica
cualquier valor del “costo llamada” y del dinero restante en la tarjeta “resto”
dependiendo del tiempo t de duracién de la misma. Esto con la idea de construir

una sola expresion simbdlica funcional C(t)=C,+V.t y R(t)=B—-V.t para el costo

y el resto respectivamente.

Para esta tarea se les pidi6 que observaran, que por cada valor ¢, ¢, ¢,... habia
valores C,, C, , C,... ¥ R,, R,, R,.... respectivamente. Esto quiere decir que

simbdlicamente, a partir de las conclusiones anteriores se tiene que:

Tiempo Costo Resto
t, C, R,
t,=t,+At C,=C,+AC R, =R, +AR
t, =t, +2At C,=C, +2AC,, R, =R, +2AR
ty =t, +3At C, =C, +3AC Ry =R, +3AR
t, =t, +nAt C, =C,+nAC R, =R, +nAR

De los resultados de la tabla anterior se puede afirmar, que si se conocen los
primeros valores de cada columna y la diferencia constante, se puede conocer
cualquier otro valor de la misma columna, a través del proceso de generalizacion;

en otros términos conociendo el estado inicial de la magnitud tiempo y el cambio
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que se aplica a esta, se puede determinar su estado final. De igual manera se hizo

un trabajo con la magnitud resto.

Una vez se discutié y objetivo el proceso anterior, se les pidié a los estudiantes
que volvieran al archivo 2 de Excel, para analizar el significado de las ultimas dos
columnas y la conexion que hay entre los resultados de la tabla anterior y los

valores constantes que aparecen en estas columnas.

Para esto los investigadores propusieron a los estudiantes que asignaran un valor
fijo a los parametros “costo de la tarjeta”, “valor del minuto” y “valor inicial”’, y que
dieran diferentes valores al parametro “intervalo de tiempo”. Se les pregunto:
¢, Cuando se escriben diferentes valores para el parametro “intervalo de tiempo”,

cuales valores cambian y cuales permanecen fijos?

Los estudiantes “jugaron” un momento con el archivo y concluyeron que:

- Independiente del valor que se escriba para este parametro, las Unicas
columnas que no cambian son las “cociente costo” y “cociente resto”. Y
aunque las columnas “diferencia costo” y “diferencia resto” siempre
tienen un mismo valor en todo la columna, este valor cambia cuando se
cambia el parametro “intervalo de tiempo”.

- Si se digita un valor de cero en la celda que indica el parametro
“‘intervalo de tiempo”, el computador muestra en las columnas “cociente
costo” y “cociente resto” la expresién #iDIv/0!. Esto, explicaron los
investigadores, significa la indeterminacién matematica de la division por
cero, pero por otro lado desde la situacién, significa que no tiene sentido
calcular el costo de la llamada y el dinero restante en la tarjeta cada cero
minutos.

- Las columnas “cociente costo” y “cociente resto” siempre da como

resultado el mismo valor del parametro “valor minuto” y el opuesto
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aditivo del mismo. Esto a partir de la notacion simbdlica convenida es
A

At At

Con base en los anteriores resultados y la tabla donde aparece la notacion

simbdlica convencional, los estudiantes construyeron los siguientes resultados:

- ¢Como escribir simbdlicamente cualquier tiempo, cualquier costo y
cualquier resto a partir de sus diferencias constantes y de conocer el
valor inicial de cada cantidad de magnitud? Para dicha se cantidad
escribié la variaciéon de una magnitud como el estado final menos el

estado inicial, esto es :

Tiempo Costo Resto

t,—ty=nAt |C,—-C,=nAC | R, —R,=nAR

n

A partir de estos resultados se utilizaron las herramientas algebraicas que poseian
los estudiantes para determinar la ecuacion. Esto se realizd de la siguiente

C,=C, _nAC_,, R, —R, nAR

manera: —~
t, —t, nAt t, —t, nAt

=-J de esta manera se construyé

que C,-C,=V(t,-t,) Yy R,—R,=-V(t,—t,) y concluir que C=V(t—t,)+C, y
R=-V(t—t,)+R,. De esta manera se acompario el proceso de los estudiantes en

la construccion del modelo matematico y ubicandose asi en la categoria 1-B

Para el caso particular de la situacidon, cada estudiante escribié los valores que

habia fijado en los parametros “valor minuto” y “valor inicial” (V, vy ¢,) y los valores
obtenidos en la primera fila de las columnas costo y resto (C, y R,

respectivamente). En este momento se hizo énfasis en la importancia que tiene

conocer el valor inicial de la magnitud control y su correspondiente valor en la otra
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magnitud, ademas de la transformacién que sufre la anterior expresion sia ¢, =0
le corresponde C,, R, =0 que indica una relacion de proporcionalidad simple

directa entre las dos magnitudes. Vale la pena aclarar que el paso al modelo
matematico por la via de la generalizacién no fue inmediato y requirié de un
trabajo, el cual estuvo basado en las reflexiones propuestas por Mason et al

(1999) y Lee L, (1996). Sin embargo, esto no se ampliara en el presente trabajo.

En el primer momento de la situacion de intervencion numero tres (El tanque
cilindrico), la totalidad de los estudiantes identificaron las magnitudes que
involucra la situacion, esto es, las unidades cognitivamente pertinentes para la
actividad de conversion. Algunas de las magnitudes constantes que enunciaron
fueron: el radio del cilindro, el area de la base. Las magnitudes variables que mas
mencionaron fueron: el tiempo, la altura del nivel del agua, la cantidad de agua; es

decir, trasciende la categoria 2-A.

Con respecto a la seleccion de la unidad de llenado, tres de los estudiantes
afirmaron que dependiendo de la seleccidn de ésta, era la altura y el volumen de
agua. Esto nos llevd a observar que sus razonamientos se estaban basando en la
percepcion primaria que permite concluir la premisa: “a unidad de llenado mas

grande mayor sera la medida para el nivel de agua y viceversa”.

Esto quiere decir que las “imagenes” que se asociaban al nivel de agua logrado,
dependian unicamente de la unidad de llenado y aunque esto en cierta medida es
verdad, no permite descubrir el invariante fundamental (razé6n de cambio) que
explica el porque de la observacion anterior, pero ademas posibilita la
construccion del modelo matematico (funcidn lineal). Ante este hecho se les
formularon a los estudiantes preguntas como: “Supongamos que se tiene una
unidad de medida cuya capacidad es la mitad de la unidad anterior, ¢ cual sera la
altura del nivel del agua cuando se han echado dos de estas unidades?” La misma

pregunta se les formul6 en términos de diferentes unidades.
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Las respuestas ofrecidas por los estudiantes permitieron observar que alcanzaron
a percibir, que la relacién por cociente entre la altura y el volumen del nivel de

agua no depende de la unidad seleccionada.

L 4 echo /o m:’}ad del a o S € //{nq entonw /)m/a /.a.

mitad de lo allum (J ¥ 2cha vng wnided gt ¢ /a
eworto /oo.r/c de /g onkripe <ntows lo altvo Jombias e
b opuoita /owfe‘

: "
ﬁ‘ @:4#‘:4

N\

2h = 4
Vv

AV

Nx<‘N\§§“

GRAFICO 24

Cuando se les pidié que expresaran la relaciéon entre la altura y el nivel del agua,
trece de los quince estudiantes casi de manera instantanea respondieron con la
expresion V = m*h o con expresiones como “el volumen es el area de la base por
la altura” ante este hecho se les pidi6 que expresaran el sentido que tenia para
ellos dicha ecuacion, es decir, que expresaran por ejemplo ¢qué permite calcular?
¢Cuales son las variables que en ella interviene? ;Cuando se utiliza esa
ecuacion? etc. De esta manera se indujo a tomar conciencia, que para la relacion
que se les pidi6 debia asociar las magnitudes altura o nivel de agua y volumen de

agua existente.
En este estado, los estudiantes empezaron a platear y registrar en una tabla

aserciones como: “a medida que el volumen aumenta, la altura del nivel del agua

también aumenta”, “si tengo determinada cantidad de agua con cierta altura,
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entonces cuando tenga el doble de dicha cantidad tendremos el doble de la
altura”. De esta manera, se posicionaron en un nivel superior a la categoria 2-C. El
trabajo continud con las preguntas ¢ cual sera la altura de un litro de agua en este
tanque? ¢;como registrar esta informacién? Ante dichas preguntas, la mayoria de
los estudiantes comenzaron a realizar algunos calculos y a construir una tabla.

Algunas de las producciones de los estudiantes se muestran en la siguiente

grafica.

| W T

M -9 = oo L

: e | O i

/EL J % | 04002 |
| i | I ,
 ERE e 1 R e I 2 | D.00Y
— /}9.{.:-' jiiie / 00 R

\

GRAFICO 25: PRODUCCION DE UN ESTUDIANTE EN LA SOLUCION DE SITUACION DE INTEVERSION 111

Con base en sus tablas se les pregunté: ; Como cambia la altura cuando cambia
el volumen de agua existente en el tanque? En esta pregunta los estudiantes

comenzaron a construir expresiones como se muestra en la siguiente grafica 26:

/‘:‘,_: i i’ Z _ﬁ_.l: i —_ 'D_;p, > l—‘!i )_(.ir = . {/_! ii) _f ¥ fl f
P YA : 1
RN //& Y ¥l (1A ‘.}l’/—'.‘f _é,
/ V
i hp O 006 — 00 0¢ O, 00 (@ o
Z
\/, i B = 7
il _/) J/}
OV

GRAFICO 26
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Cinco estudiantes avanzaron de manera espontanea hasta construir la expresion

simbdlica h:%v como modelo de dicha relacion. Lo cual los posiciona en la

categoria 1-B.

En la pregunta ;qué cambios se genera en la relacion anterior si el agua ingresa
al tanque de manera continua? Los estudiantes manifestaron poca comprension
de la pregunta, este hecho se hizo evidente cuando realizaron cuestionamientos
como: ¢como asi que continua? Ante esta pregunta uno de los investigadores
agrego que continua, en el contexto del problema, se puede imaginar como tener
una llave o grifo que todo el tiempo esta vertiendo agua al tanque, es decir, que el

tanque no se esta llenando con recipientes o unidades.

Sin embargo, algunos estudiantes respondieron con cierta timidez “no hay ninguna
diferencia” pero no establecieron argumentos para justificar dicha asercién. No se
quiso profundizar mas en esta parte del trabajo ya que nos vimos enfrentados ante
el obstaculo de la comprension del “continuo matematico”, lo cual, a pesar de ser

muy importante, escapa a nuestro campo de accion.

En el segundo momento de esta situacion los estudiantes manifestaron de manera
casi inmediata que no habia diferencia en la situacion excepto en que en este
caso ya no comenzaba desde cero sino desde 50. Para profundizar un poco mas
en sus razonamientos se les pidié que propusieran un argumento para justificar

dicha afirmacién. Algunos de estos argumentos son:
e Como es el mismo tanque, la razén de cambio debe ser la misma; o sea

sigue aumentando 1/500 de metro cada litro.

e Otros estudiantes construyeron algunas tablas similares a la siguiente:
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a
50
50.002
50,004
50,006
50,008

Al W N =~ O <

Y expresaban: v el volumen que entra en el tanque y a es la altura a la que

queda el nivel del agua total.

Como es posible observar en la implementacion de esta actividad y con base en
las producciones de los estudiantes se puede inferir que se gener6é un avance
significativo en la comprension de la razéon de cambio en algunos problemas de
variacion lineal, asi mismo se doté6 a los estudiantes de herramientas para
reconocer, calcular y representar razones de cambio constantes como elemento
fundamental que determina las funciones lineales en problemas de variacién y con

la cual es posible construir la expresion simbdlica f(x)=ax+b como modelo

matematico. Sin embargo, no se alcanzé a terminar el efecto de esta propuesta
para permitir a los estudiantes una manipulacién y uso con un sentido de control

de la situacion a partir del modelo segun las categorias 1-C y 1-D.

4.2. CONCLUSIONES

Nuestra interpretacion de los lineamientos y estandares curriculares de
matematicas, nos ha permitido pensar en una via diferente para su desarrollo, en
particular, de los aspectos relacionados con los elementos propios pensamiento
variacional, teniendo como base el concepto de funcion. Este ultimo, proponemos
consolidarlo a través de tres elementos didacticos fundamentales, a saber: la
nocion de variacidon base para la construccion del concepto matematico de

variable, el proceso de modelacion matematica como estrategia didactica para la
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construccion matematica de relaciones y variaciones, y los sistemas semioticos de
representacion como elementos que auxilian este proceso de modelacion y

permiten objetivar los conceptos matematicos.

En este sentido, encontramos que el analisis histérico—epistemoldgico permitié
confirmar la idea de que estos analisis son fundamentales en la ensefianza de un
concepto matematico, en tanto que se constituyen, en una base importante para la
construccion de vias de acceso a la conceptualizacibn por parte de los
estudiantes, sin llegar al extremo de que se debe hacer exactamente el mismo

recorrido historico para llegar a la consolidacién del concepto matematico.

En el caso particular del concepto de funciéon, se encontr6 que éste ha
evolucionado histéricamente hasta alcanzar diferentes niveles segun se analice en
cuanto a sus representaciones y como modelo de situaciones de variacion. Este

recorrido es, segun nuestra interpretacion el siguiente:

1. La identificacion de regularidades en la observacion de situaciones
sujetas al cambio: en donde se registra una primera aproximacion al
concepto de funciéon. En estas situaciones se pudo determinar la presencia
de “sentido variacional” que sirvi6 como herramienta para descubrir y
comprender algunas regularidades propias de dichas situaciones.

2. La presencia de las razones y las proporciones, las cuales fueron
elementos basicos en el analisis cuantitativo de las relaciones presentes en
determinadas  situaciones de variacion, especialmente aquellas
relacionadas con la Geometria y la Astronomia.

3. Descripcion grafica: en la cual se introducen representaciones graficas,
como las de Oresme, en la busqueda de formas diferentes de representar
las relaciones de variacion entre magnitudes.

4. Expresiones analiticas: estas representaciones fueron posibles gracias a

la introduccion del lenguaje algebraico. Tal avance posibilitd representar,
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mediante ecuaciones, situaciones tanto matematicas (del calculo diferencial
y la geometria) como extramatematicas (problemas de Mecanica, Fisica y
Autonomia).

5. Como un proceso o aplicacién, en la cual se presentan situaciones donde
el valor de una magnitud depende de otra.

6. Como objeto abstracto: esta forma de entender la funcién como una terna

de la forma f =(F,X,Y) se proporcion a partir de los avances de la teoria

de conjuntos y la despojo de cualquier interpretacion fenomenoldgica.

Como puede observarse en este analisis, las situaciones de variacidon cambio
estuvieron presentes en cincos de los seis niveles de desarrollo epistemoldgico del
concepto de funcién. Ello sugiere que la presencia de este tipo de situaciones es
necesaria en la construccion de dicho concepto y por tanto sugiere ideas para el
disefio de situaciones que ayudan a los estudiantes reconocer, en el concepto de
funcién, un modelo matematico que describe, sistematiza y organiza situaciones

en contextos particulares donde intervienen fendmenos de variacion y cambio.

Para el caso de los fendmenos que implican variaciones cuya razéon de cambio es
constante, se puede reconocer que es la funcién lineal el modelo matematico de
los mismos. Por tanto, dicha constante es el eje central en la identificacion del

concepto como un modelo matematico.

En este sentido, concluimos que para que la escuela pueda alcanzar un buen
desarrollo conceptual de la funcion lineal con sus estudiantes, desde una

perspectiva variacional, requiere tener en cuenta los siguientes aspectos:
e Laidentificacion de las relaciones de dependencia entre dos magnitudes.

e La cuantificacion de la relacién mediante tablas de valores.

e La identificacion de la razén de cambio constante.
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e El reconocimiento de la razéon de cambio constante como elemento que
identifica las funciones lineales.

e La compresion de la funcion lineal como un modelo que atrapa la
covariacion entre dos magnitudes.

e La identificacion de la proporcionalidad simple directa como un caso
particular de funcion lineal importante en la modelacion de variados
fendmenos.

e La identificacion de las caracteristicas que identifican una funcion lineal

desde los diferentes registros de representaciones.

Con respecto a la modelacion matematica como herramienta didactica para la
construccion de conceptos matematicos, consideramos, que de acuerdo a los
autores consultados, su implementacion involucra los siguientes argumentos

favorables para el desarrollo del pensamiento matematico:

Argumento formativo: al desarrollar sobre la base de la solucion de
problemas como un proceso constructivo, desarrolla actitudes y valores

positivos en los estudiantes.

Argumento de la competencia critica: centré6 la formacién de los
estudiantes para la vida ciudadana, en la cual las matematicas son

herramientas que le permite posicionar ante las demandas de la sociedad.
Argumento de la utilidad: permitio a los estudiantes ver la matematica
como una herramienta util en la solucibn de problemas de diversa

naturaleza.

Argumento intrinseco: la modelaciéon y la resoluciéon de problemas son

elementos intrinsecos a la actividad matematica.

174



Argumento de aprendizaje: la aplicacion de los conceptos matematicos
garantizé la comprension de los mismos en tanto que permitia desarrollar y

comprender argumentos matematicos y valorar la propia matematica

Argumento epistemolégico: Partir de la “realidad” para llegar, de manera
natural a través de un enfoque cognitivo con fundamentacion cultural, a la
accidon pedagogica, actué de esta forma como una metodologia alternativa

mas adecuada a las diversas realidades socioculturales.

Sin embargo, se debe destacar que la complejidad del proceso de modelacion
matematica tanto en su fase de formulacion como de validacion, obliga a tener en

cuenta aspectos tales como:

e Los errores y aciertos en la experimentacion y toma de datos.

e La determinacidn de los tipos de magnitud involucradas en la situacion y el
papel de las mismas al interior del modelo.

e La observacion y cuantificacion de las relaciones entre las magnitudes
involucradas en la situacion.

e La simplificacion respecto a factores externos a la situacion que la afectan.

e EIl doble estatus que el objeto matematico juega cuando es tratado como
modelo: por un lado propio de las ciencias matematicas y por otro
representante de un fendmeno de variacion.

e La generalidad de los resultados matematicos frente a la particularidad de
las situaciones.

e El papel que juegan los sistemas de representacién semidtica en la
construccion de modelos matematicos.

e La validez de los resultados obtenidos.

Teniendo en cuenta los anteriores elementos y la poca familiaridad que se tiene en

la escuela con respecto al proceso de modelacion matematica, se considera que
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la aproximaciéon al algebra escolar desde este enfoque, requiere de largos
periodos de tiempo y por tanto debe ser una tarea emprendida desde los primeros

anos de escolaridad.

En este sentido, nuestra propuesta se centro principalmente, en la segunda fase
del proceso de modelacién (abstraccién-formulacién), dado que es en esta fase
donde se considera esta el principal problema a abordar, esto es, sin desconocer
la importancia de las demas fases, es en la formulacion donde se debe tener el

mayor cuidado por las implicaciones tanto didacticas como matematicas que tiene.

Fue asi que para abordar el problema del reconocimiento del concepto de funcién

lineal como modelo matematico se plantearon tres aspectos claves, a saber:

1. La interpretacion desde una perspectiva variacional del concepto de funcién
lineal.

2. La determinacién de la fase de formulacién del proceso de modelacién
matematica como la actividad cognitiva de conversién que va del registro en
lenguaje natural al registro simbdlico algebraico.

3. Asumir a los registros grafico y tabular como auxiliares en la formulacion del

modelo matematico.

Los aspectos anteriores conjugados a través del elemento: razén de cambio

A (%)
Ax

x representa una cantidad de magnitud y f(x)otra que depende de x, permitié ver

constante entre dos cantidades de magnitud, es decir, =m con m e R, donde

al concepto de funcion lineal como modelo matematico de un determinado

conjunto de situaciones con dicha constante como elemento comun.

Esto, atendiendo a algunas de las problematicas planteadas por Janvier (1996) en

cuanto al cuidado que en la fase de formulacion de un modelo matematico se
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debe tener con respecto a los procesos cognitivos implicados en la comprension
del nimero® y a la dificultad de ver a la funcién lineal como representante de un
conjunto determinado de situaciones, consideramos que era requisito
indispensable caracterizar el tipo de enunciados bajos los cuales se puede
presentar una relacién entre magnitudes cuya razén de cambio es constante. Esta
clasificacion se realiz6 de acuerdo a dos criterios: a) que la constante esté
implicita o explicita dentro de la situacion y b) que la constante esté o no
determinada por magnitudes discretas o continuas, en esta ultima teniendo en

cuenta si se esta involucrado o no la magnitud tiempo.
De esta manera la razon de cambio constante sirvi6:

En primer lugar como elemento fundamental en la interpretacién del concepto de
funcién desde el punto de vista variacional. En segundo lugar, elemento que
permite reconocer el concepto de funcién lineal como modelo matematico. Y por
ultimo unica unidad significante cognitivamente pertinente en la actividad de
conversion entre los diferentes registros de representacion, en particular en el
paso de una situacion presentada en el registro del lenguaje natural al registro
simbdlico algebraico, es decir, fase de formulacion del proceso de modelacion

matematica.

Por ultimo, desde el punto de vista pedagogico, el proceso de modelacion apoyé

dos grandes actividades implicitas:

e Actividad motivadora: se observo en los estudiantes que este proceso les
permitié interesarse mas por la necesidad de identificar regularidades.
Ademas les permiti6 comprender los objetos matematicos como

herramientas que pueden describir fenémenos y no solamente como un

39 Janvier (1996) plantea que en estos casos el numero puede jugar un doble papel: puede entenderse como
objeto puramente matematico y/o como la medida de una magnitud.
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lenguaje abstracto determinado por unas reglas sintacticas para su
manipulacion algoritmica.

e Actividad cognitiva: les permitié abordar los problemas de una manera mas
organizada, coherente y con sentido tanto matematico como contextual.
Esto posibilitd que los estudiantes reconocieran en el concepto de funcién
lineal un modelo que describe situaciones en contextos particulares, pero
ademas generalizables a situaciones donde intervienen razones de cambio

constantes entre diferentes cantidades de magnitud.

Para la fase de validaciéon y modificaciéon del modelo matematico se requeria
poner en juego la capacidad de los estudiantes para proponer argumentos que las
justificaran; desafortunadamente los estudiantes que participaron en el estudio,
presentaban un desarrollo muy exiguo de dichas competencias, lo cual sugiere
ampliar nuestra propuesta para potenciar el desarrollo de las competencias

argumentativa y propositiva.

En cuanto al sistema de representacion grafico no se logré avanzar en su
compresion, dado que los estudiantes tenian un conocimiento muy limitado de
este registro como representante de una relacién entre variacion de magnitudes.
Su interpretacion iba desde una mirada meramente iconica hasta una vision muy
puntual de la relacion, es decir, no habia una interpretacion por intervalos o global
de la grafica, lo cual no permitia reconocer las caracteristicas variacionales que en
este registro se pueden observar. Esto sugiere futuras investigaciones que
realicen un reconocimiento de la variacion a través del registro grafico y su

conversién a los demas registros.

En sintesis, una buena comprension del concepto de funcion implica pensarlo
como un modelo matematico de relaciones variacionales, apoyado en los
diferentes sistemas semidticos de representacion, y por tanto en esto radica la

importancia del trabajo aqui presentado.
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4.3 RECOMENDACIONES

De acuerdo con las caracteristicas del pensamiento variacional es posible generar

nuevas lineas de trabajo en campos como:

eLa actividad de conversion entre el sistema de representacion grafico y los

demas sistemas para el concepto de funcioén.

eLa nocidén de variacién y el proceso de modelacién para construir otras clases de

funciones (cuadraticas, cubicas, exponenciales, trigonométricas, entre otras).

oE| disefio de propuestas didacticas para la interpretacion de los conceptos del

analisis y el calculo a partir de la nocion de variacion.

oEl camino desde el pensamiento multiplicativo desarrollado en la basica primaria
hasta el concepto de funcion lineal, atravesando por el desarrollo del

pensamiento proporcional.
e Es importante explorar la idea de que la funcion lineal desde un punto de vista

variacional no requiere de la diferenciacion entre lineales y afines como objetos

matematicos diferentes; ya que estas son variacionalmente equivalentes.
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ANEXO 1: SITUACIONES DE NIVELACION EN PENSAMIENTO
PROPORCIONAL

1. La bandera de Colombia

Numero de participantes: 1

Para el dia de la Independencia la institucidn requiere la
construccion de banderas de Colombia. El coordinador del evento adquirid
algunas resmas de papel tamano carta en cada un de los tres colores
necesarios. Con el animo de que las banderas queden iguales se establece
que deben tener las mismas dimensiones de una hoja tamafio carta. La
actividad consiste en seleccionar el tamafio de cada una de las franjas que

componen la bandera Colombia, y realizarla.

Actividad N° 1

Describa el proceso a seguir para la construccién de la bandera:

Activiad N°2

Reflexiones a cerca de las siguiente situaciones:

e Se dispone de 4 hojas de color amarillo, con las cuales se desea hacer 8
banderas de Colombia, ¢Cuantas hojas de color azul, y cuantas hojas de

color rojo se necesitan?
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e Si se tienen 15 hojas de color azul, ¢ Cuantas hojas de los demas colores
serian necesarios para construir el maximo numero de banderas posibles?
¢, Cuantas banderas seria posible construir?

e Si se desea construir banderas para cada uno de los estudiantes del grupo,

cuantas hojas de papel de cada color son necesarios.

Actividad N°3

Analice cada una de las siguientes situaciones:

e De una hoja de color rojo se utiliza la tercera parte para realizar una
bandera de Colombia, ¢Qué cantidad de la hoja de color amarillo, y qué
cantidad de la hoja de color azul se necesita? ;Qué tan grande es esta
nueva bandera con respecto a la anterior?

e De una hoja de papel de color amarillo se cortan tres franjas para hacer tres
banderas de Colombia. ;Qué cantidad de papel de color azul y qué
cantidad de papel de color rojo se necesita? ;Qué tan grande es esta
nueva bandera con respecto a la anterior?

e Si la franja de color azul se reemplaza por otra idéntica, pero de color

amarillo, ¢ Qué cantidad de la franja de color rojo se necesitaria?
2. Agua con sabor a...
En la escuela de Juan estan preparando jugos de distintos sabores para una
fiesta. Para la naranjada se requiere el jugo de 20 naranjas, 10 tazas de agua y

2 tazas de azucar. Con esta férmula se obtienen 30 vasos de naranjada.

e Con la informacién anterior llene la siguiente tabla
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Vasos de Cantidad de Tazas de azucar Tazas de agua
naranjada Naranjas
4
25
30
40

Paula y sus comparfieros preparan jugo de tamarindo para los raspados de la
kermés. En una botella pusieron 3 tazas de agua y 5 cucharadas de pulpa de
tamarindo. En otra botella pusieron 8 tazas de agua y 10 cucharadas de la misma
pulpa. En otra botella pusieron 6 tazas de agua y 8 cucharadas del concentrado de
tamarindo. Lupe dice que el jarabe que tiene mas sabor es el de la segunda
botella. Pepe dice que el que tiene mas sabor es el de la tercera botella. ; Quién

tiene razén? ¢ Por qué?

Se tienen 56 limones para hacer dos ollas de agua fresca. A una le caben 4 litros

de agua, a la otra le caben 3.

e ;Cuantos limones deberan ponerse en cada olla para que toda el agua

tenga el mismo sabor?

3. Siguiendo patrones
Numero de participantes: 2
Qué hacer:

Observa las siguientes figuras y analiza cobmo van cambiando.
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Posicion

dela figura 2 3
Patron #
! O OO
i &
# L . [ #
3 . voOou
& ® ' & @ L L
4
5
6

189




e Elabora una tabla donde recojan la informacién de los cambios de cada

patron.
Posicion
dela
igura 1 2 3 4 5
Patrén

1 1rombo 2rombos 3rombos

4triangulo
2 1triangulo

S
10 14

3 6 fosforos

fésforos fosforos

13
4 5 postes
postes

14 lineas 19 lineas 29 lineas
5 en los en los en los

bloques bloques bloques

10 lineas
6
en los
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cuadrados

46

fosforos

e Describe en palabras la regularidad que tiene cada uno de los patrones.

e Escribe en tu cuaderno, de la forma mas concreta posible, cémo hallar la

figura de la posicion 4, 6, 9, 15, 20, 50 y 100 de cada patron.

e Discute con tu companero una forma general para encontrar la figura
correspondiente a cualquier posicion de cada patrén. Explicale a otro
equipo la forma general que encontraron de tal manera que, a partir de tu

explicacion ellos reconstruyan el patron sin que tu le ayudes.

Desarrolla un método para encontrar en cada patrén las siguientes propiedades:

Para el patrén 1:
e El perimetro para cualquier figura.
Para el patrén 2:
e El perimetro para cualquier figura.
Para el patron 3:
e ;Como obtienes el numero de fosforos a partir del numero de triangulos?.
Para el patrén 4:
e ;Como obtienes el numero de travesanos a partir del numero de postes.?
e ;CoOmo obtienes el numero total de palos a partir del niumero total de

postes?

En cada caso explica y justifica el método desarrollado usando palabras,

diagramas o expresiones con letras.
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