CONCEPTUALIZACION DEL PENSAMIENTO MULTIPLICATIVO EN NINOS DE
SEGUNDO Y TERCERO DE EDUCACION BASICA A PARTIR DEL ESTUDIO
DE LA VARIACION

OLGA EMILIA BOTERO HERNANDEZ

UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA
FACULTAD DE EDUCACION
MAESTRIA EN DOCENCIA DE LAS MATEMATICAS
MEDELLIN

JULIO DE 2006



CONCEPTUALIZACION DEL PENSAMIENTO MULTIPLICATIVO EN NINOS DE
SEGUNDO Y TERCERO DE EDUCACION BASICA A PARTIR DEL ESTUDIO
DE LA VARIACION

OLGA EMILIA BOTERO HERNANDEZ

TESIS

ASESOR: GILBERTO OBANDO ZAPATA

MAESTRIA EN DOCENCIA DE LAS MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA
FACULTAD DE EDUCACION
MEDELLIN
JULIO DE 2006



NOTA DE APROBACION:




CONTENIDO

e ST 1 10
INTRODUGCCION ..ottt ettt ettt e ete e e etesaeeaeeee s 11
N U 1S3 T =T 07X o1 [0 ] 14
1.1 1 o O O I I L P 14
1.2 PROPUESTA DEL MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL EN
CUANTO A LA ENSENANZA DEL PENSAMIENTO MULTIPLICATIVO. .......... 16
1.2.1 Desde los lineamientos curriculares. .........ccccceeeeeeeiiieeeeeeeee, 16
1.2.2 Desde los estdndares CUITiCUIares. .........cccccveeviiiiiiiiiiiiieiieeeeeeeeeee, 23
1.3 DESEMPENO DE LOS ESTUDIANTES EN LOS ASPECTOS
RELACIONADOS CON EL PENSAMIENTO MULTIPLICATIVO. .......ccccvvvveeenn. 27
1.3.1 Pruebas TIMSS: ... 27
1.3.2 Pruebas SABER: ... 30
1.4 METODOLOGIAS EMPLEADAS PARA LA ENSENANZA DEL
PENSAMIENTO MULTIPLICATIVO oottt 35
1.4.1 Plan de Area Colegio Calasanz.............ccccoveeeeeeeeeeeiieee e, 35
142 TEXIOS €SCOIAIES ... 37
2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. ... 45
2.1 OBUIETIVOS. ..ttt e e e e e e e e e e e e e aanns 46
2. 1.1 GENEIAL.cciiiiiiiiiiiiiiiiieeeee e 46
2.1.2 ESPECIfICOS. ciiiiiiiiiiiiiiie 46
2.2 HIPOTESIS. .iiiiiiiieiit ettt sttt eene e s e nenes 47
3 REFERENTE TEORICO.......coioiiieieeeeeeeeeeeee e, 48

3.1 DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS.......ccooiieieeeeceeee e 48



3.1.1 SItUACIONES DIACLICAS .. ceeeeee e 50

3.1.2 Ingenieria DIdACHICA. ........ccceveeiiiiii e e 52

3.2 LAS SITUACIONES PROBLEMA EN EL CONTEXTO DE LA
ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS. ...t 56
3.3 ESTRUCTURAS MULTIPLICATIVAS ...t 57
3.3.1  Analisis cognitivo de las Estructuras Multiplicativas......................... 65
3.3.2 Proporcionalidad simple directa..............eeeiiiniiiiiiiiiiiiie e 73
3.4  OTROS AUTORES. ... .ot 77
4  METODOLOGIA PROPUESTA. .....oiiiitecte e et 83
4.1  INGENIERIA DIDACTICA. ..ottt 83
4.1.1 Resultados y productos eSperados ...........ccooveeeeeieeeeiiiiiiiieeeeeeeeeeeineens 83
4.1.2 IMPACIOS ESPEIadOS ....ccoeeeeeeeeee e 83
4.2 VARIABLES. ...t e e 83
4.2.1 MaCro — AIdACHICAS. .....cceeeeeieeeeeee e, 83
4.2.2 MiICro — dIdACLICAS. ....cceeeeeeeeeeiee e 84
4.3 CATEGORIAS DE ANALISIS. ...cooiiiiieiieieieee e 84
5  EXPERIMENTACION. ...coiiiieeiececeeete ettt 90
5.1 PRUEBA DE ENTRADA ..ottt ettt e e e e e e e 90
5.2 DISENO DE SITUACIONES PROBLEMA. .......c.ooovieeeeieeeeee e, 96
5.2.1  Situacion uno: Juguemos DOIOS...........ccooiiiiiiiiiiiiiee e 96
5.2.2  Situacion dos: JUQUEMOS PAIQUES..........uuuuiieeeeeeereerirnnniaaeeeeeeeeennnnns 101
5.2.3  Situacion tres: JUQUEMOS CANICAS ........cvvvuuiieeeeeeereiriiiiiaaeeeeaaeeennnnns 107
5.2.4  Situacion cuatro: Jugando CON ar€Na.........cccceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenn, 113
5.3 PRUEBA FINAL... oot e e e e e 118
6 ANALISIS GENERAL ....coooviiteeeeceeete ettt ettt ete e 121
7 CONCLUSIONES .....oottiiieiiiitiiet ettt e e e e e e e e eeeeaees 125
7.1 RESULTADOS DE LA INVESTIGACION .....coeeiiiiiececee e 125
7.2 LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION .....coccoiiiiiiieiiieice e, 128
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.......c.ooiiieeeeeeeeeeeeee et 130

ANEXOS ... 133



LISTA DE TABLAS

Tabla 1: Preguntas pruebas SABER...........ccoooo i 32
Tabla 2: Etapas de la construccién del pensamiento aditivo segun Piaget............ 67
Tabla 3: Etapas de la construccién del pensamiento multiplicativo segun Piaget..70
Tabla 4: Procedimientos empleados para las dos preguntas de la prueba inicial..95
Tabla 5: Tabla comparativa entre los resultados obtenidos para las dos preguntas

en la prueba diagnéstica aplicada al inicio y al final del proceso...........ccc........... 120
Tabla 6: Categorias de construccion del pensamiento multiplicativo................... 124



llustracion 1:
llustracion 2:
Medellin .......
llustracion 3:
llustracion 4:
llustracion 5:
llustracion 6:
llustracion 7:
llustracion 8:

llustracién 9:

llustracién 10:
llustracién 11:
llustracion 12:
llustracion 13:
llustracion 14:
llustracion 15:

LISTA DE ILUSTRACIONES

Esquema de las Estructuras Multiplicativas.............ccccovvvvvvvencinnneenn. 25

Plan anual de mateméticas para el grado 2° Colegio Calasanz

.......................................................................................................... 36
Texto Piramide, PAGING 82..........ouiiiiiiiiiiiiiiiiieee e 39
Paginas 62 y 63 del texto Rumbo Matematico 2 ............cccceeeeeeeenne. 41
g o To [F o oo o I i 91
(g o To (W Lo ot o I =1 2 93
oo (U Tod o o =t 93
ProducCion de EL12 ...........uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieieibeneeeeeeennennees 111
(o To (W ToTod o] o I o L= 112
ProducCion d€ E9 ...........uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiennennnnnnnnnnnnnnneneennnes 112
ProducCion de E5 ..........uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiinesennnsnenennnsnnennnnnnnnes 116
ProducCion d@ E3 .........uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiseeieeeeeeieeeeeeeeneeenees 117
ProducCion de E25 ..........uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieieseseeeereeseeeesneeeee 117
ProducCion d€ E4 ...........uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiininnnnennennnnnnnnnnnsnnnennnnnnes 119

ProducCCion de ELL ....cooienieiiee et 119



LISTA DE GRAFICOS

Grafica 1: Resultados pruebas SABER para el Colegio Calasanz ....................

33



LISTA DE ANEXOS

ANEXO 1: PREGUNTAS DE MATEMATICAS PLANTEADAS EN LAS PRUEBAS

SABER DE 2002. ......oueiiiiiiiiiiiei e 134
ANEXO 2: PRUEBA INICIAL Y FINAL.....uiiiiiiiie e 136
ANEXO 3: JUGUEMOS BOLOS ... .ot 138
ANEXO 4: JUGUEMOS PARQUES...........coiiiiiiiieiitecieeee et 143
ANEXO 5: JUGUEMOS CANICAS ... 147

ANEXO 6: JUGUEMOS CON ARENA ... 155



RESUMEN

El esfuerzo del Ministerio de Educacién Nacional en pro de mejorar la calidad de la
educacién en Colombia conduce a que en cada institucion sea necesario
replantear los elementos que sustentan el quehacer matematico en la escuela.
Estos nuevos planteamientos parten de aspectos tedricos y metodologicos
orientados a lograr en la poblacién estudiantil avances significativos en sus

procesos de conceptualizacién sobre las matematicas.

En general, el proceso de aprendizaje de la multiplicacion se lleva a cabo en el
grado segundo de educacion basica, a partir de la ensefianza y aprendizaje de las
tablas de multiplicar y de la correspondencia de ésta con la adicidn repetida de un
mismo sumando. Sin embargo, los textos escolares, y los resultados de
evaluaciones externas como las pruebas SABER, ponen de manifiesto que en
dicha ensefianza no se tienen en cuenta los lineamientos aportados por la
didactica de las matematicas y por el Ministerio de Educacién en sus documentos

rectores.

Esta tesis aporta elementos conceptuales y metodologicos para la
conceptualizacibn de las estructuras multiplicativas a partir de situaciones
problema que permitan al estudiante interactuar con la variacion simultanea de
cantidades, tomando los conteos multiples como puente que facilita el transito

desde un pensamiento aditivo, hacia una multiplicativo.
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INTRODUCCION

Durante los ultimos afios en Colombia el Ministerio de Educacion Nacional, con
base en los cambios que se han dado en las concepciones sobre las matematicas
y sobre los procesos de enseflanza — aprendizaje de las mismas, ha venido
realizando esfuerzos significativos para cualificar la educacion en el pais. Prueba
de ello es la publicacion de documentos como los lineamientos curriculares de
matematicas y los estandares basicos de matematicas, en los que se plantea la
necesidad de una enseflanza matematica que favorezca procesos de interaccién
social tendientes a desarrollar en los alumnos habilidades para emplear la

matematica con sentido en las diversas acciones de su vida diaria.

Especificamente en lo relacionado con el pensamiento numérico surge la
necesidad de indagar por los procesos de conceptualizacion de las estructuras
multiplicativas, debido a que son un eje fundamental para la adquisicion de
nuMerosos conceptos, tales como razén, proporcionalidad y funcién, conceptos
estos que estan presentes en numerosas situaciones de la vida cotidiana debido a
que gran parte de la informacién que recibimos de los medios de comunicacion
viene presentada en términos de porcentajes, razones y proporciones, para lo cual
es fundamental una adecuada y completa conceptualizacion de las estructuras
multiplicativas. Es por esto que el aprendizaje de las estructuras multiplicativas
constituye un campo interesante de investigacion, pues si bien su
conceptualizacidon es de suma importancia para el desarrollo del pensamiento
matematico, se hace necesario determinar cuales son los procesos involucrados
en su conceptualizacion y ofrecer estrategias de intervencion adecuadas a dicho
proceso debido a que aun en un elevado nimero de instituciones no se logra

realizar las transformaciones curriculares y metodologicas suficientes que den
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cuenta de la apropiacion de los planteamientos realizados por el Ministerio de

Educacion.

El presente trabajo es el resultado de la investigacion sobre la conceptualizacion
del pensamiento multiplicativo en nifios de segundo y tercer grados de basica
primaria, llevada a cabo desde febrero del afio 2004 hasta noviembre de 2005,
con estudiantes del grupo segundo B del Colegio Calasanz de Medellin, que luego
pasaron al grado tercero B, cuyas edades oscilan entre los 8 y 9 afios, quienes
fueron involucrados en la realizacion de situaciones problema encaminadas a

cualificar los procesos de construccién del pensamiento multiplicativo.

La investigacion se centrd, en particular, en la transicion del pensamiento aditivo al
pensamiento multiplicativo, abordando de manera especial situaciones que
permitieran interpretar y representar variaciones conjuntas de dos o mas espacios

de medida.

Lo anterior permitié formular la siguiente hipétesis de trabajo:

El estudio de la proporcionalidad puede ser una estrategia didactica adecuada

para acceder a la conceptualizacion de las estructuras multiplicativas.

Las anteriores consideraciones permiten formular el problema de investigacién en
los siguientes términos: “¢,Cuales son los elementos tedricos y las condiciones
didacticas apropiadas para favorecer en nifios de 2°y 3° de basica primaria,
los procesos de conceptualizacion de las estructuras multiplicativas a partir

de situaciones de proporcionalidad?”.

Se toma el estudio de las situaciones de proporcionalidad directa como constructo

base para la estructuracion de la investigacion por las siguientes razones:
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a) Desde las situaciones de proporcionalidad se posibilita la construccion de

comprensiones relativas a covariaciones simultaneas de magnitudes.

b) A partir de estas situaciones se lleva al alumno a reconocer la existencia de

dos espacios de medida.

c) La capacidad que posea el alumno para comprender que cambios regulares en
una magnitud, determinan cambios igualmente regulares en la otra, es

fundamental para conceptualizar procesos de covariacion.

La investigacion se realiz6 con una metodologia de investigacién didactica
resultado de enfoques teoricos propios de la didactica de las matematicas,
influenciados por los trabajos de investigadores franceses como Guy Brousseau,
Gerard Vergnaud, Régine Douady y Michéle Artigue, entre otros. Las categorias
de analisis didactico, como la teoria de situaciones didacticas y campo conceptual,
constituyeron, junto con elementos tedricos tomados de la psicologia cognitiva, los

ejes orientadores de la investigacion.
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1  JUSTIFICACION

1.1 MARCO LEGAL

La educacion matemética en Colombia ha estado directamente influenciada por
las tendencias de la comunidad internacional. Desde los afios 60 se introdujo la
llamada Matematica Moderna, ante la necesidad del mundo occidental, en
particular de los Estados Unidos, de preparar a sus cientificos de forma que
pudieran alcanzar y superar los logros soviéticos. Esta Mateméatica Moderna se
fundamento en la ensefianza de la teoria de conjuntos y de la logica formal, hizo
énfasis en el rigor y en las terminologias abstractas de las matematicas y dejo de
lado las actividades y los problemas practicos. Para esto, en el pais, se
promulgaron los decretos 1710 de 1963 y 080 de 1974, los cuales planteaban los
planes de primaria y secundaria disefiados a partir de objetivos generales y
objetivos especificos, encaminados a la comprension de las estructuras formales

de las matematicas segun las tendencias de la época.

Hacia finales de los afios 70 y en la década de los 80, surgio en el pais una
corriente que pretendia retomar, para la ensefianza de las matemaéticas, las cuatro
operaciones basicas, con enteros, fraccionarios y decimales, esto es, volver a lo
basico, debido a que los nifios a pesar de emplear lenguajes formales de la teoria
de conjuntos, presentaban dificultades para realizar operaciones sencillas con los
nameros. En este sentido, a partir del afilo 1975 se inicié un plan para mejorar la
educacion en forma cualitativa, que incluia renovar los programas y capacitar a los

maestros.

Durante el afio 1978 se planted la reestructuracion del curriculo en el area de

matematicas a partir del enfoque de Sistemas, el cual consistia en abordar cada
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una de las disciplinas que componen las matematicas desde una perspectiva que
las estudiara como entidades organizadas con sus elementos, operaciones y
relaciones caracteristicas y no como conjuntos. Ademas, este nuevo enfoque
planteaba una clara distincion entre los sistemas concretos, los sistemas
conceptuales y los sistemas simbdlicos, y pretendia que se partiera de la
exploracién de los sistemas concretos para luego pasar a la construccion de los
sistemas conceptuales y, por ultimo, culminar con el desarrollo de las estructuras

simbdlicas correspondientes a cada eje temético trabajado.

En el afio 1994 se promulgé la Ley General de Educacion, llamada también Ley
115, en la cual se retoma el enfoque de sistemas planteado por la Renovaciéon
Curricular. Dicha ley, en su articulo 21, literal e, plantea: Los cinco (5) primeros
grados de la educacién basica que constituyen el ciclo de primaria, tendran como
objetivos especificos los siguientes: ... el desarrollo de los conocimientos
matematicos necesarios para manejar y utilizar operaciones simples de calculo y
procedimientos légicos elementales en diferentes situaciones, asi como la
capacidad para solucionar problemas que impliquen estos conocimientos. Y en el
articulo 22, literal c: Objetivos especificos de la educacién basica en el ciclo de
secundaria. Los cuatro (4) grados subsiguientes de la educacién béasica que
constituyen el ciclo de secundaria, tendran como objetivos especificos los
siguientes: ... El desarrollo de las capacidades para el razonamiento légico,
mediante el dominio de los sistemas numéricos, geométricos, métricos, logicos,
analiticos, de conjuntos, de operaciones y relaciones, asi como para su utilizacién
en la interpretacion y solucion de los problemas de la ciencia, de la tecnologia y

los de la vida cotidiana.!

Dichos planteamientos pretendian superar las dificultades generadas por el

enfoque de conjuntos y las que supondria retornar a la ensefianza Unicamente de

! Ley General de Educacién. Ministerio de Educacién Nacional. 1994.
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las cuatro operaciones basicas, seleccionando para esto los aspectos positivos de

cada una de ellas.

Luego de la promulgacion de esta Ley, el Ministerio de Educacion Nacional
planted en el afilo 1998 los Lineamientos Curriculares, los cuales son criterios que
orientan a los docentes e instituciones en aspectos relacionados con contenidos,
metodologias y estrategias de ensefianza, encaminados a desarrollar en los
estudiantes las competencias necesarias para interactuar con los retos de la

sociedad actual, a partir de procesos de conceptualizacion y comprension.

En general, los lineamientos curriculares introducen una visién amplia del sentido
de las matematicas en la escuela, y por ende, resignifican el valor del
conocimiento matematico en la formacion social del individuo. En particular, para
el caso de lo relativo al aprendizaje de la multiplicacion, se muestra como ésta es
el resultado de un proceso complejo que tiene como punto de partida la adicién,

pero que no se agota alli.

1.2 PROPUESTA DEL MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL EN CUANTO
A LA ENSENANZA DEL PENSAMIENTO MULTIPLICATIVO.

1.2.1 Desde los lineamientos curriculares.

En el afio 1998 el Ministerio de Educacion Nacional publicé los Lineamientos
curriculares para el area de matematicas, con el proposito de orientar, posibilitar y
promover los procesos curriculares de las instituciones educativas. A través de
estos lineamientos se plantea la necesidad de reconceptualizar la educacién
matematica partiendo de la conexion existente entre el conocimiento matematico y
la vida social de los hombres, quienes utilizan dicho conocimiento para tomar

decisiones que afectan la vida en comunidad.
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Ante esta nueva vision del conocimiento matematico en la escuela, -como tarea
social que representa experiencias concretas de personas que interactian en
contextos particulares- se destaca la importancia que tienen para la didactica de
las mateméaticas aspectos como el saber matemético y los procesos de

transposicion didactica, el trabajo del matematico, del maestro y del alumno.

Debido a que el matematico antes de exponer a la comunidad cientifica sus
hallazgos debe suprimir los rastros del trabajo empirico e inductivo que ha
realizado, de los problemas por los que cruzé y que lo llevaron a dichos
descubrimientos; lo que en términos generales implica descontextualizar vy
despersonalizar el conocimiento matemético, entonces se hace necesario que la
comunidad encargada de la didactica y de los curriculos realice a dichos
conceptos el proceso inverso para poder ponerlos en el aula de clase. Esto es, se
hace necesario que los conceptos matematicos vivan una transposicion didactica
gue los deje aptos para los contextos escolares. En este proceso, es el maestro el
responsable de recontextualizarlos y repersonalizarlos, poniendo asi los conceptos
en relacion con situaciones especificas que permitan al estudiante interactuar con
el saber objeto de estudio, con los compafieros y, a partir de alli, generar su propia
actividad cientifica que lo lleve a la construccién de los conceptos propios del

saber matematico.

Se plantean en los Lineamientos Curriculares los procesos generales, los
conocimientos basicos y el contexto como elementos fundamentales para el

disefio del curriculo.

Los procesos generales de pensamiento inciden significativamente en el desarrollo
de la capacidad de aprender a aprender por parte de los estudiantes y deben ser
tenidos en cuenta en los programas curriculares, ya que se relacionan con el
aprendizaje en general y se encuentran presentes en toda actividad matematica.

Estos procesos corresponden al desarrollo de la capacidad para plantear y
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resolver problemas, para comunicarse, para modelar situaciones y para llevar a

cabo procesos de razonamiento, entre otros.

Por su parte, los conocimientos basicos tienen que ver con los contenidos de los
diferentes sistemas matematicos y sus correspondientes pensamientos. Estos, en
su conjunto favorecen el conocimiento matematico en general y se relacionan
directamente con la capacidad para razonar en cada uno de los ambitos que
constituyen las matematicas. Los lineamientos curriculares, con relacion a los
conocimientos basicos plantean cinco ejes fundamentales para la construccion
completa del pensamiento matematico: el primero de ellos es el pensamiento
numeérico, entendido como la capacidad para comprender el significado de los
nameros, operar con ellos, realizar aproximaciones y estimaciones, y en general,
emplearlos para realizar juicios matematicos y tomar decisiones. Se contemplan

ademas los pensamientos espacial’, métrico®, aleatorio® y variacional®.

Por ultimo el contexto, el cual se relaciona con los ambientes que dan sentido a
las matematicas que el alumno aprende y posibilitan la construccion de
aprendizajes mas eficaces y duraderos. Los contextos son en esencia conjuntos
de situaciones que, en tanto plantean problemas a los estudiantes, les permiten
diversos tipos de interacciones a través de las cuales emerge el conocimiento

matematico como un proceso constructivo.

? Relacionado con los procesos cognitivos que se encargan de las construcciones y las

representaciones mentales acerca de los objetos en el espacio y de las relaciones que se
establecen entre ellos.

® El cual involucra la construccion de la magnitud y la comprensién de los procesos involucrados en
la actividad de medir tales como el establecimiento de unidades patron y la asignacién numérica,
partiendo siempre de la importancia del trasfondo social de los procesos de medicion.

* El cual se refiere a la interpretacion y analisis de datos estadisticos con el propésito de favorecer
la toma de decisiones con responsabilidad.

® Relacionado con el andlisis y la modelizacién matematica de situaciones de la vida practica, de
las ciencias y de las matematicas mismas en las que la variacién desempefie un papel
fundamental.
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Para lograr contextos con las caracteristicas propuestas, se proponen como
herramienta didactica las situaciones problema, las cuales son consideradas como

un espacio de conceptualizacion y generalizacion y pueden interpretarse como:

(...) “un contexto de participacidén colectiva para el aprendizaje, en el que
los estudiantes al interactuar entre ellos mismos, y con el profesor, a través
del objeto de conocimiento, dinamizan su actividad matematica, generando
procesos conducentes a la construccion de nuevos conocimientos”.
(Obando y Munera, 2003, Pag. 184)

Tradicionalmente el aprendizaje de las mateméticas se plantea como el
aprendizaje de conceptos, operaciones y propiedades que el alumno debe
emplear para resolver problemas de aplicacion propuestos al final de una unidad
tematica. Las situaciones problemas permiten que el estudiante construya los
conceptos a través de la interaccion con el contexto y los problemas que surgen
en él, ofreciéndole asi, por una parte, la posibilidad de recrear la actividad
cientifica del matematico, y por otra, llevarlo a alcanzar esquemas generales del

pensamiento.

“Asi, para poder dar cuenta de la competencia de un estudiante se ve como
necesario que al enfrentarse a una situacion problema, logre matematizarla
modelandola a partir de las diferentes relaciones que establezca entre los
conceptos que le subyacen”.(Pedraza y Rodriguez, 2001, Pag. 24).

Estos elementos plantean de fondo la necesidad de desarrollar un curriculo que
conduzca a una soélida conceptualizacidbn y generalizacion de los conceptos
matematicos, y a desarrollar la capacidad para utilizarlos en diferentes contextos
dentro y fuera de la escuela, atendiendo de forma especial al disefio de las

situaciones que dotan de sentido la adquisicion de dichos conceptos.
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Pensamiento numérico

Especificamente se considera en los lineamientos curriculares el pensamiento

numérico como

“Un concepto mas general que sentido numérico, el cual incluye no sélo
éste, sino el sentido operacional, las habilidades y las destrezas numéricas,
las comparaciones, las estimaciones, los ordenes de magnitudes, etc.”
(MEN, 1998, Pag. 43).

Se plantean en los Lineamientos curriculares tres elementos que favorecen el
desarrollo de dicho pensamiento numérico: en primera instancia se tiene la
comprension de los niameros y la numeracion, que involucra la utilizacion de los
nameros a partir de sus diversos significados: para contar, para medir, como
cardinal, como secuencia verbal, como cd6digo, y para ordenar colecciones; todo lo
anterior, unido a un empleo significativo del sistema de numeracion decimal
posicional. En segunda instancia se encuentra el calculo con numeros y las
aplicaciones de éstos para resolver problemas de la vida diaria empleando las
herramientas de calculo de forma eficaz y privilegiando el desarrollo del sentido de
aproximacion y estimacion. Por ultimo se encuentra la comprension del concepto
de cada una de las operaciones, que implica reconocer su significado, los modelos
de uso mas frecuente, sus propiedades matematicas y las relaciones entre las

diversas operaciones.

Con relacion a la multiplicacion se plantea que su conceptualizacion puede ser
mas compleja que la de la adicibn y la sustraccidon, puesto que en estas
operaciones se establecen relaciones entre dos conjuntos similares, mientras que
en la multiplicaciéon y en la division las relaciones se establecen entre cada uno de
los elementos de un conjunto con subconjuntos equivalentes de otro conjunto. Es

por esto que las operaciones en cuestion no se conciben de forma exclusiva como
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una adicion abreviada de sumandos iguales, ni como una reparticion simple, sino
que por el contrario, se plantean para ellas varios modelos en los cuales se
destaca el caracter discreto de las magnitudes involucradas y la relacién de

covariacion que se establece entre las variables.

Modelos para las operaciones correspondientes al pensamiento

multiplicativo.

Para la multiplicacion:

— Factor multiplicante: correspondiente a problemas de la forma Juan tiene 2
canicas y Pedro tiene 3 veces mas canicas que Juan. ¢ Cuantas canicas tiene
Pedro? En estos problemas uno de los factores corresponde a un escalar que
indica la cantidad de veces que una cantidad es mayor que otra. De esta forma,
en el problema planteado, el 3 indica que la cantidad de canicas de Pedro
corresponde a tres veces la cantidad de canicas de Juan, y por lo tanto, al
variar el nimero de canicas de Juan, varia también la cantidad de canicas de
Pedro.

— Adicién repetida: correspondientes a problemas de la forma cada dia Pedro
recibe 2 canicas, durante 3 dias. ¢ Cuantas canicas tiene al final de los 3 dias?.
En esta clase de problemas existen dos magnitudes en las cuales a cada uno
de los elementos de un primer conjunto, en este caso los 3 dias, le
corresponde un subconjunto de otro, como son las 2 canicas. La diferencia
fundamental entre este tipo de situaciones y la anterior, es que ahora no se
trata de la comparacion de dos conjuntos, para determinar el tamafo relativo
de uno con respecto al otro, sino de una acumulacion sucesiva (sumas de
sumandos iguales) de una cantidad como funcion del desarrollo de un proceso

determinado.
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Razdn: correspondientes a problemas de la forma cada empaque trae 2
canicas. Si son 3 empaques, ¢.cuantas canicas hay en total?. En esta categoria
se da una razdén que permite relacionar de forma lineal las dos magnitudes de
caracter discreto, que estan presentes en el problema. En el ejemplo, de 1 a 2,
quiere decir que las canicas estan distribuidas a razon de 2 por cada empaque,
por lo tanto se establece una relacién de covariacién entre las dos variables

consideradas, las canicas y los empaques.

Producto cartesiano: correspondientes a problemas de la forma en una
fabrica se producen canicas en 2 tamafos diferentes y de 3 colores diferentes.
¢Cuantas clases de canicas se pueden fabricar?. En estos problemas se
presentan dos magnitudes que al ser combinadas (multiplicativa) producen una
magnitud diferente de las otras dos, pero compuesta por cada una de ellas. Asi
en la fabrica se producen canicas con caracteristicas especificas que pueden

ser clasificadas de acuerdo a dos categorias diferentes: el tamafio y el color.

Para la division:

Repartir: problemas de la forma Juan tiene 6 carritos y quiere guardarlos en 2
cajas. ¢Cuantos van en cada caja?. En este tipo de problemas, se parte del
conocimiento del tamario total de la coleccion y la cantidad de grupos de igual
tamafio que se debe formar con dicha coleccién, y por lo tanto, se busca
determinar el tamafo de cada grupo. En este sentido, se trata de repartir una

determinada coleccion en N grupos iguales.

Agrupamiento o sustraccion repetida: problemas de la forma Juan tiene 6
carritos y quiere organizarlos de a 2 en cada estante. ¢ Cuantos estantes ocupa
la coleccion completa?. En este caso, se plantea la cantidad de elementos que
deben ir en cada grupo y se pregunta por el nimero de grupos resultantes, es
decir, se pregunta por la cantidad de unidades (grupos) que se pueden formar
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con la cantidad total de carritos. Este tipo de situaciones implica extraer

repetidamente una misma cantidad de una coleccion de tamafio N.

Como se vera mas adelante, estos modelos que se presentan en los lineamientos
curriculares se corresponden a las categorias multiplicativas planteadas por

Vergnaud.

La construccion de estas cuatro operaciones (adicion, sustraccion, multiplicacion y
division) va de la mano del desarrollo de las estructuras aditivas y multiplicativas

del pensamiento.

1.2.2 Desde los estandares curriculares.

Luego del planteamiento en 1998 de los lineamientos curriculares, y teniendo
vigentes los indicadores de logros propuestos en la resolucion 2343 de 1996, se
genera la necesidad en el pais de brindar nuevas orientaciones al trabajo concreto
de educadores e instituciones en el campo de disefio curricular del area de
matematicas. Como respuesta a esta necesidad se publican los estandares
basicos de matematicas en afio 2003, los cuales brindan elementos para el disefio
de los Proyectos Educativos Institucionales y se constituyen como referentes para

los procesos de evaluacion nacionales, departamentales e institucionales.

En dicho documento se observa, con relacion al pensamiento numérico y los
sistemas numeéricos, coherencia con lo planteado en los lineamientos sobre la
necesidad de comprender los nimeros y la numeracién, comprender el concepto
de las operaciones y los calculos con nimeros y aplicaciones de numeros. En este
sentido, se apunta a la construccion de sentidos y significados relativos a cada

uno de los sistemas numericos, sus relaciones y sus operaciones.
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Las directrices planteadas en los Lineamientos Curriculares se ven enriquecidas
en los Estandares Basicos por el énfasis que se hace en el estudio de la
multiplicacion y la division desde una perspectiva en la que la multiplicacion se
concibe en relacién directa con el aprendizaje de la proporcionalidad, y no como la

abreviatura de una adicion repetida de sumandos iguales.

Las estructuras multiplicativas hacen referencia al conjunto de situaciones que
pueden ser resueltas empleando divisiones y/o multiplicaciones y es necesario
abordarlas desde la perspectiva de la proporcionalidad. Asi, no se considera la
multiplicacion como una relacion exclusiva de tres términos, sino que se plantea
de forma explicita la existencia del cuarto término, en tanto se involucran
variaciones simultdneas y comparaciones multiples. Estas variaciones multiples, si
se establecen a través de un modelo lineal entre dos variables, determinan una
proporcionalidad simple directa. Por tanto es posible afirmar que el desarrollo de la
multiplicacion, y en general el de la aritmética, tienen en la proporcionalidad un
punto central del proceso, y por esta via, se constituye una puerta de entrada al

pensamiento variacional.

El siguiente esquema® sintetiza las relaciones que se establecen al interior de las
estructuras multiplicativas. Se observa en €l como a partir del estudio de la
variacion directa pueden abordarse tanto la multiplicacion y la division como la
proporcionalidad directa, ademas de la diferenciacion que se establece entre la
division de carédcter partitivo y la de caracter cuotitivo. A nivel del producto
cartesiano se explicitan las diferentes operaciones que surgen segun se trabaje

con magnitudes extensivas o magnitudes intensivas.

® POSADA, Maria Eugenia y otros. (2005).Interpretacion e implementacion de los Estandares
basicos de Matematicas. Gobernacion de Antioquia. Medellin: Digital Express.
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Estudio de la
Variacion

Estructuras

el célculo.

llustracion 1: Esquema de las Estructuras Multiplicativas
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Si bien estas estructuras multiplicativas se incluyen en el pensamiento numeérico
debido al caracter aritmético de la multiplicacion y la division, es importante

identificar su relaciéon con el pensamiento variacional y el pensamiento métrico.

El pensamiento variacional analiza matematicamente los procesos de variacion y
de cambio, lo cual permite afirmar que involucrar situaciones de cambio desde los
primeros afios de escolaridad abre un camino fructifero para el desarrollo de los

procesos de pensamiento matematico relacionados con el algebra, las funciones y



El pensamiento métrico implica la capacidad de una persona para comprender las

magnitudes en general y la forma de cuantificarlas a través de la medida,

entendida esta como la asignacion numeérica que resulta de comparar o determinar

el nimero de veces que otra magnitud del mismo género, tomada como unidad de

medida, cabe en la magnitud a medir. Es por esto que el tratamiento que se

realiza sobre las diferentes magnitudes y su variacion en determinados contextos

favorece el desarrollo del pensamiento métrico.

La estructura conceptual anteriormente descrita se evidencia en los estandares en

enunciados como los siguientes:

Con relacion al pensamiento numérico:

Resolver y formular problemas en situaciones de variacion proporcional.
Describir, comparar y cuantificar situaciones con numeros, en diferentes
contextos y con diversas representaciones.

Describir situaciones de medicién utilizando fracciones comunes.

Reconocer las relaciones y propiedades de los numeros (ser par, ser impar, ser
multiplo de, ser divisible por, etc.).

Usar diversas estrategias de calculo (especialmente célculo mental) y de

estimacion para resolver problemas en situaciones aditivas y multiplicativas.

Con relacion al pensamiento métrico:

Reconocer el uso de las magnitudes en situaciones aditivas y multiplicativas.

Y por ultimo con respecto al pensamiento variacional:

Describir cualitativamente situaciones de cambio y variacion utilizando el

lenguaje natural, dibujos y grafica.

Como puede observarse, en los estandares presentados se hace referencia a las

situaciones multiplicativas, especificamente en lo concerniente a situaciones de
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variacion, de proporcionalidad y de cambio, teniendo en cuenta las relaciones
entre los nimeros y las razones que pueden establecerse entre ellos. Es asi como
el énfasis de lo propuesto por el Ministerio de Educacion Nacional esté en el tipo
de situaciones que deben ser capaces los alumnos de formular y resolver,
enfatizando en la necesidad de potencializar diversas estrategias de calculo y el
reconocimiento de las relaciones entre los niumeros. En este sentido se dejan de
lado contenidos que tradicionalmente se han establecido como prioridad, tales
como el aprendizaje de los algoritmos y la resolucibn de problemas
correspondientes a cada una de las operaciones de forma independiente. Se
desprende de esto la necesidad de replantear la orientacion en la ensefianza del
pensamiento multiplicativo, teniendo en cuenta los diferentes modelos para cada
una de las operaciones involucradas, tal como lo plantea Vergnaud® y que se
observan en el esquema correspondiente a las estructuras multiplicativas

presentado anteriormente.

1.3 DESEMPENO DE LOS ESTUDIANTES EN LOS ASPECTOS
RELACIONADOS CON EL PENSAMIENTO MULTIPLICATIVO.

1.3.1 Pruebas TIMSS:

Un aspecto importante diagndstico lo constituyen los resultados de las pruebas
TIMSS. Las cuales corresponden al Tercer Estudio Internacional de Ciencias y

Matematicas, en el cual participaron 51 paises, incluido Colombia, entre los afios

8 Vergnaud, G. (1991). El nifio, las matematicas y la realidad. Problemas de la ensefianza de las
matematicas en la escuela primaria. México: Trillas
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1992 — 1996 y en el que se evalué el curriculo, desde lo propuesto®, lo

desarrollado™ y lo logrado efectivamente'?, para los grados 7° y 8°.

Con relacién al curriculo logrado, se disefié una prueba que comprendia tres tipos
de preguntas para evaluar contenidos y habilidades matematicas: preguntas
cerradas con 4 0 5 opciones de respuesta para elegir la correcta, preguntas
abiertas de respuesta corta, en las que es suficiente con que el alumno escriba la
respuesta y preguntas de respuesta extendida en las que el alumno tiene que
explicar en detalle el proceso seguido para llegar a la respuesta. Los tiempos
estimados de solucién para cada clase de preguntas fue de 1, 2 y 5 minutos

respectivamente.

Especificamente con relacion a la proporcionalidad se plantearon 12 preguntas, 8
de opcién mdultiple, dos de respuesta abierta corta y dos de respuesta abierta
larga, de las cuales cinco se referian a los conceptos de razén y proporcidony 7 a
la solucién de problemas de proporcion simple. Aunque estas preguntas pueden
catalogarse como pertenecientes a las fracciones o al sentido numérico se
agruparon separadamente ya que estan enfocadas directamente al pensamiento
proporcional. Se evalla el concepto de proporcionalidad indagando acerca de los
conceptos de razdn y proporcion, y la capacidad para resolver problemas en los
que se pone en juego la proporcionalidad directa entre magnitudes o entre
nameros, la solucion de ecuaciones que involucran proporciones, la determinacién

de la cuarta proporcional y la conversion de unidades.

® Corresponde a los programas que de manera oficial reglamentan la normativa educativa y los
desarrollos curriculares.

10 Comprende lo que los profesores ensefian a los alumnos al desarrollar en el aula el curriculo
propuesto.

! Lo que aprenden realmente los alumnos.
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A nivel de resultados se encontré que los estudiantes colombianos presentan
niveles de desempefio significativamente bajos en esta area del conocimiento y
gue a su vez, a nivel general este topico presenta el rendimiento mas bajo en

comparacion con las demas areas.

“Se refleja un nivel muy bajo en el aprendizaje de la proporcionalidad por

parte de los estudiantes colombianos”. (Diaz, 1997. Pag. 133)*2

“A nivel nacional mas del 75% de los estudiantes responden de manera
muy deficiente a la mayoria de las preguntas que involucran Ila
proporcionalidad, mientras que sélo el 25% de las preguntas del area

tematica presenta niveles bajos de aprendizaje a nivel internacional”...

En sintesis, la ensefianza de la proporcionalidad se centra en procesos
algoritmicos (fundamentalmente la regla de tres) sin que sean explicitas las
relaciones de la proporcionalidad con la covariacion entre magnitudes, las
representaciones en tablas, graficas cartesianas y ecuaciones. Esto hace que no
se logren niveles de significacion en los alumnos en lo relativo a la solucion de
problemas y la aplicacion de estos conceptos para el analisis de situaciones
problémicas. Ademas hay que agregar que en nuestro curriculo desarrollado, el
trabajo sobre las estructuras multiplicativas, no entra a problematizar la
multiplicacion como relacion cuaternaria, y por ende queda totalmente desligada
de la proporcionalidad. Es asi como el aprendizaje de lo multiplicativo debe estar
unido al estudio de procesos de covariacion entre magnitudes, y en relaciéon con
distintos tipos de representacion, contextualizado a través de diversas situaciones

problema.

12 DIAZ, C. y otros. (1997). Tercer estudio internacional de matematicas y ciencias. Analisis y
resultados prueba de matematicas. Santafé de Bogota: MEN
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1.3.2 Pruebas SABER:

En el afio 2002 la Secretaria de Educacion de Antioquia, conforme al Proyecto
para el Mejoramiento de la Calidad de la Educacion Basica en el Departamento de
Antioquia, realiz6 las pruebas SABER™ en las areas de matematicas, lenguaje,
ciencias naturales y ciencias sociales con caracter censal, orientadas a evaluar la
totalidad de los estudiantes de los grados 3, 5, 7 y 9, en todas las instituciones

educativas del Departamento.

Estas pruebas evaluaron el saber hacer en matematicas a través de la formulacion
y resolucién de problemas. Es decir, se evaludé la competencia matematica a
través de la solucién de problemas. En este sentido la prueba indaga por la
utilizacion, la aplicaciébn y la comunicacion de conceptos y procedimientos
matematicos; la comprension y la matematizacion de situaciones y las habilidades

para leer, traducir y escribir matematicas.

Especificamente en la prueba realizada de mateméticas para el grado 3°, se

evaluaron los topicos de:

- Aritmética, los numeros y como se organizan: enfatiza en el uso de los
ndameros naturales, su organizacion y nociones sobre la estructura aditiva,
multiplicativa, valor posicional, relaciones de orden en numeros naturales y

patrones numeéricos.

13 En el afio 1998 se aplicaron las pruebas SABER en las areas de matematicas, lenguaje, ciencias
naturales y ciencias sociales con caracter muestral a estudiantes de los grados 3, 5, 7 y 9 de
algunas instituciones del Departamento. Las pruebas de matematicas, centradas en los tépicos de
aritmética, geometria, estadistica y algebra arrojaron en general, dificultades en la comprension del
sentido numérico en los naturales, a partir de las operaciones basicas correspondientes a la
estructura aditiva y a la multiplicativa, y su caracterizacién en cuanto al valor posicional.
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- Geometria y medicion, lo espacial y la geometria, las medidas: reconocimiento
de formas basicas y uso de la medida (unidad patron convencional y no

convencional)

- Probabilidad y estadistica, la organizacion y clasificacion de datos: reconocer

datos en diferentes formas de representacion, usuales en estadistica.

La prueba contemplé seis preguntas relacionadas con aritmética,
correspondientes a tres niveles de dificultad denominados B, C y D, como se
muestra en la tabla 1. El nivel B contempla problemas rutinarios en los que la
informacion necesaria para resolverlos se encuentra disponible en el mismo orden
en que debe ser utilizada, hacen referencia a situaciones de caracter concreto y
para resolverlos sblo se necesita realizar una operacion. El nivel C consiste en
problemas no rutinarios simples, es decir, que toda la informacién pertinente para
resolverlos se encuentra presente en el enunciado, pero es necesario organizarla
para realizar la operacion que lo resuelve. El nivel D consta de problemas en los
que los datos necesarios para resolverlos no estan explicitos en el enunciado y se
hace necesario realizar otros pasos para poder hallarlos y resolverlos, ademas de
estar planteados en situaciones hipotéticas donde la resolucion de los mismos
requiere combinar diversas estrategias.

Dos de las preguntas corresponden al nivel B, una al nivel C y tres al nivel D.
(ANEXO 1).

Para cada uno de estos tOpicos se plantean las tres clases de preguntas
mencionadas previamente, encontrandose que el area de mas bajo desempefio es
la de geometria y medicién, seguida de la aritmética, mientras la de mejor

rendimiento es la de estadistica.

La tabla 1 presenta los conceptos aritméticos relacionados con cada una de las

preguntas analizadas.
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Tabla 1: Preguntas pruebas SABER

Pregunta Nivel | Conceptos

9 B — Conceptualizacion de los nimeros naturales desde su estructura y sus
procedimientos.

— Estructura aditiva

— Estructura multiplicativa

10 D — Estructura aditiva
— Valor posicional.
15 B — Estructura multiplicativa (multiplicacién)
16 D — Estructura multiplicativa (division)
19 C — Estructura multiplicativa (multiplicacién)
20 D — Estructura multiplicativa (multiplicacién y division).

La pregunta numero 15 aborda la multiplicacion desde el modelo de razon, cuya
estructura se puede caracterizar por: si se produce x cantidad diariamente,
¢cuanto se produce en y dias?. En la numero 16 el concepto de divisidn esta
asociado a la realizacion de repartos (si en un estuche se empacan x cantidad de
objetos, para empacar y, ¢ el nimero de estuches requeridos es?). La preguntas
19, si bien pretende analizar el empleo del sistema de numeracion decimal, y los
problemas de tipo aditivo, se relaciona también con situaciones que implican la
realizacion de multiplicaciones asociadas a la accion “tantas veces” (el valor total
de x cantidad de billetes o de monedas de determinado valor). De igual manera la
pregunta 20 que se resuelve a partir de la informacion hallada en la numero 19,
aborda la division desde la nocion de repartir (en este caso repartir la cantidad en

2 partes iguales -la mitad-).

Para la institucion educativa Colegio Calasanz, en la cual se desarrolld la
investigacion, se encontré que los estudiantes del grado tercero obtuvieron en
cada nivel un resultado superior al obtenido en ese mismo nivel por los
estudiantes del municipio y del departamento, como se puede observar en la

siguiente gréfica:
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Porcentaje de estudiantes que alcanza o supera un nivel de logro en
Matemadticas
Grado Tercero

100 +—
% 80
c 60 -
@
e 40
e
20 ——
D - s ..: : 2o, .
Nivel Nivel C Nivel D
O Plantel 98.91 94.57 54.35
E Municipio 80.65 56.43 20.69
Departamento 78.48 55.73 22.98

Gréfica 1 : Resultados Pruebas SABER Colegio Calasanz Medellin

En cuanto a los resultados de la institucion de acuerdo a los niveles se puede ver

que:

— En las preguntas del nivel B correspondientes a las preguntas nimero 9y 15 la
cantidad de estudiantes que respondieron acertadamente fue de 55y 79 de un

total de 98 estudiantes, lo que representa el 56% y el 81% respectivamente.

— En el nivel C al cual corresponde la pregunta niumero 19 el total de alumnos

gue acertaron fue de 45, representando un 46% de la poblacién evaluada.

— Por dltimo, en el nivel D, representado por las preguntas 10, 16 y 20 los
aciertos fueron 44, 50 y 33, para unos porcentajes del 45%, 51% y 34%,
respectivamente. Con relacién a estas tres preguntas se observa de manera
especial en la nimero 20 que 51 estudiantes no tuvieron en cuenta el valor de
cada billete y por el contrario se guiaron por la palabra empleada para la
pregunta “mitad”, sin tener en cuenta que segun el valor varia la cantidad de

billetes para alcanzar la mitad de la cantidad total.
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De lo anterior se puede inferir que frente a problemas rutinarios y no rutinarios
simples, en los cuales los datos presentados determinan por si mismos los
procedimientos que deben emplearse para la resolucion, los estudiantes

presentan un nivel de logro alto.

Sin embargo frente a los problemas planteados para el nivel D que involucran la
realizacion de divisiones Unicamente o de multiplicaciones y divisiones de manera
conjunta, se encontro que tan sélo la mitad de la poblacion alcanzé este nivel de
logro, pues si bien resuelven los problemas en los que se hace necesario emplear
una multiplicacion como es el caso de la pregunta 15, al enfrentarse a la
realizacion de una divisién en la que se indaga por la cantidad de veces que la
unidad esta contenida en el total de jabones (tal como se plantea en la pregunta
16 o la realizacion de una multiplicacion y divisibn como en la pregunta 20) y en el
enunciado no se determinan los pasos a seguir, no logran emplear una estrategia

de caracter multiplicativo que resuelva el problema planteado.

Todo esto se constituye en indicador de que no hay una conceptualizacion
apropiada de las estructuras multiplicativas como se encuentran planteadas en los
Lineamientos curriculares, debido a que falta reconocer los modelos asociados a
las operaciones de las estructuras multiplicativas como razén, repartir y
sustraccion repetida, siendo el mas reconocido el de la multiplicacién como adicion

repetida.

Se desprende entonces de este analisis la necesidad de ofrecer a los estudiantes
del Colegio Calasanz la posibilidad de conceptualizar las estructuras
multiplicativas desde la identificacibn de patrones, las relaciones entre los
nameros naturales, y en especial, desde los diferentes modelos asociados a las

estructuras multiplicativas.
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Por lo tanto, a partir de los analisis realizados a los resultados, se plantea la
necesidad de reconceptualizar la manera como se estan abordando estos
contenidos en la escuela, teniendo en cuenta los diversos aportes de las
investigaciones acerca de la construcciébn del pensamiento matematico y los

Lineamientos Curriculares propuestos por el Ministerio de Educacion Nacional.

1.4 METODOLOGIAS EMPLEADAS PARA LA ENSENANZA DEL
PENSAMIENTO MULTIPLICATIVO

1.4.1 Plan de Area Colegio Calasanz

En el plan anual de matematicas para los grados segundo y tercero, se

encuentran los siguientes objetivos generales:

— Comprender la multiplicacién como adicion repetida de sumandos iguales.

— Emplear correctamente el algoritmo de la multiplicacion en la solucién de
problemas.

— Reconocer el signo “por” y asociarlo a la expresion “tantas veces”.

— Emplear las tablas de multiplicar para realizar multiplicaciones por una y dos
cifras.

— Comprender la division asociada a la reparticion de cantidades en partes
iguales.

— Emplear el algoritmo de la division en la solucion de problemas.

— Conocery aplicar las propiedades de la multiplicacion.

De acuerdo con los objetivos mencionados puede establecerse el siguiente

esquema.
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Multiplicacion Division
Adicién - Tantas veces [ Signo por “x” Repart_icién de
cantidades
ignales
Tablas de
multiplicar
[

Algoritmo de la
multiplicacion

]

Solucion de
problemas de

Algoritmo de la
division

I

Solucion de
problemas de

division

multiplicacion

Propiedades

llustracién 2: Plan anual de matematicas para el grado 2° Colegio Calasanz Medellin

Como se puede observar a partir del esquema, no se evidencian los elementos
fundamentales que aparecen en los Estandares Basicos y por el contrario se
abordan Unicamente la adicion repetida y la reparticion de cantidades como los
modelos de aprendizaje de la multiplicacién y de la division respectivamente. No
se tiene en cuenta la relacidon existente entre la multiplicacién y los conceptos de
razén y proporcion, al igual que no se incluye un enfoque a largo plazo en el que
se dé importancia a la variacion como eje fundamental para la construccién de las
Estructuras Multiplicativas, por ultimo, tampoco se establecen diferencias entre las

clases de division, ni entre las diferentes magnitudes involucradas.

Para el logro de los objetivos presentados en el programa, se contemplan como
estrategias metodologicas la realizacion de ejercicios, en los que se hace
necesario adicionar de forma repetida una misma cantidad de elementos para

ilustrar a los estudiantes que una adicion de esta forma puede abreviarse
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utilizando el signo “por”, y pasar entonces, a la realizacién de problemas rutinarios

que requieren la realizacion de una multiplicacion para su solucion.

Con relacién a la division, esta se presenta al finalizar la unidad correspondiente a
la multiplicacién, informando a los estudiantes que es la operacion inversa a la que
acaban de estudiar y aplicandola en ejercicios de reparticion, para ensefiar luego

el algoritmo, y a continuacion, resolver problemas que implican una division.

1.4.2 Textos escolares

Los textos escolares son un importante instrumento utilizado por los docentes para
favorecer en los alumnos la construccion de diferentes conceptos, debido a que en
ellos se encuentran sugerencias metodolégicas, situaciones de aprendizaje y
ejercicios de afianzamiento. Es por esto que se considera importante el andlisis de
las propuestas metodoldgicas que aportan los textos, pues son un agente
determinante en el quehacer docente a la hora de abordar los diferentes

contenidos.

Se eligieron al azar 7 textos de matematicas de grado segundo, en cada uno de
ellos se analiz6 la concepcion matematica de multiplicacidbn que sustenta la
propuesta, es decir, los conceptos matematicos involucrados en el pensamiento
multiplicativo que dan soporte a la presentacion realizada y la metodologia a

través de la cual se pretende llevar a cabo la ensefianza de dicho concepto.

Los resultados fueron similares en los textos analizados, por tanto se presentan
algunos apartes tomados de los textos Piramide'* y Rumbo Matematico™ que se

abordan en el grado segundo en el Colegio Calasanz.

* | TORRES, José ... <et al.> (2000) Piramide 2. Bogota: Grupo Editorial norma Educativa, (Serie
de matematicas para la educacién basica primaria). Pag 82
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En el texto pirdmide, la multiplicacion se presenta a partir de la estrategia de
sumas de sumandos iguales. Por ejemplo, en la pagina 82 (ver ilustracion 6), se
observa inicialmente un arreglo de tres filas de seis estrellas cada una, antes del
cual se pregunta “¢,cuantas estrellas hay?”, a continuacion se presenta la adicién 6
+ 6 + 6 = 18. En el rengldn siguiente se presenta la abreviatura 3 veces 6 = 18 y
en el ultimo renglon aparece la multiplicacion 3 x 6 = 18. De la misma forma se
presenta un arreglo de cuatro filas de tres cascos cada una y se realiza el mismo
tratamiento. Luego de estos dos ejemplos se enmarca en un recuadro sombreado
la definicion de multiplicacion “La adicion de sumandos iguales podemos
expresarla mediante una multiplicacion.” Se realizan dos ejemplos mas a modo de
ejercicios para resolver y se pasa inmediatamente a determinar los nombres
correspondientes a cada término involucrado en una multiplicacion, a saber,

factores y producto.

' URIBE, Julio. (1998) Rumbo Matematico 2. Medellin: Susaeta Ediciones. Pag 62
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LAl

6+6+6=18
3veces 6 es 18.
3Ix6 =18

¢ La multiplicacién

JCuéntos cascos hay?

roee
Yeee
reeY

3+3+3+3=12
4 veces 3 es 12,
4x3 = 12

La adicién de surmandos iguales podemos expresarla
mediante una multiplicacién.

" d

Escribamos la adicién y la multiplicacién correspondientes.

V2224
V4
.8

5+ 5 =10
2 veces 5 es 10.
2 x5 = 10

PP
L L7
L L7
T L L
343+434+3+3 =15
5 veces 3 es 15.
5 %3 = 15

En la multiplicacién los nimeros que multiplicamos
se llaman factores y el resultado se llama producto.

A

2x%x5

RSt
factares

10

producto

Lesgres: reconeer 1 afodn de sumandos iguales como una mutiolicackn

llustracién 3: Texto Piramide, pagina 82

La multiplicacion en este texto se presenta asociada exclusivamente a la adicion

repetida de sumandos iguales, el cual es apenas uno de los modelos presentados

en los Lineamientos Curriculares del Ministerio de Educacion, dejando de lado

otros que se incluyen alli como factor multiplicante, razén y producto cartesiano,

ademas no establecen ninguna relacién con la division como operacion inversa,

que también posee modelos propios.
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En cuanto a la metodologia, se realiza una presentacion ostensiva de la
multiplicacion, es decir, se presenta su significado y no se permite la aparicion del
mismo a partir de la necesidad de emplearlo para resolver una situacion
significativa para el estudiante. Podrian resaltarse las imagenes como ayuda
visual para que el alumno determine la cantidad total de elementos mediante la
actividad de contar o inclusive mediante el conteo de grupos de a seis elementos o
de a cuatro, segun el caso, pero con relacion a esto ultimo no se pide al estudiante
resolver ningun problema que lo conduzca a la realizacion de dichos
procedimeintos. Se resalta también la ausencia de procesos de comunicacion o

validacion de los conceptos construidos por los estudiantes.

De forma similar a lo propuesto en el texto anteriormente analizado, en la pagina
62 del texto Rumbo Matematico 2° se observan inicialmente cuatro conjuntos de
tres bolas cada uno, se pide al estudiante que las cuente y que escriba el nimero
gue corresponde al recuadro vacio, se escribe la adicion correspondiente 3 + 3 + 3
+ 3 =, presentando un recuadro vacio para escribir el resultado del conteo, es
decir, 12; a continuacion se escribe la abreviatura 4 veces 3 =, dejando de la
misma forma el recuadro vacio para escribir el resultado y, por ultimo, se presenta
la multiplicacion 4 x 3 = con el mismo recuadro en blanco; se indica que la “x” se
lee “por”. A continuacion se presentan cuatro ejercicios similares en los que se
pide realizar el conteo de cada uno de los elementos de los diferentes conjuntos

dibujados.
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La multiplicacién como suma Segunda Actividad @

de sumandos iguales ﬁg Escribe |as siguientes sumas utilizando el signo X y

luego escribe el resultado.
cuaderna
. Cuenta las bolas y luego escribe el nimero que
g& debe ir en el cuadrito.
P 3 = b4 =

” 3+3+3+3=0
4 e ° ® dveces 3 =[] E Ot el

wdee 3888 LD VY QA \
WSS

Cuenta las estrellas y completa el [J

o . - 4+4+4=1
w e ﬁ! Eﬁ A 3vecesd =[] 4+ 4+ 4
S & 3x4=0 =

Cuenta las frutas y completa el [

. 5 6+6+6+6+6=0
: Sveces 5 =[]
5x6=0

Cuenta los dedos y completa el [

5+5+5+5=0

4dveces5 =[]
4x5=0

Cuenta pies y completa el [

62 63

llustracion 4: Paginas 62 y 63 del texto Rumbo Matemético 2

En estas paginas la multiplicacion se presenta asociada a la adicion repetida de
sumandos iguales, representados de forma gréafica, y como procedimiento para
encontrar el resultado se plantea el conteo de las unidades dibujadas, dejando de

lado la posibilidad de calcular.

Es importante hacer referencia a la clasificacion de los procesos por medio de los
cuales se establece la relacién entre cantidades, planteados por Brissiaud®® quien
afirma que luego de la adquisicion de la nocién de nimero por parte de los nifios
pequefnos, asociada a la cantidad y al conteo, se da el proceso de relacionar
dichas cantidades entre si. Inicialmente este proceso lo realiza el nifio a través de

estrategias de conteos simples, en las que requiere registrar cada unidad

® BRISSIAUD, Remi. (1989) El aprendizaje del célculo, mas alld de Piaget y la Teoria de
Conjuntos. Madrid: Graficas Régar.
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individualmente. Luego de lo anterior esta estrategia evoluciona a procesos de
calculo en los cuales las relaciones se establecen directamente entre cantidades,
bien sea de forma aditiva 0 sustractiva sin tener que recurrir a la representacion
total de las unidades en cuestion, ya que no se hace necesario contar cada una de

ellas de forma individual.

Por lo tanto, en el texto que se viene analizando, para la construccién de un
concepto complejo como puede ser la multiplicacion, se emplea uno de los
procedimientos mas primitivos usado por los nifios para acceder al sistema de
numeracioén: el conteo. No se tiene en cuenta la evolucion que ha debido darse en
el pensamiento de los estudiantes desde el proceso inicial de los primeros conteos
para acceder al concepto de nimero, hasta algunos afios mas tarde, cuando ya se
encuentra en condiciones de establecer relaciones de célculo entre diversas

cantidades.

Esta evolucion hace que la estrategia de contar las unidades simples que
conforman cada coleccion, pierda validez pues en esta etapa las relaciones entre
cantidades y mas si corresponden a pequefias colecciones, se establece mediante
procesos de calculo y no de conteo. Esto hace que el estudiante que ha
presentado algun tipo de dificultad en dichas estrategias de célculo, continte
anclado a procedimientos primitivos de conteo de unidades ahora que se enfrenta
a operaciones en las que debe relacionar simultdneamente dos o mas grupos de

elementos.

Es de resaltar ademas, que para abordar las estructuras multiplicativas el conteo
que debe realizarse corresponde a grupos de unidades, denominadas unidades
compuestas; aspecto éste que no queda evidenciado pues el énfasis se hace en
contar los elementos que conforman cada una de las unidades y no las totalidades

de unidades que conforman dichos grupos.
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En las paginas siguientes del mismo texto se observa la intencién de mecanizar en
el estudiante la relacion entre determinada adicion de sumandos iguales y la
multiplicacion correspondiente, dejando de lado los otros modelos asociados a la
multiplicacion que aparecen en los Lineamientos Curriculares y que se han
mencionado ya en el apartado anterior, igualmente no se tiene en cuenta la
relacion entre la multiplicacion y la division, esta parte se desarrolla en la unidad

namero 8 a partir de la reparticién de cantidades en grupos iguales.

Como aspecto importante se resalta la posibilidad que tiene el estudiante de
visualizar los grupos de elementos y la repeticion de los mismos, pero no presenta
ningun problema que deba ser resuelto y para lo cual el estudiante deba indagar,

analizar, comunicar procedimientos o resultados y confrontarlos con otros.

Es de resaltar que mediante los ejercicios propuestos, los estudiantes no tienen la
posibilidad de validar por ellos mismos sus procedimientos empleados ni los
resultados obtenidos, pues la misma situacidn presentada no permite una
validacion adicional a la del maestro que sefiale si el nimero escrito en la casilla

corresponde 0 no a la respuesta esperada.

Como puede observarse a partir de los textos analizados existe una brecha
significativa entre éstos y los lineamientos planteados por el Ministerio de
Educacion, pues en dichos textos se plantea la multiplicacibn como una adicion de
sumandos iguales en la que no se tiene en cuenta el andlisis a la variaciéon de las
magnitudes involucradas. Se deja de lado la posibilidad de conceptualizar la
multiplicacion a partir de modelos diferentes al de la adicion repetida de sumandos
iguales. Se desconoce la relacion inversa que existe entre ésta y la division y por

altimo, se pasa de forma inmediata al algoritmo de la operacién, desconociendo
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que el concepto y el algoritmo constituyen dos elementos diferentes que se llevan

a cabo durante el proceso de conceptualizacién de cada una de las operaciones.*’

Otro aspecto importante que se resalta en los textos analizados es que la
metodologia empleada no favorece el desarrollo de otras habilidades de
pensamiento diferentes a la observacién, tales como la realizacion de analisis,
inferencias, validaciones y argumentaciones. Esto se debe a que, en primera
instancia, se pide al estudiante observar y cuando se trata de solucionar un
ejercicio se busca que cuente y no hay forma de que él mismo verifique si lo ha

hecho acertadamente o no, dejando esta labor a la intervencion del profesor.

De todo lo analizado se concluye, por una parte, que la ensefianza que estan
recibiendo los estudiantes de primaria con relacion al pensamiento multiplicativo
no se encuentra en concordancia con los conceptos fundamentales planteados en
los Lineamientos Curriculares para el area de matematicas pues se aborda la
multiplicacion de forma exclusiva como una adicién repetida del mismo sumando y
se dejan de lado otros modelos que completan la conceptualizacion de dicha
operacion a partir de procesos de comparacion multiplicativa y covariacién. Estos
son fundamentales para permitir el acceso a los conceptos de razén y proporcion
que a su vez son la base para el posterior aprendizaje de nociones fundamentales

de algebra, calculo y geometria entre otras.

De otro lado se concluye también que las metodologias empleadas apuntan a
aprendizajes memoristicos en los cuales prima la presentacion que se hace a los
estudiantes de los diferentes conceptos desde fuera, ya sea por parte del profesor
o del texto guia, sin permitir que se enfrenten a la solucion de problemas y a
procesos de validacion y argumentacion promotores de construccién significativa

de conceptos.

" De una parte el concepto de la operacién y de otra parte las formas de llevarla a cabo, es decir
los diferentes procedimientos para realizarla que no se deben confundir con la operacion
propiamente dicha.
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2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

De todo lo planteado anteriormente se evidencia que es importante tener en
cuenta otros modelos y otras metodologias de ensefianza para el pensamiento
multiplicativo a los estudiantes, pues al analizar lo propuesto en los Lineamientos y
en los Estandares curriculares se encuentra una brecha significativa entre lo
planteado alli y lo que realmente sucede en la practica pedagogica a nivel de
pensamiento multiplicativo y la conceptualizacion de la variacion como eje

fundamental del mismo.

Por lo tanto es necesario generar diferentes formas de conceptualizar las
estructuras multiplicativas que permitan desarrollarlas a partir de modelos que
involucren la covariacion y la proporcionalidad. Dicho de otro modo, surge la
necesidad de comenzar la construccion de las estructuras multiplicativas en los
nifios teniendo en cuenta elementos como la covariacion, las comparaciones

multiplicativas, las razones y la proporcionalidad.

Surge entonces la necesidad de preguntarse acerca de los elementos tedricos y
didacticos que, teniendo en cuenta el enfoque de los lineamientos curriculares y
de los estandares para el area de matematicas, permitan a los estudiantes que se
encuentran en la transicion del pensamiento aditivo al pensamiento multiplicativo,
construir las estructuras multiplicativas de manera significativa y conceptualmente

interrelacionada con la proporcionalidad simple directa.

Se plantea por tanto el siguiente problema de investigacion:

¢, Cuales son los elementos tedricos y las condiciones didacticas apropiadas para

favorecer en nifios de 2° y 3° de bésica primaria, los procesos de
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conceptualizaciéon de las estructuras multiplicativas a partir de situaciones de

proporcionalidad?

2.1 OBJETIVOS.

2.1.1 General.

Caracterizar las condiciones cognitivas, matematicas y didacticas que favorezcan

en los estudiantes de la educacion basica la construccion de las estructuras

multiplicativas.

2.1.2 Especificos.

Establecer las relaciones matematicas que hacen posible el vinculo entre el
estudio de las estructuras multiplicativas y los problemas de proporcionalidad

directa.

Caracterizar el tipo de pensamiento matematico que presentan los nifios de
segundo y tercer grado de educacion basica y el nivel de estructuracion en el

gue se encuentran, en relacion con el razonamiento multiplicativo.
Determinar las caracteristicas matematicas y didacticas que deben incluirse en

las situaciones de ensefianza para favorecer el desarrollo del pensamiento

proporcional desde los primeros afios de la educacién basica.

46



2.2 HIPOTESIS.

Ante este problema se plantea como hipotesis de trabajo que el estudio de la
proporcionalidad puede ser una estrategia didactica adecuada para acceder a la
conceptualizacién de las estructuras multiplicativas. En este sentido, y como se
ampliard mas adelante, se toma como punto de partida la nocién de multiplicacién
que plantea Vergnaud (1985), en la cual afirma que la relaciéon multiplicativa no es
ternaria, como se plantea comunmente (a x b = c¢), sino cuaternaria ya que la
multiplicacion es tan sé6lo un caso particular de la proporcionalidad, cuando una de
las cantidades corresponde al uno (1).

Igualmente una hipétesis en tal sentido necesita apoyarse en el planteamiento que
hace Piaget acerca de la caracteristica fundamental de la operacion multiplicativa,
en la cual el sujeto es capaz de operar de forma simultdneamente con dos o0 mas

clases.
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3 REFERENTE TEORICO.

3.1 DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

Actualmente, segtn Juan Diaz Godino'®, existen tres lineas de investigacién en

Didactica de las Mateméticas.

La primera de ellas es la correspondiente a la teoria y filosofia de la Educacion
Matematica, a la cual pertenece el grupo TME (Theory of Mathematics Education),
surgido hacia el afio 1984 a partir del V Congreso Internacional de Educacion
Matemética y el grupo Internacional de Filosofia de la Educacion Matemética. Esta
linea propone que la Teoria de la Educacion Matematica se ocupa de formular e
identificar los problemas fundamentales en cuanto a metodologia, enfoques y
organizacion de la educaciébn matematica, al igual que busca estudiar la
interacciébn de dicha disciplina con los sistemas sociales en los cuales se
desarrolla y con la interaccion humana en general. De otro lado prestan atencion a
los alcances y a la reflexidon en torno a la filosofia matematica, buscando explorar

las diferentes perspectivas humanisticas de las matematicas.

Otra linea de investigacion la constituye el enfoque psicoldgico de la educacion
matematica que se encarga de estudiar las variables psicolédgicas y su interaccion
con los procesos de ensefianza y de aprendizaje realizados por maestros que
buscan que los alumnos adquieran conocimientos matematicos a través de
interacciones con el medio y entre ellos mismos. Tiene en cuenta principalmente
tres clases de interaccidon para explicar los procesos de instruccion: la interaccion

cognitiva, la interaccion social y la interaccion con el contexto.

8 BATANERO, Carmen y GODINO, Juan. (2002) Matematica y su Didactica para maestros,
proyecto edumat-maestros, Granada.. En http://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/
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En cuanto a la interaccion cognitiva argumentan que lo fundamental es lograr que
el alumno realice la asimilacion de los contenidos matematicos de la forma mas
conveniente posible, teniendo en cuenta para ello sus habilidades cognitivas, por
lo que se hace importante identificar teorias del aprendizaje matematico que
expliquen los procesos de construccion del conocimiento y los procesos de
procesamiento de la informacién. La perspectiva de interaccion social se basa en
la importancia de los maestros o facilitadores de la instruccion, y por ultimo, la
perspectiva contextual defiende la importancia de la interaccion entre los sujetos y

las variables del contexto en el cual se produce el aprendizaje.

Otro enfoque para la investigacion en Didactica de la Matematica lo constituye el
desarrollado por investigadores franceses quienes denominan su concepcion
como “fundamental” debido a que buscan desarrollar su propio marco teérico que
aborde sus conceptos y métodos a la vez que considere de forma global las
situaciones de ensefianza — aprendizaje, teniendo en cuenta las interacciones que
se suscitan entre el profesor, los alumnos y el saber, a través del medio en el cual

se desarrolla dicha interaccion.

Para efectos del presente trabajo se tomarda como base el planteamiento realizado
por los investigadores de la escuela francesa en el area de la ensefanza
matematica, quienes definen la didactica de las mateméaticas como la “disciplina
gue estudia e investiga los problemas que surgen en educacion matematica y
propone acciones fundadas para su transformacion”. (Rico, Sierra y Castrol 2000;

p 352) citados en Godino.

Segun este enfoque la didactica de las matematicas es la encargada de estudiar
las condiciones de transmisién y adquisicibn de los diferentes conceptos
matematicos, de controlar estas condiciones y de optimizar asi los procesos de su

adquisicidon en la escuela. Para esto la didactica de las matematicas, a partir del
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estudio de las relaciones que el alumno establece con los saberes que se le
presentan, busca mejorar los métodos y contenidos de la ensefianza y proponer
condiciones que aseguren a los alumnos la construccién de un saber dinadmico
(susceptible de evolucion), y funcional (que permita resolver problemas y plantear

verdaderos interrogantes).

Es asi como el objeto de estudio de la didactica de las matematicas es la situacién
didactica, situacion en la que se establecen las relaciones entre un saber
susceptible de ser aprendido, un sujeto que aprende y uno que facilita dicho
aprendizaje. Estas relaciones determinan las reglas que definen las obligaciones
de cada una de las partes implicadas en el proceso, es decir, el contrato didactico
entendido como una negociacibn que establece las reglas, no enunciadas
explicitamente, que regulan las interacciones entre los diferentes actores de la

situacion didactica.

3.1.1 Situaciones Didacticas

Guy Brosseau plantea la teoria de las Situaciones Didacticas, que explica el
aprendizaje de las matematicas como fruto de un proceso de “adaptacion al
medio”. Considera como objeto de investigacién y de andlisis las relaciones que se
establecen al interior del espacio educativo, entre el maestro, el alumno y el saber.
Estas relaciones se llevan a cabo a través del medio con el cual interactia el
alumno y que representa para €l fuente de conflicto cognitivo y de contradicciones,
debido a que le plantea un problema que debe resolver y frente al cual su
estrategia inicial, o llamada también estrategia de base, resulta ineficaz.
Llevandolo asi a modificar sus actuaciones de modo que el saber que debe
construir, resulte ser el procedimiento Optimo de resolucion de la situacién,

dandose asi la produccion de conocimiento.

50



Durante el proceso de resolucion de la situacion se pueden presentar obstaculos
considerados como conocimientos o procedimientos que han sido exitosos en una
situacion anterior, pero que no lo son para la situacion actual. Por haber resultado
adecuados previamente se presenta una resistencia a su desaparicion y se
expresan en la situacion actual como “errores”. Se trata por tanto de disefar la
situacion de tal forma que la aplicacion de los conocimientos anteriores se vea
claramente como ineficaz y por tanto el alumno sea llevado a movilizar otras
estrategias de resolucion, a través de las cuales se construya el conocimiento

deseado.

Brosseau plantea la existencia de diversas clases de situaciones, segun sea la
actividad que el alumno despliega en su realizacidén. Se clasifican en situaciones

de accidén, de formulacion, de validacion y de institucionalizacion.

Las situaciones de accién son aquellas en las que el alumno a través de los
ensayos y errores organiza su estrategia para representarse la situacién y tomar
decisiones, partiendo de las retroacciones que el medio le proporciona y que lo

llevan a adaptar su accidn para aceptar o rechazar las hipotesis que se plantea.

En las situaciones de formulacién el alumno se comunica con varias personas,
intercambiando informacion acerca de sus hallazgos, de forma que el éxito o el
fracaso obtenido en dicha comunicacién lo lleva a replantearse sus estrategias y

sus procedimientos.
Las situaciones de validacion son las que permiten al alumno probar sus

afirmaciones y justificar la validez de las estrategias empleadas, mediante la

implementacion de procesos de prueba validados por sus interlocutores.
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Por ultimo, las situaciones de institucionalizacion permiten al alumno reconocer la
solucion que ha encontrado a determinado problema como un saber matematico

universal que puede ser empleado en otras situaciones.

Para cada una de las situaciones planteadas se definen las variables didacticas
como los elementos de la situacién que son controlados por el maestro, a fin de
lograr que las estrategias empleadas por el alumno resulten ineficaces, y se vea
en la necesidad de replantearse las hipotesis de trabajo y movilizar sus acciones
hacia otras que le representen mayor éxito en la resolucion de la situacion, y por

tanto logre asi una evolucion en sus concepciones matematicas.

Es en términos del contrato didactico que se presentan determinadas actuaciones
por parte de los maestros o los alumnos y que se constituyen determinantes para
la evolucion misma de la situacion. En la ensefianza tradicional este contrato
presenta disfunciones debido a que ante el fracaso en la ensefianza, verificado a
través de las respuestas de los alumnos, el maestro asume posturas y actitudes
que pretenden “salvar” a toda costa el proceso, dejando de lado en ocasiones el
significado del mismo, es por esto que en las situaciones didacticas se busca
también regular las consignas bajo las cuales se dara la relacion entre maestro y
alumno, dejando a este Ultimo enfrentarse a la situacion a partir de su interés
personal en su resolucidn y no como respuesta exclusiva a la exigencia del

maestro.

3.1.2 Ingenieria Didactica

El caracter eminentemente social de la ensefianza hace que para el desarrollo de
las investigaciones en didactica en general, y de la investigacion aplicada en
particular, se necesite de metodologias especificas, que no sélo den cuenta de la

naturaleza social de la ensefianza, sino también de la naturaleza del conocimiento
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gue se desea enseiiar, es decir, de la naturaleza del conocimiento matematico. La
escuela francesa ha desarrollado una metodologia de investigacion que ha
llamado Ingenieria Didactica. Artigue (1988) y Farfan (1994) plantean que el
término Ingenieria Didactica surge como analogia al trabajo en ingenieria, el cual
debe apoyarse en un saber cientifico, pero debe abordar problemas y tomar
decisiones que dependen del proceso y que se escapan al control de la ciencia en
Si.

Michéle Artigue (1991), plantea que el termino ingenieria didactica puede ser
entendido por lo menos en dos acepciones: como metodologia de investigacion
(proceso) y como producto de desarrollo para la ensefianza (producto), en tanto
los limites entre la accién y la investigacion, no son del todo claros, y que ademas
este rétulo fue visto desde el comienzo como una manera de aproximarse a dos
cuestiones cruciales de la didactica de las matematicas: las relaciones entre la
investigacion y la accién, y el papel de que habria que darle a las realizaciones

didacticas en el contexto de una metodologia de investigacion didactica.

Como metodologia de investigacion, la ingenieria didactica ante una pregunta
proveniente de la teoria que debe ser probada, genera el escenario experimental a
través del cual se realiza la prueba. Ademas, se diferencia fundamentalmente de
otras metodologias de investigacion en el aula de clase por los siguientes tres

aspectos:

La ingenieria didactica, vista como metodologia de investigacion, se
caracteriza en primer lugar, por ser un esquema experimental
basado sobre las realizaciones didacticas en clase, es decir sobre la
concepcion, realizacion, observacion, y analisis de secuencias de
ensefianza. Se pueden distinguir dos niveles: el de la microingenieria

y el de la macroingenieria®®....

19 Una investigacién en microingenieria se destaca por ser de un caracter local y estar centrada en
el problema de la complejidad de los fendmenos que se dan al interior de la clase, mientras que
una macroingenieria esta centrada en los aspectos generales al interior del entorno escolar.
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[en segundo lugar] la ingenieria didactica se caracteriza, en contraste
con otras investigaciones basadas sobre la experimentacion en
clase, por el registro de lo que en ella sucede y por los medios de
validacion que le son asociados... [esta] se sitla en el contexto del
estudio de caso, y su validacién es esencialmente interna, basada en
la confrontacién entre el andlisis a priori y el analisis a posteriori [mas

adelante se hablara de estos dos términos].

[Un tercer lugar los objetivos]... Los objetivos de una investigacion didactica
pueden ser diversos. Regine Douady... distingue, por ejemplo, las
investigaciones que se centran en el estudio de procesos de aprendizaje de
un concepto dado en particular sobre la elaboracién de una génesis artificial
del concepto, de aquellas que son transversales en el contenido, y que se
apoyan en la base de la ensefianza de un dominio especifico. (Artigue,
1988, p 285-286.)

La Ingenieria Didactica pretende por tanto construir una génesis artificial del saber,
a partir del control ejercido sobre aspectos como los errores y obstaculos en la
construccion de un determinado saber matematico, las relaciones de ese concepto
con otros previos o posteriores, la historia de dicho saber y las concepciones de

los alumnos acerca del mismo.

El proceso de Ingenieria realizado en pequefia escala para dar cuenta de los
fendmenos de clase (micro-ingenieria) consta de cuatro etapas: primera etapa que
consta del andlisis preliminar, la segunda etapa incluye la concepcion y el analisis
a priori de las situaciones didacticas, la tercera etapa se refiere a la
experimentacion y, por ultimo, la cuarta etapa consiste en el andlisis a posteriori y

la evaluacion.
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La primera etapa, la de los analisis preliminares constituye el proceso de realizar
analisis previos desde los diferentes elementos que intervienen tanto en el saber
mismo que se quiere transmitir, como en la forma de hacerlo tradicionalmente. En
el caso de la presente investigacién estos analisis estan encaminados a la
ensefianza tradicional de las operaciones multiplicacion y division y sus efectos, a
las concepciones de los estudiantes con relacion a las estructuras multiplicativas y
a las caracteristicas y evolucién cognitiva de los estudiantes a los cuales se dirige
este proceso de enseflanza. En este sentido se incluye el andlisis de los
resultados obtenidos en las pruebas SABER y TIMSS para Colombia, con relacion
al pensamiento numérico, especialmente lo concerniente a la multiplicacion y la
division. Al igual que los planteamientos del Ministerio de Educacion Nacional a

través de los lineamientos curriculares y los estdndares de matematicas.

La segunda etapa correspondiente al andlisis a priori se refiere al proceso de
establecer las variables de comando, es decir, las variables pertinentes al
problema que se plantea, las cuales son de dos clases, las macro-didacticas o
“selecciones principales” y las micro-didacticas o “selecciones locales” (Artigue
1995). Para establecer las variables de comando se deben determinar con
claridad los nuevos puntos de equilibrio del sistema, es decir, determinar los
nuevos condicionantes del sistema didactico al que se pretende llegar. En este
sentido, se trata de un analisis sobre la base de los fundamentos cognitivos,
matematicos, epistemologicos y didacticos que se espera lograr una vez
desarrollado el proceso de intervencion. Asi, una vez determinados estos nuevos
determinantes, las variables de comando son aquellos elementos, estructuras,
dentro de las situaciones, que al ser manipuladas permiten la génesis artificial de

los conocimientos hacia el punto de equilibrio que se pretende alcanzar.

Con relacién a la primera selecciobn de variables, las que se constituyen en
principales, corresponden a la organizacion global del proceso de ingenieria en

tanto tienen que ver directamente con el contenido que se trabajard durante la
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investigacion, y las locales se refieren a aquellas que se tendran en cuenta en
cada una de las fases de las situaciones y que se relacionan de manera mas
especifica con la organizacion del medio y los mediadores que intervendran en

cada situacion.

La experimentacion consiste en la realizacion de las situaciones didacticas

disefiadas y la recoleccion de informacion para el andlisis a posteriori.

El andlisis a posteriori implica la reunion de los datos obtenidos en todo el
proceso, incluyendo la informacion a partir de las producciones de los estudiantes
y las observaciones realizadas durante las secuencias de ensefianza, puede
también complementarse a través de entrevistas personales o grupales realizadas
en diferentes momentos del proceso. Este analisis tendra en cuenta los elementos
seflalados como fundamentales, para luego pasar a la confrontacion entre el
andlisis a priori y el analisis a posteriori para validar asi las hipotesis de trabajo

planteadas.

Teniendo en cuenta estos elementos, la Ingenieria Didactica, hace emerger un
concepto a través de su génesis artificial mediante el control de las denominadas
“Variables Didacticas”, que constituyen los elementos de la situacién que pueden
ser modificados por el maestro y que inciden directamente en la elecciéon por parte

del alumno de las posibles estrategias de solucion.

3.2 LAS SITUACIONES PROBLEMA EN EL CONTEXTO DE LA ENSENANZA
DE LAS MATEMATICAS.

Brosseau propone que el aprendizaje es un proceso complejo sobre la base de la

actividad del sujeto que aprende:
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“El alumno aprende adaptandose a un medio que es factor de
contradicciones, de dificultades, de desequilibrios, un poco como lo ha
hecho la sociedad humana. Este saber, fruto de la adaptacién del alumno,
se manifiesta por respuestas nuevas que son la prueba del

aprendizaje.”(p.59) (Brosseau, 1998, citado en Chamorro, 2003, pagina 47).

Por lo tanto ensefiar un determinado concepto matematico requiere hacer posible
que los alumnos tengan la necesidad de desarrollarlo y utilizarlo para resolver una
situacion de creacion matematica, es por esto que el maestro debe proponer
situaciones que provoquen el surgimiento de verdaderos problemas matematicos
gue conlleven a la aparicion del concepto en cuestion. Asi, si el estudiante hace
suyo el problema, pone en funcionamiento una estrategia de base que al tornarse
insuficiente, genera un desequilibrio. Al tratar de superar el desequilibrio, sobre la
base de anticipaciones sobre la accion (emitir hipotesis, validacién de las mismas,
y reformulacion si es del caso), elabora procedimientos y los automatiza
ejerciendo de esta forma control sobre los resultados. De esta manera el
conocimiento matematico es el resultado de un proceso de lo dota de sentido y

significado.

Para esto se propone la realizacion de situaciones didacticas ya que mediante su
implementacion se posibilita la construccion de conocimiento matematico con

sentido en el estudiante.

3.3 ESTRUCTURAS MULTIPLICATIVAS

Gerard Vergnaud al plantear la teoria de los Campos conceptuales toma como
premisa que el conocimiento esta organizado en campos conceptuales cuyo
dominio, por parte del sujeto, ocurre a lo largo de un extenso periodo de tiempo, a

través de experiencia, madurez y aprendizaje.
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“Campo conceptual es un conjunto informal y heterogéneo de problemas,
situaciones, conceptos, relaciones, estructuras, contenidos y operaciones del
pensamiento, conectados unos a otros y, probablemente, entrelazados durante

el proceso de adquisicion”. (Vergnaud, 1982, p.40).

El dominio de un campo conceptual no ocurre en algunos meses, ni tampoco en

algunos afios. Al contrario, nuevos problemas y nuevas propiedades deben ser

estudiadas a lo largo de varios afos si quisieramos que los alumnos dominen

progresivamente el conocimiento matematico.

En particular sobre las estructuras multiplicativas propone:

“El campo conceptual de las estructuras multiplicativas consiste en todas las
situaciones que pueden ser analizadas como problemas de proporciones
simples y multiples para los cuales generalmente es necesaria una
multiplicacion, una division o una combinacion de esas operaciones. Varios
tipos de conceptos matematicos estan involucrados en las situaciones que
constituyen el campo conceptual de las estructuras multiplicativas y en el
pensamiento necesario para dominar tales situaciones. Entre tales conceptos
estan el de funcién lineal, funcion no lineal, espacio vectorial, andlisis
dimensional, fraccion, razon, tasa, numero racional, multiplicacién y division”
(Vergnaud, 1988, p.141; 1990, p. 146). Citado en (Moreira, 2002.).

Para Vergnaud, la ensefianza de los conceptos no puede hacerse de una manera

aislada, ni a partir de una sola situaciéon problema, por el contrario, deben estar

enmarcados dentro de un conjunto de situaciones que involucren diversos

conceptos y teoremas. La ensefianza de los conceptos pertenecientes al campo

conceptual de las estructuras multiplicativas involucra la realizacion de situaciones
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gue ponen en juego no solo la realizacion de multiplicaciones y divisiones, sino
que favorecen el establecimiento de relaciones entre estas operaciones y otros

conceptos asociados.

Tradicionalmente la multiplicacién se presenta de forma exclusiva a partir de la
adicion abreviada de sumandos iguales y se deja de lado la posibilidad de analizar

las diferentes relaciones que dan origen a dicha operacion y a la division.

Por ejemplo, para un problema como “una canica cuesta $20. ¢ Cual es el costo de

3 canicas?”, la representacibn mas comun es:

20+20+20=60

y se plantea al nifio que dicha adicion puede abreviarse mediante la expresion

3 veces 20 = 60,

o lo que es lo mismo
3 x 20 = 60.
La interpretacion anteriormente descrita no hace referencia alguna al

planteamiento y la relacion proporcional que implica todo problema de

multiplicacion:

Canica Valor
1 $20
3 X

Esta distincion es clave en el trabajo de Vergnaud, pues desde su perspectiva, las
situaciones de multiplicacion expresan un problema de proporcionalidad directa,

s6lo que se trata de un caso simple en el cual se conoce el valor de la unidad.
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Dado que esta relacidon con respecto al valor de la unidad no siempre es explicita

en la situacién, entonces en apariencia, el problema parece ser de tres términos.

Vergnaud distingue dos grandes categorias o formas de relaciones multiplicativas.
La primera de ellas consiste en una relacion entre cuatro cantidades; dos medidas
de un tipo particular y las otras dos de otro tipo. Esta categoria se denomina
isomorfismo de medidas, y las situaciones de este tipo se corresponden con
aguellas en las que dos espacios de medida son puestos en correspondencia uno
con otro a través de una regla de correspondencia que expresa una relacion lineal.
La segunda categoria se denomina producto de medidas y se refiere a la
multiplicacion de clases (para producir una combinacion de las mismas) o la

multiplicacion de medidas (como en el caso del célculo de areas).

La multiplicacion como isomorfismo de medida

Como se indic6 antes, los problemas que corresponden a esta forma de relacién,
en tanto expresan correlaciones entre dos magnitudes, se pueden representar con
una tabla de correspondencia entre dos cantidades. Esta representacion permite

dos tipos de andlisis: uno escalar y otro funcional.

El analisis escalar, parte de analizar la variacion en uno de los espacios de medida
y determinar como dicha variacién, al generar cambios simétricos en el otro
espacio de medida, determina los valores posibles en este espacio. Se denomina
también andlisis vertical, pues como se ilustra a continuacion, el cambio que se
produce en la unidad para hacerse igual a X, es el mismo que se produce en f(1)

para hacerse igual a f(x).
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Analisis vertical:

1 f(1)  Multiplicacion: hallar f(x)
X f(x)

Para hacer cambiar del valor de la unidad, al valor de X, se debe multiplicar por X.
Dado que un cambio en dicha magnitud, genera un cambio idéntico en la otra
magnitud, entonces para obtener f(X) a partir de f(1), se debe realizar el mismo
tipo de magnitud: esto es: f(x) = x f(1).

El segundo analisis, el funcional, también llamado horizontal, permite relacionar
las cuatro cantidades, pero ahora estableciendo la relacion entre las parejas
correspondientes de los dos espacios de medida y realizando un andlisis
dimensional de las cantidades involucradas. Asi, dado que las parejas de valores
correspondientes conservan una relacion constante, a saber, que el cociente entre
estas parejas de valores siempre tiene el mismo valor. Asi, dado que 1 - f(1) y X -

f(X) son parejas de valores correspondientes, entonces los cocientes ill) y L:(()

son iguales. Dado que el valor de dicho cociente es la constante de
proporcionalidad, entonces se tiene que dicha constante es f(1). Por lo tanto, de la

igualdad lll)=L)>(() se puede concluir que f(X)=Xf(1). En este caso, la constante

de proporcionalidad, es decir, f(1), tiene unidades, y el producto no es so6lo con

nameros, sino con las unidades de las magnitudes.
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Dicho andlisis horizontal se puede representar como sigue:

1 1, i)

Division: Tipo 1. (Partitiva) hallar f(1)
Tipo 2: (Quotitiva) hallar x

X — f(X)

Adicionalmente, a partir de la igualdad ill):L:(()

, 'y dependiendo de cual de los

términos es el desconocido (bien sea f(X) o X), se establece la operacion clasica

de division. Si el valor desconocido es f(1) se trata entonces de hallar el valor
correspondiente a la unidad®, conociendo la cantidad total de partes (X) en que
debe ser distribuida la cantidad f(X). Si el valor desconocido es X, se debe
encontrar el valor que corresponde a la unidad®*, para lo cual se realiza la divisién
de f(X) por f(1).

De esta clasificacion de los problemas de proporcién simple se desprenden
aguellos en los cuales no se parte del valor de la unidad, sino de varias unidades.
Son conocidos como problemas de “regla de tres”, y al igual que en los casos
anteriores, puede observarse en ellos una relacion de proporcionalidad directa.

Este tipo de situaciones puede representarse con el siguiente esquema:

X1 f(X]_)
X2 f(x2)

20 E| Doctor Carlos Eduardo Vasco ha denominado a este tipo de division “division entre”.
2! Esta division la denomina el Doctor Vasco como “division de a”.
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De forma similar a la anteriormente analizada, los andlisis escalares o funcionales
siguen siendo validos. De hecho, el andlisis funcional, es el que da origen a la
llamada regla de tres, solo que cuando es vista desde una perspectiva del analisis
de las variaciones entre magnitudes, esta tiene sentido y significado propio.

En sintesis, el andlisis vertical, se ocupa de las variaciones que se presentan al
interior de una misma categoria de medidas, y de las relaciones entre dichas
variaciones. Por su parte el andlisis horizontal realizado entre magnitudes
diferentes se centra en la nocion de operador — funcién que permite pasar de una
categoria a otra, y por ende, permiten analizar las relaciones de covariacion entre
ambos espacios de medidas. Ambos tipos de analisis al partir del analisis de la
variacion entre magnitudes desde diferentes Opticas, permite establecer la nocion
de multiplicacion, division y proporcionalidad directa, al igual que la nocion de

razon de cambio y la de razén — operador.

Es asi como a partir del ejemplo de las canicas que cuestan $20 cada una y en el
que se pide hallar el valor de 3 canicas, se observan claramente los dos andlisis

planteados:

Al interior de cada espacio de medida, asi: 1 y 3 corresponden a cantidades de

canicas y 20 y 60 corresponden a dinero.

Canica Valor
1 20

X3 X3
3 60
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Puede interpretarse como “tres canicas cuestan tres veces el valor de una canica”,

lo cual permite plantear: costo (3 canicas) = 3 x costo (1 canica).

El segundo corresponde a un andlisis entre los diferentes espacios de medida, asi
1 corresponde a canicas y 20 corresponde a dinero, de la misma forma 3 y 60

también corresponden respectivamente a canicas y a dinero.

Canica Valor
1 , 20

x 20

—_—

X 20
3 60

Puede interpretarse como “multiplicar el nimero de canicas por el precio de una
canica”, lo cual permite plantear la relacion funcional f(x) = ax y por tanto la

multiplicacion seria 20 x 3 = 60, donde la funcion es f(x) = 20x.

Segun Vergnaud (1988), la mayoria de nifios entre 8 y 9 afios de edad eligen el
primero de los analisis mencionados y se encuentran lejos del segundo, en tanto
para ellos carece de sentido decir que 20 veces 3 canicas puede dar como
resultado $60.

Como puede observarse al plantear estas dos clases de andlisis se estan
generando en el nifio las bases conceptuales que le permitiran alcanzar logros
tanto a corto plazo como a largo plazo, a corto plazo conceptualizar la
multiplicacion y adquirir las destrezas necesarias para resolver problemas de las
estructuras multiplicativas y, a largo plazo conceptualizar la proporcionalidad y
consolidar su capacidad de razonamiento proporcional. Ademas teniendo en

cuenta que cada uno de los analisis presentados y sus respectivas
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representaciones graficas constituyen, segun Schwartz (1988), las bases para el
calculo diferencial y para el célculo integral, se estaria abordando un aprendizaje
fundamental para todos los afios de escolaridad incluyendo la introduccién al

calculo.

La multiplicacién como producto de medidas

La segunda forma de relacion multiplicativa es el producto de medidas que

consiste en

“Una relacion ternaria entre tres cantidades, de las cuales una es el
producto de las otras dos, tanto en el plano numérico como en el plano
dimensional”. (Vergnaud, 1991. P4g. 211)

Esta forma de multiplicacién puede representarse de forma natural en el plano
cartesiano. De forma similar al isomorfismo de medida, este tipo de producto
genera la division cuando hay que encontrar una de las medidas elementales

conociendo el producto y la otra medida.

Por ultimo, plantea Vergnaud que pueden extraerse numerosas clases de
problemas, segun la forma de la relacion multiplicativa; el caracter discreto o
continuo de las cantidades que intervienen, las propiedades de los numeros

utilizados, etcétera.

3.3.1 Analisis cognitivo de las Estructuras Multiplicativas

Jean Piaget es considerado pionero en el estudio y analisis de las etapas del

desarrollo cognitivo y de las caracteristicas del pensamiento en cada una de ellas.
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Para la construccion de las estructuras propias del pensamiento aditivo plantea
que lo fundamental consiste en establecer la relacion entre un todo y sus partes.
En las pruebas que realiza se indaga por el reconocimiento del todo formado por
las partes, el todo como una entidad que no varia y cada una de las partes como

constituyente de ese todo.

Existen tres etapas por las que atraviesan los nifios en dicha construccion.

La primera etapa se caracteriza por la incapacidad del sujeto para reconocer que

el todo permanece constante luego de las transformaciones realizadas.

En la segunda hay un reconocimiento intuitivo de que a pesar de las

transformaciones realizadas el todo permanece invariante.

En la tercera se da una reversibilidad estructurada que permite pasar de las partes

al todo y del todo a las partes, descomponiéndolo y recomponiéndolo.

En su trabajo, Piaget propone a los nifios basicamente tres tipos de pruebas
diferentes que permiten evidenciar el estado de desarrollo de su pensamiento
l6gico: en el primer tipo se trata de determinar si hay mas elementos de la clase
general o de una subclase de ésta; el segundo consiste en presentar dos
cantidades diferentes de objetos y pedirle al nifio que conforme dos grupos iguales
con las cantidades presentadas; y en el tercero, se trata de darle una cantidad de

objetos y pedirle que forme con sus elementos dos grupos iguales.

En la realizacién y analisis de estos tres tipos de pruebas se evidencian, para cada
uno, las tres etapas de consolidacion de las operaciones aditivas.
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Tabla 2: Etapas de la construccién del pensamiento aditivo seglin Piaget®.

Prueba 1: Consiste
en establecer las
relaciones entre las
partes y el todo,
cambiando la
composicion de cada
una de las partes.

Prueba 2: Consiste
en igualar cantidades
diferentes.

Prueba 3: Consiste
en dividir una
cantidad total en dos
partes iguales.

Etapa 1l No se incluyen No comprende la No concibe la
permanentemente 2 | compensacion igualdad del todo y
clases parciales en necesaria, saca de la suma de las
un todo invariante. algunas fichas de un | partes, ni la
No comprenden la monton y compara equivalencia durable
igualdad de los globalmente. Ignora | de las dos mitades
conjuntos a comparar | que los dos grupos una respecto de la
ni la permanencia de | son un todo otra. Se basan en la
la totalidad luego de | invariante. distribucion espacial
los cambios. Cantidades rigidas y | de los objetos.

fragiles.

Etapa 2 Compensa las Toma conciencia del | Se da por comparar
cantidades movimiento figuras, pero mejor
lentamente. Se pendular, en un estructuradas que
presenta una plano intuitivo, pero las de la etapa
conservacion no tiene medios para | anterior.
intuitiva de las verificar la igualdad
partes. ni prever adiciones.

Realiza figuras para
compararlas.
Compara
constantemente y
percibe el traslado.
Etapa 3 Comprende Manejo operatorio de | Realizacion

inmediatamente la
identidad de las
diferencias.

los traslados y una
reversibilidad bien
regulada. Hay
correspondencia y la
utiliza como
instrumento de
igualacion y puede

completa de la
composicién aditiva
por la igualdad
durable de las dos
partes consideradas
como unidades y a la
igualdad de su suma

2 Sintetizada a partir de Piaget, J. (1975). Génesis del nimero en el nifio. Argentina: Guadalupe.
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construir la y del todo inicial.
equivalencia
independientemente
de la posicion. Asi se
da la composicion
aditiva operatoria.
Descompone
previamente los
elementos, por eso
las igualdades son
durables, porque la
conservacion resulta
de una composicion
movil y reversible.

Estas etapas que tienen lugar durante la consolidacién del pensamiento aditivo,
son importantes pues constituyen el proceso para la consolidacion operativa de la
adicién, proceso sin el cual no seria posible dar comienzo a la construccion y

consolidacion del pensamiento multiplicativo.

En cuanto a la construccion de las estructuras del pensamiento multiplicativo,
Piaget afirma que la construccion de la operacion de la multiplicacion aritmética se
da simultdneamente con la construccion de la multiplicacion de clases. Por
multiplicacion de clases se entiende el proceso cognitivo mediante el cual un
individuo puede operar de manera simultanea con dos o mas clases. En este
sentido, el planteamiento que realiza parte del establecimiento de las relaciones

de equivalencia y correspondencia biunivoca y reflexiva entre colecciones.

“Psicologicamente la correspondencia que se establece entre varias
colecciones y no sélo entre dos, llevara al sujeto a tomar conciencia de la

multiplicacion y a explicitarla como operacién”. (Piaget, 1975. P4g. 243)

Por lo tanto, a partir de su trabajo, plantea tres etapas para llegar al

establecimiento de la correspondencia entre varias colecciones.
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La primera etapa se caracteriza porque el nifio no efectia multiplicaciones

numeéricas pues es incapaz de hacer composiciones multiplicativas.

La segunda etapa consiste en la realizaciéon de composiciones multiplicativas de la

forma n + n, pero sin establecer la relaciéon 2 a 1.

En la tercera se da la composicion correcta de las relaciones de equivalencia y su
generalizacion en la forma de operaciones multiplicativas, debido a la comprension

inmediata de las relaciones de correspondencia mdultiple.

La tarea consiste en establecer dos correspondencias entre tres colecciones, asi:
10 flores azules con 10 floreros, sacarlas y luego hacer corresponder otras 10
flores rosas con los mismos floreros, para sacarlas y realizar las siguientes

preguntas a los nifios:

1) ¢Las dos colecciones de flores poseen la misma cantidad?.

Esta pregunta indaga acerca de la correspondencia biunivoca y reciproca entre
dos colecciones, es decir, por la composicion de relaciones de equivalencia
entre dichas colecciones, lo que significa que una de las dos colecciones se

multiplica por 2.

2) Teniendo esas dos colecciones de flores ¢cuantas le corresponden a cada
florero?.

Se aborda en esta pregunta la composicion de relaciones de equivalencia, en

tanto se trata de atribuir a cada florero una pareja de elementos y no uno solo.

Duplicacion relacion entre la equivalencia por correspondencia biunivoca y

reciproca entre dos colecciones y la multiplicacion aritmética.
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3) Si se sacan las flores de cada florero para organizarlas individualmente

¢cuantas resultan?.
En esta ultima pregunta se indaga acerca de la capacidad de partir de la
relacion (X + Y) : F para determinar que a cada F le corresponden dos

elementos.

Cuando se generaliza la composicion de relaciones de equivalenciaa 3, 4,5 6

n relaciones aparece la operacion multiplicativa.

Pueden observarse también tres etapas que se corresponden con las tres
planteadas para la generalizacion de la correspondencia multiple. Asi

Tabla 3. Etapas de la construccion del pensamiento multiplicativo segun Piaget23.

Pregunta 1: Pregunta 2: Pregunta 3:
Consiste en Consiste en hacer Consiste en
establecer la corresponder encontrar la
correspondencia simultdneamente dos | cantidad total de
término a término | colecciones a una elementos.
de dos tercera. Sacando las dos
colecciones. Teniendo las dos colecciones de
“¢Hay lo mismo de | colecciones de flores, | flores de los
flores azules y ¢cuantas le floreros para
rosas?” corresponden a cada | organizarlas
florero? individualmente,
Jcuantas resultan?
Etapa 1 | No logran Ausencia de No hay conciencia
coordinar las correspondencia de la duplicacion y
equivalencias ni exactay de aumenta de forma
las consideran composicién de arbitraria las
durables. relaciones cantidades de
multiplicativas. No flores.
hacen una duplicacion
precisa.
Etapa 2 | Correspondencia | Realizan la Comienza

% Sintetizada a partir de Piaget, J. (1975). Génesis del nimero en el nifio. Argentina: Guadalupe.
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término a término
sin equivalencia
durable.

duplicacién pero por
medio de ensayos.
Composicion
progresiva. Comparan
las dos colecciones
perceptivamente, sin
emplear como
mediador la tercera
coleccion.

estableciendo la
relacion 1 a 1, pero
no logra tomar
conciencia del valor
exacto del aumento
de la cantidad total
de los elementos
individuales.
Establece la
correspondencia
multiple descubierta
empiricamente y de
la forman +n, sin
generalizarlaa 3, 4
6 mas n.

Etapa 3

Se realiza la
composiciéon de
forma inmediata y
durable como una
coordinacion.

Resuelven el
problema de la
duplicaciéon mediante
una operacion
multiplicativa.
Comprendiendo que si
dos conjuntos
corresponden
respectivamente a un
tercero, segin una
correspondencia 1 a
1, entonces los dos
primeros reunidos,
corresponderan al
tercero segun la
relacion 2 a 1.

Establece
relaciones de
correspondencia
multiple,
generalizadas en la
forma de operacion
multiplicativa a 3, 4
0 mas n.

Como puede observarse la definicion de la operacion multiplicativa y las relaciones
que involucra, no se produce de forma inmediata en determinado momento del
proceso de aprendizaje, sino que surge como una continuacion de la posibilidad
de establecer relaciones aditivas entre diferentes cantidades, contemplando de

forma simultanea la relacion que existe entre diferentes colecciones equivalentes.

Piaget, citado por Luis Fiol y Joseph Fortuna, explicita asi el proceso de

construccion conceptual de las relaciones proporcionales:
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“Ya que una proporcién es una relacion que se establece entre relaciones,
el nifio no puede construirla en el estadio de las operaciones concretas.
Pero puede gradualmente:
a) Establecer compensaciones aditivasa + b =c + d.
b) Comparar por diferenciaa—c=d -b.
c) Formular las correlaciones cualitativas, como por ejemplo: Lisboa es
a Portugal como Roma es a ltalia, o arbol es a bosque como abeja
es a enjambre, o ladrido es a perro como maullido es a gato...
d) Comparar cualitativamente la relacion entre variables, por ejemplo: a
mMAas... Mas, 0 a mMenos... menos... etc.
e) Concebir fracciones e incluso en algunos casos comprender la
igualdad de dos fracciones “uno es a dos, como cincuenta es a cien”.
f) Iniciar las compensaciones multiplicativas del tipo xy = zv. Esto le
llevard mas adelante a la idea de conservacion de éareas de
rectangulos, a la comprension de la ley de la palanca, y del volumen

de paralelepipedos.

La adquisicion sera mas o menos tardia segun los factores puestos en
juego.
Hay que tener en cuenta que las compensaciones multiplicativas se

relacionan directamente con la nocidén de proporcién, puesto que si se tiene

ab = a’b’; también se tiene por definicion E.:E Pero, y como afirman
a

Inhelder y Piaget (1955), desde el punto de vista psicolégico, comprender la
proporcién empieza siempre por el descubrimiento de una compensacion,
pero en cambio parece que comprender una compensacion multiplicativa
no tiene por qué pasar por la comprension inicial de la proporcion”. (Fiol,
1990).
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3.3.2 Proporcionalidad simple directa

Esto implica que hay una linea de continuidad desde la multiplicacion, entendida
en el sentido clasico de suma de sumando iguales, hasta la proporcionalidad, la
cual pasa por el desarrollo del pensamiento proporcional, que puede
caracterizarse como una forma de razonamiento matematico que involucra el
sentido de covariacién y comparaciones multiples, y la habilidad para almacenar y
procesar mentalmente distintos tipos de informacién (Lesh y otros 1988). El
razonamiento proporcional esta estrictamente relacionado con la inferencia y la
prediccion e involucra tanto meétodos de razonamiento cualitativo como
cuantitativo.

Al implicar la covariacion, el razonamiento proporcional esta estrechamente
relacionado con el pensamiento variacional. En sentido estricto, la covariacién
implica que dos o0 mas variables estan relacionadas de tal forma que el cambio en
una o algunas, determina cambio(s) en la(s) restante(s). Ahora bien, en el caso
gue esta covariacion se pueda expresar a través de un modelo funcional, entonces

se dice que las variables estan correlacionadas®*.

Un caso particular de correlacién, y de especial importancia, es aquel en que el
modelo funcional relaciona las variables linealmente. Si el modelo es de dos
variables se trata de una correlacién lineal (el modelo funcional es una linea recta
(Y=mX+b) si es de tres variables entonces se trata de una correlacién bilineal®

(funcidn de la forma: Z=XY), si es de cuatro variables entonces puede presentarse

" En los anélisis estadisticos que parten de tablas de datos que expresan la relacién cuantitativa
entre dos 0 mas variables, primeramente se determina si existe covariacion, generalmente a través
de analizar la grafica cartesiana de la nube de puntos que representan las relaciones entre los
datos, y después, se realizan los respectivos analisis de regresion, que no son otra cosa que
determinar si existe un modelo funcional que se ajuste a los datos experimentales. El factor de
correlacién determina el grado de ajuste del modelo funcional a los datos.

%% Relacién de una variable a dos variables, como por ejemplo, el caso de la funcién area, o el
movimiento rectilineo uniforme sin velocidad inicial.
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|26

una correlacion trilineal”> (funcién de la forma: W=XYZ), o incluso un modelo mas

complejo 2-2 lineal (funcién de la forma WX=YZ)?', y asi sucesivamente.

De las correlaciones de dos variables aquella en la que la correlacion es positiva y
perfecta (es decir, una linea recta Y=mX que pasa por el origen del sistema de
coordenadas) es la que determina la proporcionalidad simple directa. Las
correlaciones de méas de dos variables determinan las proporcionalidades

compuestas.

Una proporcionalidad simple directa se puede representar o modelar por una
funcion tal que:
A——B

x—— f(X)=k-x
donde k es la llamada constante de proporcionalidad.

Esta funcién cumple con las siguientes propiedades:

f)+f(y)=f(x+y)
f(1-X) =4 f(X)

El estudio de los problemas de proporcionalidad simple directa a partir de la
funcién o de las propiedades de la funcion, es generalmente pasado por alto en la
escuela, y se simplifica su tratamiento a partir de uso de la regla de tres simple
directa. En este tipo de problemas se trata averiguar un valor desconocido dados
tres valores. El siguiente diagrama representa un modelo de una situacién tipica

en las cual esta subyacente la proporcionalidad simple directa:
A B

a — f(a)
b — f(b

%6 Relacién de una variable a tres, como por ejemplo, el caso de la funcién volumen.

" Relacién de dos variables a dos, como por ejemplo en la ley de los gases ideales: PV=INT,
donde P es presion, V es volumen, N es el nUmero de moléculas, T la temperatura, y r la constante
universal de los gases.
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En el caso que a = 1, entonces, se genera una multiplicacién cuando se pide
calcular el valor de f(b)?®, una divisién cuotitiva si se pide calcular b, o una partitiva
si se debe calcular f(1). Estos son los casos tipicos escolares de la multiplicacion
y de la divisién, pero presentados, desde la perspectiva de la suma de sumandos

iguales o las reparticiones, y sin una relacion explicita con la proporcionalidad.

El caso general, es decir cuando a es un namero cualquiera, sin importar cual sea
el termino desconocido, su solucién pasa bien por un andlisis escalar (analizando
las relaciones entre las cantidades del mismo espacio de medida) o por uno
funcional (analizando las relaciones entre las cantidades correspondientes de un

espacio de medida al otro)?°.

Un analisis escalar implica reconocer que Si b= 4-a entonces f(b)= A f(a)- EN

este caso A es un nimero racional y no tiene unidades®. Por su parte, un anélisis

funcional implica el reconocer que Si a=6-f(a) entonces b=45-f(b), O 0 que es lo
MiSMo, Si 5.a=f(a) entonces 5-b=f(b)°". En este caso & es un namero racional con

unidades®, y es el inverso multiplicativo de la constante de proporcionalidad, o la

constante misma.

Aunque cada uno exige un tipo de andlisis distinto de la situacion, pues implican
poner en relaciéon magnitudes de dos espacios de medida distintos en el segundo
caso, o del mismo espacio de medida en el primero, la eleccién de una relacion u
otra para la solucién de la situacion esta determinada por factores tales como la
naturaleza de las magnitudes implicadas (continuas o discretas), los nimeros
implicados (naturales, enteros, decimales, etc.) y por la naturaleza de los

operadores (que tipo de niumero son tanto el operador funcional como el escalar).

%8 Este es el caso tipico de la escuela, pero que es presentado a través de la nocién de suma de
sumandos iguales..

# Lo cual desde ningtin punto de vista implica que primero halla que ensefiar la funcién lineal a los
alumnos para que puedan resolver problemas de proporcionalidad directa, sino por el contrario,
desde aqui se puede construir una aproximacion bastante interesante para su estudio.

% Se hace uso de la segunda propiedad antes descrita.

%1 Se hace uso de la definicién de funcién dada antes.

%2 Un caso particular de este tipo de nimeros se da en fisica o en quimica al trabajar con factores
de conversioén para la transformacién de unidades.
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Los procedimientos para resolver uno u otro tipo de problemas puede se muy
variado dependiendo del grado de dificultad del problema (una discusion detallada
de estos puede leerse en Vergnaud, 1988, 1991, 1993a, 1993b). Uno en particular
muy importante se presenta cuando los alumnos emprenden una solucién tipo
aditiva (utilizando la primera propiedad descrita antes) en problemas en los que

estdn dados a f(a), by f(b) Y Se debe averiguar f(c),dondec=a+b pues en este

caso f(c)= f(a)+ f(h)-.

Es pertinente anotar que este tipo de problemas puede ser modelado a través de
una tabla de correspondencia entre los dos espacios de medida, la cual, ademas
de constituir una buena herramienta para comprender las relaciones de
proporcionalidad que estan involucradas, en tanto que permite ver la dependencia
de las variaciones de los valores de un espacio de medida con respecto al otro
espacio de medida, también permite realizar representaciones graficas en el plano
cartesiano. Esto aspectos permiten varias formas de aproximarse a la correlacion
entre los dos espacios de medida, y por ende a las propiedades del modelo

matematico en juego.

Se desprende de lo mencionado previamente la necesidad de disefar situaciones
problema de variacién proporcional que permitan a los nifios la conceptualizacion
de las estructuras multiplicativas, a partir del analisis de la variacion entre las
magnitudes involucradas en la situacion, mas que de adicion repetida de una
misma cantidad; de esta forma se favorece la realizacion de analisis
dimensionales y de tablas de variacidén, que faciliten la comprension y resolucién
de los problemas de multiplicacion y division.

Otra ventaja que puede considerarse es la posibilidad de evitar el fraccionamiento
en el aprendizaje de los conceptos correspondientes a las estructuras
multiplicativas, ya que si desde el inicio se plantea la relaciébn cuaternaria se

logrard una conceptualizacién integrada de los conceptos propios de lo
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multiplicativo, y por ende conducente a menos errores, como la indiferenciacion en
los espacios de medida en los cuales se obtienen los resultados o la concepcién
de que siempre la multiplicacion “agranda” las cantidades y la division las

“empequefiece”.

3.4 OTROS AUTORES

Diversas investigaciones se han encargado de indagar por el camino mas
acertado para introducir y construir en los nifios un pensamiento multiplicativo, a la
vez que permitirles la comprension de las operaciones multiplicacion y division,

desarrollando la capacidad de utilizarlas adecuadamente.

Se destacan, entre otras, la de Jaime Martinez Montero®® quien enfatiza en la
necesidad de construir los algoritmos correspondientes de formas mas diversas y
la de Carlos Maza Gomez que plantea como alternativa a los dos modelos

tradicionales de introduccién a la multiplicacion, el de arboles.

La propuesta realizada por Jaime Martinez Montero afirma que la forma mas
natural de iniciar la multiplicacion es a partir de la suma; como simplificacion de
ciertas adiciones, a partir de la posibilidad que tenga el nifio de realizar
descomposiciones y construir la ‘tabla pitagorica’. Para iniciar la comprension de la
multiplicacion toma como referente la adicion de determinado numero una
cantidad especifica de veces, planteando al estudiante completar tablas como la

siguiente (Montero, 2000, pag 72):

vez | veCes | veces | veces | veces | veces | veces | veces | veces | veces

¥ MARTINEZ, J. (2000). Una nueva didactica del calculo para el siglo XXI. Barcelona: R.G.M.,
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A partir de duplicaciones sucesivas de la cantidad inicial, es decir completar

primero las casillas correspondientes al 4, al doble de 4, al doble de 8 y al doble

de 16;
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
vez | veces | veces | veces | veces | veces | veces | veces | veces | veces
4 8 16 32
(doble (doble (doble
de 4) de 2 de 4
veces veces
el 4) el 4)

para luego llenar las casillas que hacen falta a partir de la adicion del resultado

gue aparece en la casilla anterior y el de una vez, asi: para la casilla de 3 veces el

4 se emplea la de dos veces el 4 y la de una vez el 4 lo que da un resultado de 12;

para la de 5 veces el 4, se emplea la de el doble de 2 veces el 4 mas una vez el 4

y asi con las restantes.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
vez | veces | veces |veces | veces veces | veces | veces | veces |veces
4 8 12 (el 16 20 (el 24 (el 32 36 (el
doble doble doble doble
de 2 de 2 de 2 de 4
veces veces veces veces
el 4 el 4 el 4 el 4
mas mas mas mas
unavez unavez dos unavez
el 4) el 4) veces el 4)
el 4)

Con este mismo enfoque se completa la tabla pitagérica® y se lleva al estudiante

a descubrir las relaciones existentes observando las diagonales y en general las

regularidades que se presentan en la misma. Sin embargo no analiza de forma

% También conocida como “Tabla de doble entrada”, la cual se elabora disponiendo las tablas de
veces obtenidas previamente para cada uno de los numeros hasta el 10, unas debajo de otras.
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explicita los diferentes modelos que dan origen al concepto de la multiplicacion, y
en cuanto a la division solo establece la diferencia entre reparto en partes iguales
(cuando se distribuye material discreto) y division (cuando se subdividen

materiales continuos).

Su énfasis esta puesto sobre todo en la elaboracién de los algoritmos para la
multiplicacion y la division, dejando de lado la conceptualizacion misma de ambas
operaciones. Sin embargo se resalta la importancia que da a la construcciéon de
dichos algoritmos desde las diferentes relaciones entre los numeros y las
regularidades del sistema de numeracion. Esto constituye un aspecto importante
planteado en los Lineamientos Curriculares cuando se hace referencia alli a la
necesidad de ponerse acorde a la época tecnoldgica en la que estad inmersa la
educacion actualmente, lo que implica dedicar esfuerzo a establecer relaciones
qgue permitan afianzar los procesos de estimacion y de aproximacion, brindando la
posibilidad de dar sentido a las respuestas encontradas luego de la realizar ciertos

calculos.

Otra forma de introducir a los nifios en las estructuras multiplicativas consiste en la
planteada por Carlos Maza Gomez quien se basa en el planteamiento de los
Campos Conceptuales realizado por Vergnaud para clasificar los problemas que
dan origen a las estructuras multiplicativas en cuatro grandes grupos. Los de

razon, los de comparacién, los de combinacion y los de conversién.

En los de razén se incluyen los que presentan dos espacios de medida y que
constituyen un caso particular de la regla de tres donde uno de los elementos es la
unidad; de alli, tal como se analizd6 antes, se desprende un problema de
multiplicacion (cuando se pide hallar el resultado de aplicar un operador escalar a
uno de los elementos del otro espacio de medida), o surgen también dos
problemas de divisién (segun se pida hallar el valor de la unidad o la cantidad de

veces que puede ser contenida dicha unidad en una cantidad total). Igualmente
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seflala que los problemas de multiplicacion pueden resolverse por adicion
reiterada de una misma cantidad un numero determinado de veces, pero no
enfatiza que deba ensefarse a los estudiantes a hacerlo de esta forma, sino que
mas bien la presenta como una de las posibles alternativas empleadas por los
nifos. Contrario a los analisis propuestos por Vergnaud, no hace explicita la
relacion variacional entre los dos espacios de medida, lo cual es sin duda alguna
una debilidad de la propuesta, pues deja de lado un aspecto central en la
conceptualizacion de la multiplicacion: los tipos de relaciones matematicas (las
escalares y las funcionales) que surgen en el analisis de variacibn en una

situacion de proporcionalidad directa.

Con relacion a los problemas de comparacion los caracteriza como aquellos en los
que solo interviene un espacio de medida, al interior del cual se establece una
comparacion de caracter multiplicativo. Es asi como en la expresion tener “cuatro
veces mas” el numero 4 corresponde a la relacién establecida entre una cantidad
con respecto a otra que es cuatro veces mayor, pero sin pertenecer a un espacio
de medida en particular. Los dos problemas de division asociados a esta
clasificacion estan determinados, en primera instancia, por la necesidad de
establecer la relacion entre ambas cantidades, es decir, las veces que un nimero
esta contenido en el otro, y en segundo lugar, por la necesidad reencontrar la

cantidad que se repite n veces para igualar a la otra cantidad dada.

Los problemas de producto de medidas son aquellos en los que existen tres
espacios de medida claramente diferenciados, uno de ellos formado por el
producto de los otros dos, donde la multiplicacidbn no se puede interpretar como
una suma reiterada, sino como la combinaciéon simultanea de los dos espacios de
medida iniciales (es el caso del area de un rectangulo como producto de las
medidas de sus lados: el &rea no es el resultado de sumar n-veces la longitud de

uno de los lados). Se asocia a esta clasificacion un solo problema de division, el
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cual corresponde con establecer uno de los espacios iniciales, conociendo el

tercer espacio de medida y uno de los iniciales.

Los problemas de conversion corresponden a aquellos en los que una de las
cantidades indica la “intensidad” con la que una cantidad esta contenida en otra,
expresando ésta como una razon entre dos magnitudes. En este tipo de
problemas, la razén expresa la cantidad de unidades de una de las magnitudes
por cada unidad de la otra. Es el caso por ejemplo, en el que se establece el
precio por unidad de un determinado articulo. El valor por unidad expresa cuantos
pesos se debe pagar por cada unidad comprada, y por tanto, es una razon. Dicho
de otra forma, la razén que expresa la relacion entre las dos magnitudes es la
constante de proporcionalidad que relaciona funcionalmente los dos espacios de
medida involucrados en la situacion. En ese caso, esta categoria de problemas

seria una situacién particular de la categoria uno analizada anteriormente.

Concluye, por ultimo, que la multiplicacion
“Es, ante todo, una operacién aritmética tanto de naturaleza unitaria como
binaria, que puede interpretarse como una suma reiterada (sin ser lo

mismo) 0 como un producto cartesiano”.(Maza, 1991).

Este enfoque aporta un estudio sistematico de los diferentes tipos de problemas
qgue se desprenden de los planteamientos de Vergnaud y que es necesario tener
en cuenta para la conceptualizacion de las estructuras multiplicativas, pero deja de
lado el estudio de la metodologia con la que puede hacerse efectiva esta
construccion en el aula de clase: el analisis de las variaciones en los espacios de

medida.

En sintesis es importante indagar sobre algunos aspectos relevantes de la
ensefianza de la proporcionalidad, puesto que si bien no se trata de llevar al

alumno de grado segundo o tercero al estudio sistematico de los conceptos
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involucrados en la proporcionalidad, si se hace necesario conocer que en esta
edad de operaciones concretas el estudiante puede realizar determinadas

acciones gue dan cuenta de la variacién y las compensaciones multiplicativas.
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4.1

4.2

4 METODOLOGIA PROPUESTA.
INGENIERIA DIDACTICA.
4.1.1 Resultados y productos esperados
Aportar conocimiento matematicos, cognitivos y didacticos apropiados para
orientar a los docentes de matematicas de las instituciones educativas del pais

en la conceptualizacion del pensamiento numérico en general, y del

multiplicativo en particular.
4.1.2 Impactos esperados
A mediano plazo se esperan mejores resultados en la pruebas SABER, como

consecuencia de mayores niveles de comprensidon en el pensamiento

numeéerico.

A largo plazo se esperan mejores resultados en las pruebas ICFES, como
consecuencia de mayores niveles de comprensidon en el pensamiento

numeéerico.

VARIABLES.

4.2.1 Macro —didacticas.

Las variables que haran evolucionar las estrategias de resolucion en los alumnos y

a través de las cuales sera posible evidenciar el avance en sus saberes, son:
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Campo numeérico en el cual se realizaran las actividades. Si bien ante un
campo numeérico reducido el nifio posee determinadas destrezas para operar
con pequeias cantidades, al modificarle el tamafo de las cantidades, es decir,
ampliar el campo numérico en el cual realizaré las operaciones, se ve obligado
a modificar sus estrategias iniciales de conteo de cada unidad y debera realizar

conteos de grupos de unidades.

Conocer o no el valor de la unidad. Puesto que de esta forma se establecen
problemas de division en los cuales se pone en juego la reversibilidad de su
pensamiento y la comprension de las relaciones que se establecen entre las

diferentes variables de un problema.
Utilizacion de sucesiones numéricas. Debido a que es posible que las conozca

de forma memoristica, sin establecer las relaciones de variacion que se dan

entre los niumeros que las conforman.

4.2.2 Micro —didacticas.

Se contemplaran para cada una de las situaciones planteadas.

4.3 CATEGORIAS DE ANALISIS.

Con relacion al proceso de construccion del pensamiento multiplicativo se

determinan en el presente trabajo cuatro categorias que permiten clasificar los

procedimientos empleados por los estudiantes y que dan cuenta del estado de

conceptualizacidon en el que se encuentran.

En la primera categoria no se logra establecer apropiadamente la relacién entre

las variables involucradas en el problema. En la segunda es posible establecer y

representar las dos variables involucradas en el problema y se emplean para su
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resolucién argumentos aditivos. En la tercera se emplea la relacion escalar que
hay al interior de cada espacio de medida con predominio de una estrategia
aditiva. Finalmente en la cuarta categoria se emplea la relacibn multiplicativa,

partiendo bien sea de la relacién escalar o de la relacion funcional.

A partir del problema de las canicas, analizado previamente, se ejemplifican las

respuestas correspondientes a cada categoria

Una canica cuesta $20. ¢ Cual es el costo de 3 canicas? ¢ Y el costo de 6 canicas?

Para el analisis de dicho problema se puede construir la siguiente tabla que

organice la informacion:

Canicas | Precio
1 20

PRIMERA CATEGORIA.

En esta categoria se evidencia que el estudiante no identifica ni establece
apropiadamente las relaciones que hay entre los dos espacios de medida y al
interior de cada uno de ellos. Ejecuta procedimientos en los que realiza alguna de
las operaciones basicas, casi siempre adicion o multiplicacién, pero sin
comprender el sentido de su uso, pues elige, al parecer de manera arbitraria, dos
0 mas cantidades que considera importantes pero sin justificar de forma alguna la
relacion entre ellas. En otras palabras, si bien se identifican los dos espacios de
medida, no se logra establecer que estan correlacionados entre si, y por tanto, las
operaciones que se realizan expresan una eleccion al azar, mas que un analisis

del tipo de relaciones matematicas entre ambos espacios de medida.

85



Un procedimiento que ejemplifigue esta categoria seria la adicidon de
1+3+6+20=230. Debido a que se reconocen como valores importantes, pero

no se identifican las relaciones existentes entre ellos.

SEGUNDA CATEGORIA

En este caso se pone en evidencia la primacia de un pensamiento aditivo al
realizar adiciones de una misma cantidad para completar los valores que faltan en
el segundo espacio de medida. En una primera etapa de esta categoria el
estudiante se apoya en la elaboracion de dibujos que le permiten realizar conteos
para determinar los valores que le son solicitados, y en una segunda etapa,
encuentra las cantidades que faltan al realizar adiciones sucesivas de una

determinada cantidad.

Para la primera etapa el procedimiento que la caracteriza puede ser:
® 2 ® ®
Obteniendo un resultado de 60 pesos para las tres canicas, y de forma similar un

resultado de 120 pesos para las seis canicas.

Con relacién a la segunda etapa de esta categoria el procedimiento que la
ejemplifica es:
20+20+20=60y 20 +20 + 20 + 20 + 20 + 20 = 120.

Es importante desatacar que en esta categoria se da un paso significativo al
identificar la correlacion entre los dos espacios de medida, aunque esta
correlacion se matematiza a través de una relacion aditiva, y estad unida a una
representacion grafica. Esto es, se identifica que al repetir aditivamente una
cantidad en uno de los espacios de medida, esta misma repeticibn se puede
realizar siguiendo un patrén similar en el otro espacio de medida, y de esta

manera hallar la cantidad desconocida en el problema.
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TERCERA CATEGORIA.

Los estudiantes se dan cuenta de que hay una variacion simultanea de ambos
espacios de medida y logran completar los valores que faltan en cada uno de
ellos. En una primera etapa, realizando de forma sucesiva la adicion de la cantidad
adecuada en el segundo espacio de medida, y en la segunda etapa, completando
éste por procedimientos multiplicativos. En ambos casos no se establecen todavia
la relacién que hay entre los dos espacios de medida, sino Unicamente la que se
presenta al interior de cada uno de ellos.

En esta categoria ya establece la relacion entre ambos espacios de medida. En la

primera etapa de forma aditiva asi:

1+1+1=3, porlo tanto el valor pedido de las tres canicas puede encontrarse
adicionando de forma repetida las casillas correspondientes a 20 + 20 + 20 = 60,
de igual forma si 3 + 3 = 6, el valor de las seis canicas corresponde a la adicién de
60 + 60 = 120.

En la segunda etapa establece dichas relaciones de forma multiplicativa asi:

1 x 3 =3, porlotanto 20 x 3 = 60 y para las seis canicas puede proceder partiendo
de 1 x 6 = 6 lo que permite realizar 20 x 6 = 120 o bien, 3 x 2 = 6 lo cual posibilita
realizar 60 x 2 = 120.

La diferencia fundamental entre esta categoria y la anterior radica en que se hace
explicita la relacion entre ambos espacios de medida, sin que esta se de mediada
por una representacion grafica, aunque en la primera etapa se sigue anclado a
procedimientos de tipo aditivos, en la segunda etapa, esta relaciéon (analisis

escalar) se da en términos multiplicativos.
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CUARTA CATEGORIA

Esta Ultima categoria implica el reconocimiento de la relacion funcional entre
ambos espacios de medida y la realizacion de los procedimientos multiplicativos
mAas convenientes para completar los valores que hacen falta en cada uno de

ellos.

Asi logran realizar tanto el analisis vertical como el horizontal, a saber:

Canicas | Precio
1 20
3
6

El valor de seis canicas corresponde a seis veces el valor de una canica, si6 x 1 =
6, entonces 6 x 20 = 120.

O el analisis horizontal:

Canicas | Precio

7Y

1 20

A

En donde la relacion entre canicas y precio es la multiplicacion por 20, asi el
precio de una canica es 1 x 20 = 20 y de la misma forma esta relacion funcional se
cumple para el precio de las otras cantidades de canicas: 3 x 20 =60y 6 x 20 =
120.

Es de anotar que la eleccién de la relacion a utilizar en esta categoria depende del
problema planteado, pues si bien en algunos se identifica mas facilmente la

relacion escalar, en otros es mas evidente la relacion funcional.
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Para efectos del andlisis y sistematizacion de los resultados obtenidos, se

denominaran las anteriores categorias como sigue:

Categoria 1 (C1): No establecen las relaciones entre los espacios de medida.
Categoria 2 (C2): Establecen las relaciones entre los espacios de medida: y
Categoria 2a (C2a): Emplean dibujos para resolver los problemas.
Categoria 2b (C2b): Emplean adiciones sucesivas para resolver los
problemas.
Categoria 3 (C3): Descubren la simultaneidad en la variacion de ambos espacios
de medida.
Categoria 3a (C3a): Emplean procedimientos aditivos para resolver los
problemas.
Categoria 3b (C3b): Emplean procedimientos multiplicativos para resolver
los problemas.
Categoria 4 (C4): Establecen la relacion escalar y la relacion funcional y emplean

la mas conveniente para resolver los problemas.
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5 EXPERIMENTACION.

5.1 PRUEBA DE ENTRADA

Para determinar el estado de conceptualizacion de los estudiantes con relacién a
las Estructuras Multiplicativas se plante6 una prueba inicial que contenia tres
problemas de proporcionalidad. (ANEXO 2).

El primero de ellos consistia en completar una tabla a partir de una informacién
inicial. “Andrés pagd $120 por 8 confites iguales. ¢ Cuanto pagara por 3 confites?”
y luego se pedia completar el valor para 2, 3, 4, 6, 8 y 10 confites iguales.

Este problema tiene cierto nivel de complejidad, pues su solucién implica realizar
varias divisiones y/o multiplicaciones segun el caso, y sobre todo, implica hallar el
costo de una unidad para desde alli completar los datos solicitados. En este
sentido no se trata de un problema tipico de multiplicacién, y su solucion implica
establecer de forma clara la correlacion entre los dos espacios de medida, y en
cierta forma, el reconocimiento (asi sea de forma intuitiva) de la constante de
proporcionalidad — para el caso de soluciones multiplicativas —, o de las
propiedades aditivas de las relaciones lineales — para el caso de soluciones de

repeticiones aditivas —.

Para este problema se encontré6 que los estudiantes en la prueba no lograron
determinar el valor de un confite y emplearon procedimientos del tipo restar una
unidad al valor de los 8 confites para cada una de las cantidades que se pedia,
asi, para 6 confites hicieron 120 — 1 = 119, para 4 realizaron 119 — 1 = 118 y asi

sucesivamente, como puede observarse en la siguiente imagen.
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Asi como este procedimiento se presentaron otros en los que los estudiantes de
forma intuitiva determinaban que la variacion del precio de los confites debia ser
mayor a una unidad, pero no lograban emplear estrategias de calculo que les
permitieran encontrar el valor de la variacion en la columna de los precios, sino
que realizaban una estimacion de una cantidad entre 10 y 30 aproximadamente y
esa cantidad la iban disminuyendo o aumentando segun el numero de confites al

que le establecian el valor.

Las estrategias empleadas por cada uno de los estudiantes para el problema uno
fueron de tres clases, los que no resolvieron el problema (P1.1: Problema 1,
estrategia 1) que en total fueron 7 estudiantes, los que tuvieron en cuenta una
variacion de una unidad para cada confite (P1.2: Problema 1, estrategia 2)
representados por 8 estudiantes y 11 estudiantes que de forma intuitiva
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establecieron un valor mayor para la variacion, pero sin emplear una estrategia

consistente para hallar el valor de un confite (P1.3: Problema 1, estrategia 3) .

De estas tres estrategias se deduce que los estudiantes no logran determinar el
valor de la unidad a partir del nimero total de unidades y el valor correspondiente
a dicha cantidad total, lo cual implica la realizacién de una division. Por otra parte
con relacion a la multiplicacion no se establece dicha relacion sino que realizan

adiciones repetidas de determinada cantidad.

El segundo problema planteado fue “Mateo quiere tener 20 videojuegos y la mama
le propuso un trato. Cada vez que Mateo compre 2 videojuegos con sus ahorros,
la mama le va a regalar 3 videojuegos. ¢, Cuantos videojuegos tendra que comprar

Mateo y cuantos tendra que darle la mama?”.

Al igual que en el problema anterior, este problema implica el uso de las
operaciones division y multiplicacion, pero sobre la base de que la cantidad de
videos se agrupa en paguetes de cinco (dos que él compra, y tres que le regala la
mama). Por lo tanto, para completar los 20, debe repetir cuatro veces esta
operacion, lo que da 4 veces 2 (los videos que compra Mateo) y 4 veces 3 (los

videos que le regala la mama).

Para este problema se encontraron tres estrategias de resolucion, los que
inicialmente no comprendieron las relaciones entre las diferentes cantidades
planteadas en el problemas y que realizaron una operacion aditiva que no
expresaba una relacion coherente con la estructura de los datos del problema,
como 10 + 10 = 20 para responder que Mateo compra 10 y la mama le regala 10,
o también los que realizaron 2 + 3 + 20 = 25 y respondieron que Mateo tiene 25
videojuegos. (P2.1: Problema 2, estrategia 1)
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La segunda estrategia empleada fue mediante dibujos que representaran los
videos comprados por la mama y por Mateo hasta obtener 20 en total (ver
ilustracién 9), luego contar lo correspondiente a cada uno y dar la respuesta de
que Mateo compra 8 y la mama le regala 12. (P2.2: Problema 2, estrategia 2).

La tercera estrategia consistié en realizar dos adiciones simultdneamente, 2 + 2 +
2+2=8y3+ 3+ 3+ 3 =12 (ver ilustracion 10), para obtener la misma
respuesta. (P2.3: Problema 2, estrategia 3). Estos estudiantes dan cuenta de que
alcanzan a identificar la existencia de dos magnitudes que varian de forma
simultdnea, pero no encuentran el procedimiento Optimo para determinar la

variacion en cada uno de ellos.
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El tercer problema planteado fue: un panadero utilizé 10 bolsas de leche para
hacer 20 panes iguales. ¢ Cuantas bolsas de leche necesitara para hacer 18 panes
iguales?, para este problema se encontraron las mismas estrategias empleadas

en el problema de los videojuegos.

La siguiente tabla muestra la clasificacion de los estudiantes segun las estrategias
empleadas en los problemas planteados. (Entiéndase “P1” como el primer
problema planteado y “P2” como el segundo problema y los ndameros que
aparecen luego del punto corresponden a cada una de las estrategias

mencionadas en los parrafos precedentes).
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Tabla 4: Procedimientos empleados para las dos preguntas de la prueba inicial

P11 |P1.2 |P13 P2.1 |P2.2 |P23
1 |El X X
2 |E2 X X
3 |ES X X
4 |E4 X X
5 |ES5 X X
6 |Eb6 X X
7 |E7 X X
8 |ES8 X X
9 |E9 X X
10 |E10 X X
11 |[E11 | X X
12 |E12 X X
13 |E13 X X
14 |E14 X X
15 |E15 X X
16 |E16 X X
17 |[E1l7 X X
18 |[E18 [X X
19 |[E19 [X X
20 |[E20 |[X X
21 |E21 X X
22 |E22 X X
23 |E23 X X
24 |E24 X X
25 |E25 X X
26 [E26 [X X
Total 7 8 11 10 9 7
Porcentaje | 26.9% | 30.8% |42.3% | | 38.5% | 34.6% | 26.9%

Como se puede observar, hay consistencia entre las estrategias empleadas por
cada estudiante en las dos preguntas planteadas, lo cual permite concluir que
efectivamente no presentan un pensamiento multiplicativo, sino que los mas
avanzados realizan aproximaciones de caracter aditivo, correspondientes a la
segunda etapa plantada por Piaget para la construccion del pensamiento
multiplicativo, la cual corresponde, como ya se menciond, al establecimiento de

relaciones de la forma n + n. Dicho de otra forma, el nivel de desarrollo conceptual
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matematico de los nifios evaluados esta unido a razonamientos de tipo aditivos, y
los que logran identificar la existencia de dos espacios de medida, no logran
correlacionar la variacion entre ellos a partir de procesos multiplicativos, sino que
dicha correlacion se hace a través de procedimientos graficos, que les permiten

aplicar estrategias aditivas en su solucion.

5.2 DISENO DE SITUACIONES PROBLEMA.

5.2.1 Situacién uno: Juguemos bolos

Analisis preliminares

5.2.1.1 Objetivos

— Realizacion de conteos simples.
— Interaccion Interrelacionar con dos espacios de medida a partir de donde se

observan los cambios al interior de cada uno.

5.2.1.2 Variables

— Tamafio de los niumeros: menores que 5 y mayores que 5. Se relaciona con
dos rangos numéricos en los cuales puede darse la diferencia entre calculo y
conteo. Es decir, para los estudiantes se hace méas sencillo el conteo repetido
de cantidades “pequefias”, 0 sea menores que cinco, pues pueden contarlas y
operar mentalmente mas facilmente con ellas. Con cantidades mayores que
cinco, se ven obligados a acudir a otras estrategias que pondran en evidencia
sus capacidades de célculo para adicionar una cantidad a la anterior y obtener

el valor siguiente.

— Problemas con una sola incégnita, con dos incégnitas y con mas incognitas.
Esto implica la necesidad de tener en cuenta de forma simultdnea dos variables

0 mas y reconocer las relaciones existentes entre ellas.
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5.2.1.3 Materiales

— 10 bolos de colores amarillo, verde, azul y rojo, una pelota de caucho y una

hoja de registro.

5.2.1.4 Descripcion
Actividad 1

— Cada jugador lanza la pelota, registra en su cuaderno el nimero de bolos de

cada color que tumbo y levanta los bolos caidos.

— Cuando todos los jugadores hayan lanzado deben completar la tabla grupal
para el primer turno y luego realizar el segundo turno donde todos los
jugadores deben volver a lanzar y asi hasta terminar los tres turnos de cada

equipo.

— Ganara el equipo que mas puntaje obtenga al final de los tres turnos, sabiendo
que:
o Bolos azules dan 2 puntos cada uno.
o Bolos verdes dan 3 puntos cada uno.
o Bolos amarillos dan 4 puntos cada uno.

o Bolos rojos dan 5 puntos cada uno.

— Comparen los puntajes con los demas equipos. El equipo ganador fue:
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Bolos Bolos Bolos Bolos Puntaje
azules verdes amarillos |rojos total
derribados |derribados |derribados |derribados
Primer
turno
Segundo
turno
Tercer
turno
Puntaje
total
Actividad 2

— Se entrega a cada estudiante una ficha de trabajo individual con preguntas y
problemas relacionados con el juego de los bolos cuando los valores de cada
bolo son menores o iguales que 5. (Anexo 3)

Actividad 3
— Reulnete nuevamente con tus compafieros para jugar a los bolos.
— Observa los puntajes que ahora se obtienen con cada color.
o Bolos azules dan 7 puntos cada uno.
o Bolos verdes dan 8 puntos cada uno.
o Bolos amarillos dan 9 puntos cada uno.

o Bolos rojos dan 10 puntos cada uno.

5.2.1.5 Lo matematico

— Se presenta la relacion multiplicativa correspondiente al Isomorfismo de
medidas, segun la cual se establece una correspondencia entre dos tipos de

cantidades. Siendo posible realizar:
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— Andlisis funcionales: Para obtener el puntaje se multiplica el valor de
cada bolo (segun el color), por el total de bolos derribados de dicho

color.

— Analisis escalares: Para obtener el puntaje total se repite el valor de
cada bolo segun el color, tantas veces como bolos se hallan

tumbado.

— Se presentan dos espacios de medida diferentes: los bolos derribados y el
puntaje obtenido, y su relacién se puede expresar por medio de una tabla de
doble entrada como la siguiente:

Bolos azules Puntaje
derribados obtenido
1 2
2 4
3 6

5.2.1.6 Anélisis

En la Actividad 1 se esperaba que los alumnos pusieran en marcha tres
estrategias de solucién, como se describen a continuacion.

— E1: Conteo uno a uno de las unidades implicadas en cada uno de los grupos
de unidades compuestas (valor segun el color de los bolos), empleando algun
tipo de herramienta (dibujo, dedos, movimiento de los dedos, fichas) que les
permitan tener presente la cantidad total de las unidades compuestas, a partir
del conteo de las cada unidades simples.

— EZ2: Realizar conteos multiples.

99



— E2.1: Escritos. Donde cada vez que se toma una unidad compuesta,
se escribe la cantidad total alcanzada en el segundo espacio de
medida.

— E2.2: Verbales. En los cuales se realiza el conteo y se retiene en la
memoria la cantidad precedente para enunciar Unicamente la
siguiente.

— E3: Realizar multiplicaciones, empleando en el segundo espacio de medida, el
mismo escalar que fue empleado en la transformacion del primer espacio de
medida (si se tumban N bolos de un color, entonces se multiplica N por el valor

asignado a dicho color de bolos).

Para la primera parte de la actividad 2 se espera que el estudiante resuelva
situaciones de respuesta Unica en las que sea necesario realizar los conteos
multiples segun el valor de cada bolo para hallar el total de puntos obtenidos (en lo
fundamental, andlisis escalares), al igual que conociendo el total de puntos,
averiguar la cantidad de bolos derribados (en este caso, situaciones de division).
En la segunda parte de la misma actividad se espera que encuentre diferentes
alternativas de solucion para una misma situacion, dependiendo de la combinacion

gue él mismo realice de bolos derribados, puntaje total y valor de cada bolo.

Por ultimo, para la actividad 3 se espera que el estudiante realice conteos con
nameros mayores que 5, resolviendo situaciones en las que se obtengan

respuestas Unicas o para las que haya diferentes alternativas de solucion.

5.2.1.7 Experimentacion y analisis a posteriori.

La actividad se llevo a cabo en un ambiente adecuado y permitié establecer que
los procedimientos empleados por los estudiantes corresponden a las dos
primeras categorias del pensamiento multiplicativo, es decir, la totalidad de

estudiantes no logra descubrir la simultaneidad de la variacion en ambos espacios
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de medida. De éstos, 6 estudiantes, no consiguen establecer ninguna relaciéon

entre dichos espacios, y los 20 estudiantes restantes establecen la relacion entre

la cantidad de bolos derribados y el puntaje que da cada uno, pero con el recurso

de gréficas o adiciones sucesivas para determinar el puntaje total obtenido para

cada numero de bolos derribados.

5.2.2 Situacion dos: Juguemos parqués

Analisis preliminares

5.2.2.1 Objetivos

Realizar conteos multiples.

Determinar cuantas veces esta contenido el nUmero 2 en otras cantidades.

5.2.2.2 Variables

Tamafio de los numeros: 2 ¢ diferente de 2. El conteo de dos en dos es en
exceso sencillo y puede decirse que los estudiantes lo han aprendido casi de
forma cultural, ya que es comun escuchar contar “de dos en dos”, en tanto los
conteos con cantidades diferentes implican en el estudiante generar
procedimientos de calculo diferentes para obtener tanto los resultados

intermedios como los finales.

Tamafio y naturaleza de las cantidades en las que esta contenido el nimero
dos; es decir, cuantas veces cabe el dos en la cantidad marcada por los dados,
y si dicha cantidad es par o impar.. En particular el caracter de par o impar
genera la necesidad de tomar decisiones acerca del residuo de la division

segun que ésta sea exacta o inexacta.
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— Presentacion de los datos de forma organizada o no, segun la variacion en los
puntajes. Asi: al sacar 2 en los dados, luego al sacar 3, luego 4, etc., al
presentarlos de forma organizada los estudiantes inicialmente descubren que
se trata de agregar “uno” al anterior, pero al presentar los datos de forma no
secuencial, surge la necesidad de recurrir a otras estrategias para realizar los

conteos.

— Problemas con una sola incégnita, con dos incognitas y con mas incognitas.
Como en la situacion anterior, esta variable implica la necesidad de tener en
cuenta de forma simultanea dos variables o mas y reconocer las relaciones

existentes entre ellas.

5.2.2.3 Materiales

— Tablero de parqués comun, 4 fichas para cada uno de los 4 jugadores, dados,

tabla de registro individual, guia de trabajo individual.

5.2.2.4 Descripcion

Actividad 1

— Se entrega un juego de parqués completo a cada grupo de 4 estudiantes.
Comienza el juego quien al lanzar un dado obtenga el mayor puntaje.

— Se establece gue se jugara normalmente pero cada casilla tiene un valor de
dos puntos. Es decir, si se saca 4 y 5, no se desplaza 9 casillas sino sélo 4
casillas (2, 2, 2, y sobra 1). El equipo decide qué hara con los puntos
sobrantes.

— A medida que se desarrolla el juego cada uno va completando una tabla de

registro individual como la siguiente:
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Saqué
Casillas recorridas
Puntos sobrantes

Actividad 2
— Se entrega a cada estudiante una tabla de registro incompleta para ser llenada

por él. (Anexo 4)

Actividad 3
— Se plantea la misma tabla de registro incompleta para ser llenada, pero

cambiando el valor de cada casilla por un numero diferente de 2.

5.2.2.5 Lo matematico

— Se presenta la relacion multiplicativa correspondiente al Isomorfismo de
medidas, segun la cual se establece una correspondencia entre dos tipos de
cantidades o espacios de medida, a saber, las casillas avanzadas y los puntos
obtenidos. La relacion se ejemplifica a continuacién para el caso en que cada

casilla tiene un valor de 3.

Casillas Puntos
avanzadas | obtenidos

1 3
2 6
3 9
4 12

Asi es posible realizar:

— Andlisis escalares: en tanto en cada espacio de medidas es posible
pasar de una linea a otra mediante la aplicacion de un operador
escalar (n-veces el numero de casillas avanzadas, n-veces el puntaje
total obtenido). Segun la tabla que sirve de ejemplo se tiene que 4

casillas avanzadas corresponden a cuatro veces una sola casilla, de
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igual forma 12 puntos obtenidos en los dados corresponden a 4

veces los 3 puntos correspondientes a una casilla.

— Analisis funcionales: Casillas avanzadas por cantidad de puntos
obtenidos en el dado. Una casilla avanzada corresponde a 3 puntos
obtenidos, asi es posible establecer el puntaje necesario para
cualquier numero de casillas ya que consistiria en multiplicar el

namero de casillas por el puntaje de una casilla, es decir, por 3.

Saqué 2 |3 14 |5 |6 |7
Casillas 1112 (2 |3 |3
recorridas

Puntos 0|10 |1 |0 |1..
sobrantes

5.2.2.6 Analisis

En la actividad 1 se esperaba que el estudiante realice conteos verbales de 2
en 2 y logre descomponer los puntajes obtenidos en los dados en grupos de a
2, teniendo presente que la unidad sobrante, cuando el nUmero es impar, debe
completarse posteriormente con otra unidad para avanzar una casilla. El
asignarle a cada casilla un valor de 1 y recorrer tantas como indican los dados,
daria cuenta de un pensamiento puramente aditivo en el que no es posible alin

operar con grupos de unidades.

En la actividad 2 se espera que el estudiante sea capaz de encontrar por una
parte el puntaje obtenido conociendo los datos de las casillas recorridas y de
los puntos sobrantes y, por otra parte, de encontrar las casillas recorridas y el
puntaje sobrante teniendo el dato de los puntos obtenidos en los dados. En
esta actividad sera posible evidenciar el alcance y consolidacion del

pensamiento reversible en el estudiante, pues en esencia se trata de

104



situaciones que implican la divisién. Sin embargo, para encontrar los valores
faltantes en la tabla se pueden presentar estrategias como las que se muestran
a continuacion, algunas de las cuales recurren a correlacionar los espacios de
medida a partir de repeticiones aditivas: (1) dibujar los puntos obtenidos en los
dados y encerrarlos de dos en dos para descubrir las casillas avanzadas, (2)
realizar el conteo (oral o escrito) de dos en dos hasta llegar a la cantidad de
puntos representada en los dados, y llevar la cuenta de las veces que se ha
iterado el dos, y por ultimo, (3) anticipar el nimero de veces que estara
contenido el 2 en la cantidad determinada por los dados, a partir de una

division.

Para la actividad 3 se espera que la mayoria de los estudiantes presenten
dificultad para anticipar la cantidad de veces que estara contenido un namero
diferente de 2 en otra cantidad, debido a que ellos estan méas familiarizados con
los conteos de 2 en 2 que con otros numeros, y es de esperar que requieran el
uso de ayudas gréaficas o tactiles para llevar la cuenta de las veces que esta

contenido dicho numero en la cantidad de puntos determinados por los dados.

5.2.2.7 Experimentacion y andlisis a posteriori.

El desarrollo de la actividad tuvo lugar en un ambiente de disposicion y

entusiasmo por parte de los estudiantes.

En la tercera actividad, de acuerdo a las estrategias de solucion empleadas por los
estudiantes se observa que corresponden a la segunda de las categorias
empleadas para analizar la adquisicion del pensamiento multiplicativo, debido a
que logran establecer la correspondencia entre las dos variables involucradas en
la situacion, empleando para su resolucidén procedimientos aditivos que comportan

la realizacion de graficos o de adiciones reiteradas.
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Entre los procedimientos seguidos por los alumnos se encuentran aquellos que
parten de la cantidad total de puntos, bien sea representandolos en los dedos o en
los mismos puntos que aparecen dibujados en los dados, y a partir de ahi van
agrupando de a 2 en 2, y cada vez que completan un grupo avanzan una casilla.
De igual manera en voz alta realizan el conteo “1, 2" y avanzan una casilla, luego
“3, 4” y avanzan otra hasta alcanzar en el conteo verbal la cantidad total de puntos
obtenidos en los dados. Este tipo de procedimientos se enmarcan en estrategias
de tipo aditivo, puesto que a medida que obtienen un grupo de dos puntos van
adicionando la casilla que deben avanzar. No hay ningun tipo de anticipacion en la
accion. Expresiones como las siguientes expresan la forma de proceder de los

estudiantes:

“Yo con mis dedos los pongo dos juntos y adelanto esa casilla y otra vez

hasta que se me acaben” E12

“Yo miro en los dados y sefialo dos pepitas con el lapiz y muevo la ficha y
otra vez sefialo dos pepitas con el lapiz y muevo otra casilla y hasta que

termino” E22

“Sumando con los dedos” E34

Otros procedimientos seguidos por los estudiantes son aquellos en los que
realizan en voz alta el conteo 2, 4, 6, etc. marcando cada vez un dedo 0 una
casilla hasta alcanzar en dicho conteo la cantidad de puntos indicada en los
dados. Puede decirse que este procedimiento se encuentra en un estado
intermedio entre el pensamiento aditivo y el multiplicativo pues si bien ya realizan
conteos de grupos, aun no logran emplear una division o multiplicaciéon para
encontrar la cantidad de casillas que deberan ser avanzadas. De todas formas la

posibilidad de repetir controladamente una misma cantidad es indicador de un
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avance en la comprension de relaciones del tipo multiplicativas. Ejemplos de estos

procedimientos se ven en expresiones como las siguientes:

“Yo hago de dos en dos” E9

“Yo sumo de dos en dos” E32

“Como no es numero par resto uno y me queda par y lo parto en dos y lo

gue me da es lo que avanzo” E30

5.2.3 Situacion tres: Juguemos canicas

Analisis preliminares

5.2.3.1 Objetivos

— Realizar conteos multiples a partir de relaciones de proporcionalidad directa.

5.2.3.2 Variables

— Tamaio de los nUmeros.

— Problemas con una sola incognita, con dos incognitas y con mas incognitas.

5.2.3.3 Materiales

— 21 canicas, un circulo dibujado en el suelo, un dado, hoja de registro y lapiz.
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5.2.3.4 Descripcion
Actividad 1

— Se entrega un juego de 21 canicas a cada equipo, 20 de ellas deben ser
ubicadas dentro del circulo.

— Quien obtenga mayor puntaje con el dado inicia el juego.

— La canica restante se debe lanzar hacia el monton de las 20 canicas que estan
en el circulo con el propdsito de desplazar la mayor cantidad de ellas fuera de
éste.

— Cada vez que sean desplazadas fuera del circulo 2 canicas, el jugador obtiene
5 puntos.

— Debe anotarse cada jugada en la hoja de registro, incluyendo si queda alguna
canica sobrante, para ser tenida en cuenta al final de los 5 turnos.

— A medida que se desarrolla el juego cada uno va completando una tabla de

registro individual como la siguiente:

Tabla de registro personal

Desplacé

Puntaje

Sobraron

Puntaje total

Actividad 2

Se entregara a cada estudiante varias tablas de registro incompletas para ser
llenadas por él, en las que debera por una parte averiguar el puntaje obtenido al
desplazar determinada cantidad de canicas, y por otra parte, determinar cuantas

canicas fueron desplazadas a partir del puntaje obtenido. (Anexo 5)
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Actividad 3
Nuevamente se jugara a las canicas pero con una condicion de proporcionalidad
diferente, asi: por cada tres canicas que se desplacen fuera del circulo, se

obtienen 2 puntos.

Actividad 4
Se completaran otras tablas de registro con la nueva condicion de

proporcionalidad.

Actividad 5
Cada estudiante debera encontrar determinada condicion de proporcionalidad y
establecer una nueva condicion de proporcionalidad para llenar tablas de registro

de acuerdo a ella.

5.2.3.5 Lo matemaético

Se presenta la relacién multiplicativa correspondiente al Isomorfismo de medidas,
segun la cual se establece una correspondencia entre dos tipos de cantidades.
Siendo posible realizar andlisis funcionales en tanto se puede hallar el puntaje
total multiplicando la cantidad de grupos de dos canicas por 5 que corresponde al
puntaje de cada uno los grupos.

También se pueden realizar analisis escalares, en tanto en cada categoria de
medidas es posible pasar de una linea a otra mediante la aplicaciébn de un
operador segun el nimero de veces que se repitan los grupos de dos o tres

canicas, entonces se repite el valor de dichos grupos para obtener el puntaje total.
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5.2.3.6 Anélisis

En la actividad 1 se espera que el estudiante halle el cuarto término de una
proporcion, teniendo en cuenta la relacion 2 es a 5 (esto es, por cada 2
canicas, se obtienen 5 puntos). Esto puede hacerlo mediante la sucesiva
separacion de grupos de 2 canicas cada uno, para luego contar el total de
grupos y a cada uno asignarle el valor de 5 y entonces contar el 5 tantas veces
como grupos tiene o hacer la multiplicacion del 5 por la cantidad de grupos

(andlisis funcional).

En la actividad 2 el estudiante debera completar diferentes tablas de registro,
en la primera debe hallar los puntajes correspondientes a dos cantidades
diferentes de canicas, las cuales estan en relacion “el doble de”. En la segunda
una de las cantidades no se puede hallar directamente con la relacién “doble
de”, sino que es necesario componer aditivamente las dos cantidades previas

para hallar la tercera.

En las Actividades 3 y 4 se plantea nuevamente el juego de las canicas, pero
con una relacién de proporcionalidad diferente a la anterior: 3 es a 2. Se espera
gue den cuenta del proceso empleado por ellos para hallar los puntajes cada

vez que se desplazan canicas fuera del circulo.

En la Actividad 5 el estudiante debera descubrir la relacion de proporcionalidad
gue se tuvo en cuenta para llenar una tabla determinada de registro. A la vez

gue debera inventar €l mismo una nueva relacion de proporcionalidad.

5.2.3.7 Experimentacion y analisis a posteriori.

El desarrollo de la actividad tuvo lugar en un ambiente de entusiasmo por parte de

los estudiantes.
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Por presentar un nivel mayor de dificultad se observdé que muchos de los nifios
gue se encuentran en un proceso intermedio entre lo aditivo y lo multiplicativo adn
requieren, frente a situaciones mas complejas, el uso de estrategias aditivas para

su solucion.

Las estrategias de solucibn empleadas por 24 estudiantes corresponden a la
segunda categoria, observandose un avance en 2 de los estudiantes hacia la

tercera categoria.

En primera instancia se encuentran 11 estudiantes que representan la cantidad
total de canicas desplazadas fuera del circulo con las mismas canicas, con los
dedos o dibujandolas todas, luego forman grupos de a dos y cada vez que tienen
un grupo realizan el conteo 5, 10, 15 etc., hasta terminar. Estos estudiantes se
ubican en el primer momento de la segunda categoria ya que identifican las
variables involucradas en la situacion y emplean estrategias aditivas para hallar el
resultado de la variacion en uno de los espacios de medida a partir de la variacién

del primero de los espacios.

“Sumo el 5 mas segun los grupos que hay de 2" E12

llustracién 8: Producciéon de E12
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“Con mis dedos de 2 en dos y cuento de a 5 asi: " E7

5

%0\0'("

llustracién 9: Produccién de E7

De forma similar a los procedimientos mencionados en el parrafo precedente, 13
estudiantes realizan la misma accion de tomar de 2 en 2, pero al final, la cantidad
de grupos obtenidos la multiplican por 5. Como puede observarse en la ilustracion
13, este estudiante expresa que debe multiplicar por 5, pero obtiene esa
conclusién a partir de realizar la gréfica donde escribe el “5” sobre cada grupo de 2
canicas, lo cual indica que luego de observar que el 5 aparece repetido 7 veces,

asocia esta accion con la multiplicacion.

“Junto de a dos canicas y multiplico por 5" E9

B B & §
O\ LU %
@ @ @ :f,{j /&Mgﬂﬂ /.ut
5 G aebie. 74

- e

llustracién 10: Produccion de E9
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Por ultimo, se encuentran los dos estudiantes que dividen el nimero total de
canicas entre 2 y luego multiplican por 5, evidenciando asi el empleo de
estrategias multiplicativas a partir del descubrimiento de la simultaneidad de la

variacion en ambos espacios de medida.

“Divido por 2 y multiplico por 5" E24

“La mitad de las canicas la multiplico por 5" E25

5.2.4 Situacion cuatro: Jugando con arena

Analisis preliminares

5.2.4.1 Objetivos
— Realizar conteos simples.

— Coordinar relaciones de equivalencia.

— Establecer correspondencia entre varias colecciones.

5.2.4.2 Variables

— Relacion entera o fraccionaria entre los vasos. Pues permite establecer
relaciones de aproximacion, o especificamente multiplicativas. Esto conlleva a
un avance en la estrategia de base empleada por los estudiantes que es

establecer relaciones enteras entre las diferentes cantidades.
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5.2.4.3 Materiales

— Cuatro clases diferentes de vasos desechables para cada pareja de

estudiantes, uno de media onza, uno de onza, uno de 3 onzas y uno de 7

onzas, marcados con las letras A, B, C y D, respectivamente.

— Arenay tabla de registro. (Anexo 6)

5.2.4.4 Descripcion
Actividad 1

— Se entrega un juego de cuatro vasos a cada pareja de estudiantes y una tabla
de registro en la que se pide establecer cuantas veces cabe determinado vaso
en los otros tres. Para esto deben llenarlos con arena y pasar esa arena de un

vaso a otro.

— A medida que se desarrolla la actividad cada pareja va completando una tabla

de registro como la siguiente:

Cabe en

VASO A

VASO B

VASO C

VASO D

VASO A

VASO B

VASO C

VASO D

Actividad 2

— Se entrega a cada estudiante una hoja con preguntas para ser llenada por él.

5.2.45 Lo matemaético

— Se presentan relaciones de equivalencia entre colecciones diferentes, asi el

vaso A cabe 2 veces en el vaso B y el vaso B cabe 3 veces en el vaso C, por lo

tanto el vaso A cabe 6 veces en el vaso C.

— Aparecen relaciones fraccionarias en las que un vaso no esta contenido en otro

de forma exacta, como por ejemplo el vaso B cabe la mitad en el vaso A.
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5.2.4.6 Anélisis

En la actividad 1 se esperaba que el estudiante realizara la manipulacion de los
vasos y la arena para establecer las equivalencias entre las respectivas
capacidades de cada uno de ellos. Esta estrategia de trabajo deja abierta la
posibilidad de que de forma espontanea los alumnos lleguen a una respuesta
para los casos en los que el vaso que se empleaba para medir fuese mayor al
vaso medido, ya que hasta el momento en el aula no se habian encontrado con

expresiones como “la mitad” o “la tercera parte”, etc.

En la actividad 2 se esperaba que el estudiante fuera capaz de emplear las
equivalencias descubiertas en la actividad 1, para establecer nuevas
equivalencias que implicaran mayor cantidad de determinada clase de vasos.
Esto daria cuenta del establecimiento de relaciones multiplicativas, como por
ejemplo, anticipar el nimero de veces que estara contenido el 2 en una

determinada cantidad.

5.2.4.7 Experimentacion y analisis a posteriori.

El desarrollo de la actividad tuvo lugar en un espacio adecuado que generd
disposicion en los estudiantes.

En la actividad 1 se observé que los estudiantes, al tratar de establecer el nimero
de veces que un vaso de mayor tamafio estaba contenido en uno de menor
tamafo, respondieron de dos formas diferentes: algunos que estaba “0” (cero)
veces y otros que “un poquito”. Se presento el caso de estudiantes que lograron
establecer la relacidén para el vaso B en el vaso A diciendo “pues si el vaso A esta

dos veces en el vaso B, pues el vaso A es la mitad del vaso B”. Ademas, para
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relaciones mas complejas se acercaban a preguntar sus nombres pues no

conocian las palabras para expresarlas (“tercera” y “sexta”).

En la actividad 2 no se dio la posibilidad de utilizar los vasos para resolver las
preguntas y esto genero6 en los estudiantes diversas estrategias, correspondientes

a las cuatro categorias del proceso de conceptualizacidén de la multiplicacion.

La primera categoria de andlisis se evidencié en los alumnos que repetian la
indicacion pero sin tener en cuenta la relacion entre los vasos, asi por ejemplo
para la pregunta: Para hacer una gelatina se emplean 2 vasos D. Si se quiere dar
la receta de la gelatina pero diciendo la medida en vasos C. ¢ Cuéntos vasos C se

necesitan?, respondian que se necesitaban 2 vasos C.

Para la segunda categoria se encontr6 que la estrategia empleada por los
estudiantes fue dibujar los vasos y realizar el conteo de los vasos resultantes
(llustracion 14). Corresponde esta estrategia a la categoria 2a, en la cual se
identifica la variacion entre ambos espacios de medida pero no de forma

simultdnea, y a través del apoyo grafico dan cuenta de la misma.

£E

llustracién 11: Producciéon de E5
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La segunda estrategia corresponde a quienes establecian una relacion aditiva
(ilustracion 12) y obtenian asi la cantidad total de vasos C que debia reemplazarse
por los dos vasos D. Se enmarca en la tercera categoria, ya que descubren la
simultaneidad de la variacibn en ambos espacios de medida y emplean

procedimientos aditivos para obtener el resultado.

llustracién 12: Produccion de E3

La cuarta estrategia corresponde a los estudiantes que establecen la
simultaneidad de la variacion en ambos espacios de medida y emplean la relacion
multiplicativa, apoyandose en una tabla (llustracion 16) para visualizar las

relaciones y los procedimientos necesarios.

ASos DN A%0s (,
K- 9 x

A E 5
Q| 4 | 7
R/: 4

llustracién 13: Produccién de E25
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Se observa a partir de las estrategias empleadas en esta situacioén por parte de los
estudiantes, un avance en los procedimientos y en la conceptualizacion de la
multiplicacion, pues ya se evidencia un mejor control de las covariaciones en los
espacios de medida a través de formas de representacion que explicitan la

variaciones y son un apoyo para los procedimientos utilizados.

5.3 PRUEBA FINAL

Para comparar el estado inicial de conceptualizacion de los estudiantes con
relacion a las Estructuras Multiplicativas con el estado final se vio conveniente
plantear nuevamente la misma prueba que se habia presentado al inicio, con el
propésito de observar los cambios de estrategia frente a los mismos problemas,
de modo que no hubiese otros elementos que se constituyeran en factores

adicionales de variacion en las estrategias. (ANEXO 1).

En esencia las estrategias encontradas fueron similares agregando para cada uno
de los problemas una cuarta categoria en la cual los estudiantes lograron
determinar la relaciéon multiplicativa subyacente a cada uno de los problemas y
emplearla de forma adecuada para resolverlos. Lo mas significativo fue el avance
individual de la mayoria de los estudiantes.

Para el problema uno se consideran cuatro tipos de respuesta, los que no
resolvieron el problema (P1.1) que en total fueron O estudiantes, los que tuvieron
en cuenta una variacion de una unidad para cada confite (P1.2) representados por
2 estudiantes, 5 estudiantes que de forma intuitiva establecieron un valor
aproximado entre 10, 15 6 20 para la variacién y que los fueron disminuyendo o
aumentando para hallar los valores pedidos (P1.3), y por ultimo la estrategia
(P1.4) en la que dividieron los $120 entre 8 confites, hallando asi el valor de uno y
luego multiplicando este valor por cada uno de las cantidades pedidas (llustracion
17).
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llustracién 14: Producciéon de E4

Para el segundo problema se encontré que ningun estudiante empleé la estrategia
1 (P2.1), anicamente 1 estudiante empled la estrategia 2 (P2.2) y 6 estudiantes
emplearon la tercera estrategia (P2.3). Se destaca la aparicion de la cuarta
estrategia (P1.4), que consistid en realizar una tabla en la que se evidencia la
relacion entre la cantidad de videojuegos comprados por Mateo y la de la mama
llustracion 18), esta tabla la emplearon 19 estudiantes.

Mm
g’,——\\_______’________m_ /‘...
Hh__)i.__‘_h_h v Q Z Mt
Q’ - < Cwe
G 9 T Vdeo (uq g
% o 905 PO\VQ
X2wneY Q\D

llustraciéon 15: Produccion de E11
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La tabla 5 presenta los resultados obtenidos en el problema uno y en el problema

dos al inicio y al final del proceso.

Tabla5: Tabla comparativa entre los resultados obtenidos para las dos preguntas en la
prueba diagndstica aplicada al inicio y al final del proceso

INICIAL - Pregunta 1

INICIAL - Pregunta 2

FINAL — Pregunta 1

FINAL — Pregunta 2

P1.1|P12|P13|P14| |P21|P22|P23|P14| |PL1|P12|P13|P14| |P21|P22|P13|P14
1| El X X X X
2 | E2 X X X X
3| E3 X X X X
4 | E4 X X X X
5| E5 X X X X
6 | E6 X X X X
71 E7T| X X X X
8 | E8 X X X X
9 | E9 X X X X
10 | E10 X X X X
11 | E11| X X X X
12 | E12 X X X X
13 | E13 X X X X
14 | E14 X X X X
15 | E15 X X X X
16 | E16 X X X X
17 | E17 | X X X X
18 |E18 | X X X X
19 |E19| X X X X
20 |E20| X X X X
21 | E21 X X X X
22 | E22 X X X X
23 | E23 X X X X
24 | E24 X X X X
25 | E25 X X X X
26 |E26 | X X X X
Total 7 8 |11 | O 10 | 9 7 0 0 2 5 |19 0 1 6 | 19
27% | 31% | 42% | 0% | | 38% | 35% | 27% | 0% 0% | 8% [19% | 73% | | 0% | 4% | 23% | 73%
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6 ANALISIS GENERAL

Teniendo en cuenta que la primera categoria de analisis para las estrategias
empleadas por los estudiantes (C1), corresponde a las estrategias que dan cuenta
de que el estudiante no logra establecer apropiadamente la relacién entre las
variables del problema y por tanto no consigue resolverlo acertadamente, el paso
a la segunda categoria (C2), en la cual ya se establece la relacién entre las
variables del problema, aunque aun de forma aditiva, si bien en una primera etapa
con el apoyo de la representacion gréfica (C2a) para establecer la relacion, y en
una segunda etapa a partir de realizar procedimientos aditivos (C2b); se identifica
un avance en el nivel de comprensién de problemas de caracter multiplicativo.
Debido a que aun no logran desarrollar tareas que impliquen el tratamiento
simultdneo de dos variables, recurren en un primer momento al empleo de la
representacion grafica puesto que de esa forma es posible realizar el conteo uno a
uno de los elementos puestos en correspondencia, en un segundo momento
centran la atencién en la variacién que se presenta en uno de los espacios de
medida y mediante adiciones reiteradas encuentran el estado final de dicha

variacion.

El paso de esta segunda categoria a la tercera (C3) implica, desde el punto de
vista cognitivo, la capacidad para reconocer la ocurrencia simultanea de procesos
de variacion asociados a determinados fendmenos y, desde el punto de vista
matematico, la posibilidad de considerar en forma simultanea dos espacios de
medida y reconocer que los cambios que se producen en uno de ellos, generan
cambios equivalentes en el otro. Para la primera etapa de esta categoria (C3a) si
bien se identifican claramente los dos espacios de medida en los cuales se

presenta una variacion simultanea, aun se requiere el empleo de estrategias
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aditivas para su resoluciébn. En la segunda etapa (C3b), se emplea la

multiplicacion escalar para resolver las situaciones.

El avance hacia la cuarta categoria (C4) implica ya no solo la posibilidad de
identificar las variaciones simultaneas y establecer la relacion entre ellas a partir
de la multiplicacion escalar, sino que ademas se logran identificar las relaciones

funcionales entre los espacios de medida involucrados en la situacion.

Las situaciones desarrolladas favorecieron el avance conceptual de los
estudiantes debido a que tuvieron la oportunidad de analizar los espacios de
medida presentes en los problemas de tipo multiplicativo y a su vez emplearon el
conteo de unidades multiples como estrategia que les permitié identificar la
existencia de dos espacios de medida y comenzar, a partir del empleo de
diferentes tipos de representacion, a reconocer la variacibn simultanea y su
relacion en ambos espacios de medida, para luego emplear estrategias de
caracter multiplicativo en las que llevaban el control de la cantidad que se repetia 'y

de las veces que se hizo tal repeticion.

La tabla 6, presenta las cuatro categorias de analisis para los diferentes estadios
de conceptualizacion del pensamiento multiplicativo y clasifica los 26 estudiantes
de acuerdo a dichas categorias, a partir de las estrategias empleadas por cada
uno de ellos en la resolucion de la prueba de entrada, de las situaciones
correspondientes a los bolos, al parqués, a las canicas y a los vasos de arena y a
la prueba final. Inicialmente las estrategias empleadas por 10 nifios corresponden
a la Categoria 1, de los cuales al final de las situaciones planteadas un estudiante
avanzo a la categoria 2a, uno a la 2b, tres a la categoria 3a, tres a la 3b, y dos a la

categoria 4.

De los nueve estudiantes que iniciaron el proceso en la categoria 2a, se observa

gue tres estudiantes avanzaron a la categoria 3a, dos a la 3b y cuatro a la 4.
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Por dltimo de los siete estudiantes que iniciaron en la categoria 2b, tres avanzaron

a la categoria 3b y cuatro a la categoria $4..

Puede entonces concluirse que las situaciones presentadas, en las cuales se lleva
a los nifios a la realizacion de conteos multiples y en las cuales se controlan
determinadas variables, permitieron la movilizacion de las estructuras cognitivas
de forma que se produjo un avance en la consolidacion de las estructuras

multiplicativas.

123



Tabla 6: Categorias de construccion del pensamiento multiplicativo

Prueba inicial Situacion 1 Bolos Situacion 2 Parqués Situacion 3 Canicas Situacién 4 Arena Prueba final

C1 C2a C2b C3a C3h | C4 C1 C2a C2b C3a [ C3b | C4 C1 C2a C2b C3a [ C3b | C4 C1 C2a C2b C3a | C3b | C4 Cl | C2a | C2b C3a C3b Cc4 Cl | C2a | C2b C3a C3b C4
1 El X X X X X X
2 |E2 | X X X X X X
3 | E3 X X X X X X
4 E4 X X X X X X
5 E5 X X X X X X
6 E6 X X X X X X
7 |E7T ]| X X X X X X
8 Es | X X X X X X
9 | E9 X X X X X X
10 | E10 X X X X X X
11 |E1n| X X X X X X
12 | E12 X X X X X X
13 |E13] X X X X X X
14 | E14 X X X X X X
15 | E15 X X X X X X
16 | E16 X X X X X X
17 |E17| X X X X X X
18 | E18 X X X X X X
19 | E19 X X X X X X
20 |E20| X X X X X X
21 |E21| X X X X X X
22 | E22 X X X X X X
23 | E23 X X X X X X
24 | E24 X X X X X X
25 | E25 X X X X X X
26 |E26| X X X X X X
Total 10 9 |0| 7 |0]|0] 6 7 13(/0(0|0})J0|13|13|0|0|0)0]12]|213|2|0|0}2|2|1] 4 11 6 |0 |1|12]| 6 7 11

38% | 35% | 0% | 27% | 0% | 0% | 23% | 27% | 50% | 0% | 0% | 0% | 0% | 50% | 50% | 0% | 0% | 0% | 0% | 42% | 50% | 8% | 0% | 0% | 8% | 8% | 4% | 15% | 42% | 23% | 0% | 4% | 4% | 23% | 27% | 42%
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7 CONCLUSIONES

7.1 RESULTADOS DE LA INVESTIGACION

Tal como se mostréo a lo largo de este trabajo, el aprendizaje propio de los
conceptos multiplicativos tiene puntos de anclaje con lo aditivo, pero al tiempo
implica rupturas con los procesos y procedimientos propios de este tipo de

estructuras.

En primer lugar, las rupturas de lo aditivo a lo multiplicativo se tienen que

interpretar tanto desde un punto de vista cognitivo como matematico.

Desde lo cognitivo, en relacién con el desarrollo de un conjunto de procesos que
permiten el tratamiento simultaneo de clases, su operatoria en forma combinatoria,
lo cual implica una diferencia con el tratamiento aditivo de clases, en el cual el
trabajo con la clases implica procesos de orden secuencial. En este sentido, desde
el punto de vista cognitivo, lo multiplicativo se asocia a la capacidad del individuo
para desarrollar tareas que implican el tratamiento simultdneo de varios criterios
de clasificacion, su posibilidad de combinarlos y determinar con claridad el sentido
de la nueva clase obtenida, de hacerlos variar al tiempo y controlar el posible
estado final con respecto a la variacion simultanea, en sintesis, de controlar y
anticipar estados posibles de un fenébmeno a partir de hacer variar dos o0 mas

variables que controlan en fenémeno.

Desde lo matematico, la ruptura se da en términos de la consideracion en forma
simultanea de dos espacios de medida que covarian positivamente y de forma
lineal, esto es, de dos espacios de medida cuya covariacion se puede matematizar
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a través de una proporcionalidad directa. La ruptura con lo aditivo se muestra en
tanto que las situaciones tipicamente aditivas so6lo consideran un Unico espacio de
medida, al interior del cual se pueden presentar variaciones (que pueden ser
matematizadas a través de una acumulacion sucesiva de cambios),
comparaciones (estableciendo diferencias entres dos cantidades de magnitud) o

combinaciones (juntando dos cantidades de magnitud).

Sin embargo, a pesar de que el paso de las estructuras aditivas a las
multiplicativas implica cambios cualitativos significativos a nivel de pensamiento
l6gico y de los procesos matematicos implicados, se pueden tejer lineas de
continuidad del uno al otro. Estas lineas de continuidad se dan en tanto desde las
repeticiones aditivas se favorecen formas de representar variaciones conjuntas de
dos 0 mas espacios de medida, fundamentalmente cuando esta variacion conjunta

es analizada desde una perspectiva de los operadores escalares.

En el marco anteriormente expuesto, esta tesis recupera una propuesta didactica
que parte de considerar lo multiplicativo no como una forma abreviada de sumar
(cuando los sumandos son iguales), sino que se centra en el analisis de los
espacios de medida que involucra todo problema multiplicativo, conceptualiza las
covariaciones entre ambos espacios de medida, y a través de diferentes formas de
representacion, permite la construcciéon de lo multiplicativo como parte de una
construccion conceptual mas amplia: la proporcionalidad directa. Por supuesto,
que la interpretacién clasica de la multiplicacion, “sumas abreviadas de sumandos
iguales”, se toma como un punto de partida en el proceso, pero al servicio de los
analisis relacionales orientados a la construccion de comprensiones relativas a las

covariaciones conjuntas de magnitudes.

Asi pues, el conjunto de situaciones propuestas para el trabajo con los alumnos
tiene como punto de partida el conocimiento que estos tienen sobre los procesos

aditivos, fundamentalmente los relativos a los conteos de unidades mudltiples
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(conteos de dos en dos, de tres en tres, etc.), y desde alli se generan situaciones
gue sirven como punto de partida para el reconocimiento de un primer elemento
relacional basico en toda situaciéon multiplicativa: la existencia de dos espacios de
medida. Para ello se favorecieron formas de representacion, las iconicas (dibujos
de las situaciones, de las repeticiones, de las cantidades que se cuentan), y en
tablas de datos (que organizan de forma estructurada los resultados de los
conteos). En este caso, las situaciones buscaban no tanto el reconocimiento de la
relacion matematica propia de la correlacién de las dos magnitudes, sino mas
bien, el reconocimiento tanto de la existencia de dos magnitudes como de que

cambios regulares en una, determinan cambios igualmente regulares en la otra.

Una vez logrado el reconocimiento de las magnitudes y de la existencia de una
correspondencia entre las variaciones, se da el siguiente paso: matematizar la
relacion que une los dos espacios de medida involucrados en la situacion. Se trata
ahora de situaciones en la cuales se favorecen tanto los andlisis escalares como
los funcionales. Para ello las variables asociadas al tamafio de los numeros y el
tipo de sistema numérico fue la clave para hacer evolucionar los procesos y
procedimientos de los alumnos. En este caso, pasar de conteos sencillos
(cantidades entre dos y cinco), a conteos complejos (cantidades mayores a cinco)
hizo cambiar de estrategias basadas en conteos y representaciones icénicas a
calculos basados en representaciones que obligaban a llevar control de la
cantidad que se repetia y las veces que se hizo tal repeticion. De esta forma se dio
un paso firme en la conceptualizacion de la multiplicacion. De otra parte, el uso de
nameros racionales en algunas de las situaciones hizo visualizar los analisis
funcionales como otra forma de comprender situaciones multiplicativas, pues el

analisis escalar descansaba sobre una cantidad no entera.

Otro aspecto fundamental del trabajo realizado es la simultaneidad con que se

analizan tanto las situaciones que implican realizar multiplicaciones, como las que

implican realizar divisiones. Esto permite ver el caracter inverso de una operacion
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con respecto a la otra, al mismo que tiempo que refuerza los tratamientos de la

situacion via los andlisis funcionales o escalares.

Luego de los analisis realizados se evidencia como el desarrollo del trabajo
permitié alcanzar los objetivos propuestos al inicio del mismo, en tanto fue posible
caracterizar las condiciones cognitivas, mateméticas y didacticas que favorecen en
los estudiantes de la educacion basica la construccion de las estructuras
multiplicativas. Se encontré que al familiarizar a los alumnos con la realizacién y el
analisis de situaciones en las que se presenta covariacion de dos magnitudes de
forma simultanea y al favorecer la implementacion de diferentes tipos de
representacion, tanto para las estrategias aditivas iniciales como para las
multiplicativas, se logré6 un avance significativo en la conceptualizacion de las

estructuras multiplicativas.

Se posibilité ademas, validar la hip6tesis planteada inicialmente, en tanto el
estudio de la proporcionalidad si constituye una estrategia didactica adecuada
para acceder a la conceptualizacion de las estructuras multiplicativas, debido a la
importancia de desarrollar procesos, desde el punto de vista cognitivo, que
permitan el tratamiento simultdneo de clases y desde un punto de vista
matematico, que favorezcan el andlisis en forma simultanea de dos espacios de
medida. Ambas acciones son fundamentales para la construccion de lo
multiplicativo y se hacen evidentes al interior de situaciones de proporcionalidad

directa.

7.2 LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION

A partir del trabajo realizado se plantean tres posibles lineas de investigacion y

profundizacion:
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En primera instancia seria interesante analizar los procesos propios de la
construccion del concepto de proporcionalidad, con miras a establecer la
continuidad entre el empleo de situaciones de proporcionalidad en el aprendizaje
de la multiplicacion y el desarrollo de habilidades correspondientes al

razonamiento proporcional.

En segundo lugar se considera de interés analizar la incidencia que tendria en la
conceptualizacion del pensamiento variacional y del razonamiento algebraico de

los estudiantes el analisis escolar temprano de situaciones de proporcionalidad.

Y por ultimo resulta interesante analizar situaciones de covariacién simultanea al
interior de los otros pensamientos matematicos y su incidencia tanto en el
aprendizaje mismo de las operaciones de las Estructuras Multiplicativas, como de

los conceptos y procedimientos propios de cada uno de dichos pensamientos.
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ANEXOS
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ANEXO 1: PREGUNTAS DE MATEMATICAS PLANTEADAS EN LAS
PRUEBAS SABER DE 2002.

RESPOMDE LAS PREGUNTAS 9, 10 ¥ 11 DE ACUERDO COMN
LA SIGUIENTE SITUACIOMN

"El preguntdn® es un juego en el cual el profesar le hace preguntas a los estudiantes. Por cada
respuesta correcta se gana un punto. A continuacidn se muestra la forma de representar los
puntos y la cantidad de puntos que han acumulade Margarita y Santiago.

| 0L PRGN DN

i — =
e S e S ——

efudntos purtos ha acumulodo Margarite?

A 4
B 10
C 13
b. 14
1G,

El total de puntos ocumulades enfre Margarita y Santiogo se puede repredentor de ha
siguiente manera

A AN
B. [T A

C. AAANML

o. (DD AAAAIN
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&‘E?DNDE LAS PREGUNTAS 15 ¥ 16 DE ACUERDO CON LA SIGUIENTE SITUA-
N
En una fdbrica se producen 290 jabones cada dia y se trabajan 5 dias en la semana

15.

Al finalizer una semana, el nimero total de jabones que producird la fdbrica es

A, 1045 jobones
B. 1050 jabones
€. 1450 jabones

D. 1550 jobones

16.

Si se empaca la produccidn de un dia en estuches de 4 jobones cada uno. El nimero de
estuches que se utilizardn serd

70
72
74
76

onw>

CONTESTA LAS PREGUNTAS 19 Y 20 TENIENDO EN CUENTA LA SIGUIENTE
INFORMACION

A Sall le han pagade una deuda con dinero en efectivo, de la siguiente forma:

B billetes de $ 5.000
6 billetes de $ 2.000
2 monedas de $ 1.000
2 monedas de $ 500

19, 20.
£Cudnto dinero le pagaron a Sail, en bille- Sail quiere ahorrar la mitad de su dinero,
tes? para ello él debe guardar
A. $ 7.000
A. la mitad de billetes y la mitad de
B. $ 8500 monedas
B. les billetes solamente
¢ $37.000 C. los billetes de $ 5.000 y las monedas
de $ 500
D. $ 40.000 D. 4 billetes de $ 5.000 #
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Nombre:

ANEXO 2: PRUEBA INICIAL Y FINAL

COLEGIO CALASANZ
PADRES ESCOLAPIOS

MEDELLIN

Prueba aplicada al inicio y al final del proceso

Matematicas grado 3° - 2005
Taller

Fecha:

Andrés pagé $120 por 8 confites iguales. (Cudnto pagard por tres

confites?

Ahora completa la siguiente tabla teniendo en cuenta los datos del

problema.
Nidmero de Precio
confites

2

3

4

6
8| $120

10

¢Como encontraste el precio de 3 confites?

¢Como encontraste el precio de 10 confites?
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Mateo quiere tener 20 videojuegos y la mamad le propuso un trato.

Cada vez que Mateo compre dos videojuegos con sus ahorros, la mama le
va a regalar 3 videojuegos.

¢Cudntos videojuegos tendrd que comprar Mateo y cudntos tendrd que
darle la mama?

Un panadero utilizé 10 bolsas de leche para hacer 20 panes iguales.
¢Cudntas bolsas de leche necesitard para hacer 18 panes iguales?

Inventa un problema que se resuelva con la multiplicacién 12 X 9

Hoja de trabajo del alumno
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ANEXO 3: JUGUEMOS BOLOS

LD COLEGIO CALASANZ MEDELLIN
5 Pong % PADRES ESCOLAPIOS
E E e MATEMATICAS
me GRADO 3°
JUGUEMOS BOLOS -1
Equipo Esta guia detrabajo pertenece a:

1. Retinete con 5 compaiieros o compafieras mds para formar un equipo que competird
con los demds equipos del salén.

2.0rganicen los bolos de la siguiente manera:
| 4
L
: Qe - @
o
o
3.Cada jugador lanza la pelota, registra en su cuaderno el nimero de bolos de cada
color que tumbd y levanta los bolos caidos.

4.Cuando todos los jugadores hayan lanzado deben completar la tabla grupal para el
primer turno y luego realizar el segundo turno donde todos los jugadores deben
volver a lanzar y asi hasta terminar los tres turnos de cada equipo.

5.6anard el equipo que mds puntaje obtenga al final de los tres turnos.
©®Bolos azules dan 2 puntos cada uno.
©®Bolos verdes dan 3 puntos cada uno.
©®Bolos amarillos dan 4 puntos cada uno.
©Bolos rojos dan 5 puntos cada uno.

Tabla de registro grupal

Bolos Bolos Bolos Bolos Puntaje total
azules verdes  amarillos rojos
derribados derribados derribados derribados
Primer turno
Segundo
turno
Tercer turno
Total

Hoja de trabajo del alumno
Stuacion 1 — Actividad 1
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d“"'}‘ COLEGIO CALASANZ MEDELLIN
PADRES ESCOLAPIOS
MATEMATICAS
GRADO 3°

LW
)
3
o2t
T

= =

JUGUEMOS BOLOS - 2
Equipo

Esta guia detrabajo pertenece a:

PREGUNTAS DE TRABAJO INDIVIDUAL

1.En el equipo de Manuel obtuvieron 12 puntos. Si se sabe que solamente fumbaron
bolos azules. ¢Cudntos bolos azules fumbaron?

2.5i Manuela quiere obtener 18 puntos derribando solamente bolos azules. {Cudntos
debe tumbar?

3.¢Cudl fue el puntaje de Catalina si tumbd 5 bolos verdes dnicamente?

4.¢Cudl fue el puntaje de Claudia si tumbé 4 bolos azules, 3 bolos rojos y 2 bolos
verdes?

5.En el equipo de Julidn llenaron la siguiente tabla de registro grupal, pero por
descuido faltaron algunos datos. Aylddales a completarla.
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Bolos azules Bolos verdes Bolos Bolos rojos  Puntaje

derribados derribados amarillos derribados total
derribados
Primer turno 2 0 6
Segundo turno 5 19
Tercer turno 16
Total

6.Completa los puntajes totales del equipo de Andrea.

Bolos Bolos Bolos Bolosrojos Puntaje
azules verdes amarillos derribados total
derribados derribados derribados
Primer turno 4 4 0 4
Segundo turno 3 5 2 0
Tercer turno 0 3 4 2
Total

7.Completa la siguiente tabla de registro del equipo de Rubén.

Bolos Bolos Bolos Bolosrojos Puntaje
azules verdes amarillos derribados total
derribados derribados derribados
Primer turno 12
Segundo turno 15
Tercer turno 11
Total 38

8. ¢Qué puedes decir de los equipos de Julidn, Andrea y Rubén?

Hoja de trabajo del alumno
Stuacion 1 — Actividad 2
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; COLEGIO CALASANZ MEDELLIN
(2 /)\.&.,\ PADRES ESCOLAPIOS
%, i &V I MATEMATICAS
ne GRADO 3°
JUGUEMOS BOLOS - 3
Equipo

Esta guia detrabajo pertenece a:

1.Relinete nuevamente con tus compafieros para jugar a los bolos.

2. Observa los puntajes que ahora se obtienen con cada color.
©®Bolos azules dan 7 puntos cada uno.
©Bolos verdes dan 8 puntos cada uno.
©®Bolos amarillos dan 9 puntos cada uno.
©Bolos rojos dan 10 puntos cada uno.

Tabla de registro grupal

Bolos azules Bolos verdes Bolos Bolos rojos  Puntaje
derribados derribados amarillos derribados total
derribados

Primer turno
Segundo turno
Tercer turno

Puntaje total

El equipo ganador fue:

Hoja de trabajo del alumno
Stuacion 1 — Actividad 3
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) COLEGIO CALASANZ MEDELLIN
PADRES ESCOLAPIOS

MATEMATICAS

Y/ GRADO 3°

JUGUEMOS BOLQOS - 4

W)
2
Y

=
@)
=<

Equipo

Esta guia detrabajo pertenece a:

PREGUNTAS DE TRABAJO INDIVIDUAL

1.En el equipo de Tatiana obtuvieron 72 puntos. Si se sabe que sélo tumbaron bolos
verdes. {Cudntos bolos tumbaron?

2.Rodrigo quiere obtener 90 puntos pero derribando solamente bolos rojos. ¢Cudntos
debe tumbar?

3.¢Cudl fue el puntaje de Adriana si derribé 6 bolos azules?

4.Ayuda al equipo de Isabel a llenar la tabla de registro grupal.

Bolos Bolos Bolos Bolos Puntaje total
azules verdes | amarillos rojos
derribados derribados derribados derribados
Primer turno 0 2 5 0
Segundo turno 9 0 0 74
Tercer turno 1 0 0 41
Total

5.Si el equipo de Andrea hubiera jugado con los puntos que ahora da cada bolo. ¢Cudl
hubiera sido el puntaje total?. Completa la tabla.

Bolos Bolos Bolos Bolos  Puntaje total
azules verdes  amarillos rojos
derribados derribados derribados derribados
Primer turno 4 4 0 4
Segundo turno 3 5 2 0
Tercer turno 0 3 4 2
Total

Hoja de trabajo del alumno
Stuacién 1 — Actividad 4
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ANEXO 4: JUGUEMOS PARQUES

\ COLEGIO CALASANZ
£] PADRES ESCOLAPIOS
X/® MEDELLIN Matemdticas grado 3° - 2005

JUGUEMOS PARQUES - 1
Esta guia de trabajo pertenece a:

1. Relinete con 3 comparfieros o compafieras mds para formar un equipo para jugar
parqués.

2.Cada uno elige el color de sus fichas. Y se determina quién inicia el juego lanzando un
dado.

3.Cada jugador debe lanzar los dados y avanzar las casillas indicadas, pero se debe
tener en cuenta que cada casilla vale 2 puntos.
Por ejemplo: si un jugador saca deberad avanzar 3 casillas porque 7 = 2
+ 2+ 2 y el equipo debera @ acordar qué se hara con los puntos
sobrantes.

4.Cada vez que un jugador realice un lanzamiento deberd llenar la siguiente tabla de
registro personal. Utiliza las que sean necesarias.

Saqué
Casillas recorridas
Puntos sobrantes

Saqué
Casillas recorridas
Puntos sobrantes

Saqué
Casillas recorridas
Puntos sobrantes

Hoja de trabajo del alumno
Situacion 2 — Actividad 1
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COLEGIO CALASANZ MEDELLIN
PADRES ESCOLAPIOS
MATEMATICAS

GRADO 3°

4 \Wr,‘
23

=
3
2}

=
>

JUGUEMOS PARQUES - 2

Esta guia detrabajo pertenece a:

PREGUNTAS DE TRABAJO INDIVIDUAL
1.Matias estuvo jugando parqués coh sus compafieros y elaboré la siguiente tabla para
conocer las casillas que avanzaria segln indicaran los dados en cada lanzamiento.
Ayldalo a completar la informacion que le hace falta.

Nombre: Matias Rodriguez

Saqué 2 |3 |4 6 8 |9
Casillas 1 2 3 4 5
recorridas

Puntos 0 1 1 0
sobrantes

2.La siguiente es la tabla de registro personal que elaboré Manuela Pérez. Como estd
incompleta, averigua cudntas casillas recorrié en total.

Nombre: Manuela Pérez

Saqué 7 12 |4 9 2 5 3 10 |8
Casillas
recorridas
Puntos
sobrantes

Total de casillas recorridas por Manuela Pérez durante el juego:

Hoja de trabajo del alumno
Stuacion 2 — Actividad 2
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S COLEGIO CALASANZ MEDELLIN

) PADRES ESCOLAPIOS

i &v MATEMATICAS
U

JUGUEMOS PARQUES - 3

LW

Esta guia detrabajo pertenece a:

PREGUNTAS DE TRABAJO INDIVIDUAL
1. En el grupo de Catalina y Julidn estuvieron jugando al parqués y ellos
decidieron que cada casilla tiene un valor de 3 puntos. Aylddale a Julidn a

completar la tabla de registro individual.

Nombre: Julidn Pérez

Saqué 2 4 5 6

Casillas 0 1 2
recorridas

Puntos 2 0 2
sobrantes

2. Félix elabord la siguiente tabla de registro individual. Descubre qué valor le
dieron a cada casilla en ese grupo y completa los espacios que faltan

Nombre: Félix Bustamante

Saqué 2 3 4 5 8 9 10
Casillas 0 0 0 1 1 1

recorridas

Puntos 2 3 4 0 1 2

sobrantes

Hoja de trabajo del alumno
Situacion 2 — Actividad 3
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Esta guia detrabajo pertenece a:

1. Relnete nuevamente con 3 compafieros o compafieras para jugar parqués,
pero ahora la condicion es que cada casilla tiene un valor de 5 puntos.

2. Observa el ejemplo de los primeros lanzamientos de Roberto Jiménez

Nombre: Roberto Jiménez

Saqué 2 |8 |12 |5 |3
Casillas recorridas | O 1 2 1 0
Puntos sobrantes 2 3 2 0 3

Explica con tus palabras la forma de completar la tabla cuando cada casilla vale 5
puntos. Y cémo se puede saber las casillas que al final se avanzan por los puntos
sobrantes de cada lanzamiento.

3. Completa tu propia tabla de registro personal mientras juegas con tus
compaiieros/as. Utiliza las que sean necesarias.

Nombre:

Saqué
Casillas recorridas
Puntos sobrantes

Saqué
Casillas recorridas
Puntos sobrantes

Saqué
Casillas recorridas
Puntos sobrantes

Hoja de trabajo del alumno
Situacion 2 — Actividad 4
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JUGUEMOS CANICAS - 1

Equipo

Esta guia de trabajo pertenece a:

1. Relnete con 5 compafieros o compafieras mds para formar un equipo.

2. Cada equipo dispone de 20 canicas que debe poner sobre una hoja tamafio
carta.

3. Cada jugador debe lanzar una canica hacia las que se encuentran sobre la
hoja, buscando hacer que la mayor cantidad de canicas se desplacen fuera
de ella.

4. Cada vez que desplace 2 canicas fuera de la hoja el jugador obtiene 5
puntos. Debe anotarse cada jugada en la hoja de registro, incluyendo si
queda alguna canica sobrante, para ser tenida en cuenta al final de los 5
turnos.

Tabla de registro personal

Desplacé

Puntaje

Sobraron
Puntaje
total

Hoja de trabajo del alumno
Stuacion 3 — Actividad 1
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Esta guia de trabajo pertenece a:

PREGUNTAS DE TRABAJO INDIVIDUAL

1. Explica en tu cuaderno como haces para encontrar el puntaje cuando
desplazas 6 canicas fuera de la hoja.

2. Si se sabe que cada vez que se desplazan 2 canicas, se obtienen 5 puntos,
completa la siguiente tabla para conocer el puntaje de Mario al desplazar 8
canicas.

Canicas| Puntaje

2 5

4

8

3. Luisa completd la siguiente tabla para saber el puntaje obtenido al
desplazar algunas canicas fuera de la hoja, pero algunos nimeros se
borraron. Ayddala a completar los nimeros que faltan.

Canicas| Puntaje

2

10

15
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4. La siguiente es la tabla de registro de Lucas. El realizé los cdlculos en el
primer lanzamiento, pero luego sélo escribié el ndmero de canicas
desplazadas. Averigua el puntaje que obtuvo en cada lanzamiento y en total.

Desplacé 5 6 3 10

Puntaje 10

Sobraron 1 0 1 0
Puntaje
total

5. A Liliana fambién debes ayudarla a llenar la tabla de registro. Ella sélo
escribid los puntajes y le falté escribir las canicas desplazadas en cada
lanzamiento.

Desplacé

Puntaje 10 10 15 20

Sobraron |0 1 0 1
Puntaje
total

Hoja de trabajo del alumno
Situacion 3 — Actividad 2
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Esta guia de trabajo pertenece a:

1. Relnete nuevamente con tus compaieros para jugar canicas.

2. Ahora la condicién es que cada vez que se desplacen 3 canicas fuera de la
hoja, se obtienen 2 puntos.

Tabla de registro personal

Desplacé

Puntaje

Sobraron
Puntaje
total

3. Describe el procedimiento empleado para conocer el puntaje cada vez que
se desplazan las canicas.

Hoja de trabajo del alumno
Stuacion 3 — Actividad 3
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Esta guia de trabajo pertenece a:

PREGUNTAS DE TRABAJO INDIVIDUAL
1. Completa la siguiente tabla para conocer el puntaje obtenido al desplazar 9
canicas.

Canicas | Puntaje Sobran

3 2 0
4 2 1
5 2 2
6 3 0
7 3 1
8 3 2
9

2. Completa la siguiente tabla para conocer el puntaje obtenido al desplazar 18
canicas.

Canicas | Puntaje
3 2
6 4
12
15
18
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3. Una persona que tuvo en un lanzamiento un puntaje de 10, ¢cudntas canicas
desplazé?

4. Si quiero obtener un puntaje de 20, ¢cudntas canicas debo desplazar?

5. Si se desplazan 16 canicas, ¢qué puntaje se obtiene?

Hoja de trabajo del alumno
Situacion 3 — Actividad 4
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Equipo
Esta guia de trabajo pertenece a:
PREGUNTAS DE TRABAJO INDIVIDUAL

1. Un grupo diferente de nifios también jugd a las canicas pero con una
condicién diferente. Observa la siguiente tabla y averigua la condicién para
obtener los puntajes.

Canicas Puntaje Sobran

6 2 0
12 4 0
24 8 0

2. Completa las siguientes tablas teniendo en cuenta la condicién que acabas de
encontrar.

Canicas | Puntaje
3
6 2
9
12
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Canicas | Puntaje | Sobran
6 2 0
7 2 1
8 2 2
9 3 0
10
1
12

3. Inventa una nueva condicion para jugar canicas:

4. Completa la siguiente tabla teniendo en cuenta la condicién que inventaste.

Canicas | Puntaje | Sobran

1

2

10

1

12

Hoja de trabajo del alumno
Situacion 3 — Actividad 5

154



ANEXO 6: JUGUEMOS CON ARENA

COLEGIO CALASANZ
PADRES ESCOLAPIOS

MEDELLIN

Matematicas grado 3° - 2005

Nombres: y

A continuacion se le hace entrega a cada pareja de 4 clases diferentes de vasos
Dibujar en € cuaderno los vasos que se les entregan.

1. Deberan llenar con arenalos diferentes vasos y tratar de descubrir cuantos de cada uno
se necesitan parallenar los demas.

2. ¢Cud es el vaso mas grande?

3. ¢Cud esd vaso més pequefio?

4. ¢Cuantas veces se debe llenar €l vaso A para completar €l vaso B?

Vaso A cabe vecesen €l vaso A Vaso C cabe vecesen € vaso A
Vaso A cabe vecesen € vaso B Vaso C cabe veces en € vaso B
Vaso A cabe vecesen €l vaso C Vaso C cabe vecesen € vaso C
Vaso A cabe vecesen e vaso D Vaso C cabe vecesen € vaso D
Vaso B cabe vecesen € vaso A Vaso D cabe vecesen € vaso A
Vaso B cabe veces en € vaso B Vaso D cabe veces en € vaso B
Vaso B cabe vecesen g vaso C Vaso D cabe vecesen g vaso C
Vaso B cabe vecesen € vaso D Vaso D cabe vecesen € vaso D

Después de realizar varios ensayos completar |a siguiente tabla de registro:

VASO | VASO | VASO | VASO
A B C D

VASOA
VASO B
VASOC
VASOD

Hoja de trabajo del alumno
Situacion 4 — Actividad 1
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1. Para hacer una gelatina se emplean 2 vasos D. Si se quiere dar la receta de la
gelatina pero diciendo la medida en vasos C. ¢Cudntos vasos C se hecesitan?

2. Enun juego de mufiecas Catalina se gasto 12 vasos B para servir el jugo.
¢Cudntos vasos D utiliz6? ¢Cudntos vasos A son?

3. La receta de un postre dice lo siguiente:
a. 2 vasos D de harina
b. 2 vasos C de azicar
c. 8 vasos B de jugo de limén
d. 10 vasos A de agua.

Escribe nuevamente la receta del postre pero midiendo los ingredientes con el
vaso B.
a.

b.
C.
d

Escribe nuevamente la receta del postre pero midiendo los ingredientes con el
vaso D.
a.

b.
C.
d

Hoja de trabajo del alumno
Stuacion 4 — Actividad 2
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