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1 PROBLEMA DE INVESTIGACION

En este capitulo se pretende hacer un andlisis de la literatura, con respecto a algunos
desarrollos sobre la ensefianza actual de la geometria, las grandes teorias de

aprendizaje, la geometria del doblado de papel y el modelo de Van Hiele.

1.1 REVISION DE LA LITERATURA
1.1.1. Sobre la enseiianza de la geometria

1.1.1.1 Algunos aspectos de la ensefianza actual de la geometria.

La ensefianza de la geometria, tanto a nivel secundario como a nivel universitario, ha
tenido ciertas dificultades por su tendencia tradicional y expositiva: tablero, tiza y
libro. De hecho, la serie documentos del MEN menciona que, la geometria “se ha
utilizado en el campo educativo como terreno natural para la introduccion de la
deduccion” (MEN, 2004, p. 8). Esto nos lleva a pensar que en ciertas instituciones se
realiza un acercamiento a ella de una manera formal, abstracta y descontextualizada; es
decir, se aborda su proceso de ensefianza y aprendizaje de una manera formal, aspecto
bastante positivo, que no es posible lograrlo en muchos de los casos, dado que exige
del estudiante un avanzado nivel de razonamiento. A veces no se tiene en cuenta que
la geometria es la rama de las matemdaticas més cercana a los estudiantes desde el
punto de vista intuitivo, porque puede ser construida a partir de procesos de
visualizacion y de experimentacion con objetos tangibles, particularidad que puede ser
aprovechada para generar verdaderos procesos de razonamiento, previos a la

formalizacion conceptual de la geometria.

Algunas investigaciones recientes han contribuido al proceso de ensefianza y
aprendizaje de la geometria, a partir de la utilizacion de herramientas informaticas

como el Cabri Géométre', el cual permite crear y recrear ambientes interactivos y de

! Nos remitimos al documento presentado por el Ministerio de Educacién Nacional en el afio 2004: “Pensamiento
geométrico y Tecnologias computacionales”.
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simulacion para el analisis de ciertos conceptos geométricos y su respectiva
representacion algebraica. Teniendo en cuenta que estas tecnologias podrian facilitar
el aprendizaje gracias a su grado de interactividad y “experimentacion virtual”, es
necesario mencionar que algunos programas requieren licencias, que suelen ser
costosas para las instituciones educativas; aunque se encuentran en la red muchisimos
applets gratuitos y software educativos que pueden facilitar los procesos en el aula de
clase. La eleccion finalmente queda en manos del profesor y/o del grupo de profesores

de matematicas de la institucion educativa.

La ensefianza de la geometria debe propiciar una buena formacion para la vida en
cuanto a exploracion, manipulacion, visualizacion, justificacion, experimentacion,

argumentacion, procesos de razonamiento, entre otros. Esto es,

“la ensefianza de la geometria debe reflejar una preocupacion por desarrollar
actividades en las distintas dimensiones, buscando lograr en los alumnos una
amplia experiencia y una perspectiva multifacética de lo que significa, elementos
claves para ganar en conocimiento geométrico util. Probablemente cualquier
situaciéon geométrica, por elemental que sea, permite una amplia gama de
posibilidades de exploracion, formulacion de conjeturas y experimentaciéon de

situaciones con la idea de explicar, probar o demostrar hechos.” (MEN, 2004, p. 2)

Por lo tanto, se deben disefiar estrategias que posibiliten la ensefianza de la geometria,
de tal manera que éstas permitan al estudiante vincularse a los procesos de abstraer,
experimentar, explorar, clasificar, sintetizar, conjeturar, representar, generalizar, inferir
conclusiones y finalmente demostrar y probar. Es decir, que ¢l desarrolle un

razonamiento de tipo espacial. Sin embargo,

“para poder disefiar ambientes de aprendizaje ricos en actividades geométricas en
las distintas dimensiones, los maestros de matematicas debemos experimentar con
diversas facetas del panorama geométrico. Entre mas dimensiones y conexiones
de la geometria conozcamos, podremos guiar con mayor €xito a nuestros alumnos

en la experiencia de aprender a aprender geometria y les ayudaremos a sentar
11



bases solidas para ampliar el panorama en los siguientes afios escolares y en la

vida.” (p. 3)

Una de esas estrategias es el doblado de papel, pues con este medio es posible lograr
procesos de visualizacion. La visualizacion, segun Clements y Battista (1992) “integra
los procesos por medio de los cuales se obtienen conclusiones, a partir de las
representaciones de los objetos bi o tridimensionales y de las relaciones o
transformaciones observadas en construcciones y manipulaciones” (citado por MEN,
2004, p. 10). Por lo tanto, a partir de la manipulacion de una hoja de papel, el
estudiante puede reflexionar geométricamente sobre los dobleces hechos y tomar una
posicion critica frente a la informacion que le brinda la construccion. De hecho, como
los procesos de visualizacion son la base de la actividad cognitiva, el estudiante “debe
ir evolucionando en la “forma de mirar” los objetos, desde percepciones visuales
simples, hasta aquellas que le permiten explotar el potencial heuristico de la
visualizacion” (p. 10). De ahi que, en general, el doblado de papel le permite al
estudiante: observar; comparar y ordenar propiedades y construcciones; lograr
clasificaciones logicas; hacer representaciones; retener y recuperar informacion;
interpretar geométricamente lo que hace cuando dobla el papel; hacer inferencias y
transferencias de las construcciones con doblado de papel para lograr abstracciones y
finalmente, evaluar sus conocimientos. Todos estos aspectos contribuyen al

mejoramiento del nivel de razonamiento del estudiante.

1.1.1.2 El modelo de Van Hiele

En los lineamientos curriculares de Matematicas del Ministerio de Educacion Nacional
se menciona que el modelo de Van Hiele es una propuesta que describe con mucha

precision el proceso de evolucion del pensamiento geométrico de los estudiantes

(MEN, 1998).

En este sentido, teniendo en cuenta los lineamientos curriculares, Van Hiele propone

“cinco niveles de desarrollo del pensamiento geométrico que muestran un modo de

12



estructurar el aprendizaje de la geometria” (MEN, 1998, p. 38). Estos niveles son los

siguientes:

Nivel I: De reconocimiento visual. El estudiante reconoce las figuras como un todo, es
decir, se le dificulta encontrar partes constitutivas de los objetos (MEN, 1998); se
limita a describirlos de manera general en su forma fisica (Jaime y Gutiérrez, 1990): el

color, la forma, entre otros.

Por ejemplo, un estudiante de seis afios puede reproducir un cuadrado, un rombo y un
rectangulo; puede memorizar sus nombres, pero los recuerda como unidades, como tres
figuras distintas (MEN, 1998). El estudiante no percibe partes constitutivas ni
propiedades, no percibe que el cuadrado es un tipo especial de rombo o de rectangulo.
Si se le pregunta por la diferencia, probablemente se base en el tamafio, la forma, e

incluso, el color (Jaime y Gutiérrez, 1990).

Nivel II: De anélisis. El estudiante es capaz de determinar las partes constitutivas de
los objetos; es capaz de encontrar propiedades, pero todavia no cuenta con las
capacidades suficientes para relacionar unas propiedades con otras, o hacer
clasificaciones correctas (Jaime y Gutiérrez, 1990). En este nivel, “los objetos sobre
los cuales los estudiantes razonan son las clases de figuras, piensan en términos de

conjuntos de propiedades que asocian con esas figuras” (MEN, 1998, p. 39).

Por ejemplo, para un estudiante que razone en este nivel, un rectangulo es un
cuadrilatero con dos pares de lados paralelos, angulos rectos, lados opuestos iguales,
etc. (Jaime y Gutiérrez, 1990). Sin embargo, ¢l todavia no percibe que unas
propiedades se relacionan con otras y no percibe que el rectangulo es un tipo particular

de paralelogramo.

Nivel III: De clasificacion. El estudiante es capaz de relacionar unas propiedades con
otras; de hecho puede establecer que unas propiedades se deducen de otras; es capaz de
hacer clasificaciones logicas correctas. En este nivel, el estudiante empieza a

comprender la estructura axiomatica de las matematicas, es capaz de seguir

13



demostraciones, pero todavia se le dificulta hacerlas sin una correspondiente ayuda
(Jaime y Gutiérrez, 1990). De hecho, “los objetos sobre los cuales razonan los

estudiantes son las propiedades de clases de figuras” (MEN, 1998, p. 39).

Un estudiante que razone en este nivel, en el caso de los cuadrilateros, puede entender
que la igualdad de angulos opuestos implica el paralelismo de los lados o que la
igualdad de lados implica la perpendicularidad de las diagonales (Jaime y Gutiérrez,
1990). El estudiante en este nivel, puede realizar clasificaciones logicas, por ejemplo,
puede establecer, de acuerdo a la definicion, que un cuadrado es un rombo y un

rectangulo.

Nivel IV: De razonamiento deductivo. En este nivel, el estudiante entiende el sentido
de los axiomas, los teoremas y las demostraciones, pero aun se le dificulta “hacer
razonamientos abstractos” (MEN, 1998, p. 39), ni entiende totalmente “el significado

del rigor en las demostraciones” (p. 39).

Nivel V: De rigor. El estudiante comprende la estructura axiomatica de las
matematicas (Jaime y Gutiérrez, 1990) y es capaz de realizar demostraciones de

propiedades, que antes habia abordado de manera informal.

Un estudiante en este nivel, puede hacer demostraciones formales y rigurosas de las
propiedades de los cuadrilateros, que habia demostrado informalmente en niveles

anteriores. Incluso, puede hacer demostraciones de otras propiedades mas complejas.

En el capitulo 2 se abordaran estos niveles nuevamente, teniendo en cuenta otra

nomenclatura.

1.1.1.3 Sobre la visualizacion en geometria

Clements y Battista (1992) asumen que la visualizaciéon “integra los procesos por
medio de los cuales se obtienen conclusiones, a partir de las representaciones de los

objetos bi o tridimensionales y de las relaciones o transformaciones observadas en

14



construcciones y manipulaciones” (citados por MEN, 2004, p. 10). En este sentido,
con el doblado de papel y su axiomatica, es posible que el estudiante logre procesos de
visualizacion en las construcciones que se le proponen y pueda llegar a conclusiones

veraces.

Es importante resaltar que la visualizacion “esta en la base de la actividad cognitiva en
geometria” (MEN, 2004, p. 10) y le permite al estudiante pasar de un proceso inicial de
solo mirar la figura a un proceso mas complejo, donde puede deducir propiedades de
las figuras y llegar incluso, a conceptos matematicos y/o geométricos. Por lo tanto, el
doblado de papel hace parte de la tendencia que busca “hacer del razonamiento visual
una practica aceptable y habitual para el aprendizaje” (Figueiras y Deulofeu, 2005, p.
217).

Por otro lado, Figueiras y Deulofeu (2005) asumen que la visualizacion se relaciona
con “las representaciones intuitivas y geométricas que pueden presentar las ideas y los
conceptos matematicos, que permiten al estudiante la exploracion de un problema vy, al
menos, una primera aproximacion a su solucion” (p. 218). Arcavi (2003) menciona
que este proceso tiene tres roles fundamentales para el estudiante de matematicas:
“actuar como soporte e ilustracion de resultados simbolicos; resolver el conflicto entre
soluciones correctas simbolicas e intuiciones incorrectas; reorganizar ciertas
caracteristicas de los conceptos, muchas de las cuales pueden ser obviadas por las
soluciones formales” (citado por Figueiras y Deulofeu, 2005, p. 218). Sin embargo,
Figueiras y Deulofeu (2005) afiaden otro nuevo rol a la visualizacion y es “potenciar un

cambio de concepcion respecto a la matematica” (p. 218).

A continuacion, se mencionardn tres niveles de la visualizacion, que se relacionan
estrechamente con los propuestos por Duval (1998) (citado por MEN, 2004) y se hara

una breve comparacion con los niveles de Van Hiele:

Nivel global de percepcion visual: Este es el nivel mas elemental de visualizacion. En
¢l se encuentra la percepcion global de las iméagenes (forma total de la imagen) que

permite asociar figuras a objetos fisicos. Esto es,
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“en un contexto matematico, la percepcion global actia para reconocer formas
prototipicas que se asocian con nombres de figuras geométricas. En la percepcion
de estas formas prototipicas predominan aspectos no matematicos como la
posicion (boca arriba, boca abajo) o el tipo de trazo (grueso, delgado). Por esta
razén, este nivel debe dar paso, en la ensefianza de la geometria, a una mirada
matematica de las figuras que active la mente hacia la blisqueda de objetos

geométricos y sus relaciones” (p. 10).

Este primer nivel se puede relacionar con el primer nivel de razonamiento de Van
Hiele, reconocimiento visual, en la medida que el estudiante reconoce las figuras por
su apariencia general, es decir, describe los objetos en su forma fisica: el color, la
forma, el tamafio. Ademas, reconoce la figuras geométricas como un todo y se le
dificulta encontrar partes constitutivas de los objetos o encontrar propiedades

matematicas que los caracterizan.

Nivel de percepcion de elementos constitutivos: Este es un nivel posterior de
visualizacion en el que ya no solamente se percibe la forma global, sino que se percibe
la imagen constituida por elementos de su misma dimension o de inferiores (MEN,

2004).

“Desde el punto de vista matematico, lo relevante para construir conceptos y
relaciones geomeétricas, es la identificacion de esos elementos constitutivos de la
figura y las relaciones entre ellos. En este nivel se rompe con el esquema de
imagenes prototipicas, pues la orientacion o tamafio de las formas dejan de ser
relevantes, para considerar en primer plano, las relaciones entre los elementos

constitutivos” (p. 11)

De acuerdo a lo anterior, lo que se pretende con la construccion de las secciones
conicas mediante el doblado de papel y su respectiva axiomatica, a la luz de la teoria
de los Van Hiele, es que en un primer momento, el estudiante perciba la imagen como

un todo y posteriormente, con base en ciertas preguntas pueda identificar algunas
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relaciones importantes y pueda llegar a comprender los conceptos de cada una de las

secciones conicas como lugares geométricos.

Este segundo nivel de visualizacion, se relaciona con el segundo nivel de Van Hiele, el
de analisis, puesto que el estudiante es capaz de determinar las partes constitutivas de
las figuras; es capaz de encontrar algunas propiedades matematicas de las figuras, pero
todavia no cuenta con las capacidades suficientes para relacionar unas propiedades con
otras, o hacer clasificaciones correctas; puede extraer otras propiedades por la
observacion de las partes constitutivas, e incluso puede hacer algunas generalizaciones

de propiedades a figuras de la misma clase.

Nivel operatorio de percepcion visual: Es en este nivel donde se puede operar sobre las
figuras, realizando transformaciones visuales que no necesariamente estan atravesadas
por el discurso (MEN, 2004). En este caso, “ya no se trata unicamente de la
percepcion de caracteristicas de una configuracion, sino de una manipulacion mental
de las subconfiguraciones, para obtener otra disposicion significativa y util” (p. 13).
Por lo tanto, en este nivel el estudiante reorganiza los elementos constitutivos de una
figura y logra una configuraciéon mas compleja e importante para la soluciéon de su

problema inicial.

Este nivel se relaciona con el tercer nivel de razonamiento de Van Hiele, de
clasificacion, porque el estudiante en este nivel es capaz de relacionar unas
propiedades con otras; de hecho puede establecer que unas propiedades se deducen de

otras y es capaz de hacer clasificaciones logicas correctas.

Como vimos en parrafos anteriores, los niveles de la visualizacion mencionados por el
MEN (2004) se relacionan con los niveles de razonamiento de Van Hiele. Sin
embargo, el modelo de Van Hiele tiene otros aspectos importantes que no se perciben
en esta caracterizacion de la visualizacion dada por Duval (1998). Por ejemplo, el
modelo incluye tres topicos fundamentales, que se mencionaran en el capitulo 2: los
niveles de razonamiento, las fases de aprendizaje y el insight. Ademas, establece que

el paso de un nivel al siguiente se produce cuando se crea una nueva red de relaciones

17



que incorpora a la anterior nuevos conceptos o nuevas relaciones (Jaime y Gutiérrez,

1990), lo cual no se observa en los niveles de la visualizacion.

1.1.1.4 Investigaciones realizadas en el contexto del Modelo de Van Hiele.

Desde el afio 1982 se han desarrollado algunos proyectos de investigacion, cuyo
objetivo fue realizar una revision curricular, principalmente en geometria, aplicando las
directrices del modelo educativo de Van Hiele. En Estados Unidos se desarrollaron, en
particular, tres proyectos que tuvieron mucha difusion: el proyecto Chicago, el

proyecto Oregon y el proyecto Brooklyn (Jaramillo, 2003).

Proyecto Chicago: “Van Hiele Levels and achievement in secondary school

geometry”

Este proyecto fue dirigido por Zalman Usiskin y su propdsito principal fue “analizar la
habilidad de la teoria de Van Hiele para describir y predecir el resultado de los

estudiantes de geometria de la escuela secundaria” (Usiskin, 1982, p. 8).

Los resultados mas importantes de este proyecto fueron:

- El quinto nivel de razonamiento de Van Hiele no puede ser detectado (Jaramillo,
2000). Es importante tener en cuenta que la nomenclatura de los niveles de

razonamiento depende de cada autor.

- Usiskin (1982) propuso la propiedad de “secuencia fija” de los niveles de

razonamiento.

- “Decisiones arbitrarias respecto al numero de respuestas correctas necesarias para
obtener un nivel pueden afectar al nivel asignado a muchos estudiantes” (Usiskin,

1982, p. 80).
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- Los niveles de Van Hiele “son un buen predictor de los resultados actuales en
geometria y un razonable buen predictor de resultados posteriores™ (Usiskin, 1982,

pp- 82, 89).

Proyecto Oregon: “Assessing children’s intellectual growth in geometry”

Este proyecto fue dirigido por William Burger, de la Universidad del Estado de

Oregon. El estudio se centrd basicamente en las siguientes tres preguntas:

“¢Son los niveles de Van Hiele utiles para describir el proceso de pensamiento de
los estudiantes en las tareas de geometria? ;Pueden los niveles ser caracterizados
operacionalmente por la conducta de los estudiantes? ;Puede un procedimiento de
entrevista ser desarrollado para revelar los niveles predominantes en el
razonamiento en una especifica tarea de geometria?” (Burger y Shaughnessy,

1986).

Después de llevado a cabo, el proyecto de investigacion respondid afirmativamente los

anteriores interrogantes, y obtuvo otros resultados importantes como:

- La entrevista escrita y el formulario de anélisis, son utiles para detectar los niveles

de razonamiento pre-encontrados.

- Burger y Shaughnessy (1986) afirmaron que: “los niveles aparentan ser estructuras
complejas envolviendo el desarrollo de conceptos y procesos de razonamiento,
aplicables a muchos ambientes de tareas” (citado por Jaramillo, 2003, p. 27).
Ademas, afirmaron también que: “la oscilacion entre niveles de razonamiento pre-
encontrados en un estudiante, presumiblemente entre un periodo de transicion entre
un nivel y el siguiente, indica que los niveles son mas bien dindmicos que estaticos,

como teorizd Van Hiele” (p. 27).

Proyecto Brooklyn: “Geometric thinking among adolescents in inner city schools”.
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El proyecto fue dirigido por Davis Fuys y Dorothy Geddes de Brooklyn College, y se

centr6 en las siguientes cuatro tareas:

“La traduccion de los materiales del trabajo de los Van Hiele, del aleman al inglés,
y el desarrollo de documentacion més detallada sobre la version conductista de los

niveles.

El desarrollo de tres modulos de evaluacion-instruccion para ser usados con

sujetos en entrevistas clinicas.

Entrevistas con alumnos participantes del proyecto.

Analisis de los niveles de razonamiento sobre material de geometria en tres series

de libros de textos de EE.UU” (Zapata y Sucerquia, 2009, p. 63).

Los resultados mas importantes de este proyecto fueron:

- El cuarto nivel de razonamiento de Van Hiele puede ser caracterizado

operacionalmente por la conducta (Jaramillo, 2003).

- Existen periodos de transicion entre los niveles, es decir, un estudiante estara

fluctuando entre el nivel n — 1 y el nivel n de razonamiento (Jaramillo, 2003).

- Burger y Shaughnessy (1986) afirmaron que “... Los niveles parecen ser complejas
estructuras que envuelven los desarrollos de ambos, conceptos y procesos de

razonamiento, aplicables a muchas de las tareas” (Citado por Jaramillo, 2003, p.

28).
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1.1.2 Algunas teorias de aprendizaje.

1.1.2.1 Modelo de Pirie y Kieren

El modelo de Pirie y Kieren es una teoria de aprendizaje creada por Susan Pirie y
Thomas Kieren en el afio 1994. Basados en la definicion de comprension de
Glasersfeld (1987), establecieron su posicion teorica frente a este concepto de la
siguiente manera: “es un fendémeno recursivo, y la recursion parece ocurrir cuando el
pensamiento cambia los niveles de sofisticacion...” (Meel, 2003, p. 235). De acuerdo
a su definicion, conceptualizan su modelo sobre la evolucion de la comprension en
matematicas y establecen ocho niveles o estratos: conocimiento primitivo (llamado por
otros autores como conocimiento intuitivo, situado, previo o informal), creacion de
imagen, comprension de la imagen, observacion de la propiedad, formalizacion,

observacion, estructuracion e invencion.

Cada uno de los estratos, exceptuando el de conocimiento primitivo y el de invencion,
poseen una complementariedad de forma y proceso. Las acciones orientadas a la
forma buscan determinar el estrato en el que un estudiante determinado estd operando.
Sin embargo, seglin los autores, si no se presenta la accion complementaria entonces

no se puede garantizar que el estudiante esté trabajando en un estrato particular.

Para Pirie y Kieren (citados por Meel, 2003), los elementos complementarios para cada

estrato son:

“El estrato de creacion de la imagen estd compuesto por los elementos
complementarios llamados realizacion de la imagen y analisis de la imagen [...].
El estrato de comprension de una imagen tiene dos elementos complementarios:
visualizacion de una imagen y expresion de una imagen [...]. En el estrato de
observacion de la propiedad, las dos complementariedades son la prediccion de la
propiedad y el registro de la propiedad [...]. En el estrato de la formalizacion, la
aplicacion del método y la justificacion del método son dos elementos
complementarios; mientras que el estrato de observacion contiene las
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complementariedades de la identificacion de las caracteristicas y descripcion de las
caracteristicas. El ultimo estrato que contiene complementariedades es el estrato
de estructuracion y contiene la conjetura de un teorema y la demostracion de un

teorema” (p. 241).

Para Pirie y Kieren (Meel, 2003), la comprension matematica se puede definir “como
estable pero no lineal” (p. 235). Ellos consideran la comprension en la linea de
Schoenfeld (1989) como “un elemento organico inestable y retrogresivo, como un
proceso de crecimiento interminable, completo, dindmico y estratificado, rechazan la
nocion del crecimiento de la comprension como una funciéon mondtona creciente y la
consideran como un proceso dindmico de organizacion y reorganizaciéon (Pirie y
Kieren 1992b, 1994b)” (Citado por Meel, 2003, p. 235). Es decir, comprender no se
limita solo a creer que se posee el saber sobre algo, es un proceso que nos permite

reestructurar y organizar las ideas.

El Modelo de Van Hiele y el Modelo de Pirie y Kieren son cognitivistas, pero el
primero es un modelo de ensefianza, mientras que el segundo es una teoria de
aprendizaje. Ademads, el modelo de Van Hiele propiamente dicho, estd enfocado en la
ensefianza de la Geometria Euclidiana (existen investigaciones que aplican el modelo
en otras ramas de la matematica, como las de Llorens (1994), Campillo (1999),
Esteban (2003), Jaramillo (2003), entre otras) y el modelo de Pirie y Kieren esta

enfocado en la comprension en matematicas a nivel general.

1.1.2.2 Constructivismo: Piaget y Vigotski.

Jean Piaget fue un bidlogo, filésofo y psicologo suizo; €l sitha su trabajo
especificamente en la formacion y desarrollo del conocimiento en los seres humanos
(Rosas y Sebastian, 2004). Su epistemologia propuesta y desarrollada se basa en la
“conviccion de que todas las estructuras que conforman la cognicién humana tienen
una génesis a partir de alguna estructura anterior: por medio de procesos de
transformacion constructiva, las estructuras mas simples van siendo incorporadas en

otras de orden superior” (p. 12).
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De acuerdo con Brainerd (1978), “es posible articular la teoria piagetiana sobre la base
de tres grandes ejes conceptuales: estructura cognitiva, funcion cognitiva y contenidos

de la cognicion” (Citado por Rosas y Sebastian, 2004, p. 12).

Segun Piaget, las estructuras cognitivas son abstractas y no pueden ser medidas
directamente, sino a partir de la observacion de diversas conductas; ¢l sostiene que las
estructuras son sistemas de transformaciones de un estado a otro, unidades
caracterizadas por “leyes de transformacion que le permiten expresarse y reconstruirse
en elementos particulares” (Rosas y Sebastian, 2004, p. 13 — 16). Piaget distingue dos
tipos de estructuras cognitivas: los esquemas y las operaciones. Los esquemas, en
particular, corresponden a las “unidades basicas de la estructura cognitiva humana” (p.
16), es decir, son una serie de contenidos cognitivos: “acciones inteligentes especificas,
tales como percepciones, recuerdos, conceptos, simbolos, acciones motoras” (p. 17).
Por su parte, las operaciones cognitivas corresponden a “coordinaciones de acciones
interiorizadas, reversibles, agrupadas en sistemas de conjunto con leyes de totalidad”
(p. 18). Las operaciones concretas son aquellas en las que las acciones interiorizadas
tienen como objeto imagenes de objetos materiales; las operaciones formales
corresponden a acciones interiorizadas que operan sobre otras acciones interiorizadas

mas basicas (p. 18 — 19).

Piaget propone dos invariantes funcionales a la base de la cognicion humana:

“la organizacion, que trata de responder al problema de la conservacion de la
identidad a lo largo de la ontogenia, y la adaptacion, que trata de responder al
problema de cémo es posible la transformacion del organismo en su interaccion

con el medio, con conservacion de la organizacion” (p. 20).

El dinamismo del desarrollo cognitivo, segiin este autor, se explica a través de un
" - ., : .

constante proceso de equilibracion entre las dos fuerzas que permiten la adaptacion: la
asimilacion y la acomodacion” (p. 23). La asimilacion tiene que ver con la

incorporacion de un nuevo elemento a una estructura preestablecida y la acomodacion,
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con la modificacion de la estructura para ajustarse a las caracteristicas del nuevo

elemento (Rosas y Sebastian, 2004).

Los contenidos de la cognicion, segun Piaget, son:

“aquellos elementos que se han referido anteriormente como los que, organizados
de acuerdo a ciertas relaciones, encarnan en la practica las estructuras cognitivas
de todo tipo. Entre estos elementos, se cuenta a percepciones, recuerdos,
conceptos, operaciones e incluso estructuras o un ‘objeto cualquiera’ de
matematicas o logica, desde los niveles de la accion humana mas ligados al mundo
material hasta las mas refinadas abstracciones producto del conocimiento

sistematico de una cultura” (p. 27).

En general, el paso de una etapa del desarrollo a la siguiente se caracteriza por un
cambio de nivel entre estructura y contenido. Segin Vuyk (1984), “la estructura
equilibrada de la etapa anterior se ve superada e integrada en la etapa posterior,
pasando a convertirse en contenido de la etapa de nivel superior” (Citado por Rosas y

Sebastian, 2004, p. 27).

En este sentido, las cuatro etapas del desarrollo planteadas por Piaget, son:

Etapa sensoriomotriz (0 — 2 afos): EI maximo logro del nifio en esta etapa, es “la
adquisicion de la funcién simbolica o capacidad de representar el mundo externo por

medio de simbolos” (p. 27).

Etapa preoperacional (2 — 7 afios): El maximo logro del nifio en esta etapa es la
“preparacion, a partir del ejercicio activo del uso de simbolos, para la adquisicion de

29

las ‘operaciones mentales’” (p. 27), que son las estructuras cognitivas que le permiten

al sujeto operar de manera logica y reversible.

Etapa de las operaciones concretas (7 — 12 afios): En esta etapa, el nifio utiliza la l6gica

en su accion con los objetos de su entorno (Rosas y Sebastian, 2004).
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Etapa de las operaciones formales (a partir de los 12 afios): El individuo, en esta etapa,
tiene la posibilidad de operar en su ambiente de manera “hipotético-deductiva, aun en

ausencia de experimentacion practica” (p. 28).

Por otro lado, el ruso Liev Vigotski, nacido en 1896, en su teoria historico-cultural,
asume un enfoque materialista del estudio de la psicologia humana en todos sus

niveles. Para él,

“la situacion de progreso del ser humano actual seria el producto de una linea de
desarrollo que no es la biologica, sino una cualitativamente distinta, a saber, la
histérico cultural, inaugurada por la creacion de herramientas materiales y sociales
ligadas a la organizacion del trabajo humano” (Van der Veer y Valsiner, 1991,

citados por Rosas y Sebastian, 2004, p. 31).

La primera linea de desarrollo, la natural, corresponde a actos o procesos psicoldgicos
que son compartidos con otros animales; la segunda linea, la artificial, implica acciones
y procesos de tipo instrumental y se caracteriza por “la incorporaciéon de signos
desarrollados histérico-culturalmente, los cuales cambian por completo la naturaleza y
expresion de los procesos psicoldgicos elementales antes desarrollados, dando pie a la

aparicion de procesos psicologicos superiores” (p. 31 —32).

Para Vigotski, los recursos ofrecidos por la cultura son elementos de mediacion, son
signos utilizados por los individuos en su proceso de desarrollo ontogenético, el cual
tiene tres etapas principales: primera, predominio de funciones psicologicas
elementales que posibilitan asociaciones directas y, elementos de mediacion como
objetos materiales, para poder recordar, pero que son utilizadas de forma ineficaz por
parte del nifio; segunda, los sujetos utilizan los elementos disponibles de forma externa
y tercera, el individuo utiliza signos internos, en vez de elementos concretos externos

(Rosas y Sebastian, 2004).

En el siguiente cuadro, presentado por Rosas y Sebastian (2004) en su obra, se resumen

las diferencias y semejanzas entre las teorias de Piaget y Vigotski.
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Tabla 1: Contrapunto de Piaget y Vigotski (p. 80)

Caracteristicas Piaget Vigotski
(Quién construye? Cuatro sujetos diferentes, | Un sujeto mediado
dependiendo del nivel de | semiodticamente.
desarrollo cognitivo.
(,Qué se construye? Estructuras generales del | Sentido y funciones

conocimiento cientifico.

psicoldgicas superiores.

(Coémo se construye?

Por abstraccion reflexiva

autorregulada (equilibracion).

Por internalizacion de la

actividad  social  (procesos

interpsiquicos convertidos en

intrapsiquicos).
Modelo de hombre Guiado por el imperativo | Guiado por la nocién de
categoOrico: deduccion de | progreso: principios morales

principios morales a partir de

principios trascendentes.

racionales, pero histéricamente

situados.

Fin ultimo de la

educacion

Desarrollo de las operaciones
formales: pensamiento cientifico

y juicio moral.

Internalizacion de herramientas
semioticas, compartir

comunidad de sentido.

(Cual es su concepcion

de aprendizaje?

Aprendizaje por descubrimiento:

a partir de modificacion de

Aprendizaje mediado:

apropiacion de herramientas

estructuras  determinada  por | culturales que culminen en la
principios dialécticos del | internalizacion del mediador.
aprendizaje.

Dominio de interacciones | Principalmente = mundo  de | Principalmente mundo social.

para el aprendizaje

objetos fisicos.

(Qué rol juega el
educador en el

aprendizaje?

Planificador de instancias de

aprendizaje por descubrimiento.

Diagnosticador dinamico de
ZDP 'y nmediador en la

disminucion de errores.

Para Piaget, el aprendizaje se da por descubrimiento y es una funcién del desarrollo;

para Vigotski el aprendizaje es mediado por la actividad social; para Van Hiele el paso

de un nivel al siguiente se produce cuando se crea una nueva red de relaciones que

surge de la incorporacion de nuevos conceptos o de nuevas relaciones y es una funcion
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del aprendizaje. En particular, este ultimo relaciona la comprension de un concepto
con el avance en los niveles, gracias a su razonamiento; mientras que Piaget lo
relaciona solo con su desarrollo cognitivo y Vigotski, sdlo con la apropiacion de
herramientas culturales. El interés de nuestra investigacion es la comprension del
concepto de elipse como lugar geométrico, a través del razonamiento sobre figuras

hechas mediante el doblado de papel, en el contexto de Van Hiele.

1.1.3 Secciones conicas.

1.1.3.1 Las secciones conicas a traves de la historia

Uno de los principales hechos paradigmaticos que posibilitaron el descubrimiento de
algunos lugares geométricos, fue el abordaje de los tres problemas clasicos de la
antigliedad: la cuadratura del circulo, la triseccion del angulo y la duplicacion del cubo.

De hecho,

“muchos sabios y filésofos se ocuparon de la resolucion de los tres problemas
clasicos y, aunque sin demostrarlo rigurosamente, pronto se dieron cuenta que la
solucion era imposible utilizando s6lo la regla y el compas en un ntimero finito de
etapas. Abandonada esta condicion, el intento de hallar soluciones condujo al

descubrimiento de algunos lugares geométricos...” (Del Rio, 1996, p. 12).

Cuando los sabios se dieron cuenta que no era posible solucionar esos problemas con
una regla no graduada y un compas, decidieron buscar otras soluciones alternativas con
otros métodos. Menecmo, por ejemplo, descubrid que al seccionar un cono con un

plano podia resolver el problema de la duplicacion del cubo (Del Rio, 1996).

Posteriormente, “Menecmo descubrié también la elipse y la hipérbola, seccionando
conos acutangulos y obtusangulos respectivamente con planos perpendiculares a una
de sus generatrices...” (p. 14). Por lo tanto, este matematico podia obtener tres tipos

de curvas diferentes “a partir de conos rectos de tres tipos distintos, segin que el
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angulo del vértice fuese agudo, recto u obtuso, y siempre tomando secciones

perpendiculares a una generatriz” (p. 22).

Mas adelante, Apolonio de Perga, llamado “el gran gedmetra” obtuvo las mismas tres
curvas pero utilizando un solo cono circular cualquiera. Por lo tanto, ¢l fue el primero

n

“observar y demostrar que los tres tipos de secciones conicas (elipse, parabola e
hipérbola) podian obtenerse como secciones de un mismo cono circular recto (e
incluso de un cono circular no recto) sin mas que cambiar la posicion del plano

que genera la seccion” (Ibanez, 2002, p. 12).

Parece ser que tanto Apolonio como Euclides, en su época, conocian “las propiedades
focales de las conicas” (p. 12), pero fue en el libro Coleccion Matematica de Pappus
de Alejandria (290 - 350 d.c.) donde aparece por primera vez un tratamiento de las

propiedades foco — directriz de las tres secciones conicas en cuestion (Ibaiez, 2002).

Aunque Apolonio estudié con profundidad las secciones conicas, hasta el punto de
escribir un tratado sobre las mismas llamado “Sobre las secciones conicas”, no se
preocupd de su utilidad (Boll, 1981). De la misma manera, la construccion con
doblado de papel de cada una de las secciones conicas, permite definirlas como lugares
geométricos, sin mostrar explicitamente sus aplicaciones en la solucion de problemas
practicos.  Sin embargo, se considera fundamental que el estudiante primero
“reconozca y describa curvas o lugares geométricos” (MEN, 2003, p. 21) antes de
“resolver problemas en los que se usen las propiedades geométricas de figuras conicas
de manera algebraica” (p. 20). Por lo tanto, en este trabajo de investigacion
prevalecera el reconocimiento e identificacion de lugares geométricos, sin demeritar su
parte algebraica, que se considera un tema de gran importancia para un trabajo de

investigacion posterior.

Después de ese exhaustivo estudio de las secciones conicas por parte de los
matematicos griegos, éstas permanecieron olvidadas hasta el renacimiento, cuando
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algunos cientificos de gran reconocimiento encontraron aplicaciones importantes de las
conicas y las utilizaron para resolver problemas practicos (Ibaniez, 2002). Galileo, por
ejemplo, encontrd que el movimiento de un proyectil se relacionaba con una parabola;
Kepler y Newton relacionaron la trayectoria de los planetas al derredor del sol con una
elipse (Boll, 1981). EI hecho de encontrar las aplicaciones de estas curvas en la vida
cotidiana, nos hace pensar en un segundo hecho paradigmatico de gran trascendencia,

que logroé que tomaran su verdadero lugar en las matematicas.

A comienzos del siglo XVII, se inician las primeras ideas sobre un método para
orientar los problemas geométricos de forma algebraica. Sus principales precursores
fueron “René Descartes y Pierre Fermat, [que] no fueron precisamente matematicos

profesionales...” (Del Rio, 1996, p. 38). Segun Collette (1985),

“ni descartes ni Fermat inventaron el uso de las coordenadas o de métodos
analiticos, y ni uno ni otro fueron los primeros en aplicar el algebra a la geometria
o en representar graficamente las variables. La contribucion independiente de
cada uno reposa esencialmente en el reconocimiento de que una ecuacion dada con
dos incognitas puede considerarse como la determinacion de una curva plana, con
respecto a un sistema de coordenadas. Ademas, si se afiaden a esto los métodos
algoritmicos desarrollados por cada uno para unir estrechamente la ecuacion y la
curva correspondiente, todo ello bastard para atribuirles el mérito de ser los

fundadores de la geometria analitica” (citado por Del Rio, 1996, p. 38).

Por lo tanto, la geometria analitica “ampli6 el concepto de lugar geométrico al incluir
bajo su dominio, con pleno derecho, las ecuaciones algebraicas de dos variables, es
decir, las llamadas curvas algebraicas. Un ente algebraico tomd, de este modo,

naturaleza geométrica” (p. 40).

Por otro lado, en nuestro trabajo de investigacion se van a utilizar las siguientes

definiciones de cada una de las secciones conicas, como lugares geométricos:
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i) la elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias
a dos puntos fijos (focos) es constante; ii) la parabola es el lugar geométrico de
los puntos del plano que equidistan de un punto fijo (foco), y de una recta fija
(directriz); iii) la hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya
diferencia de distancias a dos puntos fijos (focos) es constante” (Ibafiez, 2002, p.

12).

1.1.3.2 ; Por qué elegir la elipse?

El conocimiento de las tres secciones conicas elipse, hipérbola y pardbola, se ha
revelado indispensable en el estudio de la trayectoria de los planetas alrededor del sol
(elipse), en el movimiento de proyectiles (parabola) o en el diagrama de motores
términos (hipérbola) (Boll, 1981). Todas tres tienen sus aplicaciones bien definidas en
la fisica o en el calculo. Sin embargo, en nuestro trabajo de investigacion, hemos
optado por dirigir nuestros esfuerzos en la comprension del concepto de elipse como
lugar geométrico, en primer lugar, por su importancia en el movimiento de los cuerpos
celestes, y en segundo lugar, porque su comprension, de acuerdo con nuestra
propuesta, trae consigo la comprension de otros conceptos geométricos como el de

mediatriz o de circunferencia.

Movimiento de los cuerpos celestes.

Uno de los fendémenos que mas ha intrigado al hombre desde sus comienzos ha sido sin
lugar a dudas, el movimiento de los cuerpos celestes. Por mera observacion, los
antiguos pudieron determinar que el sol, la luna y las estrellas “describian arcos
circulares sobre el cielo con un movimiento regular” (Del Rio, 1996, p. 58). Sin
embargo, habia otros cuerpos (los planetas) que no se comportaban de manera similar,
pues se desplazaban lentamente o en algunas ocasiones, retrocedian. Este fue
precisamente el problema que se planted Platon (IV a. C): “;Qué tipo de movimiento
es el de los planetas que los hace moverse de un modo tan distinto a las estrellas?” (p.

58).

30



Platon, Eudoxio y Aristoteles propusieron entonces, un modelo geocéntrico del
universo en el que la tierra, inmovil, se ubicaria en el centro y los demas cuerpos
girarian en torno a ella, cada uno en una esfera cristalina concéntrica con la tierra (Del
Rio, 1996). Pero este modelo no explicaba tampoco el movimiento de los planetas. En
el siglo II d. C, el astronomo de Alejandria Ptolomeo perfecciond este sistema
geocéntrico, involucrando epicicloides. Segun €1, “el planeta describe con movimiento
uniforme un circulo denominado epiciclo, cuyo centro a su vez se desplaza en un
circulo mayor, concéntrico con la tierra, llamado deferente” (p. 59). Esta explicacion
fue aceptada y defendida durante muchos siglos, porque estaba de acuerdo con las
ideas filosoficas, politicas y religiosas de la época: el caracter egocéntrico del hombre,
que lo convertia en el centro del universo y de la creacion, creado a imagen y

semejanza de su Dios.

En el siglo XVI, el polaco Nicolas Copérnico, se atrevid a defender de forma
cuantitativa, ante una sociedad totalmente geocéntrica, que la tierra y los demas
planetas giraban alrededor del sol (inmovil) en oOrbitas circulares. Pero como tampoco
explicaba correctamente el movimiento de los planetas, no fue capaz de anular la teoria
de Ptolomeo y se abrio “un agrio debate entre astronomos copernicanos y ptolemaicos

que continud durante todo el siglo XVII” (p. 59).

A principios del siglo XVII, Kepler enuncié y demostr6 empiricamente sus tres
famosas leyes, “la primera de las cuales afirma que todos los planetas recorren oOrbitas
elipticas teniendo al sol en uno de los focos” (p. 59). Con este hecho, Kepler hizo
evidente la presencia “en la naturaleza de un lugar geométrico que habia nacido en la
mas pura especulacion tedrica de los matematicos griegos” (p. 59). De ahi la

importancia de su comprension como lugar geométrico.

Comprension de otros conceptos geométricos.

Las construcciones de las secciones conicas (elipse, hipérbola y pardbola) mediante el
doblado de papel se basan en la construccion de la mediatriz. Por lo tanto, la

definicion de cada una de ellas usa el concepto de mediatriz como lugar geométrico.
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Tanto la elipse como la hipérbola involucran también en su construccion el concepto
de circunferencia como lugar geométrico. Por eso, nos inclinamos en elegir una de
estas dos. Sin embargo, nuestra experiencia como docentes de calculo y como
investigadores en la didactica del doblado de papel, nos ha permitido concluir que el
estudiante primero deberia comprender el concepto de elipse como lugar geométrico y
la propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a éste y, después, el concepto de
hipérbola. Se torna mas sencillo para los estudiantes del grado décimo visualizar una
suma de segmentos mediante el doblado de papel, que una diferencia de segmentos.
Por eso nos inclinamos en caracterizar el nivel de razonamiento necesario para la
comprension del concepto de elipse. Pero, ademas, nos atrevemos a afirmar, no siendo
este nuestro propdsito, que siguiendo nuestra propuesta, el estudiante podria lograr una

mayor comprension de otros conceptos geométricos, entre ellos el de la hipérbola.

La construccion de la elipse mediante el doblado de papel y su definicion posterior
como lugar geométrico, se basan netamente en la construccion de mediatrices, que
surgen de llevar puntos de una circunferencia sobre un punto determinado ubicado en
la region limitada por esta. Por eso precisamente es que se torna indispensable el
conocimiento de la mediatriz y de la circunferencia, antes de abordar el concepto
propiamente de elipse. Por lo tanto, nuestro trabajo no sélo centra los esfuerzos en la
comprension de la elipse, sino que el estudiante debe involucrar también en su red de
relaciones” conceptos como el de mediatriz, equidistancia, circunferencia y lugar

geométrico.
1.1.3.3 Secciones conicas y curriculo colombiano

Los estandares basicos de Matematicas (2003), promulgan la idea de una matematica
para la vida, de tal manera que los estudiantes, al desarrollar un pensamiento racional,
puedan constituirse en buenos ciudadanos, situandose de una manera critica y diligente
frente a las situaciones sociales, politicas y culturales de la sociedad. Segln estos

estandares, su ensefianza debe impartirse asi:

? Este concepto se aborda en el capitulo 2.
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“mediante una adecuada orientacion que implique una permanente interaccion
entre el maestro y sus alumnos y entre éstos y sus compafieros, de modo que sean
capaces, a través de la exploraciéon, de la abstraccion, de clasificaciones,
mediciones y estimaciones, de llegar a resultados que les permitan comunicarse,
hacer interpretaciones y representaciones; en fin, descubrir que la matematica esta
intimamente relacionada con la realidad y con las situaciones que los rodean, no
solamente en su instituciéon educativa, sino también en la vida fuera de ella”

(MEN, 2003, p. 3)

Los estandares se han organizado en cinco grandes pensamientos que conllevan a cinco
grandes sistemas: pensamiento numérico y sistemas numéricos; pensamiento espacial y
sistemas geométricos; pensamiento métrico y sistemas de medidas; pensamiento
aleatorio y sistemas de datos; pensamiento variacional y sistemas algebraicos y
analiticos. En nuestro trabajo de investigacion, nos centraremos bdsicamente en el
pensamiento espacial y en los sistemas geométricos. La idea fundamental es que el
estudiante pueda analizar definiciones y propiedades de lugares geométricos con base
en construcciones fisicas que pueden realizarse mediante el doblado de papel. Con
esto se busca presentar una alternativa para subsanar la necesidad de volver a recuperar
“el sentido espacial intuitivo en toda la matematica, no s6lo en lo que se refiere a la

geometria” (MEN, 1998, p. 37).

Si se utiliza el doblado de papel, como un medio para la ensefianza de la geometria,

¢sta se podria ver como:

“un punto de encuentro entre la matematica vista como una teoria abstracta y la
matematica vista como un recurso de modelacion; un método para representar
visualmente conceptos y procesos de otras areas de las matematicas o como una

via para desarrollar pensamiento y comprension” (MEN, 2004, p. 1)

La tematica de secciones conicas se propone, de acuerdo con los estandares de
matematicas, para los grados décimo y undécimo. Acorde con esto, se establecen los

siguientes estandares:
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“Identificar las propiedades de las curvas en los bordes obtenidos mediante cortes

(longitudinal y transversal) en un cono y un cilindro” (MEN, 2006, p. 20).

“Resolver problemas en los que se usen las propiedades geométricas de figuras conicas

de manera algebraica” (p. 20).
“Reconocer y describir curvas o lugares geométricos” (p. 21).

Nuestro trabajo de investigacion, como se habia mencionado en parrafos anteriores, da
prelacion al reconocimiento e identificacion de la elipse como lugar geométrico y la
comprension de los conceptos necesarios que involucran su definicion, dejando de lado
la parte algebraica y su aplicacion en problemas de la vida cotidiana, que aunque se
considera de gran importancia, afirmamos sin lugar a dudas que debe ser abordado
después de que el estudiante comprenda cada uno de los conceptos de las secciones

conicas como lugares geométricos.
1.1.4 Doblado de papel y origami
1.1.4.1 Breve historia del origami

El origami es un antiquisimo arte japonés que tiene que ver con el doblado del papel.

De hecho, su raiz ori significa doblez y gami o kami significa papel (Gallo, sitio web).

En su forma mas pura, el origami puede ser definido como el arte de manipular una
hoja de papel de forma cuadrada sin que sea cortada, afiadida, pegada, decorada o
mutilada de forma alguna; s6lo puede ser doblada. Esta regla tan estricta, hace que el
origami sea la mas refinada de las artes que se refieren al doblado del papel. Este

precisamente constituye el secreto de su belleza y atractivo.

Las primeras figuras de papel se remontan al periodo Heian (794 — 1183), se cree que

en Japon, porque no hay pruebas que determinen que este arte haya iniciado en China.
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“La historia de la papiroflexia comienza junto con la del papel, en China, alla por
el siglo I 6 11, y llega a Japdn en el siglo VI. En un principio, era un divertimento
de las clases altas, pues eran las Unicas que podian conseguir papel, que constituia
un articulo de lujo. Los guerreros Samurai intercambiaban regalos adornados con
noshi, trozos de papel doblados en abanicos de variadas formas, sujetos con cintas

de carne seca”. (Royo, 2002, p. 1)

Mas adelante, en el Periodo Muromachi (1338 — 1573), el papel era un producto mas
accesible y los adornos elaborados revelaban la clase social de cada persona. Sin
embargo, finalizado este periodo este arte fue transmitido de generacion en generacion

de madres a hijos (Royo, 2002).

En el periodo Tokugawa (1603 — 1867) se dio una gran explosion cultural al
democratizarse la papiroflexia; apareci6 la base pajaro, que es la mas popular en Japon
y surgieron dos textos que recogen las instrucciones mas importantes del doblado:
“Sembazuru Orikata (CoOmo plegar mil grullas) y Kan No Mado (Ventana abierta a la

estacion de invierno)” (p. 2)

No solamente los japoneses doblaron papel, los musulmanes también practicaron este
arte, pero no tuvo mucha repercusion en nuestros dias a causa de personajes como los

Reyes Catolicos y el Cardenal Cisneros (Royo, 2002).

Miguel de Unamuno fue uno de los grandes impulsores de la papiroflexia a principios
del siglo XVII; con base en su aficion de doblar pajaritas, nombrada por €l cocotologia,
cred su propia escuela de doblado (Royo, 2002). Segin Royo (2002), el padre de la
papiroflexia moderna es el japonés Akira Yoshizawa; €l es el creador de la simbologia
actual y de las instrucciones de doblado de modelos, algunos creados por él. Este

creador considera que el origami es una relacion dialdgica entre artista y papel.

Royo (2002) afirma que en las tltimas décadas, el origami ha experimentado una gran
explosion de creatividad. Incluso, se han desarrollado dos escuelas: la japonesa,
integrada por artistas no cientificos, cuya filosofia consiste en “expresar, sugerir, captar
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la esencia de lo que se quiere representar con un minimo de pliegues, aunque la figura
resultante no sea anatdémicamente perfecta” (p. 3). La segunda escuela es la occidental,
conformada por matematicos, fisicos e ingenieros; su propdsito es la “exactitud
anatomica” (p. 3) de los objetos o animales que disefian. Para lograrlo, se valen de

métodos matematicos, algunos de ellos de gran complejidad (Royo, 2002).

En 1893, el hinda Sundara Row escribié el libro “Geometric exercises in paper
folding”, un tratado que combina el doblado de papel y la geometria euclidiana.
Contiene 14 tematicas como el cuadrado, el tridangulo equilatero, poligonos, secciones
conicas, entre otras. Este libro, fuente de consulta, se ha convertido en una excelente
guia para promover la ensefianza de algunos conceptos geométricos y realizar

construcciones geométricas complejas.

En la actualidad, el origami o papiroflexia, como se le ha denominado en Espaia, es
una técnica que no so6lo se utiliza para la creacion de figuras, sino también para la
ensefianza de la matematica. En el Seminario de Investigacion de Geometria y doblado
de papel, del grupo Educacion Matematica e Historia (Udea — Eafit), hemos tomado la
determinacion de diferenciar origami y doblado de papel. Por origami, entendemos la
creacion de figuras con fines artisticos; por doblado de papel, entendemos Ia
realizacion de dobleces y/o figuras con fines educativos, es decir, para facilitar la
visualizacion geométrica. Esto ha permitido proponer y desarrollar talleres de
capacitacion, en los cuales el doblado de papel se convierte en una alternativa

metodologica para la ensefanza de la geometria.

1.1.4.2 Doblado de papel

El doblado de papel es una propuesta metodoldgica util y funcional, con la que se
podria garantizar tanto interactividad con conceptos geométricos como su
visualizacion, de una manera sencilla y expedita, con el fin de facilitar el proceso de
ensefianza y de aprendizaje de la geometria. Al respecto, Royo (2002) menciona “el

ejercicio de doblar papel se puede usar con fines pedagogicos para estudiar e ilustrar la

36



geometria elemental plana. La clave radica en interpretar geométricamente qué se esta

haciendo cuando se dobla el papel” (p. 186).

Elegir el doblado de papel, como herramienta para facilitar la comprension del
concepto de elipse, surgio gracias a las contribuciones de Monsalve y Jaramillo (2003),
quienes argumentan que “‘el arte del origami es una disciplina que permite desarrollar
aspectos como: memoria visual geométrica, memoria a corto y mediano plazo,
coordinacion visomotora, destreza manual, discriminaciones multisensoriales de tipo

grueso, fino y refinado (psicomotricidad)” (p. 11)

También, los autores afirman que,

“el Origami nos ensefia a hacer cosas con las manos desarrollando la capacidad de
operar, resolver, crear, sintetizar, resumir, realzar, expresar y decir simbolos con
menos palabras. Ensefia asi mismo el arte de construir para ser capaz luego de
razonar y de deducir, relacionando, en suma, la teoria con la practica. Y lo mas
importante, nos desarrolla la creatividad, entrenando la mente y el espiritu para, a
partir de cero, saber ver de una manera nueva. DOBLAR es tener la oportunidad

de modificar y adaptar la forma, promoviendo la capacidad de crear” (p. 11).

Por otro lado, dice Geretschldger (1995) que la conexidn entre geometria y origami se
hace muy notoria y muy obvia. Para muchas personas, el origami termina
convirtiéndose en un simple arte, mientras que para otras, podemos mencionar entre
ellas a Friedrich Froebel, el origami se puede utilizar para ensefiar conceptos
elementales de geometria. La triseccion de un angulo, es un problema soluble
utilizando métodos como doblado de papel, pero insoluble para la geometria euclidiana

(donde se usa una regla no graduada y un compas) (p. 357).

Igualmente, Royo (2002) afirma que:

“la mejor manera de darse cuenta de la relacién entre las matematicas y la

papiroflexia es desplegar un modelo y observar el cuadrado inicial: aparece ante
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nuestros 0jos un complejo de cicatrices que no es sino un grafo que cumple ciertas
caracteristicas. Intuitivamente, hay unas “matematicas del origami” funcionando

cuando plegamos un modelo” (p. 186).

Por lo tanto, con la papiroflexia modular es posible representar poliedros y figuras
geométricas; ademas relacionar la geometria euclidiana con la geometria propia del
origami, como también el disefio de figuras a nivel artistico ayudando a la creacion
papirofléctica. En este sentido, se puede argumentar que, el doblado de papel, puede
convertirse en una alternativa de ensefianza de la geometria, bastante 1til para el
docente, es decir, descubrir su utilidad didactica. Al respecto se encuentra que: “la
utilidad didactica del doblado de papel radica en que permite a los estudiantes, desde
los primeros afios escolares, acercarse en forma intuitiva a muchos conceptos
matematicos implicitos en dicha actividad ludica” (Monsalve y Jaramillo, 2003, p. 11).

Ademas,

“cuando aplicamos el doblado de papel como herramienta alterna para la solucién
de problemas, es sorprendente el interés y el entusiasmo con que los estudiantes
enfrentan la solucion de ciertos ejercicios propuestos en los libros clésicos de la

ensefianza del célculo.” (p. 11)

Asimismo, el origami se ha venido desarrollando en la actualidad, como un medio de
representacion de objetos netamente matematicos. Esto también lo menciona Larios

(2001):

“Por ejemplo se ha estudiado la relacion entre el origami y la topologia; la relacion
entre los poliedros hechos con origami y las geodésicas (estructuras basadas en los
disenios de Buckminster Fuller); se han formulado listas de axiomas para el
origami; el fisico Jun Maekawa ha descubierto teoremas relacionados con el
origami, usandolos para disefiar modelos; el matematico Toshikazu Kawasaki ha
estudiado teoremas del origami en cuatro dimensiones; Robert Lang de California
ha desarrollado una manera de algoritmizar el proceso de disefio para usar una

computadora en la invencion de modelos complejos; el educador Shuzo Fujimoto
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y el artista Chris Palmer han descubierto paralelismo entre origami y los teselados;
Peter Engel ha relacionado el origami, incluso el artistico, y la teoria del caos (en
particular con los fractales); el matematico Roger Alperin ha establecido una
relacion entre las construcciones de origami y los numeros (llamados "niimeros

construibles")” (p. 1).

Otro autor quien ha trabajado la relacion entre el doblado de papel y las matematicas es
Johnson (1975). El afirma que todo profesor de matematicas debe estar interesado por
mejorar la comprension de sus estudiantes; una de las formas de cumplir con esta tarea
es utilizando los sistemas de doblado de papel. Por lo tanto, este autor establece que
“el plegado de papel no solo simplifica el aprendizaje de las matemadticas, sino que

mejora también la comprension y la apreciacion” (p. 7).

Propone, ademas una serie de postulados y/o suposiciones para el doblado de papel,
con los cuales es posible realizar todas las construcciones planas de la geometria

euclidiana (Johnson, 1975). Estos son:
- “Puede plegarse el papel de modo que el pliegue formado sea una linea recta;

- puede plegarse el papel de modo que el pliegue pase por uno o dos puntos

dados;

- puede plegarse el papel de modo que un punto pueda superponerse a otro punto

de la misma hoja;

- puede plegarse el papel de forma que un punto del mismo pueda superponerse a
una linea de la misma hoja y que el pliegue resultante pase a través de un

segundo punto dado;

- puede plegarse el papel de modo que una linea recta pueda superponerse a otra

linea recta de la misma hoja;
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- se dice que las lineas y los angulos son iguales si coinciden cuando pueden

superponerse al plegar el papel” (p. 8)

De hecho, el interés reciente por desarrollar una nueva geometria, basada en el doblado
de papel, ha sido tan enorme, que ya se cuenta con una axiomatica propia. El italo —
japonés Humiaki Huzita presentd en el “First International Meeting of Origami,
Science and Technology” seis axiomas para la Geometria del doblado de papel.
Posteriormente, en 2002 el japonés Koshiro Hatori presentd un séptimo axioma y el
californiano Robert Lang, demostrd un afio después que el sistema axiomatico Huzita-

Hatori era completo.

Por otro lado, es importante mencionar que con el origami, el estudiante tiene la
oportunidad de desarrollar algliin tipo de proceso cognitivo. Esto es: “relacionar el
origami con la matematica es encontrar la oportunidad de estimular el desarrollo de los
procesos cognitivos del estudiante para que pueda articular conceptos abstractos y
operaciones concretas en el andlisis, planteamiento y soluciéon de problemas”

(Monsalve y Jaramillo, 2003, p. 23).

De esta manera el doblado de papel se convierte en un medio que puede facilitar:

— El desarrollo de la motricidad.

— La creatividad e invencion.

- El desarrollo de la visualizacion y la justificacion.

- Facilitar el proceso de ensefianza y aprendizaje de la geometria.

- El aumento de la autoestima y la paciencia.

Sin embargo, al trabajar con doblado de papel en un aula de clase, se pueden presentar

serios problemas, que deben ser tenidos en cuenta para analisis posteriores. Como
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investigadores en la linea de la didactica del doblado de papel, usada en el proceso de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, podemos mencionar algunas dificultades

tales como:

- El trabajo con el doblado de papel es un compromiso personal. La experiencia nos
ha mostrado que, explicar el proceso del doblado de una figura a mas de 15
estudiantes reunidos en un aula de clase, es desastroso. La mayoria no logran
terminar las figuras y realizar el ensamblaje correspondiente; en el caso de las

figuras modulares, estas no se logran culminar.

- Realizar cualquier figura, sea con fines artisticos o con fines educativos, requiere de
muchisima paciencia tanto del docente como del estudiante. Algunos de éstos
presentan dificultades para comprender la secuencia de dobleces respectivos, por lo
tanto esto les causa un fuerte desespero, luego adoptan la actitud de darse por

vencidos e interrumpen su proceso de aprendizaje.

— Para lograr una figura, es necesario tener algiin nivel de motricidad fina. Muchos
estudiantes también se rinden al ver que sus figuras quedan deformes; esto hace que
al final no logren comprender ni mucho menos generalizar los conceptos
matematicos que se estan estudiando mediante el doblado de papel. Esto lleva a que

se descuide el aspecto del aprendizaje, dado que se hace mas énfasis en la estética

del doblado.

- EI tiempo es un factor crucial a la hora de realizar alguna figura. De hecho, la
paciencia y la reflexién, son dos valores determinantes en su proceso de

elaboracion.

- Sabemos que el factor tiempo es lo que escasea en las escuelas y colegios de nuestro
pais. Se supone y es exigencia del gobierno, que los planes de area sean abarcados
en su totalidad y mads, en areas tan fundamentales como la Matematica. Es por eso
que se torna tan complicado llevar a cabo propuestas en las cuales se utilice el

doblado de papel.
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- Muchos estudiantes, e incluso maestros, directivos, matematicos e investigadores,
han criticado el doblado de papel porque creen que no hay una trascendencia al
conocimiento; es decir, que éste se queda en la parte ludica. Los que trabajamos en
esta linea, hemos experimentado que si es posible ensefiar conceptos matematicos
con el doblado de papel, cuiddndonos de evitar la confusion entre el simple juego y
el aprendizaje. Ademads, es importante resaltar que la ludica es un factor motivante

para el aprendizaje de una disciplina, en nuestro caso de la geometria.

1.1.4.3 Secciones conicas y doblado de papel

Con el doblado de papel es posible construir las secciones conicas y definirlas como
lugares geométricos. Asi lo mencionan diferentes autores como Row (1966), Johnson

(1975), Del Rio (1996), Ibaniez (2002), Czwienczek (2009), entre otros.

Elipse:

“Recorte un circulo de papel de cualquier radio e indique el centro del mismo.
Marque en el interior de dicho circulo un punto P que sea distinto de su centro O.
Doble el circulo de manera que la circunferencia pase por el punto P, como se
indica en la figura. Realice varios dobleces, siempre haciendo coincidir puntos de
la circunferencia con el punto P, hacer esto en variadas direcciones” (Czwienczek,

2009, p. 151)

Figura 1: Construccion de la elipse con doblado de papel (Czwienczek, 2009, p.151)
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Parabola:

Para construir la pardbola con doblado de papel, “hay que partir de una recta y un
punto exterior doblando de modo que este punto pase por todos los puntos de la recta”

(Del Rio, 1996, p. 156).

Hipérbola:

Dibuje una circunferencia sobre una hoja de papel y sefiale en ella de 20 a 25 puntos,
“mds proximos entre si los que estan mas cerca de un punto B exterior a ella” (p. 154).
Doble y desdoble el papel de manera que el punto B “pase por todos los sefialados en

la circunferencia” (p. 154)

Es importante observar que las anteriores construcciones no tuvieron en cuenta la
axiomatica establecida para el doblado de papel. Una de las contribuciones de nuestro
trabajo de investigacion (capitulo 3) es precisamente construir cada una de estas
secciones conicas con doblado de papel y definirlas como lugares geométricos con
base en dicha axiomatica; ademés de observar el avanzado nivel de razonamiento que
los estudiantes logran cuando realizan construcciones complejas con base en la

geometria del doblado.

1.1.5 Otras investigaciones desarrolladas en el marco del Modelo de Van Hiele.

A continuacion, se mencionaran brevemente algunas tesis de doctorado y de maestria,
que se han desarrollado en el contexto del modelo educativo de Van Hiele, pero en

conceptos del analisis matematico, y que han permitido la extension del mismo.

Memoria para optar al grado de Doctora presentada por Judy Land.

Judy Land present6 en el afio 1991 su memoria: “Apropiatness of the Van Hiele Model

for describing Students Cognitive Processes on algebra task as typified by College
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Students Learning of Functions” para optar al titulo de Doctora en la Universidad de

Boston.

Los objetivos de Land (1991) fueron:

“Definir operacionalmente la conducta de los estudiantes en cada nivel usando el

modelo de Van Hiele para el tema de las funciones exponenciales y logaritmicas.

Determinar si las respuestas de los estudiantes a una entrevista escrita pueden ser

caracterizadas de acuerdo con los niveles.

Formular unos descriptores de niveles que describan el conocimiento y el meta

conocimiento.

Explorar el uso de fases para facilitar el recorrido de los estudiantes desde un nivel

a otro” (Citada por Jaramillo, 2003, p. 29).

Este trabajo perseguia finalmente, el disefio de un instrumento para una evaluacion
clinica del nivel de razonamiento de los estudiantes, en una tematica concreta del
algebra, ademads, proponia los descriptores de niveles para cada materia del algebra
(Jaramillo, 2003). Lo mas importante de este trabajo, fue el hecho de utilizar el
modelo de Van Hiele en un area diferente a la geometria, pues sirvid de base para otros

estudios posteriores, como el de Llorens (1994).

Memoria para optar al grado de Doctor presentada por José L. Llorens.

José L. Llorens presentd en el afio 1994 su memoria: “Aplicacion del modelo de Van
Hiele al Concepto de Aproximacion Local” para optar al titulo de Doctor. Este trabajo
abrio las puertas para nuevas investigaciones en el analisis matematico, que
contribuyeron finalmente a extender el modelo en esta linea. Algunos de sus objetivos

principales fueron:
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“Caracterizar, mediante los descriptores de los niveles I, II y III, la aplicacion del
modelo de Van Hiele al concepto de aproximacion local en su contexto de

concepto de recta tangente en una curva en un punto del plano.

Disefiar un modelo-guion para una entrevista semiestructurada que permita la

clasificacion del entrevistado en uno de los niveles de razonamiento descritos.

Comprobar, mediante la administraciéon de una prueba adecuada y el oportuno
tratamiento estadistico, que es posible detectar esos niveles en ciertas muestras de
estudiantes, al mismo tiempo que se automatiza la adscripcion de esos estudiantes

en su correspondiente nivel de razonamiento” (Llorens, 1994, p. 126).

Memoria para optar al grado de Doctor presentada Carlos M. Jaramillo.

Carlos M. Jaramillo presentd en el afio 2000 su memoria “La nocion de serie
convergente desde la Optica de los Niveles de Van Hiele” para optar al titulo de Doctor,

en la Universidad Politécnica de Valencia (Espana).

Sus objetivos principales fueron:

“Determinar los descriptores de los niveles de razonamiento de la nocion de serie
convergente en concordancia con el modelo de Van Hiele y visualizado a través de

la imagen de longitud de curvas planas (zig-zags)

Disefiar un modelo guidon para una entrevista semiestructurada que permita la
clasificacion del entrevistado en uno de los niveles de razonamiento que

proponemos.

Comprobar, mediante una prueba escrita y el oportuno tratamiento estadistico que
es posible la deteccion de estos niveles y que coincide con los descritos, al mismo
tiempo, que se automatiza la adscripcion de los estudiantes en su correspondiente

nivel.
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Una nueva propuesta metodoldgica para la asimilacion de una primera fase en la

comprension del concepto de convergencia de una serie” (Jaramillo, 2003, p. 58).

Esta investigacion no solamente logro los objetivos anteriores, sino que también logro
la validacion de “una metodologia de andlisis para estudios de la misma naturaleza, en

los que predominan las variables cualitativas” (Zapata y Sucerquia, 2009, p. 66).

Memoria para optar al grado de Doctor presentada por Pedro V. Esteban.

Pedro V. Esteban presentd en el afio 2000 su memoria “Estudio comparativo del
concepto de aproximacion local via el modelo de Van Hiele” para optar al titulo de
Doctor, en la Universidad Politécnica de Valencia (Espafa). Uno de sus objetivos
principales fue “analizar el concepto objeto de estudio a partir de la visualizacién que
se obtiene por medio de los mecanismos del zoom y del haz de secantes” (Zapata y

Sucerquia, 2009, p. 67).

En general, ¢l formuld y confirmo los descriptores de los niveles I, IT y III del concepto
de aproximacion local; por lo tanto, corrobor6 la aplicacion del modelo de Van Hiele
en este concepto. Para ello, utilizé entrevistas clinicas semiestructuradas de caracter
socratico, cuyo mecanismo fue el haz de secantes, para definir la recta tangente a una

curva plana en un punto determinado (Esteban, 2003).

Memoria para optar al grado de Doctora presentada por Maria A. Navarro.

Maria Angelines Navarro presentd en el afio 2003 su memoria “Un estudio de la
convergencia encuadrado en el modelo de Van Hiele y su correspondiente propuesta
metodologica” para optar al titulo de Doctora en la Universidad de Sevilla, Espaiia.
Ella “utilizd ‘una nube de puntos’ como un conjunto de puntos en el plano, cuya
visualizacion le permite al estudiante la formacion de un concepto imagen apropiado

del proceso de convergencia de una sucesion” (Zapata y Sucerquia, 2009, p. 61).
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En su investigacion, utiliz6 la entrevista de caracter socratico para determinar los
descriptores de cada uno de los niveles de razonamiento de Van Hiele, en relacion al
concepto de convergencia de una sucesion. Su guidn de entrevista preliminar se fue
refinando a medida que avanzaba en las entrevistas con los estudiantes y de esta
manera, logréo también refinar sus descriptores de nivel, para caracterizar

adecuadamente su proceso de comprension del concepto objeto de estudio.

Memoria para optar al titulo de Magister en Educacion presentada por Flor M.

Jurado y René A. Londoiio.

Flor M. Jurado y René A. Londofio presentaron en el afio 2005, el trabajo de
investigacion: “Disefio de una entrevista socratica para la construccion del concepto de
suma de una serie via areas de figuras planas” para optar al titulo de Magisteres en

Educacion, en la Universidad de Antioquia.

Su objetivo general fue “disefiar una entrevista de caracter socratico en el marco del
modelo educativo de Van Hiele, para determinar los niveles de razonamiento sobre el
concepto de suma de una serie de términos positivos, via areas de figuras planas” (Jurado

y Londofio, 2005, p. 1).

Sus objetivos especificos fueron:

“Sefialar las caracteristicas de una entrevista de caracter socratico para el
razonamiento y comprension de un concepto matematico en particular, basadas en
lo que se infiere del didlogo entre Socrates y el esclavo en “El Menon” y

enmarcadas en el modelo educativo de van-Hiele.

Disefiar una entrevista semi-estructurada de caracter socratico para el concepto de

suma de una serie de términos positivos, a través de areas de escaleras.

Aplicar la entrevista para:

Mejorar el contenido y estructura del guidon-entrevista;
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Determinar los descriptores de los niveles de razonamiento sobre el concepto de
suma de una serie de términos positivos, via areas de figuras planas;
Clasificar al entrevistado en uno de los niveles de razonamiento” (Jurado y

Londofio, 2005, 2).

En conclusion, este trabajo de investigacion permitioé una extension del modelo de Van
Hiele a conceptos del andlisis matematico y demostrd que el disefio de una entrevista
de caracter socratico es pertinente como propuesta metodolégica para lograr un

avanzado nivel de razonamiento en el respectivo concepto objeto de estudio.

Memoria para optar al titulo de Magister en Educacion presentada por Alfonso

Loépez.

Alfonso Lopez presentod en el afio 2007, el trabajo de investigacion: “Las fases de Van
Hiele para el teorema de Pitagoras” para optar al titulo de Magister en Educacion, en la
Universidad de Antioquia. Esta investigacion planted los siguientes dos objetivos

generales:

“Identificar el grado de entendimiento y el correspondiente nivel de
razonamiento, a la luz del Modelo de Van Hiele, que en relacion con el Teorema
de Pitagoras poseen los estudiantes de grados 8° y 9°, en una institucion de

educacion media.

Generar la promocioén a niveles de razonamiento superior, en relacion con el
teorema de Pitdgoras, a estudiantes de grados 8° y 9° de una institucion de
educacion media, a través de una metodologia mayéutica hermenéutica

fundamentada en el modelo educativo de Van Hiele” (Lopez, 2007, p. 70).

Para lograr los objetivos, Lopez (2007) disefid descriptores hipotéticos para cada una
de las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele y con base en estos, disefio
actividades respectivamente para cada fase, que permitieran que el estudiante avanzara

en su nivel de razonamiento, en relacion al teorema de Pitdgoras. Posteriormente,
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elabor6 un test que se aplico a una gran cantidad de estudiantes y obtuvo la validacion

del mismo desde el punto de vista estadistico.

Memoria para optar al titulo de Magister en Educacion presentada por Sandra

Zapata y Edison Sucerquia.

Sandra Zapata y Edison Sucerquia presentaron en el afio 2009, el trabajo de
investigacion: “Modulo de aprendizaje para la comprension del concepto de series de
términos positivos” para optar al titulo de Magisteres en Educacion, en la Universidad

de Antioquia.
Su objetivo general fue:

“Favorecer el progreso de los estudiantes ubicados en el nivel II de razonamiento
al nivel III, mediante la implementacion de un modulo de instruccion (médulo de
aprendizaje), disefiado en el marco de las Fases de aprendizaje del modelo de
Van Hiele, frente al concepto de convergencia de una serie infinita via areas de

figuras planas” (Zapata y Sucerquia, 2009, p. 4).

Basados en el trabajo de Jurado y Londoiio (2005), Zapata y Sucerquia (2009)
disenaron un guion de entrevista preliminar, que fue mejorado y corregido durante el
trabajo de campo. Este también les permitio revisar y refinar los descriptores
hipotéticos de fase, que se plantearon al principio de la investigacion. Posteriormente,
ellos disefiaron un test, que se derivo del modulo de aprendizaje y lo validaron con un

exhaustivo tratamiento estadistico.

Uno de los principales aportes de este trabajo de investigacion a la Educacion
Matematica, fue la creacion de un modulo de aprendizaje, que se constituyd en una
experiencia de aprendizaje para los estudiantes, pues favorecid la construccion de

conceptos matematicos.
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1.1.6 Pertinencia del Modelo de Van Hiele

La comprension del concepto de elipse como lugar geométrico, se puede lograr con
base en el modelo educativo de Van Hiele, no s6lo porque es un modelo disefiado
inicialmente para la geometria, sino por su caracter visual geométrico que facilita la
comprension de definiciones formales a partir del reconocimiento visual, el analisis y

la clasificacion. Ademas,

“el doblado de papel le da sentido a expresiones matematicas como las identidades
algebraicas; hace mdas entendible el significado mateméatico a partir de la
manipulacion de objetos concretos; es una estrategia de visualizacion geométrica
que enriquece el Nivel 0° de razonamiento. En este nivel, el alumno juzga el
mosaico por su apariencia y no alcanza a detectar las propiedades matematicas de
las figuras geométricas, porque carece de la experiencia necesaria para describir
las construcciones e implicaciones geométricas inherentes a las figuras”

(Jaramillo, Monsalve y Esteban, sf, p. 3).

Por otro lado, el doblado de papel es una herramienta 1til y funcional que brinda la
posibilidad al sujeto de interactuar con una hoja de papel para visualizar conceptos y
facilitar asi el aprendizaje de la geometria. Se relaciona con el modelo porque es una
estrategia de visualizacion geométrica que enriquece el nivel I* de razonamiento y al
mismo tiempo contribuye con una componente de tipo experimental (Jaramillo y
Esteban, 2006). De hecho, autores como Jaramillo, Monsalve y Esteban (sf) afirman

que:

“el doblado de papel puede transformar las estructuras geométricas que el alumno
posee, en otras nuevas y mas complejas que le posibilitan avanzar en su Nivel de
razonamiento. Estas estructuras se representan como una “red de relaciones”;

segin Van Hiele, el paso de un nivel a otro se produce mediante la creacion de una

? Este concepto se abordara en el capitulo 2, donde se consideraré otra nomenclatura para los niveles de
razonamiento.
4 En el capitulo 2 se tendra en cuenta otra nomenclatura para los niveles de razonamiento.

50



nueva red de relaciones obtenida al incorporar a la anterior, nuevos conceptos y
nuevas relaciones. La importancia del doblado radica en suministrarle al alumno
nuevos métodos y herramientas de razonamiento, mientras estudia los elementos
de la geometria presentes en el mosaico de pliegues y asi puede extender su
estructura visual geométrica, a partir de la comprension de un patrén basico” (p.

3).

En nuestra busqueda general sobre secciones conicas y doblado de papel, al parecer, no
encontramos estudios que se ocupen de indagar por la comprension en particular del
concepto de elipse como lugar geométrico, en el marco del modelo educativo de Van
Hiele a través del doblado de papel. Hemos encontrado articulos y trabajos que
involucran la construccion de las secciones conicas con papel, pero no mencionan la
axiomatica propia para el doblado. También hemos encontrado una tesis de pregrado
titulada “Uso de la microcomputadora y del doblado de papel en la aplicacion del
modelo de Van Hiele en la ensefianza de la geometria euclidiana en el nivel medio

basico” cuyo objetivo fue el de:

“determinar la influencia que ejercen los apoyos didécticos del doblado de papel
(origami) y la microcomputadora en el desarrollo y construccion de los conceptos
referentes a cuadrilateros en un nivel medio basico. Asi como determinar, en
menor medida, el grado de eficacia de dichos apoyos didéacticos en su aplicacion a
la ensefianza de la geometria euclidiana en el nivel medio basico” (Larios y

Gonziélez, 1994, p. 9).

1.1.7 Entrevista de caracter socratico

Algunas tesis doctorales como las de J. L. Llorens, P. Campillo, A. de la Torre, C.
Jaramillo y P. Esteban, han probado que un buen disefio de entrevista de caracter
socratico en el contexto de Van Hiele, permite revelar el nivel de razonamiento de un
estudiante frente a un concepto matematico determinado (Jaramillo y Campillo, 2001).

Es decir,
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“el propdsito que se persigue con la entrevista socratica es que el aprendiz
reflexione no solo acerca de las preguntas que se le formulan sino, también, acerca
de sus propias respuestas y que llegue a hacer conciencia de las relaciones y

propiedades que utiliza en sus razonamientos” (De la Torre, 2003, 116).

En este sentido, el proceso a través de una entrevista socratica se convierte no soélo en
una herramienta para que el investigador observe la evolucion del razonamiento de los
estudiantes, sino también, se constituye en una experiencia de aprendizaje para estos
ultimos, porque les permite avanzar en su nivel de razonamiento (Jaramillo y Campillo,
2001). De hecho, el camino hacia el conocimiento es un proceso que se da de forma
gradual, con etapas intermedias como la opinién y la creencia.  Por lo tanto, el
aprendiz participa activamente en su proceso, que finaliza cuando éste inventa o
descubre la respuesta pertinente a una pregunta bien elaborada, manifestando ademas,

su nivel de pensamiento con respecto al concepto estudiado (De la Torre, 2003).

Por su parte, el entrevistador “debe poner especial cuidado en el vocabulario empleado
por el aprendiz, quien, a lo largo de la entrevista, va elaborando su propio lenguaje con

precision cada vez mayor” (De la Torre, 2003, 116).

El proceso de investigacion sobre el modelo educativo de Van Hiele, “tiene una
particular metodologia en espiral: se utiliza la entrevista socratica para formular los
descriptores de los niveles y para mejorar a su vez, la herramienta de trabajo que
representa esta clase de entrevista” (Jaramillo y Campillo, 2001, p. 67). En nuestro
proceso de investigacion, disefiamos en primer lugar unos descriptores hipotéticos, en
correspondencia con los descriptores generales de los niveles de razonamiento de Van
Hiele. Con base en estos descriptores, disefiamos un guidén de entrevista de caracter
socratico preliminar, que nos permitira analizar el proceso de comprension de la elipse
como lugar geométrico en los estudiantes de nuestro estudio de casos. Posteriormente,
realizamos entrevistas individuales, que nos permitiran refinar tanto el instrumento
como los descriptores. Este proceso finaliza cuando se dé la saturacion, es decir,

cuando el guidn y los descriptores no se puedan refinar mas.
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Segun Jurado y Londofio (2005) un dialogo de caracter socratico cumple con las

siguientes diez caracteristicas:

Intencionalidad de la entrevista.

El entrevistador debe conocer muy bien los objetivos que debe lograr el estudiante en
el desarrollo de la entrevista, para poder determinar su nivel de razonamiento (p. 86).
Ademas, debe tener conocimientos claros sobre algunos conceptos relacionados con el
objeto de estudio, aunque es posible que no haya necesidad de explicitarlos porque
podrian obstaculizar el proceso de la entrevista. Lo mas importante es que el
estudiante pueda dar respuestas espontaneas, que surgen de su razonamiento critico y
reflexivo (p. 86) y pueda lograr una amplia comprension del concepto objeto de

estudio.

El lenguaje.

El entrevistador debe manejar un lenguaje acorde con el vocabulario comuin del
estudiante. Incluso, debe utilizar palabras que motiven al estudiante a responder de
forma espontanea, sin miedo a equivocarse. En todo momento, el didlogo entre
entrevistador y entrevistado debe fluir con mucha naturalidad, generando una

atmosfera de confianza entre ambos (p. 87).

Es importante tener en cuenta que el lenguaje utilizado por el estudiante es un factor
determinante para detectar su nivel de razonamiento. Incluso, es una de las
caracteristicas de los niveles de razonamiento, pues el estudiante a medida que va
avanzado en su nivel de comprension, va reestructurando su red de relaciones y su

lenguaje se hace mas preciso y refinado.

Los conceptos basicos.

Las preguntas iniciales que el entrevistador formule, tienen el proposito de indagar por

los conceptos basicos (p. 87) indispensables para la comprension del concepto objeto
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de estudio. Es decir, estas preguntas permiten saber si el estudiante supera las

habilidades, caracteristicas y conocimientos del nivel 0° de razonamiento.
Las experiencias previas del entrevistado.

La entrevista debe contener preguntas “inquisitivas” o preguntas intencionadas que
conduzcan a la busqueda de lo que se quiere conocer (p. 88). Este tipo de preguntas le
brindan la posibilidad al estudiante de “reflexionar y responder, aflorando en su mente
todas las ideas que tenga alrededor del concepto” (p. 88) o simplemente responder lo
que ¢l cree saber, de acuerdo con sus conocimientos previos y sus experiencias

anteriores, pues no se puede negar el caracter historico del estudiante.
Dialogo inquisitivo.

El didlogo inquisitivo es una interaccion entre entrevistador y entrevistado, que le
permite a este ultimo, a través de un pensamiento discursivo, descubrir, encontrar
soluciones y comprender el concepto objeto de estudio, ampliando su red de relaciones
(Jurado y Londofio, 2005). El estudiante puede percibir relaciones nuevas o conceptos
que no veia antes e involucrarlos en su red, amplidndola o modificandola. Es
importante aclarar, que “el entrevistador no le ensefia nada al entrevistado, s6lo lo

conduce mediante la indagacion y el razonamiento™ (p. 88).
Pensamiento discursivo.

En la entrevista, se hace necesario realizar una misma pregunta varias veces y en
diferentes instantes. En un primer momento, se hace para que el estudiante informe lo
que sabe al respecto. En un segundo o posterior momento, se hace para que el
estudiante tenga la posibilidad de dar respuestas mas elaboradas, pues ha logrado

ampliar o modificar su red de relaciones.

5 , . . . .
Este concepto se abordara en el capitulo 2, donde se considerara otra nomenclatura para los niveles de
razonamiento.
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El aporte de informacion.

Algunas de las preguntas de la entrevista, brindan la informacion necesaria para que el
estudiante pueda llegar a la comprension del concepto, con base en sus reflexiones y
razonamientos. Estos aportes pueden aparecer como “definicién de nuevos conceptos,
relaciones con otras ideas afines o ampliacion del vocabulario” (p. 90). La
informacion suministrada por el entrevistador no debe ‘“sugerir ensefianza ni

explicacion alguna” (p. 90).

La problematizacion con las ideas.

Hay preguntas en la entrevista, que logran que el estudiante se sienta consciente y
enriquezca su propio saber. Mientras que hay otras, que logran que el estudiante
explicite “sus carencias o dificultades” (p. 90). En este caso, el entrevistado entra en
un estado de ‘“contradiccion, de problematizacion, de conflicto interno, de
confrontacion con sus ideas” (p. 90). Las ansias de hallar la verdad, lo pueden llevar a
cambiar totalmente la estructura de pensamiento que tenia acerca del concepto o
requerir la ayuda del entrevistador para elaborar, modificar o extender su red de
relaciones. En una situaciéon como estas, el entrevistador debe parecerse a un pez
torpedo para “obtener del entrevistado un conocimiento racionalizado y mas

elaborado” (p. 91).

El paso por los tres momentos.

Durante la entrevista, el estudiante pasa por tres momentos:

“creer saber la respuesta a la pregunta, luego, a través de las mismas preguntas
darse cuenta que no sabe (problematizdndolo) y por ultimo, al estar en
contradiccién consigo mismo, se plantea la necesidad de llegar a la verdad, es

decir, a la comprension del concepto” (p. 91).
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1.2

La red de relaciones.

Las preguntas de la entrevista deben estar formuladas y distribuidas, de tal manera que
el entrevistado pueda construir una red de relaciones alrededor del concepto objeto de
estudio, con base en los elementos, procesos y procedimientos que le proporciona la
misma entrevista para razonar y reflexionar: mecanismos visual-geométricos, verbales

o escritos (p. 92).

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La tesis de pregrado, “Uso del doblado de papel en la construccion de las secciones
conicas e identificacion de sus caracteristicas” (Santa, Bedoya y Jiménez, 2007),
realizd una serie de pruebas y entrevistas a estudiantes y profesores de ciertas
instituciones publicas de la ciudad de Medellin. Una de las conclusiones de este estudio
es que, la geometria analitica, todavia se viene enseiando de una forma tradicional y
bastante lineal en los respectivos contextos institucionales, sin lograr los propositos
respectivos. Es decir, la metodologia empleada es construir las secciones conicas en
papel milimetrado y después desarrollar, de manera algoritmica, algunos ejercicios
para esbozar sus ecuaciones algebraicas generales y canonicas y, posteriormente,
evaluar la busqueda procedimental de los elementos de cada seccion conica. Desde
nuestra experiencia docente a nivel universitario, observamos que algunos estudiantes
de los primeros semestres tienen habilidades algoritmicas para determinar dichas
ecuaciones, pero no razonan sobre el concepto como lugar geométrico, propio de cada
una de las secciones conicas. Ademas, otros estudiantes no reconocen las ecuaciones ni
los conceptos correspondientes. Al respecto, Cruz y Marifio (1999) afirman que:
“dentro del estudio de la geometria analitica, se han presentado dificultades en la
comprension de los contenidos relativos a las secciones conicas” (p. 15). Y

argumentan, ademas, que:

“en los trabajos sobre educacion matematica para los alumnos que ingresan a la
educacion superior, se ha constatado que los conocimientos de los estudiantes se

limitan al aprendizaje de memoria de las ecuaciones que caracterizan a cada una
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de las conicas, a la identificacion de sus elementos y a su busqueda algoritmica
empleando férmulas, sin demostrar haber interiorizado la relacion existente entre
los diferentes parametros que intervienen en las ecuaciones de las conicas y su
representacion grafica ni el por qué de su definicion como lugar geométrico, lo
cual limita la comprension del alcance de las posibilidades de que disponen” (p.

15).

De acuerdo con las ideas anteriores, una de las grandes dificultades que se presenta en
el aprendizaje de las matematicas y en particular de la geometria, es la desarticulacion
entre conceptos y procedimientos, como se detectd en el caso de las secciones conicas.
En este sentido, muchos estudiantes, de la interfase bachillerato — universidad, tienen
dificultades para comprender los conceptos de las secciones conicas como lugares
geométricos, mientras que se les facilita la busqueda algoritmica de sus ecuaciones.
Ademas, no abundan trabajos que den cuenta de la comprension de los estudiantes de
dicha tematica a partir del doblado de papel. Luego, se pretende responder a la
pregunta de investigacién jcomo comprenden los estudiantes el concepto de elipse
como lugar geométrico mediante la geometria del doblado de papel, en el contexto del
modelo educativo de Van Hiele? Por esta razén, nuestro objeto de estudio es,
precisamente, la comprension del concepto de elipse mediante el doblado de papel, e
incluso, la comprension de los conceptos estrechamente relacionados con este para

poder lograr nuestro propdsito.

De acuerdo con la pregunta y el objeto, nuestra investigacion intenta, mediante un
estudio de casos cualitativo, analizar la comprension del concepto de elipse como lugar
geométrico, en estudiantes de los ultimos grados de secundaria, con la geometria del

doblado de papel, en el marco del modelo educativo de Van Hiele.

Basados en la experiencia docente y en la articulacion entre el modelo tedrico y la
tematica particular (concepto de elipse), surgen unos descriptores hipotéticos de los
niveles de razonamiento de Van Hiele; a su vez, en correspondencia con estos
descriptores, se construye un guioén de entrevista hipotético de caracter socratico con

preguntas basadas en la visualizacion de construcciones elaboradas mediante el
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doblado de papel. La entrevista con cada uno de los estudiantes, se hace con el fin de
analizar su nivel de razonamiento y refinar tanto el guidon entrevista como los
descriptores. Por lo tanto, de las interacciones con las participantes, las cuales se
reflejan en sus comentarios, intereses, necesidades, preguntas, escritos, entre otros, se
establecen como tal los descriptores de nivel y el guion de entrevista correspondiente,
que permita finalmente, caracterizar el nivel en el que esta razonando un estudiante
determinado. Este guion de entrevista refinado y estructurado, de caracter socratico, el
cual es una propuesta metodologica de aprendizaje, se constituye a su vez en una
experiencia de aprendizaje para el estudiante, permitiéndole avanzar en su nivel de

razonamiento en la conceptualizacion objeto de estudio.

1.3 OBJETIVOS DEL PROYECTO

1.3.1 General:

Analizar la comprension del concepto de elipse como lugar geométrico, en el contexto
del modelo educativo de Van Hiele, utilizando la geometria del doblado de papel, con
los estudiantes del grado décimo de una LE de la ciudad de Medellin o con estudiantes

universitarios de primeros semestres de cursos de matematicas basicas.

1.3.2 Especificos:

- Diseflar y evaluar un guidon de entrevista de caracter socratico, basado en la
visualizacion de construcciones elaboradas mediante el doblado de papel, que
permita detectar el nivel de razonamiento en que se encuentra un estudiante en la
comprension del concepto de elipse como lugar geométrico y que, igualmente, se
convierta en una experiencia de aprendizaje para avanzar en su nivel de

razonamiento.

— Determinar los descriptores para ubicar a un estudiante en uno de los niveles de
razonamiento de Van Hiele, en relacion al concepto de elipse, utilizando la

geometria del doblado de papel.
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- Plantear una propuesta metodolédgica alternativa, que surge del guioén de entrevista,
para lograr una adecuada comprension del concepto de elipse como lugar

geométrico en el aula de clase.

59



2 MARCO TEORICO: MODELO DE VAN HIELE

En este capitulo se abordan las principales caracteristicas del modelo educativo de Van
Hiele: el concepto de comprension e insight, los niveles de razonamiento y las fases de

aprendizaje, articulados al objeto de investigacion.

2.1 GENERALIDADES

El modelo educativo de Van Hiele es una teoria que describe el proceso de ensefianza
de la geometria euclidiana. Fue creado en Holanda por los esposos Dina Van Hiele-
Geldof y Pierre Marie Van Hiele, profesores de matemadtica, quienes se encontraron
con el problema de que muchos de sus estudiantes no poseian el nivel de razonamiento
adecuado a la hora de abordar un problema geométrico con sus correspondientes

conceptos.

El propio Pierre Van Hiele (1986) explica, en la siguiente cita, la manera coémo surgid

su interés por este tema:

“Cuando empecé mi carrera como profesor de matematicas, pronto me di cuenta
que era una profesion dificil. Habia partes de la materia en cuestion que yo podia
explicar y explicar, y aun asi los estudiantes no entendian. Podia ver que ellos lo
intentaban realmente, pero no tenian éxito. Especialmente al comienzo de la
geometria, cuando habia que demostrar cosas muy simples, podia ver que ellos
daban al maximo de si, pero la materia parecia ser demasiado dificil. Pero debido
a que yo era un profesor inexperto, también tenia que considerar la posibilidad de
yo fuera un mal profesor. Y esta ultima y desagradable posibilidad se afirmaba
por lo que ocurria posteriormente: de pronto parecia que comprendian la materia
en cuestion. Podian hablar de ella con bastante sentido y a menudo decian: “No es
tan dificil, pero ;por qué nos los explico usted de forma tan complicada?” En los
aflos que siguieron cambié¢ mi explicacion muchas veces, pero las dificultades se

mantenian. Parecia como si siempre estuviera hablando en una lengua distinta. Y
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considerando esta idea descubri la solucion, los diferentes niveles del

pensamiento.” (Citado por Jaime y Gutiérrez, 1990, p. 304).

La formulacion primitiva del modelo, que trata de explicar el comportamiento de los

estudiantes, fue dada también por Pierre Van Hiele (1955):

“Primero presenté mi descubrimiento de la siguiente forma:

Puede decirse que alguien ha alcanzado un nivel superior de pensamiento cuando
un nuevo orden de pensamiento le permite, con respecto a ciertas operaciones,
aplicar estas operaciones a nuevos objetos. El alcance del nuevo nivel no se puede
conseguir por ensefianza pero, aun asi, mediante una adecuada eleccion de
gjercicios, el profesor puede crear una situacion favorable para que el estudiante

alcance un nivel superior de pensamiento.

Se puede ver mi intento por librarme a mi mismo de no ser capaz de dar suficiente
instruccion; también se puede ver la solucion: una adecuada serie de ejercicios: En
realidad, se ha puesto de manifiesto que al cambiar los libros de texto todas las
dificultades podian desaparecer. Asi que mi introduccion a los niveles no era solo
una afirmacion sino también un programa.” (Citado por Jaime y Gutiérrez, 1990,

p. 304).

De acuerdo con Jaime y Gutiérrez (1990) el modelo, tal como se conoce actualmente,

puede enunciarse de la siguiente manera:

“(1) Se pueden encontrar varios niveles diferentes de perfeccion en el

razonamiento de los estudiantes de matematicas;

(2) Un estudiante s6lo podra comprender realmente aquellas partes de las
matematicas que el profesor le presente de manera adecuada a su nivel de

razonamiento;
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(3) Si una relacion matematica no puede ser expresada en el nivel actual de
razonamiento, serd necesario esperar a que ¢€stos alcancen un nivel de

razonamiento superior para presentarsela;

(4) No se puede ensefiar a una persona a razonar de una determinada forma. Pero
si se le puede ayudar, mediante una ensefianza adecuada de las matematicas, a que

llegue lo antes posible a razonar de esta forma™ (p. 305).

De acuerdo a lo anterior, el modelo no sdlo brinda una descripcion del proceso de
ensefianza y aprendizaje de la Geometria, sino que muestra una relaciéon entre ambos
procesos. Por eso, este modelo esta compuesto por tres aspectos fundamentales: la

percepcion o Insight, los niveles de razonamiento y las fases de aprendizaje.

Autores como Jaramillo, Monsalve y Esteban (sf), sustentan que:

“La percepcion se logra cuando una persona es capaz de actuar en una situacion no
familiar; ejecuta de forma competente (correcta y adecuadamente) las acciones
requeridas por la situacion y emplea intencional (deliberada y conscientemente) un
método que resuelve la situacion. Se logra la percepcion cuando los estudiantes
comprenden lo que hacen, por qué lo hacen y cuando lo hacen; ademas, pueden

aplicar su conocimiento a la resolucion de nuevos problemas no rutinarios”. (p. 2)

El segundo aspecto del modelo, los niveles de razonamiento, es de tipo descriptivo,
puesto que identifica una estratificacion del razonamiento humano en niveles
jerarquizados, a través de los cuales “progresa la capacidad de razonamiento
matematico de los individuos desde que inician su aprendizaje hasta que llegan a su
maximo grado de desarrollo intelectual en este campo” (Jaime y Gutiérrez, 1990, p.

305).

El tercer aspecto del modelo, las fases de aprendizaje, es de tipo prescriptivo, porque
brinda una serie de directrices a los profesores para que puedan ayudarle a sus

estudiantes a pasar de un nivel de razonamiento al inmediatamente siguiente.
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2.2 CONCEPTO DE COMPRENSION.

Los esposos Van Hiele han tratado el concepto de comprension con mucho recato. Sin

embargo, el propio Pierre (1990) afirma que:

“un nifio tiene comprension en un determinado campo de la geometria cuando, a
partir de los datos y relaciones geométricas que se le suministran, es capaz de
llegar a una conclusiéon en una situacion con la que nunca se habia enfrentado

antes” (p. 4)

El mismo autor proporciona igualmente, un procedimiento de deteccion de la
comprension: “dos puntos clave de la comprension [son] el actuar de forma adecuada y
la novedad de la situaciéon” (p. 5). Con respecto al segundo punto, afirma que “solo
podemos saber si hay o no hay comprension si estamos seguros de que la situacion en

la que se coloca al sujeto es lo suficientemente nueva para €1” (p. 5).

Un concepto fuertemente relacionado con la comprension desde esta teoria, es el
Insight, dado que un estudiante lo posee cuando es capaz de resolver un problema no
familiar, de forma deliberada y consciente; es decir, actia de forma adecuada ante
situaciones nuevas; puntos clave de la comprension segun Van Hiele. Por lo tanto,

para estos autores, la comprension es sinonimos de Insight.

2.3 ESTRUCTURA E INSIGHT

La estructura, segin Van Hiele (1986), es un fendémeno de gran importancia porque
“capacita al hombre y al animal para actuar en situaciones que no son exactamente las
mismas que conocieron antes” (p. 24). Es decir, les permite ahorrar una vida de prueba
y error, porque los capacita para comprender ciertas cosas (Van Hiele, 1986). Segin
Piaget (1968) la estructura tiene tres caracteristicas principales: “tiene totalidad, es
llevada a cabo por transformaciones y es autorregulada” (citado por Van Hiele, 1986,
p. 27). Por su parte, la psicologia de la Gestalt propone cuatro caracteristicas de la
estructura:

63



se puede extender;

puede ser parte de otra estructura mas fina;

- puede ser parte de una estructura mas inclusive y

puede ser isomorfa con otra estructura (p. 28).

Para la psicologia Gestalt, una persona o animal posee Insight, “cuando encuentra una
conclusion a causa de una estructura mental” (p. 24). Paralelamente, Van Hiele afirma
que el Insight existe cuando una persona “actua” ante una situacion nueva, de forma
competente y con intencion. Ambas descripciones de Insight apuntan a lo mismo, pero

con expresiones diferentes.

Por otro lado, Van Hiele (1986) menciona cinco estructuras: la realidad, la mente

humana, la mente de la humanidad, el lenguaje y la accion humana (p. 33).

El aprendizaje es un proceso propio de la estructura mental humana y se relaciona
directamente con “las modificaciones que se producen en las estructuras mentales de
una persona durante el proceso que la lleva de un nivel de razonamiento al siguiente”
(Jaime y Gutiérrez, 1990, p. 324). [Esas modificaciones tienen que ver con la
“transformacion de las estructuras mentales actuales en otras nuevas, mas complejas,

que absorberan las anteriores” (p. 324).

Las estructuras mentales se pueden representar como “redes de relaciones”, en las
cuales los vértices son los conceptos principales asimilados y las lineas de conexion,
son las relaciones que se establecen entre dichos conceptos. Por lo tanto, para Van
Hiele, el paso de un nivel al siguiente se produce cuando se crea una nueva red de
relaciones al incorporar a la anterior, nuevos conceptos y nuevas relaciones (Jaime y

Gutiérrez, 1990).
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Por ejemplo, en el nivel I de reconocimiento visual, la red es muy simple porque esta
formada por nombres sin conexiones entre ellos. El estudiante logra varias subredes

independientes.

En el nivel II de andlisis, “se amplian las subredes anteriores (que siguen siendo
independientes) gracias al surgimiento de los conceptos correspondientes a los

elementos y sus propiedades” (p. 325).

En el nivel III de clasificacion, el estudiante puede integrar varias subredes en una sola,
porque ya es capaz de deducir algunas propiedades de otras y se le facilita la

clasificacion de los objetos.

En el nivel IV de deduccion formal, el estudiante logra conexiones mas formales y
abstractas, que las logradas en el nivel III, que eran logicas pero informales (Jaime y

Gutiérrez, 1990).

2.4 DIFERENCIAS ENTRE EL MODELO DE VAN HIELE Y LA TEORIA
DE JEAN PIAGET

Muchas de las ideas de Van Hiele tienen sus raices en la teoria de Piaget. Sin
embargo, es fundamental para nuestra investigacidbn, mencionar sus principales

diferencias.

(1) Piaget argumentaba que el paso de una etapa a la siguiente dependia del desarrollo;
mientras que Van Hiele afirmaba que el paso de un nivel de razonamiento al siguiente
esta en funcion del aprendizaje. Jaramillo (2000) explica la diferencia de la siguiente

manera:

“Piaget creia que el paso de un nivel de pensamiento al siguiente era una funcion
del desarrollo, Van Hiele considera que es del aprendizaje. Entonces se plantea el
problema de como estimular a los nifios para que progresen de un nivel al

siguiente en el contexto de Van Hiele, no de Piaget” (p. 17)
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(2) Para Piaget no era importante el lenguaje para lograr avanzar de una etapa de
desarrollo a la siguiente; mientras que para Van Hiele, esta es una de las propiedades
de los niveles de razonamiento: el lenguaje con el que el estudiante se expresa, es una

manifestacion del nivel en el que esta razonando. El propio Van Hiele (1986) expreso:

“Piaget no veia importante el papel del lenguaje para el movimiento desde un nivel
al siguiente, ocasionalmente se le sugirio a ¢l que los nifios no entendian sus
preguntas. El siempre preguntd que es lo que no entendian, él podia leer sus
acciones. Pero, aunque las acciones pueden ser adecuadas, tu no puedes leer cudl

es el nivel en que los nifios pueden razonar” (p. 5).

(3) Piaget no consideraba que el alcance de una etapa superior se debia a la
reestructuracion de una etapa inferior, mientras que Van Hiele si consideraba que el
progreso de un nivel al siguiente se produce cuando se logra una nueva estructura de
pensamiento mdas compleja, al transformar las estructuras logradas en niveles

anteriores. Asi lo expresa el mismo Van Hiele (1986):

““Piaget no veia las estructuras de un nivel mas alto como el resultado del estudio
de un nivel mas bajo”. En la teoria de Van Hiele el nivel mas alto es alcanzado si
las reglas que gobiernan la estructura mds baja se han hecho explicitas y

estudiadas, por lo tanto se convierten en una nueva estructura” (p. 5).
2.5 NIVELES DE RAZONAMIENTO.

Los esposos Van Hiele enunciaron originalmente su modelo describiendo cinco niveles
de razonamiento: basico o nivel 0 y niveles I, II, IIl y IV. Posteriormente ellos y otros
autores han ido evolucionando la forma de enumerar estos niveles. Por ejemplo, el
propio Pierre Van Hiele (1986) en uno de sus trabajos, enfatiza la importancia de los
tres primeros niveles, a los que se refiere como “basico o nivel visual, segundo nivel o
nivel descriptivo, tercer nivel o nivel teorico” (Jaramillo, 2000, p. 18). En el mismo
trabajo, ¢l afirma que los niveles superiores a estos son dificiles de discernir y que por
eso solo son de interés tedrico.
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Jaime y Gutiérrez (1990) distinguen cuatro niveles: nivel 1 (de reconocimiento), nivel
2 (de analisis), nivel 3 (de clasificacion) y nivel 4 (de deduccion formal). Land (1991)
habla de cuatro niveles también: nivel 0 (basico, visual o predescriptivo), nivel I
(descriptivo), nivel II (tedrico) y nivel III (deductivo). Finalmente, J. Llorens (1994)
distingue cinco niveles: nivel 0 o predescriptivo, nivel I o de reconocimiento visual,

nivel II o de andlisis, nivel III o de clasificacion y nivel IV o de deducciéon formal.

Los descriptores de los niveles de razonamiento de Van Hiele, siguiendo la

nomenclatura dada por J. Llorens (1994), son:

Nivel 0: Predescriptivo.

Es el nivel basico. Describe el conjunto de conocimientos previos que debe tener un

estudiante para comprender un concepto particular.

Nivel I: De reconocimiento visual.

- El estudiante reconoce las figuras por su apariencia general, es decir, describe los

objetos en su forma fisica: el color, la forma, el tamafio.

- Reconoce la figuras geométricas como un todo. Se le dificulta encontrar partes
constitutivas de los objetos o encontrar propiedades matematicas que los

caracterizan.

- Percibe que las figuras son “objetos individuales” (Jurado y Londofo, 2005, p. 9) y
se le dificulta abstraer propiedades para relacionarlas con las propiedades de figuras

del mismo tipo.

- El estudiante hace descripciones basadas en semejanzas con otros objetos que le son

cotidianos.
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Con respecto a la temdtica general secciones conicas, el estudiante en este nivel puede
describir, en la visualizacion de las construcciones realizadas mediante el doblado de
papel, cada una de estas secciones de manera global: por su forma, su tamafo, incluso
su posicion en la hoja; se le dificulta establecer las propiedades matematicas que les
corresponden y reconocer partes constitutivas. Ademads, hace descripciones basadas en
semejanzas con objetos conocidos como oOvalos, circulos achatados, antenas, equis (X),

etc.

Nivel II: De analisis.

- El estudiante es capaz de determinar las partes constitutivas de las figuras.

- Es capaz de encontrar algunas propiedades matematicas de las figuras, pero todavia
no cuenta con las capacidades suficientes para relacionar unas propiedades con

otras, o hacer clasificaciones correctas.

- Puede extraer otras propiedades por la observacion de las partes constitutivas, e
incluso puede hacer algunas generalizaciones de propiedades a figuras de la misma

clase.

- La deduccion de las propiedades y la generalizacion, se hace de manera informal

con base en la experiencia y la manipulacion.

Con respecto al tema de secciones conicas, el estudiante esta en el nivel II de analisis,
si reconoce, en la visualizacion de las construcciones hechas en papel, que cada una de
las secciones esta compuesta por ciertas partes constitutivas como: mediatrices, puntos
interiores fijos, directriz y foco (de manera incubierta). Incluso, puede describir la

conica como una figura envuelta por un conjunto de mediatrices.
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Nivel I1I: De clasificacion.

- El estudiante es capaz de relacionar unas propiedades con otras; de hecho puede
establecer que unas propiedades se deducen de otras y es capaz de hacer

clasificaciones logicas correctas.

- En este nivel, el estudiante empieza a comprender la estructura axiomatica de las
matematicas, es capaz de seguir demostraciones, pero todavia se le dificulta hacerlas
sin una correspondiente ayuda. Aun no tiene la necesidad del rigor y sus

argumentaciones se basan en la experiencia.

- Es capaz de establecer la definicion de un concepto geométrico de manera formal.

Con respecto al tema de secciones coOnicas, un estudiante estd en el nivel III de
clasificacion si identifica, en la visualizacion de las construcciones hechas mediante el
doblado de papel, la propiedad que debe cumplir un conjunto de puntos para pertenecer
al lugar geométrico respectivo de cada seccion conica. En este nivel, el estudiante
puede manifestar la necesidad de llegar a la definicion de cada una de las secciones

conicas como lugares geométricos.

Nivel IV: De deduccion formal.

- EI estudiante en este nivel, logra comprender la estructura axiomadtica de las

matematicas.

- Es capaz de realizar demostraciones formales sin ninguna ayuda.

- Conoce y aplica las propiedades de un sistema deductivo como la consistencia, la

independencia y la completitud (Jaramillo, 2000).

- Puede llegar a las mismas conclusiones partiendo de diferentes premisas.

- Utiliza un vocabulario especializado, propio del rigor matematico.
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Para Van Hiele, este nivel de razonamiento es de tipo tedrico porque es mucho mas
dificil de discernir que los niveles anteriores (Van Hiele, 1986, p. 47). Por lo tanto, en
este trabajo de investigacion, no se realizaran los descriptores propios de este nivel

para el concepto de elipse como lugar geométrico.

2.6 PROPIEDADES DE LOS NIVELES DE RAZONAMIENTO

La parte descriptiva del modelo de Van Hiele, los niveles de razonamiento, comparten
ciertas caracteristicas comunes, segun Jaime y Gutiérrez (1990): la jerarquizacion y
secuencialidad, relacion entre el lenguaje y los niveles y, la continuidad del paso por

los niveles.

Jerarquizacion y secuencialidad: Como cada uno de los niveles representa un grado
de sofisticacion en el razonamiento matematico, entonces es valido afirmar que, cada
nivel, se apoya en el inmediatamente anterior. Luego, “no es posible alcanzar un nivel
de razonamiento sin antes haber superado el nivel anterior” (Jaime y Gutiérrez, 1990,
p. 312). Esto es importante en la medida en que se puede recurrir a los conceptos y

definiciones desarrollados en un nivel anterior.

Relacién entre el lenguaje y los niveles: La capacidad de razonamiento de cada uno
de los niveles no s6lo tiene relacion con la resolucion de problemas sino también con la
manera de expresarse y con la forma de utilizar cierto vocabulario. Luego, “a cada
nivel de razonamiento le corresponde un tipo de lenguaje especifico... y dos personas
que razonan (y que interpretan los argumentos del otro) en diferentes niveles no podran

comprenderse” (p. 315).

Continuidad en el paso por los niveles: El paso de un nivel al siguiente se produce de
forma continua. Esto es, en palabras de Jaime y Gutiérrez (1990), “el paso de un nivel
de razonamiento al siguiente se produce de manera gradual y durante algiin tiempo el
estudiante se encontrara en un periodo de transicion en el que combinara

razonamientos de un nivel y del otro” (p. 319). Esto implica que los estudiantes
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podran mostrar rasgos en sus procedimientos y razonamientos que corresponden a un

estado de transicion entre dos niveles.

Siguiendo a otros autores, los niveles de razonamiento de Van Hiele, deben cumplir
unas propiedades especificas, para que puedan caracterizar el proceso de comprension
de un estudiante, de un concepto determinado. De acuerdo con la nomenclatura de

Usiskin (1982), estas propiedades son:

Propiedad 1: Secuencialidad fija. “Un estudiante no puede estar en un nivel n de
Van Hiele sin haber superado el nivel n — 1” (Usiskin, 1982, p. 5). Esto es, cada

estudiante debe progresar en los niveles de razonamiento siguiendo una secuencia fija.

Propiedad 2: Adyacencia. Segin Mayberry (1981) “El objeto de percepcion del nivel
n — 1, se convierte en el objeto de pensamiento del nivel n” (Citado por Jaramillo,
2000, p. 22). Es decir, los niveles de razonamiento tienen una “estructura recursiva”
(p. 22), puesto que en el nivel inferior hay muchas caracteristicas o cualidades del
pensamiento que se utilizan de forma implicita y que se hacen explicitas en el nivel
inmediatamente superior. En la tabla 2 (p. 71) se representa la estructura recursiva de

los niveles de razonamiento, de acuerdo con Jaime y Gutiérrez (1990).

Propiedad 3: Distincion. “El nivel n requiere una reorganizacién o reinterpretacion
del conocimiento adquirido en el nivel n — 1, esto es la percepcion de una nueva

estructura” (Jaramillo, 2003, p. 22).

Propiedad 4: Separacion. Van Hiele propuso esta propiedad como una hipdtesis,
pero fue Mayberry (1981) quien confirmd que “dos personas que razonen en diferentes
niveles no podran entenderse, en lo que se refiere al objeto de su razonamiento

matematico” (Citado por Jaramillo, 2003, p. 22).
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Tabla 2: Estructura recursiva de los niveles de Van Hiele (p. 312).

Elementos Explicitos Elementos Implicitos
Nivel 1 Figuras Partes y propiedades de las
/ figuras.
Nivel 2 Partes y propiedades de las / Implicaciones entre
figuras. / propiedades.
Nivel 3 Implicaciones entre ¥| Deduccion formal de teoremas.
propiedades. /
Nivel 4 Deduccion formal de K]
teoremas.

Propiedad 5: Cada nivel tiene su lenguaje. “Hay una estrecha relacion entre el
lenguaje y los niveles hasta el punto que cada nivel tiene un tipo de lenguaje
especifico” (p. 22). Segun la forma en que el estudiante se expresa y el vocabulario
que utiliza, manifiesta el nivel en que estd razonando frente a un concepto
determinado. Cuando el estudiante involucra en su red de relaciones los nuevos
conocimientos y logra una modificacion o ampliacion de esta, logra respuestas mas

elaboradas. Esto es mostrado por el estudiante gracias al lenguaje que utiliza.

Es importante que no se confunda un avanzado nivel de razonamiento con la habilidad
para resolver ejercicios o contestar preguntas. En muchos casos, los estudiantes
aprenden a resolver ciertos ejercicios de forma rutinaria y mecanica, reproduciendo
algunos que ya sabian realizar; o aprenden definiciones de forma memoristica, sin

manifestar una comprension real del concepto.

Propiedad 6: Consecucion. “El progreso de un nivel al siguiente se produce de forma
gradual” (Jaramillo, 2003, p. 23). Las habilidades, caracteristicas o conocimientos de
un nivel de razonamiento determinado no se logran de forma simultanea, es decir, las

cualidades del pensamiento que permiten el razonamiento en un nivel especifico, no se
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producen en un instante determinado. Debe haber un periodo de transicion en el que el

estudiante manifieste simultdneamente habilidades de niveles consecutivos. Se han

realizado algunos estudios que indican “el caracter regresivo que puede manifestarse

en el nivel de razonamiento, sobre todo cuando todavia no se ha adquirido plenamente

un nivel” (p. 24), es decir, el estudiante por lo general, para responder una pregunta de

forma segura, se refugia en el nivel de razonamiento anterior, que ya tenia plenamente

adquirido.

2.7 FASES DE APRENDIZAJE

Las fases de aprendizaje propuestas por los esposos Van Hiele son cinco:

L

IIL.

I1I.

IV.

Informacion: Es la fase en la que los estudiantes tienen la oportunidad de conocer el
tipo de trabajo que van a hacer y los profesores, de descubrir el nivel de

razonamiento en el que estan esos estudiantes en un tema particular.

Orientacion dirigida: Es la fase en la que los estudiantes construiran los elementos
fundamentales de la red de relaciones del nuevo nivel, es decir, “descubren,
comprenden y aprenden” (Jaime y Gutiérrez, 1990, p. 334) los conceptos y

propiedades principales de la temdtica que estan estudiando.

Explicitacion: Es la fase en la que los estudiantes revisan, socializan y comparan el
trabajo. Es una puesta en escena de los conocimientos obtenidos hasta entonces

para perfeccionar el lenguaje y la forma de expresar las ideas.

Orientacion libre: En esta fase, los estudiantes tienen la oportunidad de aplicar los
conocimientos adquiridos en las fases anteriores en otras investigaciones, temas o

areas.

Integracion: En esta fase, el estudiante debe condensar los conocimientos que ha
construido hasta entonces en un todo; es decir, acumula, integra y compara todos los

conocimientos para estructurar su red de relaciones final. (Jaime y Gutiérrez, 1990).
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3 GEOMETRIA DEL DOBLADO DE PAPEL Y SU APLICACION A
LAS SECCIONES CONICAS

En este capitulo se pretende formalizar los conceptos primitivos de la geometria del
doblado de papel, fundamentar su axiomatica y con base en esta, construir y definir

cada una de las secciones conicas.

3.1 AXIOMATICA DEL DOBLADO DE PAPEL

3.1.1 Introduccion

El doblado de papel se ha convertido en una excelente estrategia de visualizacion, que
permite la comprension de conceptos matematicos y, en particular, geométricos. Asi lo

afirman Santa y Jaramillo (2010):

“En el campo educativo, el doblado de papel se ha consolidado como una
alternativa para mejorar el razonamiento en el area de la geometria, debido
principalmente a su caracter visual y experimental, que le permite al estudiante no
s6lo manipular la hoja de papel con unos dobleces determinados, sino también
visualizar algunos conceptos geométricos, ademas, justificar de manera formal las

construcciones elaboradas, usando un sistema axiomatico” (p. 340).

En la misma linea, Royo (2002) también afirmé que: “el ejercicio de doblar papel se
puede usar con fines pedagogicos para estudiar e ilustrar la geometria elemental plana.

La clave radica en interpretar geométricamente qué se esta haciendo cuando se dobla el

papel” (p. 186).

Gracias a que el doblado de papel permite realizar construcciones tan precisas como las
que se logran con regla y compés, en los Ultimos afios, se ha venido desarrollando un
“sistema axiomatico, paralelo al de la geometria euclidiana, que permite justificar las
construcciones hechas con papel” (Santa y Jaramillo, 2010, p. 340). Esta geometria,

denominada “geometria del doblado de papel” (p. 340), se fundamenta en los seis
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axiomas presentados por el italo-japonés Humiaki Huzita en el “First International
Meeting of Origami Science and Technology” llevado a cabo en el afio 1989, y en el

séptimo axioma propuesto por el japonés Koshiro Hatori (Santa y Jaramillo, 2010).

Segun Santa y Jaramillo (2010), el sistema axiomatico del doblado de papel, es
“consistente, coherente y plausible desde el punto de vista matematico” (p. 341), de

acuerdo con las tres condiciones dadas por Cardozo y Elejalde (2001):

“Suficiencia: Deben explicitarse las definiciones, postulados y teoremas basicos

que permitan deducir nuevos hechos geométricos.

Independencia: Ningun postulado, en este caso axioma, se debe deducir de otro.

Compatibilidad: Dos axiomas no deben llevar a deducciones contradictorias” (p.

341)

De acuerdo con dichas condiciones, Santa y Jaramillo (2010) proponen:

“unos conceptos bdsicos o primitivos en correspondencia con los axiomas de
Huzita — Hatori para poder asi, garantizar la existencia del sistema axiomatico de
la geometria del doblado de papel y fundamentar del rigor geométrico

correspondiente, las construcciones realizadas mediante el doblado” (p. 341).

3.1.2 Conceptos primitivos de la geometria del doblado de papel

Los conceptos primitivos de la geometria del doblado de papel son “el doblez, el punto
y la hoja de papel” (p. 341), de manera andloga a los conceptos primitivos de la

geometria euclidiana: la recta, el punto y el plano, respectivamente.

De acuerdo con Santa y Jaramillo (2010), estos conceptos se definiran de la siguiente

manera:

75



“Doblez: de manera analoga a la recta, hecho en un pedazo de papel que aparece
tanto al anverso como al reverso de este, se considerara como un concepto
primitivo no definido, el cual esta estrechamente relacionado con un segmento de
linea recta, porque un pedazo de papel es limitado; pero se enfatizara que este

doblez representa de manera abstracta una linea recta” (p. 341).

“Punto: es un concepto no definido. Sin embargo, se establece una relacion
directa de manera natural con la interseccion de dos dobleces o con las esquinas
(angulos) de la hoja de papel. Sin pérdida de generalidad, en algunos casos, los
puntos se van a asumir de manera intuitiva como la marca mas pequefa que se
puede dibujar con un lapiz. Es decir, un punto puede ser dibujado o construido en

la hoja de papel” (p. 342).

“Hoja de papel: Una cara de la hoja de papel se puede tomar como una porcion del
plano. Por lo tanto, tiene limites y es finito, pero puede ser una representacion

abstracta de un plano infinito” (p. 342).

A partir de una hoja de papel, de puntos y segmentos de recta, se pueden hacer

muchisimas construcciones, como por ejemplo: rectas perpendiculares a otras, la

bisectriz de un angulo, la mediatriz de un segmento, infinitos segmentos de recta que

pasen por un punto, la triseccion de un angulo agudo, algunos productos notables, el

teorema de Pitagoras, la media y extrema razon, poligonos regulares, etc. Con base en

la visualizacion de estas construcciones, un estudiante podria alcanzar la comprension

de muchos conceptos geométricos, e incluso de algunos procedimientos algebraicos.

3.1.3 Axiomas o postulados de la geometria del doblado de papel6.

Santa y Jaramillo (2010) afirmaron que los seis axiomas postulados por Huzita (1989)

y el séptimo postulado por Hatori (2003), tienen “restricciones importantes” (p. 342)

que no se mencionaron en su formulacién inicial, y que son necesarias para poder

® Las construcciones que se presentan en este trabajo, fueron elaboradas en el asistente geométrico RyC, con
el fin de facilitar la visualizacién de los hechos geométricos, dado que simulan el mosaico de pliegues
producto del doblado de papel.
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“establecer que el sistema axiomatico de la geometria del doblado de papel, cumpla

con las tres condiciones: suficiencia, independencia y compatibilidad” (p. 342).

Por lo tanto, Santa y Jaramillo (2010) reformularon el sistema axiomatico de la
geometria del doblado de papel, teniendo como referencia los axiomas presentados por
Huzita y Hatori y en correspondencia con sus conceptos primitivos mencionados, de la

siguiente manera:

“Axioma 1: Dados dos puntos P, y P,, se puede hacer un doblez que pasa a través de

ellos (Lang, 1996 — 2003, p. 38)” (Citado por Santa y Jaramillo, 2010, p. 343).

Este axioma es equivalente al primer axioma de Euclides “por dos puntos pasa una

unica recta”.

Ademas, de acuerdo con el concepto primitivo doblez, es Unico el doblez resultante, a
pesar de que se pueda observar tanto al anverso como al reverso de la hoja de papel
(Santa y Jaramillo, 2010). Luego, Santa y Jaramillo (2010) enuncian el axioma 1 de la

siguiente forma: “Dados dos puntos distintos P, y P,, existe un Ginico doblez que pasa

a través de ellos” (p. 343).

P1

P2

Figura 2: Doblez resultante consecuencia del axioma 1.
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“Axioma 2: Dados dos puntos P, y P,, se puede hacer un doblez que lleva a P, sobre

P, (Lang, 1996 — 2003, p. 38)” (Citado por Santa y Jaramillo, 2010, p. 343).

Segun Santa y Jaramillo (2010), este axioma se relaciona directamente con la

construccion del lugar geométrico de una mediatriz con regla y compas, dado que el
doblez resultante es una perpendicular que corta al segmento ﬁ en su punto medio.
Como el doblez también es Unico, y los dos puntos P, y P, deben ser distintos,
entonces estos autores reformulan el axioma 2 de la siguiente forma: “Dados dos

puntos distintos P, y P,, existe un unico doblez que lleva a P, sobre P,” (p. 343).

P1

P2

Figura 3: Doblez resultante consecuencia del axioma 2.

“Axioma 3: Dadas dos lineas 1; y 1,, se puede hacer un doblez que pone a I; sobre 1,

(Lang, 1996 — 2003, p. 38)” (p. 344).

Segiin Santa y Jaramillo (2010), este axioma se relaciona directamente con la
construccion del lugar geométrico de una bisectriz con regla y compds, dado que el
doblez resultante divide el angulo que forman los dos dobleces al intersecarse, en dos

angulos congruentes. Por lo tanto, seglin estos autores, se cumple que:

“Si |, es paralela a |,, entonces se hace referencia a una paralela que equidista de

los dos dobleces. El doblez en este caso seria unico.
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Si |, no es paralela a |,, entonces se hace referencia a la bisectriz del angulo que

forman los respectivos dobleces al intersecarse. Si estos se intersecan en la hoja
de papel, se pueden encontrar dos dobleces. Si estos no se intersecan, existen los

dos dobleces, pero uno de ellos estd por fuera del plano determinado por la hoja de

papel” (p. 344).

De acuerdo con las restricciones anteriores y teniendo en cuenta que los dos dobleces
deben ser diferentes, Santa y Jaramillo (2010) reformulan el axioma 3 de la siguiente
forma: “Dados dos dobleces distintos 1; y I, existen dos dobleces o un doblez que pone

a l; exactamente sobre 1,” (p. 344).

Figura 4: Doblez resultante consecuencia del axioma 3.

“Axioma 4: Dado un punto P, y una linea l;, se puede hacer un doblez que pone a I

sobre si misma y pasa por P, (Lang, 1996 — 2003, p. 38)” (p. 345).

Segiin Santa y Jaramillo (2010), este axioma se relaciona directamente con la
construccion de una perpendicular a una recta que pasa por un punto exterior a esta, o
que pertenece a esta, con regla y compas. Teniendo en cuenta que el doblez es tinico,
estos autores reformulan el axioma 4 de la siguiente forma: “Dado un doblez 1, y un

punto P, existe un Ginico doblez que pone a 1; sobre si misma y pasa por P,” (p. 345).
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Figura 5: Doblez consecuencia del axioma 4.

“Axioma 5: Dados dos puntos P, y P,, y una linea 1;, se puede hacer un doblez que

pone a P, sobre l; y pasa por P, (Lang, 1996 — 2003, p. 38)” (p. 346).
De acuerdo con Santa y Jaramillo (2010):

“el punto P, se mantiene fijo, mientras que P, debe recorrer una trayectoria
circular hasta coincidir con un punto que pertenezca a 1;; luego, P, es el centro de

una circunferencia hipotética de radio P,P,. En la busqueda del doblez, se

presentan entonces tres posibilidades: dos soluciones, una solucién o ninguna, de
acuerdo con las posiciones relativas de la circunferencia hipotética y el doblez 1;:
que el doblez sea secante, sea tangente o que simplemente no corte la

circunferencia.” (p. 346).
Por lo tanto, ellos reformulan el enunciado del axioma 5 de la siguiente forma:

“Dados un doblez l; y dos puntos P, y P,, se puede encontrar un doblez, dos dobleces
o ningin doblez, si se lleva el punto P, sobre 1; y se garantiza que el doblez pase por

P,” (p. 346).
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Cria Hipotética

Figura 6: Dobleces resultantes de la aplicacion del axioma 5.

“Axioma 6: Dados dos puntos P, y P,,y dos lineas I; y I, se puede hacer un doblez

que pone a P, sobre 1; y a P, sobre 1, (Lang, 1996 — 2003, p. 38)” (p. 346).

La aplicacion de este axioma, segun Huzita (1989), se relaciona con “la solucion de un
problema de calculo, el cual consiste en encontrar una recta tangente a dos curvas, en
este caso a dos pardbolas” (p. 346). De hecho, segiin Geretschliger (1995), “la
aplicacion sucesiva del axioma 2 con un doblez 1; y un punto exterior, genera el lugar

geométrico de la parabola” (Citado por Santa y Jaramillo, 2010, p. 346).

Luego, el axioma 6, segun Santa y Jaramillo (2010), tendria varias restricciones
importantes, que se mencionan en la tabla 3, de acuerdo con las posiciones relativas de

los puntos y de los dobleces. Asi:
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Tabla 3: "Existencia de dobleces al aplicar el axioma 6" (pp. 347 - 348)

Puntos | Exteriores a la regién | Interiores a la region Exterior e interior
P yP, | que determinan los que determinan los
Dobleces dobleces dobleces
11 y 12
Paralelos Hay dos soluciones. | No hay solucion si la | No hay solucion si la

Con estas
condiciones sucede
algo muy curioso:
las dos soluciones,

[ 17
PP,, P,'P,"",
P,''P,""* convergen

en un mismo punto.

distancia de P,P, es

menor que la
distancia entre los
dobleces 1; y 1.

Si la distancia
dem es igual o
mayor que la
distancia entre los
dobleces |; y 1,, hay

una solucion.

distancia de P,P, es

menor que la distancia
entre los dobleces 1; y L.
Si la distancia de ﬁ
es igual o mayor que la
distancia entre los
dobleces I; y 1, puede
ocurrir: si el eje focal es
igual, hay dos
soluciones; si el eje
focal es diferente, hay
dos soluciones, una de
las cuales es posible que
quede por fuera del

plano (hoja de papel).

No paralelos

Hay tres soluciones.
Es posible que en la
hoja no se pueda
visualizar que un
punto queda sobre el
doblez, porque
ocurre por fuera del
plano determinado

por dicha hoja.

Hay una solucion,
que puede estar
dentro o fuera del
plano determinado

por la hoja de papel.

Hay dos soluciones. Es
posible que en la hoja no
se pueda visualizar que
un punto queda sobre el
doblez, porque ocurre
por fuera del plano (hoja
de papel).

7 Los puntos P;” y P,” son los puntos donde se ponen P, y P, cuando se encuentra el primer doblez solucion del axioma 6.
8 Los puntos P,”* y P,”” son los puntos donde se ponen P; y P, cuando se encuentra el segundo doblez solucién del axioma

6.
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Ademads de las restricciones mencionadas en la tabla anterior, el punto P, debe ser
exterior al doblez l;, asimismo el punto P, debe ser exterior al doblez l,, para

garantizar la existencia de las dos parabolas (Santa y Jaramillo, 2010).

Con las restricciones sefialadas anteriormente, Santa y Jaramillo (2010) reformulan el

enunciado del axioma 6 de la siguiente forma:

“Dados dos dobleces I} y I, y dos puntos P, y P, exteriores a I} y b,
respectivamente, se puede encontrar un doblez, dos dobleces, tres dobleces o
ningin doblez, si se pone el punto P, sobre el doblez I; y a su vez, el punto P,

sobre el doblez 1,” (p. 348).

P2
&

Figura 7: Doblez consecuencia del axioma 6.

“Axioma 7: Dados un punto P, y dos lineas l; y I,, se puede hacer un doblez

perpendicular a I, que ponga el punto P, sobre la linea I; (Lang, 1996 — 2003, p. 39)”
(Citado por Santa y Jaramillo, 2010, p. 349).

Seglin Santa y Jaramillo (2010), “este axioma consiste en encontrar un doblez que sea
tangente a la pardbola cuya directriz es I; y cuyo foco es P, y a su vez, sea

perpendicular a la recta que determina el doblez 1,” (p. 349). De acuerdo con Lang

(1996 — 2003), este axioma se relaciona directamente con la solucion de una ecuacion
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de segundo grado y deberia tener dos soluciones reales distintas, dos soluciones reales
iguales, o no tener solucion en los reales. Por lo tanto, Santa y Jaramillo (2010)

determinaron las siguientes restricciones:

“Si los dobleces 1; y I, son paralelos, no es posible encontrar el doblez, dado que
cualquier perpendicular a I, es secante de la parabola con foco P, y directriz 1; (no

hay solucion en los reales);

Si los dobleces 1; y 1, no son paralelos, existe un unico doblez (dos soluciones

reales iguales);

El punto P, debe ser exterior al doblez 1;, de lo contrario, no se podria hablar del

lugar geométrico de la pardbola” (p. 349).

Con las restricciones sefialadas anteriormente, Santa y Jaramillo (2010) reformulan el
enunciado del axioma 7 de la siguiente forma: “Dados dos dobleces 1; y I, y un punto

P, exterior a l;, se puede encontrar un doblez o ningin doblez, que sea perpendicular a

1> y que ponga el punto P, sobre el doblez 1, (p. 350).

Figura 8: Doblez consecuencia del axioma 7.

De acuerdo con lo anterior, los autores Santa y Jaramillo (2010) consideran que “los
axiomas de Huzita — Hatori cumplen con las condiciones de independencia y
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3.2

compatibilidad, puesto que un axioma no puede inferirse del otro y no llevan a
deducciones contradictorias” (p. 350). Incluso, Robert Lang (1996 — 2003) “demuestra
que este conjunto de axiomas es completo y que son todas las posibles combinaciones
que definen un unico doblez por la alineacién de puntos con segmentos de recta

finitos” (Citado por Santa y Jaramillo, 2010, p. 350).

Por lo tanto, Santa y Jaramillo (2010) determinan que:

“Para que la geometria del doblado de papel sea verdaderamente un sistema
axiomatico, se debe cumplir con la condicion de suficiencia. Aun hace falta
establecer una serie de teoremas que permitan deducir nuevos hechos geométricos,
y hasta el momento, estos al parecer, todavia no han sido estudiados, dado que

apenas las investigaciones en esta area, estan iniciando” (p. 350).

CONSTRUCCION DE LAS SECCIONES CONICAS MEDIANTE EL
DOBLADO DE PAPEL

A continuacion, se propone la construccién de cada una de las secciones conicas
mediante el doblado de papel y su definiciéon como lugar geométrico, con base en la
reformulacion de la axiomatica establecida para la geometria del doblado. Con esto, se
busca demostrar la importancia de dicha axiomatica para la deduccion de nuevos
hechos geométricos y se abre la posibilidad de establecer teoremas para que la

geometria del doblado de papel sea realmente un sistema axiomatico completo.

3.2.1 Circunferencia:

Segun Row (1966), “no es posible construir, de manera directa, una circunferencia con
el doblado de papel” (Citado por Santa y Jaramillo, 2010, p. 351), pero si es posible
encontrar puntos discretos de la misma y con base en la visualizacion de esta

construccion, definirla como lugar geométrico.
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Para tener una primera aproximacion de la nocién de circunferencia, se propone la
construccion de puntos discretos, a partir de un proceso de traslacion de puntos, que
conserven la misma distancia al punto especifico O. Para ello, es necesario tener una

hoja de papel de forma cuadrada.

Con el axioma 2, se construyen sus dos diagonales; luego, se aplica el axioma 3 “con
cada par de lados paralelos de dicho cuadrado, es decir, se construyen paralelas que
equidisten de los lados opuestos respectivamente” (Santa y Jaramillo, 2010, p. 351).

Por lo tanto, se generaron cuatro dobleces que convergen en el punto O.

Figura 9: Construccion de puntos discretos de una circunferencia (p. 351).

Posteriormente, se aplica el axioma 3 llevando el doblez AC sobre el doblez EG, para
bisecar los angulos ZAOEy ZGOC. Usando el mismo procedimiento, se bisecan

todos los demas angulos interiores (Santa y Jaramillo, 2010).
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Figura 10: Construccion de puntos discretos de una circunferencia (p. 352).

Luego, se aplica otra vez el axioma 3 con dos dobleces consecutivos, para bisecar los

16 angulos interiores que se formaron en el punto O (Santa y Jaramillo, 2010).

Figura 11: Construccion de puntos discretos de una circunferencia (p. 352).

Se dibuja un punto P en uno de los dobleces (diferente del punto O) cerca al borde de
la hoja y se traslada a los dobleces siguientes. Este proceso de traslacion de dicho

punto a los dobleces consecutivos, garantiza que se conserva la misma distancia al

punto O.
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Figura 12: Construccion de puntos discretos de una circunferencia.

De acuerdo con Santa y Jaramillo (2010):

“este conjunto de puntos discretos permite intuir la nocion de circunferencia,
circulo, didmetro y radio. Por lo tanto, a partir de esta construccion, se puede
definir el lugar geométrico circunferencia como: el conjunto de todos los puntos

que equidistan de un punto fijo llamado centro” (p. 353).

Cuando el estudiante ya comprende la nocidon de circunferencia, se le puede plantear
otra forma de construir una circunferencia concéntrica a otra, mediante el doblado de
papel. Se dibuja una circunferencia con centro O y radio r en una hoja de papel. Se
llevan varios puntos de esta circunferencia sobre su centro y el conjunto de mediatrices
envuelve una segunda circunferencia con centro O y radio r/2. En este caso, el
estudiante puede determinar y argumentar si la figura envuelta por las mediatrices es

una circunferencia, con base en su definicion como lugar geométrico.
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Figura 13: Construccion circunferencia envuelta por mediatrices.

La comprension del concepto de circunferencia es el primer paso para poder lograr la
definicion de la elipse y de la hipérbola como lugares geométricos, pues ambas

construcciones con doblado de papel, se basan en dicho concepto.

3.2.2 [Elipse:

La construccion de la elipse inicia con el dibujo de una circunferencia (Ibafiez, 2002)
con centro O y radio r, en una hoja de papel de forma rectangular. Posteriormente, se
ubica un punto P, diferente de O, en la region delimitada por dicha circunferencia y se
realizan dobleces que surgen de llevar puntos de la circunferencia sobre el punto P

(aplicacion sucesiva del axioma 2).
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Figura 14: Elementos iniciales para la construccion de una elipse.

Figura 15: Construccion de una elipse.

Cuando se finalizan todos los dobleces, Ibafiez (2002) afirma que la elipse se forma

como la “envolvente de una familia de rectas” (p. 22). Asi:
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Figura 16: Construccion de una elipse.

De acuerdo con Santa y Jaramillo (2010), la anterior construccion permite llegar a la

definicion de la elipse como lugar geométrico, de la siguiente forma:

“Suponga que O y P son los focos de la elipse, y N uno de los puntos de la
circunferencia. Sea M el punto donde se intersecan el radio NO y la mediatriz del

segmento NP (axioma 2). Notese que MP es congruente con NM como

consecuencia del segundo axioma” (p. 355).
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Figura 17: Definicion de la elipse.

Con base en la visualizacion de la figura, sumar OM + MP seria lo mismo que sumar

OM + MN vy el resultado seria r, donde r es el radio de la circunferencia inicial con la
que se empezo la construccion. Luego, se puede afirmar que la elipse “es el lugar
geométrico de los puntos tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos,

llamados focos, es una constante” (Zill y Dewar, 1992, p. 494).
3.2.3 Hipérbola:

La construccion de la hipérbola inicia con el dibujo de una circunferencia (Ibafiez,
2002) con centro O y radio r, en una hoja de papel de forma rectangular.
Posteriormente, se ubica un punto P, diferente de O, exterior a dicha circunferencia y
se realizan dobleces que surgen de llevar puntos de la circunferencia sobre el punto P

(aplicacion sucesiva del axioma 2).
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Figura 18: Elementos iniciales para la construccion de una hipérbola.

Cuando se finalizan todos los dobleces, Ibafiez (2002) afirma que la hipérbola se forma

como la “envolvente de una familia de rectas tangentes” (p. 34). Asi:
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Figura 19: Construccion de una hipérbola (Santa y Jaramillo, 2010, p. 357).

De acuerdo con Santa y Jaramillo (2010), la anterior construccion permite llegar a la

definicion de la hipérbola como lugar geométrico, de la siguiente forma:

“Suponga que P y O son los focos de la hipérbola y Q, un punto de la

circunferencia. Sea M el punto donde se intersecan el diametro que pasa por el

93



segmento QO y la mediatriz del segmento PQ (doblez formado por la aplicacién

del axioma 2)” (p. 357).
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Figura 20: Definicion de la hipérbola.

Con base en la visualizacion de la figura, realizar la operacion QM — MO seria lo

mismo que realizar la operacion PM - MO, dado que PM es congruente con QM ,
por el segundo axioma. FEl resultado seria r, donde r es el radio de la circunferencia
inicial con la que se empezo la construccion. Luego, se puede afirmar que la hipérbola

s “el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias entre dos puntos

fijos llamados focos es constante” (Zill y Dewar, 1992, p. 502).
3.2.4 Parabola:

Su construccién inicia con la realizaciéon de un doblez L, como consecuencia de la
aplicacion del axioma 1, y de la ubicacion de un punto P, exterior a este.
Posteriormente, se realizan dobleces que surgen de llevar puntos de la recta sobre el

punto P (aplicacion sucesiva del axioma 2).
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Figura 21: Elementos iniciales para la construccion de una parabola.

Cuando se finalizan todos los dobleces, Ibafiez (2002) afirma que la parabola se forma

como la “envolvente de una familia de rectas tangentes” (p. 26). Asi:
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Figura 22: Construccion de una parabola (Santa y Jaramillo, 2010, p. 359).

De acuerdo con Santa y Jaramillo (2010), la anterior construccion permite llegar a la

definicion de la pardbola como lugar geométrico, de la siguiente forma:

“Suponga que P es el foco de la pardbola y L su directriz. Sea K el doblez que se
formd cuando se aplico el axioma 2. Al aplicar el axioma 4, se puede hacer un

doblez perpendicular a L y que pase por el punto Q. Este doblez se corta con el
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doblez K en el punto R. Note que el segmento PR es congruente con el segmento

E (por ser K la mediatriz del segmento E , axioma 2)” (p. 359).
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Figura 23: Definicion de la pardbola.

Luego, se puede afirmar que la pardbola es “el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de un punto fijo llamado foco y una linea recta llamada directriz” (Zill y

Dewar, 1992, p. 486).
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4.1

4 MARCO METODOLOGICO

En este capitulo se describe la forma como se llevd a cabo el estudio: sus
caracteristicas generales, los métodos de recoleccion de la informacion y el andlisis de

la informacion.

PARADIGMA.

Esta investigacion estuvo orientada bajo una metodologia de corte cualitativo. Las
actividades que surgieron de esta, fueron relativas, es decir, dependieron del contexto
del cual se extrajeron los datos, pues el guién de entrevista final y los descriptores
finales de los niveles de razonamiento surgieron de observaciones, de los materiales de
los estudiantes y de las entrevistas individuales y grupales con ellos. Las entrevistas
individuales, en particular, sirvieron para analizar su proceso de comprension de
acuerdo con los descriptores de los niveles de razonamiento de Van Hiele, en relacion
con el concepto de elipse como lugar geométrico, utilizando la geometria del doblado

de papel.

En este sentido, se consideré fundamental el aspecto subjetivo de la realidad de los
estudiantes. Por lo tanto, la informacion que se recolect6 fue en forma de textos
(encuestas), imagenes (material de los estudiantes), observaciones, entrevistas, analisis

documentales (material de los estudiantes), entre otros.

Luego, el conocimiento se construyd gracias a las interacciones entre investigado e
investigador, que permitieron a este ultimo, en particular, comprender la realidad tanto

en su logica interna como en su especificidad (Sandoval, 2002).

4.1.1 Tipo de estudio.

De acuerdo al paradigma cualitativo, el tipo de estudio que abord6 esta investigacion

fue un “estudio de casos” multiple (Herndndez, Ferndndez y Baptista, 2006) de
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estudiantes de cierta Institucion Educativa de la ciudad de Medellin, que estaban

préoximos a abordar la tematica relacionada con las secciones conicas.

Las razones por las cuales se optd por un estudio de casos, son las siguientes:

- Segtin Chetty (1996, citado por Martinez, 2006), permite estudiar un tema
determinado (el concepto de elipse como lugar geométrico) donde la teoria existente
(Modelo de Van Hiele) no aplica todavia.

— Segun Chetty (1996, citado por Martinez, 2006), permite estudiar el fenomeno
desde muchas perspectivas (razonamiento en la comprension del concepto de elipse
como lugar geométrico) y no desde una sola variable.

- Seglin Yin (1989, citado por Martinez, 2006), se utilizan varias fuentes de datos
como las observaciones, las entrevistas, las encuestas y el analisis de textos
bibliograficos.

- Segun Yin (1989, citado por Martinez, 2006), se puede estudiar tanto un caso Unico
como multiples casos. En esta investigacion se estudiaron cinco casos.

— Con base en Eisenhardt (1989, citado por Martinez, 2006), los participantes se
eligen de una manera tedrica, esto es, “el objetivo de la muestra tedrica es elegir
casos que probablemente pueden replicar o extender la teoria emergente...” (p. 19).
En este sentido, se eligieron cinco estudiantes del grado décimo de una Institucion
Educativa de la ciudad de Medellin, que estuvieran proximos a estudiar el tema de
secciones coOnicas y que manifestaran gusto por el doblado de papel y tuvieran
algunos conceptos previos sobre geometria euclidiana.

- Ademas de tratar de encontrar patrones entre los diferentes casos, también se
pretendi6 profundizar en el plano individual, al analizar el proceso de comprension
del concepto de elipse como lugar geométrico de cada estudiante. (Hernandez,
Fernandez y Baptista, 20006)

- Al analizar varios casos, los primeros van a funcionar como “casos pilotos” para
refinar las actividades propuestas y los descriptores hipotéticos de nivel. Es decir, el
proceso de confrontacion en el trabajo de campo, permite refinar las actividades del

guidn de entrevista de caracter socratico.
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4.2

Por lo tanto, nuestra investigacion se centrd en el analisis del proceso de comprension
de cinco estudiantes, del concepto especifico de elipse como lugar geométrico. Estos
estudiantes, que fueron invitados para hacer parte de la investigacion, se seleccionaron
porque demostraron habilidades especiales para el doblado de papel. El analisis
individual de la comprension se hizo triangulando tres fuentes principales de
informacion: encuesta, entrevista y material del estudiante. Nuestras primeras
entrevistas nos permitieron refinar el guion de entrevista y a su vez, los descriptores de
nivel. Posteriormente, se hizo una triangulacion del anélisis de los cinco casos, con el
marco tedrico y las observaciones del investigador, para tratar de encontrar patrones en

los diferentes casos.

PARTICIPANTES.

Este trabajo estaba dirigido a estudiantes de la interfase bachillerato — universidad
(grados décimo, undécimo o primeros semestres de universidad). En particular, se
realizd con cinco estudiantes del grado décimo de una Institucion Educativa de la
ciudad de Medellin, que estuvieran proximos a abordar la tematica relacionada con las

secciones conicas.

Esta institucion esta ubicada en la comuna 16, en el barrio Belén. Cuenta con dos
jornadas, una en la mafiana y otra en la tarde. En la jornada de la mafiana estudian los
estudiantes de primaria y los de 6°, 7° y 8°. En la jornada de la tarde, los estudiantes
de los grados 9°, 10° y 11°. La mayoria de sus estudiantes son de estrato 2 y 3, y viven
en sectores como Altavista, Belén Rincon, las Violetas, los Alpes, la Gloria, Aguas
frias, entre otros (ver pagina web de la Institucion). En total, hay 17 grupos, con

aproximadamente 30 estudiantes cada uno.

La planta fisica cuenta con 10 aulas de clase, 2 aulas de informatica, un laboratorio de
fisica y/o biologia (obsoleto), una biblioteca, un comedor y una cafeteria. Hay dos

patios, uno de los cuales hace las veces de cancha.
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Los cinco estudiantes fueron elegidos en una actividad previa que se hizo con todo el
grupo 10°1 de dicha institucion, en el mes de mayo. Con esta actividad, se buscaba
que los estudiantes manifestaran algunos conceptos previos relacionados con la
geometria euclidiana y con la geometria del doblado de papel. También, la actividad
tenia una parte ludica, sobre origami modular, para observar tanto las actitudes como
las aptitudes que mostraban los estudiantes frente al doblado de papel. De este
proceso, se pudieron elegir cinco estudiantes que manifestaron agrado por el doblado
de papel y que pudieron percibir algunas relaciones importantes de la geometria
euclidiana a través de la visualizacion del doblado. Se eligieron finalmente, tres
mujeres: Rosi, Leti y Laura, y dos hombres: Jhon y Carlos’. La eleccion de estos
estudiantes también estuvo atravesada por mi subjetividad, pues yo era la docente de la
asignatura de geometria, desde hacia aproximadamente un mes, y coincidié que los
cinco estudiantes, ademas de tener las aptitudes adecuadas, su rendimiento académico
era bueno, les gustaba participar en clase, e incluso realizaron con agrado las

actividades que se les proponian en el momento indicado.

43 METODOS DE RECOLECCION DE LA INFORMACION:
La informacion se recolectd de varias maneras:

4.3.1 Observaciones.

Se realiz6 una observacion de los estudiantes del grupo elegido cuando se llevo a
cabo la primera actividad sobre la geometria del doblado de papel. El objetivo era
identificar a aquellos estudiantes que desarrollaron correctamente dichas
actividades, es decir, que mostraran mayor precision en la elaboracion de los
dobleces y comprension de algunos postulados importantes de la geometria del

doblado.

Estuve presente en el lugar como guia de la actividad inicial e interactué¢ y me

relacioné con los estudiantes (Hernandez Fernandez y Baptista, 2006). Esta primera

9 . . . . . .7 r M
Los nombres de los cinco participantes que aparecen en esta investigacion son seudonimos.
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4.3.2

4.3.3

observacion fue grabada en audio y video, con previa autorizacion de los

participantes.

Se realizd una segunda observaciéon de una de las entrevistas grupales, que se
hicieron sobre los conceptos basicos necesarios para la comprension del concepto de
elipse como lugar geométrico. Es decir, para garantizar que los estudiantes del
estudio de casos comprendieran los conceptos basicos propios del nivel 0 de
razonamiento: predescriptivo. Esta actividad también fue grabada en audio y video,

con previa autorizacion de los participantes.

Encuesta.

Se realizo una encuesta a los cinco estudiantes del estudio de casos para identificar
los conocimientos previos que tenian sobre la geometria euclidiana: punto, recta,
plano, rectas perpendiculares, algunas relaciones entre la geometria euclidiana y la

geometria del doblado de papel, rectas tangentes, rectas secantes y circunferencia.

Entrevistas grupales.

Se realizaron dos entrevistas grupales de caracter socratico que buscaban fortalecer
algunos conceptos basicos que se requerian para la comprension del concepto de
elipse como lugar geométrico, mediante la geometria del doblado de papel:
construccion de rectas perpendiculares, construccion de la mediatriz, construccion
de algunos puntos discretos de la circunferencia y de rectas tangentes y secantes a la

circunferencia.

Incluso, con estas entrevistas grupales se buscaba fortalecer la estructura mental de
los estudiantes, al familiarizarlos con el doblado de papel, para que lograran
establecer asociaciones entre los elementos primitivos de la geometria euclidiana y

la geometria del doblado de papel (Santa y Jaramillo, 2010).
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4.3.4 Revision del material.

Se recolect6 y se analiz6 el material de los cinco estudiantes que surgid tanto de la

encuesta como de las entrevistas grupales.

4.3.5 Entrevistas individuales.

Se realizd una entrevista individual de carécter socratico a cada uno de los cinco
estudiantes para analizar su proceso de comprension del concepto de elipse como
lugar geométrico; durante el desarrollo de estas entrevistas se les propuso una serie
de preguntas con base en la visualizacion que permite el doblado de papel. Esta
entrevista tuvo como objetivo caracterizar el proceso de comprension de cada uno
de los estudiantes ubicdndolo en uno de los niveles de razonamiento de Van Hiele
con respecto al concepto de elipse como lugar geométrico; ademas se pretendid que
el paso por la entrevista, le permitiera al estudiante avanzar en su nivel de

razonamiento.

4.4 ANALISIS DE LA INFORMACION
4.4.1 Estrategias para analizar la informacion

El analisis de la informacion se hizo de la siguiente manera:

1. Transcripcion, lectura y analisis de la observacion de la actividad inicial que se
realizé con el grupo 10°1 y que tenia como Unico objetivo elegir a los estudiantes

del estudio de casos.

2. Revision del material de los estudiantes que surgid de las dos entrevistas grupales
que se realizaron para garantizar algunos conceptos bésicos indispensables para la

comprension del concepto de elipse como lugar geométrico.
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3. Transcripcion, lectura, andlisis e interpretacion de las entrevistas individuales de
manera independiente y a la par con la recoleccion de la informacién. Cada caso
fue analizado antes de tomar otro, con el fin de refinar las actividades y de
contrastar los descriptores hipotéticos con el proceso de razonamiento del
estudiante. Las categorias que emergieron de dicho proceso de razonamiento fueron
comparadas con los descriptores hipotéticos establecidos antes de la recoleccion de
informacion. Al finalizar, se lograron dos productos de gran importancia para la
investigacion: Guion de entrevista de caracter socratico con preguntas basadas en la
visualizacion de algunas construcciones hechas mediante el doblado de papel, que
permitiera en primer lugar, ayudarle al estudiante a avanzar en su nivel de
razonamiento, y en segundo lugar, ubicarlo en uno de los niveles de razonamiento
de Van Hiele, de acuerdo a un conjunto de respuestas que estén en concordancia con
los descriptores del nivel correspondiente. El segundo producto fueron los

descriptores de cada uno de los niveles de razonamiento.

En particular, el guion de entrevista pasd6 por un exhaustivo proceso de
refinamiento. Se hicieron varios pilotajes de la misma y se pidié asesoria a varios
profesores expertos en el tema. Incluso, el desarrollo de algunos talleres con
maestros y/o estudiantes en el marco de encuentros regionales y nacionales (X
Encuentro de Ensefianza de las Ciencias y las Matematicas, Medellin, 2010; II
Congreso Internacional de Formacion y Modelacion en Ciencias Basicas, Medellin,
2010; ASOCOLME, Pasto, 2009) nos permitid6 modificar el guion y al mismo

tiempo, los descriptores de nivel.

El proceso de transcripcion de las entrevistas individuales fue arduo, dado que cada
una de estas tuvo una duracion de 50 minutos aproximadamente. Sin embargo, era
necesario realizarlo para poder analizar la comprension del concepto de elipse, de

cada uno de los estudiantes.

4. Analisis de casos de manera conjunta para extraer conclusiones generales y poder

establecer como comprenden los estudiantes el concepto de elipse como lugar
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4.4.2

geométrico, mediante la geometria del doblado de papel, en el contexto del modelo

educativo de Van Hiele.

Camino Metodologico.

. Actividad inicial con el grupo elegido (grado décimo de una I. E. de la ciudad de

Medellin). Esta actividad consistiéo en el reconocimiento de algunos postulados
basicos de la geometria del doblado de papel, como por ejemplo, “por dos puntos
pasa un doblez”, “se puede encontrar un doblez unico si se lleva un punto
exactamente sobre otro punto” o “se puede encontrar un doblez tnico si se lleva un
doblez sobre si mismo y pasa por un punto P determinado”. Posteriormente, se
realizé una figura modular con el fin de motivar a los estudiantes con esta propuesta

metodologica.

. Una vez elegidos los cinco estudiantes, se les propuso la realizacion de una encuesta

individual, con preguntas abiertas, para conocer los conceptos previos que tenian
sobre la geometria euclidiana. El andlisis de esta encuesta se hizo a la par con los
materiales y con las entrevistas individuales, con el fin de hacer una triangulacion

sobre el proceso general de razonamiento de los estudiantes.

. Se realizaron dos entrevistas grupales, de caracter socratico, para fortalecer algunos

conceptos basicos necesarios para la comprension del concepto de elipse como lugar
geométrico. Los conceptos abordados en dichas entrevistas fueron: construccion de
perpendiculares mediante el doblado, construcciéon de la mediatriz mediante el
doblado, construccion de algunos puntos discretos de la circunferencia mediante el
doblado. Solo los materiales producidos por los estudiantes fueron los que se

tuvieron en cuenta para el analisis de su comprension.

. Se realiz6 una entrevista individual, de caracter socratico, a cada uno de los cinco

estudiantes del estudio de casos, en la cual se les proponian preguntas basadas en la

visualizacion de algunas construcciones elaboradas mediante el doblado de papel.
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Al finalizar, se pudo percibir que cada uno de ellos, pudo avanzar en su nivel de

razonamiento con respecto al concepto de elipse como lugar geométrico.

5. A medida que se iban entrevistando los estudiantes, se iban refinando cada vez mas
las actividades y las preguntas del guion de entrevista, de manera que se pudiera
determinar el nivel de razonamiento del estudiante y, a la vez, permitirle avanzar en

su comprension sobre el concepto de elipse como lugar geométrico.

6. Este proceso de interaccion con los estudiantes también permitio establecer, con
precision y coherencia, los descriptores de cada uno de los niveles de razonamiento

de Van Hiele.

7. Se hizo finalmente, un proceso de triangulacion entre el andlisis del proceso de
razonamiento de los estudiantes, el marco tedrico y las vivencias del investigador,

para extraer conclusiones generales y responder a la pregunta de investigacion.

Segiin Hernandez, Fernandez y Baptista (2006), el camino a seguir para un estudio de
casos multiple, es el que se muestra en la siguiente grafica, que corresponde al camino

metodologico descrito en lineas anteriores:

CONCEPTUALIZACION Y RECOLECCION Y ANALISIS ANALISIS Y

DISENO CONCLUSIONES
< —~
T ”

: Establecer
[T T—— Conducir Elaborar | conclusiones
del problema estudio del |y reporte del entre casos
—» prirer caso prirer caso |
A 4
Modificar
teoria
Conducir Elaborar
estudio del reporte del
™ segundo » segundo
Generacion de = D
los
instrurmentos.
para recolectar | 4
datos
Conducir Elaberar Elaborar el
estudios de reportes reporte final
Ly caso »| individuales B que incluye el
rermanentes de cada analisis entre
caso casos

Figura 24: Estudio de casos multiple (p. 10)
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4.4.3 Analisis de la primera observacion

Categorizacion.

Con el fin de analizar la observacion hecha a los estudiantes del grado décimo de una
Institucion Educativa de la ciudad de Medellin, que atn no han abordado el tema de
secciones conicas, se inicid con el proceso de codificacion en el asistente ATLAS. ti.
De los 42 codigos que se encontraron en la observacion, surgieron algunas familias de

codigos, que seran la base para las categorias. Dichas familias son:

Descripcion de los objetos y personajes del salon de clase (4): descripcion del tablero,
descripcion del vestuario de los estudiantes, elementos del salon de clase y salon de
clase. Dificultades con las preguntas de la primera actividad (4): dificultades en las
preguntas 4, 5, 6 y 7, dudas sobre la pregunta 4, explicacion de las preguntas 1 y 2,
poco entendimiento de las preguntas de la guia. Dificultades con los conocimientos
basicos de geometria (2): no se reconocen los conceptos de mediatriz y bisectriz, pocos
conocimientos basicos de geometria. Motivacion con el doblado de papel (4): facilidad
para realizar los dobleces, motivacion con el doblado de papel, realizacion de octaedro
esqueleto con doblado de papel, todos los estudiantes trabajaron la figura modular.
Mucha asesoria del profesor durante la actividad (3): asesoria del profesor, los
estudiantes requerian la ayuda del asesor, pocos estudiantes terminaron sin ayuda la
figura. Relaciones basicas de la geometria encontradas por los estudiantes (4): por dos
puntos pasa un unico doblez, por un punto pasan 4 o mas dobleces, por un punto pasan
infinitos dobleces, un doblez se relaciona con un segmento de linea recta. Situaciones
que afectan el ambiente de trabajo (6): charlas y chistes durante el desarrollo de la
actividad, desorden, el salon no tiene buena iluminacidén, escuchar musica durante el
desarrollo de la actividad, pocos estudiantes para iniciar, situaciones que interrumpen
la clase. Solo la figura modular (4): dificultades con el ensamblaje de la figura
modular, realizacion de la segunda actividad dejando de lado la primera, realizacion de
octaedro esqueleto con doblado de papel, todos los estudiantes trabajaron la figura

modular.
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De las familias de codigos descritas anteriormente, surgieron las siguientes categorias:

Dificultades con los conocimientos basicos de la geometria euclidiana: que contiene las
familias de codigos “Dificultades con las preguntas de la primera actividad”,
“Dificultades con los conocimientos basicos de geometria” y “Mucha asesoria del
profesor durante la actividad”. [Estas tres familias se relacionan porque si los
estudiantes tienen dificultades con conceptos tan basicos como rectas paralelas, rectas
perpendiculares, mediatrices y bisectrices, entonces van a tener dificultades con las
preguntas de la primera actividad que tienen que ver de manera implicita con estos
lugares geométricos. Y si los estudiantes tienen dificultades con las preguntas de la
guia, entonces van a requerir mucha asesoria por parte del docente para llegar a una
respuesta satisfactoria.  Esta categoria se puede evidenciar en los siguientes
fragmentos: “En el grupo 5, conformado por tres estudiantes mujeres, me pidieron
varias veces asesorias para responder las preguntas 4, 5, 6 y 77y “Las preguntas 4, 5,
6 y 7 de la guia generaron muchos interrogantes en los estudiantes, e incluso mucha

ansiedad”.

Relaciones bésicas de la geometria encontradas por los estudiantes: Que contiene la
familia de codigos que lleva su mismo nombre. Los estudiantes pudieron establecer
algunas relaciones importantes de la geometria a partir del doblado de papel. Algunas
de ellas, son por ejemplo, “por dos puntos pasa un unico doblez”, “por un punto pasan
muchos dobleces”, “un doblez se relaciona con un segmento de linea recta”. Esta
categoria se puede evidenciar en el siguiente fragmento de la observacion: “muchos
grupos llegaron a la conclusion de que por un punto pasan muchos dobleces. Con

respecto a la tercera pregunta, muchos estudiantes concluyeron que por dos puntos

pasa un unico doblez, incluso algunos me lo mostraron en la hoja de papel”.

Importancia de la parte artistica: Que contiene la familia de codigos solo la figura
modular. Muchos estudiantes del grado décimo dejaron de lado la primera actividad
que tenia que ver con algunos postulados de la geometria del doblado de papel y se
centraron en la parte artistica, es decir, en la realizacion de una figura de origami

modular. Esta categoria se puede percibir en el siguiente extracto: “pude percibir que
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algunos estudiantes prefirieron pasar esta primera parte de la actividad de forma

rapida y centrarse en la parte artistica, que era la segunda parte de la guia”.

Motivacion con el doblado de papel: Que contiene la familia de codigos que lleva su
mismo nombre. Esta categoria se relaciona mucho con la anterior pues hubo muchos
estudiantes interesados con la parte artistica del doblado de papel. Sin embargo,
también encontré estudiantes que respondieron las preguntas de la guia con base en
dobleces y que tenian ciertas habilidades para la realizacion de los mismos. Incluso, en
la observacion se menciona: “Pude percibir unos cinco estudiantes que tenian
facilidad para los dobleces y, aunque tenian dificultades con los conceptos
geométricos, parece que les motiva el trabajo con el doblado de papel. Incluso, a
algunos les pregunté si les gustaba realizar actividades utilizando el doblado de papel,

y me respondieron que les agradaba”.

Ambiente de clase: Esta categoria tiene que ver con todas las situaciones que de una u
otra forma, afectaron el ambiente de trabajo; ademads, también se ubica en esta
categoria el salon de clase, con todos los objetos que hacen parte de este. La actividad
que se llevo a cabo en el grado décimo estuvo atravesada por multiples situaciones
como la entrega del refrigerio, la llegada tarde de los estudiantes, la no entrega del
consentimiento firmado por los padres, escuchar musica, las charlas durante el

desarrollo del taller, los hechos que se desarrollaron por fuera del salon de clase, ...

Interpretacion de la informacion.

El andlisis de esta observacion, nos permitié inferir que con el doblado de papel si se
pueden ensefiar algunas relaciones y conceptos de la geometria elemental plana. De
hecho, la categoria relaciones basicas de la geometria encontradas por los estudiantes
muestra que se pueden ensefar conceptos geométricos con esta herramienta. Incluso,
Royo (2002) también lo reitera cuando afirma que “el ejercicio de doblar papel se
puede usar con fines pedagdgicos para estudiar e ilustrar la geometria elemental plana.
La clave radica en interpretar geométricamente qué se estd haciendo cuando se dobla el

papel” (p. 186)”.
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Los estudiantes también mostraron mucho interés y motivacion al desarrollar las
actividades, aunque algunos hayan desarrollado so6lo la parte artistica. Es importante
tener en cuenta que ese grupo es uno de los mas dificiles de controlar en dicha
institucion educativa. Podemos comparar esta situacion encontrada en el andlisis de la
observacion, con las afirmaciones de Monsalve y Jaramillo (2003), “cuando aplicamos
el doblado de papel como herramienta alterna para la solucion de problemas, es
sorprendente el interés y el entusiasmo con que los estudiantes enfrentan la solucion de

ciertos ejercicios propuestos en los libros clasicos...” (p. 11).

4.4.4 Analisis del proceso de razonamiento de los estudiantes.

4.4.4.1 Andlisis del proceso de razonamiento de Rosi.

La estudiante, cuyo seudonimo es Rosi, es del grado décimo de una Institucion
Educativa, de caracter publico, de la ciudad de Medellin. Fue invitada a participar del
trabajo, por su agrado por el doblado de papel y por su responsabilidad frente a las
actividades que se realizaban en la clase de geometria. Ella se caracteriza por ser una
estudiante atenta y reflexiva, por ser responsable en el cumplimiento de sus deberes y
por participar activamente en las actividades que se programan en las diferentes
asignaturas. Es una nifia que tiene buenas habilidades comunicativas, dado que le

gusta participar con preguntas, aportes o explicaciones del tema.

Analisis individual del proceso de comprension: Triangulacion entre encuesta,

entrevista individual y material.

A Rosi se le propuso que respondiera una encuesta para conocer a fondo los
conocimientos previos que tenia sobre la geometria euclidiana. Esta encuesta tenia que
ver con los conceptos primitivos punto, recta y plano, con las relaciones con el doblado
de papel y con algunos conceptos como: perpendicular, mediatriz, circunferencia, recta
tangente, recta secante. Ella también participd en una entrevista individual, de caracter

socratico, que tenia que ver con la manifestacion del concepto de elipse como lugar

109



geométrico. Las preguntas de esta entrevista estan en correspondencia con los
descriptores de los niveles de razonamiento, que se fueron modificando gracias a las
interacciones con los estudiantes participantes en la investigacion y a otros que
voluntariamente participaron y que no se tuvieron en cuenta para el andlisis, sino para

refinar el instrumento de indagacion.

De las entrevistas grupales surgieron algunos materiales, elaborados por Rosi, que se
involucraron dentro del analisis individual de su proceso de comprension. Algunos de

ellos, los mostramos a continuacion:

L4 & L]
Figura 25: Material de Rosi 1. Figura 26: Material de Rosi 2.
Figura 27: Material de Rosi 3. Figura 28: Material de Rosi 4.
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Figura 29: Material de Rosi 5.

Por lo tanto, para realizar el analisis individual del proceso de comprension de Rosi, se
tuvo en cuenta tres fuentes de informacion: las respuestas escritas de la encuesta, la
elaboracion de sus materiales de apoyo y las respuestas verbales brindadas en el

transcurso de la entrevista individual.
Paso de Rosi por los niveles de razonamiento de Van Hiele.

El andlisis de los descriptores de los niveles de razonamiento se hizo en el programa

Atlas.ti, que es un software especializado para el analisis de informacion cualitativa.

Nivel predescriptivo.

0.1 Reconoce el axioma basico de la geometria euclidiana: “Por dos puntos pasa una
unica recta”.
En la encuesta, Rosi respondié que por dos puntos pasa una unica recta y un solo
doblez. Sin embargo, cuando se le pregunt6 en la entrevista individual sobre
[cuantos dobleces pasan por dos puntos? Ella respondi6 sin pensar, que infinitos
dobleces. Después de que se le presentd otra actividad para que comprendiera que
el doblez debia pasar por los dos puntos a la vez, ella respondié que por dos puntos

pasa un solo doblez. Posteriormente, dijo que por dos puntos pasa una sola recta.
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|ﬁ CF01 Por dos puntos pasa una recta

¥ & .

A -
.

Y% Por dos puntos pasan infinitos
dobleces

|‘ﬁ’ Por dos puntos pasa una sola recta

L
|'ﬁ’ Por dos puntos pasa un solo dnblez|

Figura 30: Descriptor 0.1 para Rosi.

0.2 Reconoce algunas nociones basicas de geometria euclidiana, tales como: punto,
recta, segmento, distancia, perpendicular, tangente, entre otras.
Un punto, Rosi lo relaciona con un punto ubicado en el plano cartesiano, es decir,
con una ubicacion espacial. De hecho, plano lo relaciona con un plano cartesiano,
donde se hacen graficas de varios puntos. Ella parece estar muy influenciada por
la geometria analitica. Mientras que la recta la considera como una “linea que no
tiene continuo fin”. La forma como lo escribié en la encuesta, nos muestra que
tiene el concepto, pero que le es dificil expresarlo con palabras, pues utiliza

errdbneamente dos términos importantes de la recta: continua y sin fin.

Rosi logra establecer que por dos puntos pasa una unica recta (o un tinico doblez)
y un Unico segmento conecta dichos puntos. Ademas, establece que por un punto
pueden pasar infinitas rectas (o infinitos dobleces). Sin embargo, cuando se le
pregunta que cuantos puntos puede dibujar en un doblez, ella dice que uno nada
mas. Eso nos lleva a afirmar que tiene algunas dificultades con el razonamiento
infinito que se debe tener para comprender que un segmento contiene infinitos

puntos.

Cuando a Rosi se le pregunta por rectas perpendiculares en la encuesta, ella afirma
que “por mas que dos lineas rectas se extiendan no se unen”. Por lo tanto,
confunde rectas paralelas con rectas perpendiculares. Después de su paso por las
entrevistas grupales, Rosi logra construir rectas perpendiculares mediante el

doblado de papel. Cuando se le pregunta en la entrevista individual sobre estas
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rectas, ella tartamudea diciendo “Diferencia entre paralelo y perpendicular...”
Pero posteriormente, lo recuerda y dice que son perpendiculares si forman angulos

de 90°.

Rosi también desconocia el concepto de circunferencia antes de pasar por el
proceso. Pero después, en la entrevista individual, pudo incluso determinar la

propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a ella.

El paso de Rosi por las entrevistas grupales, le permitié comprender dos conceptos
que también desconocia: rectas tangentes y rectas secantes. Pero finalmente, no
fue necesario utilizarlos para comprender el concepto de elipse como lugar

geométrico.

%% Llevar un punto sobre otro genera el
punto medio del segmento

‘i’}’ Dialogo socratico sobre encontrar el 4 |§'§’ M es el punto medio de los dos puntos|
punto medio mediante el doblado |
| «
3 " |€% Por dos puntos pasan infinitos
¥% Una recta es una linea que no tiene|] ! dobleces
continuo fin H :
i 4
.. | T
g% Un plano es donde se hace una 1 o | Por dos puntos pasa una sola recta|
grafica de varios puntos | ﬁ P P
£% Un punto se relaciona con un punto = = —= = %% Por dos puntos pasa un solo doblez
ubicado en el plano cartesiano SO - |g2 CF:02 Mociones basicas de geometria [l a------- - P P
Py F RS A . —n
Z% No reconoce los conceptos de recta A R |ﬁ Por un punto pasan muchos dobleces|
tangente y de recta secante ", N
- 1 ™, -, T
2% No se recanoce el concepto de \ |‘ﬁ Par un punto pasan infinitas rectas|
circunferencia ; 4
”'J / 4 -, s
§ | Por dos puntos pasa un solo
2% Son perpendiculares siforman [ \ ‘% e P P
. gmento
angulos de 90° \
Y

‘ﬁ‘ Sdélo se puede dibujar un punto a lo

2% No recuerda la definicién de
largo de una recta

perpendicular

2% Mo se reconoce el concepto de
perpendicularidad

Figura 31: Descriptor 0.2 para Rosi.

0.3 El estudiante relaciona un doblez con un segmento de linea recta.
Rosi, en la encuesta, no logra percibir explicitamente la relacion entre un doblez y
un segmento de linea recta. Sin embargo, se puede afirmar intuye tal relacion, ya

que en la entrevista individual, logra establecer que por dos puntos pasa una sola
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recta o un solo doblez, y que por un punto pasan infinitas rectas y muchos
dobleces. Eso nos lleva a afirmar que la estudiante logro establecer una analogia

entre doblez y recta y empieza a percibir el infinito.

|ﬁ CF:03 Relacion doblez segmento|

— F -, . T _—

|ﬁ Paor dos puntos pasa una sola recta| I .
.‘.-' -.__.‘
|‘§§’ Por dos puntos pasa un solo dcublez| |ﬁ’ Por un punto pasan infinitas rectas

|ﬁ Por un punto pasan muchos dobleces

Figura 32: Descriptor 0.3 para Rosi.

0.4 Reconoce la congruencia de segmentos.
Rosi no logr6 establecer que dos segmentos son congruentes de forma explicita,
pero si logré determinar la igualdad de los segmentos. Por ejemplo, Rosi pudo
encontrar el punto medio de un segmento, llevando un punto extremo de un
segmento sobre su otro punto extremo. Ella pudo establecer que los dos puntos
“estan como a la misma distancia” del punto medio. Eso nos permite inferir que
Rosi comprende cudndo dos segmentos tienen la misma medida. Y eso es

suficiente para poder comprender el concepto de elipse como lugar geométrico.

|ﬁ CF:04 Congruencia de segmentos mediante el doblado|

P i S
T

%% Didlogo socratico sobre encontrar el ! %% Llevar un punto sobre otro genera el
punto medio mediante el doblado : punto medio del segmento

L

%% Cuando se lleva un punto sobre otro
se genera un doblez que pasa por el
punto medio del segmento

Figura 33: Descriptor 0.4 para Rosi.

0.5 Construye rectas perpendiculares.
En la encuesta, Rosi no reconoce el concepto de perpendicular, pues cuando habla
de ellas, hace alusion a la definicion de rectas paralelas. Sin embargo, en una de

las entrevistas grupales, Rosi pudo encontrar la manera de construir rectas
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perpendiculares y mostrarlo mediante el mismo doblado. Ella, durante la
entrevista individual, argument6 que dos dobleces son perpendiculares si forman
angulos de 90 grados, pero no lo comprob6. Rosi también pudo determinar que
cuando se lleva un punto sobre otro, se genera un doblez perpendicular al
segmento determinado por dichos puntos, pero tampoco lo comprobd. En la

entrevista hace falta preguntarle al estudiante por la forma de comprobar el aspecto

de la perpendicularidad.

|gg CF:05 Rectas perpendiculares mediante el doblado|

el _’ 1 ‘__ -

- - - T
MNa se reconoce el concepto de i ﬁ Cuando se lleva un punto sobre otro
perpendicularidad ; se genera un doblez perpendicular al

: e segmento
- : a
€% No recuerda la definicion de i ¥% Son perpendiculares si forman
perpendicular i dngulos de 90°
A

¥% Construccion de perpendiculares
mediante el doblado de papel

Figura 34: Descriptor 0.5 para Rosi.

0.6 Visualiza la suma de segmentos.

La estudiante pudo percibir mediante el doblado de papel, la suma de segmentos.
Al principio, pudo visualizar que la suma de dos segmentos determinados NM y

MO daba la constante r. Posteriormente, ella pudo visualizar, con base en la

informacioén suministrada y en una conversacion de caracter socratico, la suma

determinada de los segmentos MP y MO.

|ﬁ CF:06 5uma de segmentos mediante el dnbladn|

- -,
il "‘. ."""--..-
-

ﬁ’ Dialogo socratico sobre la suma de fﬁ’ MP = MO =r

los segmentos MP y MO \

|§§’ MEA = MO es igual a la constante r|

Figura 35: Descriptor 0.6 para Rosi.

115




Nivel I: De reconocimiento visual.

1.1 Realiza la construccion de la mediatriz de un segmento.

La estudiante logr6 encontrar el punto medio de un segmento mediante el doblado
de papel y a su vez, con dicha construccion, pudo establecer la mediatriz de un
segmento. Ella afirm6 en dos momentos distintos que cuando se lleva un punto
sobre otro punto, primero, se genera un doblez que pasa por el punto medio del
segmento y segundo, se genera un doblez que es perpendicular al segmento
determinado por dichos puntos. Aunque tuvo que pasar por algunas preguntas
inquisitivas, para llegar a esta ultima conclusion, pues ella consideraba que cuando
se lleva un punto sobre otro, no se generaba un doblez perpendicular. Finalmente,
ella logré comprender que la mediatriz era una perpendicular que pasaba por el

punto medio de un segmento.

|gg CF:11 Construccién mediatriz

2% Dialogo socritico sobre encontrar el]] = T A e —
punto medio mediante el doblado " 4 - -

- -

‘ﬁ La mediatriz es una perpendicular que
pasa por el punto medio de un

Ry segmento

o

~a

€% Cuando se lleva un punto sobre otro
se genera un doblez que pasa por el
punto medio del segmento

¥% Cuando se lleva un punto sobre atro
se genera un doblez perpendicular al
segmento

’J.

% Llevar un punto sobre otro genera el
punto medio del segmento

a4
ﬁ’ Construccion de perpendiculares
mediante el doblado de papel

u
%% Cuando se lleva un punto sobre otro

no se genera un doblez perpendicular
al segmento

Figura 36: Descriptor 1.1 para Rosi.

1.2 Realiza la construccion de una circunferencia.

Rosi, en la encuesta, muestra que no reconoce el concepto de circunferencia. Pero
después, en la entrevista individual, realizé la construccion de algunos puntos
discretos de la circunferencia, a través de un proceso de traslacion de puntos que
conservaran su distancia a un punto determinado O, mediante el doblado de papel.
Ella pudo afirmar que se podia continuar con el proceso de traslacion de manera

indefinida, pero no dio una explicacion contundente de esta afirmacion. Ademas,
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pudo determinar que todos los puntos trasladados equidistaban de O, asi: “si,

estarian a la misma distancia”.

|ﬁ CF:12 Construccién circunferencia|

aT « . i
ol -'._ L
Mo se reconoce el concepto de g‘:‘g Todos los puntos trasladados
circunferencia equidistan de O
.’J -"1
% Proceso de traslacidn de puntos Y% Se puede continuar con el proceso de
mediante el dobladao de papel traslacion de manera indefinida

Figura 37: Descriptor 1.2 para Rosi.

1.3 Realiza la construccion de una elipse.
Cuando a Rosi se le presentd por primera vez el proceso de construccion de la
elipse (aun no se le habia nombrado la figura): se construyen dobleces que surgen
de llevar puntos de la circunferencia sobre un punto P que estd en la region
limitada por esta, creyo que se generaba un hexagono. Posteriormente, cuando se
le mostré la figura formada, explicO que no era una circunferencia, pero no

mencion6 a qué figura se le parecia.

|ﬁ CF:13 Construccian Elip5E|

A ..
& T
% De llevarse puntos de la Y% Si se llevan puntos de la
circunferencia sobre el punto P, se circunferencia sobre un punto P, no
generaria un hexagono se generaria una circunferencia

Figura 38: Descriptor 1.3 para Rosi.

1.4 Reconoce que el lugar geométrico construido mediante el doblado de papel es la
elipse, sin mencionar las propiedades que la caracterizan.
Rosi no reconocié que el lugar geométrico que se construyd cuando se realizaron
dobleces que surgieron de llevar puntos de la circunferencia sobre un punto P que
estaba en la region limitada por esta, era una elipse. Incluso, ella menciond, en
primer lugar, que si se realizara la construccion surgiria un hexagono y

posteriormente, cuando se realizd la construccion, determind que no era una
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circunferencia y no mencion6 sus propiedades, ni mucho menos si la relacionaba

con una figura conocida.

|ﬁ CF:14 Reconoce la elipse sin mencionar propiedades

E .
pe .
¥% De llevarse puntos de la % Sise llevan puntos de la
circunferencia sobre el punto P, se circunferencia sobre un punto P, no
generaria un hexagono 5@ generaria una circunferencia

Figura 39: Descriptor 1.4 para Rosi.

1.5 Describe la figura construida en la hoja de papel como un todo, pero se le dificulta
sefalar las partes constitutivas fundamentales tales como: una mediatriz, una
tangente, dos puntos fijos, entre otros.

La estudiante mencion6 que de realizarse la construccion de llevar puntos de la
circunferencia sobre un punto P ubicado en la region limitada por esta, se formaria
un hexagono. Posteriormente, cuando se realizd la construccion y visualizo la
figura, afirmé y argumentdé que no era una circunferencia; ella se centr6 en su
forma como un todo, pero no sefiald partes constitutivas ni menciond si se le

parecia a una figura conocida.

|ﬁ CF:15 Describe la elipse sin mencionar partes

.'f “'-\.
e "
%% De llevarse puntos de la ¥% Si se llevan puntos de la
circunferencia sobre el punto F, se circunferencia sobre un punto P, no
generaria un hexagono 5@ generaria una circunferencia

Figura 40: Descriptor 1.5 para Rosi.

Nivel II: De anélisis.

2.1 Afirma que siempre que se lleve un punto sobre otro punto en una hoja de papel,
se estd construyendo la mediatriz del segmento determinado por dichos puntos.
Rosi reconoce, en dos momentos distintos, que cuando se lleva un punto sobre otro

punto, se realiza un doblez que pasa por el punto medio y es perpendicular al
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segmento determinado por dichos puntos. Cuando a Rosi se le dice que es la
mediatriz, sigue utilizando el concepto, pero con algunas dificultades, pues en
algunas partes de la entrevista dice que la mediatriz es un punto M, asi: “M es la
mediatriz...”, dado que M es un punto que pertenece a la mediatriz. Rosi también
logré afirmar que si se coloca un punto sobre otro, se construye la mediatriz del

segmento determinado por dichos puntos.

|ﬁ CF:21 Reconoce la construccidn de la mediatriz|

e « - ...

¥% Cuando se lleva un punto sobre otro

% 5i se coloca un punto sobre otro, se

5@ genera un doblez que pasa por &l genera la mediatriz del segmento
punto medio del segmento determinado por dichos puntos
¥ «
% Cuando se lleva un punto sobre otro ¥% La mediatriz es una perpendicular que
na se genera un doblez perpendicular pasa por el punto medio de un
al segmento segmento

Figura 41: Descriptor 2.1 para Rosi.

2.2 Establece que cualquier punto que pertenece a la mediatriz de un segmento,

equidista de sus extremos.

En el transcurso del dialogo socratico, Rosi logro establecer en primer lugar, que si
se ubica un punto sobre la mediatriz del segmento PQ, este estard a la misma
distancia de P y de Q. Posteriormente, logrd afirmar que los puntos de la
mediatriz tienen que estar a igual distancia de los extremos del segmento vy,
finalmente, afirma que un punto estd sobre la mediatriz si equidista de los
extremos del segmento. Con esto, estaba a un paso de decir que la mediatriz era
un lugar geométrico, pero en este momento del proceso, aun no conocia el

concepto de lugar geométrico.
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|ﬁ CF:22 Propiedad de la mediatriz lugar geométrico|

e « . R
‘..-" - JI," "-\_‘ --"'---.‘_
¥'% Didlogo socratico sobre la propiedad p Y% Un punto esta sobre la mediatriz si
de los puntos de la mediatriz .. equidista de los extremos del segmento

* u
% Sise ubica un punto sobre la % Los puntos de la mediatriz tienen que
mediatriz del segmento PG, estaraala estar a igual distancia de los exremos

misma distancia de Py de Q del segmento

23

24

Figura 42: Descriptor 2.2 para Rosi.

Afirma que los puntos de una circunferencia equidistan de un punto fijo llamado
centro.

Rosi afirmo, en la construccion de los puntos discretos de la circunferencia, que
todos los puntos trasladados equidistan del punto O. Luego, logr6 establecer que
los puntos de una circunferencia deben estar a la misma distancia del centro. Esto
es un gran avance para definir la circunferencia como lugar geométrico, pero en

este momento del proceso no se le hizo la pregunta alusiva a ser lugar geométrico.

|ﬁ CF:23 Propiedad de la circunferencia como lugar gen|

= ..
e T,
% Todos los puntos trasladados Y% Los puntos de una drcunferencia
equidistan de O deben estar a la misma distancia del
centro

Figura 43: Descriptor 2.3 para Rosi.

Establece que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de una
circunferencia sobre su centro, se genera un conjunto de mediatrices las cuales
envuelven a su vez otra circunferencia interior (concéntrica).

Cuando a Rosi se le presentd la construccion de una circunferencia envuelta que
resulta de hacer dobleces que surgian de llevar puntos de la circunferencia sobre su
centro, no dud6 en afirmar que era una circunferencia. Sin embargo, no justifico

tal afirmacion y no se le insistio en que lo hiciera.
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|ﬁ CF:24 Reconoce construccian circunferencia envuelta

4
v

ﬁ’ Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre su centro, el
conjunto de mediatrices envuelve otra
circunferencia

Figura 44: Descriptor 2.4 para Rosi.

2.5 Asevera con seguridad que tanto la mediatriz como la circunferencia son lugares

geomeétricos.

Rosi establecié que la mediatriz de un segmento es un lugar geométrico porque un
punto esta sobre esta si equidista de los extremos del segmento. Para el caso de la
circunferencia, la estudiante logré afirmar que los puntos de una circunferencia
deben estar a la misma distancia del centro; posteriormente, establecid que la
circunferencia es un lugar geométrico porque todos los puntos estan a igual

distancia del centro.

|ﬁ CF:25 Mediatriz y circunferencia lugares geométricosl

- L I T e
e v ] \ . - -

‘ﬁ’ Si se ubica un punto sobre la - - d ., . % La clrc'un_ferencm es un lugar
mediatriz del segmento PG, estard a la geométrico porque todos los puntos
misma distancia de Py de o . estan a igual distancia

e _ " s
% Los puntos de la mediatriz tienen que 7 \‘- £% Los puntos de una circunferencia
estar a igual distancia de los exremos . deben estar a la misma distancia del
del segmento \ centro
¥ b

‘ﬁ’ Un punto esta sobre la mediatriz si

equidista de los extremos del segmento

¥% La mediatriz de un segmento es un
lugar geométrico

Figura 45: Descriptor 2.5 para Rosi.

2.6 Determina que la elipse esta formada por el conjunto de mediatrices construido y

por dos puntos interiores fijos, uno de los cuales es el centro de la circunferencia.

Cuando a Rosi se le presenta la construccion de la elipse mediante el doblado de
papel, explica que no es una circunferencia y no menciona propiedades ni partes
constitutivas. Posteriormente, con base en el didlogo inquisitivo, la estudiante
logra establecer que la figura estd envuelta por mediatrices, pero no logra
determinar que hay dos puntos fijos, uno de los cuales es el centro de la
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circunferencia inicial y el otro, es un punto fijo que se ubica al iniciar la
construccion. Ella también visualiza que hay unos puntos, denominados M, que

pertenecen al contorno de la figura.

|ﬁ CF:26 Reconoce partes de la elipse

e -,
o .

%% Si se llevan puntos de la |§E M esta en el contorna de la figura
circunferencia sobre un punto P, no

5e generaria una circunferencia

Figura 46: Descriptor 2.6 para Rosi.

2.7 Afirma que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de una
circunferencia sobre un punto interior de esta (distinto del centro) se genera una
elipse.

Cuando a Rosi se le presentd la construccion de la elipse, ella explicd que no era
una circunferencia y no menciond propiedades o partes constitutivas. Sin
embargo, después de ciertos aportes de informacion y de responder varias
preguntas intencionadas, ella logro establecer que si se ubica un punto P en
cualquier parte de la region limitada por una circunferencia y se llevan los puntos
de esta sobre el punto P, se formaria otra elipse. Por lo tanto, ella reconoce la

construccion de una elipse mediante el doblado de papel.

|ﬁ CF:27 Reconoce Ia construccion de la Elipsel

E 4 .
re T
% Sise llevan puntos de la Y% Sise ubica el punto P en otra regidn
circunferencia sobre un punto P, no limitada por la circunferencia, se
52 generaria una circunferencia formaria otra elipse

Figura 47: Descriptor 2.7 para Rosi.

2.8 En la construccion de la elipse, utiliza el hecho de la mediatriz como lugar
geométrico, para establecer que la suma de dos segmentos determinados es el

radio de la circunferencia.
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Con base en el didlogo socratico y aportes de informacion, Rosi logra establecer
que la suma de dos segmentos determinados (W + %) esigual ar, el radio de la
circunferencia. Incluso logra establecerlo para varios puntos M del contorno de la
figura, pero apoyada también en didlogos socraticos, porque le dio cierta dificultad
encontrar este hecho, dado que esta suma requiere que el estudiante reconozca la

propiedad que cumplen los puntos de la mediatriz y de un proceso de transitividad.

|ﬁ CF:28 Reconoce que la suma de dos segmentos es el radicu|

E ..
-

.."‘-L

¥% Didlogo socratico sobre la suma de N —
los segmentas MPy MO ﬁ MP + MO =r

Figura 48: Descriptor 2.8 para Rosi.

Nivel III: De clasificacion.

3.1 Establece, mediante el hecho de la mediatriz, que un punto pertenece a la elipse si
la suma de sus distancias a los dos puntos fijos es el radio de la circunferencia
inicial.

Llegando al final de la entrevista individual, Rosi logra establecer, utilizando el
concepto de mediatriz como lugar geométrico, que la propiedad que cumplen los

puntos de la figura envuelta es “al sumar PM y MO... que la suma nos de r”.

Ella afirma que si M “esta sobre el contorno” la suma de OM vy MP es: “r, es

constante”. Por lo tanto logra concluir que para cualquier punto M de la figura,

MP + MO esr, el radio de la circunferencia y es una constante.
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|ﬁ CF:31 Establece la propiedad de los puntos de la elipse|

e « ¥ e,
gﬁ‘ Dialogo socratico sobre la propiedad ﬁ Para cualquier M de la figura, OM +
de los puntos de la figura envuelta P es una constante y es el radio de la
' circunferencia
’ s

" _ '{E Para cualguier punto N de la
ﬁ’ MP = MO =r circunferencia, OM + MP es igualar

Figura 49: Descriptor 3.1 para Rosi.

3.2 Manifiesta la necesidad de definir de manera formal la elipse como lugar

geométrico: la elipse es el conjunto de puntos tales que la suma de sus distancias a
dos puntos fijos, es una constante.

Rosi manifiesta la necesidad de llegar a la definicion de la elipse como lugar
geométrico. Ella afirma que la elipse es un lugar geométrico porque los puntos
cumplen una condicion particular: “que la suma nos de, o sea como r”. Es decir,
ella dice que: OM “mas MP, o sea si pongo cualquier otro punto sobre esa...
Eso, me va a dar la... elipse” Ella no llega a la definiciéon formal como tal, pero
con esto demuestra que ha comprendido el concepto de elipse como lugar

geométrico.

|ﬁ CF:32 Siente la necesidad de definir |a elipse como lugar geométrico

P ' o
a : T
¥% Para cualquier punto M de la % La elipse es un lugar geométrico
circunferencia, OM = MP esigual ar ! porque la suma de OMy MP nos dar
¥

¥% Para cualquier M de la figura, OM =
MP es una constante y es el radio de la
circunferencia

Figura 50: Descriptor 3.2 para Rosi.

3.3 Afirma que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de una

circunferencia sobre un punto exterior a esta, se genera otro lugar geométrico
diferente a los abordados.
Cuando a Rosi se le pregunta por la figura que se forma cuando se llevan puntos

de la circunferencia sobre un punto P exterior a esta, ella manifiesta que no se le
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viene nada a la cabeza. Incluso, en el transcurso de la entrevista no se le dan
elementos suficientes para que la estudiante logre establecer que se forma un lugar
geométrico diferente a los abordados. Por lo tanto, la pregunta y el descriptor no

son pertinentes.

|ﬁ ZF:33 Reconoce de manera informal la construccion de la hipérbola

4
v

¥'% Si se ubica el punto P por fuera de la
region limitada por la circunferencia,
no se sabria qué figura se formaria

Figura 51: Descriptor 3.3 para Rosi.

Con base en el andlisis anterior, podemos ubicar finalmente a Rosi en el nivel III de
razonamiento, pues ella comprendi6 el concepto de elipse como lugar geométrico. La
entrevista individual no solamente sirvido para ubicarla en uno de los niveles de
razonamiento, sino que le permitié avanzar en éstos y lograr, mediante el didlogo
inquisitivo, un avanzado nivel, que es el més alto en nuestra caracterizacion de la

comprension.

Propiedades de los niveles de razonamiento.

Propiedad 1: Secuencialidad fija. Un estudiante no puede estar en un nivel de
razonamiento inmediatamente superior sin haber superado el nivel anterior. Rosi, por
ejemplo, fue avanzando en su nivel de razonamiento hasta llegar al nivel III de
clasificacion, pero siempre superando las caracteristicas, habilidades y conocimientos
del nivel anterior. Ella, en el nivel I pudo identificar y reconocer las construcciones de
la mediatriz, la circunferencia y la elipse mediante el doblado de papel.
Posteriormente, en el nivel II, pudo reconocer que tanto la mediatriz como la
circunferencia eran lugares geométricos y logro establecer las condiciones para que un
conjunto de puntos pertenezca a estos lugares geométricos. En el nivel III, pudo
reconocer que la elipse también era un lugar geométrico y logré determinar la
propiedad que cumplian los puntos para pertenecer a esta.
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Propiedad 2: Adyacencia. Lo que se convierte en el objeto de pensamiento en el nivel
inmediatamente superior, es percibido en el nivel anterior. Es decir, el estudiante tiene
algunas cualidades del pensamiento implicitas en el nivel anterior y las debe hacer
explicitas en el nivel inmediatamente superior. En este caso, Rosi manifesté haber
percibido ciertas relaciones en el nivel anterior, pero que no se hicieron explicitas hasta

no alcanzar el nivel inmediatamente superior. Por ejemplo, ella logr6 establecer que la

suma de los segmentos OM y MP era el radio de la circunferencia, para varios puntos
M del contorno de la figura, pero todavia no habia asociado este hecho con la
propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a la figura envuelta. En el caso de
la circunferencia, Rosi, en el nivel I, pudo afirmar que todos los puntos trasladados
equidistaban del punto O, pero todavia no habia establecido que esta era la propiedad
que cumplian los puntos para pertenecer a una circunferencia, conocimiento que logréd

en el nivel II, cuando dijo que la circunferencia era un lugar geométrico.

Propiedad 3: Distincion.  El nivel inmediatamente superior requiere de una
reorganizacion del conocimiento adquirido en el nivel anterior. Rosi, para poder
avanzar en su nivel de razonamiento, debia reorganizar su red de relaciones
modificandola o extendiéndola, al relacionar o involucrar los nuevos conceptos
comprendidos. Por ejemplo, ella en el nivel I, pudo establecer en primer lugar, que si
se lleva un punto extremo de un segmento sobre el otro punto extremo se encuentra el
punto medio de dicho segmento. Posteriormente, en el mismo nivel, pudo establecer
que ese doblez era perpendicular al segmento. Ya en el nivel II, reorganizando sus
ideas y con base en un aporte de informacion sobre la mediatriz, logrd establecer que
siempre que se lleve un punto extremo de un segmento sobre el otro punto extremo, se
esta construyendo la mediatriz del segmento determinado por dichos puntos. Es decir,
ella reconoce e identifica la construccion de la mediatriz de un segmento cualquiera
mediante el doblado de papel. En el caso de la circunferencia, por ejemplo, ella en el
nivel 0 no reconocia el concepto de circunferencia; en el nivel I, podia realizar la
construccion de algunos puntos discretos de la misma con base en un proceso de
traslacion de puntos y en el nivel II, pudo establecer la propiedad que cumplen los

puntos para pertenecer a la circunferencia como lugar geométrico.
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Propiedad 4: Separacion. Dos personas que razonen en diferentes niveles de
razonamiento, en relacion a la temdtica abordada, no podran entenderse. Rosi, a través
de la entrevista individual, pudo llegar a la comprension del concepto de elipse como
lugar geométrico. Probablemente, si estableciera una conversacion con un compafiero
que esté en un nivel inferior, con respecto a dicha tematica, no podrian entenderse,
dado que Rosi pudo establecer la propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a
la elipse y la reconoce como lugar geométrico, mientras que un compafiero de un nivel
inferior, s6lo podria hablarle de la mediatriz o de la circunferencia como lugares
geométricos, si estd en el nivel II; o hablarle s6lo de las construcciones de estos
elementos, si esta en el nivel I; o no hablarle ni de circunferencia, ni de mediatriz, si

esta en el nivel 0.

Propiedad 5: Lenguaje. Cada nivel de razonamiento tiene un tipo de lenguaje
especifico. Rosi, a medida que iba avanzando en su nivel de razonamiento, iba
refinando y “puliendo” su lenguaje, pues iba involucrando los nuevos conceptos y los
iba relacionando en su red de relaciones. Por ejemplo, cuando comprendio el concepto
de mediatriz, lo siguié utilizando, con algunos errores conceptuales, que se fueron
corrigiendo a medida que avanzaba. Los conceptos de circunferencia y equidistancia,
también fueron utilizados por la estudiante con mas confianza. El concepto de lugar
geométrico, lo utilizé de forma errénea en dos ocasiones, pues le dio mas importancia a
la idea “los puntos del plano... forman un lugar geométrico” que a “los puntos del
plano que satisfacen cierta condicion forman un lugar geométrico”. Solo recordd
“puntos del plano”, pero olvid6 lo mas importante. Sin embargo, cuando se le
preguntd que si la elipse era un lugar geométrico (por tercera vez), ella recordd el

concepto. Eso nos dice que si lo pudo involucrar en su red de relaciones.

Propiedad 6: Consecucion. El paso de un nivel al siguiente se da de forma gradual.
Rosi tuvo que pasar por un proceso lento y gradual para poder avanzar en su nivel de
razonamiento. Ella iba logrando las habilidades y los conocimientos de cada nivel de
forma progresiva. Por ejemplo, la no comprension del concepto de circunferencia, la
ubicaba en el nivel 0. Cuando pudo hacer la construccion de algunos puntos discretos

de la circunferencia y garantizar que los puntos trasladados estaban a la misma
127



distancia del punto O, la ubicaba en el nivel I. Cuando pudo establecer que la
circunferencia era un lugar geométrico y que el conjunto de puntos que pertenecian a
esta equidistaban del centro, la ubicaba en el nivel Il y cuando pudo determinar, con
base en todo el proceso, que la elipse también era un lugar geométrico y que sus puntos
cumplian una suma determinada, la ubicaba finalmente en el nivel III. Sin embargo,

este proceso no se dio en un instante. Fue un proceso largo y gradual.

Dialogo socratico. Caracteristicas de la entrevista individual de Rosi.

Nuestras entrevistas grupales e individuales tuvieron un tinte de caracter socratico. Es
decir, tenian ciertas caracteristicas que las hacian diferentes, Unicas y especiales. Estas

caracteristicas (Jurado y Londofio, 2007) son:

Intencionalidad de la entrevista: Nuestra entrevista individual tenia una doble
intencionalidad: por un lado nos permitia ubicar al estudiante en uno de los niveles de
razonamiento y de otro lado, se convertia en una experiencia de aprendizaje que les
permitia a los estudiantes mejorar su nivel de razonamiento. En el caso de Rosi, ambas
intenciones se lograron, dado que nos permiti6 finalmente, ubicarla en el nivel III de
clasificacion, dado que la joven pudo manifestar que comprendio el concepto de elipse
como lugar geométrico. Por lo tanto, su paso por la entrevista individual le ayudo6 a

avanzar en su nivel de razonamiento.

El lenguaje: El lenguaje utilizado por el estudiante es un factor determinante para
detectar el nivel en el que estd razonando. Por ejemplo, Rosi iba refinando su lenguaje
a medida que avanzaba en su nivel de razonamiento, dado que ella iba incorporando
los nuevos conceptos a su red de relaciones y los iba utilizando con mayor confianza, a
medida que los iba comprendiendo. Rosi pudo comprender los conceptos de mediatriz
y de circunferencia como lugares geométricos y posteriormente, tuvo que utilizarlos
para establecer que la elipse no era una circunferencia y para establecer la propiedad
que debian cumplir los puntos de la elipse para pertenecer a esta, a través de la

mediatriz.
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Los conceptos basicos: Algunas preguntas de la entrevista individual hacian alusion a
los conceptos basicos, que son indispensables para que el estudiante pueda llegar a la
comprension del concepto de elipse como lugar geométrico. Por ejemplo, Rosi
establecio que por dos puntos pasa una Unica recta y un solo doblez; mostr6 algunas
dificultades con los conceptos primitivos de la geometria euclidiana, porque los
relaciond con la geometria analitica; manifestd la comprension de los conceptos de
distancia y segmento. De manera implicita, Rosi relaciond una recta con un doblez,
pero no logré establecer la relacion entre doblez y segmento. No utiliza el término
congruencia, pero manifesto ser capaz de encontrar que dos segmentos tienen la misma
medida mediante el doblado de papel. Al principio, no reconocia el concepto de
perpendicularidad, pero después pudo recordarlo y relacionarlo con la formacion de
angulos de 90°, aunque no comprobd esta relacion mediante el doblado de papel.
Finalmente, Rosi pudo visualizar la suma de algunos segmentos mediante el doblado
de papel. Esto nos lleva a inferir que Rosi logré superar el nivel 0 con estas preguntas
alusivas a los conceptos basicos y con los didlogos que se establecieron con ella a raiz

de dichos conceptos basicos en cuestion.

Las experiencias previas del entrevistado: Las preguntas inquisidoras de nuestra
entrevista le permiten al estudiante reflexionar y responder con base en sus
conocimientos previos y en las experiencias que ha tenido a lo largo de su vida. Rosi,
en todo momento, trataba de relacionar lo que habia comprendido y vivido en las
entrevistas grupales y en las clases de matematicas o geometria, con las preguntas que
se le hacian para poder dar una respuesta satisfactoria. Por ejemplo, ella antes de
empezar el proceso, no reconocia el concepto de rectas perpendiculares.
Posteriormente, en la entrevista grupal pudo establecer la forma de construir rectas
perpendiculares mediante el doblado de papel y en la entrevista individual, aunque
tuvo un momento de confusion, pudo recordar que dos rectas eran perpendiculares si al

cruzarse formaban angulos de 90°.

Didlogo inquisitivo: Nuestras entrevistas se caracterizan por brindarle al estudiante
didlogos socraticos con preguntas intencionadas y aportes de informacion, para que

pueda descubrir ciertas relaciones y lograr la comprension de un concepto
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determinado. Con Rosi, se desarrollaron varios didlogos inquisitivos: uno, sobre la
construccion del punto medio de un segmento mediante el doblado, dado que ella no
entendia lo que le estaban preguntado; otro, sobre la propiedad que cumplen los puntos
de la mediatriz para pertenecer a esta como lugar geométrico, dado que la estudiante no
habia comprendido bien el concepto de lugar geométrico y no percibia que la mediatriz
era uno de estos; otro, sobre la suma de dos segmentos determinados para que Rosi
pudiera visualizar que esa suma era el radio de la circunferencia y finalmente, otro,
sobre la propiedad que debian cumplir los puntos para pertenecer a la figura envuelta
(elipse), dado que ella le dio dificultad percibir esta propiedad cuando se le preguntod

por primera vez.

ﬁ’ Dialogo socratico sobre encontrar el ‘ﬁ’ Dialogo socratico sobre la propiedad
punto medio mediante el doblado de los puntos de la mediatriz
L .
¥% Didlogo socratico sobre la suma de ¥% Didlogo socratico sobre la propiedad
los segmentos MPy MO de los puntos de la figura envuelta
- ',r" T

- 5

Y Y Y
|ﬁ CF:Dialogo inquisitiva

Figura 52: Dialogo inquisitivo para Rosi.

Pensamiento discursivo: Algunas preguntas de nuestra entrevista se hicieron varias
veces, para verificar que el estudiante habia logrado respuestas mas elaboradas, porque

habia extendido su red de relaciones. Cuando se le pregunté por primera vez por la

suma de los segmentos OM y W’, le dio cierta dificultad llegar a que era la constante
1, pero pudo determinarlo gracias a un didlogo socratico que se establecid con ella.
Posteriormente, se le preguntd una segunda vez por esta suma de segmentos, pero en
una situacion diferente y rapidamente lleg6 a la respuesta correcta. En las otras cuatro
situaciones, también pudo determinar que la suma era r, el radio de la circunferencia,

con la que se habia iniciado la construccion de la figura envuelta.

130



Aportes de informacion: Nuestra entrevista tiene varios aportes de informacion, que
son indispensables para que el estudiante pueda llegar a la comprension del concepto
de elipse como lugar geométrico. Por ejemplo, Rosi recibid aportes sobre mediatriz,
equidistancia, lugar geométrico, proceso sobre la figura construida y elipse. En el caso
de la mediatriz, se le dijo la definicion: “Se llama mediatriz a la recta que pasa por el
punto medio de un segmento y es perpendicular al mismo”. En el caso de
equidistancia, se le aport6: “Un punto equidista de otros dos puntos si esta a una misma
distancia de estos”. En el caso de lugar geométrico se le inform6 que: “Los puntos del
plano que satisfacen una cierta condicion forman un lugar geométrico y todo punto que
pertenece a ese lugar geométrico satisface la condicion”. En el caso del proceso sobre
la figura construida, se le informé sobre un procedimiento que se debia seguir en la
figura que se construy6 para poder establecer una suma de segmentos determinada. Y
en el caso de la elipse, se le dijo: “La figura que acabas de construir con el doblado de
papel, se llama elipse”. De acuerdo con el proceso vivido por Rosi, hubo la necesidad
de refinar algunos de estos aportes de informacion, pues les generaba algunas
inquietudes a los estudiantes, que no permitian que se comprendiera facilmente el

concepto de elipse como lugar geométrico.

Problematizacion con las ideas: Algunas preguntas de nuestra entrevista pueden
provocar que el entrevistado entre en un estado de contradiccién interna o de
confrontacion con las ideas que ya tenia y las nuevas que le llegan. Rosi vivid
momentos en los que se sinti6 realmente confundida e incluso, lo manifestdé. Por
ejemplo, cuando se le preguntd si la mediatriz era un lugar geométrico, ella iba
tratando de hilar las respuestas de las preguntas inquisitivas que se le hacian en el
didlogo socratico que se entabld con ella, pero hubo un momento en el que se sintid

9

confundida y exclamo: “Hay... Me confundi...”. Cuando se le pregunta por primera

vez por la suma de los segmentos OM y MP y después de entablar con ella un didlogo

b

inquisitivo, ella expresa confundida: “Hay Dios...”. Y cuando ella logré establecer

que la suma de dichos segmentos era r, el radio de la circunferencia, dijo: “es que no

2

sé como explicarlo...”. Ella misma afrontd que se sentia confundida y fue necesario
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acudir a los didlogos socraticos, con aportes de informacion y preguntas intencionadas,

para que pudiera salir bien librada de sus dificultades conceptuales.

El paso por los tres momentos: En algunas situaciones de la entrevista, el entrevistado
pasa por tres momentos: creer saber la respuesta, darse cuenta que no sabe y por
ultimo, al estar en un conflicto interno siente la necesidad de encontrar la verdad. Rosi,

también vivid en algunos momentos de la entrevista esos tres momentos. Por ejemplo,
en la suma de los segmentos MP + MO, que era el radio, lleg6 a la conclusion que era

la medida del segmento OP, que era el tercer lado del tridngulo formado por los puntos
M, P y O. Posteriormente, se dio cuenta que no sabia y se siente confundida; incluso
lanza la expresion: “Hay Dios...” y finalmente, con la ayuda de algunas preguntas
inquisitivas, logra llegar a la respuesta: “Que me suma, pues r... Porque si este esta
a la misma distancia que este, y al sumar este y este me da la constante r, y...

entonces al sumar este y este... da r también”.

La red de relaciones: Las preguntas de nuestras entrevistas se disefiaron de tal modo
que el estudiante pudiera construir una red de relaciones alrededor del concepto de
elipse como lugar geométrico, mediante las construcciones con doblado de papel y los
conceptos concretos de mediatriz y de circunferencia. Por ejemplo, Rosi, en el
transcurso de la entrevista, exhibié un lenguaje mas refinado y se evidencio, de
acuerdo a las respuestas brindadas, que habia logrado involucrar los conceptos de
mediatriz, circunferencia, lugar geométrico y elipse a su red de relaciones. Cuando se
le preguntd por la propiedad que deben cumplir los puntos para pertenecer a una
circunferencia, ella respondio: “Para pertenecer a una circunferencia... Que estén a

la misma distancia del centro...”. O cuando se le preguntd por segunda vez la suma

de los segmentos OM y W’, ella respondié: “OM y MP, pues igual vuelve y me da
r, porque si esto es la mediatriz, seria igual distancia, y esto esta a igual distancia
de este...” Mas adelante, también menciono: “Exacto, es un punto de la mediatriz y

O es el centro de la circunferencia, entonces seria r al sumarlo...”
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Dificultades.

En el proceso de la entrevista individual, Rosi tuvo momentos de alegria, dado que
sabia las respuestas de algunas preguntas. También, se mostrd confusa porque dudaba
de algunas respuestas o porque realmente no entendia lo que se le estaba preguntando.
Ademas, hubo momentos en los que ella present6 serias dificultades con el lenguaje
geométrico. Por ejemplo, manifestd dificultades con los conceptos primitivos de la
geometria euclidiana, pues los relacionaba con los conceptos de la geometria analitica.
También demostré tener ciertos problemas en algunos procesos de razonamiento
infinito, pues creyo que solo era posible dibujar un punto a lo largo de un doblez o que
por dos puntos podian pasar muchos dobleces. Sin embargo, esta ultima conclusion la

pudo corregir cuando se le hicieron otras preguntas, en el transcurso de la entrevista.

Rosi presentd dificultades con el concepto de perpendicular al iniciar el proceso, e
incluso durante la entrevista individual, mostr6 cierta inseguridad, pero finalmente,
pudo lograr su comprension. También, desconocia los conceptos de rectas tangentes y
de rectas secantes; pero también logré comprenderlos durante una de las entrevistas
grupales. Sin embargo, no hubo necesidad de retomarlos en la entrevista individual y

en la comprension del concepto de elipse como lugar geométrico.

El concepto de circunferencia era desconocido por esta estudiante, antes de iniciar el
proceso, pero después de su paso por la entrevista individual, pudo, incluso,
comprender que la circunferencia es un lugar geométrico y establecer la propiedad que

cumplen sus puntos para pertenecer a esta.

Cuando se le pregunt6 a Rosi por la figura que podria resultar después de llevar puntos
de la circunferencia sobre un punto P ubicado en la region limitada por esta, dijo que se
formaria un hexdgono. Posteriormente, cuando observé la figura, explico que no era
una circunferencia. Y finalmente, con base en un aporte de informacion, pudo
reconocer que esta construccion siempre formaria una elipse. Y cuando se le preguntod
por la figura que podria resultar después de llevar puntos de la circunferencia sobre un

punto P exterior a esta, dijo que no sabria qué figura se formaria. Incluso, la misma
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entrevista no aporta elementos suficientes para determinar que la figura formada no es

ninguno de los lugares geométricos abordados: mediatriz, circunferencia o elipse.

€% Una recta es una linea gue no tiene

continuo fin
[¥% Un punto se relaciona con un punto 4 €% Un plano es donde se hace una
ubicado en el plano cartesiana ! grafica de varios puntos
v, ' R ; ibuj
ﬁ’ Dificultades con el lenguaje i ﬁ’ failoosgepssglered&l;wﬁr un punto a lo
geométrico | a
1 e
e ‘ﬁ Por dos puntos pasan infinitos
T |ﬁ CF:Confusiones y dificultades
" - e _ 3 b SRS
ﬁ Si s_e’ub!ca_ el punto P p_orfuera de_la - _J_,.--" ,." i “ T g& Cuando se lleva un punto sobre otro
region I|m|j:ada por la cwcunferen)cm, L : no se genera un doblez perpendicular
no se sabria qué figura se formaria ,." ' - al segmento
P - B

.
2% De llevarse puntos de la €% Mo recuerda la definicidn de
circunferendcia sobre el punto P, se perpendicular
generaria un hexdagono

» .

% Mo se reconoce el concepto de % No se reconoce el concepto de
circunferencia perpendicularidad

\

ﬁ Mo reconoce los conceptos de recta
tangente y de recta secante

Figura 53: Confusiones y dificultades en el proceso de Rosi.

4.4.4.2 Analisis del proceso de razonamiento de Leti.

La estudiante, cuyo seudonimo es Leti, es del grado décimo de una Institucion
Educativa, de caracter publico, de la ciudad de Medellin. Fue invitada a participar del
trabajo, por su motivacion por el doblado de papel y por sus conocimientos previos
frente a la geometria euclidiana. Estas dos caracteristicas las demostr6 en la actividad

previa que se hizo con el grupo, antes de elegir los estudiantes que iban a ser parte del

estudio de casos.

Ella se caracteriza por su buen desempefio académico, por ser responsable en el
cumplimiento de sus deberes y por participar activamente en las actividades que se

programan en las diferentes asignaturas. Es una estudiante que tiene buenas

habilidades comunicativas.
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Analisis individual del proceso de comprension: Triangulacion entre encuesta,

entrevista individual y material.

Cuando Leti fue invitada a participar del trabajo de investigacion, se le propuso que
respondiera una encuesta para conocer a fondo los conocimientos previos que tenia
sobre la geometria euclidiana. Leti también particip6é en la entrevista individual, de
caracter socratico, que tenia que ver con la manifestacion del concepto de elipse como

lugar geométrico.

De las entrevistas grupales surgieron algunos materiales, elaborados por Leti, que se
involucraron dentro del analisis individual de su proceso de comprension. Algunos de

ellos, los mostramos a continuacién:

Figura 54: Material de Leti 1. Figura 55: Material de Leti 2.

Figura 56: Material de Leti 3. Figura 57: Material de Leti 4.
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Figura 58: Material de Leti 5. Figura 59: Material de Leti 6.

Figura 60: Material de Leti 7.

Por lo tanto, para realizar el analisis individual del proceso de comprension de Leti, se
tuvo en cuenta tres fuentes de informacion: las respuestas escritas de la encuesta, la
elaboracion de sus materiales de apoyo y las respuestas verbales brindadas en el

transcurso de la entrevista individual.

Paso de Leti por los niveles de razonamiento de Van Hiele.

Nivel predescriptivo.

0.1 Reconoce el axioma basico de la geometria euclidiana: “Por dos puntos pasa una

Unica recta”.
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Leti, desde el principio (tanto en la encuesta, como en sus materiales y en la
entrevista) reconocié que por dos puntos pasa una Unica recta. Incluso, también

afirmo rotundamente que por dos puntos pasa un tnico doblez.

|ﬁ CF:01 Por dos puntos pasa una recta

-

» "
|ﬁ’ Por dos puntos pasa una recta| |‘§§’ Por dos puntos pasa un doblez

Figura 61: Descriptor 0.1 para Leti.

0.2 Reconoce algunas nociones basicas de geometria euclidiana, tales como: punto,
recta, segmento, distancia, perpendicular, tangente, entre otras.
Leti reconoce que un punto es un simbolo, aunque lo relaciona también con un
objeto concreto (cuerpo o particula); atn se le dificulta percibirlo como un ente
abstracto. Sin embargo, para ella una recta si tiene longitud ilimitada porque dice
que es una linea que se extiende indefinidamente. Leti presenta dificultades con el
concepto de plano euclidiano, pues lo relaciona con un plano cartesiano o con un

espacio llano. También lo relaciona con un objeto concreto.

Leti argumenta que una hoja de papel se relaciona con un plano, porque los
dobleces harian las veces de lineas rectas y los trazos serian mas precisos en la

hoja de papel, a pesar de que no se requiera de una regla.

Leti establece que por dos puntos pasa una Unica recta (o un Unico doblez).
Ademas, establece que por un punto pueden pasar infinitas rectas (o infinitos
dobleces) y que una recta esta formada por muchos puntos. Cuando se le pregunta
que cuantos segmentos pasan por dos puntos, ella asegura que tres. Sin embargo,
cuando se le aclara que debe conectar los dos a la vez, afirma que sélo pasa uno.

Leti relaciona la palabra equidistar con la palabra congruencia y en ocasiones los
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utiliza errébneamente. Sobre esto, se establecid una conversacion de caracter

socratico para que ella pudiera diferenciar ambos conceptos.

Para Leti, es comun hablar de perpendicularidad. Ella lo relaciona con la

formacion de angulos de 90° y logra establecer que dos rectas son perpendiculares

haciendo la comparacion con una hoja cuadrada.

Leti inicialmente relaciona la palabra circunferencia con el borde de un circulo.
Posteriormente logra determinar la propiedad que cumplen los puntos para
pertenecer a una circunferencia. Antes de pasar por las entrevistas grupales, Leti
desconocia los conceptos de rectas tangentes y de rectas secantes. Luego de pasar

por ese proceso, pudo establecer cudndo una recta es tangente a una curva o
cuando es secante.

¥% Recta es una linea que se extiende ¥'% Una hoja puede serun plano

indefinidaments euclidiano €% Punto medio

A - _"
% Punto como simbalo, particula, i £ Flano como espacio, como plano |l .-
cuerpa en el espacio 1 cartesiano, lugar llano |ﬁ Por dos puntas pasa una recta|

- ! o : e
— v ‘_‘1—"‘___.__..- A -
|ﬁ CF:02 Nociones basicas de geometria|| «------- - |ﬁ For dos puntos pasa un doblezl
B s I N e
" i \ - Por un punto pasan infinitas rectas
|§§ Rectas tangentes y rectas secantes b R |ﬁ’ P P |
% Poco conocimiento de rectas|l’ / 4 1% Por un punto pasan infinitos dc-bleces|
tangentes y rectas secantes || / i ,
riv; 4 Y
- - T | ¥% En una recta puedo dibujar muchos
|ﬁ Circunferencia es el borde del circulo '. N puntos
, \ \ N
¥ Es perpendicular porgue puedo ] % Dos puntos determinan tres
comparar con un cuadrado 4 segmentos
¥ ] ‘g
% Es perpendicular porque forma i % Equidistar se relaciona con
angulos de 90 grados ’! congruencia

ﬁ Didlogo socratico sobre equidistancia
¥ congruencia

Figura 62: Descriptor 0.2 para Leti.

0.3 El estudiante relaciona un doblez con un segmento de linea recta.
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0.4

0.5

Leti logré establecer que un segmento de recta se relaciona con un doblez.
Incluso, pudo determinar que por dos puntos pasa una recta y por dos puntos pasa

un doblez, estableciendo finalmente la analogia entre recta y doblez

|ﬁ CF:03 Relacion doblez segmento|

L
)
|f§’ Relacion doblez segmentnl

Figura 63: Descriptor 0.3 para Leti.

Reconoce la congruencia de segmentos.

Para Leti es muy comun hablar de segmentos congruentes. Este término lo
aprendié en una de las entrevistas grupales que se desarrollaron. En algin
momento de la entrevista individual, Leti logroé establecer que el punto medio
divide el segmento en dos segmentos congruentes. También hizo la analogia entre
equidistancia y congruencia, y afirmo6 que cuando un punto equidista de otros dos
se forman segmentos congruentes; sin embargo, en algunas situaciones los utilizo

de forma erronea.

|ﬁ CF:04 Congruencia de segmentos mediante el doblado

=4 -
& .
|§§, RP es congruente con RQ| ¥ Didlogo socratico sobre equidistancia
¥ congruencia

Figura 64: Descriptor 0.4 para Leti.

Construye rectas perpendiculares.

En una de las entrevistas grupales, Leti pudo encontrar la manera de construir
rectas perpendiculares y mostrarlo mediante el mismo doblado. FElla, durante la
entrevista individual, argumenté que dos dobleces son perpendiculares si forman
angulos de 90 grados y lo comprob6 comparando con una hoja de papel de forma

cuadrada, afirmando que la hoja ya tenia &ngulos de 90°. Leti también pudo
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determinar que cuando se lleva un punto sobre otro, se genera un doblez

perpendicular al segmento determinado por dichos puntos.

|ﬁ CF:05 Rectas perpendiculares mediante el doblado|

=W « » .
ﬁ Es perpendicular porque forma "ﬁ El doblez es perpendiculary pasa por
angulos de 90 grados el punto medio: Mediatriz

b
% Un punto sobre otro genera un

doblez que pasa perpendicularmente
por el punto medio del segmento

S
¥% Es perpendicular porque puedo
camparar con un cuadrado

Figura 65: Descriptor 0.5 para Leti.

0.6 Visualiza la suma de segmentos.

La joven pudo percibir mediante el doblado de papel, la suma de segmentos. Al
principio, pudo visualizar que la suma de dos segmentos determinados NM y

MO daba la constante r. Posteriormente, ella pudo visualizar, con base en la

informacion suministrada y en el transcurso del didlogo socratico, la suma

determinada de los segmentos MP y MO.

|ﬁ CF:06 Suma de segmentos mediante el dobladol

~¥ A 0w A

% Didlogo socratico sobre suma de

, ﬂ Para cualguier M de la figura, MP =
segmentos MP = MO MO esigualar

;/‘ ."\
» 4
|‘ﬁ MP = MO es igual a r| % MP = MO es una constante y es el

radio de la circunferencia

Figura 66: Descriptor 0.6 para Leti.
Nivel I: De reconocimiento visual.

1.1 Realiza la construccion de la mediatriz de un segmento.
La estudiante logré encontrar el punto medio de un segmento mediante el doblado
de papel y a su vez, con dicha construccion, pudo establecer la mediatriz de un

segmento. Ella afirmé que cuando se lleva un punto sobre otro punto, se genera

140



un doblez que es perpendicular al segmento determinado por dichos puntos y pasa

por su punto medio.

|ﬁ CF:11 Construccion mediatriz|

L r .

!
1 Tl

¥% Llevar un punto sobre otro genera la
mediatriz del segmento

% Construccién punto medio llevar un
punto sobre el otro

Y
% Un punto sobre otro genera un
doblez que pasa perpendicularmente
por el punto medio del segmenta

Figura 67: Descriptor 1.1 para Leti.

1.2 Realiza la construccion de una circunferencia.
Leti realiz6 la construccion de algunos puntos discretos de la circunferencia, a
través de un proceso de traslacion de puntos, mediante el doblado de papel. Ella
pudo afirmar que se podian encontrar (trasladar) muchos mas puntos, hasta que la
hoja de papel lo permitiera. Los puntos que se trasladaron debian estar a la misma
distancia del centro. También se le preguntd si se llevan los puntos de una
circunferencia sobre su centro, qué figura se formaba y ella respondi6 que una

circunferencia concéntrica y logré mostrarlo de manera directa sin ninguna

vacilacion.
|ﬁ CF:12 Construccién Circunferencia|
l_._,.-r f L3 1
‘.____ — "_,a' "\._“. "--.___-‘
% Es posible trasladar puntos hasta que ¥% Didlogo sacratico sobre la figura
la haja lo permita envuelta circunferencia
," '._\‘
¥% Proceso de traslacién de un punto ¥% Los puntaos trasladados equidistan del
mediante el doblado centro O

Figura 68: Descriptor 1.2 para Leti.

1.3 Realiza la construccion de una elipse.
Cuando a Leti se le presentd por primera vez la construccion de la elipse (atn no
se le habia nombrado la figura): se construyen dobleces que surgen de llevar

puntos de la circunferencia sobre un punto P que estd en la region limitada por
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esta, creyd que se generaba una circunferencia. Posteriormente, cuando se le

mostré la figura formada, explicd que no era una circunferencia, sino que era un

r
ovalo.
|gg CF:13 Construccian elipse
« -,
";' .‘\l
¥% Cuando se llevan puntos de la E¢] Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre un punto P, se circunferencia sobre el punto P, no se
genera otra circunferencia genera una circunferencia, sino un
avalo

Figura 69: Descriptor 1.3 para Leti.

1.4 Reconoce que el lugar geométrico construido mediante el doblado de papel es la

1.5

elipse, sin mencionar las propiedades que la caracterizan.

Leti no reconocio que el lugar geométrico que se construyo, cuando se realizaron
dobleces que surgieron de llevar puntos de la circunferencia sobre un punto P que
estaba en la region limitada por esta, era una elipse. Incluso, ella menciond, en
primer lugar, que de acuerdo con las indicaciones de la construccion, surgiria una
circunferencia y luego de finalizada la construccion, determind que era un 6valo,

sin mencionar sus propiedades.

|ﬁ CF:14 Reconoce la elipse sin mencionar propiedades

- .
& .,
¥'% Cuando se llevan puntos de la .
circunferencia sobre el punto P, no se ¥% Dialogo socratico sobre |a propiedad
genera una crcunferencia, sino un de los puntos de la figura envuelta
ovalo

Figura 70: Descriptor 1.4 para Leti.

Describe la figura construida en la hoja de papel como un todo, pero se le dificulta
sefialar las partes constitutivas fundamentales tales como: una mediatriz, una
tangente, dos puntos fijos, entre otros.

Leti manifest6 que de realizarse la construccion de llevar puntos de la
circunferencia sobre un punto P ubicado en la region limitada por esta, se formaria
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otra circunferencia. Posteriormente, finalizada la construccion, ella visualizé la
figura construida y afirmé que era un 6valo, se centr6é en su forma como un todo,

pero no sefialo partes constitutivas de esta.

|ﬁ CF:15 Describe la elipse sin mencionar partes

4 .,
e A
¥% Cuando se llevan puntos de la %% Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre un punto P, se circunferencia sobre el punto P, no se
genera otra circunferencia genera una circunferendia, sino un
avalo

Figura 71: Descriptor 1.5 para Leti.

Nivel II: De analisis.

2.1 Afirma que siempre que se lleve un punto sobre otro punto en una hoja de papel,

se esta construyendo la mediatriz del segmento determinado por dichos puntos.

Leti reconoce que cuando se lleva un punto sobre otro punto, se realiza un doblez
que pasa por el punto medio y es perpendicular al segmento determinado por
dichos puntos. Mediante un aporte de informacion, Leti comprende el concepto de
mediatriz como lugar geométrico, luego lo utiliza correctamente sin dificultades.
Incluso, afirma que siempre que se lleve un punto sobre otro, se construye la

mediatriz del segmento.

|ﬁ CF:21 Reconoce la construccion de la mediatrizl

—— - P w -

¥% Punto medio - I I
L i ﬁ Llevar un punto sobre otro genera la

mediatriz del segmento

-

punto sobre el otro

¥ Construccién punta media llevar un T
% Un punto sobre otro genera un
r doblez que pasa perpendicularmente
'ﬁ El doblez es perpendicular y pasa por por el punto medio del segmento

el punto medio: Mediatriz

Figura 72: Descriptor 2.1 para Leti.
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2.2 Establece que cualquier punto que pertenece a la mediatriz de un segmento,
equidista de sus extremos.
Leti logro establecer que un punto sobre la mediatriz tiene la misma distancia a los
extremos del segmento, o sea que los segmentos formados por el punto de la
mediatriz y los extremos del segmento son congruentes. Posteriormente, ella logro
razonar sobre el hecho de que un punto sobre la mediatriz equidista de los
extremos y luego, lo generaliz6 para todos los puntos de la mediatriz, lo cual es un
razonamiento infinito. Con esto, estaba a un paso de decir que la mediatriz era un
lugar geométrico, pero en este momento del proceso, aun no conocia el concepto

de lugar geométrico.

|g}j CF:22 Propiedad de la mediatriz lugar genmétrico|

e i gt
- o ; '--.__.___.‘
¥:% Un punto sobre la mediatriz tiene la i % Cualguier punto sobre la mediatriz
misma distancia a los extremos del i equidista de los extremos del segmento
segmento ;
¥

ﬁ’ Un punto sobre la mediatriz equidista
de los extremos

Figura 73: Descriptor 2.2 para Leti.

2.3 Afirma que los puntos de una circunferencia equidistan de un punto fijo llamado
centro.
La estudiante afirmo, en la construccion de los puntos discretos de la
circunferencia, que dichos puntos trasladados equidistan del centro. Luego, logro
establecer que todos los puntos de una circunferencia estaban a una misma
distancia del centro, es decir, equidistaban del centro. Esto es un gran avance para
definir la circunferencia como lugar geométrico, pero no se le pregunto6 y ella por

si sola, no logré determinarlo.
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|ﬁ CF:23 Propiedad de la circunferencia como lugar geo

= .
a” T
%% Los puntos trasladados equidistan del % Todos los puntos de una
centro O circunferencia equidistan del centro

Figura 74: Descriptor 2.3 para Leti.

2.4 Establece que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de una

2.5

circunferencia sobre su centro, se genera un conjunto de mediatrices las cuales
envuelven a su vez otra circunferencia interior (concéntrica).

Cuando a Leti se le presentd la construccion de una circunferencia envuelta que
resulta de hacer dobleces que surgian de llevar puntos de la circunferencia sobre su
centro, no dudo en afirmar que era una circunferencia. Sin embargo, tuvo algunas
dificultades para justificar tal afirmacion. Con base en ciertas preguntas
intencionadas, se logré que Leti pudiera determinar que era una circunferencia
porque todos sus puntos equidistaban del centro y la distancia era la mitad del

radio de la circunferencia con la que se inicio la construccion.

|ﬁ CF:24 Reconoce construccian circunferencia envuelta

4
i

¥% Didlogo socratico sobre la figura
envuelta circunferencia

Figura 75: Descriptor 2.4 para Leti.

Asevera con seguridad que tanto la mediatriz como la circunferencia son lugares
geomeétricos.

Leti establece que la mediatriz de un segmento es un lugar geométrico porque
cualquier punto que pertenezca a ella, equidista de los extremos del segmento.
Para el caso de la circunferencia, ella logré afirmar que todos los puntos
pertenecen a una circunferencia si equidistan del centro; sin embargo, no se le

preguntd si era un lugar geométrico y ella tampoco lo determind por si sola.
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|ﬁ CF:25 Mediatriz y circunferencia lugares geométricos

¥ A v
‘_,--"- .1 .---“-""i
2% Cualquier punto sobre la mediatriz 2% La mediatriz de un segmento es un 2% Todos los puntos de una
equidista de los extremos del segmento lugar geométrico circunferencia equidistan del centro

2.6

Figura 76: Descriptor 2.5 para Leti.

Determina que la elipse esta formada por el conjunto de mediatrices construido y
por dos puntos interiores fijos, uno de los cuales es el centro de la circunferencia.

Cuando a Leti se le presenta la construccion de la elipse mediante el doblado de
papel, afirma que es un 6valo y no menciona propiedades ni partes constitutivas.
Posteriormente, con base en preguntas intencionadas, la estudiante logra establecer
que hay dos puntos fijos, uno de los cuales es el centro de la circunferencia inicial
y el otro, es un punto fijo que se ubica al iniciar la construccion. Ella también
visualiza que hay unos puntos, denominados M, que pertenecen al contorno de la

figura. Ademas, insinta que la figura esta formada por mediatrices.

|ﬁ CF:26 Reconoce partes de la elipse|

g « » --._ .
% Cuando se llevan puntos de la - g

urcunferenag sobre el p_untp P, no se |ﬁ M pertenece al contarna de la figura
genera una circunferencia, sino un

avalo } .

s “y,
‘ﬁ Didlogo socratico sobre la propiedad ﬁ’ Oy P son fijos porque O es el centro y
de los puntos de |a figura envuelta P se marca desde el principio

2.7

Figura 77: Descriptor 2.6 para Leti.

Afirma que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de una
circunferencia sobre un punto interior de esta (distinto del centro) se genera una
elipse.

Cuando a Leti se le presentd la construccion de la elipse, ella se aventur6 a decir
que era un 6valo y no menciond propiedades o partes constitutivas. Sin embargo,
después de ciertos aportes de informacion y de responder varias preguntas
intencionadas, ella logro establecer que si se ubica un punto P en cualquier parte
de la region limitada por una circunferencia y se llevan los puntos de esta sobre el
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punto P, se formaria otra elipse. Ella reconoce la construccion de una elipse

mediante el doblado de papel.

|ﬁ CF:27 Reconoce la construccion de la elipse

F v

% Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre el punto P, no se
genera una circunferencia, sino un
ovalo

i,

¥% Sise ubica el punta P en otra region
limitada por la circunferencia, se
formaria otra elipse

Figura 78: Descriptor 2.7 para Leti.

2.8 En la construccion de la elipse, utiliza el hecho de la mediatriz como lugar
geométrico, para establecer que la suma de dos segmentos determinados es el
radio de la circunferencia.

Con base en un didlogo de tipo socratico con aportes de informacion y preguntas
intencionadas, Leti logra establecer que la suma de dos segmentos determinados
(W + %) es igual al radio de la circunferencia. Incluso logra establecerlo para
varios puntos M del contorno de la figura. Al principio, le dio un poco de
dificultad, pues esta suma requiere que el estudiante reconozca la propiedad que

cumplen los puntos de la mediatriz y de un proceso de transitividad, que se logra

con base el didlogo socratico.

|ﬁ CF:25 Reconoce que la suma de dos segmentos es el radio

I A o S
‘___.--" : '--._.___h
ﬁ Dialogo socratico sobre suma de v ﬁ’ MP = MO es una constante y es el
segmentos MP = MO |ﬁ MP = MO es igual a r| radio de la circunferencia

Figura 79: Descriptor 2.8 para Leti.

Nivel III: De clasificacion.

3.1 Establece, mediante el hecho de la mediatriz, que un punto pertenece a la elipse si
la suma de sus distancias a los dos puntos fijos es el radio de la circunferencia
inicial.
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En el proceso final de la entrevista individual, la estudiante logra establecer,
utilizando el concepto de mediatriz como lugar geométrico, que “por ser una
mediatriz genera que la suma, pues de los dos segmentos sea el radio”. Ella
afirma que: “cualquier punto, pues cierto, en este caso M, la suma de MP mas

MO va a dar el radio de la circunferencia”. Por lo tanto, ella logra concluir que

para cualquier punto M de la figura, MP +MO es r, el radio de la circunferencia y

€S una constante.

|$ CF:31 Establece la propiedad de los puntos de la elipse|

e i -
‘----...- o N N
|'§§f’ MP - MO s igual a r| ¥ % Para cualquier M de la figura, MP +
Y% MP = MO es una constante y es el MO es igual a r

radio de la circunferencia

Figura 80: Descriptor 3.1 para Leti.

3.2 Manifiesta la necesidad de definir de manera formal la elipse como lugar
geométrico: la elipse es el conjunto de puntos tales que la suma de sus distancias a
dos puntos fijos, es una constante.

Leti manifiesta la necesidad de llegar a la definicion de la elipse como lugar

geométrico. Ella afirma que la elipse es un lugar geométrico porque los puntos

cumplen con una propiedad particular: cualquier punto M cumple que MP + MO

es equivalente al radio de la circunferencia.

|ﬁ CF:32 Siente la necesidad de definir la elipse como lugar geométrico

4
Y

'{2 La elipse &5 un lugar geométrico
porque cualquier punto M cumple que
MP = MO es el radio de la
circunferencia

Figura 81: Descriptor 3.2 para Leti.

Con base en el andlisis anterior, podemos ubicar finalmente a Leti en el nivel III de
razonamiento, pues ella comprendio el concepto de elipse como lugar geométrico. La

entrevista individual no solamente sirvi6 para ubicarla en uno de los niveles de
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razonamiento, sino que le ayud6 a avanzar en éstos y lograr el nivel III de
clasificacion, que es el mas alto en nuestra caracterizacion de la comprension con

respecto al concepto en cuestion.

Propiedades de los niveles de razonamiento.

Propiedad 1: Secuencialidad fija. Leti fue avanzando en su nivel de razonamiento
hasta llegar al nivel III de clasificacion, pero siempre superando las caracteristicas,
habilidades y conocimientos del nivel anterior. Ella primero tuvo que reconocer que la
mediatriz es un lugar geométrico, posteriormente reconocio la propiedad que cumplen
los puntos de una circunferencia para pertenecer a ella y finalmente, pudo determinar
que la elipse también era un lugar geométrico y logro establecer la propiedad que

cumplian los puntos para pertenecer a esta.

Propiedad 2: Adyacencia. Leti lograba percibir ciertas relaciones en el nivel anterior,
pero atn no se habian convertido en objeto de pensamiento, hasta no lograr el nivel
inmediatamente superior. Por ejemplo, ella en el nivel II logré establecer que la suma
de dos segmentos determinados era el radio de una circunferencia, pero todavia no
habia asociado este hecho a la propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a la
elipse como lugar geométrico. También, en el nivel I, ella pudo establecer que la
mediatriz era una recta que pasa perpendicularmente por el punto medio de un
segmento, pero aun no habia establecido la propiedad que cumplen los puntos para

pertenecer a ella como lugar geométrico, que es una caracteristica del nivel II.

Propiedad 3: Distincion. Leti tuvo que reorganizar sus ideas a medida que iba
avanzando en el nivel de razonamiento. Por ejemplo, en el nivel I, ella sabia que la
mediatriz era una perpendicular que pasaba por el punto medio de un segmento. En el
nivel II, debia reorganizar sus ideas, pues debia establecer que la mediatriz de un
segmento era un lugar geométrico, porque los puntos que pertenecen a ella cumplen
que equidistan de los extremos del segmento. En el nivel 0, ella dijo que la
circunferencia era el borde del circulo; en el nivel I, la construy6 a partir de un proceso

de traslaciéon de puntos y en el nivel II, determind que los puntos equidistaban del
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centro. Asi mismo sucedi6 con la elipse: en el nivel I, ella establecid que la figura
formada por el conjunto de mediatrices, era un 6valo; en el nivel II, logré una suma de
segmentos determinados en la figura y en el nivel III, logré generalizar esta propiedad

para todos los puntos de la elipse.

Propiedad 4: Separacion. Dos personas que razonen en diferentes niveles de
razonamiento, en relacion a la tematica abordada, no podran entenderse. Leti, por
ejemplo, pudo llegar al nivel III de razonamiento porque logré comprender el concepto
de elipse como lugar geométrico. Sin embargo, si establece una conversacion con
alguien que esté en un nivel inferior, no podrian llegar a entenderse, pues este ultimo
no alcanz6 a determinar la propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a la

elipse. Incluso, probablemente no alcanz6 a visualizar que la suma de los segmentos

OM y MP era el radio de la circunferencia inicial, con la que se inicio la

construccion.

Propiedad 5: Lenguaje. Leti, por ejemplo, a medida que avanza en su nivel de
razonamiento, va refinando su vocabulario y utilizando los conceptos comprendidos en
los niveles anteriores. Por ejemplo, utiliza el concepto de mediatriz, circunferencia,
radio, congruencia, equidistancia, lugar geométrico, elipse a medida que los va

comprendiendo.

Propiedad 6: Consecucion. Leti no saltd de un nivel al siguiente en un tiempo
determinado. FElla iba alcanzando gradualmente las habilidades, las caracteristicas y
los conocimientos de cada nivel. Por ejemplo, la comprension de perpendicular (nivel
0), mediatriz como perpendicular (nivel I) y mediatriz como lugar geométrico (nivel II)
no se dio en un instante. Se hicieron aportes de informacion y preguntas intencionadas,
para que ella pudiera razonar y asi comprender el concepto de mediatriz como lugar

geométrico.
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Dialogo socratico. Caracteristicas de la entrevista individual de Leti.

Nuestras entrevistas grupales e individuales tuvieron un tinte de caracter socratico. Es
decir, tenian ciertas caracteristicas que las hacian diferentes, Unicas y especiales. Estas

caracteristicas (Jurado y Londofio, 2007) son:

Intencionalidad de la entrevista: En el caso de Leti, la intencion de las entrevistas se
cumplio. Ella pudo, mediante un pensamiento discursivo sobre cada una de las
preguntas, comprender el concepto de elipse como lugar geométrico. Ademas, la
ubicamos en el nivel III de clasificacion, de acuerdo con nuestros descriptores de los

niveles del modelo de Van Hiele.

El lenguaje: A medida que Leti pasaba por cada uno de los niveles de razonamiento,
iba refinando su vocabulario, utilizaba con mas confianza los conceptos que se habian
trabajado anteriormente y su lenguaje era mas preciso, mas Triguroso y

matematicamente adecuado.

Los conceptos basicos: Leti ya habia superado el nivel 0 de razonamiento, pues ya
habia adquirido las habilidades, las caracteristicas y los conocimientos de este nivel.
Ella no tuvo problema en relacionar un segmento de recta con un doblez, pudo
determinar que por dos puntos pasa un unico doblez, ademads, recordd algunos
conceptos basicos como punto, recta, plano, perpendicular, segmento. Y pudo
reconocer, con base en el doblado de papel, congruencia de segmentos, suma de

segmentos y rectas perpendiculares.

Las experiencias previas del entrevistado: Leti trataba de relacionar experiencias
vividas en la entrevista grupal o en la clase de geometria, para poder responder las
preguntas que se le hacian. Por ejemplo, relaciond la figura envuelta por el conjunto
de mediatrices cuando se lleva un punto de la circunferencia sobre un punto P ubicado
en la region limitada por esta, con un Ovalo, figura que tal vez conocia de su

experiencia en clases de geometria.
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Diélogo inquisitivo: Se realizaron varios didlogos con Leti, para que lograra percibir
las relaciones que por si sola no habia podido lograr, cuando se le hacian las preguntas
por primera vez. Por ejemplo, se desarroll6 un didlogo relacionado con la suma de dos
segmentos determinados para que Leti pudiera visualizar que esa suma era el radio de
la circunferencia. La mayor dificultad se presentdé cuando debid hacer una
transitividad para poder establecer esa suma. Luego, sin ningun tropiezo, la visualizd

en todos los casos donde se hacia alusion a esta.

|‘§? Dialogo socratico sobre constante| |‘ﬁ Didlogo socratico sobre la mediatriz

* A

|ﬁ Didlogo socratico sobre equidistar AY 7/ [£% Didlogo socratica sobre la propiedad
de los puntos de la figura envuelta

# o

T W ¥

Dialogo socratico sobre equidistancia o ry”
] ¥ congruencia a e e - |g}j CR:Didlogo inquisitivo || ------------ <. | Didlago socratico

T -
‘____..—"' '-x_____.h
£% Dialogo socratico sobre suma de ¥% Didlogo socratico sobre la figura
segmentos MP = MO envuelta circunferencia

Figura 82: Dialogo inquisitivo para Leti.

Pensamiento discursivo: En el caso de Leti, ella hablé en un primer momento de la
mediatriz como perpendicular que corta al segmento en su punto medio. En un
segundo momento, dijo que la mediatriz de un segmento era un lugar geométrico
porque sus puntos equidistaban de los extremos del segmento. Posteriormente utilizd
el concepto como perpendicular para establecer que los puntos de una circunferencia
envuelta concéntrica equidistan del centro y después, utilizé el concepto como lugar

geométrico, para establecer que la elipse era un lugar geométrico también.

Aportes de informacion: Leti recibid aportes de informacion sobre mediatriz,
equidistancia, lugar geométrico y elipse. Esta informacidn era necesaria para que ella
pudiera comprender el concepto de elipse como lugar geométrico. Esta estudiante

posee la cualidad de tener una memoria excepcional y recordd muy bien los aportes de
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informacion que se le habian dado durante la entrevista, porque es importante resaltar
que estos aportes, en transcurso de la entrevista, se suministraban solo una sola vez,.
La idea era que ella los comprendiera y, en caso de olvidarlos, con base en las
preguntas inquisitivas, los volviera a recordar, en el momento en que se necesitaran

utilizar nuevamente.

Problematizacion con las ideas: Leti enfrentd6 momentos en los que estaba realmente

confundida. Por ejemplo, cuando se le pregunta por primera vez por la suma de los

segmentos MP + MO, ella se siente confundida y lanza expresiones como: “Humm...
pues, pero no sé, no encuentro como la relacion entre MP.” Después se le pregunta
nuevamente y establece la siguiente relacion erronea: “;Cudl es el resultado?, el
diametro... Pues, seria sumar este mas este, daria el diametro.” Luego, se le hace
una pregunta similar, pero en otra situacion y ella responde que: “pues pero lo que a
mi me confunde es, porque es OM, y entonces ya seria como, de esa figura ahi
adentro... ya seria...”. Ella misma afronta que se siente confundida, que no sabe por
qué se hace la suma con respecto a ese segmento. Ella finalmente, requiere de mi

ayuda y de ciertas preguntas intencionadas para poder salir del escollo.

El paso por los tres momentos: Leti, en la suma de los segmentos MP + MO, que era el
radio, lleg6 a la conclusion que era el didmetro (creia saber la respuesta). Se le insinud
que visualizara el radio en la figura y se le notd un poco confundida. Posteriormente,
se le hicieron un par de preguntas intencionadas sobre la figura y se le preguntd
nuevamente sobre la suma. Ella finalmente razon6 sobre la situacion propuesta y

obtuvo la respuesta correcta.

La red de relaciones: Cuando a Leti se le pregunt6 si la figura formada por el conjunto
de mediatrices era una circunferencia, ella afirmo6 que no y explico lo siguiente: “No,
Jpor qué? Porque... pues yo digo que no porque no es del todo redonda, pues a
simple vista, cierto, es lo que uno puede decir, y mas que por eso porque, los...
pues o sea, las mediatrices que resultaron y los puntos pues que marcarian la

supuesta circunferencia no estarian a la misma distancia del centro al punto fijo,
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como o sea la figura es como mas alargada, darian puntos mas largos del centro

b

a...”. Este razonamiento nos muestra que Leti involucr6 en su red de relaciones, los
conceptos de mediatriz y de circunferencia como lugares geométricos, pues ambos son

utilizados de forma correcta y sin inseguridades por parte de la estudiante.
Dificultades.

Durante el proceso de la entrevista, la estudiante tuvo momentos de motivacion, pues
sabia las respuestas de las preguntas; tuvo momentos de confusion, dado que no tenia
las respuestas o sabia que tenia dificultades o carencias; tuvo momentos en los que
lanzo6 afirmaciones erroneas, por ejemplo, en algin momento de la entrevista dijo que
un punto era congruente con otro punto, o que la figura formada por el conjunto de

mediatrices podria ser una circunferencia. Ella se sintid confundida, bésicamente

cuando se le presento por primera vez la suma de los segmentos MP y MO, y después
cuando la suma se hacia con segmentos solapados. En general, su proceso de

razonamiento fue satisfactorio.

|ﬁ CF:Dificultades con conceptos geométricos|

. - s 1-._‘__

e
|ﬁ’ Un punto congruente con otro punto|

R

¥

% Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre un punto P, se
genera otra circunferencia

Figura 83: Dificultades en conceptos geométricos en el proceso de Leti.

4.4.4.3 Analisis del proceso de razonamiento de Jhon.

El estudiante, cuyo seudonimo es Jhon, es del grado décimo de una Institucion
Educativa, de caracter publico, de la ciudad de Medellin. Fue invitado a participar del
trabajo, por su agrado por el doblado de papel y por sus conocimientos previos frente a
la geometria euclidiana. Estas dos caracteristicas las demostrd en la actividad previa
que se hizo con el grupo, antes de elegir los estudiantes que iban a ser parte del estudio

de casos.
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El se caracteriza por ser un estudiante juicioso y responsable en el cumplimiento de sus
deberes académicos. Es un joven mas bien callado, aunque ha mostrado tener buenas

habilidades comunicativas.

Analisis individual del proceso de comprension: Triangulacion entre encuesta,

entrevista individual y material.

Cuando Jhon fue invitado a participar del trabajo de investigacion, se le propuso que
respondiera una encuesta para conocer a explorar los conocimientos previos que tenia
sobre la geometria euclidiana. El también participd en una entrevista individual, de
caracter socratico, que tenia que ver con la manifestacion del concepto de elipse como

lugar geométrico.

De las entrevistas grupales surgieron algunos materiales elaborados por Jhon, que se
involucraron dentro del andlisis individual de su proceso de comprensién. Algunos de

ellos, los mostramos a continuacion:

Figura 84: Material de Jhon 1. Figura 85: Material de Jhon 2.
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Figura 86: Material de Jhon 3. Figura 87: Material de Jhon 4.
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Figura 88: Material de Jhon 5. Figura 89: Material de Jhon 6.
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Figura 90: Material de Jhon 7.
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Por lo tanto, para realizar el andlisis individual del proceso de comprension de Jhon, se
tuvo en cuenta tres fuentes de informacion: las respuestas escritas de la encuesta, la
elaboracion de sus materiales de apoyo y las respuestas verbales brindadas en el

transcurso de la entrevista individual.

Paso de Jhon por los niveles de razonamiento de Van Hiele.

Nivel predescriptivo.

0.1 Reconoce el axioma basico de la geometria euclidiana: “Por dos puntos pasa
una Unica recta”.
Jhon reconocié desde el principio que por dos puntos pasaba una Unica recta.
Sin embargo, cuando se le preguntd, en la entrevista individual, cuantos
dobleces pasaban por dos puntos, respondié inmediatamente que dos, a pesar
de que en la encuesta habia respondido que uno solo. Después de responder
un par de preguntas inquisitivas, pudo llegar a que por dos puntos pasa un

unico doblez.

|ﬁ CF:01 Por dos puntos pasa una recta

e i .

T "

|ﬁ Por dos puntos pasa una recta| |‘i§ Por dos puntos pasa un doblez

Figura 91: Descriptor 0.1 para Jhon.

0.2 Reconoce algunas nociones basicas de geometria euclidiana, tales como:
punto, recta, segmento, distancia, perpendicular, tangente, entre otras.
Jhon presenta serias dificultades en algunas nociones basicas de geometria

euclidiana. Por ejemplo:

El considera un punto como “la mitad de una recta horizontal y una
vertical”, es decir, lo relaciona con el origen de un plano cartesiano. Aun no
lo percibe como un ente abstracto.

157



Una recta, “es una linea paralela infinita”. Es claro que para él, una recta
tiene longitud ilimitada, pero le antepone la palabra paralela, convirtiendo su

afirmacion en una proposicion falsa.

Un plano es “la unién de varias lineas unidas”. En este sentido, no es claro
para nosotros el concepto de plano. Quizas lo estaba relacionando con plano
cartesiano o con la representacion fisica de un plano euclidiano: un
paralelogramo, aunque parece que atn lo relaciona con un objeto concreto y
no con un ente abstracto. De hecho, para Jhon no es claro que una hoja de

papel se asemeje a una porcion del plano euclidiano.

Este estudiante asegura que un segmento es una parte de una recta, pero no
menciona nada mas acerca del concepto. Pero, fue capaz de hacer un doblez
que llevara un punto del segmento sobre el otro punto, para encontrar su

punto medio. Lo que indica que si reconocia el concepto de segmento.

Jhon establece finalmente en la entrevista, que por dos puntos pasa una unica
recta (o un unico doblez). Ademas, establece que por un punto pueden pasar
infinitas rectas (o infinitos dobleces). Sin embargo, afirma que en una recta
se pueden dibujar solo dos puntos, como si hiciera la relacion con el nimero
de puntos que determinan una Unica recta. Al igual que Leti, cuando se le
pregunta que cuantos segmentos pasan por dos puntos, ¢l asegura que tres.
Sin embargo, cuando se le aclara que debe conectar los dos a la vez, también

afirma que solo pasa uno.

Para este estudiante, el concepto de equidistancia fue dificil de comprender,
e incluso de memorizar. En toda la entrevista lo olvidé y se le debian hacer
preguntas intencionadas para que pudiera recordarlo. De hecho, en algunos

apartes suministrados en la entrevista, los utilizé de forma erronea.

Cuando se le preguntd por primera vez en la encuesta sobre el concepto de

perpendicularidad, el estudiante s6lo afirmo que eran dos rectas que se
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cruzan, sin mencionar nada mas. Después las entrevistas grupales y durante
la entrevista individual, el estudiante pudo determinar que dos rectas son
perpendiculares, cuando al cruzarse forman angulos de 90 grados y logra
establecer esto, haciendo la comparacion con una hoja cuadrada, tal y como

lo hizo Leti.

Jhon inicialmente, afirma que una circunferencia es un circulo. Confunde
los dos conceptos. Posteriormente, con algunas ayudas visuales y preguntas
inquisitivas, logra determinar la propiedad que cumplen los puntos para
pertenecer a una circunferencia. Antes de pasar por las entrevistas grupales,
Jhon también desconocia los conceptos de rectas tangentes y de rectas
secantes. Luego de pasar por ese proceso, pudo establecer cuando una recta
es tangente a una curva o cuando es secante. Sin embargo, eso no fue
mencionado en la entrevista individual, porque no hubo la necesidad de

retomar dichos conceptos.

ﬁ Mo entiende que la hoja de papel
puede ser un plano euclidiano

|ﬁ Segmento es una parte de una recta|

— — ¥, ol <% Dos puntos determinan tres
£% Plano es la unidn de varias lineas / segmentos
unidas
- "
|‘ﬁ’ Contepto de punto medio
|‘§§’ Recta es una linea paralela infinita|
—
e ‘\‘ y - I <% Alo largo de una recta se pueden
- pe -— arde

ﬁ Un punto es la mitad de una reta |%‘CF‘02 Nociones basicas de geometrial] = o " douer 10 dor P

horizantal y una vertical I il -2 el g

e . v, W W e ——
T AN LA = ‘*ﬁ’ Por un punto pasan infinitos doble(es|
4 ~ / H ' ., - R
|% Una circunferencia es un c|rcu|o| ) e i “'-_ . |§'§’ Por un punto pasan infinitas rectas|

—
|‘ﬁ’ Rectas tangentes y rectas secantes|

e
|ﬁ Par dos puntas pasa una recta|

el S |‘{§’ Por dos puntos pasa un doblez
2% No tiene conocimiento de rectas
tangentes y secantes \ "
"' ; A |‘ﬁ’ Didlogo socratico sobre equidistancia

% El doblez es perpendicular porgue i M

puedo comparar con una hoja i "

cuadrada i “ﬁ’ Rectas perpendiculares son dos rectas

que se cruzan

v
2'2 El doblez es perpendicular porque
forma angulos de 90 grados

Figura 92: Descriptor 0.2 para Jhon.
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0.3 El estudiante relaciona un doblez con un segmento de linea recta.
Jhon estableci6 una relacion directa entre segmento y doblez, al afirmar que
se puede construir un segmento en una hoja de papel, “doblando en
cualquier angulo”. Ademads, pudo determinar que por dos puntos pasa una
recta y por dos puntos pasa un doblez, estableciendo implicitamente una
analogia entre recta y doblez. Incluso, tal analogia también se percibid

cuando afirmo que por un punto pasan infinitas rectas o infinitos dobleces.

|ﬁ CF:03 Relacion doblez segmento|

- i ...
- ! e

|ﬁ Relacion entre segmento y dnblez|

|‘ﬁ’ Por un punto pasan infinitos dobleces

v
|ﬁ Por dos puntos pasa un doblez|

Figura 93: Descriptor 0.3 para Jhon.

0.4 Reconoce la congruencia de segmentos.
Para Jhon no es muy comun hablar de segmentos congruentes. De hecho, en
la entrevista individual no se hizo alusion al concepto, porque no se vio la
necesidad de utilizarlo. Este estudiante puede establecer mediante el
doblado, que dos segmentos tienen la misma medida, pero no logra
establecer que son congruentes. Incluso, tiene dificultades con el concepto

de equidistancia, pues no logra involucrarlo en su red de relaciones.

|ﬁ CF:04 Congruencia de segmentos mediante el dnbladn|

'y
\
|§§’ RPy RO tienen la misma medida|

Figura 94: Descriptor 0.4 para Jhon.

160



0.5 Construye rectas perpendiculares.
Cuando se le pregunt6 en la encuesta por el concepto de perpendicular, el
estudiante aseguré que eran dos rectas que se cruzaban, pero no logrd
establecer mas relaciones entre ellas. Posteriormente, en una de las
entrevistas grupales, Jhon pudo encontrar la manera de construir rectas
perpendiculares y mostrarlo mediante el mismo doblado. El, durante la
entrevista individual, argumentd que dos dobleces eran perpendiculares si
formaban angulos de 90 grados y lo comprob6 comparando con una hoja de
papel de forma cuadrada. Esta forma de comprobar perpendicularidad no la
record6 rapidamente, por lo tanto, se le tuvieron que hacer algunas preguntas
intencionadas, para que lo pudiera recordar. Jhon también pudo determinar
que cuando se lleva un punto sobre otro, se genera un doblez perpendicular

al segmento determinado por dichos puntos.

|g2 CF:05 Rectas perpendiculares mediante el doblado

- =T ') e Ralia e % Un punto sobre otro genera un
doblez que pasa perpendicularmente

% Rectas perpendiculares son dos rectas - .
- RO por el punto medio del segmento

que se cruzan

i
‘ﬁ’ El doblez es perpendicular porque
H forma angulos de 90 grados
v
% El doblez es perpendicular porque
puedo comparar con una haja
cuadrada

-
¥'% Dialogo socratico sabre rectas
perpendiculares

Figura 95: Descriptor 0.5 para Jhon.

0.6 Visualiza la suma de segmentos.
El estudiante pudo percibir mediante el doblado de papel, la suma de

segmentos. Al principio, pudo visualizar que la suma de dos segmentos

determinados NM y MO daba la constante T, por ser un aporte de

informacion. Posteriormente, ¢l pudo visualizar y establecer, con base en la
informacién suministrada, la suma determinada de los segmentos MP y

MO. Aunque le gener6 algunos estados de contradiccion, que se reflejaron

en su razonamiento.
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|ﬁ CF:06 Suma de segmentos mediante el dnbladnl

._____--P' A -
P
¥

segmentos MP = MO

¥% Dialogo socratico sobre suma de

|§fg MP + MO es igual a r|

e

ﬁ La suma de MPy MO seria un
resultado diferente de r

Figura 96: Descriptor 0.6 para Jhon.

Este estudiante logra superar las habilidades, las caracteristicas y los

conceptos del nivel 0 de razonamiento.

Nivel I: De reconocimiento visual.

1.1

Realiza la construccion de la mediatriz de un segmento.

El estudiante logro encontrar el punto medio de un segmento mediante el

doblado de papel y a su vez, con dicha construccién, pudo establecer la

mediatriz de un segmento. El aseguré que cuando se lleva un punto sobre

otro punto, se genera un doblez que es perpendicular al segmento

determinado por dichos puntos y a la vez pasa por su punto medio.

-

|'ﬁ Concepto de punto medicu|

|ﬁ CF:11 Construccion mediatriz|

s

-

.

-

Un punto sobre otro genera un
doblez que pasa perpendicularmente
por el punto medio del segmento

¥% Construccidn punta medio llevar un
punto sobre otro

Figura 97: Descriptor 1.1 para Jhon.

1.2 Realiza la construccion de una circunferencia.

Cuando a Jhon se le mostraron algunos dobleces que pasaban por un punto

0, se le pidio que trasladara un punto diferente de este, a los demas dobleces,

con la unica condicion que se conservara su distancia a O y ¢l afirm6 que no

era posible realizar ese proceso de traslacion en una hoja de papel. Después

de algunas preguntas intencionadas, el estudiante pudo determinar la forma

de trasladar ese punto, conservando su distancia al punto O. Luego, pudo
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afirmar sin dificultad, que era posible continuar con el proceso de traslacion,

si se encontraban mas dobleces.

También, se le preguntd al estudiante que si se llevan los puntos de una
circunferencia sobre su centro, qué figura se formaba y ¢l respondi6é que una
circunferencia, pero no pudo explicar dicha afirmacion, a pesar de que en el

transcurso de la construccion, logré confirmar su conjetura.

|ﬁ CF:12 Construccidnn Circunferencial
e

— . [T

¥% Mo se pueden trasladar los puntos af] = e . T™ |£% Los puntos trasladados estan a una
las dobleces cansecutivos misma distancia del centro
e a,
€% Proceso de traslacién de un punto ¥ Es posible continuar con el proceso
mediante el doblado de traslacion

Figura 98: Descriptor 1.2 para Jhon.

1.3 Realiza la construccion de una elipse.
Cuando a Jhon se le presentd por primera vez la construccion de la elipse
(atn no se le habia nombrado la figura): se construyen dobleces que surgen
de llevar puntos de la circunferencia sobre un punto P que estd en la region
limitada por esta, creyd que se generaba una circunferencia. Posteriormente,
cuando se le mostré la figura formada, explicO6 que no era una

circunferencia, sino que era una figura con forma de huevo.

|ﬁ CF:13 Construccion E|ip5E|

¥ ..
k™ il
i}’ Cuando se llevan puntos de la i}’ Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre un punto P se circunferencia sobre el punto P, no se
genera otra circunferencia genera una circunferencia sino una
figura parecida a un huevo

Figura 99: Descriptor 1.3 para Jhon.

1.4 Reconoce que el lugar geométrico construido mediante el doblado de papel
es la elipse, sin mencionar las propiedades que la caracterizan.
Jhon no reconocié que el lugar geométrico que se construyd cuando se

realizaron dobleces que surgieron de llevar puntos de la circunferencia sobre
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1.5

un punto P que estaba en la region limitada por esta, era una elipse. Incluso,
parece que no conocia este nombre. El manifestd, en primer lugar, que si se
realizara la construccion surgiria una circunferencia y posteriormente,
cuando se realizo la construccion, determind que era una figura parecida a un

“huevito”, sin mencionar sus propiedades.

|ﬁ CF:14 Reconoce la elipse sin mencionar propiedades

- .

'y o

¥% Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre un punto P se
genera otra circunferencia

ﬁ Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre el punto P, no se
genera una crcunferendia sino una
figura parecida a un huevo

Figura 100: Descriptor 1.4 para Jhon.

Describe la figura construida en la hoja de papel como un todo, pero se le
dificulta senalar las partes constitutivas fundamentales tales como: una
mediatriz, una tangente, dos puntos fijos, entre otros.

El estudiante menciond que de realizarse la construccion de llevar puntos de
la circunferencia sobre un punto P ubicado en la region limitada por esta, se
formaria otra circunferencia. Posteriormente, cuando se realizo la
construccion y vio la figura, afirmd que se parecia a un “huevito”. El se
centré en su forma como un todo y relacion6 la figura con objetos de su

cotidianidad.

|ﬁ CF:15 Describe la elipse sin mencionar partes

r .
‘__." "'-\.‘
¥'% Cuando se llevan puntos de la £ Cuandao se llevan puntos de la
circunferencia sobre un punto P se circunferencia sobre el punto P, no se
genera otra circunferencia genera una circunferencia sino una
figura parecida a un huevo

Figura 101: Descriptor 1.5 para Jhon.

El estudiante logro superar las habilidades, las caracteristicas y los conceptos

del nivel I de razonamiento. Es importante mencionar, que tuvo serias
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dificultades con el concepto de equidistancia, pues no fue posible que lo

involucrara en su red de relaciones.

Nivel II: De anaélisis.

2.1 Afirma que siempre que se lleve un punto sobre otro punto en una hoja de
papel, se estd construyendo la mediatriz del segmento determinado por
dichos puntos.

Jhon reconoce que cuando se lleva un punto sobre otro punto, se realiza un
doblez que pasa por el punto medio y es perpendicular al segmento
determinado por dichos puntos. Cuando a Jhon se le dice que es la
mediatriz, sigue utilizando el concepto, con algunas dificultades en ciertas
situaciones. Sin embargo, afirma que cuando se lleva un punto sobre otro, se

construye la mediatriz del segmento.

|ﬁ CF:21 Reconoce la construccidn de la mediatrizl

I - », i
I o 9% Llevar un punto sobre otro genera la
P ey mediatriz del segmento determinado
|ﬁ Concepto de punto medio| ‘ por dichos puntos
»

% Un punto sobre otro genera un
doblez que pasa perpendicularmente
por el punto medio del segmento

%% Construccian punto medio llevar un
punto sobre otro

Figura 102: Descriptor 2.1 para Jhon.

2.2 Establece que cualquier punto que pertenece a la mediatriz de un segmento,
equidista de sus extremos.
Jhon tuvo muchas dificultades con la comprension del concepto de
equidistancia. Por eso, solo logrd establecer que un punto sobre la mediatriz
tiene la misma distancia a los extremos del segmento. En el transcurso de la
entrevista, pudo establecer que la mediatriz era un lugar geométrico y que
sus puntos equidistaban de los extremos del segmento. Aun asi, el
estudiante continu6é presentando ciertas dificultades con el concepto en
cuestion. Posteriormente se refirid a la mediatriz, como el conjunto de

puntos que estan a una misma distancia de los extremos del segmento.
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|ﬁ CF:22 Propiedad de la mediatriz lugar geométrico|

¥ « » S
- ) - \-“ T - .
a % Un punto sobre la mediatriz tiene la
% Dislogo socrdtico sobre un punto de S misma dtlstanma a los extremos del
la mediatriz segmento
* -
% La mediatriz de un segmento es un Y% Un punto pertenece a la mediatriz si
lugar geométrico equidista de los extremos del segmento

Figura 103: Descriptor 2.2 para Jhon.

2.3 Afirma que los puntos de una circunferencia equidistan de un punto fijo

llamado centro.

El estudiante afirm6, en la construccion de los puntos discretos de la
circunferencia, que dichos puntos trasladados estaban a una misma distancia
del centro. Luego, logro establecer que los puntos de una circunferencia
estaban a una misma distancia del centro. Mediante el didlogo inquisitivo, el
estudiante pudo determinar que los puntos equidistaban del centro. Esto es

un buen avance para definir la circunferencia como lugar geométrico.

|ﬁ CF:23 Propiedad de la circunferencia como lugar geo|

- i -

- i T

% Los puntos trasladados estan a una !
misma distancia del centro ¥

equidistan de O

% Los puntas de la drounferencia

¥% Los puntos de la drcunferencia tienen
la misma distancia a O

Figura 104: Descriptor 2.3 para Jhon.

2.4 Establece que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de

una circunferencia sobre su centro, se genera un conjunto de mediatrices las
cuales envuelven a su vez otra circunferencia interior (concéntrica).

Cuando a Jhon se le presento la construccion de una circunferencia envuelta
que resulta de hacer dobleces que surgian de llevar puntos de la
circunferencia sobre su centro, no dudd en afirmar que era un circulo. Con
base en ciertas preguntas inquisitivas, se le sugirid el concepto de

circunferencia y €l pudo establecer que el conjunto de mediatrices envolvian
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una circunferencia. Sin embargo, tuvo muchas dificultades para justificar tal
afirmacion. Se le hicieron preguntas inquisitivas para que el estudiante
pudiera hacer un esfuerzo en su razonamiento y justificar que la figura
construida era una circunferencia, pero no fue posible. Solo logro decir que
era una circunferencia porque los puntos tenian la misma distancia al centro,
pero no pudo establecer qué tipo de distancia y por qué. El presento el
siguiente error conceptual: “Es wuna circunferencia porque es una

circunferencia que se limita con la otra”.

|ﬁ CF:24 Reconoce construccion circunferencia erwueltal

~¥ « A3 e
¥% Cuando se llevan puntos de la - Bt

circunferencia sobre el centro, |a ¥% Dialogo socratico sobre circunferencia
figura envuelta por el conjunto de envuelta
mediatrices es una circunferencia

P, «

7% Los puntos de Ia circunferencia tieneny [%% Es una drcunferencia porque es una
la misma distancia a O circunferencia que se limita con la otra

Figura 105: Descriptor 2.4 para Jhon.

2.5 Asevera con seguridad que tanto la mediatriz como la circunferencia son
lugares geométricos.
El estudiante pudo establecer que la mediatriz de un segmento era un lugar
geométrico, porque sus puntos tienen la misma distancia a los extremos del
segmento. Se le dificultd determinar que cualquier punto de la mediatriz de
un segmento equidista de sus extremos, pero en un momento dado, lo pudo
hacer. Aunque, posteriormente no utilizd la expresion “equidistar”, porque
no logré involucrar esta idea en su red de relaciones. Incluso, en todo
momento de la entrevista, se le tuvo que recordar esta situacion, o se le

hicieron preguntas intencionadas para que lo intentara recordar.

Para el caso de la circunferencia, el estudiante logré afirmar que todos los
puntos pertenecen a una circunferencia si estan a una misma distancia del
centro; sin embargo, no se le preguntd si era un lugar geométrico y ¢l

tampoco lo determiné por si solo.
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|ﬁ CF:25 Mediatriz y circunferencia lugares geométricos|

-

Y% La mediatriz de un segmento es un
lugar geamétrico

i « LA > R ln

* -

segmento

Y% Un punto sobre la mediatriz tiene la
misma distancia a los extremos del

e

Y% Los puntos de la circunferencia
equidistan de O

|
{ |[£% Los puntos de la circunferencia tienen
! . . .

i la misma distanciaa O

¥

‘ﬁﬁ Un punto pertenece a la mediatriz si

equidista de los extremos del segmento

Figura 106: Descriptor 2.5 para Jhon.

2.6 Determina que la elipse estd formada por el conjunto de mediatrices

construido y por dos puntos interiores fijos, uno de los cuales es el centro de

la circunferencia.

Cuando a Jhon se le presenta la construccion de la elipse mediante el

doblado de papel, afirma que es una figura parecida a un huevo y no

menciona propiedades ni partes constitutivas. Posteriormente, con base en

preguntas intencionadas, el estudiante logra establecer que hay dos puntos

fijos, uno de los cuales es el centro de la circunferencia inicial y el otro, es

un punto fijo que se ubica al iniciar la construccion. EI también visualiza

que hay unos puntos, denominados M, que pertenecen al contorno de la

figura.

formada por un conjunto de mediatrices.

‘ﬁ’ Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre el punto P, no se
genera una circunferencia sino una
figura parecida a un huevo

|ﬁ CF:26 Reconoce partes de la elipse|

= " -

¥
|ﬁ M pertenece al contorno de la figura|

Figura 107: Descriptor 2.6 para Jhon.

En ningin momento de la entrevista, insintia que la figura esta

--"-t

ﬁ Oy Psonfijos porque O es el centro
de la circunferenciay P se pone desde
el principio

2.7 Afirma que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de

una circunferencia sobre un punto interior de esta (distinto del centro) se

genera una elipse.
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Cuando a Jhon se le presentd la construccion de la elipse, €l afirmd que era
una figura parecida a un huevo y no mencion6d propiedades o partes
constitutivas. Sin embargo, después de ciertos aportes de informacion y de
responder varias preguntas intencionadas, ¢l logré establecer que si se ubica
un punto P en cualquier parte de la region limitada por una circunferencia y
se llevan los puntos de esta sobre el punto P, se formaria otra elipse. El

reconoce la construccion de una elipse mediante el doblado de papel.

|ﬁ CF:27 Reconoce la construccion de la E|ip5E|

e .
‘.-'-' -\.‘_.‘-
Y
Cuando se llevan puntos de la - - —
tircunferencia sobre el punto F, no se %% Si se ubica el punto P en otra regién
genera una circunferencia sino una limitada por la circunferencia, se
figura parecida a un hueva farmaria otra elipse

Figura 108: Descriptor 2.7 para Jhon.

2.8 En la construccion de la elipse, utiliza el hecho de la mediatriz como lugar
geométrico, para establecer que la suma de dos segmentos determinados es
el radio de la circunferencia.

A Jhon se le hicieron unas seis preguntas relacionadas con la suma de los

segmentos MP + MO en todas, llegaba a la conclusion que era un resultado
diferente de r. En las primeras veces que se le present6 el problema, se le
dieron aportes de informaciéon y se le hicieron preguntas inquisitivas para
que lograra salir del embrollo, pero no lograba visualizar la solucion.
Después de estimular su razonamiento, en un momento dado de la entrevista,
pudo determinar que era una constante y que era el radio de la
circunferencia. Sin embargo, aunque se suponia que el estudiante ya lo
habia comprendido porque lo habia visto en dos o tres situaciones, en todas
las preguntas relacionadas con la suma se vio la necesidad de hacerle
preguntas y de recordarle informacion suministrada anteriormente. Fue
realmente dificil que el estudiante visualizara esta suma de segmentos.

Incluso, cuando pudo hacerlo, lo olvidaba rapidamente o se sentia inseguro
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de sus conocimientos. El estudiante presentd dificultades en comprender

que la suma de estos segmentos era el radio de la circunferencia.

|ﬁ CF:28 Reconoce que la suma de dos segmentos &5 el radicu|

- v e

ﬁ Didlogo socratico sobre suma de
segmentos MP = MO

r

T% MP + MO es una constante y es el
radio de la circunferencia

’.- " ‘ﬁ

Y% La suma de MPy MO seria un |‘§§ MP = MO es igual a r|
resultado diferente der

Figura 109: Descriptor 2.8 para Jhon.

Nivel III: De clasificacion.

3.1

Establece, mediante el hecho de la mediatriz, que un punto pertenece a la
elipse si la suma de sus distancias a los dos puntos fijos es el radio de la
circunferencia inicial.

Llegando al final de la entrevista, el estudiante, mediante el diadlogo

inquisitivo, logr6 el siguiente razonamiento: que para todos los casos, la

suma de los segmentos MP y MO es el radio de la circunferencia. Sin
embargo, tuvo muchas dificultades para llegar a esa conclusiéon. Se vio la
necesidad estimular su razonamiento con preguntas y aportes de

informacion. El estudiante logra establecer, con algunas dificultades, que un

punto pertenece a la elipse si la suma de los segmentos MP +MO es una

constante y es el radio de la circunferencia.

|ﬁ CF:31 Establece la propiedad de los puntos de la E|i|:|5E|

P I?I‘ ‘“. 1...____*‘

¥% Didlogo socrdtico sobre suma de y .
segmentas MP = MO rd radio de la circunferencia

ﬁ’ MP = MO es una constante y es el

» "‘

ﬁ La suma de MPy MO seria un N f
resultado diferente de r |ﬁ MP ~ MO es igual a r‘

Figura 110: Descriptor 3.1 para Jhon.
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3.2 Manifiesta la necesidad de definir de manera formal la elipse como lugar
geométrico: la elipse es el conjunto de puntos tales que la suma de sus
distancias a dos puntos fijos, es una constante.

Jhon no manifiesta la necesidad de llegar a la definicién de la elipse como
lugar geométrico. El afirma que la elipse es un lugar geométrico porque
“ocupa un lugar en el espacio”. Después de muchos aportes y de preguntas

intencionadas, logra establecer que un punto M de la elipse cumple que la

suma de los segmentos MP+MO es el radio de la circunferencia. El
estudiante presentd serias dificultades para llegar a esta conclusion. El no
logra demostrar que ha comprendido el concepto de elipse como lugar

geométrico.

|ﬁ CF:32 Siente la necesidad de definir la elipse como lugar geométricn|

4___...---' __." “-. 1-.._____"*‘

ﬁ Dialogo socratico ;cu_bre la elipse ‘ﬁ MP = MO es una constante y es el
como lugar geométrica radio de la circunferencia

3
¥ La suma de MPy MO seria un
resultado diferente der

"«
|ﬁ’ MP = MO es igual a r|

Figura 111: Descriptor 3.2 para Jhon.

Con base en el analisis anterior, podemos ubicar finalmente a Jhon en el nivel II de
razonamiento, debido a que no logra comprender el concepto de elipse como lugar
geométrico. La entrevista individual no solamente sirvié para ubicarlo en uno de
los niveles de razonamiento, sino que le permitié avanzar en su razonamiento, asi

no haya logrado el objetivo propuesto.

Propiedades de los niveles de razonamiento.

Propiedad 1: Secuencialidad fija. Jhon fue avanzando en su nivel de razonamiento
hasta llegar al nivel II, superando las caracteristicas, habilidades y conocimientos del
nivel anterior. El, en su proceso de razonamiento, pudo reconocer que la mediatriz de

un segmento era un lugar geométrico porque los puntos estan a una misma distancia de
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los extremos del segmento. Posteriormente, pudo determinar la propiedad que
cumplen los puntos de una circunferencia para pertenecer a ella y finalmente, ademas,
pudo reconocer que la elipse era un lugar geométrico, pero se le dificulté enormemente

encontrar la propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a ella.

Propiedad 2: Adyacencia. Tanto en el nivel I como en el nivel II, Jhon hacia explicitas
ciertas cualidades del pensamiento, que se habian percibido en el nivel anterior. Es
decir, lograba percibir ciertas relaciones en el nivel anterior, pero aiin no se habian
convertido en objeto de pensamiento, hasta no lograr el nivel inmediatamente superior.
Por ejemplo, el estudiante no tuvo dificultad alguna en relacionar un doblez que surge
de llevar un punto sobre otro, con la mediatriz del segmento determinado por dichos
puntos. Sin embargo, ain no tenia clara la propiedad que cumplen los puntos para
pertenecer a dicho lugar geométrico, que es una caracteristica del nivel II. También, en
el nivel 0, el estudiante creia que una circunferencia era un circulo. Posteriormente, en
el nivel I, pudo realizar un proceso de traslacion de puntos conservando su distancia al
punto O y en el nivel II, pudo establecer que este conjunto de puntos era una

circunferencia, porque estaba a una misma distancia del centro.

Propiedad 3: Distincion. Jhon tuvo la necesidad de reorganizar sus ideas para poder
avanzar en su nivel de razonamiento. En el nivel O, por ejemplo, el estudiante suponia
que una circunferencia era un circulo, es decir, no establecia ninguna diferencia entre
ambos conceptos. En el nivel I, pudo realizar la construccion de algunos puntos
discretos de la circunferencia, a través de un proceso de traslacion de puntos
conservando su distancia al punto O. Mientras que en el nivel II, pudo determinar que
una circunferencia estaba formada por un conjunto de puntos que estan a una misma
distancia del centro. En el caso de la mediatriz, sucedié una situaciéon similar. El
estudiante pudo determinar que la mediatriz era una perpendicular que pasaba por el
punto medio de un segmento en el nivel [ y en el siguiente nivel, pudo determinar que
los puntos que pertenecen a la mediatriz tienen la misma distancia a los extremos del

segmento.
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Propiedad 4: Separacion. Jhon, por estar en el nivel Il de razonamiento, podra razonar
sobre la mediatriz y la circunferencia sin ninguna dificultad. Pero no podra razonar

sobre la elipse de la misma manera como razona un estudiante que esté en el nivel III.

A Jhon le dio mucha dificultad visualizar la suma de los segmentos MP + MO y
generalizarla para todos los puntos de la elipse. Mientras que un estudiante del nivel

II1, pudo comprender la suma y comprender la elipse como lugar geométrico.

Propiedad 5: Lenguaje. Como cada nivel de razonamiento tiene un tipo de lenguaje
especifico, Jhon, a medida que avanzaba en su nivel de razonamiento, iba tratando de
precisar su lenguaje. Sin embargo, en todo el proceso notamos que el estudiante tenia
dificultades con ciertas palabras. Por ejemplo, el concepto de equidistancia no lo pudo
involucrar en su red de relaciones y no lo pudo comprender. Mientras que los
conceptos de mediatriz y de circunferencia los iba utilizando con mas regularidad,
porque habia alcanzado su comprension. El concepto de elipse como lugar geométrico
no lo pudo comprender tampoco, pues le dio mucha dificultad visualizar la suma de

determinados segmentos y esto lo llevo a no superar el nivel III de razonamiento.

Propiedad 6: Consecucion. El paso de un nivel al siguiente se da de forma gradual.
Jhon no salt6 de un nivel al siguiente en un tiempo determinado. El tuvo que alcanzar
las habilidades, las caracteristicas y los conocimientos de cada nivel. Por ejemplo, la
comprension del concepto de circunferencia no se dio en un instante, el estudiante tuvo
que pasar por un proceso: primero, creer que la circunferencia es un circulo,
caracteristica del nivel 0; segundo, reconocer la construccion de algunos puntos de la
circunferencia, caracteristica del nivel I y tercero, establecer la propiedad que cumplen

los puntos de la circunferencia para pertenecer a esta, caracteristica del nivel II.
Dialogo socratico. Caracteristicas de la entrevista individual de Jhon.

Intencionalidad de la entrevista: En el caso de Jhon, la entrevista le ayudo6 a ubicarse en
el nivel II de andlisis, dado que no le brind6 los elementos que €l necesitaba para

comprender el concepto de elipse como lugar geométrico. Sin embargo, si le ayudo a
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comprender algunos conceptos como el de mediatriz y circunferencia, como lugares

geométricos.

El lenguaje: A medida que Jhon avanzaba en su nivel de razonamiento, intentaba
refinar su vocabulario, utilizaba con mas confianza algunos de los conceptos que se
habian trabajado anteriormente (mediatriz y circunferencia) y su lenguaje era un poco
mas matematico. Este estudiante presentd serias dificultades con el concepto de
equidistancia, pues no logré comprenderlo. Ademas, tuvo dificultades en visualizar
una suma de segmentos, que era la base para reconocer que la elipse era un lugar

geomeétrico.

Los conceptos basicos: Desde el principio, Jhon mostr6é dificultades con ciertos
conceptos geométricos. Por ejemplo, los conceptos primitivos punto, recta y plano, los
concibid como entes concretos. Incluso, tiene todavia dificultades conceptuales con
respecto a estos tres elementos. También, dijo que la circunferencia era un circulo,
pero posteriormente pudo establecer la propiedad que debe cumplir un conjunto de
puntos para pertenecer a esta. Sin embargo, también tuvo aciertos conceptuales en las
primeras preguntas sobre conceptos basicos: ¢l no tuvo problema en relacionar un
segmento de recta con un doblez, pudo determinar que por dos puntos pasa un unico
doblez, ademas pudo reconocer la igualdad de segmentos mediante el doblado, una

suma sencilla de segmentos y el concepto de rectas perpendiculares.

Las experiencias previas del entrevistado: Jhon, en todo momento, trataba de relacionar
experiencias vividas en la entrevista grupal o en la clase de geometria, para poder
responder las preguntas que se le hacian. Por ejemplo, para responder una pregunta de
la entrevista individual, traté de recordar un procedimiento que se hizo en la entrevista
grupal. También, relaciono la construccion de la elipse, con una figura parecida a un

huevo, es decir, lo relaciono6 con algo de su cotidianidad.

Didlogo inquisitivo: En el caso particular de Jhon, tuvimos que ampliar el didlogo
inquisitivo, con preguntas intencionadas y aportes de informacion, para que pudiera

alcanzar la comprension de determinado concepto. Por ejemplo, se plantearon varias
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preguntas similares, para que lograra razonar y comprender que la suma de un par de
segmentos determinados era el radio de una circunferencia. Sin embargo, notamos que
el estudiante qued6 inseguro con ese conocimiento y por eso llegamos a la
determinacion de que no lo habia comprendido completamente. También se desarrollo
un didlogo muy extenso con el estudiante, sobre el concepto de equidistancia, pues
presentd dificultades en su comprension. Jhon tampoco pudo explicar que la figura
envuelta por el conjunto de mediatrices, cuando se lleva un punto de la circunferencia
sobre su centro, era otra circunferencia. Incluso, después de ciertas preguntas y de
ciertos aportes, no logr6 visualizarlo. Este estudiante, finalmente, tuvo dificultades con
la comprension del concepto de elipse como lugar geométrico, que era nuestro objeto
de estudio, a pesar de haber pasado por entrevistas grupales de caracter socratico y por

las 28 preguntas anteriores de la entrevista individual, también de cardcter socratico

% Didlogo socratico sobre suma de ¥'% Didlogo socratico sobre circunferencia
segmentos MP = MO envuelta
- -
¥'% Didlogo socratico sobre rectas i “,." ¥% Didlogo socratico sobre un punto de
perpendiculares -, e la mediatriz

" |ﬁ CF:Dialogo inquisitiva|] =

4 .

-
% Didlogo socratico sobre |a elipse
como lugar geométrico

il

|§§’ Didlogo socratico sobre equidistancia

Figura 112: Dialogo inquisitivo para Jhon.

Pensamiento discursivo: En nuestra entrevista individual se hace la misma pregunta
varias veces y en diferentes situaciones, para que el estudiante demuestre su
comprension, al dar respuestas mas elaboradas porque pudo ampliar o modificar su red
de relaciones. En el caso de Jhon, como se ha venido diciendo desde el principio, tuvo
dificultades con el concepto de equidistancia y con una suma de dos segmentos
determinados. En este ultimo caso, al estudiante se le presentaron seis preguntas
similares en circunstancias diferentes, y en casi todos los casos, hubo necesidad de

preguntas intencionadas y aportes de informacion, para que pudiera llegar a la
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comprension de dicha suma. Cuando €l lograba visualizar la suma, pensabamos que ya
lo habia comprendido, pero llegaba la siguiente pregunta y no brindaba respuestas
adecuadas y coherentes con respecto a lo que se le estaba preguntando. No pudo lograr
ampliar su red de relaciones con respecto al concepto de equidistancia y a la operacion
suma de segmentos. Esto no le permitié lograr avanzar en su razonamiento, porque sin
la comprension de estos conceptos, no era posible que ¢l pudiera establecer la

propiedad que cumple un conjunto de puntos para pertenecer a la elipse.

Aportes de informacion: Jhon recibido aportes de informacién sobre mediatriz,
equidistancia, lugar geométrico y elipse. El concepto de mediatriz fue comprendido y
utilizado correctamente en situaciones posteriores. El concepto de equidistancia no fue
involucrado en la red de relaciones del estudiante, porque no pudo alcanzar su
comprension. El concepto de lugar geométrico fue alcanzado en el caso de la
mediatriz, pero olvidado y mal utilizado en el caso de la elipse. Con la ayuda de
ciertas preguntas, el estudiante y con ciertas dificultades ademas, pudo decir que la
elipse era un lugar geométrico y pudo establecer la propiedad. Pero notamos que

estaba inseguro y que fue conducido a esta respuesta.

Problematizacion con las ideas: Jhon tuvo muchos momentos en los que estaba
realmente confundido. Por ejemplo, cuando se le pregunta al estudiante que cualquier
punto que est¢ sobre la mediatriz de un segmento, ;qué propiedad cumple? El

estudiante responde: “Eh de, ;como asi...?” También, cuando se le pregunta al

estudiante por primera vez la suma de los segmentos MP + MO, él responde: “;Qué
podria afirmar, que...? (Como asi hombre? Qué le digo, pues ;Cémo le
explico?” O por ejemplo, cuando se esta hablando de que un punto equidista de otros
dos, a ¢l se le pregunta la relacion entre esos dos segmentos y ¢l responde: “Este
segmento ;como es con respecto a este? Ah, ;como le digo a eso?” Después de que
el estudiante habia determinado la propiedad que cumplen los puntos de Ia
circunferencia, se le dijo que explicara por qué la figura formada por un conjunto de
mediatrices era otra circunferencia y ¢l respondio: “Ahi si me corchd.” En la cuarta

pregunta relacionada con la suma de los segmentos, después de dialogar con el
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estudiante, ¢l confirma: “OM mas... ya me enredé...” En fin, el estudiante, en
muchos momentos de la entrevista, necesito de mi ayuda y de ciertas preguntas

intencionadas para poder salir de sus dificultades conceptuales.

El paso por los tres momentos: En algunas momentos de la entrevista, Jhon pasoé por
tres momentos: creer saber la respuesta, darse cuenta que no sabia y por ultimo, al estar

en un conflicto interno sinti6 la necesidad de encontrar la verdad. Por ejemplo, cuando

se le pregunt6 por primera vez por la suma de los segmentos MP + MO, el estudiante
respondié que la suma era una r también, que no necesariamente igual a la r del radio.
Creyo saber la respuesta. Posteriormente, se le pidié que lo explicara y se dio cuenta
que no sabia la respuesta y que estaba enredado. Luego, se le hicieron varias preguntas
intencionadas sobre la figura y se le pregunté nuevamente sobre la suma. El seguia
empefiado en que la suma daba r u otro nimero. Después de un extenso didlogo sobre
la figura, pudo visualizar y explicar que la suma erar. Sin embargo, el estudiante llegd

a esa conclusion inducido por las preguntas.

La red de relaciones: Jhon pudo involucrar en su red de relaciones, algunos conceptos
como el de mediatriz y circunferencia. Sin embargo, tuvo dificultades con los

conceptos de equidistancia y lugar geométrico. Ademas, se le dificultd enormemente

visualizar la suma de los segmentos MP +MO, que era el radio de la circunferencia.
El, de forma muy insegura e inducido por las preguntas, pudo determinar que los
puntos de la elipse cumplian una suma determinada... Pero, dudamos mucho de estas
relaciones, pues en todo momento mostroé su incomprension frente a la famosa suma.
Si el estudiante no lograba establecerla, no era posible que avanzara al nivel III de

razonamiento.
Dificultades.

Durante el proceso de la entrevista, el estudiante tuvo algunos momentos de
motivacion, pues sabia las respuestas de las preguntas; pero también, tuvo muchos

momentos de confusion, dado que se le dificultaba responder o reflexionaba sobre sus
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carencias; tuvo momentos en los que lanzo afirmaciones erroneas, por ejemplo, dijo

que: “un punto es la mitad de una recta horizontal y de una vertical; que una recta es

una linea paralela...; que un plano es la unidon de varias rectas; dos puntos determinan

tres segmentos; es una circunferencia porque es una circunferencia que se limita con la

otra; la suma de MP y MO seria un resultado diferente de r”, entre otras afirmaciones.

El estudiante no sélo tuvo problemas con algunos conceptos geométricos, sino algunas

dificultades con el lenguaje y con su memoria. Se le dificulté memorizar el concepto

de equidistancia y tuvo dificultad para visualizar una suma de segmentos. Se enfrento

a muchos conflictos internos, porque se confundia, se enredaba o no tenia claros

algunos conceptos.

|ﬁ CF:Confusiones y conflictos internusl

.
F 3

.

o

|ﬁ’ Dificultades con el Ienguaje|

Figura 113: Confusiones y conflictos internos en el proceso de Jhon.

¥% Plano es la unidn de varias lineas

€% Alo largo de una recta se pueden

unidas dibujar sélo dos puntos
k ~ ¥% Dos puntos determinan tres
% Un punto es la mitad de una recta g ce
: ; gmentas
horizontal y una vertical
-
|ﬁ Recta es una linea paralela infinita| . T ¥ No entiende que Ia hoja de papel
- T y , e puede ser un plano euclidiano
e Y PP
|§2 Dificuttades con el Ienguaje| I - |ﬁ CF:Dificultades con conceptos geométricos|| _ - ﬁ Rectas perpendiculares son dos rectas
- FEE S que se cruzan
- = e - J ."\\ 1‘\_\\‘ - )
% La suma de MPy MO seria un P y A .
resultado diferente der L 4 T
|ﬁ Una circunferendia es un crculo
A Ta
s |
W €% No se pueden trasladar los puntaos a

¥% Mo tiene conodmiento de rectas
tangentes y secantes

¢
£

¥

ﬁ Es una circunferencia porque es una
circunferencia que se limita con la otra

los dobleces consecutivas

% Cuanda se llevan puntos de la
circunferencia sobre un punto P se
genera otra circunferencia

Figura 114: Dificultades con conceptos geométricos en el proceso de Jhon
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4.4.4.4 Analisis del proceso de razonamiento de Laura.

La estudiante, cuyo seudonimo es Laura, es del grado décimo de una Institucion
Educativa, de caracter publico, de la ciudad de Medellin. Fue invitada a participar del
trabajo, por su agrado por el doblado de papel. Ella se caracteriza por ser una
estudiante juiciosa y por participar activamente en las actividades que se programan en

las diferentes asignaturas. Es una nifia que tiene buenas habilidades comunicativas.

Analisis individual del proceso de comprension: Triangulacion entre encuesta,

entrevista individual y material.

Cuando Laura fue invitada a participar del trabajo de investigacion, se le propuso que
respondiera una encuesta para conocer a fondo los conocimientos previos que tenia
sobre la geometria euclidiana. Laura también particip6 en una entrevista individual, de
caracter socratico, que tenia que ver con la manifestacion del concepto de elipse como

lugar geométrico.

De las entrevistas grupales surgieron algunos materiales, hechos por Laura, que se
involucraron dentro del andlisis individual de su proceso de comprension. A

continuacién, mostramos algunos:

Figura 115: Material de Laura 1. Figura 116: Material de Laura 2.
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Figura 117: Material de Laura 3. Figura 118: Material de Laura 4.

Figura 119: Material de Laura 5.

Por lo tanto, para realizar el andlisis individual del proceso de comprension de Laura,
se tuvo en cuenta tres fuentes de informacion: las respuestas escritas de la encuesta, la
elaboracion de sus materiales de apoyo y las respuestas verbales brindadas en el

transcurso de la entrevista individual.
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Paso de Laura por los niveles de razonamiento de Van Hiele.

Nivel predescriptivo.

0.1 Reconoce el axioma basico de la geometria euclidiana: “Por dos puntos pasa una
unica recta”.
Cuando a Laura se le preguntd por primera vez cudntas rectas pasaban por dos
puntos, ella respondi6o inmediatamente que muchas rectas. Sin embargo, después
de algunas preguntas inquisitivas, pudo determinar que por dos puntos pasa una

recta. Ademads, también pudo establecer que por dos puntos pasa un unico

doblez.
|ﬁ CF:01 Por dos puntos pasa una recta|
e i ..
= i el
|‘§§ Por dos puntos pasan muchas rectas| , |ﬁ Por dos puntos pasa un doblez
\

|‘£§ Por dos puntos pasa una recta|

Figura 120: Descriptor 0.1 para Laura.

0.2 Reconoce algunas nociones basicas de geometria euclidiana, tales como: punto,
recta, segmento, distancia, perpendicular, tangente, entre otras.
Laura tiene algunas dificultades con los conceptos primitivos punto, recta y
plano, pues los considera como objetos concretos. Por ejemplo, afirma que un
punto “es donde inicia algo y donde termina”. Dice que una recta es “una linea
derecha” y un plano lo relaciona con un plano cartesiano, con un plano de
arquitectura o con una superficie plana. Ella todavia no logra percibir que estos

conceptos primitivos son ideas o abstracciones.

Laura logra establecer, después de un didlogo inquisitivo, que por dos puntos
pasa una unica recta (o un unico doblez). Ademas, establece que por un punto

pueden pasar muchas rectas (o muchos dobleces). Laura presenta algunas
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deficiencias para establecer la igualdad entre dos segmentos y por eso, se hace
necesario estimular su razonamiento para que pueda superarlas. En el transcurso
de la entrevista, se le aportd informacion sobre el concepto de equidistancia y le
dio cierta dificultad aprender a utilizar la palabra, pues se le olvidaba con
frecuencia. Sin embargo, demostrd que la habia comprendido, pues realmente la

incorpor6 en su red de relaciones.

Para Laura, no es muy comun hablar de perpendicularidad. Cuando se le
preguntd por primera vez por rectas perpendiculares, dijo que “son aquellas que
por mas que se extiendan nunca se van a cruzar”’. Las confundié con rectas
paralelas. Después de un didlogo inquisitivo, ella pudo establecer que dos rectas
son perpendiculares si al cruzarse forman angulos de 90°. Ella también

desconoce los conceptos de rectas tangentes y de rectas secantes.

|ﬁ Concepto de punto medio|

arquitectura, un plano de algo plano
o un plano cartesiano

A
ﬁ Un plano puede ser un plana de { |‘ﬁ Dialogo socratico sobre punto medio|

|‘ﬁ’ Por dos puntos pasan muchas rectas|

|ﬁ’ Una recta es una linea derecha ; y -
% | |ﬁ Por dos puntos pasa una recta|

. *,

'|~gfg Por dos puntas pasa un doblez|

% Un punto es donde inica algo y | ‘

donde termina -

|ﬁ Por un punto pasan muchos dobleces|
=

- |ﬁ Par un punto pasan infinitas red:as|

o g 3 -
— A

% No reconoce los conceptos de rectas y / T
tangentes y rectas secantes = { % Dos puntos conectan solo un
= o i e segmento
o ’ H ., S
¢% Dos rectas son perpendiculares si al ' E % Dialogo socratico sobre igualdad de
cruzarse forman angulos de 90 grados | \ segmentos
» f 4
¥% Mo se reconoce el concepto de { % Equidista es que tiene la misma
H distancia

perpendicularidad

U
% Didlogo socratico sobre
perpendicularidad

Figura 121: Descriptor 0.2 para Laura.

0.3 El estudiante relaciona un doblez con un segmento de linea recta.
Laura, después de un didlogo inquisitivo, logrd establecer que un segmento de

recta se relaciona con un doblez. Incluso, pudo determinar que por dos puntos
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pasa una recta y por dos puntos pasa un doblez, estableciendo finalmente la

analogia entre recta y doblez

|ﬁ CF:03 Relacion doblez segmentn|

L
k="

|‘§§’ Relacidn segmento doblez|

--..
" -

|‘§'§’ Por dos puntos pasa una recta

- -

|'§§ Por dos puntos pasa un dnblez|

Figura 122: Descriptor 0.3 para Laura.

0.4 Reconoce la congruencia de segmentos.
A Laura le dio un poco de dificultad determinar la igualdad de dos segmentos
mediante el doblado, pues no lograba visualizarla. Luego, en el transcurso de la

entrevista, ella pudo establecer la igualdad entre dos segmentos. Por ejemplo,
pudo establecer que si R es el punto medio del segmento NP entonces las
medidas de los segmentos RN y RP son iguales. Ademads también pudo

determinar que los segmentos MN y MP tienen la misma medida.

|ﬁ CF:04 Congruencia de segmentos mediante el dobladol

_‘F‘ « . 1-_""""1;
¥% Didlogo socratico sobre igualdad de ¢'% Los segmentos MN y MP tienen la
segmentos misma medida
» 4.
Las medidas de los segmentaos RN y RP -
& son iguales |ﬁ Concepto de punto med|o|

Figura 123: Descriptor 0.4 para Laura.

0.5 Construye rectas perpendiculares.
En la encuesta, Laura manifestd que dos rectas eran perpendiculares si no se
cruzaban por mas que se extendieran. Ella no reconocia el concepto de
perpendicularidad. Sin embargo, después de ciertos aportes de informacion y del
didlogo inquisitivo, pudo afirmar que dos rectas son perpendiculares si al

cruzarse forman angulos de 90°.
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|ﬁ CF:05 Rectas perpendiculares mediante el dcubladcu|

- A -

il .

T¥ Mo se reconoce el concepto de \J % Dos rectas son perpendiculares si al
perpendicularidad %% Dialoga socratica sobre cruzarse forman dngulos de 90 grados

perpendicularidad

Figura 124: Descriptor 0.5 para Laura.

0.6 Visualiza la suma de segmentos.
Al principio, la joven pudo visualizar que de la suma de dos segmentos
determinados NM y MO se obtuvo la constante r. Posteriormente, y con un
poco de dificultad, ella pudo visualizar, con base en la informacién suministrada

y mediante el didlogo inquisitivo, el resultado de la suma determinada de los

segmentos W y MO.

|ﬁ CF:06 Suma de segmentos mediante el dnbladn|

-— Y —
%% Didlogo socratico sobre suma de | % Para cualquier M de la figura, MP =
segmentos MPy MO ; MO dar
‘-_a‘ i ‘-'-\._“
ﬁ La suma de MPy MO seria diferente i ﬁ MP = MO es una constante y es el
der : radio de la circunferencia

Y

Figura 125: Descriptor 0.6 para Laura.

Nivel I: De reconocimiento visual.

1.1 Realiza la construccion de la mediatriz de un segmento.
La estudiante logré encontrar el punto medio de un segmento mediante el
doblado de papel y, a su vez, con dicha construccion, pudo establecer la
mediatriz de un segmento. Cuando se le preguntd por primera vez la relacion
entre el doblez realizado y el segmento, cuando se lleva un punto sobre otro, ella
afirmo que se generaba un doblez que pasaba por el punto medio y no pudo

visualizar la perpendicularidad. Posteriormente, con un aporte de informacion,
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ella pudo reconocer que la mediatriz es una recta que corta perpendicularmente al

segmento en su punto medio.

|ﬁ CF:11 Construccion mediatriz|

. B T S
rd i e —
% La mediatriz corta perpendicularmente

. P

-

i

|g§’ Dialogo socratico sobre punto medin|

al segmento en su punto medio

“u
%% Llevar un punto sobre otro genera un
doblez que pasa por el punto medio
del segmento

¥
|ﬁ’ Concepto de punto medin‘

L

% Construccién punto medio llevar un
punto sobre otro

Figura 126: Descriptor 1.1 para Laura.

1.2 Realiza la construccion de una circunferencia.

A Laura se le presento cierta dificultad al realizar la construccion de algunos
puntos discretos de la circunferencia, a través de un proceso de traslacion de
puntos, mediante el doblado de papel, dado que ella creia inicialmente que no era
posible, porque los puntos no quedaban a la misma distancia del punto O.
Posteriormente, ella pudo afirmar que se podian encontrar (trasladar) muchos

mas puntos, de manera infinita, de tal manera que estuvieran a la misma distancia

del centro.

|ﬁ CF:12 Construccion circunferencia|

T

% Proceso de traslacion de puntos
mediante el doblado

r's

- o » -

distancia

% Mo es posible seguir trasladando los
puntos, no quedarian a la misma

ﬁ Los puntos trasladados equidistan del
centro

“
% Se puede continuar con el proceso de
traslacion de manera infinita

Figura 127: Descriptor 1.2 para Laura.

1.3 Realiza la construccion de una elipse.

Cuando a Laura se le presentd por primera vez la construccion de la elipse (ain
no se le habia nombrado la figura): se construyen dobleces que surgen de llevar

puntos de la circunferencia sobre un punto P que estd en la region limitada por
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esta, dijo que no tenia la mas minima idea. Posteriormente, cuando se le mostrd
la figura formada, explicé que no era una circunferencia porque los puntos no

tenian la misma distancia al centro, y afirmo que era un 6valo.

|gg CF:13 Construccidn elipsel

e n -
il | =
‘gﬁ’ La estudiante no se imagina gué | .
figura se forma cuando se llevan ! % Cuando se llevan puntos de la
puntos de la circunferencia sobre un ¥ dreunferencia sobre el punto P, no se
punto P genera una circunferencia, sino un
ﬁ La figura envuelta no es una dvalo

circunferencia porque los puntos no
tienen la misma distancia al centro

Figura 128: Descriptor 1.3 para Laura.

1.4 Reconoce que el lugar geométrico construido mediante el doblado de papel es la
elipse, sin mencionar las propiedades que la caracterizan.
Laura no reconocié que el lugar geométrico construido, cuando se realizaron
dobleces que surgieron de llevar puntos de la circunferencia sobre un punto P que
estaba en la region limitada por esta, era una elipse. Incluso, ella mencion6 que
la figura no era una circunferencia porque los puntos no tenian la misma

distancia al centro y determin6 que era un 6valo, sin mencionar sus propiedades.

|ﬁ CF:14 Beconoce la elipse sin mencionar propiedades

- -

‘..-' il
¥% La figura envuelta no es una
circunferencia porgue los puntos no

tienen la misma distancia al centro

ﬁ Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre el punto P, no se
genera una circunferencia, sino un
avalo

Figura 129: Descriptor 1.4 para Laura.

1.5 Describe la figura construida en la hoja de papel como un todo, pero se le
dificulta sefialar las partes constitutivas fundamentales tales como: una mediatriz,
una tangente, dos puntos fijos, entre otros.

Laura cuando observé la construccion de la elipse y visualizé la figura, afirmé

que era un ovalo y se centrd en su forma como un todo, pero no sefiald partes
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constitutivas. Soélo argument6d que no era una circunferencia porque los puntos

no estaban a la misma distancia del centro.

|ﬁ CF:15 Describe la elipse sin mencionar partes

E .

n

A
Y% Cuando se llevan puntos de |a
circunferencia sobre el punto P, no se

genera una circunferencia, sino un
avalo

¥'¥ La figura envuelta no es una
circunferencia porgue los puntos no
tienen la misma distancia al centro

Figura 130: Descriptor 1.5 para Laura.

Nivel II: De anélisis.

2.1 Afirma que siempre que se lleve un punto sobre otro punto en una hoja de papel,
se esta construyendo la mediatriz del segmento determinado por dichos puntos.
Laura logré establecer que si se pone un punto sobre otro punto, se construye un
doblez que pasa por el punto medio del segmento determinado por estos puntos.
Sin embargo, no logra percibir que el doblez y el segmento son perpendiculares.
Posteriormente, logra determinar que si se lleva un punto sobre otro, se genera la
mediatriz del segmento determinado por dichos puntos. Ella continta utilizando
el concepto de mediatriz correctamente sin dificultades, en el transcurso de la

entrevista.

|ﬁ CF:21 Reconoce la construccion de la mediatriz

L : X e
e T AW e —

‘ﬁ La mediatriz corta perpendicularmente

|ﬁ Concepto de punto mEd|°| A al segmento en su punto medio

, T

a
€% Llevar un punto sobre otro genera la

|ﬁ Dialogo socratico sobre punto medio mediatriz del segmento determinado
’ ™ por dichos puntas

k)
% Llevar un punto sobre otro genera un

doblez que pasa por el punto medio
del segmento

¥
£% Construccidn punto medio llevar un
punto sobre otro

Figura 131: Descriptor 2.1 para Laura.
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2.2 Establece que cualquier punto que pertenece a la mediatriz de un segmento,

equidista de sus extremos.

Laura logro establecer que un punto sobre la mediatriz tiene la misma distancia a

los extremos del segmento, y luego pudo generalizarlo para cualquier punto de la

mediatriz. Posteriormente, ella logré afirmar que un punto sobre la mediatriz

equidista de los extremos del segmento. Esta conclusion fue utilizada por la

estudiante correctamente, cuando tuvo que justificar la igualdad de los segmentos

MN vy MP. Con esto, estaba a un paso de decir que la mediatriz era un lugar

geométrico, pero en este momento del proceso, alin no conocia el concepto de

lugar geométrico.

|ﬁ CF:22 Propiedad de la mediatriz lugar geométrico|

. EJ A . R
| — — ] % Los segmentos MN y MP tienen la
ﬁ La mediatriz es un lugar geometrico [ misma medida
- | ‘
ﬁ Los puntos de la mediatriz de un : ﬁf’ Los puntos de la mediatriz de un
segmento estan a la misma distancia i segmento equidistan de sus extremos
de sus extremos i
\J

Y% Cualquier punto de la mediatriz va a
estar a misma distancia de los
extremos del segmento

Figura 132: Descriptor 2.2 para Laura.

2.3 Afirma que los puntos de una circunferencia equidistan de un punto fijo llamado
centro.
La estudiante afirm6, en la construccion de los puntos discretos de la
circunferencia, que dichos puntos trasladados equidistan del centro. Luego, logrod
establecer que todos los puntos de una circunferencia estaban a una misma

distancia del centro, es decir, equidistaban del centro. Esto es un gran avance

para definir la circunferencia como lugar geométrico.
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|ﬁ CF:23 Propiedad de |a circunferencia como lugar geo|

T « » b
‘.--""'-- .,"J “\. R
% Los puntos de una drcunferencia ¥ Los puntos de una circunferencia
tienen la misma distancia al centro equidistan del centro
r’s .
% Los puntaos trasladadas equidistan del ‘ii’ Equidista es que tiene la misma
centro distancia

Figura 133: Descriptor 2.3 para Laura.

2.4 Establece que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de una
circunferencia sobre su centro, se genera un conjunto de mediatrices las cuales
envuelven a su vez otra circunferencia interior (concéntrica).

Cuando a Laura se le present6 la construccion de una circunferencia envuelta por
lineas rectas que resultan de hacer dobleces que surgian de llevar puntos de la
circunferencia sobre su centro, no dudo6 en afirmar que era un circulo. Todavia
presentaba dificultades en diferenciar circulo de circunferencia. Posteriormente,
afirmo que era una circunferencia, pero también tuvo algunas dificultades para
justificar tal afirmacion. Mediante el dialogo inquisitivo, se logré que Laura
pudiera determinar que era una circunferencia porque todos sus puntos
equidistaban del centro y la distancia era la mitad del radio de la circunferencia
con la que se inicid la construccion. Ella, pudo llegar a esta conclusion,

manifestando: “Eso esta muy teso”...

|ﬁ CF:24 Reconoce construccion circunferencia envuelta

s " .
. !
¥'¥ Didlogo socratico sobre la propiedad
que cumplen los puntos de la
circunferencia envuelta

Y

¥% Los puntos de una circunferencia
equidistan del centro

i
1
1

¥

% El conjunto de mediatrices que

surgen de llevar puntos de la
circunferencia sobre su centro
envuelve una circunferencia

Figura 134: Descriptor 2.4 para Laura.
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2.5 Asevera con seguridad que tanto la mediatriz como la circunferencia son lugares
geométricos.
La joven establece que la mediatriz de un segmento es un lugar geométrico
porque cualquier punto que pertenezca a ella, equidista de los extremos del
segmento. Para el caso de la circunferencia, la estudiante logré afirmar que todos
los puntos pertenecen a una circunferencia si equidistan del centro; sin embargo,
no se le pregunt6 si era un lugar geométrico y ella tampoco lo determind por si

sola.

|ﬁ CF:25 Mediatriz y circunferencia lugares geométricos|

R 4w * i —
= €% Los puntos de una crcunferencia

equidistan del centro

|ﬁ La mediatriz es un lugar geométrico|

- & -

A / ‘\‘. ~a
£% Cualquier punto de la mediatrizva a % Los puntos de una circunferencia
estar a misma distancia de los "»\ tienen la misma distancia al centro
extremos del segmento
¥ “u
% Los puntas de la mediatriz de un ¥% Los puntos de la mediatriz de un
segmento estan a la misma distancia segmento equidistan de sus extremos
de sus extremos

Figura 135: Descriptor 2.5 para Laura.

2.6 Determina que la elipse estd formada por el conjunto de mediatrices construido y
por dos puntos interiores fijos, uno de los cuales es el centro de la circunferencia.
Cuando a Laura se le presenta la construccion de la elipse, mediante el doblado
de papel, afirma que es un 6valo y no menciona propiedades ni partes
constitutivas. Posteriormente, con base en preguntas intencionadas, la estudiante
logra establecer que hay dos puntos fijos, pero no dice nada alrededor de estos
puntos. Ella también visualiza que hay unos puntos, denominados M, que

pertenecen al contorno de la figura.
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|ﬁ CF:26 Reconace partes de la elipse

__.-'I" i "l-.__.L
. | S
£# Cuando se llevan puntos de |a |‘§§’ Oy P son dos puntos fijos de la figura

circunferencia sobre el punto P, no se
genera una circunferendia, sino un
avalo ;

[}

¥

|‘£§ M pertenece al contorno de la figura

Figura 136: Descriptor 2.6 para Laura.

2.7 Afirma que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de una
circunferencia sobre un punto interior de esta (distinto del centro) se genera una
elipse.

Cuando a Laura se le presentd la construccion de la elipse, ella se aventurd a
decir que era un 6valo y no mencion6 propiedades o partes constitutivas. Solo
afirmé que no era una circunferencia porque los puntos no tenian la misma
distancia al centro. En el transcurso de la entrevista, ella logro establecer que si
se ubica un punto P en cualquier parte de la regién limitada por una

circunferencia y se llevan los puntos de esta sobre el punto P, se formaria otra

elipse.

|ﬁ CF:27 Reconoce la construccidn de la Elip5E|

- " .,
e 1 -
- ] R
¥ Cuando se llevan puntos de la i Y% Si se ubica el punto P en otra regidn

mrcunferenm; sobre el p_untp P, no se | limitada por la circunferencia, se
genera una circunferencia, sino un | formaria otra elipse

ovalo

¥

% La figura envuelta no es una
circunferencia porque los puntos no
tienen la misma distancia al centro

Figura 137: Descriptor 2.7 para Laura.
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2.8 En la construccion de la elipse, utiliza el hecho de la mediatriz como lugar

geométrico, para establecer que la suma de dos segmentos determinados es el

radio de la circunferencia.
Cuando a Laura se le preguntd por primera vez la suma de los segmentos MP y

MO, afirmé que la suma era r porque era el dato que le habian dado, ademas lo
dijo de manera intuitiva, dado que no habia logrado visualizar este hecho.
Luego, dijo que era un valor diferente de r, y tampoco pudo justificar tal
afirmacion. Ella presentd dificultad en concluir que esta suma era realmente r,
pues no habia logrado realizar una transitividad entre dos segmentos de la misma

medida. Después de didlogo inquisitivo y con aportes de informacion, Laura
logra establecer que la suma de dos segmentos determinados (W + MO) es una

constante y es igual al radio de la circunferencia. Incluso, logra establecerlo para

varios puntos M del contorno de la figura.

|ﬁ CF:238 Reconoce que la suma de dos segmentos es el radio|

— ‘ ‘k._ ..,

- e

-

ﬁ’ La suma de MPy MO seria diferente

der

% MP + MO es una constante y es el
radio de la circunferencia

¥ ™

¥% Didlogo socratico sobre suma de ﬁ’ ME = MO =1
segmentos MPy MO

Figura 138: Descriptor 2.8 para Laura.

Nivel III: De clasificacion.

3.1

Establece, mediante el hecho de la mediatriz, que un punto pertenece a la elipse
si la suma de sus distancias a los dos puntos fijos es el radio de la circunferencia
inicial.

En el transcurso final de la entrevista individual, la estudiante logra establecer,

utilizando el concepto de mediatriz como lugar geométrico, que la suma de los

segmentos MP y MO “si M esta dentro de la figura nos dara r”. Ella afirma

que: “la suma de MP y de MO da r” para un punto M de la figura. Por lo tanto,
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logra concluir que para cualquier punto M de la figura, MP +MO es T, el radio

de la circunferencia y que es una constante.

|ﬁ CF:31 Establece la propiedad de los puntos de la elipse

7 4 ...

P i

ﬁ; MP =MD =r ﬁ MP + MO s una constante y es el ﬁ’ Para cualquier M de la figura, MP =
radio de la circunferencia MO dar

Figura 139: Descriptor 3.1 para Laura.

3.2 Manifiesta la necesidad de definir de manera formal la elipse como lugar
geométrico: la elipse es el conjunto de puntos tales que la suma de sus distancias
a dos puntos fijos, es una constante.
Laura manifiesta la necesidad de llegar a la definicion de la elipse como lugar
geométrico. Ella afirma que la elipse es un lugar geométrico porque cumple una
propiedad y lo dice inocentemente “elipse, la r de la elipse...”, es decir, ella
afirma que la sumade “Mya OyaMyaP, queda r’ y concluye diciendo que
“una suma que da r y r es una constante”, lo cual muestra que ha comprendido

el concepto de elipse como lugar geométrico.

|ﬁ CF:32 Siente la necesidad de definir la elipse como lugar geométrico

'

Y
ﬁ La elipse es un lugar geométrico
porgue cualguier punto M cumple que
MP = MO es el radio de la
circunferencia

Figura 140: Descriptor 3.2 para Laura.

Con base en el andlisis anterior, podemos ubicar finalmente a Laura en el nivel III de

razonamiento, pues ella comprendio el concepto de elipse como lugar geométrico. La
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entrevista individual no solamente sirvido para ubicarla en uno de los niveles de

razonamiento, sino que le permiti6 lograr un avanzado nivel de razonamiento.

Propiedades de los niveles de razonamiento.

Propiedad 1: Secuencialidad fija. Laura, en el transcurso de la entrevista, fue
avanzando en su nivel de razonamiento hasta llegar al nivel III de clasificacion, pero
siempre superando las caracteristicas, habilidades y conocimientos del nivel anterior.
Ella primero tuvo que reconocer que la mediatriz es un lugar geométrico,
posteriormente reconocid la propiedad que cumplen los puntos de una circunferencia
para pertenecer a ella y finalmente, pudo determinar que la elipse también era un lugar
geométrico y logrd establecer la propiedad que cumplian los puntos para pertenecer a

esta.

Propiedad 2: Adyacencia. Laura lograba percibir ciertas relaciones en el nivel anterior,
pero atn no se habian convertido en objeto de pensamiento, hasta no lograr el nivel
inmediatamente superior. Por ejemplo, ella en el nivel I pudo establecer que la
mediatriz de un segmento es una perpendicular que pasa por su punto medio. Sin
embargo, todavia no habia determinado la propiedad que cumple un conjunto de
puntos para pertenecer a ella, que es una habilidad que se logra en el nivel II. En el
caso de la circunferencia, sucedid una situacion similar. La estudiante pudo establecer
en el nivel I la construccion de algunos puntos discretos de la circunferencia, dado que
en el proceso de traslacion, debia garantizar la misma distancia al punto O. Luego, en
el nivel II, ella logra establecer que los puntos de una circunferencia equidistaban del

centro.

Propiedad 3: Distincion. Laura tuvo que reorganizar sus ideas y refinar su lenguaje a
medida que iba avanzando en su nivel de razonamiento. Por ejemplo, en el nivel I ella
sabia que la mediatriz era una perpendicular que pasaba por el punto medio de un
segmento. En el nivel II, debia reorganizar sus ideas, pues debia establecer que la
mediatriz de un segmento era un lugar geométrico, porque los puntos que pertenecen a

ella cumplen la propiedad de que equidistan de los extremos del segmento. Asi mismo

194



sucedid con la elipse: en el nivel I, ella establecié que la figura formada por el conjunto
de mediatrices, era un ovalo; en el nivel II, logré una suma de segmentos determinados
en la figura y en el nivel III, logré generalizar esta propiedad para todos los puntos de

la elipse.

Propiedad 4: Separacion. Laura pudo llegar en su proceso de razonamiento al nivel I1I
de clasificacion. Jhon, por ejemplo, pudo llegar al nivel II, de analisis. Estas dos
personas, probablemente no podran entenderse si establecen un didlogo alrededor del
concepto de elipse como lugar geométrico, porque ella logré involucrarlo en su red de

relaciones, mientras que Jhon no lo pudo lograr.

Propiedad 5: Lenguaje. A medida que Laura avanzaba en su nivel de razonamiento, su
lenguaje se volvia mas refinado y podia involucrar conceptos que habia comprendido
en preguntas anteriores, porque habia logrado extender o modificar su red de
relaciones. Ella iba utilizando los conceptos de mediatriz, circunferencia,
equidistancia, lugar geométrico y elipse a medida que los iba relacionando y anexando

en su red.

Propiedad 6: Consecucion. Laura fue logrando de forma gradual el nivel III,
superando lentamente los procesos, habilidades, caracteristicas y conocimientos del
nivel II. Ella por ejemplo, logré6 comprender el concepto de perpendicularidad, que es
una caracteristica del nivel 0. Luego, comprendio el concepto de mediatriz como
perpendicular, que es una caracteristica del nivel I. Posteriormente, logré6 comprender
el concepto de mediatriz como lugar geométrico, que es una caracteristica del nivel II y
finalmente, logré comprender el concepto de elipse, con base en el concepto de
mediatriz como lugar geométrico, que es una caracteristica del nivel IIl. Este proceso

de evolucion del razonamiento de Laura fue pausado y progresivo.
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Dialogo socratico. Caracteristicas de la entrevista individual de Laura.

Nuestras entrevistas grupales e individuales tuvieron un tinte de caracter socratico. Es
decir, tenian ciertas caracteristicas que las hacian diferentes, Unicas y especiales. Estas

caracteristicas (Jurado y Londofio, 2007) son:

Intencionalidad de la entrevista: La intencion de nuestra entrevista individual, en el
caso de Laura, se cumplid, dado que nos permitid, a nosotros como investigadores,
ubicarla en el nivel III de razonamiento después de un extensivo analisis de su proceso
de comprension y le permitio, a ella, comprender el concepto de elipse como lugar
geométrico. Por lo tanto, la intencionalidad de nuestra entrevista es doble: nos permite
caracterizar el proceso de comprension de un estudiante y, a la vez, se convierte en una
experiencia de aprendizaje para el estudiante, que le permite avanzar en su nivel de

razonamiento, con respecto al concepto objeto de estudio.

El lenguaje: La forma coémo se expresaba Laura, sus gestos, el uso del nuevo
vocabulario, fueron factores determinantes para caracterizar su proceso de
comprension. A medida que ella avanzaba en su nivel, iba refinando su vocabulario,
utilizaba con mas confianza los conceptos que se habian trabajado anteriormente y su

lenguaje era mas preciso y de cardcter matematico.

Los conceptos basicos: Las primeras preguntas de nuestra entrevista se relacionaban
con los conceptos basicos que necesitaban los estudiantes para avanzar en su nivel de
comprension, es decir, para saber si el estudiante habia superado el nivel 0. Laura, por
ejemplo exhibid ciertas dificultades con algunos conceptos, que nos llevaron a suponer
que no lo habia superado, pero mediante el didlogo inquisitivo, ella logré superar este
nivel predescriptivo. Por ejemplo, presentd algunas deficiencias con el concepto de
rectas perpendiculares. Laura también mostrd algunas dificultades con los conceptos
primitivos punto, recta y plano, pero pensamos que no venia al caso, al inicio de la
entrevista, insistir demasiado en estas ideas o abstracciones, porque en el transcurso de

la prueba deberia razonar sobre ellas.
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Las experiencias previas del entrevistado: En todo momento de la entrevista individual,
Laura trat6 de relacionar experiencias vividas en la entrevista grupal o en la clase de
geometria, para poder responder las preguntas que se le hacian. Por ejemplo, cuando
se le pidi6 que describiera la figura formada por el conjunto de mediatrices cuando se
llevaban puntos de la circunferencia sobre un punto P ubicado en la region determinada
por esta, ella dijo que se le parecia a un 6valo, es decir, hizo una analogia con un figura

conocida.

Diélogo inquisitivo: En todo momento de nuestra entrevista, hubo un dialogo entre
entrevistador y entrevistado, con preguntas direccionadas que permitian que el
estudiante llegara al conocimiento deseado. Por ejemplo, se logréo que ciertos
conceptos que ella no comprendia bien o que desconocia, los articulara a su red de
relaciones: punto medio, igualdad de segmentos, equidistancia, perpendicularidad,
propiedad de los puntos de la circunferencia envuelta, suma de dos segmentos

determinados. Lo que le dio mas dificultad, fue comprender la suma de los segmentos

MP y MO, porque era necesario hacer una transitividad entre dos segmentos
congruentes. Sin embargo, lo pudo lograr. También exhibio dificultad en justificar por
qué la figura envuelta por el conjunto de mediatrices cuando se llevan puntos de la

circunferencia sobre su centro, era una circunferencia concéntrica.

¥% Didlogo socratico sobre
perpendicularidad

- — - A
% Didlogo socrdtico sobre la propiedad !
que cumplen los puntos de la ﬁ Dialogo socratico sobre suma de
circunferencia envuelta ' segmentos MPy MO
. i e
A v —

|ﬁ CF:Didlogo inquisitim|

." "'\._
~ o il
& ¥% Dialogo socratico sobre igualdad de
|‘§§ Didlogo socratico sobre punto medinl segmentos

Figura 141: Dialogo inquisitivo para Laura.
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Pensamiento discursivo: En la entrevista individual se presentaba una pregunta varias
veces, para saber si el estudiante habia logrado ampliar su red de relaciones, cuando

daba respuestas mas elaboradas. La primera vez que se le pregunt6 a Laura sobre la

suma de los segmentos MP y MO, ella no entendia realmente lo que se le estaba
preguntando y respondia al azar. Incluso, ella misma lo admitié diciendo “no, no
estoy segura, estoy adivinando”. Después de que ella pudo visualizar la suma y
concluir que daba el radio en esta primera pregunta, se le hizo una pregunta similar en
una situacion diferente y ella lo vio con més claridad. De hecho, lo afirm¢é asi: “hay

tan facil no, y yo toda embolatada...”.

Aportes de informacion: Laura recibi6 aportes de informaciéon sobre mediatriz,
equidistancia, lugar geométrico y elipse. Esta informacion era necesaria para que ella
pudiera comprender el concepto de elipse como lugar geométrico. En un momento
dado, ella olvido el concepto de equidistancia y se presentd la necesidad de estimular

su razonamiento.

Problematizacion con las ideas: En muchos momentos de la entrevista, Laura se sintio
realmente confundida. Por ejemplo, cuando se le preguntd ;cudntos segmentos
conectan los dos puntos marcados en la hoja de papel? Ella se confundio y respondio
asi: “Un segmento conecta otro segmento. Pues se conecta un segmento, que se
conecta... Huy no sé...”. Cuando se le pregunta sobre rectas perpendiculares, la
estudiante no logra reconocer angulos rectos y empieza a responder lo primero que se
le viene a la cabeza: “Yo digo que si, pues al cruzarse aca, ;no? Ay no profe no sé,

estoy adivinando.” Cuando se le pregunta por primera vez la suma de los segmentos

MP y MO, ella responde en un momento del didlogo, que no entiende: “r r, no sé
profe, es que no entiendo, pues MP con MO son diferentes, eso es lo que me estan
preguntando...”. Laura manifiesta que no entiende y que se siente realmente
confundida, luego mediante el didlogo inquisitivo, se logra que razone y pueda superar

estas dificultades conceptuales.
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El paso por los tres momentos: En varios momentos de la entrevista, Laura pas6 por
tres momentos: creer saber la respuesta, darse cuenta que no sabia la respuesta y

mostrar la necesidad de encontrar la verdad. Por ejemplo, en la suma de los segmentos

MP + MO, ella respondio sin pensar que era r, pero no sabia explicar por qué; sélo lo
asumid porque era el unico dato que el problema brindaba. Posteriormente, ella se
confundi6 tanto, que llegd a suponer que tal suma era un niumero diferente de r. En

transcurso de la entrevista, ella logré determinar y explicar que la suma realmente era r.

La red de relaciones: Laura pudo ampliar su red de relaciones con respecto al concepto
de elipse como lugar geométrico. Ella pudo articular los conceptos de lugar

geométrico, mediatriz, circunferencia y elipse porque pudo comprenderlos realmente.
Por ejemplo, cuando se le preguntd por primera vez la suma de los segmentos MP y

MO, ella recordé en un momento dado lo que tenia de la figura: “Esto vale r, M con
N y M con O, esta es la mediatriz que esta con el punto. El punto M esta sobre la
mediatriz, esto mide lo mismo, es la misma distancia, M con N y M con P, pero me
estan pidiendo cuanto suman M con P y M con O”. Al final de la entrevista, pudo

concluir muy segura que: “La suma de MP y de MO da r”.
Dificultades.

Durante el proceso de la entrevista, la estudiante se mostré motivada, pues comprendia
bien las preguntas; también presentdé momentos de confusion, dado que no tenia las
respuestas o era consciente de sus carencias; hubo momentos en los que hizo
manifestaciones erroneas de conceptos geométricos, por ejemplo, en algin momento
de la entrevista dijo que un punto mide lo mismo que otro punto: “M con O mide lo
mismo”, o para hablar de equidistancia mencion6 la palabra “emperatriz’. La
estudiante mostrd algunas dificultades con los conceptos abstractos: punto, recta y
plano, porque los concibe como objetos concretos. Cuando se le preguntd: por dos
puntos, ;cuantas rectas pasan? Ella respondié sin pensar que muchas rectas. Sin
embargo, logro corregir su error. También, cuando se le preguntd por primera vez por

rectas perpendiculares, las relaciond con rectas paralelas o con rectas con la misma
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medida. Posteriormente, logrd establecer que dos rectas eran perpendiculares si al

cruzarse formaban angulos de 90°. Laura también tuvo dificultades cuando se le

presentd por primera vez la suma de los segmentos MP y MO, y después cuando la
suma se hacia con segmentos solapados, porque, en ambos casos, llegaba a la

conclusion de que la suma era un numero diferente de r.

En general, Laura superd carencias conceptuales y logréo comprender el concepto de

elipse como lugar geométrico.

Un plano puede ser un plano de
arguitectura, un plano de algo plano
|‘§§’ Una recta es una linea derecha| o un plano cartesiana

*, o

ﬁ Un puntao es donde inicia algo y |g§’ Por dos puntos pasan muchas rectas
donde termina

- e o~ I
S— Y > PP

|ﬁ CF:Dificultades con los conceptas geométricosl

_— « - ‘
.--"--. ) ;"lJ ™ T
— - - ¥% Mo es posible seguir trasladanda los
‘ﬁ Mo reconaoce los conceptos de rectas puntos, no quedarian a la misma
tangentes y rectas secantes distancria
¥ "a,
‘ﬁ Mo se reconoce el concepto de ‘ﬁ La suma de MPy MO seria diferente
perpendicularidad der

Figura 142: Dificultades en conceptos geométricos en el proceso de Laura.

4.4.4.5 Analisis del proceso de razonamiento de Carlos.

El estudiante, cuyo seudonimo es Carlos, es del grado décimo de una Institucion
Educativa, de caracter publico, de la ciudad de Medellin. Fue invitado a participar del
trabajo, por su motivacion por el doblado de papel y por la responsabilidad que asumi6
cuando se realiz6 la actividad previa para elegir los estudiantes que iban a ser parte del
estudio de casos. Se caracteriza por ser de pocas palabras, aunque posee ciertas

habilidades comunicativas.
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Analisis individual del proceso de comprension: Triangulacion entre encuesta,

entrevista individual y material.

Cuando Carlos fue invitado a participar del trabajo de investigacion, se le propuso que
respondiera una encuesta para conocer a fondo los conocimientos previos que tenia

sobre la geometria euclidiana.

A continuaciéon, mostramos algunos materiales hechos por Carlos, los cuales

involucramos dentro del andlisis individual de su proceso de comprension:

Figura 143: Material de Carlos 1. Figura 144: Material de Carlos 2.

Figura 145: Material de Carlos 3. Figura 146: Material de Carlos 4.
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Figura 147: Material de Carlos 5. Figura 148: Material de Carlos 6.

Por lo tanto, para realizar el analisis individual del proceso de comprension de Carlos,
se tuvo en cuenta tres fuentes de informacion: las respuestas escritas de la encuesta, la
elaboracion de sus materiales de apoyo y las respuestas verbales brindadas en el

transcurso de la entrevista individual.

Paso de Carlos por los niveles de razonamiento de Van Hiele.

Nivel predescriptivo.

0.1 Reconoce el axioma basico de la geometria euclidiana: “Por dos puntos pasa una
unica recta”.
Carlos, desde el principio (tanto en la encuesta, como en sus materiales y en la
entrevista individual), reconocié que por dos puntos pasa una Unica recta.

Ademas, encontr6é también que por dos puntos pasa un unico doblez.

|ﬁ CF:01 Por dos puntos pasa una recta|

L ..

*.__._.-' L -
|ﬁ Por dos puntos pasa un recta| |§'§’ Por dos puntos pasa un doblez

Figura 149: Descriptor 0.1 para Carlos.
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0.2

Reconoce algunas nociones basicas de geometria euclidiana, tales como: punto,
recta, segmento, distancia, perpendicular, tangente, entre otras.

Para Carlos un punto es un objeto concreto, pues lo relaciona con “el final de
algo”; de hecho, ¢l afirma que un punto “sefiala algo o hace notar algo”. Todavia
se le dificulta verlo como una idea o abstraccion. Ademas, €l percibe una recta
como “una linea con dos lados sin terminacion”. También, intenta establecer que
una recta tiene longitud ilimitada, pero tiene dificultades cuando lo intenta
expresar. Por otro lado, un plano lo relaciona con “un plano cartesiano o con una
superficie donde se hacen figuras”. También lo considera como un objeto
concreto. Todavia no ha logrado ver los conceptos primitivos punto, recta y

plano como entes abstractos.

Carlos pudo afirmar que por dos puntos pasa una Unica recta o un unico doblez.
Ademas, asegurd que por un punto pasan infinitas rectas o infinitos dobleces.
Aunque no pudo determinar que en un doblez se pueden dibujar muchos puntos,
dado que ¢l establecid6 que so6lo se podian dibujar dos. Ese proceso de

razonamiento abstracto lo percibe en el transcurso de la entrevista.

Cuando a Carlos se le pregunta por primera vez por segmento, ¢l no recuerda el
concepto. Sin embargo, después de un par de preguntas inquisitivas, logra
recordarlo para poder establecer que dos puntos en una hoja de papel conectan
solo un segmento, a pesar de que al principio habia insinuado que tres segmentos

podian conectar los dos puntos de la hoja.

Este estudiante presentd algunas dificultades al comprender el concepto de
equidistancia y se dio la necesidad de establecer un didlogo de tipo socratico, con
aportes de informacion y preguntas intencionadas, para que lo lograra
interiorizar. También tuvo cierta dificultad en visualizar la igualdad de un par de
segmentos mediante el doblado. Pero cuando lo pudo lograr, se not6 que lo

comprendio, pues en otro momento de la entrevista relacion6 este procedimiento.
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Cuando a Carlos se le preguntd por primera vez por rectas perpendiculares,
afirmé que “eran lineas que se cruzan una encima de otra”. El no tiene claridad
en el concepto de perpendicularidad. Sin embargo, en la entrevista individual
logra establecer que dos rectas son perpendiculares si al cruzarse forman angulos

de 90°; ademas logra demostrar este hecho utilizando la comparacién con una

hoja de papel de forma cuadrada.

Carlos, inicialmente muestra algunas deficiencias en el concepto de

circunferencia, dado que lo relaciona simplemente con “una forma circular”.
Pero, posteriormente, en la entrevista individual, logra determinar la propiedad
que cumplen los puntos para pertenecer a una circunferencia. Antes de pasar por
las entrevistas grupales, Carlos desconocia los conceptos de rectas tangentes y de

rectas secantes. Luego de pasar por ese proceso, pudo establecer cudndo una

recta es tangente a una curva o cuando es secante.

% R es el punto medio

A -
¥'% Un plano es un plano cartesiano o : |'ﬁf’ Ma recuerda que esunsegmento|
una superficie donde se hacen figuras i

|
. H A ¥% Un segmento conecta los dos puntos
— . i marcados en la hoja
% Una recta es una linea con sus dosf] ™, | /
ladas sin terminacion

/ x
| o |ﬁ‘ Por dos puntos pasa un rectal
"'-- \"\ I: ,-"’f’
i& Un punto es como el final de algo. El e, § e e |ﬁ Por dos puntos pasa un doblez|
punto puede sefalar algo o hacer T 4 o
notar algo I A Y R e
b — R A T ; . " p——
|ﬁ CF:02 Mociones basicas de geometria| g----mmm-- - 'ﬁ, “—ﬁ;:: punta puden pasar infinitas
Rectas tangentes y rectas secantesf] <" i X -~
L P T |‘ﬁ Por un punto pasan infinitos dobleces
2% No se reconocen los conceptos de ! i
rectas tangentes y rectas secantes i - e
= ' ¥% Sdlo se pueden dibujar dos puntos a
ﬁ’ Una circunferencia es una forma - '.-' | " lo largo de un doblez
circular / H .
L i o - —
ﬁ Es perpendicular porgue se puede ! gﬁ EI?.:iodgi;:aS:::tlm sobre puntos
comparar con un cuadrado ' a
i -
% Dos rectas son perpendiculares si al :; % Didlogo socra'ticp sobre igualdad de
cruzarse forman angulos de 90 grados| | segmentos mediante el doblado
\i

¥'% Mo se reconoce el concepto de
perpendicularidad

Figura 150: Descriptor 0.2 para Carlos.
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0.3 El estudiante relaciona un doblez con un segmento de linea recta.

Carlos logro establecer que un segmento de recta se relaciona con un doblez,
cuando afirm6 que se puede encontrar un segmento de recta doblando la hoja en
cualquier lugar. Incluso, pudo determinar que por dos puntos pasa una recta y
por dos puntos pasa un doblez; o que por un punto pasan muchas rectas o muchos

dobleces, estableciendo finalmente la analogia entre recta y doblez.

|ﬁ CF:03 Relacidn doblez segmento|

e A . e
_ - |‘§E Paor un punto pasan infinitos dobleces
|ﬁ Relacidn doblez segmento| ~a
L ¥% Por un punto puden pasar infinitas
|§§’ Por dos puntos pasa un dnblez| lineas
1

0.4

|ﬁ Paor dos puntos pasa un recta|

Figura 151: Descriptor 0.3 para Carlos.

Reconoce la congruencia de segmentos.

A Carlos le dio un poco de dificultad establecer la igualdad de dos segmentos
mediante el doblado de papel. Sin embargo, después de unas preguntas
inquisitivas, pudo visualizarla e, incluso, utilizarla posteriormente para responder
otras preguntas de la entrevista individual. Cuando pudo determinar la forma de
encontrar el punto medio de un segmento, logré inmediatamente establecer la
igualdad de los dos segmentos mediante el doblado de papel y garantizar que R si

era el punto medio del segmento.

|ﬁ CF:04 Congruencia de segmentos mediante el dnbladn|

dl « L3 -

-—

% Dialogo socratico sobre igualdad de R Las medi?as de los segmentos RN y RP
segmentos mediante el doblado 50N 1guales

¥
ﬁ Visualizacion de igualdad de
segmentos mediante el doblado

"
|‘§§ R es el punto medin|

Figura 152: Descriptor 0.4 para Carlos.
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0.5

Construye rectas perpendiculares.

Cuando se inicio6 el trabajo con los estudiantes, Carlos tenia dificultades con el
concepto de perpendicularidad. Pero, en una de las entrevistas grupales, ¢l pudo
encontrar la manera de construir rectas perpendiculares y mostrarlo mediante el
mismo doblado. El estudiante, durante la entrevista individual, argumentd que
dos dobleces son perpendiculares si forman angulos de 90 grados y lo comprobd
comparando con una hoja de papel de forma cuadrada. Carlos también pudo
determinar que cuando se lleva un punto sobre otro, se genera un doblez

perpendicular al segmento determinado por dichos puntos.

|ﬁ CF:05 Rectas perpendiculares mediante el doblado|

P i .-
- ! e

Mo se reconoce el concepto de % Es perpendicular porque se puede
perpendicularidad i comparar con un cuadrado

0.6

;
AJ
¥% Dos rectas son perpendiculares si al

cruzarse forman angulos de 90 grados

Figura 153: Descriptor 0.5 para Carlos.

Visualiza la suma de segmentos.

Carlos pudo percibir, mediante el doblado de papel, la suma de segmentos. Al
principio, pudo visualizar que la suma de dos segmentos determinados NM y

MO daba la constante r. Posteriormente, pudo visualizar, con base en la

informacion suministrada y en una conversacion de caracter socratico, la suma

determinada de los segmentos MP y MO. A pesar de que en algunos instantes

se sinti6 realmente confundido y dijo que esta suma era diferente de r.
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|ﬁ CF:06 Suma de segmentos mediante el dnblado|

o

. i -,

il T -
i :
' i
1

g;’g Dialogo socratico sobre suma de } N -
segmentos MPy MO : |§2 MP = MO esigualar

v
|ﬁ MP = MO no daria lo mismo que r|

Figura 154: Descriptor 0.6 para Carlos.

Nivel I: De reconocimiento visual.

1.1

Realiza la construccion de la mediatriz de un segmento.

El estudiante logré encontrar el punto medio de un segmento mediante el
doblado de papel, llevando un punto exactamente sobre el otro punto de un
segmento y, a su vez, con dicha construccion, pudo establecer la mediatriz de un
segmento. El afirmé que cuando se lleva un punto sobre otro punto, se genera un

doblez que es perpendicular al segmento determinado por dichos puntos y pasa
por la mitad de este.

|% CF:11 Construccian mediatriz|

¥ i ...
% Construccién punto medio: Llevar un ! % La mediatriz de un segmento corta
punto sobre otro !. perpendlcu_larmente al segmento en su
i punto medio
v

1.2

Y% Un punto sobre otro genera un
doblez perpendicular al segmento y
que pasa por su punto medio

Figura 155: Descriptor 1.1 para Carlos.

Realiza la construccion de una circunferencia.

Carlos realizo la construccion de algunos puntos discretos de la circunferencia, a
través de un proceso de traslacion de puntos, mediante el doblado de papel, con
la tnica condicion de que los puntos debian estar a la misma distancia del punto
0. El pudo afirmar que se podian encontrar (trasladar) muchos mas puntos, hasta

que la hoja de papel lo permitiera. Después de esto, pudo concluir que todos los

puntos trasladados tenian igual distancia al punto O.

207



|ﬁ CF:12 Construccion circunferencia|

1.3

= n Rt
a | A
ﬁ’ Proceso de traslacion de puntas i '{2 Se puede continuar con el proceso de
mediante el doblado i traslacion hasta que la hoja lo permita
¥

ﬁ Todas las puntos trasladadas tienen
igual medida al centro

Figura 156: Descriptor 1.2 para Carlos.

Realiza la construccion de una elipse.

Cuando a Carlos se le presentd por primera vez la construccion de la elipse (atin
no se le habia nombrado la figura): “se construyen dobleces que surgen de llevar
puntos de la circunferencia sobre un punto P que estd en la region limitada por
esta”, creyd que se generaba una circunferencia. Posteriormente, cuando se le
mostrd la figura formada, continuaba con la idea de que podia ser una
circunferencia, a pesar de ser una figura parecida a un huevo. En el transcurso de
la entrevista, ¢l pudo concluir que en realidad no era una circunferencia y lo
expreso asi: “Pues no porque como se parece a un huevo y desde aca hasta

aca no hay igual distancia que de ahi...”

|ﬁ CF:13 Construccian elipse

T ' -,
- A ) -
ik T
Coand m P— ¥% Cuando se llevan puntos de la
ﬁ’ -Uan fo i€ _E\fanbpun os eta P circunferencia sobre el punto P, no se ‘ﬁ Didlogo socratico sobre figura
cireun Eri"c'? 50 ;E un punto F, se genera una circunferencia, sino una envuelta huevo
genera otra circunferencia figura parecida a un huevo

1.4

Figura 157: Descriptor 1.3 para Carlos.

Reconoce que el lugar geométrico construido mediante el doblado de papel es la
elipse, sin mencionar las propiedades que la caracterizan.

Carlos no reconoci6é que el lugar geométrico construido, cuando se realizaron
dobleces que surgieron de llevar puntos de la circunferencia sobre un punto P que
estaba en la region limitada por esta, era una elipse. Incluso, él menciond, en

primer lugar, que si se realizara la construccion surgiria una circunferencia y

208



posteriormente, cuando se realizd la construccion, determind que era una figura
parecida a un huevo, que podria ser una circunferencia, pero no menciond sus

propiedades. Soélo, con base en un didlogo de tipo socratico, pudo establecer que

no era una circunferencia.

|ﬁ CF:14 Reconoce la elipse sin mencionar propiedades|

A A .
T i
: % Cuando se llevan puntos de la
(¢ Cuando se llevan puntos de la ; circunferencia sobre el punto P, no se

circunferencia sobre un punto F, se i genera una circunferencia, sino una
genera otra circunferencia i figura parecida a un huevo

'

v

% Didlogo socratico sobre figura
envuelta huevo

Figura 158: Descriptor 1.4 para Carlos.

1.5 Describe la figura construida en la hoja de papel como un todo, pero se le

dificulta sefialar las partes constitutivas fundamentales tales como: una mediatriz,
una tangente, dos puntos fijos, entre otros.

El estudiante mencion6 que de realizarse la construccion de llevar puntos de la
circunferencia sobre un punto P ubicado en la region limitada por esta, se
formaria otra circunferencia. Posteriormente, cuando se realizé la construccion y
visualizo la figura, afirm6 que era una figura parecida a un huevo y que podria
ser una circunferencia. Poco después, pudo explicar que no era una

circunferencia. El se centré en su forma como un todo, pero no sefialdo partes

constitutivas.

|ﬁ CF:15 Describe la elipse sin mencionar partes|

i A .-
. ! e
F4 Cuando se llevan puntos de la : ¥% Didlogo socratico sobre figura
circunferencia sobre un punto P, se envuelta huevo
genera otra circunferencia ;
]

ﬁ Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre el punto P, no se
genera una circunferencia, sino una
figura parecida a un huevo

Figura 159: Descriptor 1.5 para Carlos.
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Nivel II: De anaélisis.

2.1

Afirma que siempre que se lleve un punto sobre otro punto en una hoja de papel,
se esta construyendo la mediatriz del segmento determinado por dichos puntos.

Carlos reconoce que cuando se lleva un punto sobre otro punto, se realiza un
doblez que pasa por el punto medio y es perpendicular al segmento determinado
por dichos puntos. Cuando a Carlos se le dice que es la mediatriz, sigue
utilizando el concepto, pero con ciertas dificultades, pues a veces cree que un
punto M sobre la mediatriz, es la mediatriz. Posteriormente, ¢l manifiesta que si

se lleva un punto sobre otro, se construye la mediatriz del segmento.

|% CF:21 Reconoce la construccion de la mediatriz|

¥ » e
% Construccion punto medio: Llevar un ¥% Cuanda se lleva un punta sabre otro
punto sobre otro se genera la mediatriz del segmento
p . determinado por dichos puntos
» 4
%5 Un punto sobre otro genera un ¥% La mediatriz de un segmenta corta
doblez perpendicular al segmento y perpendicularmente al segmento en su
que pasa por su punto medio punto medio

2.2

Figura 160: Descriptor 2.1 para Carlos.

Establece que cualquier punto que pertenece a la mediatriz de un segmento,
equidista de sus extremos.
Carlos pudo establecer, con base en un didlogo socratico con aportes de

informacion y preguntas inquisitivas, que un punto sobre la mediatriz tiene la

misma distancia a los puntos N y P (extremos del segmento ﬁ).
Posteriormente, ¢l logré afirmar, mediante el didlogo inquisitivo, que un punto
sobre la mediatriz equidista de estos dos puntos y luego, lo generalizd para
cualquier punto de la mediatriz, demostrandolo con el mismo doblado “porque
con el doblado se dice que si es verdad, se demuestra que si es verdad...”.
Con esto, estaba a un paso de decir que la mediatriz era un lugar geométrico,
pero en este momento del proceso, alin no conocia el concepto de lugar

geométrico.
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|ﬁ CF:22 Propiedad de la mediatriz lugar genmétricn|

I A w

i .
¥% Didlogo socratico sobre puntos £64 Cualquier punto de la mediatriz
equidistantes " equidista de los extremos del

segmento y se puede demostrar
mediante el mismo doblado

»
¥'% Dialogo socratico sobre la propiedad
que cumplen los puntos de la mediatriz

\ «

% Un punto sobre la mediatriz equidista
de los puntos My P

Figura 161: Descriptor 2.2 para Carlos.

2.3 Afirma que los puntos de una circunferencia equidistan de un punto fijo llamado
centro.
En la construccion de los puntos discretos de la circunferencia, ¢l afirma que
dichos puntos trasladados tienen igual medida al centro. Luego, logro establecer
que todos los puntos de una circunferencia estaban a una misma distancia del
centro, es decir, equidistaban del centro. Esto es un gran avance para definir la

circunferencia como lugar geométrico, pero no se le pregunto y ¢l por si solo, no

logr6 determinarlo.

|ﬁ CF:23 Propiedad de la circunferencia como lugar geo

-‘_.' e,

Y% Todos los puntos trasladados tienen
igual medida al centro

L

¥¥ Los puntos de una circunferencia
equidistan del centro

L)

Y% Todos los puntos de una
circunferencia tienen la misma
distancia al centro

Figura 162: Descriptor 2.3 para Carlos.

2.4 Establece que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de una
circunferencia sobre su centro, se genera un conjunto de mediatrices las cuales

envuelven a su vez otra circunferencia interior (concéntrica).
Cuando a Carlos se le presentd la construccion de una circunferencia envuelta

que resulta de hacer dobleces que surgian de llevar puntos de la circunferencia
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sobre su centro, afirm6 inicialmente que se formaba un octagono, pero
posteriormente dijo que era una circunferencia. Sin embargo, tuvo algunas
dificultades para justificar tal afirmacién, dado el razonamiento abstracto
necesario. Con base en ciertas preguntas intencionadas, se logré que Carlos
pudiera determinar que era una circunferencia, porque todos sus puntos tenian la

misma distancia al centro y la distancia era la mitad del radio de la circunferencia

con la que se inici6 la construccion.

|ﬁ CF:24 Reconoce construccion circunferencia Emruelta|

e i e
- i T
[
- % Todos los puntos de una
‘gﬁ Didlogo socratico sobre la : circunferencia tienen la misma
; ; H h -
circunferencia envuelta ! distancia al centro

ﬁ La figura envuelta por el conjunto de
mediatrices cuando se llevan puntos de
la circunferencia sobre su centro, es
otra circunferencia

Figura 163: Descriptor 2.4 para Carlos.

2.5 Asevera con seguridad que tanto la mediatriz como la circunferencia son lugares
geométricos.
Carlos establecid que la mediatriz de un segmento es un lugar geométrico porque
cualquier punto que pertenezca a ella, equidista de los extremos del segmento y
lo demostré mediante el mismo doblado. Para el caso de la circunferencia, él
logr6 afirmar que todos los puntos pertenecen a una circunferencia si tienen la
misma distancia al centro o equidistan del centro; sin embargo, no se le preguntd

si era un lugar geométrico y ¢l tampoco lo determino por si solo.
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|ﬁ CF:25 Mediatriz y circunferencia lugares geométricos|

T X~ >, T
ﬁ’ La mediatriz de un segmento es un "\ ﬁ Los puntos de una circunferencia
lugar geométrico * equidistan del centro
¥ "
¥% Cualquier punto de la mediatriz

equidista de los extremos del ﬁ Tpdos las p"!”t‘.:'s de una )

segmento y se puede demostrar u_rcunfgrencm tienen la misma

mediante el mismo doblada distancia al centro

Figura 164: Descriptor 2.5 para Carlos.

2.6 Determina que la elipse estd formada por el conjunto de mediatrices construido y
por dos puntos interiores fijos, uno de los cuales es el centro de la circunferencia.
Cuando a Carlos se le presenta la construccion de la elipse mediante el doblado
de papel, afirma que es una figura parecida a un huevo y que tal vez podria ser
una circunferencia, pero poco después pudo justificar que no era una
circunferencia. El, en este instante del proceso, no menciona propiedades (s6lo
por qué no es una circunferencia) ni partes constitutivas. Posteriormente, con
base en preguntas intencionadas, logra establecer que hay dos puntos fijos, pero
no menciona nada mas acerca de estos. El también visualiza que hay unos
puntos, denominados M, que pertenecen al contorno de la figura. El estudiante

no insinda que la figura estd formada por mediatrices.

|ﬁ CF:26 Reconoce partes de la elipsel

‘_r ’;" A ¥ -, _—
£ Cuando se llevan puntos de la e ' ) % Los puntos Oy P son dos puntos fijos
circunferencia sobre un punto P, se 1 de la figura
genera otra circunferencia i
» : .
ﬁ Cuando se llevan puntos de la : Y

circunferencia sobre el punto P, no se 1
genera una circunferencia, sino una !
4 h |
figura parecida a un huevo

|‘ﬁ M pertenece al contorno de la figura

¥% Didlogo socratico sobre figura
envuelta huevo

Figura 165: Descriptor 2.6 para Carlos.

2.7 Afirma que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de una

circunferencia sobre un punto interior de esta (distinto del centro) se genera una

elipse.
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2.8

Cuando a Carlos se le presento la construccion de la elipse, €l afirmo que era una
figura parecida a un huevo y que tal vez podria ser una circunferencia, pero luego
se retractd y explicO que no era una circunferencia. En su proceso de
razonamiento, ¢l no mencion6 propiedades o partes constitutivas. Sin embargo,
después de ciertos aportes de informacién y de responder varias preguntas
intencionadas, ¢l logro establecer que si se ubica un punto P en cualquier parte de
la region limitada por una circunferencia y se llevan los puntos de esta sobre el
punto P, se formaria otra elipse. FEl finalmente, logra reconocer la construccion

de una elipse mediante el doblado de papel.

|ﬁ CF:27 Reconoce la construccidn de la elipse

e .
£
¥% Cuando se llevan puntos de la _ : —
circunferencia sobre el punto P, no se L% Si se ubica el punto P en otra regidn
genera una circunferendia, sino una limitada por la circunferencia, se
figura parecida a un huevo formaria otra elipse

Figura 166: Descriptor 2.7 para Carlos.

En la construccion de la elipse, utiliza el hecho de la mediatriz como lugar
geométrico, para establecer que la suma de dos segmentos determinados es el

radio de la circunferencia.

Cuando a Carlos se le presenta por primera vez la suma de los segmentos MP y
MO, en medio de su confusion, él dice que no daria lo mismo que r, sino que
puede tener cualquier valor. En el transcurso de la entrevista, ¢l logra establecer
que la suma de dos segmentos determinados (W + m) es igual al radio de la

circunferencia. Incluso logra establecerlo para varios puntos M del contorno de
la figura. Al principio, le dio un poco de dificultad, pues esta suma requiere que
el estudiante reconozca la propiedad que cumplen los puntos de la mediatriz y de
un proceso de transitividad, el cual se logra en el transcurso del didlogo

inquisitivo.
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|ﬁ CF:28 Reconoce que la suma de dos segmentos es el radicu|

- " \‘:\ '1--.____-l

-

% Didlogo socratico sobre suma de ¥% 5i M pertenece a la figura, MP = MO
segmentos MPy MO A esigualar

;I, ,__‘
|‘§2 MP = MO no daria lo mismo que r‘ |ﬁ’ MP =+ MO es igual a r‘

Figura 167: Descriptor 2.8 para Carlos.

Nivel III: De clasificacion.

3.1

3.2

Establece, mediante el hecho de la mediatriz, que un punto pertenece a la elipse
si la suma de sus distancias a los dos puntos fijos es el radio de la circunferencia
inicial.

Llegando al final de la entrevista individual, el estudiante logra razonar,

utilizando el concepto de mediatriz como lugar geométrico, que la suma de los

segmentos MP y MO es igual a r y lo afirma asi: “;PM y MO? Lo que
suman, MN y MO... r, ;no?”. Posteriormente, ¢l afirma que si M es un punto
que pertenece a la figura, la suma de sus distancias a los puntos O y P da

(13984}

siempre: “r”. Por lo tanto, logra concluir que para cualquier punto M de la

figura, MP + MO es r, el radio de la circunferencia y €s una constante.

|ﬁ (CF:31 Establece la propiedad de los puntos de la elipse

= A
Tl
el 2% Si M pertenece a la figura, MP + MO
¥ MP = MO esigualar es igual a r !

Figura 168: Descriptor 3.1 para Carlos.

Manifiesta la necesidad de definir de manera formal la elipse como lugar
geométrico: la elipse es el conjunto de puntos tales que la suma de sus distancias
a dos puntos fijos, es una constante.

Carlos manifiesta la necesidad de llegar a la definicion de la elipse como lugar

geométrico. En este proceso, €l afirma: “Que por ejemplo si pasamos M aca...
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Que es igual a este y a este... Pues que debe sumar igual esto a esto... Debe
sumar igual a... r”. Carlos presenta algunas dificultades en su lenguaje, pero
logra afirmar, mediante un didlogo socratico, que la elipse es un lugar geométrico
“Pues porque todas las medidas son iguales... MO + MP... De MO y MP

todas son iguales... ar...”

De acuerdo al didlogo inquisitivo en el transcurso de la entrevista, se puede
afirmar que Carlos ha comprendido el concepto de elipse como lugar geométrico.

Por lo tanto, podemos ubicar finalmente a Carlos en el nivel III de razonamiento.

|ﬁ CF:32 Siente la necesidad de definir la elipse como lugar genmétricn|

= .
- —
¥% Si M pertenece a la figura, MP = MO % Los puntos de la elipse cumplen que

la suma de sus medidas a los puntos
OyPesigualar

esigualar

Figura 169: Descriptor 3.2 para Carlos.

La entrevista individual no solamente sirvid para ubicarlo en uno de los niveles de
razonamiento, sino que le permitié avanzar en estos y lograr el nivel III, el cual es el

mas alto en nuestra caracterizacion de la comprension.
Propiedades de los niveles de razonamiento.

Propiedad 1: Secuencialidad fija. Carlos fue avanzando en su nivel de razonamiento
hasta llegar al nivel III de clasificacion, logr6 superar las caracteristicas, habilidades y
conocimientos del nivel anterior, dado el razonamiento exhibido en el transcurso de la
entrevista. El primero debié reconocer que la mediatriz era un lugar geométrico,
posteriormente reconocid la propiedad que cumplen los puntos de una circunferencia
para pertenecer a ella y, finalmente, pudo determinar que la elipse también era un lugar
geométrico y logro establecer la propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a

esta.
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Propiedad 2: Adyacencia. Carlos pudo mostrar, con sus gestos y su lenguaje, que
habia logrado percibir ciertas relaciones en el nivel anterior que se hicieron explicitas
en el nivel inmediatamente siguiente. El, por ejemplo, cuando pudo lograr un proceso
de traslacion mediante el doblado de papel, pudo percibir que todos los puntos
trasladados estaban a una misma distancia del centro, pero ain no se habia percatado
de que esta era la propiedad que debia cumplir un conjunto de puntos para pertenecer a
la circunferencia. Esto solo lo hizo explicito en el nivel II, cuando pudo establecer que
los puntos de una circunferencia equidistan del centro. Carlos también logro establecer
que la suma de dos segmentos determinados era el radio de una circunferencia, pero
todavia no habia asociado este hecho con la propiedad que cumplen los puntos para

pertenecer a la elipse como lugar geométrico.

Propiedad 3: Distincion. Carlos, al igual que Leti, Jhon y Laura, tuvo que reorganizar
sus ideas a medida que iba avanzando en el nivel de razonamiento. Por ejemplo, en el
nivel I se pudo percatar que la mediatriz es una recta que corta perpendicularmente al
segmento en su punto medio. En el nivel II, tuvo que refinar sus ideas y por lo tanto
logré establecer que la mediatriz de un segmento es un lugar geométrico, dado que sus
puntos equidistan de los extremos del segmento. Con respecto a la circunferencia, en
el nivel 0, Carlos afirmé que la circunferencia es una forma circular. En el nivel I,
pudo realizar su construccioén a partir de un proceso de traslacion de puntos y en el
nivel II, pudo establecer la propiedad que cumple un conjunto de puntos para
pertenecer a ella. Con respecto a la elipse, en el niel I, Carlos afirmé que la figura
envuelta por el conjunto de mediatrices tenia forma de huevo y que podria ser una
circunferencia. En el nivel II, pudo razonar adecuadamente sobre la suma de
segmentos determinados, relacionados con la figura envuelta y en el nivel III, pudo
establecer que esta suma era la propiedad que cumplian los puntos para pertenecer a la

elipse como lugar geométrico.

Propiedad 4: Separacion. El proceso de comprension de Carlos culminé cuando logréd
su avance al nivel III de razonamiento. Probablemente si entabla una conversacion con
un estudiante que esté¢ en un nivel inferior, con respecto al tema abordado, no podran

llegar a entenderse o a ponerse de acuerdo, pues Carlos logré la comprension de la
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elipse como lugar geométrico, mientras que un estudiante de un nivel menos avanzado

no logroé involucrar este concepto a su red de relaciones.

Propiedad 5: Lenguaje. A pesar de que Carlos tuvo ciertas dificultades en su lenguaje,
en tanto que cometid varios errores conceptuales durante la entrevista, pero se pudo
observar que fue refinando su vocabulario a medida que avanzaba en su nivel de
razonamiento. Utilizaba con més confianza los conceptos de mediatriz, circunferencia,

perpendicular, equidistancia y elipse.

Propiedad 6: Consecucion. Carlos debidé someterse a un proceso gradual de didlogo
inquisitivo para poder avanzar en su nivel de razonamiento; lentamente, ¢l fue
ampliando o modificando su red de relaciones, involucrando nuevos conceptos y
construyendo mentalmente nuevas relaciones. Debid razonar sobre el concepto de
perpendicular (nivel 0) para comprender la mediatriz como una perpendicular (nivel I)

y finalmente comprender la mediatriz como un lugar geométrico (nivel II).

Dialogo socratico. Caracteristicas de la entrevista individual de Carlos.

Nuestras entrevistas grupales e individuales tuvieron el tinte de caracter socratico
respectivo. Es decir, tenian ciertas caracteristicas que las hacian diferentes, tinicas y

especiales. Estas caracteristicas (Jurado y Londofio, 2007) son:

Intencionalidad de la entrevista: La entrevista individual tenia una doble intencion:
caracterizar el proceso de comprension de un estudiante y estimularlo, a su vez, a
avanzar en su nivel de razonamiento. En el caso de Carlos, ambas intenciones se
cumplieron, pues la entrevista nos ayudé a ubicarlo en el nivel III de razonamiento y
ademés de eso, le permitid avanzar en su nivel de razonamiento, estimulando su
razonamiento a crear o a modificar una red de relaciones alrededor del concepto de

elipse como lugar geométrico.

El lenguaje: A medida que Carlos avanzan en su nivel de razonamiento, muestra un

refinamiento en su lenguaje, pues se observd que recurria, con mas confianza, a
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algunos conceptos aprendidos, como mediatriz, equidistancia, circunferencia,
perpendicular o elipse. Por lo tanto, se esforz6 en mejorar su lenguaje, en cuanto que

las palabras utilizadas eran mas precisas y de caracter matematico.

Los conceptos basicos: En su encuesta y en su entrevista individual, Carlos exhibi6é que
no tenia claros algunos conceptos basicos importantes para comprender el concepto de
elipse como lugar geométrico. Inicialmente, tuvo algunas dificultades con el concepto
de perpendicularidad, pero pudo superarlas, dado que pudo recordar que dos rectas son
perpendiculares si al cruzarse forman angulos de 90°. Posteriormente, olvidé el
concepto de segmento; sin embargo, no tuvo mayores dificultades en recordarlo y en
establecer que dos puntos conectan un solo segmento. Carlos presentd algunas
deficiencias para mostrar que dos segmentos tienen la misma medida, mediante el
doblado de papel, incluso lo expresé en estos términos: “;Sin medirlo con una regla?
A no, ya se me olvid6”. Ademas, Carlos present6 ciertas dificultades en los conceptos
primitivos punto, recta y plano, por considerarlos objetos concretos, pero inicialmente
no hubo necesidad de intervenir en su razonamiento. Ademés, Carlos no presentd
dificultades con relacionar un segmento de recta con un doblez, que dos puntos
determinan una Unica recta y que es posible lograr una suma de segmentos mediante la

visualizacion en el doblado.

Las experiencias previas del entrevistado: En todo momento de la entrevista individual,
Carlos trataba de recordar sus experiencias vividas en la entrevista grupal o en las
clases de geometria, e incluso, trataba de recurrir a experiencias personales de su vida,
para poder reflexionar y responder las preguntas. Por ejemplo, cuando se le presentod
por primera vez la construccion de la elipse mediante el doblado de papel, ¢l afirmo
que era una figura parecida a un huevo, que tal vez podria ser una circunferencia. El

acudio a sus conocimientos y a su experiencia, para hacer esta asociacion.

Didlogo inquisitivo: La idea de la entrevista socratica es no ensefiarle nada al
estudiante, sino conducirlo mediante la indagacion y la reflexion a la comprension de
algin concepto. Con Carlos, se trabajaron varios didlogos socraticos, cuando ¢l no

lograba percibir las relaciones o cuando no lograba comprender el concepto trabajado.
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Por ejemplo, cuando Carlos tuvo dificultades con la visualizacion de la igualdad de
segmentos mediante el doblado, se le hicieron un par de preguntas inquisitivas y pudo
percibirla. Posteriormente, tuvo dificultades con el término equidistar y también pudo

comprenderlo, gracias al didlogo socratico que se entabld con ¢l. De la misma manera

ocurrié con la suma de los segmentos MP y MO, pues evidencid algunos problemas
en su visualizacion. Sin embargo, en el transcurso del didlogo inquisitivo, pudo
establecer que la suma era 1, el radio de la circunferencia y lo pudo generalizar para

todos los puntos M de la figura envuelta.

‘iﬁ Dialogo socratico sobre igualdad de ﬁ Dialogo socratico sobre puntos

segmentos mediante el doblado equidistantes
> "
¥% Dialogo socratico sobre la propiedad J,'f ¥4 Didlogo socratico sobre figura
que cumplen los puntos de la mediatriz 5, envuelta huevo

Ta 4 F a

% Didlogo socratico sobre suma de
segmentos MPy MO

% Didlogo socratico sobre la
circunferencia envuelta

Figura 170: Dialogo inquisitivo en el proceso de Carlos.

Pensamiento discursivo: En nuestra entrevista individual, se hizo necesario hacer una
misma pregunta varias veces, para que el estudiante en un primer momento exhibiera
lo que sabia al respecto y en un segundo o tercer momento, diera respuestas mas

elaboradas, porque habia logrado ampliar o modificar su red de relaciones. Carlos, por
ejemplo, cuando se le preguntd por primera vez por la suma de los segmentos MP y

MO, establecié que era cualquier numero diferente de r. Después de un didlogo
inquisitivo, pudo visualizar que la suma era r. Este resultado lo utiliz6 adecuadamente
cuando se le hizo la misma pregunta, pero en situaciones diferentes. El estudiante dio
respuestas mas elaboradas cuando la pregunta se le hizo en un segundo o tercer

momento. Incluso, pudo generalizarlo para todos los puntos M de la figura envuelta.
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Aportes de informacion: Carlos recibié aportes de informacion sobre mediatriz,
equidistancia, lugar geométrico y elipse. Esta informacion era necesaria para que ¢l
pudiera comprender el concepto de elipse como lugar geométrico. A medida que los
iba comprendiendo, los iba involucrando en su red de relaciones. Al principio, tuvo
ciertas dificultades con el concepto de equidistancia, pues nunca habia escuchado la
palabra. Posteriormente, la fue utilizando con mas confianza. Cuando se le preguntd
si la elipse era un lugar geométrico, ¢l no recordo el concepto, sabiendo que se habia
trabajado antes en el caso de la mediatriz. El afirmé que era “el lugar entre todos los
puntos” o el conjunto de puntos que cumplen “la misma medida”. Fue necesario
forzarlo a razonar sobre este hecho para que pudiera establecer si la elipse era o no un

lugar geométrico.

Problematizacion con las ideas: Carlos tuvo momentos en los que estaba realmente

confundido. Por ejemplo, cuando se le pregunta por primera vez por la suma de los

segmentos MP + MO, él se siente confundido y lanza expresiones como: “La suma de
esto qué vale... ;(Cuanto me dijo que vale? Pues puede valer cualquiera...”.
Después se le pregunta sobre la propiedad que deben cumplir los puntos para
pertenecer a la circunferencia y dice lo siguiente: “;Qué propiedad? Pues una...
;qué propiedad? ;Como asi? ;Que qué propiedad?” El no entendia lo que le
estaban preguntando. Ademads, por medio de sus interrogantes, corrobor6 que se sentia
confundido. Para superar sus dificultades conceptuales, fue necesario el didlogo

inquisitivo, con preguntas intencionadas y aportes de informacion.

El paso por los tres momentos: En algunos momentos de la entrevista individual,
Carlos paso6 por tres momentos: primero, creer que sabia la respuesta; segundo, darse

cuenta que no sabia y tercero, sentir la necesidad de encontrar la verdad. Por ejemplo,
en la suma de los segmentos MP + MO, que era el radio, Carlos lleg6 a la conclusion
de que “¢.MP y MO? Que suman igual...”, es decir, creyd que los segmentos MP y

MO tenian la misma medida. Posteriormente, creyd que sumaban r y afirmo: “porque
si de aca a aca es la misma distancia, hay r, de aca a aca también debe haber r...”.
El creia que eran iguales, pero no sabia justificarlo. Posteriormente, dijo que la suma
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era diferente de r y lo dijo asi: “pues puede valer cualquiera...”. En este momento de
la entrevista el estudiante estaba realmente confundido y comprendié que no sabia.
Después de un par de preguntas intencionadas, el estudiante cayd en la cuenta que la

suma era r y dio la explicacion pertinente. Pudo encontrar la verdad.

La red de relaciones: A medida que el estudiante avanzaba en su nivel de
razonamiento, iba incorporando a su red los nuevos conceptos y la iba ampliando o
modificando de acuerdo a su comprension. Carlos pudo incorporar a su red, algunos
conceptos como mediatriz, circunferencia, equidistancia y elipse. Cuando se le
preguntd por la propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a una
circunferencia, ¢l respondid: “No pues que la distancia, eso debe ser una propiedad

que la distancia de aca a aca sea igual porque si no, no seria una circunferencia”.

Cuando se le pregunto6 por la suma de los segmentos MP y MO, Carlos dijo que era r
y explico lo siguiente: “porque igual, como se le sacé la mediatriz a esto, aca debe
estar el punto, aca parte, mide igual aca aca y igual aca, entonces si se mide, si

&

aqui mide r, 0 sea que sumar esto es lo mismo que sumar esto...”. Es importante
decir que Carlos es poco expresivo y respondia solo lo necesario. Sus explicaciones y
sus razonamientos fueron mejorando lentamente, e incluso su lenguaje se fue
modificando y lo fue utilizando con mas confianza, esto se pudo confirmar cuando

utilizé algunos conceptos de manera adecuada.
Dificultades.

Durante el proceso de la entrevista individual, el estudiante tuvo momentos de
motivacion, pues sabia las respuestas de las preguntas. Por ejemplo, en algunas
ocasiones lanzaba la expresion: “Esta facil, esta facil”’. Tuvo momentos de confusion,
dado que no tenia las respuestas o sabia que tenia dificultades o carencias. También
presentd6 momentos en los que lanzd afirmaciones erroneas, esto mostraba que tenia
ciertas dificultades con algunos conceptos geométricos; por ejemplo, en algin

momento de la entrevista dijo que dos puntos N y P deberian medir lo mismo o que M

(que es un punto) es la mediatriz del segmento NP. En otro momento dijo que M era
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una constante, sabiendo que era un punto que variaba en la figura envuelta. O dijo que

la elipse era una bolita.

El también presentd algunas dificultades por el

desconocimiento que tenia de algunos conceptos. Por ejemplo, no recordaba qué era

un segmento o tenia confusion con el concepto de perpendicularidad. Carlos presento,

incluso presenta, dificultades con los conceptos primitivos de punto, recta y plano,

pues aun los considera como objetos concretos.

2% Una recta es una linea con sus dos
lados sin terminacion

% Un plano es un plano cartesiano o
una superficie donde se hacen figuras

£% Un punto es como el final de algo. El
punto puede sefalar algo o hacer
notar algo

\\

‘--""-n \'1.

I'J -

Ed

|g§’ Mo recuerda qué es un segmento

|ﬁ CF:Dificultades con conceptos geométricosl

gi’ Dificultades con el lenguaje

e

¥% Mo se reconocen los conceptos de
rectas tangentes y rectas secantes

- ’,-" ‘ A

- o

geamétrico

¥

circular

% Una circunferencia es una forma

¥

LN o L

‘ﬁ 56lo se pueden dibujar dos puntos a
la largo de un doblez

"~

'ﬁ Mo se reconoce el concepto de
perpendicularidad

.“

¥% Cuando se llevan puntos de la
circunferencia sobre un punta P, se
genera otra circunferencia

|ﬁ MP =+ MO no daria lo mismo gue r|

Figura 171: Dificultades en conceptos geométricos en el proceso de Carlos.
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S LA ENTREVISTA

En este capitulo se hace una compilacion de los andlisis de los procesos de
razonamiento de los cinco estudiantes del estudio de casos, para establecer finalmente
tanto los descriptores de los niveles de razonamiento del concepto de elipse como lugar
geométrico, como el guidon de entrevista refinado, que permiten caracterizar el proceso

de comprension de los estudiantes.

5.1 DESCRIPTORES FINALES DE NIVEL.

A continuacion presentamos los descriptores de nivel que surgieron de todo el trabajo
de campo desarrollado y, los cuales, nos permitieron caracterizar de manera adecuada
cada uno de los niveles de razonamiento sobre la comprension del concepto de elipse

como lugar geométrico.

Es importante mencionar que el descriptor “utiliza el hecho de la mediatriz como lugar
geométrico, para establecer que la suma de dos segmentos determinados es el radio de
la circunferencia”, que hacia parte del nivel II, lo ubicamos finalmente en el nivel III
de razonamiento, porque era necesario que el estudiante relacionara propiedades
encontradas en niveles anteriores (nivel I y nivel II). Pudimos percibir que llegar a esta
conclusion requeria de un gran esfuerzo por parte del estudiante, en cuanto necesitaba
primero, reconocer muy bien la mediatriz como lugar geométrico; segundo, realizar un
proceso de transitividad, que no es muy comun para estudiantes de bachillerato y que
en todos los casos so6lo se logro mediante un didlogo inquisitivo Yy, tercero, relacionar
ambas propiedades para llegar a que la suma era una constante determinada. Las
dificultades presentadas por los estudiantes en esta parte del proceso, fueron un
indicador fundamental para determinar que el descriptor en cuestion, realmente debia

hacer parte del nivel III de razonamiento.

En esta memoria se entendera como descriptor de separacion, aquella cualidad del

pensamiento que se utiliza implicitamente en el nivel n — 1 y que se hace explicita en el
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nivel n. Por lo tanto, el estudiante debe hacer explicita esta habilidad en el nivel

inmediatamente superior.

Nivel 0: Predescriptivo

En este nivel se identifica el conjunto de conocimientos previos que necesita el

estudiante para llegar a la comprension del concepto de elipse como lugar geométrico.

0.1 Reconoce el axioma basico de la geometria euclidiana: “Por dos puntos pasa una
Unica recta”.

0.2 Reconoce algunas nociones basicas de geometria euclidiana, tales como: punto,
recta, segmento, distancia, perpendicular, entre otras.

0.3 El estudiante relaciona un doblez con un segmento de linea recta.

Utilizando la geometria del doblado, el estudiante:

0.4 Reconoce la congruencia de segmentos.
0.5 Construye rectas perpendiculares.

0.6 Visualiza la suma de segmentos.

Descriptor de separacion:

Se le dificulta construir la mediatriz de un segmento mediante la geometria del

doblado.

Nivel I: Reconocimiento visual

En este nivel el estudiante utiliza la geometria del doblado de papel para construir la

mediatriz, la circunferencia y la elipse.

Mediante la geometria del doblado, el estudiante:
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1.1 Realiza la construccion de la mediatriz de un segmento.

1.2 Realiza la construccion de una circunferencia.

1.3 Realiza la construccion de una elipse.

1.4 Reconoce que el lugar geométrico construido mediante el doblado de papel es la
elipse, sin mencionar las propiedades que la caracterizan.

1.5 Describe la figura construida en la hoja de papel como un todo, pero se le dificulta
sefalar las partes constitutivas fundamentales tales como: una mediatriz, una

tangente, dos puntos fijos, entre otros.

Descriptores de separacion:

Al estudiante se le dificulta establecer las condiciones que debe cumplir un conjunto

de puntos para pertenecer a la mediatriz o a la circunferencia.

Finalizado el proceso de construccion de la elipse, el estudiante se le dificulta percibir

los elementos fundamentales propios que la caracterizan.

Nivel II: De analisis.

En este nivel, el estudiante reconoce la mediatriz y la circunferencia como lugares

geomeétricos y, con base en estos, identifica los elementos propios de la elipse.

2.1 Afirma que siempre que se lleve un punto sobre otro punto en una hoja de papel,
se estd construyendo la mediatriz del segmento determinado por dichos puntos.

2.2 Establece que cualquier punto que pertenece a la mediatriz de un segmento,
equidista de sus extremos.

2.3 Afirma que los puntos de una circunferencia equidistan de un punto fijo llamado
centro.

2.4 Establece que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de una
circunferencia sobre su centro, se genera un conjunto de mediatrices las cuales

envuelven a su vez otra circunferencia interior (concéntrica).
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2.5 Asevera con seguridad que tanto la mediatriz como la circunferencia son lugares
geométricos.

2.6 Determina que la elipse esta formada por el conjunto de mediatrices construido y
por dos puntos interiores fijos, uno de los cuales es el centro de la circunferencia.

2.7 Afirma que siempre que se hagan dobleces que surgen de llevar puntos de una
circunferencia sobre un punto interior de esta (distinto del centro) se genera una

elipse.

Descriptor de separacion:

Se le dificulta emplear el hecho de la mediatriz como lugar geométrico, para
establecer que la suma de dos segmentos determinados es el radio de la circunferencia

inicial.

Nivel II1: De clasificacion.

En este nivel, el estudiante determina la condicién que debe cumplir un conjunto de
puntos para pertenecer a la elipse; ademas, es capaz de llegar a una definicion de la

misma como lugar geométrico.

3.1 En la construcciéon de la elipse, utiliza el hecho de la mediatriz como lugar
geométrico, para establecer que la suma de dos segmentos determinados es el
radio de la circunferencia.

3.2 Establece, mediante el hecho de la mediatriz, que un punto pertenece a la elipse si
la suma de sus distancias a los dos puntos fijos es el radio de la circunferencia
inicial.

3.3 Manifiesta la necesidad de definir de manera formal la elipse como lugar
geométrico: la elipse es el conjunto de puntos tales que la suma de sus distancias a

dos puntos fijos es una constante.
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Es importante aclarar que nuestro trabajo no pretendid enunciar los descriptores del
nivel IV de razonamiento, pues el mismo Van Hiele establece que es dificil de detectar

y que se considera de caracter tedrico.

5.2 CARACTERISTICAS DE LOS NIVELES DE RAZONAMIENTO.

Como nuestro estudio esta enmarcado en el Modelo Educativo de Van Hiele, es
importante que nuestros descriptores cumplan con las caracteristicas propias de cada
uno de los niveles de razonamiento. De acuerdo con la nomenclatura de Usiskin

(1982), estas propiedades son:

Propiedad 1: Secuencialidad fija. En nuestro estudio esta propiedad la analizamos

de la siguiente manera:

Nivel 0: El razonamiento geométrico se centrd en los conceptos previos y basicos que
son necesarios para que el estudiante pueda llegar a la comprension del concepto de
elipse como lugar geométrico. El estudiante debe reconocer los conceptos de punto,
recta, segmento, doblez, distancia, perpendicular y relacionarlos con la geometria del
doblado de papel; debe establecer que por dos puntos pasa una Unica recta o un Uinico
doblez, debe visualizar mediante el doblado de papel la igualdad de dos segmentos, la

perpendicularidad entre dos segmentos de recta y la suma de segmentos.

Nivel I: El razonamiento geométrico se baso en la visualizacion de las construcciones
hechas mediante el doblado de papel, de la mediatriz, la circunferencia y la elipse. Los
estudiantes lograron establecer que llevando un punto extremo de un segmento sobre
su otro punto extremo, se lograba construir una recta que cortaba perpendicularmente a
este segmento en su punto medio. También pudieron encontrar puntos discretos de la
circunferencia a través de un proceso de traslacion de puntos que conservaran la misma
distancia a un punto O dado. Y, finalmente, pudieron visualizar la figura formada
cuando se llevan puntos de la circunferencia sobre un punto P ubicado en la region
delimitada por esta. Los cinco estudiantes la relacionaron con un 6valo o con un

huevo, sin mencionar propiedades o partes constitutivas.

228



Nivel II: El razonamiento geométrico se bas6 en determinar las propiedades que
cumplen los puntos para pertenecer a la mediatriz o a la circunferencia. En este nivel,
los estudiantes pudieron comprender que la mediatriz era un lugar geométrico y
mencionar la propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a ella. También
comprendieron la propiedad que debe cumplir un conjunto de puntos para pertenecer a
la circunferencia, pero sin determinar de manera explicita que la circunferencia
también es un lugar geométrico. Con respecto a la elipse, los estudiantes lograron
determinar algunas partes constitutivas como dos puntos fijos o estar envuelta por un
conjunto de mediatrices. Ademas, pudieron reflexionar, reconocer e identificar su

construccion mediante el doblado de papel.

Nivel III: En este nivel, el razonamiento del estudiante se centra en buscar la propiedad
que cumple un conjunto de puntos para pertenecer a la elipse con base en la mediatriz y
la circunferencia como lugares geométricos. Cuatro de los cinco estudiantes lograron
visualizar una suma geométrica de segmentos determinada y, comprendido este hecho,
lograron establecer que la elipse es un lugar geométrico y pudieron establecer la

propiedad que cumplen sus puntos.

Propiedad 2: Adyacencia. FEl estudiante tiene algunas cualidades del pensamiento
implicitas en el nivel anterior y las debe hacer explicitas en el nivel inmediatamente

superior.

Nivel 0: Los objetos de percepcion del nivel 0 son los conceptos basicos de punto,
recta, segmento, distancia y sus relaciones con la geometria del doblado de papel.
Ademas, el estudiante percibe la igualdad de segmentos, la suma geométrica de

segmentos y la perpendicularidad mediante el doblado.

Nivel I: El objeto de percepcion del nivel 0 se convierte en objeto de pensamiento del
nivel I cuando el estudiante utiliza los conceptos basicos para construir una mediatriz o
puntos discretos de una circunferencia. El estudiante, en este nivel, logra percibir que

la mediatriz es una recta que corta perpendicularmente al segmento en su punto medio
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y logra realizar un proceso de traslacion de puntos percibiendo que se conserva su

distancia a un punto particular O.

Nivel II: Los objetos de percepcion del nivel I: la mediatriz como perpendicular y la
conservacion de la distancia, se convierte en objeto de pensamiento del nivel II, cuando
el estudiante logra comprender tanto que la mediatriz como la circunferencia son
lugares geométricos. El estudiante en este nivel, percibe con seguridad que la figura
formada por el conjunto de mediatrices cuando se llevan puntos de la circunferencia
sobre el punto P ubicado en la region limitada por esta, no es una circunferencia y

percibe que una suma de dos segmentos particulares es la constante r.

Nivel III: Los objetos de percepcion del nivel II: la figura formada no es una
circunferencia y la suma de dos segmentos particulares es r, se convierte en objeto de
pensamiento cuando el estudiante logra establecer que esa suma determinada de
segmentos, que es el radio de la circunferencia, se cumple para todos los puntos M de
la figura y comprende que esta suma precisamente, es la propiedad que cumplen los
puntos para pertenecer a la elipse. Uno de los cinco estudiantes analizados presentd

dificultades para comprender esta propiedad.

Propiedad 3: Distincion. En nuestro estudio esta propiedad la analizamos de la

siguiente manera:

Nivel 0: Reconocimiento de conceptos basicos de la geometria euclidiana y relaciones

con la geometria del doblado de papel.

Nivel I: Se obtiene una nueva estructura cuando se logra establecer que la mediatriz es
una perpendicular que pasa por el punto medio de un segmento y que es posible
construir algunos puntos de la circunferencia al trasladar puntos que conserven su

distancia a un punto O particular.

Nivel II: El estudiante reinterpreta el concepto de mediatriz al establecer que es un

lugar geométrico porque sus puntos equidistan de los extremos del segmento. Ademas,
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establece que un conjunto de puntos pertenece a una circunferencia si equidista del
centro. En este nivel, el estudiante advierte que la figura envuelta por el conjunto de
mediatrices no es una circunferencia y que estd formada por un conjunto de

mediatrices y dos puntos interiores fijos O y P.

Nivel III: El estudiante, mediante el proceso de razonamiento a que fue sometido,

refina sus ideas y logra comprender, utilizando la mediatriz como lugar geométrico,

que para todos los puntos M de la figura, la suma de los segmentos OM y MP es el
radio de la circunferencia con la que se inicid la construccion y finalmente afirmar

rotundamente que la elipse es un lugar geométrico.

Propiedad 4: Separacion. En nuestro estudio esta propiedad la analizamos de la

siguiente manera:

Entre Nivel 0 y Nivel I: Un estudiante en el nivel 0 comprende algunos conceptos
basicos de la geometria euclidiana y los relaciona con la geometria del doblado de
papel. Sin embargo, no es capaz de realizar la construccion de la mediatriz o de la
circunferencia mediante el doblado de papel. Por lo tanto, no podria entender el
razonamiento de un estudiante del nivel I, cuyos objetos de pensamiento son

precisamente las construcciones de estos dos elementos.

Entre el Nivel I y Nivel II: Si un estudiante estd en el nivel I de razonamiento podra
comprender que la mediatriz es una perpendicular que pasa por el punto medio de un
segmento, pero no la reconocerd como un lugar geométrico. Mientras que el estudiante
del nivel II, podra reconocer la propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a la
mediatriz. Estas dos personas probablemente no se entenderan con respecto al objeto
de estudio, la mediatriz, porque la conciben diferente, aunque el del nivel II comprenda
también la mediatriz como una perpendicular. Lo mismo sucede en el caso de la
circunferencia. Un estudiante del nivel I, podrd realizar la traslacion de algunos
puntos, conservando su distancia al punto O, pero no podra establecer la propiedad que
cumplen los puntos para pertenecer a la circunferencia. Cosa que el estudiante del

nivel I, si podra realizar.
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Entre el Nivel II y el Nivel III: Un estudiante del nivel II podré establecer las
propiedades que cumplen los puntos para pertenecer a la mediatriz o a la
circunferencia, pero no podrd comprender la propiedad que cumple un conjunto de

puntos para pertenecer a la elipse. Este hecho serd objeto de razonamiento del nivel II1

cuando haya logrado generalizar que la suma de los segmentos OM y MP es r, el
radio de la circunferencia, y que esta propiedad la cumplen todos los puntos M de la

elipse.

Propiedad 5: Cada nivel de razonamiento tiene un tipo de lenguaje especifico. En

nuestro estudio esta propiedad la analizamos de la siguiente manera:

Nivel 0: El estudiante utiliza algunos conceptos basicos como punto, recta, segmento,
doblez, distancia, perpendicular y es capaz de establecer una analogia con la geometria
del doblado de papel. Sin embargo, ain no utiliza conceptos como mediatriz o

circunferencia.

Nivel I: El estudiante en este nivel, puede realizar la construccion de la mediatriz y de
algunos puntos de la circunferencia mediante el doblado de papel. El puede determinar
que a la recta que corta perpendicularmente al segmento en su punto medio se le llama
mediatriz y puede establecer que los puntos trasladados estdn a una misma distancia
del punto especifico O. En este nivel, el estudiante no utiliza todavia las palabras lugar

geométrico o equidistancia.

Nivel II: Para el estudiante en este nivel, la mediatriz de un segmento se convierte en
un lugar geométrico porque sus puntos equidistan de los extremos del segmento. Y,
ademas, logra establecer que los puntos de una circunferencia equidistan del centro.

En este nivel, ain no se utiliza el concepto de elipse

Nivel III: En este nivel, el estudiante logra establecer que la elipse se forma por la
envoltura de un conjunto de mediatrices y, el concepto de mediatriz, permite que logre
comprender la propiedad que deben cumplir los puntos para pertenecer al lugar

geométrico elipse.
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Propiedad 6: Consecucion. Nuestros descriptores de nivel nos mostraron que algunos
estudiantes, en ciertos momentos de la entrevista, presentaron ciertas habilidades de un
nivel de razonamiento, pero que no habian superado otras; esto nos llevé a suponer que
estaban en un periodo de transicion entre el nivel inferior y el nivel inmediatamente

superior.

Nivel 0: Algunos de nuestros estudiantes mostraron ciertas dificultades con los
conceptos primitivos de la geometria euclidiana y con el concepto de
perpendicularidad. Otros, presentaron problemas en el uso del lenguaje geométrico. A
medida que iban avanzando en la entrevista razonaban sobre los conceptos respectivos,
para asi lograr comprender las condiciones necesarias que se deben cumplir para

definir la elipse como lugar geométrico.

Nivel I: La mayoria de nuestros estudiantes lograron realizar la construccion del punto
medio de un segmento mediante el doblado de papel. Ademas, pudieron relacionar
esta construccion con la construccion de un doblez perpendicular al segmento que pase
por su punto medio, que era la mediatriz de dicho segmento. También realizaron un
proceso de traslacion de puntos conservando su distancia al punto especifico O.
Algunos de nuestros estudiantes presentaron dificultad en verbalizar y justificar la

relacion de perpendicularidad entre la mediatriz y su segmento asociado.

Nivel II: Nuestros estudiantes lograron determinar la propiedad que cumplen los
puntos para pertenecer a la mediatriz: equidistancia a los extremos del segmento. Esto
les permiti6 afirmar que la mediatriz es un lugar geométrico. También, comprendieron
la condicién que cumple un conjunto de puntos para pertenecer a la circunferencia:
equidistancia al centro. Dos de los cinco estudiantes analizados presentaron
dificultades para comprender la propiedad de equidistancia y el concepto de lugar

geométrico.

Nivel III: Cuatro de los cinco estudiantes lograron avanzar a este nivel de

razonamiento. Este nivel lo lograron aquellos estudiantes que establecieron que la

suma de los segmentos OM y MP es 1, el radio de la circunferencia para todos los
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puntos M de la figura. Ademas, utilizaron este hecho como la propiedad que cumplen
los puntos para pertenecer a la elipse y lograron afirmar que la elipse era un lugar

geométrico.

5.3 GUION DE ENTREVISTA REFINADO.

Nuestro primer guidon de entrevista preliminar contaba con 70 preguntas y abarcaba
toda la temdatica de secciones conicas. Pasd posteriormente por un proceso de
refinamiento con base en nuestra experiencia y la asesoria de otros investigadores,
entre ellos el investigador en el tema, Doctor Pedro Pérez Carreras, experto en la
extension del modelo de Van Hiele a conceptos del andlisis matematico. Estas
asesorias y las primeras entrevistas grupales nos permitieron llegar a la conclusion de
que no era posible hacer un guion de entrevista para que un estudiante pudiera
comprender los conceptos de las secciones conicas (elipse, pardbola e hipérbola),
mediante la geometria del doblado de papel en un tiempo minimo de dos horas. Se
necesitaba mas tiempo y mas esfuerzo por parte del estudiante. Por lo tanto, se lleg6 a
la conclusion de que el guion debia abarcar solo el concepto de elipse como lugar

geomeétrico.

El guion preliminar objeto de experimentacion, luego de ser depurado, contd con 64
preguntas. Posteriormente, pasod por otros procesos de revision (7 aproximadamente)
para poder establecer la correspondencia con los descriptores hipotéticos de nivel y, asi
finalmente, basados en la discusion y experimentacion, lograr un total de 39 preguntas.
Se hicieron seis pruebas piloto de esta entrevista con seis estudiantes de un curso de
Célculo I de una seccional de una Universidad publica, con sede principal en la ciudad
de Medellin. Este proceso fue valido porque, en primer lugar, los estudiantes no
habian visto propiamente la tematica relacionada con secciones conicas; en segundo
lugar, porque Van Hiele afirma que el proceso de comprension de una persona, de un
concepto determinado, no depende de la edad o del grado que esté cursando, sino de la
experiencia propia: “La adquisicion por una persona de nuevas habilidades de
razonamiento es fruto de su propia experiencia”’ (Jaime y Gutiérrez, 1990, p. 330).

(13

. no es ilogico encontrar esa diversidad de niveles de
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razonamiento, ya que el desarrollo de la capacidad de razonamiento de una persona se
logra fundamentalmente gracias a la experiencia”. De hecho, estos estudiantes,
manifestaron algunas dificultades con conceptos de la geometria euclidiana y con
algunos procesos de razonamiento infinito. Sélo uno de ellos establecio que la figura
envuelta por el conjunto de mediatrices cuando se realiza la construccion de llevar
puntos de la circunferencia sobre un punto P, ubicado en la region encerrada por esta,
es una elipse; pero no explicito las partes constitutivas, ni mucho menos establecié sus
propiedades. Aun no habia llegado a la comprension del concepto de elipse como
lugar geométrico, habilidad que logrd después, gracias al sometimiento del proceso de
razonamiento de la entrevista. Estas seis entrevistas nos permitieron mejorar la

redaccion de algunas preguntas y establecer un nuevo orden.

El guién contaba con 39 preguntas y cinco aportes de informacion. Después de llevar a
cabo el proceso con Rosi, nos dimos cuenta que habia que mejorar algunos aportes de
informacidn y que era necesario mejorar algunas preguntas, cambiarle el orden a otras
y, definitivamente, suprimir otras preguntas. En este momento del trabajo de campo,
se revis6 nuevamente el guion entrevista con otros investigadores expertos en el tema,
entre ellos estan el Doctor Pedro Vicente Esteban Duarte y el candidato a Doctor René

Alejandro Londofio Cano.

Después de este nuevo refinamiento, el guion quedo con 32 preguntas. Posteriormente,
se realiz6 el analisis del proceso de razonamiento de Leti y el guidn no sufrié ninguna
modificacion. Luego de haber entrevistado a Jhon, se vio la necesidad de mejorar la
redaccion de algunas preguntas y mejorar algunas graficas. Finalmente, después de

haber entrevistado a Laura y Carlos se decidié suprimir una de las preguntas.

Es importante mencionar que nuestra entrevista no es de caracter lineal, sino de
caracter espiral, dado que es necesario retomar los conceptos y las habilidades logradas
en preguntas anteriores. Ademas, la respuesta correcta a una pregunta no determina el
nivel en el que estd razonando un estudiante. Es el conjunto de preguntas el que nos

permite llegar a esta conclusion.
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Por lo tanto, a continuacion presentamos el guion de entrevista final:

1. Considera dos puntos en una hoja de papel, ;cuantas rectas crees que pasan por
dichos puntos?

2. Considera dos puntos en una hoja de papel, ;cuantos dobleces crees que pasan por
dichos puntos?

3. (Cuantos segmentos crees que conectan los dos puntos marcados en la hoja de
papel?

4. Mediante el doblado de papel, ;coOmo determinarias el punto medio del segmento
trazado en la hoja?
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5. Se marcan dos puntos en una hoja de papel. Si se lleva un punto exactamente sobre
el otro punto, ;qué relacion encuentras entre el doblez hecho y el segmento que une
los dos puntos?

o

6. De acuerdo con la figura, ;qué puedes decir acerca de las medidas de los segmentos
RN y RP ? ;Por qué?

T

7. (Crees que el doblez que se hace cuando se lleva el punto N sobre el punto P es

perpendicular al segmento NP ? Por qué?
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Aporte de informacion:

Se llama mediatriz a la recta que corta perpendicularmente al segmento en su punto
medio.

8. Considera un punto M, diferente del punto medio R, sobre la mediatriz del

segmento NP, (qué puedes decir acerca de las medidas de los segmentos MN y
MP ? ;Por qué?

Aporte de informacion:

Un punto equidista de otros dos puntos si estd a una misma distancia de estos.

9. (Cualquier punto que esté sobre la mediatriz de un segmento, equidista de sus
extremos? ;Por qué?
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Aporte de informacion:

Se llama lugar geométrico a un conjunto de puntos que satisfacen una propiedad.

10. ;Es la mediatriz de un segmento cualquiera, un lugar geométrico? En caso
afirmativo, ;cudl es la propiedad que cumple el conjunto de puntos para pertenecer
a este lugar geométrico?

11. Considera tres puntos N, P y O cualesquiera en una hoja de papel y se construye la
mediatriz del segmento NP. Luego, considera el punto M como la interseccion del

segmento NO con la mediatriz.

Sea r la medida del segmento NO, que es igual a la suma de las medidas de los
segmentos NM y MO, ;qué podrias afirmar acerca de la suma de las medidas de
los segmentos MP y MO?

12. ;Cuantos dobleces crees que pueden pasar por un punto marcado sobre una hoja de
papel?
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13. Se realizan dobleces que pasen por el punto O como se muestra en la figura.

Posteriormente, se lleva un doblez exactamente sobre el doblez consecutivo.
Después, se marca un punto diferente de O en un doblez cualquiera.

(Es posible trasladar este punto a los demdas dobleces conservando su distancia al
punto O? En caso afirmativo, ;como harias este proceso de traslacion?

14. Después de haber trasladado el punto, ;se puede afirmar que todos los puntos
equidistan del punto O? ;Por qué?
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16. Este conjunto de puntos permite intuir la nocién de circunferencia, ;qué propiedad
cumplen estos puntos?

17. Se marca un punto N sobre una circunferencia y se lleva sobre el punto O. ;Qué

relacion existe entre el doblez resultante y el segmento que une ambos puntos?
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18. Se marcan otros puntos sobre la circunferencia y se llevan sobre el punto O. ;Son
los dobleces resultantes mediatrices de los segmentos respectivos? ¢ Por qué?

i
T

19. Si se pudiera llevar cada uno de los puntos de una circunferencia sobre su centro,

(qué figura envuelve el conjunto de mediatrices asi construido? ;Por qué?

/f/"-—.—t\
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20. Considera una circunferencia con centro O y radio r. Sea N un punto cualquiera de
la circunferencia y P un punto que estéd en la region limitada por la circunferencia.

Se obtiene M como la interseccién de la mediatriz de NP con el segmento NO.
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(Cual es la relacion que existe entre el radio de la circunferencia y la suma de las
medidas de los segmentos PM y MO ? ;Por qué?

21. Se marcan mas puntos sobre la circunferencia y se construyen dobleces que surgen
de llevar los puntos de la circunferencia sobre el punto P. Describe la figura que
crees que envuelve el conjunto de mediatrices asi construido.

22. La siguiente figura es el resultado de construir dobleces que surgen de llevar los
puntos de la circunferencia sobre el punto P. ;Crees que la figura envuelta por el
conjunto de mediatrices es una circunferencia? ;Por qué?
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23. Considere una circunferencia con centro O, radio r y un punto P que estd en la
region limitada por dicha circunferencia. En esta se realiza el siguiente proceso:
e Se ubica cualquier punto N de la circunferencia.
e Seresalta el doblez que se forma cuando se pone el punto N sobre el punto P.
e Se traza el segmento NO y se nombra M al punto de interseccion entre NO
y la mediatriz del segmento NP.

e Setraza el segmento MP .

Si se realiza este proceso en la figura construida anteriormente, (se podria afirmar
que el punto M pertenece a la figura envuelta por las mediatrices? ;Por qué?
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24. Sabiendo que r es el radio de la circunferencia ;cudl es el resultado de sumar las

medidas de los segmentos OM y MP ? ;Por qué?
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25. Se marca otro punto N de la circunferencia y se realiza el proceso mencionado
anteriormente. ;Cudl es el resultado de sumar las medidas de los segmentos OM y
MP ?
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26. De nuevo se marca otro punto N de la circunferencia, tal que N, P y O estén sobre
una misma recta y se realiza el proceso mencionado anteriormente. ;Cual es el

resultado de sumar las medidas de los segmentos OM y MP?

27. Si se marca un punto cualquiera N sobre la circunferencia y se realiza de nuevo el
proceso, jes posible afirmar que el resultado de sumar las medidas de los

segmentos OM y MP es el radio de la circunferencia? ;Por qué?
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28. Si M es un punto que pertenece al contorno de la figura, ;es posible afirmar que la
suma de sus distancias a los puntos especificos O y P es una constante? ;Por qué?
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29. ;Cuadl es la propiedad que cumplen los puntos de la figura formada?
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Aporte de informacion:
La figura envuelta por el conjunto de mediatrices construido, recibe el nombre de

elipse.

5.4

30. ;Es la elipse un lugar geométrico? ;Por qué?

31. Si se realiza otra vez la figura, pero ubicando el punto P en otro lugar de la region
limitada por la circunferencia ;como crees que quedaria la figura? Describela.

CARACTERISTICAS DE NUESTRO GUION DE ENTREVISTA
DESPUES DEL PROCESO VIVIDO POR LOS CINCO ESTUDIANTES

DEL ESTUDIO DE CASOS.

Después de analizar el proceso de razonamiento de los cinco estudiantes del estudio de

casos, nuestro guion de entrevista refinado de cardcter socratico, cumple con las

siguientes diez caracteristicas:

Intencionalidad de la entrevista: Nuestra entrevista individual tuvo una doble
intencion: caracterizar la comprension de los estudiantes y motivarlos a avanzar en su

nivel de razonamiento frente al concepto de elipse como lugar geométrico. El paso por
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la entrevista permiti6 clasificar cuatro estudiantes en el nivel III de razonamiento y a

uno, en el nivel II.

Ademas, el entrevistador, en todo momento, tuvo muy claro cudles eran los conceptos

que debian permanecer encubiertos y cuales debian ser explicitados por el estudiante.

El lenguaje: Nuestra entrevista individual se disefio y se refind con un vocabulario
comun, de acuerdo con el grado de escolaridad de nuestros estudiantes. La idea
siempre fue motivarlos para que respondieran las preguntas de forma espontanea, con
confianza y sin temor a equivocarse. Ademas, en todo momento, se tuvo en cuenta que
el lenguaje utilizado por el estudiante era un factor determinante para descubrir el nivel
en el que estaba razonando. La forma como el estudiante se expresaba, el tipo de
vocabulario que utilizaba y sus gestos, nos permitieron descubrir finalmente el nivel en

el que estaba razonando.

Los conceptos basicos: Las primeras preguntas de nuestra entrevista apuntaban a los
conceptos previos que debian tener los estudiantes para poder avanzar en su nivel de
razonamiento, es decir, estas preguntas nos permitian saber si el estudiante habia
superado el nivel 0 de razonamiento. Las preguntas 1, 2, 3, 4 y 12 estaban relacionadas
con los conceptos basicos que se requerian para que el estudiante pudiera llegar a la
comprension del concepto de elipse como lugar geométrico. Algunos de nuestros
estudiantes manifestaron tener dificultades con los conceptos primitivos de la
geometria euclidiana. Sin embargo, aunque es importante que los estudiantes los
comprendieran, no se enfatizO mucho en mejorar su comprension porque no los
percibian como entes abstractos. Por lo tanto, nuestra entrevista tiene preguntas
alusivas a los conceptos basicos indispensables para la comprension del concepto de

elipse.

Las experiencias previas del entrevistado: Las preguntas de nuestra entrevista son
preguntas “inquisitivas”, es decir, preguntas intencionadas que conducen a la busqueda
de lo que se quiere llegar a conocer. Estas les brindaron la posibilidad a los estudiantes

de reflexionar y de responder de acuerdo con sus experiencias vividas y con los
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conocimientos que habian adquirido a lo largo de su vida. Nuestros cinco estudiantes
intentaron responder las preguntas basados en sus experiencias, en las entrevistas
grupales y en las clases de geometria o en experiencias de su vida cotidiana en general.
Por ejemplo, dos de los estudiantes relacionaron la figura envuelta por el conjunto de
mediatrices con un 6valo; otros dos la relacionaron con la forma de un huevo y otra, no
menciond ninguna relacion, sélo explicé que no era una circunferencia. Uno de los
aspectos fundamentales del guion entrevista fue que tuvo en cuenta las experiencias

previas vividas por los estudiantes.

Didlogo inquisitivo: Nuestra entrevista individual se caracterizaba porque el
entrevistador no ensefiaba nada al entrevistado, sino que estimulaba el razonamiento
del entrevistado mediante la indagacion y el pensamiento discursivo. La idea era que
el estudiante descubriera relaciones, manifestara soluciones y pudiera llegar a la
comprension del concepto, con base en su propia reflexion y razonamiento. Nuestros
cinco estudiantes pasaron por varios dialogos socraticos, con aportes de informacion y
preguntas intencionadas, para que pudieran llegar a la comprension de algunos
conceptos o procedimientos indispensables para la comprension del concepto de elipse
como lugar geométrico. Por ejemplo, todos tuvieron que pasar por un didlogo

inquisitivo cuando se les preguntd por primera vez sobre la suma de los segmentos

OM y MP. Incluso, la mayoria de los estudiantes tuvo que pasar por un segundo

dialogo socratico, cuando se les hizo la misma pregunta en una situacion similar.

Pensamiento discursivo: En nuestra entrevista individual, se hizo necesario hacer una
misma pregunta varias veces, para que el estudiante en un primer momento diera a
conocer lo que sabia al respecto y, en un segundo o tercer momento, diera respuestas

mas elaboradas, porque habia logrado ampliar o modificar su red de relaciones. Por
ejemplo, las preguntas 11, 20, 24, 25 y 26 se refieren a la suma de los segmentos oM

y W), que es la constante r, en diferentes situaciones similares. Los cinco estudiantes
tuvieron dificultad cuando se les presentd la pregunta 11, pero con la ayuda de un
didlogo socratico, pudieron llegar a la respuesta. En la pregunta 20, cuatro de los

estudiantes lograron relacionarla con la pregunta 11 y obtuvieran rapidamente la

250



respuesta. En las otras tres preguntas, los estudiantes dieron respuestas mas
elaboradas, excepto uno, que tuvo dificultades en visualizar la suma de esos segmentos
en las cinco preguntas alusivas a este procedimiento. Por eso, no pudo avanzar al nivel

IIT de razonamiento. Por lo tanto, nuestra entrevista cumple con esta caracteristica.

Aportes de informacion: Durante la entrevista se dieron cuatro aportes de
informacion, sobre el concepto de mediatriz, de equidistancia, de lugar geométrico y de
elipse. Estos aportes fueron realmente importantes para que los estudiantes pudieran
razonar y llegar a la comprension del concepto objeto de estudio. Cuatro de los cinco
estudiantes pudieron llegar a la comprension de la elipse como lugar geométrico, con
base en las relaciones que lograron establecer con estos aportes de informacion. Estos
también fueron refinados en su escritura o suprimidos si no eran realmente necesarios,
pues se requeria que fueran faciles de comprender y que en realidad contribuyeran con

el razonamiento del estudiante.

Problematizacion con las ideas: Algunas de las preguntas de nuestra entrevista
individual provocaron que los estudiantes se sintieran realmente confundidos o
manifestaran un estado de contradiccion interna o un estado de confrontacion entre las
ideas que ya tenian y las ideas que les llegaban nuevas. Por ejemplo, los cinco

estudiantes se sintieron confundidos cuando se les pregunt6 por primera o segunda vez,

por la suma de los segmentos OM y MP. Hubo necesidad de que el entrevistador les
ayudara con didlogos inquisitivos para que elaboraran, ampliaran o modificaran su red
de relaciones. Algunos de los estudiantes también se sintieron confundidos cuando se
les preguntd por la propiedad que cumplen los puntos de la figura envuelta por el
conjunto de mediatrices (elipse), pues no habian hecho la asociacion entre la suma de

segmentos y la figura envuelta.

El paso por los tres momentos: En algunos instantes de nuestra entrevista, los
estudiantes pasaron por tres momentos cruciales: primero, creian saber la respuesta;
segundo, se dieron cuenta que no sabian la respuesta y por ultimo, al permanecer en un

estado de contradiccion interna, sintieron la necesidad de hallar la verdad. Los cinco
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estudiantes pasaron por los tres momentos cuando se les pregunté por primera o

segunda vez, por la suma de los segmentos OM y MP.

La red de relaciones: Nuestra entrevista individual se disefio de tal manera que el
estudiante pudiera construir una red de relaciones alrededor del concepto de elipse
como lugar geométrico, con base en la visualizacién que permite el doblado de papel y
en los conceptos de mediatriz y de circunferencia como lugares geométricos. De
hecho, los estudiantes debieron comprender el concepto de mediatriz y circunferencia
como lugares geométricos y finalmente, con base en estos dos conceptos, establecer
que la elipse también es un lugar geométrico. Cuatro de los cinco estudiantes lograron
construir una red de relaciones alrededor del concepto de elipse como lugar
geométrico, involucrando los conceptos de mediatriz, circunferencia, equidistancia,
suma de dos segmentos determinados, entre otros. Uno de ellos, no pudo establecer las
relaciones suficientes para determinar la propiedad que cumple el conjunto de puntos
para pertenecer a la elipse como un lugar geométrico, por eso no pudo avanzar al nivel

I1I.

Nuestra entrevista cumplié con las diez caracteristicas de una entrevista

semiestructurada de caracter socratico.

5.5 ANALISIS DE LAS PREGUNTAS DEL GUION A LA LUZ DE LOS
DESCRIPTORES Y DEL TIPO DE PREGUNTA.

El aspecto socratico de la prueba y su articulacion con los descriptores de nivel,
permitieron caracterizar el razonamiento de los estudiantes. La estructura de las
preguntas inquisidoras esta articulada a la red de relaciones que un estudiante debe
lograr al final de la entrevista, alrededor del concepto de elipse como lugar geométrico,

con base en la visualizacion de construcciones hechas mediante el doblado de papel.

El mecanismo utilizado en la entrevista para que el estudiante llegue a la comprension
del concepto elipse como lugar geométrico, es a través de la comprension primero de la

mediatriz y, segundo, de la circunferencia como lugares geométricos. Es importante
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resaltar la red de relaciones que se construye alrededor, con conceptos como

mediatriz, lugar geométrico, equidistancia, circunferencia, entre otros.

Pregunta 1 y 2: Son preguntas que pretenden darle confianza al estudiante, con el
proposito de que no pierda la motivacion y contintie su razonamiento a lo largo de la
entrevista. Estas dos preguntas se relacionan directamente con el descriptor 0.1, e
implicitamente con el descriptor 0.3. La idea es que el estudiante pueda determinar

que por dos puntos pasa una unica recta y un unico doblez.

Pregunta 3: También es una pregunta inicial que busca garantizar el nivel 0 de
razonamiento, en cuanto que plantea un “caso facil” (Jaramillo y Campillo, 2001, p.
78) para aquellos estudiantes que tienen claro el concepto de segmento. Ademas, se
relaciona directamente con el descriptor 0.2 y de manera implicita con el descriptor

0.3.

Pregunta 4: Pregunta que dentro del contexto del socratismo, “plantea un caso facil”
(p. 78), para que el estudiante no pierda la motivacion de continuar con la entrevista.
Sin embargo, para algunos de los estudiantes la respuesta no fue inmediata, dado que
tuvieron que realizar varios dobleces para poder determinar el punto medio del
segmento. Esta pregunta se relaciona indirectamente con el descriptor 0.2. Ademas, es
el primer paso para que el estudiante reconozca la mediatriz de un segmento como una
perpendicular que pasa por el punto medio de dicho segmento. Incluso, con Ia
construccion del punto medio, el estudiante puede reconocer la congruencia de

segmentos y construir rectas perpendiculares (descriptores 0.4 y 0.5).

Pregunta 5: Es una pregunta clave porque nos sirve para marcar la separacion entre el
nivel 0 y el nivel I de reconocimiento visual. Esta pregunta se relaciona directamente
con el descriptor 1.1. Dos de nuestros estudiantes percibieron que el doblez pasaba por
el punto medio, pero no lograron visualizar que el doblez y el segmento eran
perpendiculares. Los otros tres estudiantes pudieron percibir que el doblez pasaba por

el punto medio y que era perpendicular al segmento.
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Pregunta 6: Es una pregunta que comprueba un hecho fundamental acerca de la
mediatriz de un segmento. Es necesario realizar otras preguntas para descubrir el nivel
de razonamiento. Para la mayoria de los estudiantes fue claro que R era el punto
medio del segmento. Esta pregunta se relaciona directamente con los descriptores 0.4

y 1.1

Pregunta 7: Es una pregunta que se formula de una forma no comprometedora para el
estudiante, pero que es coherente con las demas. Es una pregunta que maneja
informacion de forma explicita. Tres de los cinco estudiantes pudieron percibir que
hay una relacion de perpendicularidad, y lo justificaron comparando con una hoja de
papel de forma cuadrada. Los otros dos tuvieron que pasar por un dialogo socratico
para poder recordar el concepto de perpendicularidad. Esta pregunta se relaciona

directamente con los descriptores 0.5 y 1.1.

Aporte de informacion 1: Este aporte de informacién es muy importante porque le
fija al estudiante una informacion que se ha venido trabajando de manera enmascarada
en las preguntas 6 y 7 sobre el concepto de mediatriz, como la recta que corta
perpendicularmente al segmento en su punto medio. Este aporte sintetiza y corrobora
las respuestas de las preguntas 6 y 7, con el fin de que el estudiante logre una mayor
comprension. Después de este aporte, algunos de nuestros estudiantes comprendieron
que el doblez que permite llevar un punto extremo de un segmento sobre el otro punto

extremo, es la mediatriz del segmento y lo mostraron en la construccion.

Pregunta 8: Es una pregunta que comprueba hechos fundamentales acerca de la
mediatriz de un segmento, pero es necesario realizar otras preguntas para poder
determinar el nivel en el que esta razonando un estudiante. Esta pregunta se relaciona
indirectamente con los descriptores 1.1 y 2.2, dado que el estudiante ya reconoce la
construccion de la mediatriz, pero todavia no sabe cudl es la propiedad que cumplen
los puntos para pertenecer a esta. Solo logra establecer en esta pregunta que un punto

determinado de la mediatriz estd a una misma distancia de los extremos del segmento.
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Aporte de informacion 2: Con este aporte de informacion, el estudiante puede
comprender que cualquier punto que esté sobre la mediatriz de un segmento equidista
de sus extremos. Sin embargo, tres de nuestros estudiantes presentaron dificultades

con el concepto porque se les olvidaba este hecho o lo utilizaban de forma erronea.

Pregunta 9: Pregunta clave que marca la separacion entre el nivel I y el nivel 1L
Ademas, es una pregunta base que obliga a que el estudiante se exprese con términos
precisos y coherentes. Esta pregunta se relaciona directamente con el descriptor 2.2.
La respuesta a esta pregunta es el primer paso para determinar que la mediatriz es un
lugar geométrico. Pero en este momento del proceso, los estudiantes aun desconocen
este concepto. Algunos de nuestros estudiantes presentaron dificultad para comprender
esta generalizacion, pues no percibian el concepto de equidistancia y por lo tanto,
debieron hacer un esfuerzo para explicar, mediante el doblado, la igualdad de las

distancias a los extremos del segmento.

Aporte de informacion 3: Este aporte de informacion es fundamental, en cuanto el
estudiante logra comprender que, tanto la mediatriz como la elipse, son lugares

geométricos.

Pregunta 10: Es una pregunta que crea situaciones incomodas que requieren mayor
reflexion por parte del estudiante. Algunos de nuestros estudiantes se sintieron
confundidos, pues no habian logrado establecer la relacion entre la pregunta 9 y la
pregunta 10. Incluso, algunos de ellos tuvieron que pasar por un didlogo socratico con
preguntas inquisitivas, para que pudieran determinar la propiedad que cumplen los
puntos de la mediatriz y poderla definir como lugar geométrico. Esta pregunta se

relaciona directamente con los descriptores 2.2 y 2.5.

Pregunta 11: Se relaciona directamente con el descriptor 3.1. Es una pregunta que
rompe con un esquema de oposicion. De hecho, es una pregunta que genera
situaciones incomodas en el estudiante, pues necesita de mayor reflexion dado que es
la suma de dos segmentos que no son colineales. La respuesta a esta pregunta necesita

del conocimiento de la mediatriz como lugar geométrico y de un proceso de
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transitividad, que es dificil de percibir. Nuestros cinco estudiantes presentaron ciertos
conflictos con esta pregunta, porque se les dificultdé relacionar esa suma con la
constante r; incluso tuvieron problemas en establecer la relacion entre varias
situaciones: la mediatriz como lugar geométrico, la suma de dos segmentos no
colineales y la transitividad entre dos segmentos con igual medida. Eso la convierte en
una pregunta de quiebre con la que el estudiante pasa por los tres momentos: creer
saber la respuesta, darse cuenta que no la sabe y sentirse tan confundido que siente la

necesidad de hallar la respuesta correcta.

Pregunta 12: Pregunta que podria plantear un caso facil para el estudiante. Aunque
indaga por un proceso de razonamiento infinito. Incluso, el propdsito es determinar si
el estudiante reconoce adecuadamente los conceptos basicos necesarios que hacen
parte del nivel 0 de razonamiento. Se relaciona directamente con el descriptor 0.2 y de

manera implicita con el descriptor 0.3.

Pregunta 13: Pregunta que maneja cierta informacion explicita. El estudiante debe
utilizar esta informacion para sacar a relucir sus ideas acerca de la forma de trasladar
un punto, conservando su distancia al punto particular O. Ademads, es una pregunta
que se formula de una forma no necesariamente comprometedora para el estudiante.

Esta pregunta esta directamente relacionada con el descriptor 1.2.

Pregunta 14: Pregunta que comprueba un hecho fundamental acerca de la
circunferencia. Es necesario realizar preguntas para poder detectar el nivel en el que
esta razonando el estudiante. Seglin la respuesta del estudiante, es posible percibir que
se quedod en la construccion concreta con el doblado o que avanzd en la confirmacion
de que todos los puntos trasladados equidistan del centro. Esta pregunta también es
una pregunta clave, pues marca la separacion entre el nivel I y el nivel II, ya que se

relaciona directamente con el descriptor 1.2 y el descriptor 2.3.

Pregunta 15: Es una pregunta coherente con las demas. Su respuesta requiere de
reflexion por parte del estudiante, pues se estd indagando por un proceso de

razonamiento infinito. Se relaciona directamente con el descriptor 1.2.
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Pregunta 16: Es una pregunta clave que marca la separacion entre el nivel I y el nivel
II. Ademas, es una pregunta base que obliga a que el estudiante se exprese con
términos mas precisos y determinar si su razonamiento es coherente con respuestas a
preguntas similares, por ejemplo la pregunta 14, cuyo propoésito es indagar por la
misma idea pero a otro nivel de pensamiento. Se relaciona directamente con los

descriptores 2.3 y 2.5.

Pregunta 17: Es una pregunta de fijacion sobre el concepto de mediatriz y su
construccion mediante el doblado de papel. Es importante que el estudiante reconozca
la construccion de llevar un punto sobre otro y generar la mediatriz del segmento. Se

relaciona directamente con el descriptor 2.1

Pregunta 18: Es una pregunta de fijacion sobre el concepto de mediatriz como lugar
geométrico. Ademas, es una pregunta que necesita cierta reflexion, pues requiere un

proceso de razonamiento infinito. Se relaciona directamente con el descriptor 2.1.

Pregunta 19: Es una pregunta que podria crear situaciones incomodas en el estudiante,
pues requiere de mayor reflexion y de un proceso de razonamiento infinito. La
mayoria de nuestros estudiantes lograron visualizar que se formo6 una circunferencia,
pero les dio cierta dificultad justificar tal afirmacion. Algunos de ellos dijeron que era
una circunferencia porque sus puntos equidistaban del centro, pero no lograron percibir
cudl era la distancia y por qué los puntos en realidad si equidistaban del centro. Esta

pregunta se relaciona directamente con el descriptor 2.4.

Pregunta 20: Es una pregunta de fijacion, pues ya se habia trabajado una situacion
similar en la pregunta 11. Pero sigue siendo una pregunta problematica que generd
contradicciones internas en algunos de nuestros estudiantes, pues todavia manifestaron
dificultades en establecer las relaciones necesarias para llegar a la respuesta correcta.

Se relaciona indirectamente con el descriptor 3.1.

Pregunta 21: Es una pregunta con un mensaje subliminal que busca estimular al

estudiante a que saque a relucir sus ideas y que “muestre su razonamiento y se
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comprometa con los juicios que manifiesta” (Jaramillo y Campillo, 2001, p. 78). Tres
de nuestros cinco estudiantes: Leti, Jhon y Carlos se aventuraron a decir que de la
construccion surgiria una circunferencia. Laura dijo que no tenia la mas minima idea y
Rosi, afirmo6 que se formaria un hexagono. Esta pregunta se relaciona indirectamente

con el descriptor 1.3.

Pregunta 22: Es una pregunta que crea situaciones incomodas para el estudiante, dado
que requiere de mayor reflexion. “Pone el esquema mental de los estudiantes en crisis”
(p. 78), porque ninguno de ellos se imagind que quedaria una figura como esa.
Incluso, todos nuestros estudiantes se sorprendieron con la figura que resultaba de la
construccion realizada. Ninguno de ellos dio el nombre correcto: dos de ellos pensaron
que era un 6valo, otros dos pensaron que tenia forma de huevo y una, no mencion¢ la
forma. Con esta pregunta, los estudiantes debian comprobar y justificar que el
concepto de circunferencia como lugar geométrico se cumplia o no se cumplia en la
figura construida. La mayoria de nuestros estudiantes explicaron que no era una
circunferencia, pero no sefialaron propiedades ni partes constitutivas de la figura. Se

relaciona con los descriptores 1.5 y 2.3.

Pregunta 23: Esta pregunta plantea un “caso facil” (p. 78) para que no se pierda la
motivacion de continuar con la entrevista. Pregunta que se basa en la visualizacion de

la figura construida. Se relaciona indirectamente con el descriptor 1.3.

Preguntas 24, 25 y 26: Son preguntas cuyo caracter es de fijacion. Sin embargo,
también se convierten en preguntas clave que marca la separacion entre el nivel Il y el
nivel III. Estas preguntas siguen siendo problematicas, dado que todavia hay
estudiantes que se confunden y se hace necesario el didlogo inquisitivo para confrontar
sus dificultades conceptuales. La pregunta 26 requiere de mayor reflexién, dado que
hay segmentos que se traslapan y esto genera una situacion incomoda para el

estudiante. Se relacionan directamente con el descriptor 3.1.

258



Pregunta 27: Es una pregunta que invita a la reflexiéon sobre lo tratado hasta el
momento. Es una pregunta resumen de las tres anteriores. De hecho, indaga por un

proceso de razonamiento infinito. Se relaciona directamente con el descriptor 3.1.

Preguntas 28 y 29: Son preguntas base porque le brindan a los estudiantes la
oportunidad de expresarse en términos mas precisos y mas rigurosos. Nos permiten, a
nosotros como investigadores, indagar si el estudiante ya estd empezando a razonar en
el nivel III de razonamiento. Durante las entrevistas, observamos que eran preguntas
que creaban situaciones incomodas en los estudiantes, porque sus respuestas requerian
de mayor reflexion, pues debian relacionar informacion que se habia manejado de
manera implicita en las cuatro preguntas anteriores 24, 25, 26 y 27. Ambas se
relacionan directamente con los descriptores 3.1 y 3.2. En particular, la pregunta 29 es
una pregunta que comprueba un “hecho fundamental” (Jaramillo y Campillo, 2001, p.
78) sobre la propiedad que cumplen los puntos de la figura envuelta. Nos permite

confirmar si el estudiante realmente esta razonando en el nivel 111

Aporte de informacion 4: Se pretende informar al estudiante el nombre de la figura
envuelta por el conjunto de mediatrices, cuando se llevan puntos de la circunferencia

sobre un punto P, ubicado en la region limitada por esta.

Pregunta 30: Crea situaciones incomodas para el estudiante, pues requiere de mayor
reflexion. Es una pregunta base en cuanto le brinda la oportunidad al estudiante de
expresarse con un lenguaje matematico. De hecho, es una pregunta que se formula con
un lenguaje caracteristico del nivel III, en cuanto sus respuestas requieren la asociacion
de ciertas propiedades trabajadas en preguntas anteriores, tales como: la suma de dos
segmentos determinados que era el radio de la circunferencia, r es una constante, la
mediatriz como lugar geométrico, los puntos M como puntos pertenecientes al
contorno de la elipse y puntos fijos O y P. Dicha asociacion confirma que es una
pregunta que invita a la reflexion sobre lo tratado hasta el momento, incluso, se
formularon sin ninguna imagen. Se relaciona directamente con los descriptores 3.2 y

3.3.
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Pregunta 31: Comprueba hechos fundamentales sobre la construccion de la elipse

mediante el doblado de papel. Se relaciona directamente con el descriptor 2.7.

5.6 ANALISIS ESTADISTICO.

5.6.1 Descripcion y estructura del test escrito.

Nuestro objetivo en este trabajo de investigacion fue el disefio de una entrevista
semiestructurada de cardcter socratico, que nos permitiera caracterizar el proceso de
comprension de un estudiante del concepto de elipse como lugar geométrico y, a su
vez, le permitiera a dicho estudiante, avanzar en su nivel de razonamiento. Debido a
que la entrevista individual requeria de tanto tiempo y de dialogos inquisitivos para que
¢éste pudiera alcanzar la comprension del concepto objeto de estudio, no fue posible su
aplicacion a un gran numero de estudiantes para lograr alguna generalizacion.
Ademads, por su caracter semiestructurado, la entrevista también dependia de la
subjetividad del entrevistador, dado que era ¢l quien evaluaba y analizaba el proceso de

comprension de cada estudiante, de acuerdo con unos descriptores establecidos.

Aunque, dentro de nuestros objetivos no se encontraba la aplicacion de la entrevista a
una muestra numerosa de estudiantes, se elabord un test como aporte adicional al
trabajo de investigacion, para lograr sistematizar los resultados de la entrevista y, de
esta manera, poder caracterizar el proceso de comprension de una gran cantidad de
estudiantes y ubicarlos en uno de los niveles de razonamiento. Este test contd con 31
preguntas, cada una de estas con cinco opciones de respuesta. Cuatro de estas opciones
se relacionaban con las respuestas mas representativas que surgieron en la aplicacion
de la entrevista a los cinco estudiantes del estudio de casos. La otra opcion de
respuesta era abierta para darle la oportunidad al estudiante de responder de acuerdo

con su proceso de razonamiento.

A cada estudiante se le dio una hoja de respuestas, donde debian ingresar una
informacion basica e indispensable para nuestro andlisis: institucion, grado o semestre,
edad y sexo. También se les ofrecieron unas instrucciones especificas para que
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tuvieran en cuenta en el discurrir de la prueba (Ver las instrucciones en el Anexo B).
Entre las instrucciones, se les dijo que sélo debian elegir una de las cinco opciones
dadas (a, b, c, d, €). Ademas, se les advirtido que la respuesta e, en todas las preguntas,
equivalia a ninguna de las anteriores y, en caso de ser elegida, debian escribir la
respuesta que ellos consideraban pertinente. Se les pidi6 también que no pasaran a la
pregunta siguiente sin haber respondido la anterior y que bajo ninguna circunstancia se

devolvieran a preguntas ya abordadas.

Cada una de las preguntas del test se ubica en uno de tres bloques de preguntas que
corresponden a los niveles I, IT y III, de acuerdo con los descriptores de nivel que
surgieron del trabajo de campo. Esto con el fin de caracterizar la comprension de cada
estudiante que responda el test y descubrir el nivel en el que estd razonando. Estos

bloques de preguntas son:

Bloque 1: Preguntas 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 12, 13, 21, 23 (11 preguntas). Estas preguntas
se relacionan con los descriptores de los niveles 0 y I. El estudiante debe realizar y
reconocer las construcciones de la mediatriz, la circunferencia y la elipse, mediante el
doblado de papel. Ademas, algunas preguntas se relacionan con los conceptos basicos
que se requieren para que el estudiante pueda llegar a la comprension del concepto de
elipse como lugar geométrico. Es importante resaltar que hay preguntas que se centran

en estimular procesos de razonamiento infinito.

Bloque 2: Preguntas 8, 9, 10, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 22, 31 (11 preguntas). Estas
preguntas se relacionan directamente con los descriptores del nivel II. El estudiante
debe comprender que tanto la mediatriz como la circunferencia son lugares
geométricos y debe establecer las propiedades que deben cumplir los puntos para
pertenecer a esos lugares. Ademas, de acuerdo con la construccion de la elipse, debe
identificar algunas propiedades o partes de esta, como estar envuelta por un conjunto
de mediatrices, tener en el interior dos puntos fijos o, incluso, explicar por qué no es
una circunferencia. Estas preguntas, en general, pretenden que el entrevistado pase por

los tres momentos mencionados en el decalogo de una entrevista de caracter socratico:
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creer saber la respuesta, darse cuenta que no sabe la respuesta y, por ultimo, al estar en

un conflicto interno, manifiesta la necesidad de llegar a la respuesta correcta.

Bloque 3: Preguntas 11, 20, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30 (9 preguntas). Estas preguntas
se relacionan directamente con los descriptores del nivel III. El estudiante debe
establecer la condicion para que un conjunto de puntos pertenezca a la elipse. Para
ello, debe visualizar y justificar una suma especifica de dos segmentos y relacionarla
con el radio de la circunferencia con la que se inicid la construccion. Este es el primer
paso para establecer que la elipse es un lugar geométrico y manifestar la necesidad de
llegar a la definicién de la misma. Por lo tanto, con estas preguntas se pretende que el

estudiante comprenda el concepto de elipse como lugar geométrico.

La siguiente tabla muestra las respuestas mas precisas, desde el punto de vista

geométrico, a las 31 preguntas del test:

Tabla 4: Mejores opciones de respuesta del test.

Pregunta | Mejor opcion | Pregunta | Mejor opcion | Pregunta | Mejor opcion
de respuesta de respuesta de respuesta
1 C 12 A 23 B
2 D 13 C 24 D
3 B 14 C 25 D
4 C 15 D 26 D
5 D 16 B 27 D
6 A 17 D 28 C
7 C 18 D 29 C
8 A 19 B 30 D
9 C 20 A 31 A
10 D 21 B
11 B 22 D
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5.6.2 Participantes.

El objetivo de nuestra investigacion no era la realizacion de un andlisis estadistico,

dado que estaba orientada bajo un paradigma cualitativo y nuestro anélisis de la

comprension se centrd solo en cinco estudiantes.

Sin embargo, como un aporte

adicional, quisimos realizar un test para caracterizar la comprension del concepto de

elipse de un gran nimero de estudiantes y ubicarlos en uno de los niveles de acuerdo a

su razonamiento. Este test se aplico a un grupo piloto de 70 estudiantes, de los cuales

23 eran estudiantes universitarios y los demads, estudiantes de décimo grado de un

colegio privado de la ciudad de Medellin.

La siguiente tabla resume las principales caracteristicas de los grupos y subgrupos:

Tabla 5: Caracteristicas de los grupos y de los subgrupos que respondieron el test.

Grupos Subgrupos Caracteristicas Total estudiantes
Universitarios  de | Un grupo de | Edades entre 18 y 23
una Universidad | Célculo I del | 26 afios.
publica de la ciudad | programa .
de Medellin. Microbiologia Sqmestre. 2 en e?

. primer  semestre;
Industrial y
. 14 en el segundo
Ambiental. i
semestre; 3 en el
tercer semestre; 2
en el cuarto
semestre y 2 en el
quinto semestre.
Hay 17 mujeres y 6
hombres.
Estudiantes de | Décimo A Edades entre 15 y 30
secundaria de un 17 afios.
Coleglo. Privado de Hay 14 mujeres y
la ciudad de 16 hombres
Medellin. i
Décimo B Edades entre 15 y 17

16 anos.

Hay 5 mujeres y 12
hombres.
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Total 70

Las siguientes graficas nos muestran las caracteristicas principales de los participantes,

de acuerdo a su grupo, a su edad y a su género.

Tabla 6: Grafica del porcentaje de los estudiantes que participaron en el test, segun el grupo al que
pertenecen.

Estudiantes que participaron en el test

m Universitariog
m Seamdaria 10A

m Secundaria 10B

Tabla 7: Frecuencia de la edad de los estudiantes que participaron en el test.

Edad Frecuencia
15 13
16 31
17 2
18 5
19 7
20 6
21 3
25 1
26 1

NR 1

Total 70

general
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Tabla 8: Numero de estudiantes que participaron en el test de acuerdo a su edad.

Nuamero de estudiantes

Numero de estudiantes que participaron en el

test de acuerdo a su edad

35 4

30 A

25 4

20 7

15 A
10 A

15 16

17 18

19 20

Edad (aiios)

Tabla 9: Relacion entre la edad y el género de los estudiantes que participaron en el test.

Edad # de #de NR | Total
Mujeres Hombres
15 7 6 13
16 10 21 31
17 2 2
18 3 2 5
19 4 3 7
20 6 6
21 2 1 3
25 1 1
26 1 1
NR 1 1
Total 36 33 1 70
general
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Tabla 10: Grafica de nimero de estudiantes segtn su género Vs. edad.

Edad
25
% ‘)O_
LI
£ 10 -

<
H 5
0 -
15 16 17 18 19 20 21 25 26 NR
Edad (aiios)

Numero de estudiantes mujeres u hombres Vs.

mZ deMujeres
mZ de Hombres
NR

5.6.3 Analisis de las respuestas de los estudiantes por bloques de preguntas.

A continuacion se presenta un breve andlisis de las respuestas correctas de los

estudiantes por bloques de preguntas. Es importante tener en cuenta que el analisis

estadistico de cada pregunta se presenta en el anexo D.

Bloque 1:

La siguiente tabla nos muestra la frecuencia y el porcentaje respectivo de respuestas

correctas de los estudiantes en las preguntas del bloque 1:

Tabla 11: Frecuencia y porcentaje de respuestas correctas del bloque 1.

Bloque 1 | Frecuencia | Porcentaje
(# de
estudiantes)
P1 55 78,6%
P2 46 65,7%
P3 51 72,9%
P4 51 72,9%
P5 28 40,0%
P6 38 54,3%
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P7 52 74,3%
P12 43 61,4%
P13 41 58,6%
P21 57 81,4%
P23 52 74,3%

Promedio 47 66,8%

Se puede observar que entre el 60% y el 70% de los estudiantes estan razonando en el
nivel 1 o en niveles superiores, porque han logrado superar las habilidades,

conocimientos o caracteristicas de niveles inmediatamente anteriores.

Bloque 2:

La siguiente tabla nos muestra la frecuencia y el porcentaje respectivo de respuestas

correctas de los estudiantes en las preguntas del bloque 2:

Tabla 12: Frecuencia y porcentaje de respuestas correctas del bloque 2.

Bloque 2 | Frecuencia | Porcentaje
(# de
estudiantes)

P8 22 31,4%
P9 29 41,4%
P10 29 41,4%
P14 49 70,0%
P15 43 61,4%
P16 61 87,1%
P17 28 40,0%
P18 29 41,4%
P19 30 42,9%
P22 51 72,9%
P31 46 65,7%

Promedio 38 54,2%

El bloque 2 se relaciona directamente con el nivel II de razonamiento. Se puede
percibir que los porcentajes mas altos, en cada una de estas preguntas, se relacionan
con la respuesta correcta. Parece ser que entre el 50% y el 60% de los estudiantes ya

estan razonando en el nivel II de analisis.
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Bloque 3:

La siguiente tabla nos muestra la frecuencia y el porcentaje respectivo de respuestas

correctas de los estudiantes en las preguntas del bloque 3:

Tabla 13: Frecuencia y porcentaje de respuestas correctas del bloque 3.

Bloque 3 | Frecuencia | Porcentaje
P11 35 50,0%
P20 36 51,4%
P24 27 38,6%
P25 21 30,0%
P26 50 71,4%
P27 46 65,7%
P28 49 70,0%
P29 53 75,7%
P30 60 85,7%

Promedio 42 59,8%

Las preguntas del bloque 3 se relacionan directamente con los descriptores del nivel III
de razonamiento. Se puede percibir que aproximadamente entre el 50% y el 60% de
los estudiantes respondieron acertadamente estas preguntas y, tal vez, pudieron
alcanzar los conocimientos, las habilidades y las caracteristicas del nivel III de

razonamiento.

El anterior analisis se hizo de manera grupal y no nos dice mucho acerca del avance en
el nivel de razonamiento de un estudiante determinado, dado que la comprension es
individual. Para ello, se hace necesario utilizar otras herramientas estadisticas que nos
permitan ubicar realmente a un estudiante en uno de los niveles de razonamiento de

Van Hiele.

268



6 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este capitulo se presentan los principales resultados que se obtuvieron en el estudio.
En particular, se responde la pregunta de investigacion y se plantean otras propuestas

que podrian ser futuras lineas de investigacion.

6.1 CONSECUCION DE LOS OBJETIVOS.

6.1.1 Objetivo general.

El objetivo general que nos propusimos en este estudio, fue “analizar la comprension
del concepto de elipse como lugar geométrico, en el contexto del modelo educativo de
Van Hiele, utilizando la geometria del doblado de papel, con los estudiantes del grado
décimo de una LE de la ciudad de Medellin o con estudiantes universitarios de
primeros semestres de cursos de matemdticas basicas”. Para la consecucion de este

objetivo, realizamos las siguientes actividades:

Planteamos unos descriptores hipotéticos de los niveles de razonamiento de Van Hiele
para la comprension del concepto de elipse como lugar geométrico, basados en los
postulados del modelo de Van Hiele, en la tematica particular y en la experiencia
docente en la ensefianza de la elipse. Estos descriptores se fueron refinando a medida

que se avanzaba en el trabajo de campo.

Disefiamos un guion de entrevista preliminar de cardcter socratico, con preguntas
inquisitivas basadas en la visualizacion de construcciones hechas mediante el doblado
de papel y con aportes de informacidn, para que nos permitiera caracterizar el proceso
de comprension de los estudiantes frente al concepto de elipse como lugar geométrico.
Este guién de entrevista estaba disefiado de tal manera que las preguntas
correspondieran con los descriptores hipotéticos antes planteados. Tanto la entrevista,
como los descriptores fueron corregidos, ampliados o mejorados durante la fase de

experimentacion con los estudiantes del estudio de casos.
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Realizamos entrevistas individuales, con cada uno de los cinco estudiantes del estudio
de casos, para analizar su comprension del concepto de elipse y caracterizar su proceso
de razonamiento a la luz de los descriptores. Entre los factores determinantes para
detectar el nivel en el que estaba razonando, se encuentran la forma como el estudiante
se expresaba, es decir, el lenguaje utilizado, la ampliacion o modificacion de su

vocabulario, sus gestos y la forma en que salia de sus estados de conflicto interno.

Esto permitid caracterizar su comprension y ubicarlo en uno de los niveles, de acuerdo
con nuestros descriptores propuestos para tal fin. El paso del estudiante por nuestra
entrevista, no so6lo nos permitié detectar su nivel, sino que se convirtid6 en una
experiencia de aprendizaje para el estudiante, pues le ayudd a avanzar en su nivel de

razonamiento.

El estudio de casos se llevo a cabo con cinco estudiantes del grado décimo de una
Institucion Educativa de la ciudad de Medellin. No se tuvieron estudiantes de los
primeros semestres universitarios, porque creemos que la comprension de estos
conceptos, desde su componente geométrica, debe darse en los ultimos grados de

bachillerato.

Las preguntas del guion de entrevista se basaron en la visualizacion de construcciones
geométricas mediante el doblado de papel. Es decir, el estudiante podia llegar a la
comprension del concepto gracias a un mecanismo visual — geométrico que le

brindaban las construcciones hechas en papel.

Por lo tanto, se puede afirmar que el objetivo de nuestro trabajo se cumplié. El
capitulo cuatro contiene el andlisis de la comprensién del concepto de elipse como
lugar geométrico, de cada uno de los cinco estudiantes del estudio de casos, y el
analisis del desempeio de los estudiantes de acuerdo a cada uno de los descriptores de
nivel. Finalmente, se triangul6 toda la informacion y en el capitulo 5, se mostro que
los descriptores finales cumplian con las propiedades secuencialidad fija, adyacencia,
distincion, separacion, lenguaje y consecucion. Ademas, la entrevista cumplio con las

diez caracteristicas: intencionalidad, lenguaje, conceptos basicos, experiencias previas,
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didlogo inquisitivo, pensamiento discursivo, aportes de informacion, problematizacion
con las ideas, paso por los tres momentos y construccion de la red de relaciones

respectiva.

6.1.2 Objetivos especificos.

Los objetivos especificos que nos planteamos en esta investigacion, fueron:

Diseriar y evaluar un guion de entrevista de caracter socratico, con preguntas basadas
en la visualizacion de construcciones elaboradas mediante el doblado de papel, que
permita detectar el nivel de razonamiento en que se encuentra un estudiante en la
comprension del concepto de elipse como lugar geométrico y que, igualmente, se
convierta en una experiencia de aprendizaje para avanzar en su nivel de

razonamiento.

Determinar los descriptores para ubicar a un estudiante en uno de los niveles de

razonamiento de Van Hiele, en relacion al concepto de elipse, utilizando la geometria

del doblado de papel.

Plantear una propuesta metodologica alternativa, que surge del guion de entrevista,
para lograr una adecuada comprension del concepto de elipse como lugar geométrico

en el aula de clase.

En efecto, se disefio, se evalto y se refind un guidn de entrevista de caracter socratico
con preguntas inquisitivas que se basaban en la visualizacion de construcciones hechas
mediante el doblado de papel. El paso del estudiante por la entrevista se convirtio en
una experiencia de aprendizaje, pues corroboramos que todos los estudiantes pudieron
avanzar en su nivel de razonamiento. Ademds, el guidon nos permitid caracterizar y
analizar el proceso de comprension de cada uno de nuestros estudiantes del estudio de
casos. Cuatro de ellos quedaron en el nivel III y uno, en el nivel II. Por lo tanto el
guion de entrevista se convierte en una propuesta metodologica para la comprension

del concepto de elipse como lugar geométrico.
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En el proceso que llevamos a cabo para dar consecucion al objetivo general,
disefiamos, evaluamos y refinamos unos descriptores de los niveles de razonamiento de
Van Hiele para la comprensiéon del concepto de elipse como lugar geométrico,
mediante el doblado de papel. Estos descriptores se plantearon inicialmente como
hipotéticos, pero se fueron refinando a medida que se desarrollaba el trabajo de campo.
Finalmente, pudimos corroborar que con estos descriptores si se caracterizé el proceso
de comprension del concepto objeto de estudio, de los cinco estudiantes, porque se
refinaron en el contexto particular gracias a la interaccion entre estudiante y

entrevistador.

Aunque el disefio de un test no estaba dentro de los objetivos especificos de nuestra
investigacion, decidimos hacer una generalizacion que nos permitiera extender nuestra
entrevista a un gran numero de estudiantes y poder validarla con cierta rigurosidad a
través de un andlisis estadistico descriptivo. Sin embargo, el analisis que logramos del
test no nos permitié ubicar a cada uno de los participantes en uno de los niveles de
razonamiento, pues se hizo una descripcion de caracter grupal por bloques de
preguntas. Esto nos permitio hacer una interpretacion del comportamiento del grupo
piloto en los bloques de preguntas que se relacionan directamente con los niveles I, I y

III.

6.2 RESPUESTA A LA PREGUNTA DE INVESTIGACION.

La pregunta de investigaciéon que nos planteamos en el presente estudio fue: ;jcomo
comprenden los estudiantes el concepto de elipse como lugar geométrico mediante la

geometria del doblado de papel, en el contexto del modelo educativo de Van Hiele?

Los descriptores finales nos permitieron caracterizar el proceso de comprension de los
cinco estudiantes del estudio de casos y descubrir el nivel en el que estaban razonando.
Estos descriptores refinados, cumplieron con las seis propiedades propias de los niveles
de Van Hiele, y su ubicacion correcta en dichos niveles, permitié establecer las
principales caracteristicas del razonamiento en cada uno de estos niveles, con respecto

al concepto de elipse como lugar geométrico. El paso del estudiante por el guion de
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entrevista de caracter socratico, le permitié avanzar en su nivel de razonamiento, y a
nosotros como investigadores, detectar el nivel en el que estaba razonando, con base en

los descriptores.

Las propiedades de los niveles de razonamiento, con relacion a nuestros descriptores,
nos permitieron explicar como comprenden finalmente los estudiantes el concepto de
elipse como lugar geométrico: los estudiantes no podian avanzar al nivel
inmediatamente superior si no habian superado el nivel anterior, es decir, ellos iban
perfeccionando la forma de razonar a medida que avanzaban en su nivel; los
estudiantes percibian ciertas relaciones en un nivel inferior y las hacian explicitas en el
nivel inmediatamente superior; para avanzar al nivel inmediatamente superior, los
estudiantes debian reorganizar y reinterpretar los conocimientos que tenian en el nivel
anterior; dos estudiantes que razonaban en diferentes niveles no podian comprenderse
en lo que se refiere al concepto objeto de estudio; los estudiantes exhibian un lenguaje
especifico, de acuerdo con el nivel en el que estaban razonando, y, cabe resaltar, que el

progreso de un nivel al siguiente fue un proceso gradual y progresivo.

De acuerdo con Van Hiele, se tuvo presente la forma como se expresaban los
estudiantes, sus gestos, su lenguaje, su vocabulario, en las respuestas de la encuesta, en
sus materiales y en la entrevista individual de caracter socratico. Esto nos ayudo
notablemente a analizar su comprension. La idea siempre fue que, por medio de
preguntas y didlogos inquisitivos, exhibieran su proceso de comprensiéon y nos
permitieran, de acuerdo con nuestros descriptores, caracterizar dichos procesos de

manera individual.

Las situaciones que les planteamos a los estudiantes en el guién de entrevista
estuvieron basadas en la visualizacion de construcciones hechas mediante el doblado
de papel, es decir, el razonamiento de los estudiantes se basaba en la componente
visual — geométrica que brinda la geometria del doblado de papel. Estas situaciones
fueron nuevas para los estudiantes y con base en ciertos aportes de informacion,
lograron llegar a conclusiones realmente sorprendentes (como llegar al hecho de que

tanto la mediatriz como la circunferencia eran lugares geométricos), que finalmente les
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permitieron comprender el concepto de elipse como lugar geométrico. Luego, el uso
de la geometria del doblado y el uso de las directrices del modelo de Van Hiele, nos
responden la segunda parte de la pregunta: “mediante la geometria del doblado de

papel, en el contexto del modelo educativo de Van Hiele”.

6.3 APORTES A LA EDUCACION MATEMATICA.

El concepto de elipse es de gran importancia para la fisica y la matematica, pues en el
caso de la primera, los planetas giran en orbitas elipticas alrededor de un sol ubicado en
uno de los focos y, en el caso de la segunda, por sus aplicaciones en el calculo y la
geometria. Por eso, nuestro trabajo enfatizd en la comprension del concepto de elipse
como lugar geométrico, mediante la geometria del doblado de papel. Sin embargo, es
importante tener en cuenta que para la mayoria de estudiantes, suele ser muy facil
comprender el concepto de elipse a través del dibujo de su contorno con un lapiz,
utilizando una cuerda amarrada con dos clavos. Teniendo en cuenta lo anterior,
nuestro trabajo es novedoso, porque no sélo se logra la comprension del concepto de
elipse como lugar geométrico, sino que se logra también la comprension de conceptos
como mediatriz y circunferencia como lugares geométricos, el mismo concepto de

lugar geométrico se aborda en nuestra entrevista y el concepto de equidistancia.

Son muchos los conceptos, propiedades y relaciones de la geometria euclidiana que se
logran mediante la geometria del doblado de papel y que estan inmersos en nuestra
entrevista: por un punto pasan infinitas rectas e infinitos dobleces; por dos puntos pasa
una sola recta o un solo doblez; relacion doblez segmento de recta; segmentos
congruentes mediante el doblado; construccion de rectas perpendiculares mediante el
doblado; la visualizaciéon de suma de segmentos también mediante el doblado; las
construcciones de la mediatriz, la circunferencia y la elipse mediante el doblado. De
hecho, abordar las construcciones de la circunferencia o de la elipse, mediante el
doblado de papel, como envolventes de mediatrices, es el primer paso para hablar de
haz de tangentes y de calculo infinitesimal. Por lo tanto, esta forma de abordar la

elipse trae muchos beneficios académicos para el estudiante.

274



Nuestro guion de entrevista de caracter socratico, es un aporte a la Educacion
Matematica, porque no so6lo le permitid al estudiante avanzar en su nivel de
razonamiento frente al concepto de elipse como lugar geométrico, sino que a nosotros

como investigadores, nos permitié descubrir el nivel en el que estaba razonando.

En este estudio, hemos comprobado que los estudiantes logran la comprension de
muchos conceptos geométricos con base en la visualizacion de construcciones que se
pueden hacer de manera facil y divertida, mediante el doblado de papel. Incluso,
nuestro aporte a la Educacion Matematica en este sentido, se centra en el
establecimiento de los conceptos primitivos de la geometria del doblado de papel, la
reformulacion de su axiomadtica y su aplicacion a las secciones conicas que logramos

en el capitulo 3.

En otras palabras, pudimos comprobar que el doblado de papel enriquece el modelo
educativo de Van Hiele, a causa de la componente visual — geométrica de sus
construcciones, que permite en un primer momento, el reconocimiento visual y, en un
segundo momento, el establecimiento de propiedades y la asociacion de las mismas.
Ademas, le aporta una componente de tipo experimental, pues el estudiante puede
realizar y visualizar sus propias construcciones y, con base en ellas, llegar a la

comprension de un concepto.

6.4 FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION.

Nuestro trabajo de investigacion deja abiertas varias lineas futuras de investigacion.

Entre ellas, estan:

- La realizacion de un modulo de instruccion que esté en correspondencia con las
fases de aprendizaje del modelo educativo de Van Hiele, para lograr que un
estudiante avance de un nivel al siguiente en la comprension de concepto de elipse

como lugar geométrico.

275



El disefio de entrevistas de caracter socratico para la comprension del concepto de
hipérbola o de pardbola mediante la geometria del doblado de papel en el contexto
de Van Hiele. Ademas, del disefio de los descriptores de los niveles de

razonamiento correspondientes para cada concepto respectivo.

La realizacién de un guién de entrevista de caracter socratico para la comprension
de la axiomatica de la geometria del doblado de papel, también en el contexto de

Van Hiele.

La realizacion de investigaciones sobre la comprension de otros conceptos

geométricos 0 matematicos mediante la geometria del doblado de papel.

Investigaciones tedricas que permitan demostrar que la geometria del doblado de
papel si es un sistema axiomatico. Para cumplir con la condiciéon de suficiencia

hacen falta establecer teoremas que permitan deducir nuevos hechos geométricos.
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ANEXOS
ANEXO A: ENCUESTA

GENERALIDADES DE GEOMETRIA EUCLIDIANA

Apreciado estudiante:

Te solicito responder todas las preguntas que se presentan a continuacion con toda la
sinceridad posible, de acuerdo con los conocimientos que tengas sobre geometria. Es
importante que escribas todo lo que se te ocurra. En caso de no responder la pregunta,
escribe el motivo, dado que es una gran ayuda para mi trabajo de investigacion. De

antemano, muchas gracias por tu valiosa colaboracion.

1. Escribe tus ideas acerca de lo que entiendes por punto.

2. Escribe tus ideas acerca de lo que entiendes por recta.

3. Escribe tus ideas acerca de lo que entiendes por plano.

4. Por un punto, /cudntas rectas crees que pasen? Ilustra la situacion.

5. Por dos puntos, ;cuantas rectas crees que pasen? Ilustra la situacion.

6. (Puedes construir un segmento de recta en una hoja de papel? ;Como lo hiciste?

7. (Cuantos puntos puedes dibujar sobre el doblez que construiste en la hoja de papel?

8. (Es posible construir un punto en una hoja de papel, sin hacer marcas con un lapiz?

(Como lo harias?
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9. (Cuantos dobleces pasan por un punto? Ilustra la situacién en una hoja.

10. ;Cuantos dobleces pasan por dos puntos? Ilustra la situacion en una hoja.

11. ;Es posible considerar una hoja de papel como un andlogo al plano geométrico

euclidiano? Justifica tu respuesta.

12. Escribe tus ideas acerca de lo que entiendes por recta tangente.

13. Escribe tus ideas acerca de lo que entiendes por recta secante.

14. ;En cudl de las siguientes curvas, la recta I; es tangente y en cudl es secante? Justifica

tu respuesta.

15. Escribe tus ideas acerca de lo que entiendes por rectas perpendiculares.

16. Escribe tus ideas acerca de lo que entiendes por recta mediatriz.

17. Escribe tus ideas acerca de lo que entiendes por circunferencia.
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ANEXO B: TEST

IDENTIFICACION DEL ESTUDIANTE

Institucion:

Programa:

Semestre:
Edad:

Sexo:

En cada una de las siguientes preguntas, marca con un X la opcién que consideres correcta.

Si eliges la opcion e, por favor escribe la respuesta que consideres adecuada.

11

22

33

10

21

32

20

31

19

30

18

29

17

28

16

27

15

26

14

25

13

24

12

23
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INSTRUCCIONES

Para las siguientes preguntas, debes elegir la opcion que consideres correcta,
dentro de las cinco posibilidades dadas (a, b, c, d, €). Solo debes elegir una
respuesta. Por favor, no dejes ninguna pregunta en blanco y no respondas al

azar

La opcion e, equivale a “ninguna de las anteriores”. Esta opcidn sélo la debes
elegir cuando no entiendas la pregunta o cuando creas que la respuesta
correcta no esta en las opciones a, b, ¢, d. En este caso, escribe la respuesta

que consideres adecuada en la hoja de respuestas.
Es posible que en algunas preguntas, creas que hay dos opciones de respuesta.
En este caso, elije la opcidn que te parezca mas precisa desde el punto de vista

geométrico.

No pases a la pregunta siguiente sin haber respondido la anterior y no te

devuelvas a preguntas abordadas anteriormente.

Es fundamental que tengas muy presente los aportes de informacidén que te

dan, porque se van a utilizar en preguntas posteriores.

Muchas gracias por tu colaboracion.
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1. Considera dos puntos en una hoja de papel, ;cuantas rectas crees que pasan
por dichos puntos?

. Muchas rectas.
. Dos rectas.

. Infinitas rectas.

a
b

c¢. Solo una recta.

d

e. Ninguna de las anteriores.
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2. Considera dos puntos en una hoja de papel, ;cudntos dobleces crees que
pasan por dichos puntos?

a. Infinitos dobleces.

b. Dos dobleces.

¢. Muchos dobleces.

d. Un solo doblez.

e. Ninguna de las anteriores.
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3. ;Cuantos segmentos crees que conectan los dos puntos marcados en la hoja
de papel?

a. Tres segmentos, si al menos uno de esos puntos es un extremo.
b. Si los dos puntos son sus extremos, s6lo un segmento.

c¢. Dos puntos pueden conectar muchos segmentos.

d. Muchos segmentos pasan por esos dos puntos.

e. Ninguna de las anteriores.
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4. Mediante el doblado de papel, ;como determinarias el punto medio del
segmento trazado en la hoja?

a. Llevando un lado del cuadrado exactamente sobre el otro lado.

b. Si es posible determinar el punto medio con el doblado de papel, pero
no sabria como hacerlo.

¢. Llevando un punto extremo del segmento exactamente sobre el otro
punto extremo.

d. Con el doblado de papel no es posible encontrar el punto medio de un
segmento.

e. Ninguna de las anteriores.
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5. Se marcan dos puntos en una hoja de papel. Si se lleva un punto
exactamente sobre el otro punto, ;qué relacion encuentras entre el doblez
hecho y el segmento que une los dos puntos?

RS A

El doblez y el segmento se interceptan en un punto.

El doblez hecho pasa por el punto medio del segmento.

Los extremos del segmento estan a igual distancia del doblez hecho.

El doblez hecho pasa perpendicularmente por el punto medio del
segmento.

Ninguna de las anteriores.
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6. De acuerdo con la figura, ;qué puedes decir acerca de las medidas de los

segmentos RN y RP? (Por qué?

L

a. Tienen la misma medida porque R es el punto medio del segmento.

b. Tienen medidas diferentes porque solo se llevo el punto N sobre el
punto P.

c. Los puntos Ny P estan a la misma distancia del punto R.

d. La medida del segmento NP se divide en dos partes.

e. Ninguna de las anteriores.

291



7. (Crees que el doblez que se hace cuando se lleva el punto N sobre el punto

P es perpendicular al segmento NP ? ;Por qué?

L

a. Si, porque forman entre si un plano cartesiano.
b. No, porque no forman dngulos de 90°.

c. Si, porque al intersecarse forman angulos de 90°.
d. No, porque se cortan en el punto medio.

e. Ninguna de las anteriores.
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Aporte de informacion:
Se llama mediatriz a la recta que corta perpendicularmente al segmento
en su punto medio.

8. Considera un punto M, diferente del punto medio R, sobre la mediatriz del
segmento NP, ;qué puedes decir acerca de las medidas de los segmentos
MN y MP? Por qué?

a. Son iguales, porque cuando llevo el punto N sobre el punto P,
coinciden.

El punto M siempre estd a la misma distancia del punto medio R.

Son iguales porque el punto M esta en la mitad del segmento NP .

. Son iguales porque siempre se forma un triangulo.

Ninguna de las anteriores.

P R0
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Aporte de informacion:
Un punto equidista de otros dos puntos si estd a una misma distancia de

estos.

9. (Cualquier punto que esté sobre la mediatriz de un segmento, equidista de
sus extremos? ;Por qué?

a. Si, porque siempre se forma un triangulo.

b. No, s6lo algunos puntos equidistan de los extremos del segmento.

c. Si, porque las distancias, desde los extremos del segmento a un punto
cualquiera de la mediatriz, son iguales.

d. Si, porque es un punto que pertenece a la mediatriz y ésta pasa por el
punto medio del segmento.

e. Ninguna de las anteriores.
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Aporte de informacion:
Se llama lugar geométrico a un conjunto de puntos que satisfacen una
propiedad.

10.;Es la mediatriz de un segmento cualquiera, un lugar geométrico? En caso
afirmativo, ;cual es la propiedad que cumple el conjunto de puntos para
pertenecer a este lugar geométrico?

Si, porque la mediatriz pasa por el punto medio del segmento.

b. No, porque el conjunto de puntos no cumple con una propiedad
determinada.

¢. Si, porque es un conjunto de puntos que satisfacen una propiedad.

d. Si, porque el conjunto de puntos que pertenece a la mediatriz de un

segmento equidista de sus extremos.

®

e. Ninguna de las anteriores.
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11.Considera tres puntos N, P y O cualesquiera en una hoja de papel y se

construye la mediatriz del segmento NP. Luego, considera el punto M

como la interseccion del segmento NO con la mediatriz.

Sea r la medida del segmento NO, que es igual a la suma de las medidas
de los segmentos NM y MO, ;qué podrias afirmar acerca de la suma de
las medidas de los segmentos MP y MO ? (Por qué?

a.

b.

La suma de los segmentos es una constante cualquiera, que no es
posible determinar.

La suma de los segmentos es la constante r, porque M equidista de los
puntos Py N.

MP y MO tienen la misma medida porque M pertenece a la mediatriz

del segmento NP .

. La suma de los segmentos es una constante cualquiera, no

necesariamente igual a r, porque no se conocen las distancias.
Ninguna de las anteriores.
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12.;Cuantos dobleces crees que pueden pasar por un punto marcado sobre una
hoja de papel?

a. Infinitos dobleces.

b. Solo 4 dobleces.

¢. Muchos dobleces.

d. Dos dobleces.

e. Ninguna de las anteriores.
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13.Se realizan dobleces que pasen por el punto O como se muestra en la
figura.

Posteriormente, se lleva un doblez exactamente sobre el doblez
consecutivo. Después, se marca un punto diferente de O en un doblez
cualquiera.

(Es posible trasladar este punto a los demés dobleces conservando su
distancia al punto O? En caso afirmativo, ;como harias este proceso de
traslacion?

a. No es posible, porque no se conserva la distancia al punto O.

b. Si es posible, doblando la hoja en los dobleces dados y calcando el
punto en otro doblez.

c. Si es posible, llevando un doblez sobre el doblez consecutivo y
calcando el punto en dicho doblez.

d. Mediante el doblado de papel, no es posible trasladar este punto a los
demads dobleces.

e. Ninguna de las anteriores.
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14.Después de haber trasladado el punto, ;se puede afirmar que todos los
puntos equidistan del punto O? ;Por qué?

a. Si, porque ese fue el proceso de traslacién que se hizo.

b. No, porque cuando se trasladaron los puntos, algunas distancias
quedaron mas grandes que otras.

¢. Si, porque cuando se hizo el proceso de traslacion, todos los puntos
quedaron a una misma distancia del punto O.

d. Si, porque el punto O es el punto medio.

e. Ninguna de las anteriores.
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15.;Es posible continuar con este proceso de traslacion de manera infinita?
(Por qué?

No es posible, porque no se pueden encontrar mas dobleces.

Si es posible, siempre y cuando el papel lo permita.

No es posible, porque la hoja de papel tiene limites.

. Si es posible, porque se pueden hacer muchos dobleces que pasen por el
punto O.

R S

e. Ninguna de las anteriores.
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16.Este conjunto de puntos permite intuir la nociéon de circunferencia, ;qué
propiedad cumplen estos puntos?

. Que pertenecen a una circunferencia.
. Que equidistan del punto O.

Que pertenecen a un circulo.

. Que tienen el mismo radio.

e an T

Ninguna de las anteriores.
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17.Se marca un punto N sobre una circunferencia y se lleva sobre el punto O.

(Qué relacion existe entre el doblez resultante y el segmento que une

ambos puntos?

R S

El doblez y el segmento NO se interceptan en un punto.
El doblez hecho pasa por el punto medio del segmento NO .

El segmento NO se divide en dos partes iguales.
El doblez hecho pasa perpendicularmente por el punto medio del

segmento NO.
Ninguna de las anteriores.
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18.Se marcan otros puntos sobre la circunferencia y se llevan sobre el punto
O. (Son los dobleces resultantes mediatrices de los segmentos
respectivos? ;Por qué?

a. Si, porque el doblez pasa por el punto medio de cada segmento.

b. No, porque el doblez no pasa por el punto medio de cada segmento.

¢. No, porque los dobleces construidos y los segmentos respectivos no son
perpendiculares.

d. Si, porque al llevar un punto sobre otro punto, se estd construyendo la
mediatriz del segmento que une ambos puntos.

e. Ninguna de las anteriores.
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19.Si se pudiera llevar cada uno de los puntos de una circunferencia sobre su
centro, ;qué figura envuelve el conjunto de mediatrices asi construido?
(Por qué?

a. Un circulo, porque los puntos estdn a una misma distancia del centro.
b. Una circunferencia porque todos los puntos equidistan del centro.

¢. Una circunferencia, porque estd envuelta por mediatrices.

d. Un circulo, porque tiene forma redonda.

e. Ninguna de las anteriores.
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20.Considera una circunferencia con centro O y radio r. Sea N un punto
cualquiera de la circunferencia y P un punto que estd en la region limitada
por la circunferencia.
Se obtiene M como la interseccion de la mediatriz de NP con el segmento
NO.

(Cual es la relacion que existe entre el radio de la circunferencia y la suma
de las medidas de los segmentos PM y MO ? ;Por qué?

a. Son iguales. La suma de las medidas de los segmentos PM y MO es la
constante r, porque M equidista de los puntos N y P.

b. Son diferentes, pues la suma de las medidas de los segmentos PM y
MO es un niimero que no es posible determinar.

c. PM y MO tienen la misma medida porque M pertenece a la mediatriz
del segmento NP . Por lo tanto, su suma es igual a r.

d. No se pueden relacionar, porque no se conocen las medidas de los

segmentos.
e. Ninguna de las anteriores.
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21.Se marcan otros puntos sobre la circunferencia y se construyen dobleces
que surgen de llevar los puntos de la circunferencia sobre el punto P.
Describe la figura que crees que envuelve el conjunto de mediatrices asi
construido.

a. Una figura similar a una circunferencia.
b. Una elipse.

c. Una espiral.

d. Un o6valo.

e. Ninguna de las anteriores.
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22.La siguiente figura es el resultado de construir dobleces que surgen de
llevar los puntos de la circunferencia sobre el punto P. ;Crees que la figura
envuelta por el conjunto de mediatrices es una circunferencia? ;Por qué?
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a. Si, pero mas achatada. Todos los puntos tienen la misma distancia a O.

b. Si, todos los puntos equidistan del punto P.

c. Si, mas corrida hacia la izquierda. Todos los puntos equidistan del
centro.

d. No, los puntos de la figura no equidistan de los puntos O y P, ni del
centro de la figura.

e. Ninguna de las anteriores.
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23.Considere una circunferencia con centro O, radio r y un punto P que esta
en la region limitada por dicha circunferencia. En esta se realiza el
siguiente proceso:
e Se ubica cualquier punto N de la
circunferencia.
e Se resalta el doblez que se forma
cuando se pone el punto N sobre el
punto P.
e Se traza el segmento NO y se nombra
M al punto de interseccion entre NO y
la mediatriz del segmento NP.
e Se traza el segmento MP.

Si se realiza este proceso en la figura construida anteriormente, ;se podria
afirmar que el punto M pertenece a la figura envuelta por las mediatrices?
(Por qué?
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a. Si, porque M es el punto de interseccion entre NO y la mediatriz del
segmento NP.

b. Si, porque en la figura se visualiza que M pertenece al contorno de la
figura interior.

c. Si, porque la suma de las medidas de los segmentos NM y MO es el
radio de la circunferencia.

d. No, porque la distancia entre los puntos M y O es arbitraria.

e. Ninguna de las anteriores.
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24.Sabiendo que r es el radio de la circunferencia ;cudl es el resultado de

sumar las medidas de los segmentos OM y MP? JPor qué?
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a. Los segmentos MP y MO tienen la misma medida porque M pertenece

a la mediatriz del segmento NP . Por lo tanto, su suma es r.

b. La suma es una constante cualquiera mayor que r.

c. La suma es una constante cualquiera, porque no se conocen las
distancias.

d. La suma es la constante r, porque M equidista de los puntos P y N.
Seria lo mismo sumar las medidas de los segmentos OM y MP que las

medidas de los segmentos OM y MN.
e. Ninguna de las anteriores.

309



25.Se marca otro punto N de la circunferencia y se realiza el proceso
mencionado anteriormente. ;Cudl es el resultado de sumar las medidas de

los segmentos OM y MP ?

a. Los segmentos MP y MO tienen la misma medida porque M pertenece

a la mediatriz del segmento NP . Por lo tanto, su suma es .

b. La suma es una constante cualquiera mayor que r.

c. La suma es una constante cualquiera, porque no se conocen las
distancias.

d. La suma es la constante r, porque M equidista de los puntos P y N.
Serfa lo mismo sumar las medidas de los segmentos OM y MP que las

medidas de los segmentos OM y MN .
e. Ninguna de las anteriores.

310



26.De nuevo se marca otro punto N de la circunferencia, tal que N, P y O
estén sobre una misma recta y se realiza el proceso mencionado
anteriormente. ;Cudl es el resultado de sumar las medidas de los

segmentos OM y MP?

RORRRER
ARSI (et ]/ /

\ h-n“?r' SR \“ I 'h'fq
\-tg%.&%éﬁ:ﬁq&}!ﬁ-wtm’l

S A
‘\\\\}“\‘l \
‘“‘I.!.III

g_..‘,‘:‘\\
Sy

O E“ tsgv\.
e

a. Los segmentos MP y MO tienen la misma medida porque M pertenece
a la mediatriz del segmento NP . Por lo tanto, su suma es r.
b. La suma es una constante cualquiera mayor que r.

c. La suma es una constante cualquiera, porque no se conocen las
distancias.

d. La suma es la constante r, porque M equidista de los puntos P y N.
Seria lo mismo sumar las medidas de los segmentos OM y MP que las

medidas de los segmentos OM y MN.
e. Ninguna de las anteriores.
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27.S1 se marca un punto cualquiera N sobre la circunferencia y se realiza de
nuevo el proceso, ;jes posible afirmar que el resultado de sumar las
medidas de los segmentos OM y MP es el radio de la circunferencia?
(Por qué?

ISR

a. Si es posible. MP y MO tienen la misma medida porque M pertenece

a la mediatriz del segmento NP . Por lo tanto, su suma es r.

b. No es posible, porque la suma de las medidas de los segmentos es una
constante cualquiera, que no es posible determinar.

¢. No es posible, porque no se tiene informacion sobre las medidas de los
segmentos respectivos.

d. Si, siempre suman la constante r, porque M equidista de los puntos P y
N. Serfa lo mismo sumar las medidas de los segmentos OM y MP que
las medidas de los segmentos OM y MN.

e. Ninguna de las anteriores.
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28.S1 M es un punto que pertenece al contorno de la figura, ;es posible
afirmar que la suma de sus distancias a los puntos especificos O y P es una
constante? ;Por qué?
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a. No, porque la suma de las medidas de los segmentos OM y MP es una
constante cualquiera.

b. No, porque en algunos casos, la suma de las medidas de los segmentos
OM y MP es el radio de la circunferencia.

¢. Si, porque en todos los casos la suma de las medidas de los segmentos

OM vy MP es el radio de la circunferencia, que es una constante.
d. Si, porque MP y MO tienen la misma medida en todos los casos.

e. Ninguna de las anteriores.
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29.;Cuadl es la propiedad que cumplen los puntos de la figura construida?
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a. El conjunto de puntos de la figura equidista de los puntos O y P.

b. El conjunto de puntos de la figura cumple que la suma de sus distancias
a los puntos O y P es una constante.

¢. El conjunto de puntos de la figura cumple que la suma de las medidas
de los segmentos OM y MP es el radio de la circunferencia.

d. El conjunto de puntos de la figura cumple que estdn a una misma
distancia del punto P.

e. Ninguna de las anteriores.
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Aporte de informacion:
La figura envuelta por el conjunto de mediatrices construido, recibe el
nombre de elipse.

30.;Es la elipse un lugar geométrico? ;Por qué?

®

Si, porque el conjunto de puntos de la elipse equidista del punto O.

b. Si, porque el conjunto de puntos de la elipse equidista del punto P.

¢. Si, porque el conjunto de puntos de la elipse cumple que la suma de sus
distancias a los puntos O y P es una constante.

d. Si, porque el conjunto de puntos de la elipse cumple que la suma de las

medidas de los segmentos OM y MP es el radio de la circunferencia.
e. Ninguna de las anteriores.
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31.Si se ubica un punto P en cualquier lugar de la regién limitada por la
circunferencia y se realiza el proceso de llevar cada punto de la
circunferencia sobre el punto P, ;cual figura se obtendria? Describela.

a. Otra elipse, pero ubicada en otro lugar de la region.
b. Una circunferencia, con centro diferente de O.

c. Una figura diferente a la elipse y a la circunferencia.
d. Otra elipse, pero ubicada por fuera de la region.

e. Ninguna de las anteriores.
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ANEXO C: DIVULGACION DEL TRABAJO DE INVESTIGACION.

Durante el trabajo de investigacion, realizamos socializaciones de los avances en eventos
locales, nacionales e internacionales. Ademas, realizamos talleres con estudiantes y

profesores, y se publicaron algunos articulos.

C.1. Articulos y publicaciones.

C.1.1. Construccion de las secciones conicas mediante el doblado de papel en el marco

del Modelo Educativo de Van Hiele.

Zaida Margot Santa Ramirez, Universidad de Antioquia, Colombia.

Carlos Mario Jaramillo Lopez, Universidad de Antioquia, Colombia.

Resumen.

Dado que muchos estudiantes de la interfase bachillerato — universidad presentan
dificultades en la comprension de los conceptos relacionados con las secciones conicas,
se pretende con este trabajo de investigacion describir el nivel de razonamiento de los
estudiantes cuando se enfrentan con la construccién de las secciones conicas con la
axiomadtica del doblado de papel. En este proceso de descripcion, se espera que el
estudiante tenga la posibilidad de avanzar en la conceptualizacion de dichos lugares
geométricos. Para lograrlo, se va a disefiar un guion de entrevista semi estructurado de
caracter socratico, que en primer lugar permita detectar el nivel de razonamiento de los
estudiantes, y en segundo lugar, se constituya en una experiencia de aprendizaje para

avanzar en su nivel de razonamiento.

La definicion geométrica de cada seccion conica (elipse, hipérbola y pardbola) se
puede lograr con base en el modelo educativo de Van Hiele, no so6lo porque es un

modelo disefiado inicialmente para la geometria, sino por su caricter visual
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geométrico, que facilita definiciones formales a partir del reconocimiento visual, el

analisis y la clasificacion.

El doblado de papel es una herramienta util y funcional que le brinda la posibilidad al
sujeto de interactuar con una hoja de papel para visualizar conceptos y asi facilitar el
aprendizaje de la geometria. Se relaciona con el modelo porque es una estrategia de
visualizacion geométrica que enriquece el nivel I de razonamiento y al mismo tiempo

le contribuye con una componente de tipo experimental.

Modalidad de participacion: Conferencia.

Estado: Publicado.

Revista: Asocolme.

Codigo ISBN: 978-958-98732-1-1

Lugar y fecha: Universidad de Narifo, San Juan de Pasto, 2009.

C.1.2. Comprension de las secciones conicas como lugares geométricos mediante la
axiomadtica del doblado de papel.

Zaida Margot Santa Ramirez, Universidad de Antioquia, Colombia.

Carlos Mario Jaramillo Lépez, Universidad de Antioquia, Colombia.

Resumen.

Nuestra investigacion, mediante un estudio de casos, analiza la comprension de los
conceptos de las secciones conicas como lugares geométricos, en el marco del modelo
educativo de Van Hiele, utilizando la axiomatica del doblado de papel. La propuesta
articula el modelo teodrico, la tematica (secciones conicas) y el doblado de papel,

contribuyendo con el progreso en el nivel de razonamiento de los estudiantes y con la
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superacion de ciertas crisis existentes en los procesos de ensefianza y aprendizaje,
como la desarticulacion entre conceptos y procedimientos, en el campo de las

matematicas.

Modalidad de participacion: Cursillo.

Estado: Publicado.

Revista: Formacion y Modelacion en Ciencias Basicas.

Codigo ISBN: 978-958-8348-89-6

Lugar y fecha: Universidad de Medellin, Medellin, 2010.

C.1.3. Aplicaciones de la geometria del doblado de papel a las secciones conicas.

Zaida Margot Santa Ramirez, Universidad de Antioquia, Colombia.

Carlos Mario Jaramillo Lopez, Universidad de Antioquia, Colombia.

Resumen.

El doblado de papel permite hacer construcciones tan precisas como las hechas con
regla y compas; por eso, en los ultimos afios, se han venido usando los axiomas
propuestos por Humiaki Huzita y Koshiro Hatori, para fundamentar esta nueva
geometria del doblado de papel, alterna a la geometria euclidiana. El presente articulo
pretende formalizar algunos conceptos primitivos necesarios en las construcciones
geométricas mediante el doblado de papel y, a su vez, desarrollar una propuesta
alternativa para construir y deducir conceptos correspondientes a las secciones conicas:

circunferencia, elipse, hipérbola y parabola.

Tipo de articulo: Avance corto (avance de investigacion).
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Estado: Publicado.

Revista: Revista Virtual Universidad Catoélica del Norte.

Codigo ISSN: 0124-5821

Fecha de aprobacion: 2010-09-01

C.2. Ponencias, talleres o conferencias.

A continuacidon, se mencionard nuestra participacion en ponencias, talleres o
conferencias, que nos permitié socializar los avances del trabajo de investigacion, y a

su vez, disefiar y refinar los descriptores y el guion de entrevista.

1. Taller de origami. Terceras Jornadas de Investigacion Ciencia Abierta y Cercana
2008. Organizado por la Vicerrectoria de Investigacion. Universidad de Antioquia,

Medellin, Colombia, noviembre de 2008.

2. Cursillo de Geometria en origami. Olimpiadas Intercolegiales de Matematicas.
Organizadas por la Pontificia Universidad Javeriana, Cali, Colombia, noviembre de

2008.

3. Taller de Geometria y doblado de papel. III Encuentro de estudiantes de la
Licenciatura en Educacion Basica con énfasis en Matematicas. Organizado por el
Semillero de Investigacion de la Licenciatura y el grupo de Investigacion en
Educacion Matematica e Historia (UdeA — Eafit). Universidad de Antioquia,
Medellin, Colombia, diciembre de 2008.

4. Construccion de las secciones conicas mediante el doblado de papel en el marco del
modelo educativo de Van Hiele. Taller. X Encuentro Colombiano de Matematica
Educativa. Organizado por ASOCOLME vy la Universidad de Narifio, San Juan de
Pasto, Colombia, octubre de 2009.
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5. Comprension de las secciones conicas como lugares geométricos mediante la
axiomatica del doblado de papel. Cursillo. II Congreso Internacional de Formacion
y Modelacion en Ciencias Basicas. Organizado por la Universidad de Medellin,

Medellin, Colombia, mayo de 2010.

6. Construccion de las secciones conicas mediante el doblado de papel en el marco de
Van Hiele. Conferencia. Sixth International Congress of Qualitative Inquiry.

Universidad de Illinois, Urbana-Champaign, Estados Unidos, mayo de 2010.

7. Comprension de las secciones conicas como lugares geométricos mediante la
axiomatica del doblado de papel. Taller. X Encuentro de Ensefanza de las
Ciencias y las Matematicas. Organizado por la Facultad de Ciencias Exactas y

Naturales. Universidad de Antioquia, Medellin, Colombia, octubre de 2010.

8. Aplicaciones de la geometria del doblado de papel a las secciones conicas.
Conferencia. Seminario Institucional. Departamento de Matematicas, Universidad

de Antioquia, Medellin, Colombia, noviembre de 2010.

9. Comprension de las secciones conicas como lugares geométricos mediante la
axiomatica del doblado de papel. Taller. Réplica del X Encuentro de Ensenanza de
las Ciencias y las Matematicas. Organizado por la Facultad de Ciencias Exactas y

Naturales. Universidad de Antioquia, Sede Yarumal, Colombia, abril de 2011.

10. La elipse como lugar geométrico a través de la geometria del doblado de papel en
el contexto de Van Hiele. Ponencia. III Congreso Internacional de Formacion y
Modelacion en Ciencias Bésicas. Organizado por la Universidad de Medellin,

Medellin, Colombia, mayo de 2011.

321



ANEXO D: ANALISIS ESTADISTICO DEL TEST POR PREGUNTA

Pregunta 1.

La respuesta correcta de la pregunta 1 es la C: Por dos puntos pasa solo una recta.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

# de
Pregunta 1 estudiantes
A 1
B 5
C 55
D 8
E 1
Total
general 70

El 79% de los estudiantes lograron establecer que por dos puntos pasa una sola recta. El
21% restante creyeron que por dos puntos pasan dos rectas (7%), muchas rectas (1%),
infinitas rectas (12%) o que la respuesta no estaba entre los literales A, B, C o D (1%). En

esta pregunta, la mayoria de los estudiantes respondieron acertadamente.

Pregunta 2.

La respuesta correcta de la pregunta 2 es la D: Por dos puntos pasa un solo doblez.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta 2 # de estudiantes

A 9

B 6

C 7

D 46

E 2
Total

general 70
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El 66% de los estudiantes lograron establecer que por dos puntos pasa un solo doblez. El
34% restante creyeron que por dos puntos pasan dos dobleces (8%), muchos dobleces
(10%), infinitos dobleces (13%) o que la respuesta no estaba entre los literales A, B, C o D

(3%). En esta pregunta, la mayoria de los estudiantes respondieron acertadamente.

Pregunta 3.

La respuesta correcta de la pregunta 3 es la B: Si los dos puntos son sus extremos, solo un

segmento.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
3 estudiantes
A 1
B 51
C 3
D 4
E 11
Total
general 70

El 73% de los estudiantes lograron establecer que los dos puntos marcados en la hoja de
papel conectan s6lo un doblez. El 16% creyeron que la respuesta no estaba en los literales
A, B, C o D, porque no se especificaba si el segmento debia contener los dos puntos. El
11% restante creyeron que los dos puntos conectan tres segmentos (1%) o que conectan
muchos segmentos (10%). En esta pregunta, la mayoria de los estudiantes respondieron

acertadamente.

Pregunta 4:

La respuesta correcta de la pregunta 4 es la C: Llevando un punto extremo del segmento

exactamente sobre el otro punto extremo.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:
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#de
Pregunta 4  estudiantes

A 11
B 3
C 51
D 4
E 1
Total
general 70

El 73% de los estudiantes lograron establecer que si se lleva un punto extremo de un
segmento sobre su otro punto extremo mediante el doblado de papel, se puede encontrar el
punto medio de dicho segmento. EI 16% creyeron que como el segmento parece estar
ubicado en la mitad del cuadrado, el punto medio se podia encontrar si se llevaba un lado
del cuadrado exactamente sobre el otro lado. El 11% restante creyeron que no era posible
encontrar el punto medio de un segmento mediante el doblado de papel (6%), que si era
posible pero que no sabrian coémo hacerlo (4%) o que la respuesta no estaba en los literales
A, B, C o D (1%). En esta pregunta, la mayoria de los estudiantes respondieron

acertadamente.

Pregunta 5.

La respuesta correcta de la pregunta 5 es la D: El doblez hecho pasa perpendicularmente

por el punto medio del segmento.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

#de
Pregunta5  estudiantes
A 9
B 13
C 20
D 28
Total
general 70
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El 40% de los estudiantes logran relacionar el doblez hecho con una perpendicular que pasa
por el punto medio del segmento. El 29% afirman que los extremos del segmento estan a
igual distancia del doblez, pero no responden qué relacion hay entre el doblez hecho y el
segmento. El 18% afirman que el doblez hecho pasa por el punto medio del segmento,
afirmacion que es correcta, pero no hace mencion a la perpendicularidad. El 13% restante
afirman que el doblez y el segmento se interceptan en un punto, pero no se menciona la
relacion de perpendicularidad o que el doblez pasa por el punto medio. El porcentaje mas

alto (40%) corresponde a la respuesta correcta.

Pregunta 6.

La respuesta correcta de la pregunta 6 es la A: Tienen la misma medida porque R es el

punto medio del segmento.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

#de
Pregunta 6  estudiantes
A 38
B 3
C 22
D 7
Total
general 70

El 54% de los estudiantes establecieron que los segmentos RN y RP tienen la misma
medida porque R es el punto medio del segmento. El 32% afirmaron correctamente que los

puntos N y P estan a la misma distancia del punto medio R, pero no lograron responder de

forma explicita la pregunta que se les hacia. El 10% afirmaron que el segmento NP se

divide en dos partes, pero no lograron establecer si eran iguales. El 4% restante afirmaron

que los segmentos RN y RP tenfan medidas diferentes. El porcentaje mas alto (54%)

corresponde a la respuesta correcta.

325



Pregunta 7.

La respuesta correcta de la pregunta 7 es la C: Si, porque al intersecarse forman angulos de

90°.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

#de
Pregunta 7  estudiantes
A 9
B 5
C 52
D 3
E 1
Total
general 70

El 74% de los estudiantes respondieron que el segmento NP y el doblez hecho son
perpendiculares porque al intersecarse, forman angulos de 90 °. El 13% afirman que el
doblez y el segmento forman entre si un plano cartesiano; implicitamente hay una relacion
de perpendicularidad en un plano cartesiano, pero los estudiantes no la manifiestan. EIl
13% restante afirman que no hay una relacion de perpendicularidad porque no se forman
angulos de 90° (7%), no son perpendiculares porque se cortan en el punto medio (4%) o
que la respuesta no se encuentra en los literales A, B, C o D (2%). En general, se percibe

que la mayoria de estudiantes acertaron con la respuesta correcta.
Pregunta 8.

La respuesta correcta de la pregunta 8 es la A: Son iguales, porque cuando llevo el punto N

sobre el punto P, coinciden.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:
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#de
Pregunta 8  estudiantes

A 22
B 9
C 20
D 14
E 5
Total
general 70

El 31% de los estudiantes establecieron que los segmentos MN y MP tienen la misma

medida porque coinciden cuando se lleva el punto N sobre el punto P. El 29% afirmaron
que los segmentos MN y MP tienen la misma medida porque el punto M esta en la mitad

del segmento NP, afirmacién que tiene algunas inconsistencias geométricas. El 20%
afirmaron que son iguales porque siempre se forma un tridngulo, afirmacion que es
verdadera, pero hacia falta explicitar que no se formaba cualquier tipo de tridngulo, sino un
triangulo isosceles. El 13% afirmaron que el punto M siempre estaba a la misma distancia
del punto medio R, afirmacion que tiene inconsistencias geométricas. El 7% restante,
consideraron que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D o no entendieron la

pregunta. El porcentaje mas alto (31%) corresponde a la respuesta correcta.
Pregunta 9.

La respuesta correcta de la pregunta 9 es la C: Si, porque las distancias, desde los extremos

del segmento a un punto cualquiera de la mediatriz, son iguales.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

#de
Pregunta 9  estudiantes
A 3
B 5
C 29
D 26
E 7
Total
general 70
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El 42% de los estudiantes respondieron correctamente que cualquier punto que esté sobre la
mediatriz de un segmento equidista de sus extremos. El 37% también establecieron que un
punto de la mediatriz equidista de sus extremos pero explicaron que era porque la mediatriz
pasaba por el punto medio. El 10% de los estudiantes no comprendieron la pregunta o
consideraron que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D. El 11% afirmaron que
no todos los puntos equidistaban de los extremos del segmento (7%) o que si era cierto
porque siempre se formaba un tridngulo, pero ninguno de los estudiantes manifestd que era

un triangulo isosceles. El porcentaje mas alto (42%) corresponde a la respuesta correcta.

Pregunta 10.

La respuesta correcta de la pregunta 10 es la D: Si, porque el conjunto de puntos que

pertenece a la mediatriz de un segmento equidista de sus extremos.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
10 estudiantes
A 15
B 4
C 20
D 29
E 2
Total
general 70

El 41% de los estudiantes lograron determinar correctamente que la mediatriz de un
segmento es un lugar geométrico porque todos sus puntos equidistan de sus extremos. El
29% afirmaron que la mediatriz de un segmento era un lugar geométrico, porque sus puntos
cumplian con una determinada propiedad, pero no la explicitaron. El 21% establecieron
que la mediatriz era un lugar geométrico porque pasa por el punto medio de un segmento;
esta explicacion no justifica el hecho de ser un lugar geométrico. El 9% restante afirmaron
que la mediatriz no era un lugar geométrico porque sus puntos no cumplian con una

propiedad especifica (6%), que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D o0 no

328



comprendieron la pregunta (3%). El porcentaje mas alto (41%) corresponde a la respuesta

correcta.

Pregunta 11.

La respuesta correcta de la pregunta 11 es la B: La suma de los segmentos es la constante r,

porque M equidista de los puntos Py N.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
11 estudiantes
A 3
B 35
C 13
D 16
E 3
Total
general 70

El 50% de los estudiantes lograron visualizar correctamente que la suma de los segmentos

MP y MO es la constante , porque M equidista de los puntos P y N. EIl 23% afirmaron

que la suma de dichos segmentos es una constante cualquiera porque no se conocian las
distancias. El 19% establecieron de forma incorrecta, que los segmentos MP y MO tienen

la misma medida porque M pertenece a la mediatriz del segmento NP. EI 8% restante
afirmaron que la suma era una constante cualquiera que no era posible determinar (4%),

que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D, o no entendieron la pregunta (4%).
Pregunta 12.

La mejor opcion de respuesta de la pregunta 12 es la A: Infinitos dobleces. La segunda

mejor opcidn de respuesta es la C.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:
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Pregunta #de

12 estudiantes
A 33
B 20
C 10
D 7
Total
general 70

El 47% de los estudiantes respondieron correctamente que por un punto pasan infinitos
dobleces. El 14% de los estudiantes se inclinaron por la segunda opcion de respuesta, por
un punto pasan muchos dobleces. El 29% afirmaron que por un punto pasan sélo cuatro
dobleces y el 10% que pasan s6lo dos dobleces. El 61% de los estudiantes respondieron la

primera o la segunda opcidn de respuesta.

Pregunta 13.

La mejor opcion de respuesta de la pregunta 13 es la C: Si es posible, llevando un doblez
sobre el doblez consecutivo y calcando el punto en dicho doblez. La segunda mejor opcion
de respuesta es la B: Si es posible, doblando la hoja en los dobleces dados y calcando el

punto en otro doblez.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
13 estudiantes
A 9
B 14
C 27
D 19
E 1
Total
general 70

El 39% de los estudiantes lograron determinar correctamente que si es posible trasladar el
punto a los dobleces siguientes, llevando un doblez sobre el doblez consecutivo y calcando

el punto en dicho doblez. El 20% de los estudiantes se inclinaron por la segunda opcion de
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respuesta, afirmando que si es posible trasladar el punto doblando la hoja en los dobleces
dados y calcando el punto. El 27% afirmaron que no era posible trasladar el punto a los
dobleces consecutivos. El 14% restante afirmaron que no era posible conservando la
distancia al punto O (13%), que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D, o que no
entendieron la pregunta (1%). El 59% de los estudiantes se inclinaron por las dos mejores

opciones de respuesta.

Pregunta 14.

La mejor opcion de respuesta de la pregunta 14 es la C: Si, porque cuando se hizo el
proceso de traslacion, todos los puntos quedaron a una misma distancia del punto O. La
segunda mejor opcion de respuesta es la A: Si, porque ese fue el proceso de traslacion que

se hizo.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
14 estudiantes
A 6
B 5
C 43
D 15
E 1
Total
general 70

El 62% de los estudiantes afirmaron correctamente que todos los puntos equidistaban del
punto O porque todos quedaron a la misma distancia de este punto. El 9% de los
estudiantes afirmaron que todos los puntos estaban a la misma distancia del punto O porque
ese habia sido el proceso realizado. El 21% afirmaron que si porque O era el punto medio.
El 8% restante establecieron que no porque habia unas distancias mas largas que otras
(7%), que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D o no entendieron la pregunta
(1%). En general, el 71% de los estudiantes se inclinaron por las dos mejores opciones de

respuesta.
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Pregunta 15.

La mejor opcion de respuesta de la pregunta 15 es la D: Si es posible, porque se pueden
hacer muchos dobleces que pasen por el punto O. La segunda mejor opcion de respuesta

es la B: S7 es posible, siempre y cuando el papel lo permita.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
15 estudiantes
A 4
B 22
C 22
D 21
E 1
Total
general 70

El 30% de los estudiantes afirmaron correctamente que si es posible continuar con el
proceso de traslacion de manera indefinida porque se pueden hacer muchos mas dobleces.
El 31% se inclinaron por la segunda opcion de respuesta y establecieron que si era posible
continuar con el proceso siempre y cuando el papel lo permitiera. El 31% afirmaron que no
era posible porque la hoja de papel tiene limites. El 8% restante respondieron que no era
posible porque no se podian encontrar mas dobleces (6%), que la respuesta no estaba en los
literales A, B, C o D, o que no entendian la pregunta (2%). En general, el 61% de los

estudiantes se inclinaron por las dos mejores opciones de respuesta.

Pregunta 16.

La mejor opcidn de respuesta de la pregunta 16 es la B: Que equidistan del punto O. La

segunda mejor opcion de respuesta es la D: Que tienen el mismo radio.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:
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Pregunta #de

16 estudiantes
A 3
B 15
C 5
D 46
E 1
Total
general 70

El 21% de los estudiantes afirmaron correctamente que la propiedad que cumplen los
puntos para pertenecer a una circunferencia es equidistar del punto O. El 66%
establecieron que la propiedad que cumplen los puntos es tener el mismo radio. El 13%
restante afirmaron que la propiedad que cumplen los puntos para pertenecer a una
circunferencia es que pertenecen a un circulo (7%), que pertenecen a una circunferencia
(4%), que la respuesta no estd en los literales A, B, C o D o no entendieron la pregunta
(2%). En general, el 87% de los estudiantes se inclinaron por las dos mejores opciones de

respuesta, en un porcentaje mayor la segunda mejor opcion.
Pregunta 17.

La respuesta correcta de la pregunta 17 es la D: El doblez hecho pasa perpendicularmente

por el punto medio del segmento NO . Las demas opciones de respuesta son incompletas o

son incorrectas.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
17 estudiantes
A 8
B 25
C 5
D 28
E 4
Total
general 70

333



El 40% de los estudiantes respondieron correctamente que el doblez hecho pasaba por el
punto medio del segmento. El 37% afirmaron que el doblez hecho pasaba por el punto
medio del segmento, pero no mencionaron la relaciéon de perpendicularidad. El 11%
establecieron que tanto el doblez como el segmento se intersecaban en un punto, afirmacion

valida, pero que no explicita la verdadera relacion entre el doblez y el segmento. El 7%

afirmaron que el segmento NO quedaba dividido en dos partes iguales, afirmacion que es
correcta, pero que no explicita la relacion entre el doblez y el segmento. El 6% restante
consideraron que la respuesta correcta no estaba en los literales A, B, C o D, o no

entendieron la pregunta. El porcentaje mas alto (40%) corresponde a la respuesta correcta.
Pregunta 18.

La respuesta correcta de la pregunta 18 es la D: Si, porque al llevar un punto sobre otro
punto, se esta construyendo la mediatriz del segmento que une ambos puntos. Las demas

opciones de respuesta son incompletas o son incorrectas.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
18 estudiantes
A 16
B 12
C 10
D 29
E 3
Total
general 70

El 42% de los estudiantes respondieron correctamente que los dobleces resultantes eran
mediatrices de los segmentos respectivos porque cuando se lleva un punto sobre otro, se
forma la mediatriz del segmento determinado por dichos puntos. El 23% afirmaron, de
forma incompleta, que si eran mediatrices porque pasaban por el punto medio de cada
segmento. El 17% afirmaron que los dobleces no eran mediatrices porque no pasaban por

el punto medio de cada segmento. El 14% establecieron que los dobleces no eran
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mediatrices porque no eran perpendiculares a los segmentos respectivos. El 4% restante,
afirmaron que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D, o que no entendian la

pregunta. El porcentaje mas alto (42%) corresponde a la respuesta correcta.

Pregunta 19.

La respuesta correcta de la pregunta 19 es la B: Una circunferencia porque todos los puntos

equidistan del centro. Las demas opciones de respuesta son incompletas o son incorrectas.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
19 estudiantes
A 8
B 30
C 25
D 6
E 1
Total
general 70

El 43% de los estudiantes respondieron correctamente que la figura envuelta por el
conjunto de mediatrices era una circunferencia porque todos sus puntos equidistaban del
centro. El 36% afirmaron que era una circunferencia porque estaba envuelta por un
conjunto de mediatrices, razén que no es suficiente para lanzar tal afirmacion. El 11%
afirmaron que se formaba un circulo porque todos sus puntos estaban a una misma distancia
del centro; sin embargo, hay una inconsistencia conceptual al confundir circulo con
circunferencia. El 9% también respondieron que la figura era un circulo porque tenia forma
redonda (estos estudiantes ain siguen razonando en el nivel I de razonamiento). El 1%
restante afirmaron que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D, o que no

entendian la pregunta. El porcentaje mas alto (43%) corresponde a la respuesta correcta.
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Pregunta 20.

La respuesta correcta de la pregunta 20 es la A: Son iguales. La suma de las medidas de los

segmentos PM y MO es la constante r, porque M equidista de los puntos N y P. Las

demas opciones de respuesta son incompletas o son incorrectas.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
20 estudiantes
A 36
B 7
C 12
D 7
E 8
Total
general 70

El 52% de los estudiantes respondieron correctamente que la suma de los segmentos PM
y MO era la constante r porque M equidista de los puntos N y P. El 17% afirmaron que

los segmentos PM y MO tenian la misma medida, afirmacion incorrecta, y que por eso,
su suma era la constante r. El 20% establecieron que no era posible determinar la suma de
dichos segmentos porque no se conocian los valores concretos de sus medidas. El 11%
restante afirmaron que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D, o que no

entendieron la pregunta.
Pregunta 21.

Como la pregunta es basicamente de descripcion de una posible figura sin realizar su
construccion, hay varias opciones de respuesta. La mejor opcion de respuesta es la B: Una
elipse. La segunda mejor opcion de respuesta es la D: Un ovalo. Como muchos
estudiantes no conocian todavia el término elipse, aceptamos que la opcion E también fuera

una opcion correcta de respuesta.
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La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta #de
21 estudiantes
A 4
B 10
C 9
D 36
E 11
Total
general 70

El 51% de los estudiantes se aventuraron a afirmar que la figura que se formaria si se
llegara a realizar dicho proceso de construccion, seria un 6valo. El 14% afirmaron que se
formaria una elipse. El 13% establecieron que se formaria una espiral. El 16% afirmaron
que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D o que no entendian la pregunta. EIl
6% restante afirmaron que se formaria una figura similar a una circunferencia. La mayoria
de los estudiantes relacionaron la forma de la figura con un 6valo o con una elipse. Como
la pregunta es del bloque 1, que corresponde al nivel I de razonamiento, se puede percibir

que la mayoria de estudiantes razonan en este nivel o en uno superior.

Pregunta 22.

La respuesta correcta de la pregunta 22 es la D: No, los puntos de la figura no equidistan de
los puntos O y P, ni del centro de la figura. Las demas opciones de respuesta son

incompletas o son incorrectas.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta #de
22 estudiantes
A 5
B 2
C 11
D 51
E 1
Total
general 70
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El 73% de los estudiantes respondieron correctamente que la figura no era una
circunferencia porque sus puntos no equidistaban del centro de la figura, ni de los puntos O
y P. El 16% afirmaron, de forma errénea, que la figura envuelta por el conjunto de
mediatrices era una circunferencia porque sus puntos equidistaban del centro. El 7%
concluyeron que era una circunferencia, pero mas achatada y que sus puntos equidistaban
del centro. El 4% afirmaron que si era una circunferencia porque todos sus puntos
equidistaban de P (3%), o que la respuesta no estaba en los literales A, B, C, D o que no

entendieron la pregunta (1%).
Pregunta 23.

La mejor opcidn de respuesta de la pregunta 23 es la B: Si, porque en la figura se visualiza

que M pertenece al contorno de la figura interior. La segunda mejor opcidon de respuesta

es la A: Si, porque M es el punto de interseccion entre NO y la mediatriz del segmento

NP .

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
23 estudiantes
A 17
B 35
C 6
D 9
E 3
Total
general 70

El 50% de los estudiantes respondieron correctamente que M pertenece al contorno de la

figura, porque asi se visualiza en la figura. El 24% afirman que si pertenece porque es la

interseccion del segmento NO y la mediatriz del segmento NP; esta afirmacion es
correcta, pero los estudiantes atin no logran explicarla. El 13% establecen que no pertenece

a la figura porque la distancia entre los puntos M y O es arbitraria. El 9% responden que si
pertenece porque la suma de los segmentos NM y MO es el radio de la circunferencia. El
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4% afirman que la respuesta no esta en los literales A, B, C o D, o que no entienden la
pregunta. En general, se visualiza que el 74% de los estudiantes se inclinaron por las dos

mejores opciones de respuesta.
Pregunta 24.

La respuesta correcta de la pregunta 24 es la D: La suma es la constante r, porque M
equidista de los puntos Py N. Seria lo mismo sumar las medidas de los segmentos OM y

MP que las medidas de los segmentos OM y MN . Las demas opciones de respuesta son

incompletas o son incorrectas.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta #de
24 estudiantes
A 7
B 12
C 22
D 27
E 2
Total
general 70

El 39% de los estudiantes respondieron correctamente que la suma de los segmentos OM 'y

MP es el radio de la circunferencia. El 31% afirmaron que la suma era cualquier constante
porque no se conocian las distancias. El 17% concluyeron que la suma es una constante
cualquiera mayor que r. El 10% concluyeron que la suma era r, pero no dieron una razoén
valida. El 3% restante afirmaron que la respuesta no estaba en los literales A, B, C 0 D, o
que no entendian la pregunta. El porcentaje mas alto (39%) corresponde a la respuesta

correcta.
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Pregunta 25.

La respuesta correcta de la pregunta 25 es la D: La suma es la constante r, porque M
equidista de los puntos P y N. Seria lo mismo sumar las medidas de los segmentos OM y

MP que las medidas de los segmentos OM y MN . Las demas opciones de respuesta son

incompletas o son incorrectas.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
25 estudiantes
A 33
B 8
C 7
D 21
E 1
Total
general 70

El 30% de los estudiantes respondieron correctamente que la suma de los segmentos OM y
MP es el radio de la circunferencia. El 47% concluyeron que la suma era r, pero no dieron

una razon valida, pues los segmentos MP y MO no tienen la misma medida. EI 12%
concluyeron que la suma es una constante cualquiera mayor que r. El 10% afirmaron que
la suma era cualquier constante porque no se conocian las distancias. El 1% restante
afirmaron que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D, o que no entendian la
pregunta. El porcentaje mas alto (47%) no corresponde a la respuesta correcta. Es la
primera pregunta en la que el porcentaje de estudiantes que acertaron en la respuesta fue
menor. Esto se debe a que es una pregunta del nivel III y solo algunos estudiantes estan

razonando en este.
Pregunta 26.

La respuesta correcta de la pregunta 26 es la D: La suma es la constante v, porque M
equidista de los puntos Py N. Seria lo mismo sumar las medidas de los segmentos OM y
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MP que las medidas de los segmentos OM y MN . Las demés opciones de respuesta son

incompletas o son incorrectas.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
26 estudiantes
A 8
B 4
C 7
D 50
E 1
Total
general 70

El 72% de los estudiantes respondieron correctamente que la suma de los segmentos OM 'y
MP es el radio de la circunferencia. El 11% concluyeron que la suma era r, pero no dieron

una razén valida, pues los segmentos MP y MO no tienen la misma medida. El 10%
afirmaron que la suma era cualquier constante porque no se conocian las distancias. El 6%
concluyeron que la suma es una constante cualquiera mayor que r. El 1% restante
afirmaron que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D, o que no entendian la
pregunta. El porcentaje mas alto (72%) corresponde a la respuesta correcta. Se puede
percibir que hay una gran diferencia entre la pregunta 25 y la pregunta 26, pues en la
anterior, el 70% de los estudiantes respondieron de forma incorrecta y en esta, mas del 70%
respondieron correctamente. Parece ser que la pregunta 26 rompe con un esquema de

oposicion y el estudiante debe cambiar de opinion (Jaramillo y Camipillo, 2001).
Pregunta 27.

La respuesta correcta de la pregunta 27 es la D: La suma es la constante v, porque M
equidista de los puntos P y N. Seria lo mismo sumar las medidas de los segmentos OM y

MP que las medidas de los segmentos OM y MN . Las demas opciones de respuesta son

incompletas o son incorrectas.
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La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta #de
27 estudiantes
A 9
B 9
C 5
D 46
NR 1
Total
general 70

El 66% de los estudiantes respondieron correctamente que la suma de los segmentos OM 'y
MP es el radio de la circunferencia. El 13% concluyeron que la suma era r, pero no dieron

una razon valida, pues los segmentos MP y MO no tienen la misma medida. El 13%
concluyeron que la suma es una constante cualquiera mayor que r. El 7% afirmaron que la
suma era cualquier constante porque no se conocian las distancias. El 1% restante no
respondieron la pregunta. EIl porcentaje mas alto (66%) corresponde a la respuesta

correcta.
Pregunta 28.

La respuesta correcta de la pregunta 28 es la C: Si, porque en todos los casos la suma de las

medidas de los segmentos OM y MP es el radio de la circunferencia, que es una

constante. Las demds opciones de respuesta son incompletas o son incorrectas.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
28 estudiantes
A 5
B 9
C 49
D 6
NR 1
Total
general 70
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El 70% de los estudiantes respondieron correctamente que la suma de los segmentos OM y

MP es el radio de la circunferencia, que es una constante. El 13% afirmaron que la suma
de esos segmentos, que es igual a r, no sucedia en todos los casos. El 9% establecieron que
la suma si era una constante, pero dieron una razén incorrecta. El 7% afirmaron que la
suma de dichos segmentos era una constante cualquiera. El 1% restante no respondieron la

pregunta. El porcentaje mas alto (70%) corresponde a la respuesta correcta.
Pregunta 29.

La mejor opcioén de respuesta de la pregunta 29, de acuerdo con lo que se ha venido
trabajando con los estudiantes, es la C: El conjunto de puntos de la figura cumple que la
suma de las medidas de los segmentos OM y MP es el radio de la circunferencia. La
segunda opcion de respuesta correcta, que es una respuesta muy general y acertada, es la B:
El conjunto de puntos de la figura cumple que la suma de sus distancias a los puntos O y P

es una constante.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
29 estudiantes
A 8
B 37
C 16
D 7
E 1
NR 1
Total
general 70

El 23% de los estudiantes respondieron correctamente que el conjunto de puntos de la

figura cumplen que la suma de los segmentos OM y MP es el radio de la circunferencia.
El 53% afirmaron, también correctamente, que el conjunto de puntos cumple que la suma
de sus distancias a los puntos O y P es una constante. El 12% concluy6 incorrectamente

que el conjunto de puntos de la figura equidistaba de los puntos O y P. El 2% restante
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afirmo que la respuesta no estaba en los literales A, B, C o D, o que no entendian la
pregunta (1%) o no respondieron (1%). El 76% de los estudiantes se inclinaron por las
mejores dos opciones de respuesta, siendo el porcentaje mayor para la segunda mejor

opcion.
Pregunta 30.

La mejor opcioén de respuesta de la pregunta 30, de acuerdo con lo que se ha venido

trabajando con los estudiantes, es la D: S7, porque el conjunto de puntos de la elipse cumple

que la suma de las medidas de los segmentos OM y MP es el radio de la circunferencia.
La segunda opcion de respuesta correcta, que es una respuesta muy general y acertada, es la
C: Si, porque el conjunto de puntos de la elipse cumple que la suma de sus distancias a los

puntos Oy P es una constante.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
30 estudiantes
A 4
B 4
C 19
D 41
E 1
NR 1
Total
general 70

El 59% de los estudiantes respondieron correctamente que la elipse si es un lugar

geométrico porque el conjunto de puntos cumple que la suma de los segmentos OM y MP
es el radio de la circunferencia. El 27% concluyeron, también correctamente, que la elipse
es un lugar geométrico porque el conjunto de puntos cumple que la suma de sus distancias a
los puntos O y P es una constante. El 12% afirmaron que la elipse si era un lugar
geométrico porque el conjunto de puntos equidista del punto O (6%) o del punto P (6%).
El 2% restante, no respondieron (1%) o afirmaron que la respuesta no estaba en los literales

A, B, C o D, o que no entendieron la pregunta (1%). EI 86% de los estudiantes se
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inclinaron por las dos mejores opciones de respuesta, siendo el porcentaje mayor para la

primera opcion de respuesta.

Pregunta 31.

La respuesta correcta de la pregunta 31 es la A: Otra elipse, pero ubicada en otro lugar de

la region. Las demas opciones estan incompletas o son incorrectas.

La siguiente tabla nos muestra el comportamiento de los participantes en esta pregunta:

Pregunta # de
31 estudiantes
A 46
B 9
C 7
D 6
E 1
NR 1
Total
general 70

El 66% de los estudiantes respondieron acertadamente que si se realiza otra vez la figura,
pero ubicando el punto P en otra region limitada por la circunferencia, se forma otra elipse.
El 13% respondieron de forma incorrecta, que se forma una circunferencia con centro
diferente de O. El 10% respondieron también de forma incorrecta, que se forma otra figura
diferente a la elipse y a la circunferencia. El 9% afirmaron que se formaba otra elipse, pero
ubicada por fuera de la region limitada por la circunferencia. El 2% restante, no
respondieron la pregunta (1%) o afirmaron que la respuesta no estaba en los literales A, B,

C, D o que no entendian la pregunta.
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