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Resumen

Existe una gran diversidad de investigaciones sobre la ensenanza y el apren-
dizaje del concepto de probabilidad, pero no abundan estudios que abordan
los aspectos relativos a su comprension. El presente trabajo de investigacion
caracterizo la comprension del concepto de probabilidad en un grupo de es-
tudiantes de décimo grado, a través de cuatro niveles propuestos en el marco
conceptual de la Ensenianza para la comprension (EpC). Con el conocimiento
de estas caracteristicas se puede ayudar a los estudiantes a superar las dificul-
tades que se les presentan cuando se enfrentan a la resolucion de problemas de
probabilidad. Para llegar a esta caracterizacion se construyé y aplicé una uni-
dad curricular, basada en el marco de la EpC, la cual contiene estrategias que
potencializan el desarrollo de la comprension, a través de la motivacion e in-
terés hacia la solucion y construccion de problemas de probabilidad por parte
de los estudiantes. Se eligieron cuatro estudiantes para analizar a profundi-
dad su proceso de compresion del concepto de probabilidad. Antes, durante
y después del proceso de aplicacion de la unidad curricular se produjeron los
datos a través de elaboraciones escritas, observaciones y entrevistas que pos-
teriormente fueron analizados usando el sofware Atlas.ti6. Se eligieron cuatro
estudiantes para analizar a profundidad su proceso de compresion del con-
cepto de probabilidad, éstos presentaron caracteristicas distintas en el modo
de comprender la probabilidad, incluso presentaron algunas dificultades simi-
lares a las mencionadas en otras investigaciones (Fernandez, 2001; Barragés
y Guisasola, 2002). Los rasgos de la comprension de cada estudiante sirvieron
de referente para la construccién de cuatro matrices en las que se describe
coOmo un estudiante comprende la probabilidad desde las cuatro dimensiones
de la EpC: los contenidos, los métodos usados para resolver situaciones pro-
blema de probabilidad, la aplicacion de éste concepto en la vida y las formas

en que se puede expresar como se comprende la probabilidad. Cada una de
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estas dimensiones se analizd con base en unas categorias que se anticiparon
como descriptores de la comprension del concepto de probabilidad y otras
que surgieron durante el anélisis. Para la Dimensién de Contenido, se en-
contraron cuatro categorias: (1) Diferenciacion entre experimentos aleatorios
y deterministas, (2) Relacion entre azar y probabilidad, (3) Conceptualiza-
cion de la probabilidad y (4) Redes conceptuales. La Dimension de Métodos
se analizo desde las categorias: (1) Aplicacion de las definiciones subjetivis-
ta, clasica y frecuencialista de la probabilidad, (2) Construccion del espacio
muestral, (3) Uso de la teoria de conjuntos, (4) Aplicacion de las técnicas de
conteo y (5) Utilizacion de axiomas y teoremas. La Dimension de Propositos
o Praxis se analiz6 teniendo en cuenta (1) Relacion teoria-practica y (2) Re-
laciéon practica- teoria. La Dimension de Formas de comunicacion se analizo
teniendo en cuenta (1) Manejo del lenguaje probabilistico, (2) Comunicacion
de la soluciéon de problemas, (3) Interaccion con el publico y (4) Manejo de
medios. En cada una de estas categorias los estudiantes presentaron distin-
tas formas de conceptualizar, razonar, proceder o expresar, por lo cual se
hizo una descripciéon en cuatro niveles de comprension: ingenuo, principian-
te, aprendiz y experto. A través de la utilizacion de unidades curriculares
como la presentada en esta investigacion se puede lograr que un estudiante

avance de un nivel de comprensiéon a otro.

Palabras Claves: Ensenanza para la Comprension, Dimensiones de
la comprensiéon, Elementos de la comprension,
probabilidad.



Capitulo 1

Antecedentes y planteamiento del

problema

En este capitulo se describe la revision de literatura que se hizo acerca
del concepto de probabilidad, su ensenanza y su aprendizaje. Ademas, se dan
las caracteristicas generales de tres marcos teéricos sobre la comprension:
Modelo de Pirie y Kieren, Modelo Educativo de Van Hiele y Ensenanza para
la Comprensién. También, se presenta el problema de investigaciéon y los

objetivos de la misma.

1.1. Antecedentes

En esta seccion se exponen algunas ideas sobre el concepto de probabilidad a
través de la historia, se presentan algunas ideas de investigaciones recientes
sobre las razones para ensenar la probabilidad y sobre el aprendizaje y la
ensenanza de este concepto. Finalmente, se explican tres modelos que funda-
mentan la comprension: Modelo de Pirie y Kieren, Modelo Educativo de van

Hiele y Ensenanza para la Comprension.
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1.1.1. El concepto de probabilidad a través de la historia

Algunas cosas en el mundo ocurren de acuerdo con las leyes naturales,
las cuales se cumplen inevitablemente. Las monedas que se arrojan al aire
han de caer por la fuerza de la gravedad. Todos los hombres son mortales
porque la muerte es una necesidad biolégica y asi sucesivamente. Pero en
realidad se sabe poco acerca de muchos de los fenémenos que nos rodean.
Por ejemplo, se puede predecir el movimiento de los planetas alejados millo-
nes de kilometros en el espacio, pero nadie puede pronosticar el resultado de
arrojar una moneda o un dado. Este tipo de eventos se le atribuyen al azar
(Kasner y Newman, 2007). Pero, jqué es el azar? Es tal vez una forma de
explicar nuestra ignorancia. Sin embargo, existe una luz que puede ayudar a
descifrar el tan oscuro reino del azar, porque en medio del desorden que lo
acompana existe un cierto orden, una regularidad y es por esto que a eventos
de naturaleza aleatoria se les puede asignar diversos niveles de probabilidad.
La teoria de la probabilidad se ocupa precisamente de las leyes del azar. Pe-
ro, {qué es la probabilidad? Muchas filésofos y mateméticos han intentado
definirla. Entre muchas opiniones y teorias contradictorias a continuaciéon se

presentan tres interpretaciones principales, a través de un recuento histoérico.

Las primeras ideas intuitivas sobre el concepto de probabilidad surgen desde
la antigiiedad por la practica de juegos de azar. Tanto ninos como adultos
que no han estudiado probabilidades, usan expresiones corrientes para cuan-
tificar los sucesos aleatorios y expresar su grado de creencia en ellos. Estas
primeras ideas, que surgen ligadas a las apuestas, la ganancia en un juego y el
concepto de juego equitativo, no se precisaron hasta que se tratd de asignar
nimeros a estos grados de creencia para poder comparar la verosimilitud de
diferentes sucesos. Esta cuantificacion inicia con Pascal y Fermat en el siglo
XVII, quienes resuelven algunos problemas relacionados con juegos de azar,

pero atn no se logra tener una definiciéon de probabilidad.
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En 1814 aparece la definicién de Laplace, conocida como definicion clésica,
que expresa que en una experiencia aleatoria en la que todos los resultados
son igualmente probables (equiprobables), la probabilidad de un suceso es
igual al nimero de casos favorables a dicho suceso dividido por el nimero
de casos posibles de la experiencia. Esta definiciéon a priori de la probabili-
dad, resolvia algunos problemas de la época, pero se encontré que muchos
sucesos en la naturaleza no son necesariamente equiprobables. Ni siquiera
los mismos dados son equiprobables, como afirma Campos (2004), porque
la perfeccion del material con el que estan hechos es casi imposible, por lo
cual, la probabilidad de que cayera 5 no es 1/6 sino un valor aproximado a
este numero. Ademas, la definicién es circular. La hipotesis de equiprobabi-
lidad que Laplace enuncia como ‘resultados igualmente probables’ exige una
aplicacion previa del concepto de probabilidad. Por tanto, se trata de una
definiciéon que hace uso del propio concepto que se esta tratando de definir,
lo que puede originar paradojas. Sin embargo, es una definicion que en la

actualidad es de bastante utilidad en el calculo de probabilidades.

Segun Kasner y Newman (2007), una concepcion més utilizable y amplia-
mente acogida, que genera menos dificultades que la concepcién subjetivista,
la cual se comentara mas adelante, es la frecuencialista o interpretacion esta-
distica, puesto que ha permitido el auge de la aplicabilidad de la probabilidad
en la fisica, la astronomia, la biologia, las ciencias sociales y los negocios. La
probabilidad seria entonces la frecuencia relativa con la que ocurre un evento
entre un cierto conjunto de eventos. De esta manera, la probabilidad se expre-
sa como un cociente bien definido que se puede determinar hipotéticamente.
La hipotesis puede verificarse racionalmente con base en el conocimiento de
las causas mecanicas de los fendémenos o experimentalmente. En este ultimo
caso, se repite el experimento una cantidad grande de veces y luego se hace
el cociente entre el niimero de casos en que ocurrié el evento al que se le esta

hallando la probabilidad y el total de veces que se hizo el experimento, ese
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cociente es el valor asociado a la probabilidad. Pero es un valor hipotético que
con experimentos posteriores se reforzara la creencia en €l o se abandonaré.
Dado que la prueba de la hipoétesis no es logica sino experimental siempre
esta sujeta a nuevos experimentos y, asi lo que se puede demostrar es que en
la practica real la frecuencia relativa se aproxima a la probabilidad predicha,

es decir, que la experiencia confirma las suposiciones.

Mateméaticamente esta idea frecuencialista de la probabilidad se podria
definir como el limite cuando la cantidad de repeticiones del experimento
tiende a infinito de las frecuencias relativas favorables a un suceso (Fernan-
dez, 2007). Asi que cuando se dice que la probabilidad de que caiga 5 en
un dado no cargado es 1/6, lo que significa es que si lanzamos muchas veces
el dado, la frecuencia relativa de la cantidad de 5 que caen con respecto al
total de lanzamientos se encuentra en ‘la vecindad’ de 1/6. Una de las difi-
cultades de esta concepcion es que parte del concepto de limite matematico
que es usado para procesos infinitos y los procesos experimentales seguidos
para la aplicacién de esta definicion son finitos. Ademaés, un experimento
aunque produzca mil veces seguidas el mismo resultado no prueba que los
siguientes sean consistentes con los anteriores. Esta idea frecuencialista de
la probabilidad es atribuida a Jacob Bernoulli, pero igual fue apoyada por
otros matematicos como Cournot, Ellis y perfeccionada en el siglo XX por
von Mises y Reichenbach (Torretti, 2003).

Bajo esta concepcion de la probabilidad se resolvieron muchos proble-
mas a nivel demografico sobre nacimientos o mortalidad, también se hicieron
calculos sobre proyecciones de vida de las personas para determinar las cuo-
tas de los seguros de vida de tal manera que fuera rentable su venta; asi
mismo, tuvo gran influencia en la astronomia, en la meteorologia, teoria ci-
nética de los gases y en la biologia (Fernandez, 2007). Con esto se evidencia

como las practicas mateméticas van siendo permeadas por la forma como
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se van construyendo los conceptos a través de la historia, por esos signos e

instrumentos que se usen y la cultura en la que se desarrollen (Benis S., 2006).

Pero después de todas las virtudes que se le han encontrado a la concep-
cion frecuencialista de la probabilidad, vale la pena identificar otras debili-
dades. En primer lugar, no es posible calcular la probabilidad, sino dar una
estimacion de ella, puesto que el numero de ensayos es finito. En segundo
lugar, existen situaciones en las que no es posible ejecutar el experimento
infinitas veces bajo las mismas condiciones. Y por tltimo, como indican Bo-
rovenik, Bentz y Kapadia (1991, citados por Barragués y Guisasola, 2006),
el concepto de convergencia que subyace a esta concepcion de probabilidad
no es el de la convergencia de una sucesion de las frecuencias relativas, sino
que se basa en el propio concepto de probabilidad, lo que lleva de nuevo a

una definicién circular como en el caso de la definicion clasica.

Para resolver este problema, Bruno de Finetti y Frank Ramsey proponen

una vision personalista o subjetivista de la probabilidad:

. una aseveracion objetiva es verdadera o falsa, mas no pro-
bable. La probabilidad es un atributo de nuestras opiniones sub-
jetivas sobre aquellos asuntos acerca de los cuales no podemos o
no queremos hacer una aseveracion objetiva. El valor numérico
de las probabilidades mide el grado de confianza que cada opinion

inspira, ahora y aqui, a quien la profesa (Torretti, 2003, p. 14).

Otro defensor de esta concepcion de la probabilidad fue Augustus de Morgan,
el célebre logico y matematico. El pensaba que la probabilidad se referfa a un
estado de dnimo, al grado de certidumbre o incertidumbre que caracteriza a
nuestras opiniones. Pero si la probabilidad ha de tratarse mateméticamente,
debe proporcionar mejores métodos de medicién material que la mera inten-
sidad de las creencias. En la mayor parte de los casos no puede asignarse un

valor numérico a la relaciéon de probabilidad. Cuando algo no puede ocurrir
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su probabilidad es cero, si es seguro que ocurra, es uno. Toda probabilidad
de un evento tendré que estar entre cero y uno pero no se dispone de recur-
sos matematicos para medir la intensidad de una creencia y si los psicologos
pudieran construir un instrumento que midiera dicha intensidad no seria su-
ficiente debido a que las opiniones de las personas frente a un mismo hecho
difieren mucho, lo que es evidente para unos, puede ser menos convincente
para otros, porque estdn determinadas por nuestras emociones y prejuicios.
Desde esta perspectiva, la probabilidad es un grado de creencia personal, es
un juicio acerca de un fenémeno que es impredecible y que no se presta a
repeticion indefinida. Por eso, desde esta perspectiva, el valor de la probabi-
lidad depende del sujeto que la determine, asi que un mismo evento puede

tener distintos valores de probabilidad.

Finalmente, en busqueda de una fundamentacion matematica de la proba-
bilidad, Kolmogorov en 1933 propone un sistema axiomatico tomando como
herramientas algunos conceptos matematicos como el de conjunto, el de fun-
cion medible y las técnicas de integracion modernas. El define la probabilidad
como una funcién P que se define en un conjunto de medida 1 (2) donde a
cada o-algebra A, subconjunto de (2, representa un suceso elemental que sa-
tisface: incluye a 2 y a @, es cerrado por complementacién y por uniones
numerables, se le asigna un valor en el intervalo [0, 1]. A la terna (£2, A, P) se
le denomina espacio de probabilidades. Ademas plantea una serie de axiomas
que caracterizan esta definicion de probabilidad (Chung, 1983) y un conjunto
de teoremas que indican como la probabilidad se obtiene a partir de otras

probabilidades.

Desde entonces, la probabilidad es un modelo matematico que se puede
usar para describir e interpretar los fenémenos aleatorios, y su aplicaciéon es
util en casi todos los campos de la actividad humana, como la ciencia, la

técnica, la politica y la gestion.
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Algunos de estos axiomas y teoremas que fueron abordados durante el
trabajo de campo de esta investigacion fueron:

Primer axioma: La probabilidad de un suceso A es un ntmero real mayor
o igual que 0. P(A) >0

Segundo axioma: La probabilidad del total, €2, es igual a 1, es decir,
P(Q)=1

Tercer axioma: Si A y B son sucesos mutuamente excluyentes (incom-
patibles dos a dos, disjuntos o de interseccion vacia dos a dos), entonces:
P(AUB) = P(A)+ P(B). Segun este axioma, se puede calcular la probabili-
dad de un suceso compuesto de varias alternativas mutuamente excluyentes

sumando las probabilidades de sus componentes.

Teoremas:

1. P(®) =0

2. P(A) <1

3. P(A') = 1 — P(A)

4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)

5. P(AN B) = P(A) x P(B) para eventos independientes.

Para el caso de esta investigacion se pretende abordar en profundidad
con los estudiantes la concepcién clasica, la frecuencialista y la subjetivista,
aunque se hard mencion de la axiomatica sin detenerse en esta en virtud de
algunas propuestas curriculares y recomendaciones para la ensenanza de la
probabilidad, que buscan un mayor equilibrio entre el enfoque clasico, fre-
cuencial y subjetivo (por ejemplo, Godino et al., 1996; Shaughnessy et al.,
2004, citados por Insunza, Gastélum y Alvarez, 2009) en la ensefianza secun-
daria para evitar el uso a veces excesivo de técnicas combinatorias y concep-
tos formales, los cuales son méas propios de un curso de probabilidad a nivel

universitario. Dichas propuestas recomiendan una metodologia de ensenanza
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basada en la experimentaciéon y simulaciéon de fendémenos aleatorios, con lo
cual se busca, segin Inzunsa et al (2009), que el estudiante “obtenga datos
reales o simulados, que haga predicciones acerca de los posibles resultados,
que compare sus predicciones con los resultados experimentales y finalmente

que los valide mediante un modelo tedrico apropiado”.

1.1.2. Razones para ensenar la probabilidad

Desde los ultimos anos, muchos investigadores (Batanero, 2000; Batanero y
Godino, 2005; Educacion Estadistica en la Matematica Escolar, 2006; Zapata-
Cardona, 2008; Jones, Langrall, Thornton & Mogill, 1997) han insistido en
incluir la estadistica y la probabilidad en los curriculos de matematicas de las
escuelas en todo el mundo, debido a la utilidad que estas tematicas represen-
tan en la cotidianidad, asi como en el proceso de comprension de tematicas
avanzadas de la ciencia. En primer lugar, por la necesidad de que las personas
adquieran una cultura estadistica y probabilistica que les permita comuni-
carse en una sociedad basada en la informacién. En segundo lugar, por su
“papel primordial en el desarrollo de la sociedad moderna, al proporcionar
herramientas metodologicas generales para analizar la variabilidad, determi-
nar relaciones entre variables, disenar experimentos acordes con la realidad,
mejorar las predicciones y la toma de decisiones en situaciones de incerti-
dumbre.” (Batanero y Diaz, 2005, p. 1). Hay que resaltar, ademés, su valor
instrumental en otras ramas del saber ajenas a la matematica, la importan-
cia de adquirir un conocimiento estocastico basico en muchas profesiones y el
importante papel de la estadistica y la probabilidad en el desarrollo de un ra-

zonamiento critico (“Educacion Estadistica en la Matemaética Escolar”, 2006).

Esta insistencia sobre la importancia de la ensenanza de conceptos de
estadistica y probabilidad, ha surgido de las distintas comunidades de inves-
tigacion que sobre educacion estadistica se han gestado desde hace mas de

tres décadas (Educacion Estadistica en la Matematica Escolar, 2006) y cuyo
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interés no es exclusivo de la comunidad de educadores matematicos, sino que,
dicha preocupacion, por la didactica y por la formacion de profesionales y
usuarios de la estadistica y la probabilidad, ha surgido también de los es-
tadisticos y los propios psicologos que se han interesado en el razonamiento
estocéstico (Batanero, 2000). Su preocupacion ha sido la de incrementar y
mejorar la ensenanza de la estadistica y de la probabilidad en las escuelas,
debido a que los estudiantes, que terminan su educacion basica, no consiguen
la cultura necesaria para enfrentarse a asuntos tan simples como comprender
la informacién estadistica que aparece en los distintos medios de comunica-
cion (Educacion Estadistica en la Matematica Escolar, 2006) o colaborar de
forma consciente con los datos necesarios para distintas investigaciones del

gobierno u otras instituciones.

Actualmente, en los curriculos de mateméaticas hay una tendencia a fa-
vorecer el desarrollo del pensamiento aleatorio, que ha estado presente en la
ciencia, la cultura y atn en las forma de pensar cotidiana durante este siglo.
En el caso del curriculo colombiano, desde la renovacion curricular iniciada en
1975 en la administracion de Lopez Michelsen, se dio una revision a todos los
programas de matematicas, generando una nueva orientaciéon, llamada por
Carlos Eduardo Vasco Uribe! ‘enfoque de sistemas’, en este enfoque para los
programas de matemaéticas se le da igual importancia al sistema numérico,
al geométrico, al métrico, a los datos y al algebraico y analitico (MEN, 1998)
que llevan cada uno al desarrollo de un tipo de pensamiento. Respecto a los
sistemas de datos y el pensamiento aleatorio, Vasco (2005) afirma que hoy

dia se hace verdaderamente importante para los estudiantes

el desarrollo del pensamiento aleatorio, que les permitiré in-
terpretar, analizar y utilizar los resultados que se publiquen en

periddicos y revistas, que se presenten en la television o que apa-

'Delegado como asesor del Ministerio de Educaciéon Nacional para la reestructuracién
de las matemaéticas escolares.
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rezcan en pantalla o en hojas impresas como productos de los

distintos programas de analisis de datos. (p. 65)

Esta idea de favorecer el desarrollo del pensamiento aleatorio, al igual que
a los deméas pensamientos, se encuentra hoy descrita en los Lineamientos
Curriculares de Matematicas y los Estandares Basicos de Matematicas. En
ellos se propone que desde la basica primaria hasta finalizar el bachillerato,
los estudiantes deben ir avanzando en la comprension de la probabilidad a
través del analisis de datos reales, la experimentacion, las simulaciones y la
resolucion de problemas en situaciones de incertidumbre no sélo dentro de la

matemaética sino también en otros campos del saber.

A pesar de estos argumentos sobre la importancia de comprender los con-
ceptos de la estadistica y la probabilidad, atin no se le ha dado el espacio
que se merece en los programas de la educaciéon basica y media, porque en
algunos casos, su ensenanza ha quedado relegada a una unidad de estudio
en la clase de matematicas, que incluso muchas veces ni se logra impartir,
por falta de tiempo en las instituciones educativas, interés o conocimiento
por parte de los profesores (Educacion Estadistica en la Matematica Escolar,
2006). Y cuando se ensena, en algunos casos, los profesores se han dedica-
do a informar a los estudiantes sobre cémo se tabula informacién, cémo se
construyen graficos, como se calculan medidas y probabilidades, por nombrar
algunas cuestiones, pero no se ha tenido en cuenta el papel fundamental que
desempena la estadistica y la probabilidad en la investigacién en ciencias, en
el desarrollo del razonamiento estadistico y de un pensamiento critico, y en

la resolucién de problemas cotidianos susceptibles de ser formalizados.

La ensenanza de la probabilidad deberia estar orientada hacia la compren-
sion de los conceptos y procedimientos mas que a su reproduccién. Asi, la
construccion de tablas y graficos, el célculo de las probabilidades, entre otros,

puede tener sentido para los estudiantes y de esta forma logren su compren-
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sion. Ademas, permitiria que los estudiantes comparen, interpreten, analicen,
infieran y tomen decisiones frente a distintas situaciones. Esto implica que
la ensenanza de la estadistica y la probabilidad deberia fundamentarse en
aplicaciones y analisis de datos reales, como una manera de conseguir que los

estudiantes comprendan lo que se les quiere ensenar.

1.1.3. Investigaciones actuales sobre la ensenanza y el

aprendizaje de la probabilidad

Muchas de las investigaciones actuales han revelado que la comprension del
concepto de probabilidad, por parte de los estudiantes, viene acompanada de
dificultades de diversa indole. Y otras se han centrado en las préacticas que los
maestros asumen o deberian asumir cuando abordan el proceso de ensenanza
y aprendizaje del concepto de probabilidad, para lograr en los estudiantes un

alto nivel de comprension.

En relacion a las dificultades del aprendizaje de la probabilidad, Batanero
(2005) presenta un estudio que analiza los distintos significados del concepto
de probabilidad (intuitivo, Laplaciano, frecuencial, subjetivo y matematico)
a través de la historia y su relacién con los errores? en que incurren los es-

tudiantes al resolver problemas relacionados con el concepto de probabilidad.

Otras investigaciones en este mismo sentido (Fernandez, 2001; Barragués
y Guisasola, 2002), encuentran que, la mayoria de los estudiantes presentan
ideas alternativas a las formales sobre el concepto de probabilidad, atin des-
pués de la instruccion, y existe poca diferencia entre estudiantes que han
estudiado la probabilidad de los que no lo han hecho, al resolver problemas

de este tipo.

2Interpretados como conflictos semiéticos.
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Algunos autores como Batanero y Godino (2005) afirman que dar el paso
de lo intuitivo a lo formal se les dificulta a los estudiantes debido a una visiéon
determinista del mundo, que se ha formado desde la misma matematica y
otras disciplinas. Ademas de las caracteristicas particulares de los fenémenos
aleatorios, como su caracter de ‘operacion irreversible’: esa imposibilidad de
comprobar un resultado, como si ocurre con las operaciones aritméticas, por
ejemplo. De otro lado, el anélisis de un experimento aleatorio va mas alla
del resultado inmediato y por tanto requiere la consideracion de todos los

sucesos elementales posibles, es decir del espacio muestral del experimento.

Algunas de estas dificultades se enmarcan en lo que Kahnema y Tversky
denominan Heuristicos y sesgos al hacer investigacion sobre los juicios y la
toma de decisiones. Los Heuristicos son estrategias o procedimientos intuiti-
vos basados en procesos de memoria bastante automaticos como lo son los
céalculos de similitudes o recuperacion de casos de memoria (Gabucio, Domin-
go, Lichtenstein, Limén, Minervino, Romo y Tubau, 2005) y los sesgos son
errores que ocurren en forma sistematica, es decir, el error esti condicionado
por algo distinto al azar. A continuacién se presentan los errores o heuristi-
cos que aparecen de manera mas frecuente en los estudiantes (Scholz, 1991;
Munoz, 1998; Saénz, 1998; Serrano et al., 1996, 1998, citados por Barragués
y Guisasola, 2002):

Heuristico de la accesibilidad: consiste en estimar la probabilidad de un
suceso segiun la facilidad con que se recuerden ejemplos de su ocurrencia.
Un error tipico de accesibilidad es emitir juicios o valoraciones a la luz de lo

primero que pasa por la cabeza.

Heuristico de representatividad: consiste en asignar probabilidades altas
a los sucesos que parecen ser prototipicos de una poblaciéon y bajas a los

que parecen no serlo. Dos errores tipicos que surgen de esta heuristica son
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la insensibilidad al tamano de la muestra y las concepciones erréneas sobre
las secuencias aleatorias. En el primer caso, se tiende a pensar que cualquier
muestra representa la poblacion. En el segundo caso, se tiende a considerar
que las secuencias que tienen un orden establecido no pueden ser aleatorias,
por ejemplo la idea de que el ntimero de loteria 1234 es poco probable que

salga.

El sesgo de equiprobabilidad: consiste en la creencia de los sujetos de que,

en cualquier experimento aleatorio, existe equiprobabilidad de los sucesos.

El sesgo determinista: se da cuando se utilizan razonamientos causales
para estimar probabilidades, esto es, se buscan explicaciones deterministas

al azar.

Enfoque del resultado aislado: consiste en estimar la probabilidad de un
evento dependiendo de si éste ocurrird o no la préoxima vez que se repita el

experimento.

Aunque muchas investigaciones hayan considerado las dificultades que tie-
nen los estudiantes con relacién al concepto de probabilidad, segin Zapata-
Cardona (2008), poco se ha dicho sobre las implicaciones pedagogicas de
aquellas dificultades y como los profesores podrian ayudar a sus estudiantes
a superarlas. Esta investigacion pretende conocer como los estudiantes de
altimo grado de bachillerato comprenden el concepto de probabilidad como
una herramienta tedrica que sirva como fundamento para ayudarles a superar

las dificultades que se les presentan cuando se enfrentan a él.

En la literatura revisada sobre la ensenanza, se encuentran algunas pro-
puestas didacticas para el desarrollo de los contenidos minimos a nivel de

conceptos, procedimientos y actitudes en los cursos de estadistica y probabi-
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lidad en Espana (Checa, 1998). También Batanero y Diaz (2005) proponen,
en este sentido, un trabajo por proyectos como estrategia para el desarrollo
de las clases. Insunza et al. (2009) desarrollaron un software para favorecer el
aprendizaje y razonamiento probabilistico desde una perspectiva frecuencia-
lista. Ademaés, Batanero (2003) plantea las simulaciones en los experimentos
aleatorios como un instrumento que ayude a los estudiantes a explorar y des-

cubrir conceptos y principios relacionados con el azar y la probabilidad.

Por otro lado, desde mi experiencia como docente de estadistica y proba-
bilidad durante més de cuatro anos, me he percatado de que la comprension
que adquieren algunos estudiantes del concepto de probabilidad después de
haberlo estudiado, es intuitiva, es decir, se guian mas por sus creencias que
por los conceptos y procedimientos estudiados en clase. Otros tantos, aplican
dichos procedimientos a cualquier tipo de problema, sin tener en cuenta la
diversidad de situaciones que se pueden presentar y por tanto la diversidad

de estrategias para resolverlas.

En conclusion, aunque en la actualidad muchas investigaciones se han
enfocado en la ensenanza y aprendizaje de la probabilidad, pocas se han
preocupado por analizar los procesos que siguen los estudiantes para la com-
prension de este concepto. Con esta investigacion se buscd ampliar la teoria
sobre la comprension del concepto de probabilidad desde la mirada de los ni-
veles de comprension propuestos por la EpC. El aporte de esta investigacion
fue en dos direcciones, por un lado nutre el campo de aplicaciéon del mar-
co conceptual de la EpC en el caso particular del concepto de probabilidad
y por otro, es un aporte tedrico que servira de apoyo a los docentes para
tener algunas ideas sobre como comprenden los estudiantes el concepto de
probabilidad. Desde este punto, generar estrategias de aula que promuevan
dicha comprension y con esto ayudar a los estudiantes a superar algunas di-

ficultades que se encuentran cuando se enfrentan a resolver problemas que
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involucran el concepto de probabilidad.

1.1.4. Algunas teorias sobre la comprension

El objeto de estudio de esta investigacion es la comprension del concepto
de probabilidad. Este proceso podria ser estudiado desde distintos enfoques
teodricos, aqui se expondran algunos de ellos y se argumentaran las razones

por las cuales se eligi6 la EpC.

1.1.4.1. Modelo de Pirie y Kieren

Este es un modelo sobre el crecimiento de la comprension, que por su carac-
ter dinamico permite resaltar la importancia de los procesos individuales, de
los procesos historicos y de las interrelaciones de los individuos en el proceso
de comprensiéon de conceptos mateméaticos. En esencia, este modelo conside-
ra la comprension como un elemento organico, inestable y retrogresivo, un
proceso de crecimiento interminable, completo, dindmico y estratificado pe-
ro no lineal. El modelo de crecimiento de la comprensiéon de Pirie y Kieren
rechaza la nociéon evolutiva de la comprension como una funcién mondtona
creciente y mas bien la cosideran como un proceso dindmico de organizacion

y reorganizacion (Meel, 2003).

La definicién inicial de comprension matematica del modelo de Pirie y Kieren
surgi6 a partir de la definicién constructivista de Glasersfeld. Ellos describie-

ron la comprensiéon matematica de la siguiente manera:

La comprension matemética se puede definir como estable pero
no lineal. Es un fenémeno recursivo, y la recursiéon parece ocu-
rrir cuando el pensamiento cambia los niveles de sofisticaciéon. De
hecho, cada nivel de comprension se encuentra contenido dentro
de los niveles subsiguientes. Cualquier nivel particular depende

de las formas y los procesos del mismo y, ademas, se encuentra
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restringido por los que estan fuera de él. (Pirie y Kieren 1989,
citado por Meel, 2003)

Usando esta definicion, concibieron su modelo de crecimiento de la compren-
sion compuesto por ocho niveles potenciales: Primitive Knowing, Image Ma-
king, Image Having, Property Noticing, Formalising, Observing, Structuring,
Inventising, que se pueden traducir como Conocimento primitivo, Creaciéon
de la imagen, Estableciendo imagen, Deducciéon de propiedades, Formaliza-
cién, Observacion, Estructuracion y Creacion o Invencion, la siguiente figura,
muestra la concepcion del modelo de Pirie y Kieren, el cual comienza por el

primer nivel potencial Primitive Knowing o PK (Rendon, 2009).

Figura 1.1: Concepcion del Modelo de Crecimiento de la Comprension de
Pirie y Kirien.

Pirie y Kirien conceptualizan su modelo sobre la evolucién de la com-
prension matematica como poseedor de 7 niveles potenciales. El proceso de
llegar a comprender inicia en el centro del modelo llamado conocimiento pri-
mitivo. Primitivo se refiere al hecho de ser un punto inicial, no a ser un nivel
inferior en las matematicas. El contenido central es toda la informacién que

el estudiante atrae a la situacion de aprendizaje.



1. Antecedentes y planteamiento del problema 17

En el segundo nivel, llamado creacion de imagen, el estudiante es capaz
de realizar distinciones con base en capacidades y conocimientos anteriores
que transmiten el significado de cualquier imagen mental. Las acciones que
se realizan en este estrato involucran desarrollar las conexiones entre los
referentes y los simbolos, mientras el estudiante emplea el lenguaje de fraccion
para analizar y registrar las acciones.

En el tercer nivel, llamado comprension de la imagen, las imagenes asocia-
das con una sola actividad se reemplazan por una imagen mental. El desarro-
llo de estas imagenes mentales libera las matematicas del estudiante a partir
de la necesidad de realizar acciones fisicas particulares.

En el cuarto nivel, llamado observacion de la propiedad, el estudiante
puede examinar una imagen mental y determinar los distintos atributos aso-
ciados con dicha imagen; se nota en el estudiante una madurez por realizar
distintas conexiones entre diversas imagenes mentales y la capacidad para
iniciar un proceso de construccion de conceptos que pueden evolucionar en
la definicion de caracteristicas particulares.

En el quinto nivel de la comprension, llamado formalizacion, el estudiante
es capaz de conocer las propiedades y extraer de ellas las cualidades comunes
de las clases de imégenes. En este nivel, se genera una produccion de defini-
ciones matematicas completas, aunque posiblemente el lengaje utilizado no
sea un lenguaje mateméatico formal.

El siguiente nivel se llama la observacion, este permite la capacidad de
considerar y utilizar como referencia el pensamiento formal de la persona.
En este nivel el estudiante puede producir realizaciones relacionadas con la
cognicion sobre el concepto formalizado.

Por tltimo, el séptimo nivel se llama la estructuracion, en él el estudiante
trasciende el tema particular para la comprension que se encuentra en una
estructura mayor. El anillo exterior del modelo de Pirie y Kieren se deno-
mina invencion, porque es en este cuando el sujeto adquiere la capacidad

para liberarse del conocimiento estructurado que representa la comprension
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total y crear preguntas totalmente nuevas que tendrén como resultado el
desarrollo de un concepto nuevo. En este nivel, la comprensién matemética

del estudiante es infinita, imaginativa y llega mas alla de la estructura actual.

La descripcion anterior caracteriza un concepto particular; las acciones
especificas y verbalizaciones seran trazadas a la luz del modelo general. Si
el estudiante no demuestra tal complemento en el proceso y en la acciéon de
forma orientada, se considera que no ha alcanzado el nivel de comprension
(Vasco y Bedoya, 2005).

1.1.4.2. El Modelo Educativo de Van Hiele

A finales de los anos 50, los esposos Pierre Marie van Hiele y Dina van
Hiele - Geldof, trabajaban como profesores de mateméticas en la ensenanza
media. A partir de su experiencia docente y mientras estudiaban algunos
de los trabajos de Piaget, Pierre van Hiele formul6 su sistema de niveles de
razonamiento en geometria de modo que se pudiese solventar el salto con-
ceptual que se presentaba entre los vocabularios utilizados por los docentes

y los reconocidos por los estudiantes.

La idea basica del modelo, expresado en forma sencilla es: El aprendizaje
de la geometria se hace pasando por niveles de pensamiento. Estos niveles no
van asociados a la edad, y cumplen las siguientes caracteristicas: No se puede
alcanzar el nivel n sin haber pasado por nivel anterior n—1, o sea, el progreso
de los alumnos a través de los niveles es invariante. En cada nivel de pensa-
miento, lo que era implicito, en el nivel siguiente se vuelve explicito. Cada
nivel tiene su lenguaje utilizado (simbolos lingiiisticos) y su significatividad
de los contenidos (conexion de estos simbolos dotandolos de significado). Dos

estudiantes con distinto nivel no pueden entenderse.

El modelo abarca tres aspectos: uno descriptivo, mediante el cual se iden-
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tifican diferentes formas de razonamiento de los individuos y se puede valorar
el progreso de éstos. Otro instructivo, que marca unas pautas a seguir por
los profesores para favorecer el avance de los estudiantes en su nivel de ra-
zonamiento. La idea central del componente descriptivo es que a lo largo del
proceso de aprendizaje de la geometria, los estudiantes, pasan por una serie
de niveles de razonamiento, que son secuenciales, ordenados y tales que no se
puede saltar ninguno. Cada nivel supone la comprension y utilizacion de los
conceptos geométricos de una manera distinta, lo cual se refleja en una mane-
ra diferente de interpretarlos, definirlos, clasificarlos y hacer demostraciones.
La componente instructiva del modelo, se basa en las fases de aprendizaje,
estas constituyen unas directrices para fomentar el desarrollo de la capaci-
dad de razonamiento matemético de los estudiantes y su paso de un nivel
de razonamiento al siguiente, mediante actividades y problemas particulares
para cada fase. El tercer aspecto es el insight, que se da cuando el estudiante

ha comprendido y ha logrado razonar de manera correcta.

Acontinuacion se explica e qué consiste la percepcion (insight), los niveles

de pensamiento y las fases de aprendizaje.

El insight. Los cambios que presenta un alumno en su forma de razo-
namiento, frente a un concepto especifico, a lo largo de una intervencion
pedagogica, se pueden observar y analizar a través del aumento progresivo
en el lenguaje empleado por él, y a su vez, en la forma como manifiesta,
analiza y emplea el nuevo conocimiento adquirido en nuevas situaciones, esto
ultimo, segtin van Hiele, se denomina Insight. (Esteban, citado por Vasco y
Bedoya, 2005).

Los niveles de razonamiento. Segun Vasco y Bedoya (2005) los niveles
de razonamiento, parte descriptiva del modelo, permiten ubicar a un alumno
en alguno de ellos, de acuerdo con la comprension que tenga frente a un

concepto matemaético. Van Hiele propone que un alumno pasa por cinco (5)
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niveles de razonamiento en la estructuraciéon de un concepto matematico en

su red de relaciones, describiéndolos para la geometria. Estos niveles son:

1. Nivel 0 Predescriptivo: Los alumnos reconocen las figuras por su apa-
riencia global. Pero no son capaces de identificar explicitamente las

propiedades de las figuras.

2. Nivel I. De reconocimiento visual. Los alumnos analizan las propiedades
de las figuras. Pero no relacionan explicitamente las figuras con sus

propiedades.

3. Nivel II. De analisis. Los alumnos relacionan las figuras con sus pro-
piedades. Pero no organizan los enunciados en forma secuencial, para

justificar sus observaciones.

4. Nivel III. De clasificacion y relacion. Los alumnos organizan sucesiones
de enunciados que les permiten deducir un enunciado a partir de otro.
Pero no reconocen la necesidad de rigor y no alcanzan a comprender

las relaciones entre varios sistemas deductivos.

5. Nivel IV. De deduccion formal. Los alumnos analizan diversos siste-
mas deductivos con cierto grado de rigurosidad; comprenden ahora las
propiedades de las que puede gozar un sistema deductivo, como la con-

sistencia, la independencia y la completitud de los postulados.

Van Hiele describe el paso de un alumno, de un nivel al siguiente, como
una funcién del aprendizaje: la transicion de un nivel al siguiente no es un
proceso natural, tiene lugar bajo la influencia del programa de ensenanza y

de aprendizaje. La transicion implica el aprendizaje de un nuevo lenguaje.

Las fases de aprendizaje. Las fases de aprendizaje tienen como fin,
ayudar a progresar a un alumno desde un nivel de razonamiento al inmedia-

tamente superior, y basicamente constituyen un esquema para organizar la
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ensenanza. Las fases de aprendizaje son cinco y se describen en la siguiente

figura:

Maodslo de Van Hisle

Es

¥

[nstructivo —b{ 1 - Informacidn ‘

Se divide —b{ 2 - Orientacidn dirigida ‘
¥
Fases de aprendizaje }745{ 3 - Explicitacion ‘
Constriyen —h{ 4 - Orientacidn libre ‘
h 4
‘ Red conceptual ‘ —b{ 5 - Integracion ‘

Figura 1.2: Diagrama de las Fases de aprendizaje segtiin el modelo de Van
Hiele.

“Completadas estas cinco fases, los alumnos habran adquirido una nueva
red de relaciones mentales, mas amplia que la anterior, completandola y
reformulandola, y a partir de ese momento, el alumno ha progresado a un

nuevo nivel de razonamiento” (Rendon, 2009, p. 40).

1.1.4.3. La Ensenanza para la Comprension

En 1988, Howard Gardner, David Perkins y Vito Perrone, docentes de
la Escuela de Educacion de la Universidad de Harvard, comenzaron a re-
flexionar sobre ;qué significa comprender? ;De qué manera desarrollamos
la comprension en nuestros estudiantes? ;Coémo averiguar hasta qué punto

han comprendido alguna tematica o topico? ;Coémo apoyar el desarrollo de
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la comprension? Y para dar respuesta a estos interrogantes propusieron en
1990 un proyecto de investigacion llamado el Proyecto Cero, que tuvo como
finalidad desarrollar un Enfoque de Ensefianza para la Comprension (EpC)

basado en investigaciones y sometido a prueba en las aulas.

Pero algunos de nosotros podria decir que ensenar con miras hacia la
comprension no es una idea nueva. Practicamente todos los maestros ensena-
mos para que nuestros estudiantes comprendan, entre otras cosas. Para ello,
utilizamos distintas estrategias, procuramos explicar las cosas con claridad,
proponemos situaciones abiertas que permitan la discusion, planificamos ex-
perimentos; sin embargo, descubrimos que nuestros estudiantes comprenden
mucho menos de lo que esperabamos y més atn, no hacen la conexiéon de lo
aprendido en la escuela con sus actividades por fuera de ella. (Blythe, T. y

col, 1999).

Pero, ;qué impide que nuestros estudiantes comprendan? Tal vez la com-
prension compite con otras tantas metas en nuestras agendas; tal vez “las
escuelas donde trabajamos y los exdmenes para los cuales preparamos a nues-
tros estudiantes ofrecen en general muy poco apoyo a la ensenanza para la
comprension” (Blythe y Perkins, 1999, p. 37) o no sabemos qué curricu-
los, qué actividades y qué evaluaciones apoyan realmente la comprension.
El Proyecto de Ensenanza para la Comprension propone que se privilegie
la comprension sobre cualquier otra actividad y proporciona estrategias de
planificaciéon y ensenanza que permita a los docentes responder a la pregunta

;como fomentar la comprension de mis estudiantes? (Blythe y Perkins, 1999).

Pero antes de explicar en qué consiste el Enfoque de la Ensenanza pa-
ra la Comprension es necesario aclarar que la vision de comprension desde
este enfoque se hace desde la perspectiva del desempeno, que dice que “la

comprension incumbe a la capacidad de hacer con un tépico una variedad de
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cosas que estimulan el pensamiento, tales como, explicar, demostrar y dar
ejemplos, generalizar, establecer analogias y volver a presentar el topico de
una nueva manera’. (Blythe y Perkins, 1999, p. 39). Lo que implica una visién
de la comprensiéon vinculada con el ‘desempeno’, es decir, la comprension de
un estudiante se evidencia segiin sus acciones. Estas acciones o desempenos
deben demostrar lo que sabe y ademés aplicarlo de forma novedosa. Por eso,
cuando se quiere apreciar la comprension de un estudiante en un momento
determinado, se le pide que “haga algo que ponga su comprension en juego,
explicando, resolviendo un problema, construyendo un argumento, armando
un producto” (Perkins, 1999, p. 71). Lo que los estudiantes respondan frente
a estas actividades no s6lo demuestra su nivel de comprension sino que los
puede hacer avanzar. Al enfrentarse a nuevos desafios llegan a progresar en

Su comprension.

El marco conceptual de la Ensenanza para la Comprension consta de
dos parte: Las Dimensiones de la comprension y Los Elementos de la com-
prension. Las Dimensiones describen cuatro puntos desde donde debe ser
analizada la comprension de los estudiantes y los Elementos presentan las

pautas para la construccion de las practicas de aula.

Las Dimensiones de la comprension

Redes conceptuales: los docentes deben analizar antes de iniciar su prac-
tica qué comprende el estudiante o qué se quiere que llegue a comprender.

M¢étodos de produccion del conocimiento: deben describir y evaluar como
los estudiantes construyen y usan su conocimiento segtn la disciplina. Cono-
cer métodos propios del area. En este punto el docente se pregunta como se
comprende en la disciplina que se ensena.

Praxis: Se busca las posibilidades de relacionar teoria y préactica, es decir,
posibilidad de relacionar un conocimiento con la vida. El docente debe anali-

zar para qué se comprende lo que se quiere que los estudiantes comprendan.
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Formas de comunicacion: el docente analiza las distintas maneras en que
los estudiantes comprenden y la forma en que lo comunican de tal forma que
otros también puedan comprender. (Jaramillo y Bermudez, 1997)

Cada una de estas dimensiones puede ser desarrollada por los estudian-
tes en distinta medida, por lo cual se generan cuatro niveles de comprension
en cada una de las Dimensiones: comprension ingenua, de principiante, de

aprendiz y de experto.

Elementos de la comprension

Tépicos generativos: son temas centrales para una o més disciplinas, por
lo cual se puede establecer miltiples relaciones entre unos temas y otros,
inclusive con la vida del estudiante.

Metas de comprension: segin Blythe y Perkins (1999) se definen como
“enunciados o preguntas donde se expresan cuales son las cosas mas impor-
tantes que deben comprender los alumnos en una unidad o en un curso.” (p.
45). Esas cosas pueden ser conceptos, procedimientos o habilidades.

Desempenos de comprension: para Blythe y Perkins (1999) son “activida-
des que desarrollan y a la vez demuestran la comprension del estudiante en
lo referente a las metas de comprension.” (p. 45). Este es el espacio en el que
los estudiantes reconfiguran, expanden, extrapolan y aplican lo que saben en
distintas situaciones.

Valoracion continua y evaluacion final: proceso por el cual los estudiantes
obtienen retroalimentacion de sus desempenos por parte del docente y de sus

companeros.

Esta investigacion tendra como marco tedrico la EpC. Este un marco que
ademas de dar un aporte tedrico sobre la comprension, brinda a los profeso-
res herramientas para la planificacion y diseno de sus practicas de aula para
fomentar la comprension, desde el abordaje de un concepto hasta el de un

curso completo. Esta es una caracteristica que ni el Modelo de Pirie y Kieren
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ni el Modelo Educativo de Van Hiele posee, puesto que en estos dos aborda-
jes de la comprension estan mas interesados en mostrar lo que pasa a nivel
cognitivo en el estudiante cuando comprende un concepto que en asuntos cu-
rriculares, de ensenanza, de aprendizaje y de evaluacién como lo hace la EpC.
Esto se debe a que la EpC surge de la vivencia de los profesores en el aula,
entonces la teoria y la practica estan estrechamente ligadas pero claramen-
te diferenciadas, por lo que la teoria ilumina la practica y la préactica nutre
la teoria. Ademas, no se pretende que los profesores copien un modelo sino
que exploren y reflexionen sobre sus propios contextos, realidades, intereses
y necesidades para transformarlas. También ofrece los elementos teéricos ne-
cesarios para hacer una descripcion del proceso de comprension del concepto

de probabilidad a través de cuatro niveles de comprension.

Este marco conceptual es de cardcter general més no es especifico de un
saber disciplinar, como es el caso de las matematicas, sin embargo, algunas
de sus aplicaciones han sido en este campo, en tematicas como la razéon de
cambio (Rendon, 2009), las pruebas y conjeturas en matemaéticas (Durango,
2009) y La integracion entre pedagogia y tecnologia en la ensenanza del

Calculo de varias variables (Rojas, 2010).

1.2. Pregunta de Investigacion

A pesar de la diversidad de investigaciones existentes sobre el concepto de
probabilidad no se han encontrado estudios que aborden los aspectos rela-
tivos a la caracterizacion de la comprension del concepto de probabilidad a
través de niveles de comprension propuestos por la EpC, asi que, para ha-
cer un aporte en este aspecto, este trabajo abordé la siguiente pregunta de
investigacion: ;Como comprenden el concepto de probabilidad un grupo de

estudiantes de décimo grado?
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Una respuesta a esta pregunta permitié caracterizar la comprension del
concepto de probabilidad en un grupo de estudiantes de décimo grado, que se
construy6 desde el trabajo de campo. Cuando se logra conocer las caracteris-
ticas fundamentales del proceso de comprension del concepto de probabilidad,
se puede ayudar a los estudiantes a superar las dificultades que se les presen-
tan cuando se enfrentan a la resoluciéon de problemas de probabilidad. Para
ello se recorrié una ruta metodolégica en la que se construy6 una unidad cu-
rricular, basada en el marco de la EpC. Este enfoque facilita la construccion
de estrategias, que potencializan el desarrollo de la comprension, a través de
la generacion de centros de motivacion e interés hacia el aprendizaje de la
probabilidad por parte de los estudiantes, puesto que, en ellos, pueden en-
contrar relacién con su vida. Luego se analizaron, de manera detallada, los
procesos seguidos por ellos en la comprension del concepto para lograr su

caracterizacion.

1.3. Objeto de Investigacion

El objeto de estudio de esta investigacion es la comprension del concepto de
probabilidad. Para analizarlo, se present6 en el apartado 1.1.1 la naturaleza
dual del concepto de probabilidad como creencia y como evidencia aceptable,
de la cual se desprenden las distintas definiciones que se han presentado a
través de la historia. Luego, se determiné lo que se entiende por comprension
dentro de esta investigacion en el apartado 1.1.4.3; a partir de estos elementos

se determinaron los siguientes objetivos.

1.4. Objetivos

Para responder a la pregunta de esta investigacion se hizo necesario fijar el
horizonte conceptual desde el que se abordoé el proceso de investigacion, el

cual esta constituido por un objetivo general que se fue logrando en la medida
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en que se cumplieron unos objetivos especificos.

1.4.1. General

Caracterizar la comprension del concepto de probabilidad en un grupo de

estudiantes de décimo grado.

1.4.2. Especificos

1. Construir descriptores sobre la comprension del concepto de probabili-
dad, de acuerdo a los cuatro niveles de comprension en correspondencia

con el marco de la EpC.

2. Describir de qué manera un estudiante puede avanzar de un nivel a

otro en el proceso de comprension del concepto de probabilidad.

La revision de literatura presentada en este capitulo, motivo la realizacion
de esta investigacion sobre la comprension del concepto de probabilidad y
permitié delimitar la pregunta de investigacion, el objeto de investigacion y

los objetivos.



Capitulo 2
Marco teérico

En esta seccion se hace un desarrollo tedrico del marco conceptual que
gui6 esta investigacion; sus elementos y dimensiones, y se explica la utilidad

que tuvieron los mapas conceptuales en el desarrollo de la investigacion.

2.1. Ensenanza para la Comprensiéon

A continuacion se describen de manera detallada cada uno de los aspectos
que constituyen el marco de la EpC. Estos fueron los referentes teéricos con
los cuales se construy6 y desarroll6 el trabajo de campo de esta investigacion

y sirvieron de base para el analisis de los datos.

2.1.1. Elementos de la comprensiéon

Los cuatro elementos de la comprension: topicos generativos, metas de com-
prension, desempenos, valoracion continua y evaluacion final, constituyen la
pauta para la planificacion de la ensenanza, no se trata de una secuencia paso
a paso sino que cada uno se centra en un aspecto particular de la practica

docente y se interrelacionan y actian paralelamente.

28
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2.1.1.1. Téoépicos generativos

Son temas centrales para una o més disciplinas, por lo cual se pueden esta-
blecer multiples relaciones entre unos temas y otros, inclusive con la vida del
estudiante. Estos topicos son llamativos e interesantes para los estudiantes
porque tienen el poder para generar conocimientos, relaciones y necesidad de
indagar sobre su naturaleza. Ademas, deben ser interesantes para el profesor.
Le deben generar pasion, asombro y curiosidad, que a su vez les puede servir

como modelo de compromiso intelectual a sus alumnos.

El profesor debe hacerse el siguiente cuestionamiento para la determina-

cién de los tépicos generativos: jqué quiero que mis alumnos comprendan?

2.1.1.2. Metas de comprension

Segun Blythe y Perkins. (1999) se definen como “... enunciados o preguntas
donde se expresan cuéles son las cosas més importantes que deben compren-
der los alumnos en una unidad o en un curso” (p. 45). Esas cosas pueden ser
conceptos, procedimientos o habilidades. El profesor debe hacer en este pun-
to una rigurosa seleccion tematica puesto que lo que importa en este enfoque
es la calidad de los aprendizajes y no la cantidad, por lo cual su consigna es
“menos es mas”. Los profesores deben hacerse las siguientes preguntas: ;qué
es lo que quiero que mis estudiantes comprendan? jpor qué es importante
que lo comprendan? Es esencial que los estudiantes conozcan estas metas

para que sepan hacia déonde se conducen en su proceso de aprendizaje.

Las metas de comprension son de dos tipos: a corto plazo que correspon-
den a una unidad, y, a largo plazo, denominados también hilos conductores
que incumben al contenido de un curso. Las primeras se usan como propositos
especificos que describen cuanto queremos que los estudiantes comprendan
de un topico generativo. Las segundas se relacionan con los procesos de desa-

rrollo méas generales que se pretende promover en los estudiantes.
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2.1.1.3. Desempenos de comprensiéon

Son todas las actividades que los estudiantes hacen para desarrollar y demos-
trar su comprension. Involucra a los estudiantes en un trabajo que hace que
progresen en las metas de comprension especificadas para el curso o unidad
curricular, a través de desafios suficientemente grandes como para ampliar
sus conocimientos. Los desempenios de comprension deben disenarse en se-
cuencias reiterativas, es decir, de manera que los estudiantes puedan revisar
constantemente un desempeno hasta alcanzar la comprension buscada. Estas
actividades van mas alla de la memorizacion y la rutina, sin desmeritar la
importancia que estos elementos tienen en el aprendizaje. Ofrecen la posi-
bilidad de utilizar multiples estilos de aprendizaje y expresion. Brindan el
espacio para que los estudiantes apliquen lo que saben en distintas situacio-
nes. Ademas, ofrecen la posibilidad, tanto al profesor como al estudiante, de
constatar el desarrollo de la comprension a lo largo del tiempo en situaciones
innovadoras y retadoras. Existen tres tipos de desempenos de comprension:

los preliminares, los de investigacion guiada y los proyectos finales de sintesis.

Los desempenos de comprension preliminares tienen la finalidad de explo-
rar las cuestiones antes de darles la informacion. Por lo general, aparecen al
inicio de la unidad curricular y sirven para ubicar al estudiante en el dominio
de un topico generativo, viendo la relacion de éste con sus intereses y expe-
riencias previas, lo que permite al docente conocer lo que los estudiantes ya
saben y lo que estan interesados en aprender. Permitiendo que los estudian-
tes pongan a prueba sus comprensiones anteriores y se enfrenten a algunos
fendbmenos o enigmas que presenta el topico generativo. Los desempenos de
mwestigacion guiada sirven para que los estudiantes se centren en problemas
y cuestiones especificas, relacionadas con el topico generativo y las metas de
comprension. Durante el inicio de la unidad o curso, los desempenos pue-
den ser relativamente simples y a medida que los estudiantes desarrollan la

comprension de metas preliminares pueden comprometerse en formas mas



2. Marco teodrico 31

complejas de investigacion. La guia del profesor ayuda a los estudiantes a
aplicar conceptos y métodos disciplinares, a integrar sus conocimientos y a

poner en practica una comprension cada vez més compleja y avanzada.

Los proyectos finales de sintesis les exigen a los estudiantes integrar las
distintas comprensiones desarrolladas en los desempenos previos y por ende,
mostrar con claridad el dominio que tienen los estudiantes de las metas de
comprension establecidas.En este elemento los profesores deben hacerse la
pregunta ;qué deben hacer los estudiantes para desarrollar y demostrar su

comprension?

2.1.1.4. Valoracién continua y evaluacién final

Proceso por el cual los estudiantes obtienen retroalimentacion de sus desem-
penos por parte del profesor y de sus companeros. La valoracién continua y la
evaluacion final consta de dos componentes: establecer unos criterios de eva-
luaciéon de cada desempeno que deben ser conocidos por los estudiantes antes
de iniciar dichos desempenos, y proporcionar una retroalimentacion continua
a los estudiantes que les permita mejorar sus desempenos. La valoracion con-

tinua y evaluacion final refuerzan a la vez que evaltian la comprension.

En este proceso de valoracion continua se usara el portafolio del estudian-
te, como una estrategia evaluativa que posibilita tanto al estudiante como al
docente concientizarse y reflexionar sobre su proceso de comprension del con-
cepto de probabilidad. Este consiste en una carpeta en la que el estudiante
organizara sistematicamente las evidencias de su proceso de comprension y
podré revisar los progresos respecto de las metas de comprension, segiin sus

desempenos.
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2.1.2. Dimensiones de la comprension

Las dimensiones son ideas generales sobre las cualidades de la comprension
en cualquier disciplina. En la EpC se determinan cuatro Dimensiones de la

Comprension: contenido, métodos, propositos y formas de comunicacion.

2.1.2.1. Contenido

En esta dimension se evaliia el nivel hasta el cual los estudiantes han trascen-
dido sus ideas intuitivas o no escolarizadas y el grado hasta el cual pueden
usar con flexibilidad las relaciones entre los distintos conceptos que han ad-
quirido. Asi que en esta dimensiéon el docente debe hacerse dos preguntas

fundamentales:

JEn qué medida los desempenos de los alumnos demuestran
que las teorias probadas y los conceptos del dominio han trans-
formado sus ideas intuitivas? ;En qué medida pueden razonar
los alumnos dentro de redes conceptuales ricamente organizadas
moviéndose con flexibilidad entre detalles y visiones generales,
ejemplos y generalizaciones? (Boix-Mansilla y Gardner, 1999, p.
231).

Las posibles respuestas a estas preguntas conllevan a la evaluaciéon del nivel

hasta el cual han avanzado los estudiantes en su dimensién de contenidos.

2.1.2.2. Meétodos

Evalua la capacidad de los estudiantes para guardar un sano escepticismo ha-
cia sus creencias y hacia el conocimiento presentado desde distintas fuentes.
Ademas, de valorar en qué medida los estudiantes utilizan métodos apropia-
dos para construir y validar argumentos, de manera similar a como actian

los expertos en la disciplina que se esté estudiando.
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En esta dimensién se reconoce que el conocimiento ha sufrido un proceso
de construccion segun criterios debatidos ptiblicamente por personas ilustra-

das en los dominios respectivos.

2.1.2.3. Propésitos

Esta dimension evalia la capacidad de los estudiantes para reconocer las
cuestiones esenciales, los propositos e intereses que orientan la construcciéon
del conocimiento; para tomar una posicioén personal frente a lo que aprenden,
para usar el conocimiento en miltiples situaciones del contexto escolar, de
otras disciplinas y de su propio contexto social, pero también conocer las

consecuencias del uso que se le de a dicho conocimiento.

2.1.2.4. Formas de comunicacion

En esta dimension se evaliia la utilizacion efectiva y creativa, por parte de los
estudiantes, de distintas clases de simbolos, sean visuales, verbales, matema-
ticos, corporales, entre otros, para comunicar lo que comprenden de un tépico
o concepto, dentro de distintos géneros de desempenos propuestos (escribir
un ensayo, hacer una exposicion, explicar un algoritmo, entre otros). Ademas,
se analiza la capacidad de los estudiantes para considerar la audiencia y el
contexto en el que se estan comunicando. En resumen, el profesor analiza las
distintas maneras en que los estudiantes comprenden y la forma en que lo
comunican, de tal manera que otros también puedan comprender (Jaramillo
y Bermudez, 1997).

Las cuatro dimensiones muestran la naturaleza multidimensional del pro-
ceso de comprension. En algunas de las dimensiones, los desempenos de los
estudiantes se podran evidenciar mas facilmente que en otras, pero la com-
prension profunda conlleva la capacidad de usar el conocimiento en todas las

dimensiones.
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2.1.3. Niveles de comprension

Como la profundidad de la comprension puede diferir de una dimension
a otra, es indispensable diferenciar desempenos débiles de desempenos mas
avanzados, para lo cual, se hace una caracterizaciéon de cuatro niveles de
comprension por cada dimension: ingenuo, de principiante, de aprendiz y de

experto.

2.1.3.1. Nivel de comprension de ingenuo.

En este nivel los desempenos de comprension se fundamentan en el cono-
cimiento intuitivo. Por lo cual, los estudiantes “... describen la construcciéon
del conocimiento como un proceso no probleméatico que consiste en captar
informacion que estéa directamente disponible en el mundo...” (Boix-Mansilla
y Gardner, 1999, p. 239), debido a que ellos no hacen relaciones entre lo que
aprenden en la escuela y su cotidianidad. Tampoco, consideran el propoésito y
la utilidad de la construccion del conocimiento disciplinar. Y hay poca refle-
xion acerca de las formas en que el conocimiento es expresado o comunicado

a los otros.

2.1.3.2. Nivel de comprensiéon de principiante

Los desempenos estan vinculados a la escolaridad. En este nivel el es-
tudiante hace algunas relaciones entre conceptos disciplinares, describe la
naturaleza y proposito de la construccion del conocimiento, asi como sus for-
mas de expresion y comunicaciéon como procesos mecanicos. La validacion de
los procesos depende de una autoridad externa (profesor) y no de los criterios

racionales de la disciplina (Boix-Mansilla y Gardner, 1999)
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2.1.3.3. Nivel de comprension de aprendiz

Segtn Boix Mansilla y Gardner, (1999), en este nivel los desempenos
estan intimamente ligados al conocimiento y modos de pensar de la discipli-
na. Los estudiantes usan flexiblemente los conceptos o ideas disciplinarias.
La construccion de conocimientos se ve como algo complejo, que sigue pro-
cedimientos y criterios usados por los expertos. Los desempenos permiten
relacionar el conocimiento disciplinario y la vida cotidiana, examinando las
oportunidades y consecuencias de su uso. A través de los desempenos se ex-

presan y comunican los conocimientos de forma flexible.

2.1.3.4. Nivel de comprension de experto

Los desempenos integran conocimientos de distintas disciplinas, son crea-
tivos y criticos. Los estudiantes se mueven flexiblemente en las cuatro dimen-
siones, vinculando los criterios de construccion y validacion de la disciplina
con su objeto de estudio y sus objetivos. En este nivel, la construccion del
conocimiento se ve como una tarea compleja en la que se dan distintas vi-
siones, a veces contrarias. Los estudiantes pueden usar el conocimiento para

reinterpretar y actuar en el mundo de manera adecuada y eficiente.

En los Cuadros 2.1- 2.5 se muestra la relacion entre las dimensiones y los

niveles de comprension propuesta por Boix-Mansilla y Garner (1999).
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Cuadro 2.1: Dimensiones y niveles de comprension 1.
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Cuadro 2.2: Dimensiones y niveles de comprension II.
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Cuadro 2.3: Dimensiones y niveles de comprensié I11.
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Cuadro 2.4: Dimensiones y niveles de comprension IV.
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Cuadro 2.5: Dimensiones y niveles de comprensiéon V.
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La informacion de los Cuadros 2.1 - 2.5 constituye una fundamentacion

importante para el analisis de los datos en el capitulo 4.

2.2. Mapas conceptuales

Para Novak y Gowin (1999) un mapa conceptual es una herramienta grafica
para representar las relaciones entre conceptos usando proposiciones, o de
otra manera, es un recurso esquemaético compuesto de un conjunto de signi-

ficados incluidos en una estructura de proposiciones.

Los mapas conceptuales deben ser jerarquicos, esto es, los conceptos més
generales deben situarse en la parte superior y los conceptos que se van
derivando de otros en la parte inferior. En su elaboracion se explicitan los
conceptos y proposiciones que posee el sujeto, sin descartar la posibilidad de
desarrollar nuevas relaciones conceptuales y nuevos significados, generando
en el estudiante sentimientos positivos. Pero alguna vez estas sensaciones re-
sultan negativas o de preocupacion cuando el estudiante se da cuenta de sus
errores conceptuales o que es ignorante sobre algin asunto; sin embargo, es
fundamental la intervencion del docente para generar estrategias que bus-

quen la transformacion de esa situacién negativa.

Los mapas conceptuales como estrategia y método son de utilidad tanto
para los profesores como para los estudiantes. En el caso de los profesores,
para diagnosticar los conocimientos previos de los estudiantes, para planifi-
car sus clases y como instrumento de evaluacion. A los estudiantes les facilita
el aprendizaje porque se hacen consientes de sus conocimientos previos, de
sus errores y de sus aciertos, ademas permite adquirir nuevos conocimien-
tos, a la vez que les pueden ayudar a recordar los conceptos y las relaciones
entre ellos por su impacto visual. Segin Novak y Gowin (1999), algunas

aplicaciones educativas de los mapas conceptuales son: la exploracion de los
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conocimientos previos de los estudiantes, mostrar una ruta de aprendizaje
en una unidad o curso, extraer significados de los libros de texto o trabajos

experimentales, leer articulos y preparar trabajos escritos o exposiciones.

También es de anotar que la construccién de mapas conceptuales es una
oportunidad de que profesores y estudiantes negocien los significados de los
conceptos, esto es, que lleguen a acuerdos frente a lo que denotan. Aunque las
palabras con las que se designan los conceptos sean las mismas, cada sujeto
puede tener sus propios significados. Asimismo, es importante que intercam-
bien ideas sobre la validez de un vinculo entre conceptos o darse cuenta de

relaciones que faltan entre conceptos y la necesidad de un nuevo aprendizaje.

Estudios recientes muestran que este recurso es una estrategia que ayuda
al estudiante en el proceso de aprendizaje de un concepto matematico y a
los docentes en su proceso de ensenanza. Los mapas conceptuales dan la po-
sibilidad a los estudiantes de establecer de forma explicita las relaciones que

va construyendo (Esteban, Vasco y Bedoya, 2004).

El uso de los mapas conceptuales como organizador grafico, permite re-
presentar las relaciones significativas que tiene el estudiante en su mente, por
lo cual constituye un instrumento importante dentro del trabajo de investi-
gacion porque cada mapa es la manifestacion de la red de relaciones entre
los distintos conceptos o ideas asociados al concepto de probabilidad que el
estudiante construye. Los mapas conceptuales fueron utilizados en dos sen-
tidos: como estrategias de aprendizaje y como instrumentos de evaluacion
continua. En el trabajo de campo los mapas conceptuales aportaron pautas
importantes para mostrar como cada estudiante avanzoé en el proceso de com-
prension del concepto de probabilidad, tomando como punto de partida sus

conocimientos previos.
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A través del marco conceptual de la EpC y con la ayuda de los mapas
conceptuales, se construyeron cuatro matrices que contienen los descriptores
de la comprension del concepto de probabilidad en cuatro niveles de com-
prension. Ademés, se dan algunas herramientas a los docentes para abordar
este concepto que dia a dia toma mayor fuerza, no solo por su aplicaciéon en

situaciones cotidianas sino por los procesos de pensamiento que desarrolla.



Capitulo 3
Metodologia

Esta investigacion se abordé desde el paradigma cualitativo de investigacion
mediante un estudio de casos, debido a que este enfoque de investigacion
posibilita entender a profundidad el proceso de comprension del concepto de
probabilidad en un grupo de cuatro estudiantes de décimo grado. Ademas,
este fendomeno se indagd en un ambiente natural: el aula de clase, para dar
sentido o interpretarlo en virtud de los significados que los estudiantes cons-
truyen, usando como un instrumento clave, las observaciones y las entrevistas
a profundidad (Guba y Lincoln, 1994). Por otro lado, los datos recogidos bajo
este enfoque fueron flexibles y sensibles al contexto social en que se produ-
jeron; ademas, la relacion entre investigador e investigado fue interactiva, es

decir, una relaciéon en doble via.
A continuacién se describe el contexto de la investigacion, los participan-

tes y su eleccion, la posicion de la investigadora en el estudio, los instrumentos

usados para la producciéon de informacion y la validez del estudio.

44
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3.1. Contexto y participantes

El trabajo de campo de esta investigacion se desarrolld en una institucion
educativa de caracter privado de la ciudad de Medellin . Esta institucion es
una obra de la Compania de Jests (dirigida por sacerdotes) que cuenta con
125 anos de trayectoria a nivel educativo. Por otro lado, es importante anotar
que el area de matematicas esta dividida en dos asignaturas: matematicas y
geometria para los grados de 12 a 9° y en 3 asignaturas: matemaéticas, geo-
metria y estadistica para los grados 10° y 11°. La intensidad horaria de la
asignatura de estadistica es de una hora y veinticinco minutos semanales. En
esta asignatura se abordan tanto elementos de estadistica descriptiva como
de probabilidad. En el curso de estadistica de grado 10° se hace una intro-
duccién al concepto de probabilidad y en grado 11° se profundiza sobre la
teoria de la probabilidad todo el ano escolar. En esta instituciéon educativa,
laboro desde hace cinco anos, cuatro de ellos ensenando estadistica, asi que

mi posiciéon en el estudio fue de docente e investigadora a la vez.

La parte del trabajo de campo correspondiente a la aplicacion de la EpC en
el aula de clase mediante la unidad curricular se aplicd con los cuatro grupos
de grado 10°, cada grupo de 30 estudiantes. Sin embargo, se tomaron cuatro
de estos estudiantes para analizar a profundidad sus desempetios mediante
producciones escritas y observaciones que se realizaron durante el proceso de
aplicacion de la unidad curricular, ademés de una entrevista semiestructurada
que se les hizo después de terminada la aplicacion de dicha unidad. Los
cuatro estudiantes se eligieron en la cuarta semana de aplicacion del trabajo
de campo usando los siguientes criterios: responsabilidad con las actividades
propuestas y fluidez en la comunicacion de las ideas. A cada uno de ellos
se les conto del trabajo de investigacion que se estaba desarrollando y se
les pregunto si estaban de acuerdo en participar en él y todos estuvieron de
acuerdo. Como los cuatro estudiantes eran menores de edad se les envio a los

padres de familia un consentimiento de participacion que firmaron. Ademas, a
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los cuatro estudiantes se les asign6é un seudénimo para protejer su identidad.
Los seudénimos usados fueron: Micky, Federico, Ana y Mary. Micky y Mary

estudiaban en el mismo grupo y Federico y Ana estaban en otro grupo.

3.2. Produccién y analisis de datos

Los datos se produjeron antes, durante y después de la aplicacién de una
unidad curricular para el concepto de probabilidad (planeacion que hace
el docente de su trabajo de aula, basado en la EpC). Antes, se tom6 una
prueba escrita que los estudiantes habian desarrollado el periodo anterior
sobre las técnicas de conteo y los conjuntos (ver apéndice A) para anali-
zar algunos conocimientos previos. Los datos que se tomaron durante este
proceso fueron cuatro elaboraciones escritas: dos mapas conceptuales, uno
sobre técnicas de conteo y conjuntos y otro sobre el concepto de probabi-
lidad, el desarrollo de un laboratorio (ver apéndice A), una prueba escrita
sobre probabilidad (ver apéndice D) y el diario de campo de la observacion
de la docente-investigadora. Terminada la aplicacion de la unidad curricular
se produjo otra prueba escrita sobre probabilidad y estadistica descriptiva
de donde so6lo se retomaron los puntos de probabilidad (ver apéndice E) y
se aplico una entrevista semiestructurada (ver apéndice F) para conocer la
manera como los estudiantes comunican lo que comprenden, la relaciéon que
hacen de la teoria y la practica, la conceptualizacion lograda en torno a la

probabilidad y los métodos que usan para calcular la probabilidad.

La aplicacion de la unidad curricular tuvo una duracién de aproximadamen-
te tres meses y durante este tiempo los estudiantes construyeron portafolios
de actividades (carpeta en la que se recopilan todas las elaboraciones escri-
tas de forma gradual), en los cuales coleccionaron de forma sistematica las
evidencias de su proceso de aprendizaje, por lo tanto, permitieron analizar

la transformacion y progreso de su comprension con respecto a las metas
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de comprension propuestas para la unidad curricular. Consecuentemente, se
convirtieron en una herramienta fundamental en esta investigacion, debido a
que alli se recopilaron las elaboraciones escritas que los estudiantes constru-
yeron en diferentes etapas del proceso, ademas, permitié conocer como se iba
transformando la red de relaciones que los estudiantes estaban construyendo

en el proceso de comprension del concepto de probabilidad.

Como apoyo para la construccion de las actividades y el anélisis de la
comprension de los estudiantes se construyeron cuatro matrices, una para
cada Dimension de la comprension: Contenidos, Métodos, Praxis y Formas
de comunicacién, en las que se presentaron unos descriptores iniciales para
algunos aspectos que se consideraron parte de la comprension del concepto de
probabilidad, que se fueron refinanado durante el analisis de los datos. Estos
a su vez estan discriminados segiin el Nivel de comprension. Las matrices
hicieron las veces de “lupa” al momento de iniciar el analisis. Para cada
una de las dimensiones de la comprension se construyeron unas categorias a
priori basadas en la experiencia docente de la investigadora y en la revision de
literatura (Jones, Langrall, Thornton & Mogill, 1997); otras fueron categorias
emergentes de los aspectos que componen principalmente la comprension del

concepto de probabilidad, asi:

» Para la Dimension de Contenido, los resultados encontrados desde los
distintos instrumentos se analizaron segin cuatro categorfas: (1) Dife-
renciacion entre experimentos aleatorios y deterministas, (2) Relacion
entre azar y probabilidad, (3) Conceptualizacion de la probabilidad y
(4) Redes conceptuales.

» La Dimension de Métodos se analizo desde las categorias: (1) Aplicacion
de las definiciones subjetivista, clasica y frecuencialista de la probabi-
lidad, (2) Construccion del espacio muestral, (3) Uso de la teoria de
conjuntos, (4) Aplicacion de las técnicas de conteo y (5) Utilizacion de

axiomas y teoremas.
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» La Dimension de Propositos o Praxis se analizé teniendo en cuenta (1)

Relacion teoria-préactica y (2) Relacion practica- teoria.

» La Dimension de Formas de comunicacién se analizo teniendo en cuenta
(1) Manejo del lenguaje probabilistico, (2) Comunicacion de la solucion

de problemas, (3) Interaccion con el publico y (4) Manejo de medios.

Las entrevistas y las observaciones se transcribieron y junto con los mapas
conceptuales y las pruebas escritas se analizaron usando el software Atlas.ti6.
Se construyd una Unidad Hermenéutica por estudiante. Alli se cargaron las
producciones correspondientes a cada estudiante y se hizo un anélisis por
estudiante asi: se tom6 como unidad de analisis las ideas completas que ex-
presaban los estudiantes frente a una situacion, ejercicio, pregunta o discu-
sion. Luego, se asignaron codigos a cada una de estas unidades de anélisis.
Estos codigos fueron agrupados en unas categorias a priori (aspectos de las
matrices), para ser ubicados luego en alguno de los temas (Dimensiones para
la comprension). Se construyeron redes de ideas con los codigos y categorias
para cada Dimension y se hizo la interpretacion de los resultados por estu-
diante en cada dimensiéon y categoria. Los datos hallados en cada categoria
transformaron esas matrices iniciales, de tal manera que dieran cuenta del
proceso de comprension del concepto de probabilidad de cada uno de los es-
tudiantes del estudio de casos. Luego, los estudiantes fueron ubicados en un
nivel de comprensiéon en cada una de las Dimensiones. Por ultimo, se descri-
bi6 cémo hacer para que un estudiante avance de un nivel de comprension a

otro, basandose en el analisis de la aplicaciéon de la unidad curricular.

3.2.1. Unidad curricular

El marco conceptual de la EpC tiene dos aspectos: uno préctico y uno teo-
rico. El aspecto practico sirvio de base para la construccion de una unidad

curricular para el concepto de probabilidad que se aplico en el aula de clase



3. Metodologia 49

y el aspecto teorico se utilizo para el analisis de los datos; por lo cual, tanto
el trabajo de campo como el analisis estan acordes con el marco conceptual

de esta investigacion.

La principal caracteristica de esta unidad es que lleva al estudiante a
reflexionar y discutir sobre conceptos asociados a la probabilidad, como son
los experimentos aleatorios, los espacios muestrales, los eventos, el azar y la
misma probabilidad vista desde las distintas concepciones que se le ha dado
a través de la historia: subjetivista, clasica y frecuencialista. Esta unidad
curricular también brinda la posibilidad al estudiante de resolver situaciones
que le inquietan, le permite explorar la probabilidad a través de la discusiéon
con otros, de la experimentacion, de las simulaciones, entre otras actividades
que son la puerta de entrada a un proceso dirigido por el docente en el
que se indaga, se profundiza en los temas, se construyen relaciones entre
conceptos, se discuten procesos, se cuestionan situaciones para que finalmente
los estudiantes puedan dar una respuesta parcial o total a las inquietudes

planteadas inicialmente.

3.2.1.1. Téoépico generativo

El primer paso que se dio en la construccion de la Unidad curricular fue
pensar en el Tépico generativo, es decir, en un tema o pregunta que fuera
trasversal al proceso que se queria llevar a cabo con los estudiantes hacia la
comprension del concepto de probabilidad y que relacionara distintas disci-
plinas, pero ademas que generara en los estudiantes el interés por su estudio.
Después de algunas busquedas y discusiones se llegd a la siguiente pregun-
ta como Toépico generativo: jen qué situaciones de la cotidianidad se puede
aplicar la probabilidad? Durante el tiempo de implementacion de la unidad
curricular los estudiantes estuvieron en la busqueda de respuestas a esta pre-
gunta, pero para que la busqueda fuera guiada se construyeron algunas Metas

de comprension que fueron delineando el camino por el Tépico generativo.
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3.2.1.2. Metas de comprensién

Inicialmente, se construy6 una Meta de comprension a largo plazo o Hilo
conductor que guiaria todo el proceso: Los estudiantes comprenderan la pro-
babilidad como una medida del azar. Después para poder alcanzar esta meta
a largo plazo se plantearon algunas Metas de Comprension a corto plazo:

Los estudiantes comprenderan:

1. Las diferencias y similitudes entre los experimentos o fenémenos aleato-

rios y los deterministas a través de distintas situaciones de su entorno.

2. La probabilidad como un concepto asociado solamente a fenémenos

aleatorios, usando distintas situaciones de su entorno.

3. Los distintas concepciones que ha tenido la probabilidad a través de
la historia: clésica, frecuencialista, subjetivista y axiomatica, para apli-
carlas a la resoluciéon de situaciones problema de diversas ramas del

saber y de su cotidianidad.

Para lograr estas metas de comprension, se disenaron las siguientes activida-
des o Desempenos de comprension para cada una de las fases propuestas por

la EpC.

3.2.1.3. Desempenos de comprensiéon

Fase de exploracion. Como los mapas conceptuales fueron una herramienta
importante tanto de aprendizaje como de evaluacion y sirvieron en el trabajo
de campo como instrumento de recoleccién de datos, se hizo con los estudian-
tes un recuento sobre céomo se elaboran, porque el grupo de estudiantes con
el que se hizo el trabajo de campo ha estudiado esta técnica desde el grado
anterior en el curso de lengua castellana. Inicialmente, se hizo una explica-
cion de lo que son los conceptos (que pueden ser objetos o acontecimientos) y
las relaciones entre ellos, que se muestran a través de las palabras de enlace.

Luego, se explico, que los mapas conceptuales son jerarquicos, asi que se debe
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hacer una organizacion de los conceptos, desde los més generales hasta los
maés especificos, incluyendo la posibilidad de ejemplificar. Después, se le pidi6
a los estudiantes que construyeran un mapa conceptual en el que resumieran
las ideas mas importantes sobre la teoria de conjuntos y las técnicas de conteo
que se habian estudiado anteriormente, con el fin de conocer el estado de sus
conocimientos previos. Posteriormente, se hizo una lluvia de ideas en la que
los estudiantes aportaron sobre lo que consideran como fenémenos aleatorios
y no aleatorios.

Luego, estas ideas previas se contrastaron consultando las definiciones
de estos experimentos para determinar las diferencias y relaciones existentes
entre ellos. Después, los estudiantes construyeron un mapa conceptual que
sintetizara las ideas encontradas sobre los dos tipos de fenémenos para pos-

teriormente compartir esas ideas con los companeros de clase.

Después, la docente dio algunos ejemplos de fendémenos deterministas y
fendémenos aleatorios cercanos a la vida de los estudiantes. En el caso de los
deterministas se citaron algunos ejemplos de la fisica y de la quimica. Para
el caso de los fendbmenos aleatorios se citaron los juegos de azar: loterias,
juegos de cartas, de dados, de ruletas. Posteriormente, se hizo otra lluvia de
ideas en la que los estudiantes dieron sus aportes sobre lo que es para ellos
la probabilidad y los conceptos con los cuales la relacionan en su vida.

Después, la docente expuso el mapa de la Figura 3.1, donde se muestra una
red de ideas alrededor del concepto de probabilidad, para abrir el panorama

a los estudiantes frente a este topico.
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Figura 3.1: Mapa conceptual sobre las distintas concepciones de probabilidad.
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Luego, se propuso a los estudiantes que respondieran: ;En qué situacio-
nes de mi cotidianidad puedo aplicar la probabilidad? Para responder a este
cuestionamiento los estudiantes usaron distintas fuentes de informaciéon co-
mo preguntar a personas conocidas, consultar en Internet o simplemente por
conocimiento propio. Posteriormente, se socializaron las ideas encontradas
por los estudiantes y conformaron grupos de tres o cuatro y eligieron un pro-
blema de probabilidad que les interesara resolver y que estuviera relacionado
con su vida. Cada grupo compartié de manera detallada, el tipo de problema

que querian resolver y las ideas preliminares de como pensaban hacerlo.

Fase de investigacion guiada. Cada grupo de estudiantes empez6 a inda-
gar sobre el tema elegido, las condiciones en que se presenta y algunas ideas
de como resolverlo. Ademas, se le propusieron algunas actividades para ex-
plorar las distintas concepciones de probabilidad que se han dado a través de
la historia como un insumo para la soluciéon del problema de interés. A través
de la actividad experimental “; Cémo se comporta el azar?” (ver apéndice A)
los estudiantes exploraron sus ideas sobre el azar y las reglas que este sigue,

a la vez que se introdujeron en las concepciones frecuencialista y clasica de
la probabilidad.

Después, desarrollaron la actividad “Algunos juegos de azar” (er apéndice
B), con la cual, los estudiantes exploraron el campo desde donde surgio la
probabilidad, usando juegos de cartas, con dados ctibicos, dados dodecaé-
dricos, balotas y monedas y algunas combinaciones de ellos para aplicar la
definicion clasica de la probabilidad, e ir verificando desde la practica algunos
teoremas y aplicando algunas definiciones y axiomas de la Teoria axiomética

de la probabilidad.

Después, los estudiantes construyeron un mapa conceptual en el que los

estudiantes describieron lo que habian aprendido acerca de la probabilidad
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hasta ese momento. A medida que se avanzo en la realizacion de estas ac-
tividades de exploracién, los estudiantes comenzaron a resolver el problema
elegido por ellos, utilizando lo que habian consultado y las herramientas teo-
ricas que sobre el concepto de probabilidad se habian construido con las dos

actividades anteriores y las discusiones de clase.

Fuase de sintesis. En esta fase los estudiantes mostraron la comprension
del concepto de probabilidad a través de la exposicion del problema elegido

al inicio del curso y de la solucién o soluciones encontradas.

3.2.1.4. Valoracioéon continua y evaluacion final

En este proceso, cada estudiante desarroll6 un portafolio de actividades pa-
ra recoger sus producciones, las cuales fueron valoradas, retroalimentadas y
evaluadas constantemente, tanto por la docente como por los companeros.

Esto se explica mas detalladamente en los Cuadros 3.1-3.3.
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Cuadro 3.1: Fase de exploracion.
Desempenos de la Valoraciéon Continua
comprension
Criterios Retroalimentacion

Los estudiantes construyeron
un mapa conceptual sobre
los conceptos previos
necesarios para el estudio del
concepto de probabilidad:
teoria de conjuntos y

técnicas de conteo.

Riqueza y veracidad de las

relaciones entre conceptos.

Informal: el docente durante
clases posteriores afin6
algunas relaciones que no
eran validas o a las que les
falté profundidad.

Se hizo una lluvia de ideas
en la que los estudiantes
aportaron sobre lo que
consideran como
experimentos, experimentos

aleatorios y experimentos

deterministas.

Claridad en los aportes hechos.

Informal: entre los
estudiantes y la docente se
fue ampliando la lluvia de

ideas.
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Desempenos de la Valoracion Continua
comprension

Criterios Retroalimentaciéon

Los estudiantes consultaron
las diferencias y relaciones
existentes entre los
experimentos deterministas y
los experimentos aleatorios
para compartir con los
companeros de clase.
Ademas, los estudiantes y la
docente dieron algunos
ejemplos de los dos tipos de

experimentos.

Claridad y profundidad en las
ideas consultadas. Variedad en

los ejemplos aportados.

Informal: entre docente y
estudiantes compararon las
diferencias o similitudes
entre las ideas aportadas en
la lluvia de ideas y lo
consultado, sacando

conclusiones al respecto.

Posteriormente, elaboraron
un mapa conceptual sobre
los dos tipos de fenomenos

para entregar a la docente.

Riqueza y veracidad de las

relaciones entre conceptos.

Formal: la docente hizo
comentarios por escrito de

los mapas conceptuales.

Los estudiantes dieron sus
ideas sobre lo que es para
ellos la probabilidad y los
conceptos con los cuales la

relacionan en su vida.

Claridad y coherencia de las

ideas presentadas.

Informal: entre la docente y
los estudiantes se fue

ampliando la lluvia de ideas.

Se propuso a los estudiantes
que respondieran las
siguientes preguntas: ;En
qué situaciones de mi
cotidianidad puedo aplicar la
probabilidad? ;Cuales
situaciones me ayuda a
solucionar la probabilidad de
la carrera que tengo en
mente para mi futuro? Para
responder a estos
cuestionamientos los

estudiantes usaron distintas

fuentes de informacion.

Variedad en las situaciones

presentadas.

Formal: la docente hizo por
escrito las observaciones
pertinentes a las respuestas

dadas por los estudiantes.
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Desempenos de la Valoracion Continua
comprension

Criterios Retroalimentaciéon

Partiendo de las respuestas a

los interrogantes anteriores,
los estudiantes en grupos de
dos o tres eligieron un
problema a ser resuelto por
ellos utilizando la
probabilidad, que tenia
relacién con su vida.
Posteriormente, cada grupo
narré de manera detallada,
el tipo de problema que
querfan resolver y la ideas
preliminares de cémo

pensaban ellos que se puede

resolver.

Complejidad y pertinencia del

problema propuesto.

Formal: la docente hizo, de
forma escrita, las
observaciones pertinentes a
los problemas presentados
por los estudiantes para que
siguieran profundizando y

empezaran a resolverlo.
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Cuadro 3.2: Fase de investigacion guiada.
Desempeno de la Valoraciéon Continua
Comprension
Criterios ‘ Retroalimentacion

A través de la actividad
experimental “;Como se
comporta el azar?” los
estudiantes exploraron sus
ideas sobre el azar y las
reglas que este sigue, a la vez
que se introdujeron en las
concepciones frecuencialista

y clasica de la probabilidad.

Desarrollo de la actividad de
forma completa y participaciéon
en su socializacion a través de

aportes con argumentos.

Informal: discusiones de los
estudiantes mediada por el

docente.

Con la actividad “Algunos
juegos de azar” los
estudiantes exploraron el
campo desde donde surgio la
probabilidad: los juegos de
azar y abordaron algunos
axiomas, definiciones y
teoremas de la Teoria
axiomatica de la
probabilidad, a la vez que
seguian aplicando la
definicion clasica de
probabilidad.

Desarrollo de toda la actividad
y aplicacién correcta de la
definicién clasica de la
probabilidad y de los axiomas y
teoremas construidos mediante

la actividad.

Informal: los estudiantes y el
docente discutieron las
soluciones dadas a las
distintas situaciones

propuestas y su validez o no.

Los estudiantes construyeron

un mapa conceptual sobre la
probabilidad

Riqueza y veracidad de las

relaciones entre conceptos.

Informal: el docente durante
las clases posteriores afin6
algunas relaciones que no
eran validas o a las que les

falto profundidad.
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Cuadro 3.3: Fase de proyecto final de sintesis
Desempenos de la Valoracion
comprension
Criterios ‘ Retroalimentacion

Exposicion del problema
elegido al inicio del curso y
de la soluciéon o soluciones

encontradas.

Contenido: utiliza los conceptos
estudiados apoyandose en ellos
para la argumentacion y
validacién de la solucién dada a
su problema de aplicacion.
Meétodos: Propone
creativamente estrategias para
solucionar el problema
seleccionado.

Propdsitos: Logra relacionar
eficientemente los conceptos
aprendidos con la situacion de
la vida diaria elegida para
abordar durante el periodo.

Formas de comunicacion: El
material elaborado es creativo.
Posee dominio del lenguaje
relacionado con el concepto de
probabilidad. Facilidad para
comunicarse entre si los
integrantes del equipo y para
comunicar sus ideas a sus

companeros y al profesor.

Formal: los estudiantes y el
docente valoraron las
exposiciones de sus
companeros a través de una
matriz que contiene los
criterios de valoraciéon de
acuerdo a las cuatro
dimensiones para la

comprension de la EpC.

Entrega del portafolio de
actividades de los

estudiantes.

Contenido: guias de las
actividades desarrolladas,
pruebas escritas, diarios de
campo, mapas conceptuales,
planteamiento y soluciéon del

problema de aplicacion.

Formal: el docente hizo
comentarios por escrito de
las fortalezas y debilidades
de los portafolios

construidos.

Los estudiantes desarrollaron
tres pruebas escritas donde
encontraron una serie de
situaciones problema que
resolvieron aplicando lo
comprendido acerca de la
probabilidad.

Solucioén creativa de los distintos
problemas, argumentando con
base en la teoria estudiada sobre

el concepto de probabilidad.

Formal: el docente reviso la
solucién de las situaciones
problema y hara los

comentarios pertinentes.
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Esta unidad curricular es una propuesta de aplicacion de la EpC para el
concepto de probabilidad que permite al docente planear su trabajo de aula
a la vez que busca que el estudiante comprenda lo que aprende, por lo cual

sirvié de instrumento para la recoleccion de datos de la investigacion.

3.3. Validez

La validez de esta investigacion se fundamenta en la triangulacion de fuentes,
debido a que se compararon los datos producidos por cada participante a tra-
vés de distintos instrumentos de recoleccion de informaciéon como lo fueron
las elaboraciones escritas (mapas conceptuales y pruebas escritas), la obser-
vacion (diario de campo) y la entrevista semiestructurada, esto se muestra en
el capitulo 4. Ademas, se hizo triangulacion de informantes ya que los datos
producidos por los cuatro estudiantes también se compararon para construir
los descriptores finales de la comprension del concepto de la probabilidad

como se muestra en el apartado 5.1.



Capitulo 4
Analisis

Este capitulo esta dedicado a los resultados encontrados sobre como compren-
den el concepto de probabilidad un grupo de cuatro estudiantes de décimo
grado de una instituciéon privada de la ciudad de Medellin.

En la seccion 4.1 se muestra el analisis de los desempenos de comprension
de los estudiantes en la secuencia de aplicaciéon de la unidad curricular como
punto de partida para el anélisis de la comprension de cada estudiante segtin

las cuatro dimensiones para la comprension de la EpC en la seccion 4.2.

4.1. Aplicaciéon de la unidad curricular

Aunque la unidad curricular consta de cuatro parte fundamentales: topico
generativo, metas de comprension, desempenos de comprension y valoracion
continua y evaluacion final, en el analisis de datos se tomara lo concerniente a
los desempenos de comprension, que es donde se producen los datos, a través
de las tres fases:

Fase de exploracion: como se describi6 en el apartado 3.2.1.3, se le pidi6 a los
estudiantes que construyeran un mapa conceptual en el que resumieran las
ideas més importantes sobre la teoria de conjuntos y las técnicas de conteo

que se habian estudiado anteriormente, con el fin de conocer el estado de sus

61
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conocimientos previos. Uno de estos mapas se presenta en la figura 4.1
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Figura 4.1: Mapa conceptual sobre la teoria de conjuntos construido por Ana.

La estudiante establece relaciones entre conceptos, en la mayoria de los
casos, aunque le hace falta establecer relaciones cruzadas, sus relaciones son
muy lineales. Usa conceptos repetidamente, los podria haber usado para es-
tablecer nuevas relaciones. Es importante anotar que al final del mapa la
estudiante establece la expresion matematica para complementar lo dicho

tedricamente.

De la lluvia de ideas en la que los estudiantes aportaron sobre lo que consi-

deran como fenémenos aleatorios y no aleatorios, se encontro:

Experimentos aleatorios: Los experimentos aleatorios no buscan
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algo especifico sino lo que pueda pasar. Realizar una actividad
donde uno no busca una actividad especifica.

Experimentos deterministas: Son demostrativos y se espera
llegar a un fin especifico. Se realizan para probar algo. (Diario de
campo; abril 8, 2010)

Se evidencia que los estudiantes tienen algunas ideas cercanas a las defini-
ciones de cada uno de los tipos de experimentos, pero atn no se vislumbra
ninguna asociaciéon de éstos ultimos con la probabilidad.

Estas ideas previas fueron contrastada con una consulta sobre las defi-
niciones de estos experimentos para determinar las diferencias y relaciones
existentes entre ellos. Después, construyeron un mapa conceptual que sinteti-
z0 las ideas encontradas sobre los dos tipos de fenémenos para posteriormente
compartir esas ideas con los companeros de clase. Uno de los mapas concep-

tuales construido por una de las estudiantes se muestra en la Figura 4.2.
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Experimento

€s un

Aleatorio Determinista

Procedimiento

se saben las para
Iguales resultados m
que van a pasar pero no se sabe en para unas

Especifico cual

Iguales condiciones

ya que no se puede por lo tanto, se puede mediante la

S e—
el antes de que se de
por dejar caer una que generalmente son su

tirar una

Moneda

Figura 4.2: Mapa conceptual sobre experimentos aleatorias y deterministas
construido por Ana.
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Al comparar las ideas previas con las consultadas y expuestas en el mapa
se puede notar como los estudiantes tenian algunas ideas que los acercaba a
las definiciones, pero con la consulta se muestran algunas relaciones nuevas

que no tenian previamente.

Para concluir esta discusion sobre los tipos de fenémenos, la docente dio
algunos ejemplos de fendémenos deterministas y fendémenos aleatorios cerca-
nos a la vida de los estudiantes. Posteriormente, se hizo otra lluvia de ideas
en la que los estudiantes dieron sus aportes sobre lo que es para ellos la pro-
babilidad y los conceptos con los cuales la relacionan en su vida. Al respecto,

algunas ideas dadas por los estudiantes fueron:

Numero de casos en que puede suceder algo.

Opciones de que algo pase.

Posibilidad de obtener un resultado especifico. (Diario de cam-
po; abril 15)

En las dos primeras ideas se nota como los estudiantes asocian la probabili-
dad con el conteo. En la tercera, existe un acercamiento al concepto de forma

subjetivista.

Como se describe en el apartado 3.2.1.3 la docente expuso un mapa con-
ceptual de la probabilidad y propuso a los estudiantes que respondieran: ;En
qué situaciones de mi cotidianidad puedo aplicar la probabilidad? y genera-
ran unas situaciones problema o preguntas que les interesara resolver durante
el curso en equipos de trabajo. Algunos de los problemas o preguntas que

inicialmente se plantearon los estudiantes, fueron:

Federico: nuestra situacion problema esté enfocada a las lote-
rias, en especial El Baloto porque nos produce curiosidad saber
la probabilidad que hay de ganar contando con que hay miles de

personas que también lo juegan. Ademaés, saber si es muy dificil
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tener 6 numeros iguales a los ganadores, sabiendo que por cada
nimero se pueden escoger 45.

Tico: si hay 200 cabinas en el metrocable, y todas le dan
30 vueltas al cable en un dia. ;Qué probabilidad hay de que en
10 dias yendo a diferentes horas me vuelva a tocar en la misma
cabina?

Mary: ; Qué probabilidad hay de obtener en el juego de Poker
un full house?

Micky: La revista Vogue esta rifando un premio de 300.000
dolares en tiendas asociadas, se debe escoger por lo menos una
de tres llaves entre 5000, de las cuales existen 3 colores: amarillo,
rojo y verde. Hay una de cada color que abre la caja con el premio.
Cuando llegamos decian que quedaban 500 llaves amarillas, 200
llaves rojas y 700 verdes y se podian escoger 3 verdes, 1 amarilla
y 2 rojas. ;Cual es la probabilidad de que me gane el premio?

(Diario de campo; abril 29)

Cada una de estas situaciones evidencia como cada estudiantes desde sus
intereses, gustos y motivaciones se hace preguntas que si las retomamos se
pueden convertir en todo un proyecto en el que los estudiantes aprenderan y
comprenderan gustosos. Ademas, con este tipo de trabajos se puede ir mas
alla del contenido y valorar otras dimensiones de la comprension que son
igualmente importantes. Por otro lado, se puede evidenciar que las situacio-
nes son realmente sencillas de resolver para una persona que tenga algin
conocimiento basico de probabilidad, pero para estos estudiantes son todo

un reto.

Fase de investigacion guiada. En esta fase se le propuso a los estudiantes
distintas actividades para explorar las distintas concepciones de probabilidad
que se han dado a través de la historia como un insumo para la solucion del

problema de interés. A través de la actividad experimental “;Coémo se com-
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porta el azar?” (ver apéndice A) los estudiantes exploraron sus ideas sobre
el azar y las reglas que este sigue, a la vez que se introdujeron en las concep-
ciones frecuencialista y clasica de la probabilidad, a través de experimentos
aleatorios como lanzar una moneda “muchas veces” y analizar el valor al que
tienden las frecuencias relativas a medida que aumenta el ntiimero de lanza-

mientos. A continuacion se muestran algunos fragmentos de la actividad.

Experimento 1: Lancen una moneda y anoten C si sale cara o S si sale sello.
Después calculen la frecuencia de cada uno de los resultados. Los resultados

encontrados por una estudiante se muestran en la Figura 4.3.
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Tabia 1. Resutados de lcs lanzamientos de una moneda.
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Una vez recogidos sus resultados, agrupen los datos de toda la clase en las siguientes tablas y
construyan el respectivo grafico de frecuencias relativas.

Completen la tabla 3 con los resultados de la clase correspondientes al lanzamiento de una
moneda. Van a anotar el niUmero de caras obtenidas.
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Construya en el plano cartesiano de la derecha una representacion grafica que relacione el
numero de lanzamientos acumulado con la frecuencia relativa.

Observen las frecuencias relativas en su gréfico, a medida que se van acumulando mas datos:
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Figura 4.3: Soluciéon de Mary al primer experimento del laboratorio ;Coémo
se comporta el azar?

Igualmente, los estudiante analizaron la tendencia de las frecuencias rela-
tivas para el evento sacar 5 en el lanzamiento de un dado al lanzarlo “muchas
veces” o sacar cara-sello en el lanzamiento de dos monedas. A través de pre-
guntas alrededor de estos experimentos los estudiantes construyeron algunas

ideas sobre azar y probabilidad como las siguientes: para el caso del lanza-



4. Analisis 69

miento de una moneda algunos estudiantes encontraron que las frecuencias
relativas se van manteniendo alrededor de 0,5. En el experimento de lanzar
el dado, las frecuencias relativas se van manteniendo alrededor de 0,12 y 0,2.
Y en el experimento de lanzar dos veces la moneda, la frecuencias relativa
del evento sacar cara y sello estuvo alrededor de 0, 4 y 0,51. Algunos estu-
diantes compararon estos valores con la proporcion de casos que favorecian
cada evento haciendo una relacién inmediata con la definicién clésica de la
probabilidad, es decir, % para el primer experimento, é para el segundo y
% 6 % para el tercer experimento. Ademés, encontraron como en el azar se
pueden encontrar algunas regularidades como lo son las frecuencias relativas
que posteriormente se concluyd que este valor era la probabilidad de que ese

evento sucediera (Diario de campo; 29 de abril).

Con la actividad “Algunos juegos de azar” (ver apéndice B) los estudian-
tes exploraron el campo desde dénde surgi6 la probabilidad, usando algunpos
juegos de azar para aplicar la definicion clasica de la probabilidad, e ir veri-
ficando desde la préctica algunos teoremas y aplicando algunas definiciones

y axiomas de la Teoria axiomatica de la probabilidad.

Para verificar la comprension del concepto de probabilidad los estudiantes
construyeron un mapa conceptual en el que describieron las relaciones que

hasta el momento habian construido.

A medida que se avanzé en la realizacion de estas actividades de explo-
racion, los estudiantes comenzaron a resolver el problema elegido por ellos,
utilizando lo que habian consultado y las herramientas teéricas que sobre el
concepto de probabilidad se habian construido con las dos actividades ante-

riores y las discusiones de clase.

Fase de sintesits. Una de las situaciones que los estudiantes estuvieron
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resolviendo durante la aplicaciéon de la unidad curricular y su respectiva so-

lucién se presentan a continuacion.

Descripcion del problema: el metrocable de Medellin, ruta
Acevedo-Santo Domingo Savio, cuenta con 60 cabinas que le dan
una vuelta completa al circuito en 30 minutos. Su funcionamiento
comienza a las 5 am y finaliza a las 10 pm, funcionando asi un
total de 17 horas diarias. Se eligi6 la cabina #20 para determi-
nar las probabilidades de que al ir a una hora aleatoria, ésta se
encuentre en la estacion en donde comenzé el circuito para po-
der abordarla. ;Qué probabilidad hay de que en diez dias, yendo
a horas aleatorias una vez por dia al punto de partida (primera
estacion), pueda abordar la cabina #20 durante las diez visitas?
[esta fue la pregunta que investigaron]

Desarrollo: espacio muestral (§2): cada dia, la cabina #20 co-
mienza a dar la vuelta por el circuito a las 5:10 am (esto quiere
decir que cada medio minuto hay una cabina en el punto de par-
tida, que en este caso es la primera estaciéon). Como el recorrido
total hasta llegar de nuevo al punto de partida dura 30 minutos,
esta cabina estara alli, cada dia, a las horas que muestra la Figura
4.4.
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3:10am | 1:40pm | 9:40 am | 6:10 pm

3:40am | 2:10pm| 10:10 am | 6:40 pm

6:10am | 2:40pm | 1040 am | 7:10 pm

6:40am | 3:10pm | 11:10 am | 7:40 pm

7:10am | 3:40pm | 11:40 am | 8:10 pm

740 am | 4:10pm | 12:10 pm | 8:40 pm

8:10am | 4:40pm | 12:40 pm | 9:10 pm

8:40am | 5:10pm| 1:10am |9: 40 pm

9:10am | 3:40 pm

Figura 4.4: Tiempos en los que la cabina # 20 estara en la primera estacion

(62).

Si cada medio minuto hay una cabina lista para ser abordada,
quiere decir que en las 17 horas de funcionamiento del sistema,
habran 2040 abordajes. Este total lo encontramos convirtiendo
17 horas en medios minutos, es decir, 17 horas * 2x(60 minu-
tos) = 2040 medios minutos en 17 horas. Entonces, al haber 34
momentos en los que la cabina elegida estara en el punto de par-
tida, la expresion para determinar la probabilidad es la siguiente:
P(Cabina #20 en pto. de partida) :% = 0.0166, que en térmi-
nos de porcentaje, es del 1,66 % por cada dia. Ahora, como son 10
dias para el experimento, las probabilidades son las de el primer
dia y * |[multiplicadal las del segundo dia, y * [multiplicada] las
del tercer dia, [...] y * [multiplicada] las del décimo dia. Es decir:
que simplificando queda

111111111y 1
mx%xmxmxmxmxmxmxmxm
(%) = 1,65382107!8. En términos de porcentaje (multiplicando

por 100), esto es un 1,6538x10~16= 0.00000000000000016538 % de

probabilidad de que esto suceda (Diario de campo, mayo 19)

Como se puede ver, este es un problema que nacié desde la curiosidad de los
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estudiantes y que con un poco de consulta y los elementos tedricos estudiados
como la definicién clésica de probabilidad y eventos independientes, pudieron

encontrar su solucién.

4.2. Dimension de Contenido

En esta dimension se dara cuenta de todos los conceptos y redes conceptuales
asociados con el concepto de probabilidad que el estudiante ha construido a
través de la experiencia del trabajo de campo en el que se desarrolld la uni-
dad curricular basada en los cuatro elementos de la EpC: topico generativo,
metas de comprension, desempenos de comprension y valoracion continua y

evaluacion final.

4.2.1. Diferenciaciéon entre experimentos aleatorios y de-

terministas

Un aspecto importante en la comprension del concepto de probabilidad, es
reconocer la existencia de fenémenos aleatorios (a los que se asocian expe-
rimentos aleatorios), en un mundo en que muchas cosas se han presentado
como deterministas, e identificar sus principales caracteristicas para diferen-
ciarlos de los no aleatorios. En esta investigacion se asumi6é como fenémeno
aleatorio cualquier situacion en la que se tienen diferentes resultados posibles,
sin que se sepa con seguridad cudl serd el que ocurrird en una experiencia
particular (por ejemplo, si se tira un dado, no se sabe con seguridad el nt-
mero que saldré en la cara superior); sin embargo, se puede reproducir la
situacion en las mismas condiciones para analizar los diferentes resultados
que se producen. En un fenémeno determinista se puede predecir lo que va
a suceder cada vez que se reproduzca la situacion (sal tomar una piedra y

dejarla caer, se puede estar seguro que caera).

Micky
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Reconoce la existencia de los experimentos deterministas y aleatorios, logran-
do encontrar algunas diferencias. En los experimentos deterministas identifica
unas regularidades en las condiciones de ocurrencia pero en los experimentos
aleatorios se da cuenta que se da variedad de resultados y existen factores
externos que pueden hacer que ocurran unos u otros, sin embargo, por mas
que esos factores externos existan, la conclusion a la que llega el estudiante

es que en ultimas el azar no se puede cambiar, es azar.

El episodio que se tom6é como base para analizar esta categoria fue la
pregunta de la entrevista ;Cuales son las diferencias o similitudes existentes
entre los siguientes experimentos: calcular el tiempo de caida de un objeto
que se tira de un segundo piso de una casa y lanzar una moneda o un dado?

Micky respondi6:

.... a pues que el de fisica se puede decir que es un experimento
determinista pues porque siempre tiene que seguir las mismas
leyes de la gravedad por ejemplo o en la mayoria de las cosas
siempre va a ver la friccion contra el viento en cambio en los
dados eso es como mucho mas variante, eso puede variar mucho,
eso es lo que se llama azar. [la profesora pregunta jqué cosas
varian en el dado?| ... a pues es que son muchos factores, pues
por ejemplo que uno lo coja de cierta manera o que le aplique una
fuerza distinta o que lo tire de otra manera, es que son demasiados
factores externos que afectan a que caiga uno o que caiga el otro
aunque uno puede hacer lo mismo y le puede caer el mismo dos

veces pero eso es el azar... (entrevista, junio 10, 2010).
Federico

Federico, a diferencia de Micky, no logra diferenciar claramente los experi-
mentos aleatorios de los deterministas. Tal vez se deja llevar por el tema que

se estaba trabajando: probabilidad y en consecuencia pensaba que cualquier
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experimento que se le presentara era aleatorio. Concibe los experimentos
aleatorios como aquellos en los que hasta que no suceden, no es posible de-
terminar su resultado y les asocia valores de probabilidad, como se puede
evidenciar en la respuesta que da en la entrevista ante la pregunta de las

diferencias o similitudes entre los dos experimentos:

Federico: similitudes pues yo creo que pues no se, segin lo que
hemos visto de experimento aleatorio y todo eso uno no sabe, uno
no puede calcular el tiempo si uno coge una hoja y un papel y
empieza a hacer férmulas, uno puede saber el tiempo teérico de
caida, pero uno calculando en la mente més o menos tanto, es
muy dificil que uno lo haga y es también muy dificil saber si uno
tira una moneda le va a caer cara o sello, pues ahi uno puede
decir cara y cae cara pues era porque habia un 0,5 entre 1 de que
hubiera caido cara pero es dificil saberlo, nadie sabe entonces yo
creo que es eso: los dos son experimentos aleatorios, hasta que no
pase, uno no sabe cual es el resultado.

Profesora: bueno y en la moneda también podrias usar como
en el caso del tiempo una formulita para calcular lo tebrico?

Federico: jlo teoérico?

Profesora: ... en el caso del objeto que dejo caer puedo calcular
un tiempo teodrico, jcierto? con una altura y con unos datos. En el
caso de la moneda, cuando la lanzo, ;puedo usar alguna formulita
para decir: me va a caer cara o me va a caer sello o sea como para
encontrar el resultado teoérico?

Federico: no. Pues yo si puedo utilizar una féormula que me
diga que de una tirada me puede caer un medio cara y un medio
sello pero yo con exactitud yo no puedo saber si es cara o sello

solamente (entrevista; septiembre 9, 2010).

Mary
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Tiene una idea de que los experimentos aleatorios como aquellos en los que
existe variedad de resultados pero no se sabe con certeza lo que va a ocurrir.
Pero cuando se le presentan dos experimentos, Mary no logra diferenciar un

experimento aleatorio de uno determinista. Asi se evidencia en la respuesta

que da en la entrevista sobre este asunto:

Ana

Mary: jun objeto cualquiera?

Profesora: si un objeto cualquiera, digamos una piedra desde
alli del balcon... calcular cuanto tiempo se demora en caer abajo
al primer piso.

Mary: pues de pronto, segtin el objeto, pues de pronto uno
caera mas rapido que el otro y también como depende segiin a
su contextura. Por ejemplo, si es una piedra de pronto cae en
un lugar y el otro puede ser més liviano pues caera en un lugar
distinto pero de similitud mmmmm no se.

Profesora: pero los dos experimentos son aparte, o sea el da-
do no se tira de ahi del segundo piso... jqué ocurre cuando yo
lanzo un dado? ;qué me interesa analizar? y ;qué me interesaria
analizar si lanzo una piedra desde el segundo piso?

Mary: no, uno cuando esta con el dado se fija en que le va a
salir, en que carita va a caer y la piedra pues el tiempo como en
la rapidez que cae.

Profesora: jcrees que son del mismo tipo de experimento los
dos?

Mary: no, porque la piedra es como igual en todos, es como
igual. En cambio el dado es diferente porque puede caer en un
dos... pues van a caer diferente porque el otro siempre va a seguir
siendo una piedra en cambio el dado puede que caiga en un 1 en

un 2 o un 6... (entrevista; junio 10, 2010).
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La estudiante identifica algunas diferencias entre los experimentos aleatorios
y deterministas: los primeros estédn relacionados con el azar y los segundos
siguen algunas leyes naturales y se pueden predecir algunos resultados. Asi
lo expresd en la entrevista cuando se le pregunto6 por las diferencias entre los

dos tipos de experimentos:

. esa eran como las dos clases de experimentos en que hay
algo fijo que son como con las leyes de la fisica, entonces mmm
pues el objeto siempre va a caer por la gravedad y con el tiempo,
pues bueno se mide, en cambio con el otro que es lanzar el dado
es algo totalmente al azar como era experimento aleatorio y el
otro... |a la estudiante se le olvidé el nombre del evento, pero

sabfa que existian dos tipos].

Ademaés, no concibe que los experimentos aleatorios puedan tener algunas
reglas ni tendencias. Asocia azar con "caos", desorden y que cualquier cosa

puede pasar.

4.2.2. Relacién entre azar y probabilidad

La idea sobre el azar que se tom6 como base en esta investigacion fue la

proporcionada por el MEN (2003), que afirma

El azar se relaciona con la ausencia de patrones o esquemas
especificos en las repeticiones de eventos o sucesos, y otras veces
con las situaciones en las que se ignora cuales puedan ser esos pa-
trones, si acaso existen, como es el caso de los estados del tiempo;
de la ocurrencia de los terremotos, huracanes u otros fenémenos
de la naturaleza; de los accidentes, fallas mecénicas, epidemias y
enfermedades; de las elecciones por votacion; de los resultados de
dispositivos como los que se usan para extraer esferas numeradas
para las loterfas y de las técnicas para efectuar los lanzamientos

de dados o monedas... (p.65).



4. Analisis 77

La teoria de la probabilidad surge por la necesidad de conocer el comporta-
miento del azar, de alli que su comprension esté estrechamente relacionada
con reconocer que so6lo en los fendémenos aleatorios es valido hablar de proba-
bilidad. Se hace esencial que los estudiantes reconozcan no sélo los fenémenos
regidos por el azar sino que puedan asocial la probabilidad con dichos fené-

menos.
Micky

Al inicio del trabajo de campo el estudiante atribuye al azar eventos en los
que no sabe como ocurrirén, es decir, no se sabe como estan determinados,
pero reconoce que les puede asignar algun valor. Ya existe un acercamiento
del azar y la probabilidad. En el laboratorio jcémo se comporta el azar? se
le pidi6 a los estudiantes que escribieran como entendian el azar y esto fue

lo que Micky escribio:

El azar es una libertad que podemos medir usando tablas de
datos, y podemos llegar a entenderlo cuanto mas lo hagamos y

conociendo las condiciones (laboratorio; abril 8, 2010).

Al final, en la entrevista, se nota que la idea que Micky tenia sobre el azar
no ha cambiado sustancialmente, pues continda asociandolo a eventos en los
que no es posible determinar lo que va a ocurrir, pero ahora hace explici-
ta la relacion entre azar y probabilidad, aunque no profundiza en ella. Asi

respondi6 en la entrevista:

. el azar pues es que uno nunca sabe pues uno si sabe la
probabilidad pero uno nunca sabe si en cinco veces le salen las
cinco veces pues como lo que uno quiere, es como el azar.

... el azar es como una norma sin leyes, como una ley anarquica
pues aunque suene como muy ilégico, porque el permite que pase
lo que sea. El no tiene ningtin orden, el permite que pase lo que

sea (entrevista; junio 10, 2010)
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Federico

El estudiante asocia el azar con hechos en los cuales no es posible predecir el

resultado. Asi lo explica en el laboratorio:

Hecho impredecible en el que muchos factores influyen varia-
damente para la obtencion de un resultado (laboratorio; abril 8,
2010).

Pero aunque exista esa dificultad en la prediccién de un resultado, reconoce

que la probabilidad permite saber que tanta seguridad se tiene de que ocurra.
Mary

La estudiante concibe el azar como un resultado que no es seguro, en el que
no se sabe lo que puede pasar y que es cambiante (laboratorio; abril 8, 2010).
Ademas, asocia el azar y la probabilidad:

.. como es de la probabilidad del azar méas que todo porque esta partici-
pando un dado y una moneda, pues es como sacar las probabilidades més uno
no sabe igual lo que va a pasar... la probabilidad del azar va mucho también

como en la suerte y en lo que salga (entrevista; junio 10, 2010).
Ana

Para Ana, el azar tiene que ver con desorden y con situaciones en las que
no se puede predecir lo que ocurriré, sin embargo a través de los actividades
se dio cuenta que el azar se puede medir con la probabilidad. Ver apartado
4.2.3, Ana.

4.2.3. Conceptualizaciéon de la probabilidad

Las ideas que se analizaran en este apartado sobre el concepto de pro-
babilidad se fundamentan en las tres visiones descritas en el apartado 1.1.1:

subjetivista, clasica y frecuencialista.
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Micky

Entiende la probabilidad como una posibilidad de que ocurra un suceso o
evento, que puede ser calculada desde la definicion clasica de probabilidad

(casos favorables sobre casos posibles).

.... pues que probabilidad es como en cuanto es la posibilidad
de que x 6 y cosa pase... yo antes pensaba que la probabilidad
se daba en porcentajes principalmente pero me di cuenta que la
probabilidad nace... de la definicion clésica que es casos favorables
sobre casos posibles y que ya de ahi uno si puede sacar porcentajes
y eso, pero la forma clasica yo no la conocia y me parece que es

como la mas acertada... (entrevista; junio 10, 2010).

Tiene la idea de la probabilidad clasica como una relaciéon entre el nime-
ro de casos favorables y el nimero de casos posibles, aunque no establece,
explicitamente, las condiciones de aplicacién de esta definicion. Tiene claro
el concepto de eventos equiprobables, que para la aplicacion de la definicion
clasica de probabilidad es muy importante, aunque en el mundo fisico sea al-
go casi que imposible de alcanzar, este es un supuesto con el que es necesario
trabajar, que justifica su existencia por su utilidad y que se dejara de usar
en tanto la experiencia deje de corroborarlo (Kasner y Newman, 2007). El
estudiante identifica eventos que son equiprobables y aunque desde el sentido
comin, se le puede atribuir menor probabilidad a unos eventos que a otros,
sabe que desde la teoria de la probabilidad esto es falso. Asi se puede ver en

el siguiente apartado de la entrevista:

Profesora: ...si fueras a jugar una loteria, ja qué nimero le
apostarias, por ejemplo la loteria de Medellin o cualquier loteria?

Micky: cualquiera

Profesora: jpor qué?

Micky: porque cualquiera tiene la misma probabilidad de ga-

nar.
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Profesora: si yo te ofreciera en este momento una boleta con
cuatro ceros, jme la comprarias?

Micky: pues uno por la cultura diria no, que bobada pero eso
legalmente puede que pase.

Profesora: bueno y si te vendiera una con 1234 me la compra-
rias con mas facilidad que la del 0000.

Micky: pues yo creo que si, pero yo digo en mi interior que

tiene la misma probabilidad (entrevista; junio 10, 2010).

La definicién frecuencialista de la probabilidad, la asocia con la repeticién
de un experimento y la aproximaciéon de la frecuencia relativa a un valor
constante, como se puede evidenciar en el siguiente episodio:

La profesora, durante la entrevista, le conté6 una anécdota al estudiante
y le preguntdé qué pensaba: “El matematico inglés John Kerrich, mientras
fue prisionero de los alemanes durante la Segunda Guerra Mundial, lanzo
una moneda 10.000 veces. Resultando 5.067 caras, una razén de 0,5067”. El

estudiante afirmé lo siguiente:

... pues porque él se aproveché ahi como de los experimentos
repetitivos que la definicién frecuencialista y, ahi pues lo que hi-
zo fue corroborar que aproximadamente es 0,5 caras y 0,5 sellos
(entrevista; junio 10, 2010).

Federico

Entiende la probabilidad como la oportunidad que tiene un evento de suceder
y que puede ser cuantificada. Esta concepcion tiene un sentido muy similar
al expresado por Micky, como se puede evidenciar en lo que afirma Federico

en la entrevista:

.. es como lo que pudiera pasar en un evento es como el nu-
mero de... es como la oportunidad que se pueda dar algo en deter-

minada situacion ... uno después de ver el tema aprende muchas
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mas cosas que antes no sabia de la probabilidad, como calcularla

o cosas asi por el estilo. (entrevista; septiembre 9, 2010)

En el mapa conceptual de probabilidad (Figuras 4.5 y 4.6), Federico afirma
que la probabilidad de un suceso A es la razén entre el numero de casos
favorables y el total de resultados de un experimento. Aunque relaciona los
elementos fundamentales de la definiciéon clésica de probabilidad, olvida el
hecho de que el experimento debe ser aleatorio y los resultados equiprobables.
Sin embargo, Federico es capaz de identificar eventos que son equiprobables.

Asi lo hizo en la entrevista:

Profesora: si fueras a jugar una loteria, ;a qué nimero le apos-
tarias?

Federico: ... yo no creo en eso del nimero de la suerte y que
aparezcan nimeros en animales o cosas asi, pero igual para mi
todos tienen la misma probabilidad de ganar ...

Profesora: ... t en algiin momento, en una loteria, por ejemplo
de cuatro cifras, ;le apostaria a los cuatro ceros?

Federico: ... si, pues me parece lo mismo apostarle a los cua-
tro ceros que apostarle al cero uno cuarenta y nueve, pues porque
igual en cada numero en cada cifra hay un décimo de la posibi-
lidad de que salga, entonces me parece como lo mismo cualquier

nimero simplemente es cuestion de suerte.

En otro apartado de la entrevista en el que se le hace referencia a la anéc-
dota sobre el matematico inglés John Kerrich, se nota que Federico tiene tan
arraigada la definiciéon clasica de probabilidad que dejo de lado la definicién

frecuencialista de probabilidad que se aplica en esta situacion. Veamos:

... yo pienso que igual, solamente hay dos posibilidades de que
caiga. Es decir, que del cien por ciento sea hay un cincuenta y
cincuenta, pero eso como es experimental siempre hay como un

error en el experimento. Pero eso puede también variar, que en
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las veces la altura en la que la dejo caer o la velocidad si la tiro
para arriba, muchas cosas asi... Yo pienso que igual por mas que
uno lo haga le va dar un niimero mas otro, pero hay que tener
presente que si hay solamente dos posibilidades que el todo de
las posibilidades son dos nada més, que el setenta por ciento no
creo que... no me pareceria, como no puede ser que la moneda
que ¢l utilizé era méas cargada por un lado que para el otro, pero
no hay que ver que solo son dos posibilidades es un cincuenta y

cincuenta.
Mary

Mary tiene una idea de probabilidad asociada a usos préacticos o al lenguaje
cotidiano, es decir, a la vision subjetivista de la probabilidad. La idea que

presenta en la entrevista es la siguiente:

. como muchos datos... porque como a partir de esos datos
sacar un resultado especifico. |La entrevistadora pregunta por al-
gunas aplicaciones de la probabilidad a su vida|... ahhh, de pronto
cuando uno dice.... qué probabilidad hay de que llueva o algo asi,
que uno como que adivina, pues porque eso no es muy certero,
son cosas no muy certeras o como quién va a ganar en un partido
de fatbol... entonces uno como que si se pregunta mas no ve el
tema con profundidad, ya ahora porque uno como que sabe y se
esté informando, pues del tema pero uno como que si lo menciona

pero no lo profundiza.

Como se evidencia en el anterior apartado, la estudiante asocia la proba-
bilidad con la aleatoriedad cuando habla de “muchos datos” y “un resultado
especifico” o “eso no es muy certero”’. Esta haciendo referencia a eventos en los
que existe variedad de resultados pero no es posible determinar con certeza

cuél ocurrira.
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Por otro lado, en el mapa conceptual de probabilidad (Figura 4.7), la es-
tudiante describe la definicién clasica de probabilidad como la relaciéon entre
el namero de casos favorables y el nimero de casos posibles en un experi-
mento en el que los resultados son igualmente posibles. Aunque la estudiante
conozca que para aplicar la definiciéon clasica es necesario que los resultados
del experimento sean equiprobables, tiene dificultad para determinar cuando
se da la igualdad en las probabilidades. La estudiante durante la entrevista
usé un heuristico de representatividad, que consiste en asignar probabilida-
des altas a los sucesos que parecen ser prototipicos de una poblaciéon y bajas
a los que parecen no serlo (Scholz, 1991; Mutioz, 1998; Saénz, 1998; Serrano
et al., 1996, 1998, citados por Barragués y Guisasola, 2002) y que lleva a los

estudiantes a cometer errores en el célculo de probabilidades. Veamos:

Profesora: si fueras a jugar una loterfa, ;a qué niimero le apos-
tarias?

Mary: al 7

Profesora: al 7 si es de una cifra... ;y si es de 4 cifras?

Mary: si es de 4 cifras, no se, pues yo como que mis papas o
yO no sé, uno siempre piensa como que uno pone el dia en que
cumple anos o el mes o algo asi.

Profesora: ok, y si yo te ofrezco en este momento una boleta
que estoy vendiendo de la rifa de un carro y te ofrezco la boleta
con 4 ceros, jme la compras?

Mary: no se

Profe: porque

Mary: porque, es que bueno, como puede salir un cero puede
salir también otro ntimero, pero es que yo no sé como lo mismos
nimeros, si uno como que, y no porque sea cero porque pueden
ser 4 nameros dos pues, pero de todas maneras como el cero, uno
piensa en el cero y como que no.

Profesora: no qué...
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Mary: como que piensa que eso no va a salir.

Profesora: ok. ;Y si te vendo el 12347

Mary: si, de pronto si...

Profesora: jpor qué?

Mary: porque, pues yo no sé, uno como que piensa que como
que en todas las veces no le va a salir el mismo nimero, pues y
sale como en las baloticas como en la television, asi pues proba-
blemente si puedan salir los mismos ntimeros, como no, entonces

uno prefiere como cambiar pues distintos.
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Figura 4.7: Mapa conceptual de probabilidad construido por Mary.

Ademas, la estudiante comete otro error muy comun llamado sesgo de equi-
probabilidad, puesto que piensa que en cualquier experimento aleatorio existe
equiprobabilidad de los sucesos. Por ejemplo, en un juego, la probabilidad de
que Pablo gane es i y de que gane Emilio es % Al preguntarle a la estudiante

si el juego es equitativo, ella responde:




4. Analisis 87

... yo pienso que igual, como es de la probabilidad del azar,
mas que todo porque esta participando un dado y una moneda,
pues es como sacar las probabilidades mas uno no sabe igual lo
que va a pasar entones... pues yo digo que igual como puede ganar

uno puede ganar el otro...

Por otro lado, la estudiante tiene algunas ideas de lla definicion frecuencialista
de la probabilidad, hace relaciones entre algunas palabras clave, pero no logra

organizar la idea. La estudiante dice que

... la definiciéon frecuencialista de la probabilidad es la tenden-
cia de los datos al realizar varios experimentos (mapa conceptual
de probabilidad; mayo 10, 2010). Ver Figura 4.7. Ademas, en la

entrevista no se evidencia su utilizacién.
Ana

La estudiante entiende la probabilidad como una posibilidad de que ocurra
algo (entrevista; septiembre 2, 2010). Ademas, demuestra un conocimiento
basico de las distintas concepciones de la probabilidad que se han dado a
través de la historia.

En el mapa conceptual de probabilidad, la estudiante explica que la defi-
nicién clasica de probabilidad consiste en la razén entre los casos favorables
y los casos posibles, de la misma manera que los demés companeros del es-
tudio de casos, pero no menciona la condicién de equiprobabilidad de los
resultados.

Frente a la pregunta sobre la loteria, que se ha venido citando en este
apartado, para cada uno de los integrantes del estudio de casos, Ana tiene
una respuesta similar a la de Mary, incurriendo en el mismo error en la

asignacion de las probabilidades:

Profesora: ... si fueras a jugar a una loteria, ;a qué nimero le

apostarias?
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Ana: al 7

Profesora: al 7 perfecto porque

Ana: porque ya en otras ocasiones me ha ayudado pues aunque
es totalmente al azar eso ya en otras ocasiones me ha ayudado

Profesora: ok y si la loteria fuera de cuatro digitos a cual le
apostarias

Ana: totalmente al azar profe e nimeros que a uno le gusten
no se el 4 el 7 el 15 namero de dos digitos

Profesora: cuatro cada uno de un digito

Ana: entonces seria 4, 7,9y 5

Profesora: ok y si yo te trajera una boleta con el 0000 cuatro
seros tu me la comprarias

Ana: no

Profesora. Porque

Ana: porque poco probable que salga eso aunque es al azar en
ocasiones anteriores no creo que haya salido eso

Profesora: ok y por ejemplo el 1234 me la comprarias si tuviera
ese nimero

Ana: puede ser si mas probable que salga.

Por otro lado, Ana presenta en su mapa conceptual de probabilidad (Figura
4.8) una idea sobre la concepcion frecuencialista pero no es clara. Ademas,
en la entrevista tampoco reconoce su utilizacion. Veamos el episodio de la

entrevista sobre la anécdota del matematico inglés John Kerrich:

Ana: pues yo no creo que haya un patréon para eso como eso es
totalmente al azar puede ser en la forma en que él la tir6... igual
entonces siempre hay alguna de las dos posibles entonces tiene
que caer.

Profesora: ti dijiste hace un momento que la moneda tenia

dos opciones: cara o sello. Si tu tiraras la moneda, por ejemplo
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diez veces, t qué crees, qué esperarias, cuantos sellos por ejemplo
esperarias en esas 10 lanzadas de la moneda.

Ana: profe, eso es al azar.

o | o
i iz 1
. < £'¢.‘=h\§6m | 7
" ol I + T o \D 5 g
T ¥, B =i
§.9.9 Gl : : Tl (dond A |
f & ! 4 o # & i BE . %
! ol T e o ezl (POEY
- i R 3 L Sl ! 5 o <
L AT -5 Bl e : l}_ : _“ﬁ:_
£ 2 1R r 3 | =] i
L] [H‘_k o . oy ; :
mER \icen i
] ) e
EALGIR i
i3 €IES],
wloy
.ﬁ L
ANNN | A
[l \RE |0 4
g 3 ) 3 ; - =_1
o TN RE ]
11

Figura 4.8: Mapa conceptual de probabilidad construido por Ana.

4.2.4. Redes conceptuales
Micky
En los mapas conceptuales se pudo evidenciar que las redes entre concep-

tos que construyo6, dan cuenta de las relaciones que ha tejido el estudiante

alrededor del concepto de probabilidad, aunque se muestran muy lineales y
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presenta algunas fallas en su estructura, debido a que algunos conceptos im-
portantes dentro de la teoria los ubica como conectores, logra mostrar los
distintos conceptos abordados durante las clases. No da ejemplos ni presenta
relaciones nuevas. En el mapa conceptual de probabilidad (Figura 4.9) esta-
blece relaciones entre las dos concepciones que con més fuerza vimos durante
el periodo: clasica y frecuencialista y algunos apartes de la teoria axioméa-
tica. Aunque se mencioné la concepcion subjetivista no se trabajé ninguna

guia que reforzara esta concepciéon y esa puede ser una razén por la cual no

aparece en ningin mapa conceptual.

Figura 4.9: Mapa conceptual de probabilidad construido por Micky.

Federico

Las redes conceptuales que construy6 son simples y determinadas por la
teoria trabajada en clase. No escribe con sus propias palabras el significado
de los conceptos sino que usa el lenguaje matematico. Algunas veces, en lugar

de conceptos usa frases. En el mapa conceptual de probabilidad (Figura 4.5
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y 4.6), se centra en la definicion clasica y la teoria axiomatica, distinguiendo
en esta ultima axiomas, teoremas y tipos de eventos, pero no hace alusion
a las concepciones frecuencialista ni subjetivista de la probabilidad. Esto
concuerda con lo analizado en la Dimension de contenido en la categoria

“Conceptualizacion de la probabilidad”.
Mary

Al igual que Federico, las redes conceptuales que teje Mary son simples y
determinadas por la teoria trabajada en clase. Ademaés, en lugar de conceptos,
a veces, usa frases. Mary, de la misma manera que Micky, construye un
mapa conceptual de probabilidad (Figura 4.7) en el que presenta las dos
concepciones que se trabajaron en el aula: frecuencialista y clasica y algunos

apartes de la teoria axiomatica.
Ana

La estudiante establece relaciones entre conceptos en la mayoria de los casos.
Le hace falta establecer relaciones cruzadas, sus relaciones son muy lineales,
pero dan cuenta de todas las relaciones conceptuales que se construyeron du-
rante las clases. Usa conceptos repetidamente en cada una de las relaciones
que establece. Es importante anotar que al final de los mapas la estudiante
establece la expresion matematica o un ejemplo para complementar lo dicho

tedricamente.

Las relaciones entre los conceptos, aunque sencillas, dan cuenta de las
ideas principales del tema que se estaba estudiando, mostrando la mayoria

de la informacién que se trabajo en clase o por fuera de ella. Ver Figuras 4.1,
4.2y 4.8.
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4.3. Dimension de Métodos

Esta dimension de la comprension mostrara las distintas estrategias que los

estudiante utilizan para resolver problemas de probabilidad.

4.3.1. Aplicaciéon de las definiciones subjetivista, clasica

y frecuencialista de la probabilidad
Micky

El estudiante hace uso de la concepciéon subjetivista de la probabilidad cuan-
do estima la probabilidad de ciertos eventos dependiendo de las evidencias
que tenga de que este puede ocurrir, esto es, segin su propia experiencia. Asi

lo hizo en este apartado de la entrevista:

Profesora: jantes habias usado en algtin caso la palabra proba-
bilidad para referirte a algo... antes de este curso, en tu vida
cotidiana?

Micky: pues si, porque uno dice que es muy probable de que gane
la materia, por ejemplo, o que es muy probable que hoy salga
por la noche, pero nunca me habia puesto a pensar en problemas
como los que hicimos en el trabajo practico.

Profesora: y ;jcémo entendias que era muy probable que ganaras
la materia?, ;cémo sabias eso?

Micky: a... pues porque uno ve la mayoria las notas y uno sabe que
si le esta yendo bien y uno como que trata de ver una constante
asi positiva o negativa para ver si es alta la probabilidad o si es

baja (entrevista, junio 10, 2010).

La definicién clasica de probabilidad, aunque tenga limitaciones en su aplica-
cion, es una herramienta sencilla de usar para calcular probabilidades, por eso
constituye el primer acercamiento entre el estudiante y el calculo de probabi-

lidades. Micky es un estudiante que aplica correctamente la definiciéon clasica
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de probabilidad, determinando eficazmente los casos favorables a un evento y
los casos posibles del experimento (en el que cada resultado es equiprobable),
usando como estrategias los datos de la situaciéon problema directamente, la
lista de elementos del espacio muestral o las técnicas de conteo. La utilizacion
de estos recursos para el calculo de casos favorables y posibles, por parte de

Micky, se explica ampliamente en los apartados 4.3.2 y 4.3.4.

So6lo en un episodio en que se le presenta la situaciéon de una persona
muy distraida que ha extraviado el nimero telefénico de su mejor amigo,
pero que logra averiguar las 5 cifras intermedias de un total de 7 y sabe
que el primer digito debe ser par, distinto de cero y que la tdltima cifra es
impar mayor que 4, jcudl es la probabilidad de acertar al nimero de teléfono
de su amigo? Micky interpreta la probabilidad pedida como la conjuncién
de la probabilidad de dos eventos independientes, pero confunde los casos
favorables con los casos posibles segiin las condiciones del problema, puesto

4

que la probabilidad de los eventos son 15 vy 1%, por lo tanto, la probabilidad

. 12 _ 3 . .
pedida es 155 = 5-. PeroMicky razona como se expone en la Figura 4.10.
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Figura 4.10: Célculo de la probabilidad de un evento realizado por Micky.
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Por otro lado, el estudiante aplica la definiciéon frecuencialista de la pro-
babilidad en experimentos que se repiten una cantidad grande de veces para
encontrar el valor al que tiende la frecuencia relativa de un evento en particu-
lar; en el laboratorio ; Como se comporta el azar? Al final se dio cuenta que
esos valores de la frecuencia relativa se acercaban mucho a los que se podian
hallar usando la definiciéon clasica (aunque esta definiciéon atn no se habia
estudiado). El uso de la definicion frecuencialista fue restringido durante el
trabajo de campo debido a que la mayoria de las situaciones presentadas en el
aula de clase se podian resolver usando la definicion clésica de probabilidad.
En la Figura 4.11 se presenta uno de los experimentos que llevo al estudiante

a entender la definicion frecuencialista de la probabilidad.
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Experimento 1: Lancen una moneda y anoten C si sale cara o S si sale sello. Después
calculen la frecuencia de cada uno de los resultados.

Tabla 1. Resultados de los lanzamientos de una moneda.

Experimento Resultados Frecuencia
Moneda (C) (S) L e bl S o s e 5 b 1+ ] M Cara sellos
N LR S ST e 1S g -5 < S 2 12

Completen la tabla 3 con los resultados de la clase correspondientes al lanzamiento de una
moneda. Van a anotar el nimero de caras obtenidas.

Tabla 3. Lanzamiento de una moneda: frecuencias de «Cara» Frecuencias relativas de “cara”
X Repeticiones Erechencie | Erecimncls Frecuencia
Parejas La"n‘z::;i::to “Cara” Alimrlyds relativa ab T = T

3 1-20 io 10 Wo720=05| .. |1 W\ |
2 21-40 a4 2y 29/40=0,6] !
3 41 -60 10 24 [#/60= 0,56 .,
47 61~ 80 0" Y5 45/80= 0,920 2
ol ek B =2 2 /100=5% o i
6° 101 - 120 Q 61 G 1120= o,idé,g% 1
T [A2A=AA0 8 6aq____kA/140=9% 5 | ;
8 | 141-160 | 42 a1 17460 = 25 3 ‘ |
9° 161 =180 10 q A1 /A0 =05 T ‘
10° [ 181 -200 2 103 0% 200= ok 15 |
117 | 201 -220 v ;
127 [ 221-240 ]
13° 241 - 260 2030 B0 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320
147 261 - 280 Lanzamientos

Construya en el plano cartesiano de la derecha una representacién grafica que relacione el
numero de lanzamientos acumulado con la frecuencia relativa.

Observen las frecuencias relativas en su grafico, a medida que se van acumulando mas datos:

¢Varian  mucho o  van manteniendg, mas o menos, el mismo Vvalor?
Ne (g megdomiopds o ool &

Si se mantiene méas o menos igual, ¢ alrededor de qué valor se mantiene? /il nadedon Ao Q | 3

Figura 4.11: Solucién de Micky al primer experimento del laboratorio ;Cémo
se comporta el azar?

Federico

El estudiante tiene la idea de que todos los nimeros en una loteria tienen la
misma probabilidad de salir en el momento de un sorteo (como se describid
en el apartado 4.2.3), sin embargo, existe algo en él que lo lleva a pensar en
que una combinacién entre nimeros que han salido en sorteos anteriores con
nimeros que ain no salen, puede ser una opcién que le ayude a poner la pro-

babilidad a su favor. Aunque el estudiante insiste en que todos los nimeros
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tienen la misma probabilidad de salir, tiende a pensar de forma subjetiva de-
bido a que se deja llevar por sus creencias o por practicas de otras personas.
Solo en este caso se deja ver la utilizacion de la concepcion subjetivista de la
probabilidad por parte del estudiante, puesto que en los demés razonamien-

tos siempre esta presente la concepcion clasica.

Federico, al igual que Micky, aplica correcta y explicitamente la definicion
clasica de probabilidad, determinando los casos favorables a un evento y los
casos posibles del experimento (en el que cada resultado es equiprobable),
usando como estrategias los datos de la situaciéon problema directamente, la
lista de elementos del espacio muestral o las técnicas de conteo. Pero adicio-
nalmente, Federico encuentra la equivalencia entre las distintas representa-

ciones numéricas de la probabilidad: fraccién, decimal y porcentaje.

Federico, comete el mismo error que Micky al resolver el problema del
nimero telefénico: confunde los casos favorables con los posibles, quiza debido
al esquema que hizo lo llevo a pensar que era un solo niimero el favorable de

los que tenia disponibles en el grafico. Vease la figura 4.12.
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Figura 4.12: Célculo la probabilidad de un evento por Federico.
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Federico, en los distintos experimentos que hizo en el labo-
ratorio ;Como se comporta el azar? llega a que las frecuencias
relativas de los distintos experimentos tienden a un valor cons-
tante a medida que se realizan mas y mas veces los experimentos;
ademaés, que este valor es muy cercano al valor que teéricamente
se esperaria. Aunque el estudiante mostr6 entender la concepcion
frecuencialista de la probabilidad, ésta no es recordada por él en
la entrevista que es hecha al final del trabajo de campo. Quizé

faltaron mas experiencias que afianzaran esta concepcion.
Mary

Mary, usa la concepcion subjetivista de la probabilidad para asignar pro-
babilidades a algunos eventos, es decir, se basa en sus creencias u opiniones
para determinar qué tan probable es un evento. Mientras Federico argumento
desde la definicion clasica qué probabilidad es méas alta: que un estudiante

llegue temprano o tarde al colegio, Mary lo hace desde sus creencias, veamos:

... yo creo que llegue temprano... pues primero porque uno
sabe que tiene que llegar temprano y... uno sale con tiempo por si
pasa alguna cosa, por ejemplo, hay la probabilidad de que haya
taco o que haya un accidente, pero entonces uno piensa mas como

salir con tiempo o al menos yo pienso asi.

Mary, de igual forma que Micky y Federico, aplica la definiciéon clésica de
probabilidad en situaciones donde es valida su utilizacion. El calculo de los
casos favorables a un evento y los casos posibles del experimento lo hace desde
los datos de la situacion directamente, desde el espacio muestral o usando las
técnicas de conteo. Pero en algunas ocasiones tiene dificultades con el calculo
de los casos favorables y posibles, como se evidencia en la situacion problema
del nimero telefénico, aunque el error de Mary es distinto al de Micky y

Federico. Ella no confunde los casos favorables con los posibles sino que
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aunque sabe determinar la cantidad de elementos vélidos para algunas de las
condiciones de la situacion problema, no lo logra con una de las condiciones
y confunde la cantidad de elementos que son validos en total con la cantidad
de elementos a tomar, es decir, 7! porque son siete digitos. En la Figura 4.13

se muestra como lo resolvié Mary.

Figura 4.13: Célculo de la probabilidad de un evento por Mary

En el laboratorio en el que se exploré la definicion frecuencialista de la
probabilidad, la estudiante encuentra que a medida que aumentan las re-
peticiones de los experimentos, las frecuencias relativas se mantienen mas
o menos constantes. Pero Mary, a diferencia de Micky y Federico, no logra
encontrar relacion entre los valores de las frecuencias relativas y los valores
teoricos. Aunque Mary lleva a cabo los experimentos que le son propuestos,
no logra construir una conceptualizacion frecuencialista de la probabilidad

como se explico en los apartados 4.2.3 y 4.2.4.
Ana

La estudiante usa su conocimiento o experiencia con relacion a alguna si-
tuacion para estimar su probabilidad, sin tener en cuenta si se trata de un
fenémeno aleatorio o no. En la entrevista, estimé la probabilidad de ganar

un examen asi:

... primero, lo que uno entiende en clase, cierto, después cuan-
do uno ya esta haciendo el simulacro o repasando, uno ve que

entiende bien y ya luego llega al examen y pues si uno cree que
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responde bien entonces hay mayor probabilidad de ganar y, com-
parando con algunas personas... pero si uno entiende y cuando
llega y el examen cambia en algunas cosas uno ya sabe que tiene

probabilidad de perder.

También usa la definicién clasica para calcular la probabilidad de un evento,
determinando los casos posibles y los casos favorables desde la informacion
de la situaciéon problema, usando la lista de elementos del espacio muestral
o usando las técnicas de conteo. Aunque la estudiante en una situacién pro-
blema de una prueba escrita y en la exposicion de su trabajo de aplicacion,
se quedo en el calculo de los casos favorables y escribi6é este niimero como
el valor de probabilidad que se deseaba calcular. Esto le ha sucedido cuando
los casos favorables los calcula usando técnicas de conteo. Ademas, presenta
grandes dificultades cuando requiere calcular los casos favorables y los posi-
bles usando variaciones. Inclusive la situacion problema del ntimero telefénico

no la logro resolver.

Con relacion a la utilizacion de la definicion frecuencialista de la proba-

bilidad, Ana presenta las misma situaciéon que Mary.

4.3.2. Construcciéon de espacio muestral

Micky

El estudiante concibe el espacio muestral como el conjunto en el que se mues-
tran el nmero de casos posibles de una situacion (mapa conceptual de pro-
babilidad, mayo 10, 2010). Esta idea de espacio muestral esta intimamente
relacionada con la definiciéon clasica de probabilidad. Y reconoce la necesidad
de establecer con precision dicho espacio muestral a partir de las condiciones
de un experimento aleatorio, en algunas situaciones en las que no es muy

engorrosa su construccion, como apoyo para el calculo de probabilidades.
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El estudiante aplica una estrategia general para construir la lista com-
pleta de los elementos del espacio muestral para experimentos de cualquier
cantidad de etapas!. Ademas, usa este recurso para calcular probabilidades,
como se evidencia en la soluciéon que el estudiante propone a una situaciéon
problema en una prueba escrita. La situacion es: un empleado de una tienda
de comidas rapidas ofrece a sus clientes la posibilidad de armar su hambur-
guesa. Para ello, pone a disposicion del cliente: tocineta, queso y lechuga. El
cliente decide si incorpora o no cada ingrediente. Si llega un nuevo cliente a la
tienda, a) jcudl es la probabilidad de que no anada queso a su hamburguesa?
b) jcuél es la probabilidad de que anada al menos dos de los ingredientes?

En la Figura 4.14 se presenta la forma en que Micky lo resolvi6.
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Figura 4.14: Espacio muestral construido por Micky para calcular probabili-
dades.

Pero es importante anotar que para problemas en los que podria resultar
tedioso y poco manejable enumerar los elementos del espacio muestral, el
estudiante usa distintas estrategias asociadas a las técnicas de conteo que
hacen innecesaria la enumeracién directa. Ademas, a medida que aprende
distintas técnicas para el calculo de probabilidades, no encuentra necesaria

la construccion del espacio muestral. Por ejemplo:

'En este trabajo se determinaran las etapas de un experimento aleatorio segin la
cantidad de elementos que tenga cada resultado de dicho experimento. Por ejemplo, el
experimento de lanzar una moneda es de una etapa, puesto que los resultados son C
(cara) o S (sello), cada resultado tiene un solo elemento; el experimento de lanzar dos
veces una moneda es de dos etapas, puesto que los resultados tienen dos elementos: CC,

CS, SC, SS.
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...doce son los totales... jcierto? la cara y el dado a la vez [en
un experimento que consistia en lanzar una moneda y luego un
dado| (entrevista; junio 10, 2010).

Federico

El espacio muestral es el conjunto de todos los posibles resultados de un ex-
perimento aleatorio. Al igual que Micky reconoce su utilidad en el célculo
de probabilidades, sobre todo en casos en los que no identifica facilmente los

casos favorables a cierto evento.

De forma similar a Micky, aplica una estrategia general para construir
la lista completa de los elementos del espacio muestral de experimentos de
cualquier cantidad de etapas. Federico, a diferencia de Micky, usa la sim-
bologia acordada en clase para denotar el espacio muestral y para nombrar
los resultados del experimento aleatorio, Federico utiliza una simbolizacién
propiamente matematica, en cambio Micky utiliza una menos “rigurosa”. En
la misma situaciéon problema de las hamburguesas, Federico hizo el razona-

miento para un experimento de tres etapas como se muestra en la Figura

4.15.
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Figura 4.15: Espacio muestral construido por Federico para calcular proba-
bilidades.

A medida que Federico tiene mas herramientas para el calculo de proba-

bilidades recurre con menos frecuencia a la construccion del espacio muestral.
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Sin embargo, existen situaciones en las que no es capaz de aplicar las técnicas
aprendidas y recurre a la opcién de describir el espacio muestral como una
manera de tener tangibles los resultados del experimento y poder encontrar

la probabilidad que quiere calcular.
Mary

En el mapa conceptual de probabilidad, la estudiante describe el espacio
muestral de forma similar a como lo hacen Micky y Federico, como el con-

junto de todos los casos o resultados posibles de un experimento aleatorio.

La estudiante aplica una estrategia para construir la lista de los elementos
del espacio muestral de experimentos de cualquier cantidad de etapas. Ade-
maés, usa dicha lista para calcular probabilidades usando la definicién clésica.
Un ejemplo de esta situacion es la solucion que la estudiante hace a la si-
tuacion problema de las hamburguesas: ella constituye el espacio muestral
del experimento usando simbolos que le ayudan en la enumeracion; después,
toma de alli los que le sirven para resolver las preguntas de probabilidad.
Este problema podria haberse hecho de otra manera, por ejemplo usando
combinatorias, pero la estudiante lo hizo usando el espacio muestral, que en
este caso era mas sencillo dicho proceso que cualquier otro. Véase la Figura
4.16.
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Figura 4.16: Espacio muestra construido por Mary para calcular probabili-
dades.

Después de conocer las técnicas de conteo y algunos axiomas y teoremas
para el célculo de probabilidades, Mary, pocas veces recurre a la construccion

del espacio muestral para resolver situaciones problemas de probabilidad.
Ana

La estudiante concibe el espacio muestral de la misma forma que los otros tres
companeros. Ademés, construye la lista de los elementos del espacio muestral
de experimentos aleatorios de hasta cualquier cantidad de etapas, usando una
simbologia particular que le permite determinar los elementos que cumplen
con las condiciones establecidas en dicho experimento. Luego, calcula las
probabilidades usando la definicion clésica. Para la situacion problema de las

hamburguesas, Ana construye una solucién similar a la de Mary.

4.3.3. Uso de la teoria de conjuntos

Los Diagramas de Venn constituyen una herramienta que facilita el calculo

de probabilidades en algunas situaciones problema, por ello es considerado
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como un elemento esencial en este trabajo sobre la comprension del concepto
de probabilidad, al igual que lo son las operaciones entre conjuntos y las

relaciones entre sus definiciones y el lenguaje comin.
Micky

El estudiante sabe usar los Diagramas de Venn en la solucion de situaciones
problema de probabilidad: ubica correctamente la informacién entregada en
la situaciéon problema y conoce el significado de términos como “al menos”
(como minimo) y “a lo sumo” (como méximo); sabe responder preguntas sobre
la probabilidad de los eventos A o B (relacionados con la unién), o negacion de
eventos (relacionados con el complemento), entre otros tipos de preguntas en
las que pueden intervenir cualquier operacion entre conjuntos o combinacién
de operaciones, para encontrar respuesta a problemas relacionados con la
probabilidad. En conclusion, Micky aplica correctamente algunos elementos

de la teoria de conjuntos como estrategia alternativa para resolver problemas
de probabilidad.

Federico

Federico, al igual que Micky utiliza correctamente los Diagramas de Venn y
las operaciones entre conjuntos para resolver situaciones problema de pro-
babilidad. Pero adicionalmente, usa una simbologia propia de la teoria de

conjuntos y de la probabilidad para dar sus respuesta.
Mary

La estudiante, de igual modo que Micky y Federico, usa eficazmente los Dia-
gramas de Venn para resolver situaciones problema de probabilidad, repre-
sentando la informaciéon de manera correcta en el diagrama y extrayendo la

informacion del mismo para responder distintas preguntas.

Ana
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La estudiante, de la misma forma que Micky, Federico y Mary, construye
adecuadamente los Diagramas de Venn, ubicando la informacion aportada
en la situacion problema, para luego calcular las probabilidades correspon-
dientes. También conoce el significado de términos como “al menos” (como
minimo) y “a lo sumo” (como méximo); sabe responder preguntas sobre la
probabilidad de los eventos A o B (relacionados con la unién), o negaciéon de
eventos (relacionados con el complemento), entre otros tipos de preguntas en
las que pueden intervenir cualquier operaciéon entre conjuntos o combinacion
de operaciones, para encontrar respuesta a problemas relacionados con la
probabilidad, pero algunas veces falla en la interpretacion de preguntas del

tipo “al menos” o cuando contiene negaciones.

En conclusion, Ana aplica la teoria de conjuntos para resolver problemas
de probabilidad. No obstante, en ocasiones se equivoca calculando alguna de

las probabilidades pedidas.

4.3.4. Aplicacion de las técnicas de conteo

Al igual que algunos elementos de la teoria de conjuntos hacen més sencillo
el proceso de soluciéon de algunas situaciones problema de probabilidad, las
técnicas de conteo que pertenecen a la teoria combinatoria constituyen otra
herramienta esencial que ayuda a determinar el nimero de modos diferentes
en que un evento puede ocurrir y por tanto son el entorno ideal para el
calculo de probabilidades. Ademaés, la teoria combinatoria es la base para la
formulacion de algunos teoremas que simplifican el calculo de probabilidades

y que se describen en el apartado 4.3.5.
Micky

El estudiante en su mapa conceptual acerca de las técnicas de conteo, las

describe como maneras de encontrar posibles resultados. Esas maneras las
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identifica en 5 tipos: regla aditiva, regla multiplicativa, variaciones, combi-

naciones y permutaciones, como se muestra en la Figura 4.17.
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Figura 4.17: Mapa conceptual sobre las técnicas de conteo construido por
Micky.

Como se puede notar en el mapa conceptual, el estudiante no relaciona
las permutaciones con las variaciones aunque sea un mismo tipo de técnica
donde las primeras son un caso particular de las segundas.

Pasando a la utilizacion de las técnicas de conteo en el calculo de pro-
babilidades, se inicia con la explicaciéon de una de las mas usadas: la regla
multiplicativa. Esta regla la aplica el estudiante a situaciones compuestas
por varias condiciones que se deben cumplir a la vez y asi calcular el total
de modos o maneras en que se puede dar dicha situaciéon. También es usada
para calcular variaciones o permutaciones. La regla multiplicativa, la emplea
para calcular los casos favorables a un evento y los casos posibles de un ex-
perimento, para aplicar luego la definicion clasica de probabilidad. Por otro
lado, la regla multiplicativa esta intimamente relacionada con los eventos in-
dependientes, por lo cual el teorema correspondiente a este tipo de eventos
es usado también por los estudiantes para resolver problemas de probabili-

dad, calculando la probabilidad de cada condicién y luego multiplicando las
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probabilidades, véase el apartado 4.3.5.

La regla aditiva, asociada al teorema sobre eventos mutuamente exclu-
yentes, es usada correctamente por el estudiante en situaciones en las que se
pide calcular la probabilidad de que ocurra un evento u otro, sumando las

probabilidades respectivas de los eventos.

Para el caso de las situaciones que requieren la utilizacion de las combi-
naciones, el estudiante identifica el nimero de elementos con los que cuenta
para hacer las agrupaciones y su clasificacion en subgrupos. Ademés, tiene
en cuenta el tamano de la muestra que le piden tomar y las condiciones que
le impone la situaciéon problema a alguno de sus elementos o a todos. Las
combinaciones las usa tanto para calcular los casos favorables como los ca-
sos posibles en una situacion determinada y luego calcular la probabilidad
usando la definicién clésica de probabilidad. A continuaciéon se presenta una

situacion donde se evidencia este hecho:

Resuelva... A partir de 5 matemaéaticos y 7 fisicos hay que cons-
tituir una comisién de 5 personas. Si dicha comision se elige al
azar, jcudl es la probabilidad de que: a) queden 2 matematicos y
3 fisicos? b) no quede ningtin matematico? (prueba escrita; julio
15, 2010). Ver figura 4.18.
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Figura 4.18: Soluciéon de una situaciéon problema de probabilidad realizada
por Micky, en la que intervienen las combinatorias.

Cuando se requiere el uso de las variaciones (o las permutaciones), el estu-
diante reconoce la cantidad de elementos que deben ordenarse y aplica alguna
formula pertinente o la regla multiplicativa para calcular el nimero de casos
favorables y el nimero de casos posibles, para después relacionarlos bajo la
definicion clasica de probabilidad. En resumen, en la solucién de situacio-
nes problema, el estudiante identifica con exactitud las técnicas de conteo

apropiadas y las aplica correctamente.
Federico

Federico aplica de forma similar a Micky las técnicas de conteo. Ademas, las
utiliza correctamente en las 2 pruebas escritas y en la entrevista, pero en
el trabajo de aplicaciéon no tuvo en cuenta la condicién de que en el baloto
no importa el orden en que se obtengan las balotas ganadoras y por eso no
consiguid la soluciéon de una de las preguntas. Este error pudo ser causado

més por falta de atenciéon a las condiciones de la situacién problema.
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En resumen, en la soluciéon de la mayoria de situaciones problema, el estu-

diante identifica las técnicas de conteo apropiadas y las aplica correctamente.
Mary

La estudiante reconoce que las técnicas de conteo son un instrumento para
determinar la cantidad de modos en que se dan ciertos eventos o experimen-
tos. Mary, construye un mapa conceptual sobre dichas técnicas de una forma

similar a como lo hace Micky.

Mary identifica la mayoria de las situaciones en las que se aplica la regla
multiplicativa: divide la situacién en eventos (o por condiciones) que se de-
ben cumplir a la vez, calcula los elementos validos para las condiciones que
impone el problema y luego multiplica las opciones de cada evento. También,
usa esta regla para el célculo de variaciones o combinada con otras técnicas
de conteo. Mary aplica la regla multiplicativa y la regla aditiva de la misma

manera en que lo hace Micky.

La estudiante presenta grandes dificultades con la utilizacién de las com-
binatorias puesto que en algunos casos las confunde con las variaciones. Tiene
en cuenta el asunto del orden asociado a las variaciones y no a las combina-
ciones. Cuando aplica las combinaciones, no tiene en cuenta el tamano de los
grupos que se deben construir, se deja llevar por las condiciones explicitas
de la situacion problema. A continuacion se presenta una situacion donde se

evidencia este hecho:

Una muestra de 6 individuos para cierta prueba es selecciona-
da de un grupo de 20 fumadores y 10 no fumadores. ;De cuéntas
maneras se pueden seleccionar muestras que contengan 4 fuma-
dores? (prueba escrita; julio 15, 2010). Ver figura 4.19.
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Figura 4.19: Calculo de combinaciones hecho por Mary

Otro error tipico de Mary es que en situaciones problema en las que se requie-
re la eleccion de grupos o comités con condiciones especificas, es decir, donde
se requiere el uso de las combinatorias o la seleccion sin reemplazo, confunde
los casos posibles de un experimento con el tamano del grupo que le piden
construir y los casos favorables a un evento con las condiciones que impone
el problema sobre dicho grupo. No tiene sentido del tamano de la muestra,
trabaja con tantos elementos como condiciones impone el problema, veamos

la solucién de la situacion problema de las 5 mateméaticos y 7 fisicos en la
Figura 4.20.

Figura 4.20: Soluciéon de una situaciéon problema de probabilidad realizada
por Mary, en la que intervienen las combinatorias.
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La estudiante, en la mayoria de los casos calcula las variaciones (o permuta-
ciones) usando la regla multiplicativa para construir los casos favorables a un
evento y los casos posibles de un experimento. Es de anotar que la estudiante
usa combinacion de técnicas de conteo para el calculo de probabilidades. En
conclusion, Mary no siempre reconoce las técnicas de conteo que se requieren

para el calculo de probabilidades, no obstante, aplica la que cree conveniente.
Ana

Aplica la regla multiplicativa y aditiva de la misma manera que Micky. Pero
en una situacion problema de una prueba escrita, usé la regla aditiva en lugar

de la multiplicativa.

La estudiante usa las combinaciones para contar el nimero de agrupa-
ciones que se pueden realizar con unas condiciones particulares y de esta
manera determinar los casos favorables a un evento y los casos posibles de
un experimento para proceder a calcular la probabilidad del evento, como
se evidencia en la respuesta que da a una de las preguntas del trabajo de

aplicacion:

., Cual es la probabilidad de ganarse el baloto? Son las combi-
naciones posibles de 6 nimeros en 45 disponibles y eso da como
resultado 8145.060 diferentes combinaciones. La probabilidad de
ganar el mayor del Baloto es de uno en 8'145.060.

Pero en la situacién problema de los 5 matemaéaticos y los 7 fisicos, Ana usa
las combinatorias para resolverlo, pero comete errores al plantear una de
las combinatorias y en lugar de multiplicar las combinatorias, las suma, lo
que da a entender que aun no tiene muy claro el uso de la regla aditiva y
la multiplicativa. Ademés, se queda en el célculo de los casos favorables y

olvida por completo los casos posibles. Véase la Figura 4.21.
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Figura 4.21: Soluciéon de una situaciéon problema de probabilidad realizada
por Ana, en la que intervienen las combinatorias.

La estudiante es capaz de usar la férmula de permutaciones para elemen-
tos iguales de forma correcta, pero tiene dificultades para calcular otro tipo
de variaciones. Lo que implica que no es capaz de calcular la probabilidad

para sucesos en los que importa el orden de ubicaciéon de los elementos.

En conclusién, Ana no siempre reconoce las técnicas de conteo que se
requieren para el calculo de probabilidades, no obstante, aplica la que cree

conveniente.

4.3.5. Utilizacién de axiomas y teoremas
Micky

El estudiante divide el experimento en eventos independientes para calcular
separadamente las probabilidades y luego multiplicarlas, aunque también po-
dria optar por calcular la probabilidad para el experimento completo. Existen
varios episodios que ejemplifican esta forma de razonar del estudiante, el pri-
mero que se mostrara es una parte de la entrevista que consistié en calcular
la probabilidad de ganar en un juego en el que primero se lanza una moneda,
si sale cara se lanza un dado gris y si sale sello se lanza un dado blanco.

Veamos:
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... Olga gana si el nimero es miltiplo de dos y el dado es
blanco, entonces para que el dado sea blanco es porque tuvo que
haber sacado sello y, para que haya sacado sello es un medio, y
miltiplo de dos hay tres de seis, o sea tres sextos, o sea pues un

medio lo voy hacer asi més réapido 6sea otra vez un cuarto.

El segundo ejemplo, es una parte de una prueba escrita, en la que Micky
utiliza la estrategia anterior para calcular la probabilidad que le piden en
la siguiente situacion problema: cada una de las carrozas de un municipio
contiene tres letras, la primera letra se escoge del conjunto {B,C, L, R, W},
la segunda letra se escoge del conjunto {FE,I,U} y la tercera del conjunto
{P,M,N,T}. ;Cuél es la probabilidad que al tomar una carroza en este

municipio tenga la placa CUT? El estudiante lo resuelve asi:

Para el caso en que los eventos sean dependientes, el estudiante procedi6 de
la misma manera como hizo el célculo para eventos independientes. El estu-
diante adapta la estrategia teniendo en cuenta calcular la nueva probabilidad

de cada evento después de ocurrido el anterior.

El estudiante reconoce que el valor de probabilidad de un evento esta
entre cero y uno. Ademas, es capaz de calcular la probabilidad para eventos

contrarios, asi lo hizo en la entrevista:

Profesora: ... si yo te dijera en este momento que hoy 10 de
junio del 2010 hay una probabilidad de 0,7 que llueva, ;cémo
entenderia esto?

Micky: pues es una probabilidad muy alta porque si la maxima
es la unidad, pues 0,7 uno podria decir que es una probabilidad
relativamente alta de que puede llover.

Profesora: bueno y ;cuanto seria la probabilidad de que no

[lueva?
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Micky: que no llueva el 0,3.
Federico

Dadas dos condiciones de un problema, si es posible dividirlo en eventos
independientes, el estudiante calcula las probabilidades de cada evento y
luego las multiplica. Asi lo hizo en la entrevista al calcular la probabilidad

en el juego de la moneda y los dados gris y blanco:

... la jugadora Z dice que ganara si el nimero es miltiplo de
dos y el dado es blanco. Si sale cara tirara un dado gris y si sale
sello lanzara un dado blanco. Sello ;cierto? para que sea un dado
blanco, o sea hay un medio de la probabilidad de que salga sello y
fuera de eso tiene que el niimero tiene que ser multiplo de dos. Los
nimeros que son multiplos de dos en seis caras del dado son: dos,
cuatro, seis o sea tres de seis niameros, la probabilidad también
de que ella gane es de tres sobre doce, del veinticinco por ciento

pues un cuatro también... (entrevista; septiembre 9, 2010).

La situacion problema de las carrozas, es resuelta por Federico de la misma

manera que lo hizo Micky.

Federico identifica en las situaciones problema los eventos mutuamente
excluyentes, calcula la probabilidad para cada uno de éstos y luego suma las
probabilidades. Asocia los eventos mutuamente excluyentes con el conector
“0” y en el caso en que los eventos no son mutuamente excluyentes, a la suma
hecha le resta la probabilidad de que los eventos ocurran a la vez. Veamos

un ejemplo:

... la del jugador X es que ganaré si el nimero es impar o
multiplo de cuatro.... ganara si el nimero es impar o sea el uno,
el tres y el cinco o sea tres de seis, entonces "o" se suman y debe

dar multiplo de cuatro, el miltiplo de cuatro que hay es solamente
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el cuatro, cuatro sextos, eso da dos tercios eso da como sesenta y

seis por ciento... (entrevista; septiembre 9, 2010).

El estudiante, al igual que Micky, reconoce que el maximo valor de probabili-
dad es uno o cien por ciento. Ademas, teniendo en cuenta este valor méximo,

también es capaz de calcular la probabilidad de eventos contrarios:

Profesora: si yo te digiera que la probabilidad de que llueva
por estos dias es punto siete, jti qué pensarias de eso?

Federico: que es muy alta pues quiere decir que de diez dias
siete dias van a llover, es decir, que el setenta por ciento del cien
de los dias va a llover, esto quiere decir que casi a diario puede
llover esa es una probabilidad muy alta, no se pues, o también
a partir de eso puede concluir que en tres de diez dias no va a

llover... (entrevista; septiembre 9, 2010).
Mary

Mary, calcula probabilidades para eventos independientes de la misma ma-
nera como lo hacen Micky y Federico, pero en algunas ocasiones confunde los
eventos independientes con los mutuamente excluyentes y por ello incurre en

errores en el calculo de probabilidades.

Asfi calculé la probabilidad para el juego de la moneda y los dados gris y
blanco durante la entrevista, usando correctamente el teorema para eventos

independientes:

.. si, entonces.... es como un medio de... porque puede salir
cara o sello... y tiene que salir una cara ... que sea menor que
cuatro entonces son tres ntmeros disponibles... tres, dos y uno
a no tiene seis y tiene seis y hay tres posibles... entonces... es
que cuando son independientes se multiplican... pero no se si esta

bien... bueno, un medio por un tercio, jay no! ;yo por qué estoy



4. Analisis 116

haciendo esto? Estaba sumando... jay no que penal... entonces da
un cuarto, jno?... entonces pues yo creo que seria un cuarto la

posibilidad de que el jugador Y gane.

La situacion problema de las carrozas, la resolvié igual que Micky y Federico.

La estudiante reconoce, asi como Micky y Federico, que cada valor de
probabilidad esté entre cero y uno, pero en algunas ocasiones pasé por alto

resultados en los que la probabilidad excedia ese valor maximo:

Profesora: jqué significa ese tres medios para el jugador X7

Mary: que es la probabilidad de que gane pues... no, si.

Profesora: o sea que de cada dos juegos, jel jugador X ganara
tres?

Mary: ay... yo no se, es que eso no me da... que ganara tres.

Profesora: jtiene sentido que gane tres de dos?

Mary: no se, si, yo creo que si... pues hay no eso no... me da
mas de uno.

Profesora: da mas de uno... claro, tres medios es 1,5

Mary: jay no! entonces pues no, es que tiene que ser pues mas
bajito que uno, entonces yo no se, lo hice mal (entrevista; junio

10, 2010).

Mary, en algunas ocasiones se confunde al calcular la probabilidad para un
evento contrario a otro, dada la probabilidad de uno de ellos. Uno de esos

momentos fue en la entrevistas:

Profesora: si yo te digo que hoy hay probabilidad de que llueva
de 0,7, mira las nubes grises, ;ti qué pensarias?

Mary: que si, que pues es alta, pues si como que alta la pro-
babilidad, como que lo que uno observa.

Profesora: ;y cual serfa la probabilidad de que no llueva?

Mary: mas bajita.
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Ana

Profesora: jy cuanto? ; Cuanto seria? si la probabilidad de que
llueva es 0,7, ;cudl seria la de que no llueva?

Mary: eee, no se, me imagino que por ahi 0,2 6 0,3.

Profesora: ;por qué 0,27 o ;por qué 0,37

Mary: porque por ejemplo 0,7 es uno como que lo observa y
si pues, o sea en verdad, como que si va a llover, porque uno
muchas veces ve nublado pero a medida que va pasando el dia en
el cielo estd més descubierto y sale el sol, pero entonces como uno
lo ve, entonces como probablemente si va a llover entonces 0,7 y

entonces ya 0,2 uno ve como el cielo méas despejado.

La estudiante separa los experimentos en eventos independientes y halla co-

rrectamente la probabilidad para cada evento pero en ocasiones no multiplica

las probabilidades, asi lo hizo en la entrevista para el juego de la moneda y

los dados gris y blanco:

... hay un medio de probabilidad... de sacar cara o sello, enton-
ces el jugador Y necesita un niimero menor que cuatro entonces
el 1, 2 y 3, entonces serian como tres sextos o sea un medio de
probabilidad, pues de que pueda ganar. La de la jugadora W no
fui como capaz de sacarle los ntimeros pero pues ella tiene que
tener un empate o pues todos tiene que perder. El jugador X di-
ce que gana si el nimero es impar o miltiplo de 4, entonces los
nimeros impares serian el 1, el 3, el 5 y el 4, pues seria el Ginico
nimero que quedaria ahi, porque tiene que ser multiplo de cua-
tro, entonces yo puse que tiene cuatro sextos de probabilidad de
ganar y la jugadora Z dice que tiene que ser un multiplo de 2 y
los multiplos de 2 son 2, 4 y 6 entonces tres sextos, es un medio,

entonces esas son las probabilidades de cada uno.
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La estudiante sabe que el maximo valor que puede tener la probabilidad es
1, pero no sabe dar cuenta del por qué, no entiende las razones de que esto
ocurra. No existe una apropiacion del axioma de probabilidad que dice que la
probabilidad de cualquier evento siempre estara en el intervalo [0, 1], puesto
que al encontrar un nimero mayor que uno, no existe ninguna reflexiéon, sino
que le parece un resultado viable, como se habia expresado anteriormente. Sin
embargo, calcula la probabilidad para eventos contrarios de forma correcta.

Veamos un ejemplo:

Profesora: bueno y si yo te digo que la probabilidad de que
hoy llueva es de 0,7 tu que piensas de eso.

Ana: es seguro que vaya a llover.

Profesora: entonces, ;cuél seria la probabilidad de que no llo-
viera?

Ana: 0,3.

Profesora: jcomo la hallaste?

Ana: restandole lo que le faltaba para llegar a uno.

Profesora: y ;jporque serda uno?. ..

Ana: lo méaximo, jno?... porque es el primer nimero natural

(entrevista; septiembre 2, 2010).

4.4. Dimension de Praxis

En este apartado se presenta como el estudiante establece relaciones entre el

concepto de probabilidad y su vida.

4.4.1. Relacién teoria-practica

Micky

Logra relacionar el concepto de probabilidad con su cotidianidad, es decir,

con situaciones cercana a él. Aunque usa situaciones que se han mencionado
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en clase, como es el caso de las loterias. He aqui la situaciéon que se planteo

el estudiante para su trabajo de aplicacion:

La revista Vogue esta rifando un premio de 300.000 USD en
tiendas asociadas, se debe escoger una llave (0 méas) de tres llaves
de entre unas cinco mil, de las cuales existen tres colores: ama-
rillo, rojo y verde. Hay una llave de cada color que abre la caja
con el premio. Cuando llegamos, decian que quedaban 500 llaves
amarillas, 200 llaves rojas y 700 verdes. Podia escoger 6, escogi
tres verdes, 1 amarilla y dos rojas. ;Cuanta probabilidad hay de

que me lo gane? (Diario de campo; mayo 19, 2010).
Federico

Desde el analisis de la probabilidad de un evento es capaz de inferir algunas

consecuencias para su vida, como lo expreso en la entrevista:

... que el setenta por ciento del cien de los dias va a llover esto
quiere decir que casi diario puede llover esa es una probabilidad
muy alta, no se pues, o también a partir de eso puede concluir
que en tres de diez dias no va a llover... eso de la lluvia puede
traer muchos problemas también, por ejemplo, los trancotes.... si
siete dias va a llover esos siete dias pueden haber més problemas
para la movilidad... como la probabilidad es tan alta tengo que
mantener una sombrilla para no mojarme en el momento en el

que llueva.

Ademas, identifica y establece relaciones entre el concepto de probabilidad
y su cotidianidad. Los trabajos de aplicacién de sus compaiieros y el propio
son una muestra de como llevar lo aprendido en el aula para resolver pro-
blemas cercanos a su vida. Es mas, para resolver la segunda pregunta que
se plante6 Federico durante el trabajo de campo se requiere el uso de teoria
probabilistica que atn no ha sido estudiada, lo que puede tomarse como base

para estudio posteriores:
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Las loterias, son juegos que involucran el azar, la suerte. Una
de ellas es el Baloto. Este es un juego que consiste en acertar en
cualquier orden 6, 5, 4 6 3 nimeros en una matriz de nameros del
1 al 45. Se puede jugar a través de un tarjeton que tiene 5 paneles
para 5 apuestas distintas. Baloto ofrece un acumulado inicial de
$2.000 millones de pesos, el cual se ira acumulando cada sorteo
si no es ganado, hasta poder entregarlo a un nuevo ganador. 1.
;,Cual es la probabilidad de que uno pueda ganar por lo menos el
premio menor, es decir de obtener 3 nimeros de los ganadores?
;,Cuél es la probabilidad de que uno pueda ganar el premio mayor,
es decir obtener los 6 ntiimeros ganadores? 2. Teniendo en cuenta
el dato de que de 518 sorteos hechos hasta el 5 de abril de 2006,
solo se han ganado 17 sorteos y que a partir de esta fecha se han
ganado otros 18 sorteos en 429 mas que han habido, jcudl es la
probabilidad de que cualquier persona se gane el proximo sorteo?
3. Si se supone que son seis balotas y no importa el orden en
las que estén para ganar, ;de cuantas maneras pueden quedar
organizados los seis nimeros escogidos? (Diario de campo; mayo
19, 2010).

Mary

La estudiante establece relaciones entre nuevas situaciones y las que han
sido estudiadas en el aula de clase en torno al concepto de probabilidad. Por
ejemplo, Mary desarrolld6 un trabajo de aplicacion relacionado con el Poker
debido al interés que le producia conocer como calculaban las probabilidades

de sacar distintas manos en los concursos de television.
Ana

Al igual que Mary, establece relaciones entre nuevas situaciones y las que han

sido estudiadas en el aula de clase en torno al concepto de probabilidad. Aun-
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que algunos ejemplos de la aplicacion de la probabilidad en su cotidianidad

son similares a los trabajados en clase.

4.4.2. Relacién practica- teoria

Micky

El estudiante realiza generalizaciones sobre los conceptos de azar y probabi-
lidad a partir de las situaciones experimentales que se le presentaron durante

el trabajo de campo.
Federico

Aligual que Micky, hace generalizaciones desde las situaciones experimentales

sobre los conceptos de azar y probabilidad.
Mary

La estudiante se limita a describir las experiencias en torno a los conceptos

de azar y probabilidad. No hace deducciones mas all& de lo tangible o visible.
Ana

De la misma forma que Mary, no va mas alla de lo tangible o visible cuando
se trata de sacar conclusiones frente a las experiencias que tuvo con respecto

al azar y la probabilidad.

4.5. Dimension de Formas de comunicacion

A continuacién se presentan los aspectos que desde el trabajo de campo han
surgido como descriptores de la comprension del concepto de probabilidad

en la comunicacion de las ideas.
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4.5.1. Manejo del lenguaje probabilistico
Micky

El estudiante, cuando argumenta sus ideas de forma oral o escrita usa con
propiedad el lenguaje probabilistico y la simbologia asociada al mismo que
se ha manejado en este primer acercamiento al estudio del concepto de pro-

babilidad, estableciendo relaciones con la situacion que esta explicando.
Federico

Cuando expone sus ideas usa un lenguaje probabilistico adecuado y unos tér-
minos particulares de la situacién problema que esta resolviendo o analizando.
Ademas, sus argumentos estan basados en la teoria que sobre probabilidad
ha sido trabajada y los enriquece con ejemplos que ayudan a esclarecer sus

ideas.

.. es alta [la probabilidad de que un estudiante llegue tem-
prano al colegio| pues si son treinta estudiantes en mi salon, por
ejemplo, v dos llegan tarde quiere decir que el.... si el treinta es
el cien por ciento, el dos es casi un seis coma algo por ciento...
si lo generalizamos mas quiere decir que de cien estudiantes siete
llegan tarde, para mi la probabilidad de que un estudiante llegue

temprano me parece alta...
Mary

La estudiante explica sus ideas usando algunos términos propios del lenguaje
probabilistico, pero con frecuencia recurre al lenguaje natural. Ademés, deja
de lado la simbolizacion propia del lenguaje probabilistico en la mayoria de

los episodios analizados.
Ana

Cuando expone sus ideas, usa con propiedad el lenguaje probabilistico y sus

simbolos, y establece relaciones con la situacion que esta explicando.
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4.5.2. Comunicacién de la solucién de problemas

Cuando el estudiante se enfrenta a la soluciéon de una situaciéon problema,
lo primero que debe hacer es entender el contexto en el que se desarrolla, las
condiciones que se imponen y las preguntas que se hacen alrededor de ésta,

para pasar a plantear una estrategia de solucion.
Micky

Micky en las distintas situaciones problema que se le presentaron en el labo-
ratorio, en las pruebas escritas y en la entrevista, leyo e interpreto la situacion
problema con sus respectivas condiciones antes de calcular las probabilidades
que se le pedian. Esas condiciones estaban en forma de texto, en una gréfico

0 en una tabla.

A continuacién se muestra como Micky es capaz de extraer informacion
de una tabla de doble entrada para relacionarla con las condiciones de las
preguntas que se le presentan y la definicién clasica de probabilidad en una

prueba escrita (agosto 28, 2010):

La siguiente tabla muestra la relacion entre los fumadores y

las personas que han tenido alguna dificultad respiratoria:

Fumador
Problemas
respiratorios Si No
Si 58 25
No 9 73

a) Si se selecciona al azar una persona fumadora, jcudl es la
probabilidad de que no haya sufrido problemas respiratorios? b)
Si se selecciona una persona que no ha tenido dificultades respi-
ratorias, jcual es la probabilidad de que no sea fumadora? Micky

resolvio estas preguntas como se muestra en la Figura 4.22.
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Figura 4.22: Calculo de probabilidades que Micky hace usando la informacion
de una tabla.

Luego de entender el problema, el estudiante escribe los datos que le propor-
ciona la situacion problema, teniendo en cuenta las condiciones particulares, y
algunas veces construye diagramas para mostrar las relaciones de unos datos
con otros. Luego, construye una estrategia de solucion, similar a las traba-
jadas en clase, usando los distintos conceptos y procedimientos descritos en

las Dimensiones de Contenidos y de Métodos.
Federico

El estudiante, al igual que Micky, ley6 e interpreto las distintas situaciones
problema que se le presentaron a lo largo del trabajo de campo con sus res-
pectivas condiciones, antes de calcular las probabilidades que se le pedian.
Esas condiciones estaban en forma de texto, en una grafica o en una tabla.
En la mayoria de las situaciones problema, Federico tuvo éxito en sus in-
terpretaciones, pero fall6 al no tener en cuenta una de las condiciones de la

situacion problema que resolvié como trabajo de aplicacion.

Federico, de la misma manera que Micky, fue capaz de extraer la informa-
cion presentada en la tabla sobre la relacion entre fumadores y los problemas
respiratorios, para luego calcular probabilidades condicionadas, usando la de-
finiciéon clasica de probabilidad. También hace la presentacion de la solucion
de problemas de forma similar a Micky. Adicionalmente, escribe e interpreta

los valores de probabilidad de tres maneras: fraccion, decimal y porcentaje.

Mary



4. Analisis 125

Entendi6 las condiciones de las distintas situaciones problema que se le pre-
sentaron a lo largo del trabajo de campo, pero tuvo dificultades con los
enunciados en los que se pedian probabilidades en las que intervenian grupos
de personas u objetos con condiciones particulares, es decir, situaciones en

las que era necesario el uso de las combinatorias.

La estudiante, del mismo modo que Micky y Federico, fue capaz de extraer
la informacién de una tabla de doble entrada y determinar los casos favorables
y los posibles segtn las condiciones para calcular las probabilidades. También
hizo la presentacion de las solucion de problemas de forma similar a Micky

y Federico.
Ana

Entendi6 las condiciones de las distintas situaciones problema que se le pre-
sentaron a lo largo del trabajo de campo, pero tuvo dificultades en la in-
terpretacion de enunciados de probabilidad en los que se debian usar las
ordenaciones de objetos para el calculo de los casos favorables de un evento

y los posibles del experimento para calcular la probabilidad.

La estudiante, del mismo modo que Micky y Federico, fue capaz de ex-
traer la informacién de una tabla de doble entrada y determinar los casos

favorables y los posibles segiin las condiciones para calcular las probabilida-
des.

Luego de leer y entender el problema, la estudiante extrae la informacion
numérica que le aporta cada situaciéon problema y construye un diagrama
con el que se guia para construir la solucion. Luego, recurre a alguno de
los conceptos o procedimientos descritos en las dimensiones de Contenido y
de Métodos, pero en algunas ocasiones no identifica la estrategia adecuada
para calcular la probabilidad o existen situaciones en las que hace el calculo

de algunas probabilidades correctamente pero otras no. Existe una falta de
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secuenciacion en la resoluciéon de preguntas de un mismo problema bajo las

mismas condiciones.

4.5.3. Interacciéon con el publico

Micky

En el episodio en el que el estudiante expuso su trabajo de aplicacion, mantu-
vo contacto visual y verbal con sus companeros y profesora, despertando su
interés y atencion. Tanto asi, que a mitad de su exposicion tocaron para que
los estudiantes salieran al descanso, pero todos sus companeros decidieron

quedarse para escuchar el resto de la exposicion.
Federico

Durante la exposicion de su trabajo de aplicacion las explicaciones del estu-
diante fueron claras, se noté preparacion y seguridad, aunque hayan tenido
algunos errores en la solucién. Siempre mantuvo la atencion del publico,

usando el contacto visual y gestual.
Mary

En el desarrollo de la exposicion de su trabajo de aplicacién, mantuvo con-
tacto visual, verbal y gestual con sus companeros y profesora, despertando

su interés y atencion.
Ana

La estudiante se muestra segura ante sus companeros y profesora en el mo-
mento de hacer su exposicion. Explica con fluidez, pero algunas veces tiende
a leer de las diapositivas porque estas estin muy cargadas de informacion.

Mantiene contacto visual y verbal con el ptblico.
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4.5.4. Manejo de medios en las exposiciones

Micky

Este aspecto fue analizado en el episodio sobre la exposicion del trabajo de
aplicacion, en el cual, el estudiante usé distintas herramientas como apoyo
para presentar sus ideas: diapositivas agradables a la vista, gréaficos, tablero

y marcadores, ademas, los integré adecuadamente en su presentacion.
Federico

En la exposicion de su trabajo de aplicacion, el estudiante usé como medio
diapositivas que fueron estéticamente agradables a la vista y usadas eficaz-

mente en el desarrollo de la exposicion.
Mary

Durante la exposicion de su trabajo de aplicacién usaron una presentacion
de Power Point. Esta tenia una diagramacion agradable a la vista, con letra
legible y graficos acordes al tema sobre el que construyeron su trabajo: el
poker. Ademas, llevaron un video para mostrar una jugada en uno de los
concursos de television sobre poker, pero no lo pudieron presentar, asi que lo
explicaron. La estudiante, us6 correctamente la presentaciéon, no obstante su

discurso estuvo muy sujeto a lo que en ella tenia escrito.
Ana

Para la exposicion de su trabajo de aplicacion, la estudiante, ademéas de
presentar tedricamente su trabajo de aplicacion usando diapositivas, hace una
parte practica que ayudo a ejemplificar la situacion que estaba planteando.
Las diapositivas estuvieron cargadas de informacién y su discurso estuvo

sujeto a su contenido.



Capitulo 5
Conclusiones y Recomendaciones

El objetivo de este estudio era investigar las caracteristicas de la comprension
del concepto de probabilidad segiin las cuatro Dimensiones de la comprension
propuestas por la EpC. Participaron cuatro estudiantes de décimo grado de
una instituciéon educativa de carédcter privado de la ciudad de Medellin du-
rante el ano 2010. Ellos fueron observados y entrevistados a profundidad. Los
datos fueron recogidos en forma de observaciones, entrevistas, y producciones
escritas (mapas conceptuales y pruebas escritas) y se analizaron a la luz de
las Dimensiones para la comprension propuestos por la EpC (Boix - Mansilla
y Gardner, 1999; Perkins, 1999; Jaramillo y Bermudez, 1997), las distintas
concepciones de la probabilidad a través de la historia (Kasner y Newman,
2007) y la teoria de Heuristicos y sesgos en las solucion de problemas de

probabilidad (Barragués - Fuentes y Guisasola - Aranzabal 2002).

Los estudiantes presentaron caracteristicas distintas en el modo de com-
prender la probabilidad, incluso presentaron algunas dificultades similares a
las mencionadas en otras investigaciones (Fernandez, 2001; Barragués y Gui-
sasola, 2002). Los rasgos de la comprension de cada estudiante, descritos en
el Capitulo 4, sirvieron de referente para la construccion de cuatro matrices

en las que se describe como un estudiante comprende la probabilidad desde

128
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las cuatro dimensiones de la EpC: los contenidos, los métodos usados para
resolver situaciones problema de probabilidad, la aplicaciéon de éste concep-
to en la vida y las formas en que se puede expresar como se comprende la
probabilidad. Cada una de estas dimensiones se analizaron con base en unas
categorias que se anticiparon como descriptores de la comprension del con-
cepto de probabilidad y otras que surgieron durante el anélisis. En cada una
de estas categorias los estudiantes presentaron distintas formas de concep-
tualizar, razonar, proceder o expresar, por lo cual se hizo una descripcion
en cuatro niveles de comprension, que se mostraréd en el apartado siguiente.
Ademas, se describe la forma como se puede lograr que un estudiante avance

de un nivel de comprensién a otro.
5.1. Matrices de descripciéon de la comprension

del concepto de probabilidad

Después de realizado el analisis exhaustivo de cada estudiante en las distintas
categorias de las cuatro Dimensiones de la Comprension, se presentan a con-
tinuacién cuatro matrices, una para cada Dimensiéon de la comprension, que
contienen unos descriptores del proceso de comprension del concepto de pro-
babilidad en cuatro niveles de comprension: ingenuo, principiante, aprendiz

y experto.

5.1.1. Matriz para la Dimensiéon de Contenido

En los Cuadros 5.1 - 5.3 se presenta una matriz en la que se relacionan las
cuatro categorias: Diferenciacion entre experimento aleatorio y determinista,
Relacion entre azar y probabilidad, Conceptualizacion de la probabilidad y
Redes conceptuales, que se encontraron con el trabajo de campo para descri-
bir lo que conceptualmente esta ligado a la probabilidad, mostrando en qué
medida los conceptos se van transformando desde ideas intuitivas hasta ideas

maés formales y como los estudiantes han ido tejiendo redes conceptuales cada
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vez mas ricas en torno a la probabilidad a partir de los cuatros niveles de

comprension de la EpC: Ingenuo, Principiante, Aprendiz y Experto.

5.1.2. Matriz para la Dimensiéon de Métodos

En esta matriz se relacionan las cinco categorias: Aplicacion de las defini-
ciones subjetivista, clasica y frecuencialista de la probabilidad, Construccién
del espacio muestral, Uso de la teoria de conjuntos, Aplicaciéon de las técnicas
de conteo, Utilizaciéon de axiomas y teoremas, que surgieron en el trabajo de
campo como rasgos caracteristicos de los métodos, procedimientos, estrate-
gias y criterios que usan los estudiantes para calcular probabilidades con los

cuatro niveles de comprensién propuestos por la EpC.

5.1.3. Matriz para la Dimensiéon de Praxis

Para la construccion de los descriptores de esta dimension se usaron dos cate-
gorias: Relacion teoria - practica y Relacion practica - teoria con las cuales se
pretende describir las reconocer en qué medida los estudiantes logran eviden-
ciar la utilidad del concepto de probabilidad, su aplicaciéon en su cotidianidad

y como desde la cotidianidad también se logra construir teoria.

5.1.4. Matriz para la Dimensiéon de Formas de comuni-
caciéon
Las categorias que se encontraron pertinentes para analizar la Dimension de

Formas de comunicacion fueron: Manejo del lenguaje probabilistico, Comu-

nicacion de la soluciéon de problemas, Interaccion con el publico y Manejo de
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medios. A través de estas categorias se describe como los estudiantes expre-
san lo que comprenden, dominan algunos géneros de desempeno y tienen en

cuenta a ese otro que los escucha o les interpele.

Teniendo en cuenta estas matrices, se realiz6 en el siguiente apartado la
ubicacion de los estudiantes en los niveles de comprension alcanzados por
ellos, en las distintas categorias de las cuatro Dimensiones al finalizar la

aplicacion de la unidad curricular basada en la EpC.

5.2. Clasificacion de los estudiantes en niveles

de comprensiéon

Cada una de las matrices descritas anteriormente se constituyen en un tejido
conceptual, en el que se caracteriza el proceso de comprension de los estu-
diantes visualizado desde cuatro Dimensiones, pero a su vez, se puede usar
como herramienta de evaluacion de los desempenos de los estudiantes, de tal
manera que el proceso evaluativo pueda ir mas alla de la calificacion y, se
pueda convertir en un instrumento de retroalimentacion y de identificacion
de las dificultades y las fortalezas que presentan los estudiantes para luego

poderles ayudar a seguir avanzando en la comprension.

Para el caso de esta investigacion, se presenta a continuacion el analisis
de los niveles de comprension alcanzados por los participantes del estudio
de casos, después de aplicada la unidad curricular. Esta ubicaciéon se hace
usando los anélisis hechos de cada estudiante en los apartados 4.1 al 4.5 y

las matrices del apartado 5.1.
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Cuadro 5.13: Niveles de comprension de los participantes del estudio de casos
en la Dimension de Contenido.

CATEGORIA ‘ INGENUO ‘ PRINCIPIANTE ‘ APRENDIZ ‘ EXPERTO
Diferenciacion
entre .
_ Federico .
experimentos Micky Ana
. Mary
aleatorios y
deterministas
Relacion entre .
Ana Micky
azar y )
o Mary Federico
probabilidad
Conceptualizacio
Ana .
de la Mary . Micky
o Federico
probabilidad
Micky
Redes .
Federico Ana
conceptuales
Mary

Ninguno de los estudiantes quedo en el nivel de ingenuo, todos alcanzaron
alguno de los tres niveles siguientes, lo que significa que a través de las dis-
tintas actividades realizadas en el trabajo de campo los estudiantes lograron
avanzar en la comprension de los conceptos relacionados con la probabilidad.
Esto se puede evidenciar comparando las ideas iniciales que sobre probabi-
lidad tenian los estudiantes (apartado 4.1) y la conceptualizacion lograda

finalizada la aplicacion de la unidad curricular (apartado 4.2.3 y 4.2.4).
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Cuadro 5.14: Niveles de comprension de los participantes del estudio de casos
en la Dimension de Métodos.

’ CATEGORIA ‘ INGENUO ‘ PRINCIPIANTE ‘ APRENDIZ ‘ EXPERTO
Aplicacion de Ana Federico Micky
las definiciones Mary

subjetivista,
clasica y
frecuencialista
de la
probabilidad
Construccion Micky
del espacio Federico
muestral Mary
Ana
Uso de la teoria Ana Micky
de conjuntos Federico
Mary
Aplicacion de Mary Federico Micky
las técnicas de Ana
conteo
Utilizacion de Mary Micky
axiomas y Ana Federico
teoremas

En la Dimension de Métodos se puede notar que varios de los estudiantes
avanzaron en la comprension de los métodos, procedimientos y estrategias
para el célculo de probabilidades hasta un nivel de Aprendiz o Experto en la
mayoria de las categorias. Este fue un aspecto que se afianz6 bastante durante
el trabajo de campo, debido a que los estudiantes estuvieron la mayor parte
del tiempo resolviendo o analizando situaciones problema que implicaban el

calculo de probabilidades.
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Cuadro 5.15: Niveles de comprension de los participantes del estudio de casos
en la Dimensiéon de Praxis.

’ CATEGORIA INGENUO ‘ PRINCIPIANTE‘ APRENDIZ ‘ EXPERTO
Relacion Micky
teoria-prdctica Federico
Mary
Ana
Relacion Ana Micky
prdctica- teoria Mary Federico

Todos los estudiantes del estudio de casos lograron avanzar hasta un nivel

de Aprendiz en la relaciéon teoria practica, porque conectaron lo aprendido

sobre el concepto de probabilidad con las posibilidades de ser usado en la vida.

En la categoria Relacion practica - teoria se dieron mayores diferencias porque

unos lograron avanzar hasta el nivel de experto pero otros quiza requerian

de mas actividades experimentales que les ayudaran a realizar conjeturas e

hipoétesis para ser probadas y poder llegar a generalizar o a inferir algunas

ideas acerca del azar y la probabilidad.

Cuadro 5.16: Niveles de comprension de los participantes del estudio de casos
en la Dimensién de Formas de Comunicacién.

’ CATEGORIA INGENUO ‘ PRINCIPIANTE‘ APRENDIZ ‘ EXPERTO
Manejo del Mary Micky Federico
lenguage Ana
probabilistico.
Comunicacion Ana Micky Federico
de la solucion Mary
de problemas
Interaccion con Micky
el publico Federico
Mary
Ana
Manejo de Federico Ana Micky
medios en las Mary

exposiciones
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En cuanto a la forma en la que los estudiantes expresaron lo que compren-
dian se puede encontrar que dos estudiantes avanzaron hasta los niveles de

principiante y aprendiz y los otros dos lograron avanzar a aprendiz y experto.

5.3. Coémo se avanza de un nivel de compren-

sidn a otro

Desde el trabajo de campo realizado en esta investigacion se encontrd que una
alternativa que permite a un estudiante progresar en su nivel de comprensiéon
del concepto de probabilidad es la utilizacién de unidades curriculares como
la construida para esta investigacion, debido a que se encuentra estructurada
segun la EpC y articulada con los descriptores de la comprensiéon del concep-
to en las cuatro Dimensiones. La utilizacion de unidades curriculares como
la que se presenta en este trabajo, implica varias acciones por parte de los
docentes y de los estudiantes. Por parte del docente, requiere de un acompa-
namiento continuo y personalizado del proceso de aprendizaje del estudiante,
haciendo la retroalimentacion de cada actividad o desempeno que éste reali-
ce. Ademés, la utilizacion de actividades en las que el estudiante construya
conceptos experimentando, conjeturando, discutiendo con sus companeros y
el docente. En el caso del concepto de probabilidad fue de gran utilidad el uso
de las simulaciones en la construccion de conocimiento y esto esté de acuerdo
con investigaciones actuales en la ensenanza de la probabilidad (Batanero,
2003). Por otro lado, cada actividad que se realice debe tener unos criterios
de evaluaciéon como se muestra en las Cuadros 3.1, 3.2 y 3.3, para que los
procesos de retroalimentacion ayuden al estudiante a avanzar en su compren-
sion del concepto de probabilidad. Las cuatro matrices de las Dimensiones de
la Comprension descritas en el apartado 5.1 pueden utilizarse como instru-
mento de evaluacion del nivel de comprension que demuestra el estudiante
en cada uno de sus desempenos, adaptandolas segtn las particularidades de

cada desempeno, para luego, realizar la retroalimentacioén correspondiente e
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ir transformando sus actividades de tal forma que puedan servir para que el
estudiante avance en su nivel de comprensiéon. Lo que quiere decir esto es que
en esta forma de concebir la ensenanza el docente debe estar abierto a hacer
cambios en sus planeaciones de clase segiin vaya observando los desempenos
de comprension logrados por sus estudiantes y los niveles alcanzados por los

mismos.

Finalmente, el concepto de probabilidad es fundamental en la formacion
del pensamiento aleatorio en los alumnos de secundaria. Por lo tanto, el dise-
no de experiencias de aprendizaje que favorezcan su comprension, les brindara
la oportunidad de comprender otros conceptos importantes de la estadistica,
como también tomar mejores decisiones tanto en su vida profesional como
en su entorno. Una manera de entender como comprenden los estudiantes
el concepto de probabilidad es a través de distintos desempenos que se pue-
den evaluar desde las dimensiones de contenido, métodos, praxis y formas de
comunicacion, pero a su vez constituyen una descripcion de la comprension
de la probabilidad y pueden enriquecer el panorama tanto de la ensenanza
como del aprendizaje y la evaluacion de éste. Por otro lado, algunas de las
conclusiones a las que llegaron los estudiantes después de esta experiencia de
trabajo con la unidad curricular fue que a través de las distintas activida-
des practicas se fueron acercando paulatinamente a los conceptos y a su vez
pudieron evidenciar que la probabilidad se puede aplicar en distintas situa-

ciones cotidianas.

5.4. Aportes a la educaciéon estadistica

Esta investigacion constituye un aporte a la ensenanza de la probabilidad,
un campo que apenas esta siendo explorado en nuestro pafs. En este trabajo

se brindan algunas ideas a los docentes para organizar sus practicas de aula
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desde un enfoque flexible como lo es el de la EpC, que se ha utilizado muy
poco para la ensenanza de la probabilidad. Otro aporte son las matrices
de descripcion de la comprension del concepto de probabilidad que amplian
el campo de aplicacion de la EpC y pueden ser usadas por los maestros
en la valoracién de los desempenos de sus estudiantes y como insumo para
la organizaciéon de sus actividades de tal forma que los estudiantes puedan
avanzar en sus niveles de comprension. Por tltimo, la incorporaciéon de los
mapas conceptuales en la EpC dinamiz6 la dimension de contenidos, porque

permiteron comprender los conceptos y comunicar lo comprendido.

5.5. Investigaciones futuras

Muchas de las variables en este estudio podrian ser investigadas en el futuro.
La longitud del estudio, por ejemplo, los asuntos explorados, o el nimero
de participantes podria ser modificada para conseguir un cuadro mejor, mas

detallado de la comprension del concepto de probabilidad.

Una futura investigacion en la comprension del concepto de probabilidad
podria aplicar los descriptores de la comprension para evaluar los niveles
de comprension de los estudiantes y asi poder seguir refinando las cuatro
matrices de descripciéon de la comprension del concepto de probabilidad y
posteriormente conseguir un instrumento de evaluaciéon que pudiera ser ge-
neralizado y usado en forma de test por los docentes para que se haga més

facil la valoracion de los estudiantes, sobre todo en grupos numerosos.

Ademas, se podria explorar lo que a nivel mental ocurre en el estudiante
para que se logre el paso de un nivel a otro de comprensiéon en las distintas
dimensiones, ya que el marco conceptual de la EpC no lo explica y con este
estudio s6lo logramos llegar hasta dotar al docente de herramientas para que

posibilite dicho avance.



5. Conclusiones y Recomendaciones 147

También se podria investigar como comprenden el concepto de proba-
bilidad estudiantes de distintos niveles educativos para seguir ampliando la
teoria sobre la comprension de este concepto y poder construir reformas a
nivel curricular.

Otra posibilidad seria investigar en qué medida la aplicacién de la unidad cu-
rricular que se propone en este trabajo permite el progreso de la comprension

de un estudiante.



Apéndice A

Actividad 1: ;Cémo se comporta

el azar?

Esta actividad fue implementada al inicio del trabajo de campo para
explorar el azar, la definicién frecuencialista y la definiciéon clésica de la pro-
babilidad.

148
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. ohegio Soh Igngg,
¥ deloyoly )

COLEGIO SAN IGNACIO DE LOYOLA

PERIODO Il '
Estudiante: Grado 10°__ e i;- .
Area: Matematicas Fecha: 08 /04 /10 ‘emerors de marensrss
Asignatura: Estadistica Tipo de Guia: Laboratorio
Docente: Diana Patricia Acevedo Vélez Tiempo de Duracién: Una unidad
¢Como se comporta el azar?

INDICADORES DE DESEMPENO

s [Desarolla las actividades propuestas en forma ordenada, empleando la notacion adecuada
en la solucion de problemas de probabilidad.
e Hace aportes significativos sobre probabilidad durante los trabajos en equipo.

INTRODUCCION

Lateoria de las probabilidades y la estadistica son ciencias diferentes, pero estan estrechamente
relacionadas: la primera busca datos numéricos mas. 0 menos objetivos para evaluar las
posibilidades de un evento futuro, es decir, suU grado de certidumbre o verosimilitud; mientras que
la segunda utiliza esos datos para proporcionar métodos v técnicas Utiles en la toma de
decisionss.

Es pertinente sefialar gue los fendmenos gue ocurren en la naturaleza v en la vida cotidiana
pueden ser de tres tipos: deterministas, no deterministas o una combinacion de éstos. Los
primeros se pueden pronosticar con gran precision, debido a que obedecen a leyes y principios
inmutables; tal es el caso, por gemplo, de los fenamenos quimicos, sléctricos, astronamicos,
mecanicos, entre otros. Por ofro lado, los acontecimientos no deterministas, es decir, agquellos
due en mayor o menor grado dependen del azar se llaman aleatorios, palabra que viene del latin
alea, la cual significa suerte 0 azar.

ACTIVIDADES

De algunos ejemplos de fendmenos aleatorios vy describa por que los considera de esta
naturaleza

Aungue le parezca extrafio, el azar sigue sus reglas. Para descubrirlas vamos a realizar algunos
experimentos aleatorios.

Wan a trabajar en parejas. Cada pareja realizara 3 expenmentos, y cada uno de ellos lo repetira
20veces. Después juntaremos todos los resultados obtenidos en la clase.



A. Actividad 1: ;Cémo se comporta el azar?

150

] Experimento 1. Lancen una moneda v ancten C si sale cara o S si sale sello. Después
/’_e";,ﬁ\ calculen la frecuencia de cada uno de los resultados.

L5
Tabla 1. Resultados de los lanzamientos de una maneda.
Experimento Resultados Frecuencia
Cara sellos

Moneda (C) (8)

Experimento 2: Lancen un dado v anoten 5 si sale 5 o = si sale un nimero distinto de 5.

Después calculen la frecuencia de cada uno de los resultados.

Tahla 2. Resultados de los lanzamientos de un dado.

Experimento

Resultados

Frecuencia

Dado

5

2

Experimento 3: Lancen dos monedas alavez v anoten CC si salen dos caras, 55 si
salen dos sellos o C5 si salen una cara v un sello. Después calculen la frecuencia de
cada uno de los resultados.

Experimento Resultados Frecuencia
Cara- Sello- Cara-
Dos monedas cara sello sello

(CC) (58) (C5)

Una vez recogidos sus resultados, agrupen los datos de toda la clase en las siguientes tablas v
construyan el respectivo grafico de frecuencias relativas.

Completen la tabla 3 con los resultados de la clase correspondientes al lanzamiento de una

moneda. Van a anotar el nimero de caras obtenidas.

Tahla 3. Lanzamiento de una moneda: frecuencias de «Caras

Frecuencias relativas de “cara™

g? 141 - 160

ER 161180

= Rep etici_l:lnes Frecuencia | Frecuencia Frecu gncia
Parejas Larr:lz:':r‘;l&a:to “Cara” acumul ada relativa

: 1-20 f20=

2° 21-40 /40=

3® 4160 /0= @

4° 180 f80= Eé

87 81— 100 /100= ?

g? 101120 f120= &5

70 121-140 f140= 5
g
2
[y

10° 181200

11° 201-220

122 221-240

13° 241 - 260

147 261280

Construya en el plano cartesiano de la derecha una representacion grafica gue relaciong el

o4

numero de lanzamientos acumulado con la frecuencia relativa.

0 B0 800 100 120 140 160 120 200 220 2400 2600 220 200
Larzamientos

Observen las frecuencias relativas en su grafico, a medida que se van acumulando mas datos:

20
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JWarian mucho o wan  manteniendo, mas o Mmenos, el mismo  valor?

Si se mantiene mas o menos igual, ¢ arededor de qué valor se mantieng?

LEl lanzamiento de la moneda se hizo siempre de la misma manera?
& Cree que esto influyd en los resultados? 5, Cémo?

Llenen la tabla 4, con los resultados de la clase correspondientes al lanzamiento de un dado.
Van a anotar el nimero de "5"obtenidos.

Tahla 4. Lanzamiento de un dado: frecuencias de «5» Frecuencias relativas de “5”
] Repeticiones | o o oncia | Frecuencia | Frecuencia
Parejas | Lanzamiento g acumulada relativa
dado
1e 1-20 i20=
2° 21-40 0=
3? 41— 60 fB0= o
47 f1-80 /80= %
5° 21 - 100 00= B
ok 101=-120 i120= K
7° 121140 i140= 5
B° 141 160 3
g? 161 — 180 Z
10° 181200
11° 201220
122 221240
13° 241- 260 20 40 GO 80 100 120 140 160 180 200 230 240 2600 280 200 320
147 51— 280 Larzamientos

Construya en el plano cartesiano de la derecha una representacion grafica que relacione el
nimerao de lanzamientos acumulado con la frecuencia relativa.

Observen las frecuencias relativas en la grafica, a medida gue se van acumulando mas datos.
JWarian mucho o van manteniendo, mas o menos, el mismo valor?

Sila frecuencia relativa del resultado «5» se mantiene mas o menos igual, /alrededor de que
valor se mantiene?

&, Qué similitudes o diferencias encuentran entre los dos expenmentos anteriores?

Llenen la tabla 5, con los resultados de la clase comespondientes al lanzamiento de dos
monedas. Van a anotar el nimero de "cara-sello” obtenidos.
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Tahla 8. Lanzamiento de dos monedas: frecuencias de «cara-selos
Repetici F i - F i
dado sello” acumulada | oo\ mulada
17 1-20
2° 21-40
38 41-60
47 61 —-80
59 81— 100
5k 101-120
78 121140
g° 141160
9° 161180
10 | 181200
1% | 201 =220
12° 221240
13% | 241 - 260
14% | 281 — 280
15% | 281-300
167 201-320

Frecusncia relativa

Frecuencias relativas de “cara-sello”

0

4

—
TV

e —————————
100 120 1«40 160 180 200 220 240 260 230 300

Lanzamientos

Si la frecuencia relativa del resultado "Cara-sello” se mantiene mas o menos igual al ir

aumentando el nimero de lanzamientos, 4, alrededor de qué valor se mantiene?

s Tiene algo gque ver en este experimento que las dos monedas sean de la misma denominacion?

Expliqu

=]

Otras preguntas para reflexionar:

;De qué manera influye el hecho de que el total de lanzamientos no haya sido obtenido por la

misma

persona?

;De que manera cambiarian los resultados si la misma persona realiza el total de lanzamientos

con los que se trabajé en las tablas?

Después de esta experiencia, describa como concibe el azar.

Biblingrafia: Matematicas. Contenidos, Actividades y Recursos. (2000) Guias Praxis para el profesorado. Espafia:
CI55 PRAXIS educacion.

20



Apéndice B

Actividad 2: Algunos juegos de

AzZar

Con esta actividad se explor6 la definicion clasica de la probabilidad,

algunos axiomas y teoremas de la teoria axiomatica de la probabilidad.

153
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COLEGIO SAN IGNACIO DE LOYOLA

PERIODO I
Estudiante: Grado 10°__
Area: Matematicas Fecha: 05/ 05/ 10
Asignatura: Estadistica Tipo de Guia: Conceptual y ejercitacian
Docente: Diana Patricia Acevedo Veélez Tiempo de Duracién: Dos unidades

Algunos juegos de azar

INDICADORES DE DESEMPENO

s |dentifica y diferencia los tipos de eventos que se distinguen en estadistica para calcular sus
respectivas probabilidades.

o Reconoce la relacidn v la diferencia existente entre la probabilidad conjunta v la probabilidad
condicional.

¢  Hace aportes significativos sobre probabilidad durante los trabajos en equipo.

INTRODUCCION

La teoria de la probabilidad nacié de la pasién del hombre por los juegos de azar. Estos se
conocen desde épocas remotas, sin embargo no fue sino hasta el siglo XVl en gque matematicos
como Fermmat v Pascal, alentados por jugadores como el caballero de Meré, conocido jugador de
la epoca v aficionado a las matematicas, sientan las bases de lo que seria la teoria de las
probabilidades.

A medida que transcurrid el desamrollo de la ciencia se encontrd gue
muchos fendmenos naturales, bicldgicos, fisicos, sociales, entre otros,
estan gobernados por factores casuales, no controlados por el
imvestigador, v por ello pueden ser analizados desde la teoria de la
probabilidad.

ACTIVIDADES

1. Dado sin truco.
Se lanza un dado que no esta cargado, calcula la probabilidad de:

a) sacar 1. d) Obtener un nimero mayor que 0.
b) Obtener un nimero mayor que 4. e) Obtener un namero multiplo de 5.
c) Obtener un numero menor que 1. f) Obtener un numero impar.

2. Dos monedas.

Se lanzan dos monedas a la vez, calcula la probabilidad de que:
a) Caiga dos caras.

b) Caigan dos cruces.

c) Caiga una cara y una cruz.

d) Caiga cruz o cara.
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3. Un dado y una moneda.
Si se lanza un dado ¥ una moneda a la vez. Indica las probabilidades de cada uno de los
eventos:
a) Cara y cualquier humero. =" ¢) Cruz y un namero mayor que 3.
b) Carao cruz y un 5. @ d) Cruz y un nimero par.
Py [

bl e) No salga un 2.

4. Lanzamiento de un dado dodecaédrico.
El dodecaedro regular tiene doce caras pentagonales iguales. Cuando se lanza un dado
de forma dodecaédrica s6lo queda encima una de las doce caras, habra pues doce
resultados.
a) j Los doce resultados son equiprobables?
b) ; Cual es la probabilidad de obtener un 77
c¢) Calcula la probabilidad de los siguientes eventos o sucesos:
A sacar un numero multiplo de 2.
B: sacar un numero multiplo de 3.
C: sacar un numero multiplo de 5.

A los resultados de una experiencia aleatoria se les llama SUCESQOS O EVENTOS
ELEMENTALES, que denotaremos con letras maylsculas. Al conjunto de estos eventos se
le denomina ESPACIO MUESTRAL. El espacio muestral se representa con la letra griega 0
{omega).

\ J

En este juego de azar el espacio muestral es Q= {1,23,4,5,6,7,8,9,10,1 1,12}. No todos los
eventos son elementales. Por ejemplo los sucesos anteriores A, B y C no lo son. jPor
qué?. Cualquier suceso se puede asociar a un subconjunto del espacio muestral. El
suceso A: sacar un numero multiplo de 2, se puede expresar como A= {24,&8,10,1 2}.

Ademas hay eventos que nunca ocurren. Por ejemplo, en este juego nunca saldra un
numero negativo ni un nimero mayor que 20. A estos eventos que jamas se producen se
les llama EVENTOS IMPOSIBLES. La probabilidad de que ocwtita un evenio
imposible es cero. Los eventos imposibles estan asociados al conjunto vacio que se
representa con la letra griega ¢4. También hay eventos que ocurren siempre. En este
juego siempre sale un numero positivo o un nimero menor que 13. Los eventos que
ocurren siempre se llaman EVENTOS SEGUROS. La probabilidad de que ocurra un
evehlo seguro es 1. A los eventos seguros les corresponde como conjunto el espacio
muestral.
d) Expresa los eventos “sacar un numero mayor que 107, “sacar un numero mayor que
15" y “sacar un nUmero mayor o igual que 1° como subconjuntos del espacio
muestral.

En esta experiencia, si no sale un numero par, sale un ndamero impar y reciprocamente.
Los eventos “sacar un numero para” y “sacar un numero impar’ se dice que son
EVENTOS CONTRARIOS, puesto que en cada experiencia se realiza o bien uno de los
sucesos o el ofro.
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e) Calcula la probabilidad de los eventos contrarios para:
* “sacar un numero multiplo de 2
s “sacar un 10"

p
{ Si S es un evento cualquiera, el evento contrario S', se produce sdlo cuando no ocume S, Se

vefifica P(S)1+P(S)=1 v, porlo tanto, P51 =1 -P(3)

Algunos eventos no pueden ocurrir simultaneamente. Por ejemplo en nuestra
experiencia de lanzar el dado dodecaédrico, no puede salir un nimero mavyor que 5y, a
la vez, un nimero menor que 2. Se dice que son EVENTOS INCOMPATIBLES ©
MUTUAMENTE EXCLUYENTES. Por otro lado, si los dos eventos pueden ocurrir
simultaneamente diremos que son compatibles.

f) Anota un suceso incompatible con el suceso “salir un nimero multiplo de 3" y otro
gque sea compatible.

g) Dos sucesos Ry S contrarios j son incom patibles? ; Por qué?

h) Pablo y Marta han preparado un juego. Los dos tienen un dado dodecaédrico. Cada
uno lanza su dado. Quien obtenga un numero mayor gana y si sacan el mismo
numero quedan empatados. j Cual es la probabilidad de que gane Pablo? ; Cuél es la
probabilidad de que gane Marta? ;Cual es la probabilidad de que empaten? ;Te
parece due es un juego equitativo? j Por qué?

5. Una moneda y dos dados cibicos.
En primer lugar lanzaras una moneda. Si sale cara tiraras un dado gris y si sale sello
lanzaras un dado blanco.

a) Escribe el espacio muestral para tal experimento.

b) Calcula la probabilidad de “obtener un resultado del dado gris”
0 “un ndmero mayor que 2"

c) Calcula la probabilidad de “obtener un resultado del dado gris” y
“Uun nimero mayor que 2”.

d) Calcula las probabilidades de los eventos ;. “sacar un numero menor
que 3", Ms: “sacar un multiplo de 5" y M, w M. “sacar un nimero menor que

3 o un maltiplo de 5”. ; Existe alguna relacién entre los tres valores?

[ Si Ay B son EVENTOS INCOMPATIBLES, P(Aw B)= P(A)+ P(B) W

e) Calcula las probabilidades de los eventos S,: “sacar un multiplo de 2", S5: “sacar un
multiplo de 3”, S, 5;: "sacar un multiplo de 2 o un maltiplo de 3° y 5, ~ 5;: "sacar

un multiplo de 2 y un multiplo de 3°. jExiste alguna relacién entre estos valores?
Explica cémo lo has deducido.

Probabilidad de la union para dos eventos cualquiera A y B se verifica:
P{AL B)= P(A)+ P(B)- P(A~B)
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6. Pongamos condiciones.

Considera la experiencia de elegir al azar una carta de una baraja espafiola de 48 cartas.

El correspondiente espacio muestral es el conjunto de 48 elementos:
0={010203,..,012B8,8283,.., B12C1,C2C3,..,C12 £1, E2 E3 .., £12}

Donde O, B, C y E indican el palo (oros, bastos, copas y espadas)

a) Calcula la probabilidad de los siguientes eventos: N3 “sacar un 3", Ng: “sacar un
seis”, P: “sacar un nUmero par”, B: “sacar una carta de bastos” v F: “sacar una

figura”.
b) ¢Cuél es la probabilidad de los sucesos B P.FAP FB N, ~nF N, ~F?
c) La probabilidad de sacar una cara determinada es % Asli,

F0o2)= % F(03)= % Marta ha sacado una carta y nos informa que le ha salido
un numero par. j Cual es la probabilidad de que Marta tenga la carta O2? j Crees que
continda siendo %? ¢ Cuél es la probabilidad de que tenga la carta 037

d) Teniendo en cuenta los eventos del punto a), calcula las probabilidades siguientes:
P(N,/P), PN, /P), P(B/P), P(F/P). iLa informacién “sacar un numero par’ ha
modificado las probabilidades?

En este punto has calculado PN, /P)= 21; Observa que 4 es justamente el nimero de
casos favorables a A, ~ P y 24 es el nimero de casos favorables al suceso P.
Si en la fraccién % se divide el numerador y el denominador por el numero de

4
resultados de la experiencia, 48, se obtiene la igualdad PN, /P)= 4 _48_ M
24 24 PP
48
La relacién anterior se verifica para cualquier probabilidad condicionada.

N

Dados dos eventos A v B de Una experiencia aleatoria, la PROBABILIDAD DEL SUCESO B
CONDICIONADA AL SUCESO A, P(B/A), se puede calcular con la formula:

PB~A
P[B,.J'A)= w El evento A no puede ser imposible dado que su probabilidad seria
P(A)

\\oero y la fdrmula no tendria sentido.

e) Considera los eventos |: “sacar un nimero impar”, 8: “sacar un ndmero mayor gque 8".
Calcula las probabilidades P{{/S)y P(S/1)



B. Actividad 2: Algunos juegos de azar 158

7. Urna.
Luis ha traido bolas de color blanco o gris, marcadas con un 1 o un 2. Prepara una urna
con la siguiente composicién:

@ (YY) ()
NN

COOOO

a) Se extrae al azar una bola de la urna. Escriba el espacio muestral.

b) Calcula las siguientes probabilidades:
» “Sacar una bola blanca que tenga un 1”.
* “Sacar una bola gris que tenga un 2"
s “Sacar una bola blanca”
s “Sacar el nimero 1"

c) Si se elige una bola de la urna y tuvieras que apostar por un color, ;por cual
apostarias? j por qué?

d) Pero si por alguna razén consiguieras saber el nimero que ha salido, por ejemplo 1,
¢ influiria en tu decisiéon sobre la apuesta?

/8i F‘(A) = P(A,-"B), el evento A es independiente del evento B. Siempre que P(A)= P(A,fB) )
también se verifica que P(B)= P(B;" ) En este caso se dice que A v B son EVYENTOS
INDEPENDIENTES. En caso contrano, se dice que los EVENTOS son DEPENDIENTES.

S Cuando los eventos son independientes se cumple que: P{A~ B)= P(A)}P(B)

e) Los eventos “sacar bola blanca” y “sacar 1, json dependientes o independientes?
¢ Por qué?

f) -

En ciertos problemas se conoce la probabilidad de que ocurra un evento B dado que A ha
ocurmido, 1o gue se escribe F‘(Bj'A) .y 5e quiere determinar la probabilidad de gue tanto A,
como B ocurran. La solucidn de este problema se facilita mediante la siguiente formula de
PROBABILIDAD CONJUNTA: P(A~ B)= P(A)- P(B/A). si P(A)=0

g) Si se extraen de la misma urna anterior dos bolas sin reposicidn (la bola que se
extrae no se vuelve a introducir en la urna), cual es la probabilidad de:
» Extraer la primera bola con un 1y la segunda gris.
s Extraer una bola blanca v la otra gris.
« Extraer una bola gris y la otra con un dos.

p‘f—c.l_a—dccach_ y_w{v‘chaicmutnhtc,dchacad.ahy_w{vnhamumm,dc
cucontnan ol dedon g teuen que afnowtanio:
Fcdo., nole Haseed advenildad, Hésmale KNalidunia.



Apéndice C

Prueba escrita: Técnicas de

conteo y conjuntos

Esta prueba se hizo previa al inicio del trabajo de campo y sirvi6 de

actividad diagnostica.
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COLEGIO SAN IGNACIO DE LOYOLA

PERIODO II
Estudiante: Grado: 10°
Area: Matematicas Fecha: 20/ 04/ 10
Asignatura: Estadistica Tipo de Guia: control programada
Docente: Diana Patricia Acevedo Vélez Tiempo de Duracién: 45 minutos

EVALUACION PROGRAMADA
qécnicas 9= SONISS Y conjuny,

LOGRO
Maneja los conceptos basicos de la Teoria de Probabilidad, al aplicarios en situaciones practicas.

INTRODUCCION
A continuacién se presentan una serie de situaciones donde se deben aplicar las técnicas
de conteo y la teoria de conjuntos. Antes de pensar en utilizar alguna de las formulas que
aparecen a continuacién, utilice la légica, la regla multiplicativa o la aditiva, en el caso de
las situaciones de técnicas de conteo; y para conjuntos, cada vez que sea posible utilice
diagramas de Yenn para representar la informacion.

Ademas, recuerda: Permutaciones: Z,= !
Combinaciones: [ J:ﬁ Ciclicas: B =(n-1)!
L 7)o et Con elementos iguales:
Variaciones: " 2!
i A I ==
Con repeticién: »¥'r =n | Rbrbrlo]
Sin repeticion: b = Cardinal de la unidn de tres conjuntos:
(n—r)! A B ) = )+ B +r(C) -0 A B 1 A0 ©) —m B O 18 An B C)

ACTIVIDADES
Resuelva las siguientes situaciones mostrando el proceso de solucion.

1. &Cuantos nimeros impares tienen 3 cifras y son menores gue 2007

2. 4 Cuantas palabras {aungue sea sin sentido) se pueden formar con todas las letras de la
palabra MISSISSIPPI?
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3. ¢De cuantas maneras puede elegirse un comité de 4 estudiantes de Ciencias Sociales, 2 de
Mateméticas v 3 de Biologia; de entre 12 estudiantes de Ciencias Sociales, 8 de Mateméaticas
y 15 de Biologia si uno en particular de matematicas no puede quedar.

4. Una muestra de 6 individuos para cierta prueba es seleccionada de un grupo de 20 fumadores
y 10 no fumadores. ;De cuantas maneras se pusden seleccionar muestras que contengan 4
fumadores?

5. Una encuesta sobre 200 personas reveld los siguientes datos acerca del consumo de tres
productos & By C !
5 personas consumian salo A
25 personas consumian sélo B.
10 personas consumian salo C
15 personas consumian Ay B, pero no C.
80 personas consumian B v C, pero no A,
8 personas consumian C y A, pero no B.
17 personas no consumian ninguno de los tres productos.
a) ;Cuantas personas consumian A7
b) i Cuéntas personas consumian porlo menos uno de los tres productos?
¢) ¢Cuantas personas consumian A o B?
d) ¢ Cuantas personas no consumian C 7
e) ;Cuantas personas no consumian ni C ni A7

Tu mayor competidor es lo que quieres llegar a ser. Jim Taylor



Apéndice D

Prueba escrita: Probabilidad

Esta prueba se llevo a cabo finalizada la aplicaciéon de la unidad curricu-
lar para verificar en qué nivel estaban los procesos y métodos para resolver

situaciones problema.
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COLEGIO SAN IGNACIO DE LOYOLA

PERIODOII
Estudiante: Grado: 10°
Area: Matematicas Fecha: 15 /07/ 10
Asignatura: Estadistica Tipo de Guia: control programada
Docente: Diana Patricia Acevedo Veélez Tiempo de Duracién: 45 minutos

PROBABILIDAD
LOGRO

Reconoce el lenguaje estadistico como herramienta necesaria para la solucidn de problemas
cotidianos, al utilizar elementos simbdlicos, tablas v graficos.

INTRODUCCION

Para desarrollar esta quia control tenga en cuenta la definicion clasica de probabilidad:
niAy |

P(A) = 4 6 PrA)= # s casos favorgb!es
72 (C) # de casos posibles

e Para eventos contrarios se verfica: P{APIAY) =1y, porlo tanto, Ai4’) =1 - Pr4)

» Probabilidad de la unién para dos eventos cualesquiera & y B: P(AL8)= P{4)+ F(B)- P(AnB)

» Cuando los sventos son independientss se cumple que: P(A~E)= P(AP(B).

y las siguientes propiedades:

ACTIVIDADES
Resclver las siguientes situaciones problema mostrando el proceso seguido para ello.

1. Un empleado de una tienda de comidas rapidas ofrece a sus clientes la posibilidad de armar
su hamburguesa. Para ello, pone a disposicidn del cliente: tocineta, queso v lechuga. El
cliente decide si incorpora o no cada ingrediente.

Sillega un nuevo cliente a la tienda:
a) ¢Cual esla probabilidad de que no afiada gueso a su hamburguesa?
b} &Cual esla probabilidad de que afiada al menos dos de los ingredientes?
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2. Una persona muy distraida ha extraviado el nimero telefénico de su mejor amigo, pero logra
averiguar las 5 cifras intermedias de un total de 7. Sabiendo ademas que el primer digito debe
ser par, distinto de cero v que la Ultima cifra es impar mayor que 4, i cual es la probabilidad de
acertar al nimero de teléfono de su amigo?

3. Un B65% de los alumnos de un centro han aprobado Matematicas, un 70% ha aprobado
Filosofia, v un 3% ha aprobado ambas materias. Si se elige al azar un estudiante de este
grupo, calcule la probabilidad de que:

a) hava aprobado al menos una de las dos materias.
) no haya aprobado matematicas.

c) haya aprobado sélo una materia.

d) no haya aprobado ninguna.

4 A partirde 5 matematicos v 7 fisicos hay que constituir una comision de 5 personas. Sidicha
comision se elige al azar, jcual es la probabilidad de que:
a) queden 2 matematicos v 3 fisicos?
bl no gueds ningun matematico?
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5. En un estudio realizado en cierta universidad, se ha determinado que un 40% de sus
estudiantes Utilizan los transportes pablicos para acudir a sus clases, de éstos, un 30% estan
inscritos en un refigerio universitario mientras que un 45% de los estudiantes que no utilizan
los transportes publicos, también estan inscritos en dicho refrigero.

a) Si se selecciona al azar un estudiante de esta universidad, jcual es la probabilidad de que
este inscrito en el refrigerio universitario?

by Calcule la probabilidad de que seleccionado al azar un estudiante de esta universidad gue
esta inscrito en el refrigerio universitario, resulte ser usuano de los transportes publicos.

A menudo, quienes vacilan en hacer planes es porque dudan también en su capacidad
de cumplir. Michael Levine



Apéndice E

Prueba escrita: Estadistica

descriptiva y probabilidad
Esta prueba escrita fue aplicada un mes después de terminado el trabajo
con la unidad curricular. De ella se retomaron los numerales 4 y 7 para ser

analizado el proceso de resolucién por parte de los participantes del estudio

de casos.
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4. Cada una de las carrozas de un municipio contiene tres letras. La primera letra se
escoge del conjunto {B, C, L, W, R}, la segunda letra se escoge del conjunto {E, I,

Y ylatercera del conjunto {P, kM, N, T}
& Cual es la probabilidad que al tomar una carroza en este municipio ésta tenga la placa

CUT?
A g
B. ~
c =
D.

7. La siguiente tabla muestra la relacion entre los fumadores v las personas gue han

tenido alguna dificultad respiratona;

Froblemas
respiratorios

Fumador
|LSi_|[ o
Sio |1 58] 25
No || 9|73

a) Sise selecciona al azar una persona fumadora, j,cual es la probabilidad de que no

haya sufrido problemas respiratorios?
b)Y Si se selecciona una persona gue no ha tenido dificultades respiratorias, ¢ cual es

la probabilidad de que no sea fumadora?



Apéndice F
Protocolo de entrevista

Se busco indagar sobre las construcciones hechas por los estudiantes, so-
bre el concepto de probabilidad, durante el trabajo realizado en el aula y
contrastar con lo encontrado en las pruebas escritas, en los mapas concep-

tuales y en las observaciones.

Entrevistador(a): Diana Patricia Acevedo Vélez
Entrevistado(a):

Introducciéon

En este momento me encuentro realizando una investigacion en la maes-
tria que estoy estudiando en la Universidad de Antioquia y me gustaria co-
nocer tu opiniéon sobre algunos aspectos relativos al curso de estadistica y
conocer algunas concepciones que tienes con respecto al concepto de proba-
bilidad.

Caracteristica: semiestructurada.

Duracion:

Preguntas

1. Describe como se dieron las clases de estadistica del segundo periodo.
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10.

11.

12.

13.

. ¢Encuentras algunas diferencias o similitudes con las clases del primer

periodo? ;cuales?
. En cual de los dos periodos sentiste que aprendiste mas?

Cuando escuchas la palabra probabilidad, jen qué es lo primero que

piensas?

. Cuales son las diferencias o similitudes entre eso que piensas y lo que

pensabas antes de ver este concepto aqui en el colegio?

Cuéntame qué crees que motivd al hombre para construir una teoria de
la probabilidad.

Describe uno o mas momentos de tu vida en los que hayas usado la
probabilidad.

Si yo te digo que la probabilidad de que llueva por estos dias es 0,7,

,como interpretas ese valor?
, Cuél es la probabilidad de que no llueva?
Si fueras a jugar una loteria ja qué nimero le apostarias?

., Qué es mas posible: que un estudiante llegue tarde o temprano al

colegio?

., Cual tiene méas probabilidad: sacar seis en un dado o cara en una

moneda? ;jPor qué?

Te voy a contar una anécdota: “El matemaético inglés John Kerrich,
mientras fue prisionero de los alemanes durante la Segunda Guerra
Mundial, lanz6 una moneda 10.000 veces. Resultando 5.067 caras, una

razon de 0,5067” . ;Qué piensas de esta experiencia?
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14. ;Cuales son las diferencias o similitudes existentes entre los siguientes

15.

experimentos: calcular el tiempo de caida de un objeto que se tira de

un segundo piso de una casa y lanzar un dado?

Muéstrame como resolverias la siguiente situacion: cuatro amigos (Pa-
blo, Marta, Emilio y Olga) se inventaron un juego. En primer lugar
tirardn una moneda. Si sale cara tiraran un dado gris y si sale sello lan-
zaran un dado blanco. Pablo ganara si la moneda sale cara y el niimero
en el dado es menor que 4. Olga ganara si el niimero es miltiplo de 2
y el dado es blanco. Emilio ganaré si el nimero es impar o miltiplo de
4. Marta observa que se pueden producir empates y decide, de acuerdo
con sus amigos, que serd la tnica ganadora siempre y cuando se pro-
duzca un empate o bien cuando no gane ninguno de sus companeros.
, Cuadl es la probabilidad de ganar de cada uno de los amigos? ;Se trata

de un juego equitativo? ;Por qué?

Gracias por tu tiempo y disponibilidad.



Apéndice G
Consentimiento de participaciéon

Debido a que los participantes del estudio de casos eran menores de edad,
se solicitd con este instrumento el permiso para que los estudiantes parti-
ciparan y pudieran ser video grabados, entrevistados y proporcionaran sus

producciones escritas.
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Consentirniento de Participacion

Nosotros, v
estamnos de acuerdo en que nuestro hijo(a)

participe en la investigacidn titnlada “Comprension del concepto de probabilidad” que es conducida
pot Diana Patricia Acevedo Vélez, estudiante de la Maestria en Educacidn de la Universidad de
Antioquia v profesora de Estadistica del Colegio 3an Ignacio de Loyola. Esta investigacidn cuenta
con la asesoria de los Doctores Carlos Mario Jaramillo Lv:')pez1 v Pedro Vicente Esteban Duarte”

Entendernos que la participacion de nuestro(ay hijo(a) es voluntaria y podemnos decidir no participar
o dejar de participar en cualquier momento sin dar ninguna razdn v sin sufnir ninguna penalizacidn,
Podemos pedir que la informacién relacionada con nuestro(a) hijola) sea regresada a nosctros o sea
destruida.

Proposito de la investigucion : El proposito de este estudio es caracterizar la comprension del
concepto de probabilidad.

Beneficios: El ser participante en esta investigacion puede apoyar la investigacion en Educacidn
Estadistica.

Procedimiento; Como participante en este estudio nuestro(a) hijo(a) serd observado(a) en clase,
algunas veces video grabado(a), entrevistado(a) v proporcionard sus producciones de clase De ser
necesario, serd fotografiado(a).

Riesgos: Mo hay riesgos asociados a la participacién en este estudio.

Confidencialidad: Cualquier resultado de este estudio que pueda dar pistas acerca de la
identificacidn del participante serd confidencial. La mformacidn serd guardada en un archivador
con acceso limitado v solo se permitira el acceso a la informacidn bajo la supervision de los
itvestigadores ¥ solo para fines académicos. Toda la infortnacion recolectada en este estudio serd
confidencial, solo seuddnimos serdn usados para escribir el informe final

Preguntas posteriores: Los investigadores responderan cualgquier pregunta relacionada con esta
investigacidn, ahora o en el transcurso del proyecto, a través de correo electrdnico
diana maestria@gmail com

Consentimiento: Entiendo que firmando esta autorizacidn estamos de acuerdo en que nuestro(a)
hijo(a) tome parte de esta investigacion.

Hombre del irvestigador Fima Fecha
Hombre de la madre Fima Fecha
Hombre del padre Fima Fecha

! Profesor de la Faculted de Cliencias Exactas wMaturales de 1a Tniversidad de &ntioguia.
? Profesor del de partamento de Clencias Bésicas de la Unirersidad Eafit.



Apéndice H

Divulgacion del trabajo de

investigacion

En este apartado se presenta una descripcion de los articulos realizados
durante el proceso de la elaboracion de la investigacion y se muestra cada
una de las ponencias realizadas en el mismo periodo, las cuales muestran los

avances que se iban obteniendo durante el proceso.

H.1. Articulos

Durante el proceso de investigacion se realizaron tres articulos, de los
cuales dos fueron publicados y el otro esta en construccion.

Comprension del concepto de probabilidad en estudiantes de ultimo grado
de bachillerato

Resumen: Por su importancia en la formaciéon de futuros profesionales o
de ciudadanos que deben tomar decisiones en situaciones de incerti-
dumbre, el concepto de probabilidad es un tema de actualidad en in-
vestigacion en Educacion Matematica. En la literatura especializada
se muestran las dificultades que tienen los estudiantes de secundaria
y de los primeros anos de universidad en la resoluciéon de problemas

relacionados con éste concepto. Pero poco se ha escrito sobre como los
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estudiantes lo interpretan o como lo pueden comprender de una forma
adecuada y aplicarlo en diversas situaciones correspondientes a su con-
texto. Nuestra investigacion, caracteriza la comprension del concepto
de probabilidad en estudiantes de ultimo grado de bachillerato, utili-
zando el Marco conceptual de Ensenanza para la Comprension (EpC).
Ademas, presenta herramientas a los profesores para la planificacion
y diseno de sus practicas de aula para fomentar la comprension del

concepto en sus alumnos.
Estado: Publicado

Revista: Formacion y Modelacion en Ciencias Bésicas. Medellin. Editorial
Universidad de Medellin, 2010, pp 65 y 66. ISBN: 978-958-8348-89-6
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PONENCIA
COMPRENSION DEL CONCEPTO DE PROBABILIDAD
EN ESTUDIANTES DE ULTIMO GRADO DE BACHILLERATO
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CONTEXTO

En la literatura especializada se muestran las dificultades que tienen los estudiantes
de secundaria y de los primeros afos de universidad en la resolucién de problemas
relacionados con el concepto de probabilidad, [1], [2], [3]. Pero poco se ha escrito
sobre cémo los estudiantes lo interpretan o cémo lo pueden comprender de una
forma adecuada y aplicarlo en diversas situaciones correspondientes a su contexto [4].

Nuestra investigacién caracteriza (5] la comprensién del concepto de probabilidad
en estudiantes de ultimo grado de bachillerato, utilizando el marco conceptual de
ensenanza para la comprensién (EpC). Ademas, presenta herramientas a los profesores
para la planificacién y disefo de sus practicas de aula para fomentar la comprension
del concepto en sus alumnos [6].

Objetivos: compartir algunos resultados obtenidos en relacién con la forma como
interpretan los estudiantes el concepto de probabilidad y estrategias para promover su
comprensién en situaciones en contexto:

Metodologia: se expondrén los resultados obtenidos en la caracterizacién de la
comprensién del concepto de probabilidad en estudiantes del Giltimo afio de bachillerato,
de acuerdo con el marco pedagégico de la ensenanza para la comprension.

Resultados: a partir de la caracterizacién de lacomprensién que tienen los estudiantes
se disenaron médulos de instruccién, para ayudarle a los docentes estructurar una
intervencién de aula con el propésito de que sus alumnos adquieran un aprendizaje
significativo del concepto de probabilidad.

Conclusiones: ‘el concepto de probabilidad es fundamental en la formacién del
pensamiento aleatorio en los alumnos de secundaria. Por lo tanto, el disefio de
experiencias de aprendizaje que favorezcan su comprensién ayudara en la formacién
de profesionales y ciudadanos que puedan tomar mejores decisiones en su entorno.

PALABRAS CLAVE: ensefianza para la comprensién, elementos de la comprensién,
dimensiones de la comprensién, probabilidad.
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Caracterizacion de la comprension del concepto de probabilidad

Resumen: Debido a la importancia que adquiere el concepto de probabili-
dad en la formacion del pensamiento aleatorio de los estudiantes a nivel
de la secundaria como de la universidad, por su aplicacién en diversos
campos del saber, se investigd sobre la comprension de este concepto, a
través de un estudio de casos, para el cual se eligieron cuatro estudian-
tes para analizar a profundidad su proceso de compresion del concepto
de probabilidad, éstos presentaron caracteristicas distintas en el modo
de comprender la probabilidad, incluso presentaron algunas dificulta-
des similares a las mencionadas en otras investigaciones. Los rasgos de
la comprension de cada estudiante sirvieron de referente para la cons-
truccion de cuatro matrices en las que se describe como un estudiante
comprende la probabilidad desde las cuatro dimensiones de la EpC: los
contenidos, los métodos, la praxis y las formas de comunicacion. Cada
una de estas dimensiones se analizé con base en unas categorias que se
anticiparon como descriptores de la comprensién del concepto de pro-
babilidad y otras que surgieron durante el anélisis. En cada una de estas
categorias los estudiantes presentaron distintas formas de conceptuali-
zar, razonar, proceder o expresar, por lo cual se hizo una descripcion
en cuatro niveles de comprension. Ademas, se describi6 la forma como
se puede lograr que un estudiante avance de un nivel de comprension a

otro.
Estado: Publicado

Revista: Formacion y Modelacion en Ciencias Bésicas. Medellin. Editorial

Universidad de Medellin, 2011, pp 94 y 95. ISBN: 978-958-8692-23-4



H. Divulgaciéon del trabajo de investigaciéon 177

ForMACION Y MoDELACION EN CIENCIAS BAsicas

Ponencia

CARACTERIZACION DE LA COMPRENSION
DEL CONCEPTO DE PROBABILIDAD

RESUMEN

Existe una gran diversidad de investigaciones sobre la ensefianza yel aprend%
zaje del concepto de probabilidad, pero no abundan estudios que aborden los:
aspectos relativos a su comprension. El trabajo de investigacién que se presen-‘
tara caracterizé la comprensién del concepto de probabilidad en un grupo de
estudiantes de décimo grado, a través de cuatro niveles propuestos en el marco
conceptual de la Ensefianza para la comprensién (EpC) [1]. :

w0 qob U

Para llegar a esta caracterizacién, se construyé y aplicé una unidad curri-‘
cular [2], la cual contiene estrategias que potencian el desarrollo de la com-';
prensién, a través de la motivacién e interés hacia la solucién y formulacién de
problemas de probabilidad por parte de los estudiantes.

Antes, durante y después del proceso de aplicacién de la unidad curricu- ‘
lar se produjeron los datos a través de elaboraciones escritas, observaciones ]
Yy entrevistas que posteriormente fueron analizados usando el sofware Atlas.
ti6 [3]. Se eligieron cuatro estudiantes para analizar a profundidad su proceso
de compresi6n del concepto de probabilidad; éstos presentaron caracteristicas
distintas en el modo de comprender la probabilidad, incluso presentaron algu-
nas dificultades similares a las mencionadas en otras investigaciones [4], [5].
Los rasgos de la comprensién de cada estudiante sirvieron de referente para
la construccién de cuatro matrices en las que se describe c6mo un estudiante
comprende la probabilidad desde las cuatro dimensiones de la EpC: los conte-
nidos, los métodos usados para resolver situaciones problema de probabilidad,
la aplicacién de este concepto en la vida y las formas en que se puede expresar
cémo se comprende la probabilidad. Cada una de estas dimensiones se ana-
liz6 con base en unas categorias que se anticiparon como descriptores de la
comprensién del concepto de probabilidad, y otras que surgieron durante el
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anélisis. En cada una de estas categorias los estudiantes presentaron distintas
formas de conceptualizar, razonar, proceder o expresar, por lo cual se hizo una
descripcién en cuatro niveles de comprensién. Ademas, se describe la forma
como se puede lograr que un estudiante avance de un nivel de comprensién a
otro.

OBJETIVOS

Compartir los resultados obtenidos en relacién con la forma como comprenden
los estudiantes el concepto de probabilidad, y cémo promover el avance de un
nivel de comprensién a otro.

METODOLOGIA

Se expondran los resultados obtenidos en la caracterizacién de la comprensién
del concepto de probabilidad en estudiantes de décimo grado, de acuerdo con
el marco conceptual de la EpC.

RESULTADOS

Caracterizacién de la comprensién del concepto de probabilidad segiin dimen-
siones, categorias y niveles de comprensién. Ademas, una unidad curricular
para estructurar la ensefianza de este concepto.

CONCLUSIONES

El concepto de probabilidad es fundamental en la formacién del pensamiento
aleatorio en los estudiantes de secundaria. Por lo tanto, conocer cémo el estu-
diante comprende este concepto es un aporte que favorece tanto su ensefianza
como su aprendizaje.

Palabras clave: ensefianza para la comprension, elementos de la compren-
sién, dimensiones de la comprensién, probabilidad, niveles de comprension.
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H.2. Ponencias

A continuacién se hace una relacién de las ponencias internacionales,
regionales y locales en las que fueron socializados los avances del trabajo de

investigacion.

Ponencia: Comprension del concepto de probabilidad en estudiantes de il-
timo grado de bachillerato. 11 Congreso Internacional de Formaciéon y
Modelacion en ciencias basicas, Departamento de Ciencias bésicas, Uni-
versidad de Medellin, mayo 5-7, 2010

Resumen

Por su importancia en la formacién de futuros profesionales o
de ciudadanos que deben tomar decisiones en situaciones de
incertidumbre, el concepto de probabilidad es un tema de ac-
tualidad en investigacion en Educacion Matematica. En la li-
teratura especializada se muestran las dificultades que tienen
los estudiantes de secundaria y de los primeros anos de uni-
versidad en la resolucién de problemas relacionados con éste
concepto. Pero poco se ha escrito sobre cémo los estudiantes lo
interpretan o como lo pueden comprender de una forma ade-
cuada y aplicarlo en diversas situaciones correspondientes a
su contexto. Nuestra investigacion, caracteriza la comprension
del concepto de probabilidad en estudiantes de tdltimo grado
de bachillerato, utilizando el Marco conceptual de Ensenanza
para la Comprension (EpC). Ademés, presenta herramientas
a los profesores para la planificacion y diseno de sus practi-
cas de aula para fomentar la comprension del concepto en sus

alumnos.

Ponencia: Andlisis e interpretacion de datos desde diferentes fuentes como

una manera de estudiar la comprension del concepto de probabilidad.
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Sixth International Congress of Qualitative Inquiry, University of Illi-

nois, Urbana-Champaign, Estados Unidos, mayo 26-29, 2010

Resumen

El proyecto de investigacion cualitativa: Comprension del concep-
to de probabilidad en estudiantes de la interfase bachillerato
universidad, que tiene como marco teérico la Ensenanza pa-
ra la Comprension, responde a la crisis existente con respecto
al proceso de ensenanza y aprendizaje de la probabilidad. Se
pretende compartir con la comunidad internacional un ané-
lisis e interpretacion de los datos recolectados mediante un
estudio de casos, usando distintas fuentes: mapas conceptua-
les, portafolios de actividades, entrevistas, entre otros, como
una manera de estudiar a profundidad una situacion escolar

particular, en este caso la comprension del concepto de pro-
babilidad.

Ponencia: Comprension del concepto de probabilidad en estudiantes de dé-
cimo grado de bachillerato. XII Seminario de Estadistica Aplicada del
[ASI, VII Coloquio Regional de Estadistica y III Escuela de Verano del
CEAES, Escuela de Estadistica, Universidad Nacional de Colombia,
Medellin, julio 20-23, 2010

Resumen

Existe una gran diversidad de investigaciones sobre la ensenanza
y el aprendizaje del concepto de probabilidad, pero se en-
cuentran pocos estudios que abordan los aspectos relativos a
su comprension por parte de estudiantes del ultimo ano de
bachillerato. La investigacion que actualmente desarrollamos
caracteriza la comprension del concepto de probabilidad en

un grupo de estudiantes de ultimo grado de bachillerato, a
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través de cuatro niveles propuestos en el marco conceptual de

Ensenanza para la comprension (EpC).

Con el conocimiento de estas caracteristicas se puede ayudar a
los estudiantes a superar las dificultades que se les presentan
cuando se enfrentan a la resoluciéon de problemas de probabi-
lidad. Para llegar a est& caracterizacion se construy6 y aplico
una unidad curricular, basada en el marco de la EpC, la cual
contiene estrategias que potencializan el desarrollo de la com-
prension, a través de la motivacion e interés hacia la solucion y
construccion de problemas de la probabilidad por parte de los
estudiantes. Luego, se analizaron e interpretaron los procesos
seguidos por los estudiantes en la comprension del concepto

en cuestion para lograr su caracterizacion.

Palabras clave: Ensenanza para la comprension, Dimensiones de

la comprension, Elementos de la comprension, probabilidad.

Taller: Construccion del concepto de probabilidad desde la experimentacion.
X Encuentro de Ensenanza de las Ciencias y las Matematicas, Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Antioquia, Medellin,
octubre 28 y 29, 2010

Resumen

A través de este taller se socializaron algunas de las activida-
des del trabajo de campo de la investigacion “Comprension
del concepto de probabilidad en estudiantes de décimo grado”
con el fin de compartir con los maestros las construcciones
que se han hecho. En primera instancia se compartio el ta-
ller “;Coémo se comporta el azar?” que tiene como objetivo
aproximarse a las concepciones frecuencialista y clasica de la

probabilidad, a través de actividades préacticas. En segundo
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lugar, se desarroll6 el taller “Simulando algunas distribucio-
nes de probabilidad” con el que se mostré como se pueden
construir, de forma experimental, algunas Distribuciones de
Probabilidad, a través de la simulacién de situaciones proble-

ma.

Ponencia: Caracterizacion de la comprension del concepto de probabilidad.
IIT Congreso Internacional de Formacion y Modelacion en ciencias bési-
cas, Departamento de Ciencias basicas, Universidad de Medellin, mayo
4-6, 2011

Resumen

Debido a la importancia que adquiere el concepto de probabi-
lidad en la formacién del pensamiento aleatorio de los estu-
diantes a nivel de la secundaria como de la universidad, por su
aplicacion en diversos campos del saber, se investigd sobre la
comprension de este concepto, a través de un estudio de casos,
para el cual se eligieron cuatro estudiantes para analizar a pro-
fundidad su proceso de compresion del concepto de probabili-
dad, éstos presentaron caracteristicas distintas en el modo de
comprender la probabilidad, incluso presentaron algunas difi-
cultades similares a las mencionadas en otras investigaciones.
Los rasgos de la comprension de cada estudiante sirvieron de
referente para la construccion de cuatro matrices en las que se
describe como un estudiante comprende la probabilidad desde
las cuatro dimensiones de la EpC: los contenidos, los métodos,
la praxis y las formas de comunicaciéon. Cada una de estas
dimensiones se analiz6 con base en unas categorias que se an-
ticiparon como descriptores de la comprensién del concepto
de probabilidad y otras que surgieron durante el analisis. En
cada una de estas categorias los estudiantes presentaron dis-

tintas formas de conceptualizar, razonar, proceder o expresar,
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por lo cual se hizo una descripciéon en cuatro niveles de com-
prension. Ademas, se describié la forma como se puede lograr

que un estudiante avance de un nivel de comprensiéon a otro.

Taller: Construccion del concepto de probabilidad desde la experimentacion.
Réplica X Encuentro de Ensenanza de las Ciencias y las Matematicas,
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Antioquia,
Yarumal, abril 14 y 15, 2011

Resumen

A través de este taller se socializaron algunas de las actividades
del trabajo de campo de la investigacion “Comprension del
concepto de probabilidad en estudiantes de décimo grado” con
el fin de compartir con los maestros las construcciones que se
hicieron. En primera instancia se compartié el taller “; Coémo
se comporta el azar?” que tiene como objetivo aproximarse a
las concepciones frecuencialista y clasica de la probabilidad,
a través de actividades précticas. En segundo lugar, se desa-
rroll6 el taller “Simulando algunas distribuciones de probabili-
dad” con el que se mostré como se pueden construir, de forma
experimental, las distribuciones de probabilidad Binomial e
Hipergeométrica, a través de la simulacion de situaciones pro-

blema.
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