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Cómo usar este libro
Como estudiante del programa Ude@, usted es el centro del modelo educativo y puede controlar el proceso de
aprendizaje mediante la organización del tiempo alrededor de sus intereses. La autonomı́a, la disciplina, la cre-
atividad y el trabajo en equipo son caracterı́sticas que le ayudarán en su formación, para solucionar problemas
reales de la sociedad, recurriendo al método de la ingenierı́a.

La Universidad de Antioquia, a través del programa Ude@, ha puesto a su disposición contenidos académicos en
diferentes medios con el fin de facilitarle el aprendizaje mediante las tecnologı́as de inforḿatica y telecomunica-
ciones cĺasicas y modernas:

Televisíon

Impresos

Web

Multimedia

Videoconferencias

El texto Ude@

En el modelo Ude@ los conocimientos son aportados por cada medio en igualdad de importancia y con las for-
talezas propias de cada uno de ellos, pero el texto desempeña un papel fundamental en el aprendizaje ya que es
el que ḿas diversidad ofrece en términos de funcionalidad y cantidad de contenidos. El textoUde@ no śolo per-
mite analizar con ḿas detalle y profundidad los contenidos de cada curso, sino que facilita en mayor medida la
realizacíon de ejercicios, tareas y autoevaluaciones.

Estructura del texto Ude@

La estructura del texto es lineal, con una progresión gradual de cada tema, lo cual hace más f́acil la transmisíon del
contenido de una manera lógica.

La división del texto est́a dada por capı́tulos que, a su vez, agrupan módulos (sesiones de clase). Al empezar cada
caṕıtulo se encuentra un “Contenido breve” en la columna externa, que incluye una lista del número y el t́ıtulo
de los ḿodulos que componen el capı́tulo. Por su parte cada ḿodulo contiene, en su primera página, uńındice
temático del contenido, objetivos especı́ficos, preguntas b́asicas y una introducción, que le guiaŕan en el proceso
de aprendizaje sobre el tema en particular de cada sesión de clase.



Los iconos y la interrelación de medios

El material Ude@ ha sido producido de manera integral, teniendo como objetivo primordial el autoestudio. Por
tanto, la produccíon de los contenidos se desarrolla en los diferentes formatos (radio, televisíon, web, multimedia,
videoconferencias), con enlaces entre los mismos. La esencia de este enlace está dada por los iconos Ude@.

Los iconos, como representaciones gráficas de la realidad, serán los elementos gráficos que le ayudarán a guiarse en
su navegación por los diferentes medios. El espacio gráfico de cada ṕagina del texto está dividido en dos columnas:
en la interior, ḿas ancha, podrá observar todo lo relacionado con el desarrollo del contenido y las correspondientes
figuras (gŕaficas, fotos, etc.), mientras que en la exterior encontrará las llamadas a otros medios. Estas llamadas
permiten que haya interrelación y retroalimentación entre los mismos.

Los iconos de radio, televisión, multimedia, mapa conceptual, videoconferencia o web leindicaŕan la ruta a seguir.
Por ello es importante que sepa que sobre el tema que está estudiando en el ḿodulo impreso, también hay material
disponible en otros medios, y que ese material representa valor agregado puesto que el contenido de los diferentes
formatos no se repite sino que se complementa.

El mapa conceptual

Al comienzo del texto Ude@ usted encontrará cinco mapas conceptuales del curso, que lo orientarán en el uni-
verso teḿatico de la disciplina. Esta herramienta pedagógica hace posible la integración conceptual, jerárquica y
funcional, en forma gŕafica y espacial, de todos los contenidos.

Sugerencias para el estudiante Ude@

Es importante que durante su proceso de aprendizaje se pregunte constantemente si de verdad comprendió el
significado de los t́erminos y su uso. Una buena manera de comprobarlo es explicándole el concepto a otra persona.
No dude en solicitar ayuda a su tutor.

Antes de iniciar el estudio de un capı́tulo lea el contenido breve y la presentación.

Las preguntas b́asicas de cada ḿodulo le ayudaŕan a valorar la comprensión de los nuevos conceptos presen-
tados y de la teḿatica tratada a lo largo del mismo.

El estudio de los ejemplos intercalados en los bloques de texto y la solucíon de los ejercicios incrementarán
sus habilidades en la solución de problemas reales.

Tome apuntes, plantéese preguntas y trate de resolverlas.
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La teoŕıa newtoniana de la gravitación 35
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Módulo 23

Fuerza entre corrientes eléctricas 171
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Magnetizacíon en la materia 183
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Módulo 28
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Prólogo
El presente texto explora los fundamentos de la teorı́a de las oscilaciones y los campos gravitacional y electro-
magńetico.

El primer tema es de amplia aplicación en f́ısica e ingenierı́a y se implementa allı́ en la descripcíon de
fenómenos tan diversos como péndulos, osciladores mecánicos y eĺectricos, oscilaciones de estructuras y diseños
antiśısmicos. En esta obra se presenta la descripción b́asica de estos temas introduciendo conceptos como elon-
gacíon, frecuencia, perı́odo, pulsos y resonancia, aplicados a las oscilaciones libres, forzadas y a los fenómenos de
resonancia.

La segunda parte del libro se dedica a explorar los fundamentos de la teoŕıa de campos, y se divide a su vez en
dos temas de gran importancia. El primero de ellos−la teoŕıa newtoniana de la gravitación− se constituye en el
primer ejemplo de propuesta fı́sica de alto desempeño, pues realiźo la primera descripción precisa del movimiento
de los astros, basada en la dinámica de Newton. Esta teorı́a habŕıa de durar como edificio teórico único desde 1687
hasta la proposición por Einstein en 1915 de la teorı́a general de relatividad, que es a la vez una nueva teorı́a de la
gravitacíon. Es necesario tener en cuenta que a nivel del sistema solary de los estudios de dinámica de galaxias
las correcciones introducidas por la teorı́a de Einstein son tan sutiles que la de Newton conserva buenaparte de su
capacidad descriptiva.

El segundo tema−el campo electromagnético− se presenta a continuación en su versión independiente del
tiempo insistiendo primero en los fenómenos electrostáticos, en la definición del campo eléctrico y en la explo-
ración de diversos temas como conductores, dieléctricos, enerǵıa, condensadores, corrientes y resistencias. A con-
tinuacíon se delinean los aspectos centrales del campo magnetostático, su relacíon con imanes, brújulas y corrientes
y se propone el estudio de las fuerzas y torques magnéticos.

Al final del texto se aborda el tema de los campos dependientesdel tiempo, comenzando con la posibilidad
de generación de campos eléctricos debido a campos magnéticos variables con el tiempo y al efecto recı́proco
que permite la producción de campos magnéticos mediante campos eléctricos con dependencia temporal. De este
modo se prepara el terreno para la teorı́a de las ondas electromagnéticas que se aborda en el siguiente curso y que
es fundamento de las técnicas modernas de telecomunicaciones.

Un conjunto de ejemplos ilustrativos y problemas de aplicación se presenta al final del texto, con el propósito
de reforzar lo dicho durante el curso.

Es pertinente expresar aquı́ mi agradecimiento al equipo de trabajo de Ude@, por su ayuda, asesoŕıa y colabo-
ración permanentes en cada una de las etapas de la producción y correccíon tanto del material escrito como del
gráfico. Gracias por ello áAlvaro, Diana, Adriana, Cristina, Daniel, Lorena, Paola, Marcela, Iv́an y Jorge.

Alonso Seṕulveda S.
Medelĺın, enero 15 de 2006.
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Capı́tulo 1
Movimiento oscilatorio

Contenido breve

Módulo 1

Cineḿatica, dińamica y enerǵıa en el
movimiento arḿonico simple

Módulo 2

Algunos osciladores tı́picos

Módulo 3

Superposicíon de movimientos arḿoni-
cos simples

Módulo 4

Oscilaciones amortiguadas, forzadas y
resonancia

La música proviene de las oscilaciones del aire generadas en diversos instrumentos.

Presentación

De acuerdo a la cineḿatica, el movimiento ḿas simple es el rectilı́neo uniforme,
que se mantiene a sı́ mismo en ausencia de fuerzas. Le sigue en simplicidad el
movimiento uniformemente acelerado, generado por una fuerza constante, como
es el caso de la gravedad cercana a la superficie terrestre. Engeneral, diversas
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fuerzas producen movimientos con diferente aceleración; aśı, la fuerza central que
gobierna el movimiento planetario corresponde a aceleraciones de la forma 1/r2,
y masas unidas a resortes experimentan aceleraciones proporcionales a la defor-
macíon del resorte, de acuerdo con la ley de HookeF = −kx.

Uno de los movimientos ḿas corrientes es el que se conoce comoperiódicou
oscilatorio, pues su caracterı́stica esencial es la repetición en el tiempo. Entre ellos
est́an: el movimiento de la Tierra alrededor del Sol, el movimiento pendular, las
vibraciones de lośatomos en un reloj de cuarzo, las olas, las ondas de sonido, la
luz, los latidos card́ıacos, las mareas, las ondas de radio, los circuitos de corriente
alterna. Ciertamente, algunos de estos movimientos corresponden a ondas, otros a
oscilaciones; en todos los casos, sin embargo, la periodicidad es su caracterı́stica
fundamental.

En los ḿodulos siguientes se explora una familia bastante importante de mo-
vimientos períodicos, que puede estudiarse con relativa facilidad: el movimien-
to arḿonico simple (M.A.S.). Este tipo especial de movimiento está regido por
fuerzas o torques que dependenlinealmentede la variable independiente. Los
movimientos regidos por acciones no lineales pueden ser periódicos mas no ar-
mónico simples.

2 Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



1. Movimiento oscilatorio

Módulo 1
Cinemática, dinámica y enerǵıa en el
movimiento armónico simple

Contenidos del módulo

1.1 Cineḿatica del movimiento arḿonico simple

Para pequeñas amplitudes un columpio

es un oscilador armónico.

1.2 Las condiciones iniciales del movimiento
1.3 Dińamica del movimiento arḿonico simple
1.4 Enerǵıa mećanica en el movimiento arḿonico simple

Objetivos del módulo

1. Definir el movimiento períodico y el arḿonico simple.
2. Definir amplitud, elongación, fase, frecuencia, perı́odo.
3. Estudiar la posición, velocidad y aceleración en el movimiento arḿonico

simple.
4. Estudiar la conexión entre amplitud, fase y condiciones iniciales del movi-

miento.
5. Estudiar la conexión entre el movimiento arḿonico simple y las fuerzas re-

cuperadoras.
6. Realizar consideraciones sobre energı́a en el movimiento arḿonico simple.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe es un movimiento periódico? ¿Qúe es un movimiento arḿonico sim-
ple?

2. ¿Qúe son: amplitud, elongación, fase, frecuencia, perı́odo?
3. ¿Cúal es la cineḿatica del movimiento arḿonico simple?
4. ¿Ćomo es la dińamica del movimiento arḿonico simple?
5. ¿Cúales son las relaciones de energı́a en el movimiento arḿonico simple?

Introducción

Este ḿodulo est́a dedicado a establecer las caracterı́sticas b́asicas del ḿas sen-
cillo de los movimientos periódicos: el movimiento arḿonico simple. Ante todo
deben proponerse las definiciones de amplitud, fase, frecuencia y peŕıodo, para
continuar con el estudio de la velocidad y la aceleración y su conexíon con las
fuerzas recuperadoras. Se establece también la conexíon entre las condiciones de
frontera, la amplitud y la fase.

Oscilaciones y Campos 3
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1.1 Cinemática del movimiento armónico simple

Entre los movimientos periódicos el ḿas sencillo de describir matemáticamente es

Heinrich Rudolph Hertz (1857-1894)

F́ısico alemán nacido en Hamburgo. Des-
cubrió las ondas electromagnéticas de
baja frecuencia, llamadas luego ondas
hertzianas, confirmando con ello la teoŕıa
de Maxwell. Abrió aśı el camino para la
radio y la telegraf́ıa inalámbrica. En 1887
descubrió el efecto fotoeĺectrico, según el
cual la luz ultravioleta provoca la emisión
de electrones desde algunos metales. Este
efecto fue luego descrito por Einstein.
La unidad de frecuencia lleva su nombre,
hertz o hercio.

el movimiento arḿonico simple(M.A.S.), que corresponde al desplazamiento de
una porcíon de materia de acuerdo a la regla

x = Acos(ωt +φ) . (1.1)

Figura 1.1. Gráfica de elongación versus tiempo en el movimiento armónico simple.

Gráficamente se representa en la figura 1.1;A, ω y φ son constantes cono-
cidas respectivamente comoamplitud, frecuencia angulary constante de fase; t
es el tiempo yx la elongacíon. La cantidadωt + φ se conoce como lafasedel
movimiento. Puesto que los valores extremos de la función coseno son +1 y –1,
es cierto que los valores máximo y ḿınimo de la elongación x son xmax = A y
xmin = −A. Aśı pues, la amplitud es el valor ḿaximo de la elongación.

La función coseno se repite a sı́ misma cada vez que la faseωt +φ alcanza un
valor que sea ḿultiplo de 2π. En particular es cierto que

cos(ωt +φ) = cos(ω t +φ +2π)

= cos

[

ω
(

t +
2π
ω

)

+φ
]

,

de modo que la oscilación se repite transcurrido un intervalo de tiempoT = 2π/ω,
al que conocemos comopeŕıodo. Esútil tambíen definir la frecuenciaf en la forma
f = 1/T, de modo tal que siT representa el tiempo (en segundos) transcurrido
para una oscilación completa, entoncesf da el ńumero de oscilaciones por unidad
de tiempo:ciclos/su oscilaciones/s, unidad conocida comohertz. Nótese que las
unidades deω sonradianes/s.

La velocidad de un objeto que ejecuta un M.A.S. puede obtenerse por derivacíon
respecto al tiempo de la ecuación (1.1). Se obtiene:

v =
dx
dt

= −ωAsen(ωt +φ) . (1.2)

La evolucíon temporal de la velocidad se representa en la figura 1.2. Es fácil
concluir de la ecuación (1.2) que los valores ḿaximo y ḿınimo de la velocidad,
correspondientes a sen(ωt + φ) = 1 y a sen(ωt + φ) = −1, son respectivamente
vmax = ωA y vmin = −ωA. Obśervese que la posición y la velocidad tienen una
diferencia de fase de 90o.
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1. Movimiento oscilatorio

Figura 1.2. Gráfica de velocidad versus tiempo en el movimiento armónico simple.

El comportamiento de la aceleración de una masa que ejecuta un M.A.S. puede
ser entendido de un modo simple. Derivando respecto al tiempo la ecuacíon (1.2)
se tiene:

a =
dv
dt

= −ω2Asen(ωt +φ) . (1.3)

Y reemplazando la ecuación (1.1) se sigue que:

a = −ω2x, (1.4)

de modo que la elongación x y la aceleracíon tienen un desfase de 180o, como se
ve de la comparación entre las figuras 1.1 y 1.3. El signo “menos” en la ecuación
(1.4) significa que la elongación y la aceleración se realizan en direcciones opues-
tas, lo que es caracterı́stico de las fuerzas recuperadoras que causan el M.A.S.
Es f́acil concluir que las aceleraciones máxima y ḿınima son, respectivamente,
amax= ω2xmax= ω2A y amin = −ω2xmin = −ω2A.

Figura 1.3. Gráfica de aceleración versus tiempo en el movimiento armónico simple.

La ecuacíon (1.1), con la que se comenzó el ańalisis, se refiere solo a desplaza-
mientos sobre el eje coordenadox, aunque el estudio pudo haberse efectuado para
M.A.S. que ocurren en el ejey o elz, o más en general, en el plano o en el espacio.
Aśı, en el caso general, es posible escribir

a = −ω2r ,

donder = îx+ ĵy+ k̂z y a = îax + ĵay + k̂az.

Oscilaciones y Campos 5
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Ejemplo 1.1

Vea el documento “Solución a la
ecuación del oscilador armónico” en su
multimedia de Oscilaciones y Campos

Un objeto ejecuta un M.A.S. con una amplitudA = 3 cm, con un perı́odo de 3
s y una velocidad inicial de 0,2 m/s. Escriba las expresionespara su posición,
velocidad y aceleración como funciones del tiempo.

Solución:
Si el peŕıodo es de 3 s, la frecuencia esω = 2π/T = 2,09 rad/s; de (1.2) conv =
0,2 cm/s ent = 0 se sigue:φ = −0,096 rad. Reemplazando en (1.1), (1.2), (1.3)
obtenemos:

x = 3cos(2,09t −0,096),

v = −6,27sen(2,09t −0,096),

a = −13,1cos(2,09t −0,096).

Ejemplo 1.2
Si la velocidad de un M.A.S. esv = 2,8cos(5,2t + 2,5), ¿cúal es su amplitud?
¿Cúal es su perı́odo? Determine su posición ent = 2 s.

Solución:
Por comparación dev = 2,8cos(5,2t + 2,5) con (1.2) se sigue que:ωA = 2,8 y
ω = 5,2, de donde es fácil concluir queA = 0,54. Puesto queω = 5,2, es cierto
entonces queT = 2π/ω = 1,29 s. Por integración dev = 2,8cos(5,2t + 2,5) se
concluye quex = 0,54sen(5,2t +2,5), de donde, parat = 2, x = 0,176.

1.2 Las condiciones iniciales del movimiento

La mećanica newtoniana contiene ecuaciones de movimiento que se expresan me-
diante ecuaciones diferenciales con derivadas de segundo orden respecto al tiem-
po. Obśervese, en efecto, que la ecuación (1.4), que describe el oscilador armónico,
puede ser escrita en la forma

d2x
dt2

+ω2x = 0, (1.5)

cuya solucíon esx = Acos(ωt + φ), que contienedosconstantes de integración,
A y φ . En lo que sigue se prueba que estas constantes pueden ser evaluadas si se
conocen la posiciónx0 y velocidad inicialv0, de la masa que realiza el M.A.S. Para
comprobarlo es suficiente tomar las ecuaciones (1.1) y (1.2)evaluadas ent = 0; se
sigue que

x0 = Acosφ y v0 = −ωAsenφ .

Dividiendo la segunda sobre la primera se obtiene:

tanφ =
v0

ωx0
, (1.6)

y realizando la operación sen2φ +cos2φ = 1, es posible probar que

A =
√

x2
0 +v2

0/ω2 , (1.7)

con lo que resulta que las parejas(A,φ) y (x0,v0) contienen la misma información
fı́sica, suponiendo conocido el valor deω que, como se verá en casos especı́ficos,
est́a determinado por las caracterı́sticas f́ısicas del sistema oscilante.
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1. Movimiento oscilatorio

Ejemplo 1.3
Un M.A.S. comienza su movimiento con una posición inicial x0 = 2 cm y una
velocidad inicialv0 = 5 cm/s. ¿Cúales son la amplitud y la fase?

Solución:
De (1.6):φ = −1,107 rad, y de (1.6):A = 4,47 cm.

Ejemplo 1.4
Si la amplitud y la velocidad inicial de un M.A.S. son 4 cm y 3 cm/s, ¿cúal es la
fase? ¿Desde qué punto se inicío el movimiento?

Solución:
De (1.6) y (1.7):φ = −0,025 yx0 = 3,87 cm.

1.3 Dinámica del movimiento armónico simple

Robert Hooke (1635-1703)

F́ısico y astrónomo inglés, contem-
poráneo de Newton, con quien tuvo una
disputa por la prioridad en el descubri-
miento de la ley de inverso cuadrado para
la gravitación. De hecho, cuando New-
ton la publicó se ofendió por no habérse-
le reconocido su trabajo. Fue estudiante
y luego profesor en Oxford y ayudante
de Robert Boyle, el descubridor de una
de las leyes básicas de los gases. Des-
cubrió la rotación de Júpiter utilizando
un telescopio de reflexión construido por
él. Es conocido por la ley que lleva su
nombre y que describe el comportamien-
to elástico de los resortes y en general
de los cuerpos elásticos. Realizó innume-
rables observaciones con el microscopio
compuesto, entre ellas sobre la estruc-
tura del corcho y sobre microfósiles; estas
últimas le permitieron vislumbrar, mucho
antes de Charles Darwin, la evolución de
las especies.

La cineḿatica b́asica del M.A.S. está dada por la ecuación (1.4), cuya solución es
la ecuacíon (1.1). La ecuación (1.5) puede escribirse:

m
d2x
dt2

= −mω2x,

que corresponde a la segunda ley de Newton para una masam que se mueve en
el ejex bajo la accíon de una fuerza proporcional al desplazamiento. Esta ley de
fuerza expresa, en particular, la acción de un resorte de acuerdo con la ley de
Hooke,F = −kx, si se escribek = mω2. La constante elástica del resorte esk.
Aśı pues, la frecuencia angular y el perı́odo de oscilacíon de la masa están dadas,
respectivamente, por:

ω =
√

k/m, T =
1
f

=
2π
ω

= 2π
√

m/k.

Figura 1.4. Sistema oscilante masa-resorte.

La conclusíon que puede obtenerse de lo anterior es bastante simple:fuerzas
proporcionales al desplazamiento, y de dirección contraria a este, generanM.A.S.
En el caso aqúı analizado la variablex es lineal, y representa una distancia. Pero,
como se veŕa despúes, en el ṕendulo simple y en el de torsión puede ser también
un ángulo. Continuando con el oscilador formado por una masa y un resorte que

Vea la animación Dinámica del M.A.S.en
su multimedia de Oscilaciones y Campos.

obedece la ley de Hooke lineal,F =−kx, puede entenderse el signo “menos” como
indicador de que la fuerza es opuesta en dirección al desplazamiento. La figura 1.4
y la animacíon que la acompãna muestran que la fuerza esrestauradora, es decir,
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intenta regresar la masa a su posición de equilibrio. Esta posición es la que ocupa la
masa si está en reposo. Cualquier alejamiento de esta posición debe involucrar una
fuerza restauradora. La masa oscilante se mueve sobre una superficie sin friccíon.
Veamos en detalle el movimiento del oscilador, si la masam, unida al resorte de
constantek, es soltada desde el reposo enx0 = A.

El origen coordenado se escoge, por simplicidad, en la posición de equilibrio

Vea la animación Enerǵıa en el M.A.S.en
su multimedia de Oscilaciones y Campos.

O. De la ecuacíon (1.6) se sigue queφ = 0, y la ecuacíon (1.7) se satisface idénti-
camente. A medida que la masa se acerca a la posición de equilibrio la fuerza dis-
minuye progresivamente hasta anularse en el puntoO, a partir del cual la dirección
de la fuerza se invierte y la masa se desacelera debido a la magnitud creciente, pero
opuesta, de la fuerza hasta llegar a la posiciónx=−A, desde la cual el movimiento
recomienza pero esta vez hacia la derecha. Al pasar nuevamente porO la fuerza se
anula y aumenta en ḿodulo, con direccíon hacia la izquierda, por lo cual al final
se detiene enx = A, completando ası́ un ciclo de oscilacíon.

Ejemplo 1.5
Una masa de 2 kg unida a un resorte oscila con una amplitud de 0,5 m y comienza
su movimiento desde el reposo. Calcule la posición inicialx0, la fase y el peŕıodo,
si el resorte tiene una constante de 15 N/m. ¿Cuál es la fuerza que inicialmente
realiza el resorte sobre la masa?

Solución:
El peŕıodo est́a dado porT = 2π/ω = 2π

√

m/k = 2,29 s; de (1.1) se obtiene
x0 = A= 0,5 m. Reemplazando en (1.2):φ = π/2. Finalmente,F0 =−kx0 =−7,5
N.

1.4 Enerǵıa mecánica en el movimiento armónico
simple

Consid́erese una vez ḿas el sistema masa-resorte regido por una fuerzaF = −kx,
que es conservativa según lo estudiado en el curso anterior. La energı́a potencial
de un resorte de constantek tiene la formaEp = 1

2kx2. De las ecuaciones (1.1) y
(1.2) se sigue que las energı́as cińetica y potencial están dadas por

Ek =
1
2

mv2 =
1
2

mA2ω2sen2(ωt +φ) ,

Ep =
1
2

kx2 =
1
2

kA2cos2(ωt +φ) .

Si se tiene en cuenta queω2 = k/m, puede escribirse la energı́a mećanica total
como

E = Ek +Ep =
1
2

kA2[cos2(ωt +φ)+ sen2(ωt +φ)] =
1
2

kA2.

Puesto quek y A son constantes, la energı́a total es, en efecto, conservada.
Esto es cierto en tanto sea despreciable la fricción, que act́ua como una fuerza
disipativa.

El sistema masa-resorte puede ser estudiado desde el punto de vista del inter-
cambio entre formas de energı́a. Cuando la masa es dejada en libertad desde su dis-
tancia ḿaximaA coincidente conx0 (puesv0 = 0 seǵun (1.6)), la enerǵıa mećanica
total es potencial(1

2kA2). A medida que la masa se mueve hacia la izquierda su
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1. Movimiento oscilatorio

enerǵıa cińetica aumenta a expensas de la potencial hasta que en el origen coorde-
nado es ḿaxima y su enerǵıa potencial es cero. Cuando el movimiento continúa ha-
cia la izquierda la energı́a cińetica disminuye hasta hacerse cero enx = −A, punto
donde toda la energı́a es potencial. Al regresar el oscilador hacia la derecha cambia
una vez ḿas a cińetica en el origen y luego a potencial enx= A, complet́andose un
ciclo de oscilacíon. El sistema masa-resorte es por tanto un oscilador de enerǵıa.

Figura 1.5. Conservacíon de enerǵıa en el movimiento arḿonico simple.

La figura 1.5 permite ver esto de una forma más clara. De la ecuación

E = Ek +Ep =
1
2

mv2 +
1
2

kx2 (1.8)

es f́acil ver que en los extremosx = ±A es cierto queEp = 1
2kA2 y Ek = 0, y que

enx = 0: Ep = 0 y Ek = 1
2kA2. La curva śolida corresponde aEp. La suma en cada

punto es la energı́a totalE. Obśervese que el M.A.S. está asociado a una forma
cuadŕatica en la energı́a potencial.

Ejemplo 1.6
En un sistema masa-resorte conk = 20 N/m ym= 0,5 kg, la masa se suelta desde
el reposo enx = 3 cm. Escriba las expresiones parax,v y a como funciones del
tiempo. Calcule su energı́a mećanica.

Solución:
La frecuencia angular del M.A.S. esω =

√

k/m = 6,37 rad/s. De (1.6) y (1.7)
se concluye queA = 3 cm y φ = 0. En consecuencia, de (1.1), (1.2) y (1.3):
x= 3sen(6,327t), v=−18,91cos(6,327t), a=−120,09sen(6,327t). La enerǵıa
mećanica est́a dada porE = 1

2kA2 = 90 J.

Ejemplo 1.7
Una masa de 1 kg unida a una cuerda de 3 m se suelta desde unángulo inicial de
6o. Calcule la velocidad con que pasa por el punto más bajo de la trayectoria.

Solución:
La conservacíon de la enerǵıa mećanica entre los puntos ḿas bajo y ḿas alto de
la trayectoria se escribe:1

2mv2 + mgh= 1
2mv2

0 + mgh0. Escogiendo el cero de la
enerǵıa potencial en el punto ḿas bajo de la trayectoria se tieneh = 0, adeḿas
v0 = 0, y de la geometrı́a de la figura 2.3 se tiene queh0 = l(1− cosθ0). Luego
v = 0,567 m/s.

Vea el documento “Oscilaciones anhar-
mónicas” en su multimedia de Oscila-
ciones y Campos.

Ejemplo 1.8
Utilizando la conservación de la enerǵıa mećanica para un sistema masa-resorte,
calcule el peŕıodo de la oscilación.
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Solución:
De 1

2m(dx
dt )

2 + 1
2kx2 = E = 1

2kA2 se sigue:

dt =

√

m
k

dx
√

A2
−x2

.

Un cuarto de la oscilación se realiza entre 0 yA, y tiene una duración deT/4;
aśı, puede escribirse:

∫ T/4

0
dt =

√

m
k

∫ A

0

dx
√

A2
−x2

.

El cambio de variablex= Asenθ permite realizar la integración y concluir que
T = 2π

√

m/k.
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1. Movimiento oscilatorio

Módulo 2
Algunos osciladores t́ıpicos

Contenidos del módulo

2.1 Sistema vertical masa-resorte

El péndulo puede utilizarse para medir el
tiempo.

2.2 Ṕendulo simple
2.3 Ṕendulo compuesto
2.4 Ṕendulo de torsíon
2.5 Relacíon entre el movimiento arḿonico simple y el movimiento circular

uniforme

Objetivos del módulo

1. Calcular el peŕıodo de ṕendulos simples y compuestos, para pequeñas osci-
laciones.

2. Calcular los perı́odos del sistema masa-resorte y del péndulo de torsíon.
3. Estudiar la conexión entre el movimiento arḿonico simple y el movimiento

circular uniforme.

Preguntas básicas

1. ¿Cúal es el peŕıodo de los osciladores ḿas simples?
2. ¿Qúe son pequẽnas oscilaciones?
3. ¿Qúe conexíon existe entre el movimiento armónico simple y el movimiento

circular uniforme?

Introducción

El sistema masa-resorte considerado en secciones anteriores se rige seǵun la ley
de HookeF = −kx. En esta sección veremos otros sistemas en los que la acción
externa, ya sea la fuerza o el torque, es proporcional al desplazamiento o aĺangulo,
y en forma tal que la relación es lineal. Solo relaciones de este tipo generan M.A.S.
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2.1 Sistema vertical masa-resorte

Vea la animación Péndulo simpleen su
multimedia de Oscilaciones y Campos.

Figura 2.1. Un sistema vertical masa-resorte es puesto en oscilación.

La figura 2.1 muestra la siguiente secuencia: (a) Un resorte suspendido. (b) Al
resorte le ha sido añadida una masam, por lo cual, si est́a en equilibrio, el resorte
se estira una distancial = mg/k. (c) La masam se jala hacia abajo una distancia
y y se suelta. El sistema comienza entonces a oscilar bajo la acción de las fuerzas
k(l +y) y mg. Si se escoge el ejey positivo hacia abajo la segunda ley de Newton
toma la forma

m
d2y
dt2

= mg−k(l +y) ,

y comomg= kl, la ecuacíon se simplifica y se logra la expresión

d2y
dt2

+
k
m

y = 0, (2.1)

que describe un oscilador armónico simple de frecuencia angularω =
√

k/m. La
oscilacíon se realiza con un desplazamientoy respecto al equilibrio dado pory =
Acos(ωt +φ).

Ejemplo 2.1
En el momento en que una masa unida a un resorte pasa por su posición de equili-
brio, su velocidad es de 0,4 m/s. Si la constante del resorte es de 10 N/m y la masa
es de 2 kg, calcule la amplitud y la fase. Escriba las ecuaciones de movimiento.

Solución:
La frecuencia angular esω =

√

k/m= 2,23 rad/s. De (3.2) y (3.3) se tieneφ = π/2
y A= 0,18 m, de modo que, según (1.1), (1.2) y (1.3):x= 0,18cos(2,23t +π/2) =
−0,18sen(2,23t), v = −0,4cos(2,23t), a = 0,9sen(2,23t).

2.2 Péndulo simple

Consid́erese una masam aproximadamente puntual que puede oscilar en el ex-
tremo de una cuerda de masa despreciable y de longitudl , alrededor de su posición
vertical de equilibrio (figura 2.2). Sobre la masa actúan su peso y la tensión de la
cuerda. Al descomponer el peso en sus partes tangencial y normal resultaŕa que
el movimiento del ṕendulo seŕa debido a la componentetangencialde su peso,
mgsenθ , que act́ua en sentido contrario al del aumento delángulo. En consecuen-
cia:

mat = −mgsenθ .

La aceleracíon tangencial se expresa comoat = α l , siendoα la aceleracíon
angularα = d2θ/dt2, por lo cual:

d2θ
dt2

+
g
l

senθ = 0.

12 Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



1. Movimiento oscilatorio

Figura 2.2. Fuerzas en el ṕendulo simple.

Debido a la presencia del término trigonoḿetrico, esta ecuación no es, cierta-
mente, la de un oscilador armónico simple, pero se reduce a ella para pequeñas
oscilaciones. Es en efecto cierto que paraángulos menores de 10o se cumple que
senθ ≃ θ , donde elánguloθ est́a medido en radianes. En consecuencia,para
pequẽnas oscilaciones el ṕendulo simple es un oscilador armónico:

d2θ
dt2

+
g
l

θ ≃ 0.

Para pequẽnas amplitudes la frecuencia angular del péndulo esω =
√

g/l y su
peŕıodo esT = 2π

√

l/g. Es cierto entonces que el perı́odo de un ṕendulo, para
pequẽnas oscilaciones, es independiente de su amplitud. Esta leyde isocronismo
del ṕendulofue descubierta por Galileo a finales del siglo XVI.

Ejemplo 2.2
Un niño en un columpio oscila con una amplitudxm de 40 cm, medida horizontal-
mente (figura 2.3). Si la masa del niño es de 15 kg y el columpio tiene una longitud
de 2,5 m, ¿cúal es su perı́odo? ¿Cúal su velocidad ḿaxima? ¿Qúe altura ḿaxima
alcanza?

Figura 2.3. Geometŕıa de la condicíon inicial del ṕendulo del ejemplo 2.2.

Solución:

Vea el documento “Para ángulos peque-
ños senθ ∼= θ” en su multimedia de Os-
cilaciones y Campos.

El peŕıodo del ṕendulo esT = 2π
√

l/g = 3,17 s. De acuerdo a la gráfica,xm =
l senθ0, de donde se deduce que elángulo ḿaximo esθ0 = 9,2o; tambíen,h0 =
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l(1−cosθ0) = 0,032 m, que es la ḿaxima altura alcanzada; ası́ pues, de la conser-
vación de la enerǵıa, planteada entre los puntos más alto y ḿas bajo de la trayec-
toria, y escogiendo el cero del potencial en el punto más bajo del ṕendulo, se con-
cluye quev = 0,793 m/s. Observe que la información sobre la masa es irrelevante.

2.3 Péndulo compuesto

Figura 2.4. El péndulo compuesto.

Sea una masam que puede girar alrededor de un punto 0, no coincidente con su
centro de masa, y situado a distanciab de este (figura 2.4). El torque alrededor de
0, debido a su peso concentrado en su centro de masa, esτ = bmgsenθ , y como
seǵun la dińamica de rotación τ = Iα = d2θ

dt2
, dondeI es su momento de inercia

respecto a 0, puede escribirse:

I
d2θ
dt2

= −bmgsenθ = 0,

expresíon que para pequeñas amplitudesθ se reduce a la de un oscilador armónico
simple de frecuenciaω =

√

bmg/I :

d2θ
dt2

+
bmg

I
θ ≃ 0.

Ejemplo 2.3
Una varilla uniforme de longitud 1 m oscila alrededor de su extremo (figura 2.5).
Calcule el peŕıodo de sus pequeñas oscilaciones.

Solución:
El momento de inercia de la varilla, respecto a un eje que pasapor su centro de
masa, esI0 = ml2/12. De acuerdo al teorema de Steiner el momento de inercia
respecto a un eje paralelo que pase a través de su extremo esI = I0 + m(l/2)2 =
ml2/3. Conb = l/2 y g = 9,8 m/s2, el peŕıodo de este ṕendulo compuesto esT =
2π

√

I/bmg= 1,64 s.

2.4 Péndulo de torsión

Si un śolido (un disco, por ejemplo, como en la figura 2.6) se suspende de una fibra
elástica, su posición de equilibrio corresponderá a un punto situado en una lı́nea
vertical que pasa por su centro de masa. Si se gira el cuerpo unpequẽno ángulo
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Figura 2.5. Una varilla oscilante es un péndulo compuesto.

θ , la fibra responderá ejerciendo sobre el cuerpo un torque en sentido contrario a
θ y proporcional áel: τ = −κθ . Esta expresión es el ańalogo rotacional de la ley
de Hooke. Aqúı κ es la constante de torsión de la fibra y es diferente para cada
material. Bajo este torque el cuerpo, de momento de inerciaI , respondeŕa seǵun la
ecuacíon:

τ = Iα = −κθ ,

es decir
d2θ
dt2

+
κ
I

θ = 0,

correspondiente a un movimiento armónico simple de frecuenciaω =
√

κ/I .

Figura 2.6. Un disco que oscila alrededor de su eje es un péndulo de torsíon.

Ejemplo 2.4
Una esfera de radio 10 cm y masa 2 kg se encuentra suspendida deuna cuerda. Si
el peŕıodo como ṕendulo de torsíon es de 5 s, ¿cuál es el valor de la constante de
torsión κ?

Solución:
El peŕıodo del ṕendulo esT = 2π

√

I/κ . Puesto que el momento de inercia de una
esfera, respecto a un eje que pasa por su centro de masa esI = 2

5mR2, podremos

escribirT = 2π
√

2mr2/5κ. Despejandoκ obtenemos:κ = 5T2/8π2mr2 = 79,16
Nm.
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2.5 Relación entre el movimiento armónico

Vea la animación M.A.S. y M.C.U.en su
multimedia de Oscilaciones y Campos.

simple y el movimiento circular uniforme

El movimiento arḿonico simple puede ser considerado como la proyección, sobre
un eje diametral, de un movimiento circular uniforme (figura2.7).

Figura 2.7. Gráficas de posición, velocidad y aceleración en el M.C.U. cuyas proyecciones
horizontales describen un M.A.S.

Demostracíon:
Consid́erese una partı́culaP en movimiento uniforme y de modo tal que ent = 0
su distancia al centro forme uńanguloφ con el eje horizontalx. En cualquier
instantet su radio vectorA formaŕa con el ejex un ánguloωt + φ , por lo cual su
movimiento se describe como

x = Acos(ωt +φ).

Se concluye que la proyección horizontal de la velocidadv es de la forma

vx = −v0sen(ωt +φ),

y como en el movimiento circular uniformev0 = ωA, es cierto que

vx = −ωAsen(ωt +φ).

Finalmente, ha de tenerse en cuenta que en el movimiento circular uniforme la
única aceleración es centŕıpeta. De acuerdo a la cinemática,a = v2/A = ω2A, de
modo que su componente horizontal será:

ax = −acos(ωt +φ) = −ω2Acos(ωt +φ) = −ω2x.

Queda aśı probada la conexión entre el M.A.S. y el M.C.U.El movimiento
armónico simple es una proyección del movimiento circular uniforme. Rećıproca-
mente, el movimiento circular uniforme puede ser considerado como superposi-
ción de dos movimientos arḿonicos simples perpendiculares y de la misma fre-
cuencia. Esto es, six = Acos(ωt + φ) y y = Asen(ωt + φ), entoncesx2 + y2 =
A2, que es la ecuación de un ćırculo, y comovx = −Aω sen(ωt + φ) y vy =
Aω sen(ωt + φ), se tiene quev2

0 = v2
x + v2

y = A2ω2, es decir,v0 = ωA, que es
la ecuacíon que describe el movimiento circular uniforme.

Tambíen, deax = −Aω2cos(ωt + φ) y ay = −Aω2sen(ωt + φ) se tienea2 =
a2

x +a2
y = A2ω4, tal quea = ω2A, ecuacíon que proporciona la aceleración en un

M.C.U.

Ejemplo 2.5
Un objeto gira a 100 rev/s en un cı́rculo de radio 20 cm. Considere el movimiento
de su sombra sobre el ejex y escriba las expresiones parax, v y a como funciones
del tiempo.
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Solución:
Conω = 2π f = 628,3 rad/s se obtiene, de (1.1), (1.2) y (1.3) en unidades M.K.S.:

x = 0,20cos(628,3t) ,

v = −125,66sen(628,3t) ,

a = −78952,178sen(628,3t) .
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Módulo 3
Superposición de movimientos armónicos
simples

Contenidos del módulo

3.1 Con igual direccíon y frecuencia

El metrónomo es utilizado por los músi-
cos como ayuda en la composición de una
pieza musical.

3.2 Con igual direccíon y diferente frecuencia
3.3 Con direcciones perpendiculares

Objetivos del módulo

1. Estudiar el movimiento resultante de la combinación de dos movimientos
armónicos simples, sean ellos de igual dirección o perpendiculares, y de i-
gual o diferente frecuencia.

2. Estudiar el feńomeno de los pulsos.
3. Estudiar la generación de las figuras de Lissajous.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe tipo de trayectoria genera la combinación de dos M.A.S.?
2. ¿Qúe es un pulso?
3. ¿Qúe son las figuras de Lissajous?

Introducción

En este ḿodulo se explora el resultado de la superposición de dos movimien-
tos arḿonicos simples. La atención estaŕa dirigida en particular a la adición de
movimientos con igual dirección y frecuencias iguales o diferentes, y a movimien-
tos con direcciones perpendiculares. Al final se introduce la nocíon depulso.
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3.1 Con igual dirección y frecuencia

Vea la animación Superposicíon con fre-
cuencias igualesen su multimedia de Os-
cilaciones y Campos.

El desplazamiento de una partı́cula bajo la accíon de dos M.A.S. de igual frecuen-
cia y en la misma dirección est́a descrito por:

x = x1 +x2 = A1cos(ωt +φ1)+A2cos(ωt +φ2).

Figura 3.1. Composicíon de dos M.C.U. cuya proyección horizontal describe la suma de
dos M.A.S.

Gráficamente (figura 3.1) este movimiento corresponde a la proyeccíon sobre
el eje horizontal de la resultante de la suma de dos vectores que giran alrededor
de 0 con la misma velocidad angularω. En consecuencia el vector resultante tiene
la misma velocidad angularω. Aśı, si A es el ḿodulo de la resultante, entonces la
proyeccíon horizontal de la resultante será

x = Acos(ωt +φ),

y por tanto:

x = Acos(ωt +φ) = A1cos(ωt +φ1)+A2cos(ωt +φ2).

Utilizando la identidad trigonoḿetrica

cos(α +β ) = cosα cosβ − senα senβ

y factorizando, puede escribirse:

cosωt[Acosφ −A1cosφ1−A2cosφ2] = senωt[Asenφ −A1senφ1−A2senφ2].

Puesto que cosωt y senωt son linealmente independientes debe ser cierto que
cada corchete se anula, y en consecuencia:

Asenφ = A1senφ1 +A2senφ2 , (3.1)

Acosφ = A1cosφ1 +A2cosφ2 .

a. Dividiendo el primer t́ermino por el segundo se obtiene la faseφ :

tanφ =
A1senφ1 +A2senφ2

A1cosφ1 +A2cosφ2
. (3.2)

b. Elevando al cuadrado cada una de las ecuaciones (3.1) y sumándolas se obtiene
la amplitud:

A2 = A2
1 +A2

2 +2A1A2cos(φ1−φ2) . (3.3)
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Analice en detalle los siguientes casos particulares:

φ1 = φ2, en el cual los dos movimientos estánen fase, e interfieren construc-
tivamente (se suman).

φ1 = φ2+π, en el cual los dos movimientos estánen contrafase, e interfieren
destructivamente (se restan). Se anulan por completo siA1 = A2.

φ1 = φ2 +π/2. Los dos movimientos estánen cuadratura.

En cada uno de los tres casos evalúeA y φ .

Ejemplo 3.1
Considere una partı́cula sometida simultáneamente a los dos siguientes M.A.S.:
x1 = 5sen(3t) y x2 = 8sen(3t +π/2). Calcule el movimiento resultante.

Solución:
Por comparación con (1.1) se tiene:A1 = 5, A2 = 8, φ1 = 0, φ2 = π/2. En conse-
cuencia, de (3.2) y (3.3):φ = −34,33 rad yA = 9,43, por lo cual

x = Acos(ωt +φ) = 9,43cos(3t −34,23).

3.2 Con igual dirección y diferente frecuencia

Figura 3.2. Un pulso es la superposición de dos M.A.S. de frecuencias cercanas.

Recurriendo a la figura 3.2, donde ahoraω1 6= ω2, resulta que los vectores, al rotar,
no mantienen constante en el tiempo su suma, ni la resultantegira con velocidad
angular constante. Para simplificar seaφ1 = φ2 = 0, con lo cual puede probarse
que

A =
√

A2
1 +A2

2 +2A1A2cos[(ω1−ω2)t],

de modo quela amplitud de la resultante oscila; esto se conoce como “modulación
de la amplitud”. La frecuencia de esta oscilación esω = |ω1−ω2|.

Simplificando un poco ḿas, haremosA1 = A2, con lo cual

x = x1 +x2 = A[cosω1t +cosω2t],

y como:

cosα +cosβ = 2cos

(

α +β
2

)

cos

(

α −β
2

)

,
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se sigue que

x = 2Acos

[(

ω1−ω2

2

)

t

]

cos

[(

ω1 +ω2

2

)

t

]

.

Esta ecuación indica que el movimiento resultante es oscilatorio con frecuencia
angular(ω1+ω2)/2 y amplitudA′ = 2Acos[(ω1−ω2t/2) t]. La gŕafica correspon-
diente, que en el caso acústico produce un sonido conocido como pulso (beates su
nombre ingĺes), tiene la forma indicada en la figura 3.2. La lı́nea punteada muestra
la modulacíon de la amplitudde la oscilacíon.

Ejemplo 3.2
Una part́ıcula est́a sometida a los dos siguientes M.A.S.:x1 = 5sen(6t) y x2 =
5sen(7t). Calcule la amplitud y la frecuencia del pulso resultante.

Solución:
Puesto queA1 = A2 el valor deA′ est́a dado porA′ = 2A1cos[(ω1 −ω2)t/2] =
10cos(0,25t). En consecuencia:

x = A′ cos[(ω1 +ω2)t/2] = [10cos(0,25t)]cos(6,5t).

3.3 Con direcciones perpendiculares

Se produce cuando una partı́cula que se mueve en un plano está sometida a dos
M.A.S. perpendiculares, uno en el ejex, otro en ely, del tipo:

x = Acosω1t , y = Bcos(ω2t +α) . (3.4)

La forma exacta del movimiento de la partı́cula depende del valor de la dife-
rencia de faseα y de la relacíon entreω1 y ω2.

Algunos casos interesantes son:

a. α = 0,ω1 = ω2. Se tiene, entonces,y= Bx/A, que corresponde a una oscilación
a lo largo de una recta. En este caso los dos movimientos están en fase.

b. α = π,ω1 = ω2. Hay un desfase de 180o y el movimiento de la partı́cula se
realiza a lo largo de la lı́neay = −Bx/A.

c. α = π/2,ω1 = ω2. Con un desfase de 90o obtenemosx= Acosωt, y= Bsenωt,
de donde se concluye que el movimiento de la partı́cula se realiza a lo largo de
la elipsex2/A2+y2/B2 = 1, y en direccíon de las agujas del reloj. Siα =−π/2,
la elipse es recorrida en el sentido contrario a las agujas del reloj. La elipse tiene
la forma indicada en la figura 3.3a.

Figura 3.3. Tres ejemplos de combinación de dos M.A.S. en direcciones perpendiculares.
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d. Para valores deα de 120o y 330o las trayectorias son las mostradas en las
figuras 3.3b y 3.3c.

Las figuras ḿas interesantes, asociadas al nombre deLissajous, corresponden a
la interferencia de dos movimientos oscilatorios perpendiculares dediferentesfre-
cuencias. En la figura 3.4 se ilustran varios casos con diferentes valores deω1/ω2

y α. Una buena muestra de estas figuras se encuentra en el libro defı́sica de Alonso
Finn, seccíon 10.9.

Figura 3.4. Tres ejemplos de figuras de Lissajous.

Ejemplo 3.3
Obtenga la ecuación que rige el movimiento de un cuerpo sometido a la acción de
dos M.A.S. perpendiculares del siguiente tipo:x = 2senωt, y = 4sen(ωt +π/2).

Solución:
La expresíon paray es equivalente ay = 4cosωt; formando sen2ωt + cos2 ωt,
a partir de las dos oscilaciones perpendiculares se concluye que el movimiento
resultante se realiza a lo largo de la elipsex2/4+y2/16= 1 y en sentido contrario
a las agujas del reloj. En efecto, obsérvese quex aumenta a partir det = 0, mientras
y disminuye.
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Módulo 4
Oscilaciones amortiguadas, forzadas
y resonancia

Contenidos del módulo

4.1 Oscilaciones amortiguadas

El colapso del puente de Tacoma fue un
efecto de la resonancia entre el viento y
la estructura.

4.2 Oscilaciones forzadas y resonancia

Objetivos del módulo

1. Estudiar las consecuencias de la presencia de fuerzas disipativas.
2. Estudiar el efecto de fuerzas externas que actúan sobre osciladores.
3. Estudiar el feńomeno de resonancia.

Preguntas básicas

1. ¿Cúal es el efecto de una fuerza disipativa?
2. ¿Qúe es una oscilación forzada?
3. ¿Qúe es resonancia?

Introducción

Las fuerzas disipativas son frecuentes en los sistemas fı́sicos. Aparecen en el
movimiento de cuerpos en medios viscosos como el aire o el agua, y son co-
munes cuando una superficie se desliza sobre otra. En este módulo se considera
el efecto causado por estas fuerzas sobre el movimiento de unoscilador arḿonico.
Además de fuerzas disipativas se incluyen fuerzas externas, quepermiten mante-
ner el movimiento de los osciladores a pesar de la disipación. Importante en esta
situacíon es el concepto deresonancia.
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4.1 Oscilaciones amortiguadas

Vea el documento “Ecuaciones diferen-
ciales” en su multimedia de Oscilaciones
y Campos.

En los diversos ejemplos considerados hasta ahora, como el sistema masa-resorte,
el péndulo simple, el compuesto y el de torsión, se ha visto que la amplitud de la
oscilacíon (es decir, el ḿaximo alejamiento de la coordenada respecto a su posi-

Vea la animación Oscilaciones amorti-
guadasen su multimedia de Oscilaciones
y Campos.

ción de equilibrio) es siempre la misma. Esto es debido a que se han dejado fuera
de consideración las fuerzas de fricción o de viscosidad, que usualmente están
presentes en estos sistemas. Consideremos en particular elsistema masa-resorte
sometido a una fuerza viscosa proporcional a la velocidad y opuesta a ella en di-
reccíon, y a la fuerza recuperadora del resorte. Este tipo de fuerza, conocida como
ley de Stokes, tiene la formaF =−λv. Aśı, la ecuacíon de movimiento de la masa
es de la forma:

ma= −kx−λv,

o tambíen:
d2x
dt2

+2β
dx
dt

+ω2x = 0, (4.1)

dondeω2 = k/m y 2β = λ/m.
La solucíon a esta ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, para amor-

tiguacíon pequẽna (casosubamortiguado), es de la forma:

x = Ae−β t cos
(

√

ω2
−β 2t +α

)

, (4.2)

dondeα y A son constantes que estarán determinadas por las condiciones iniciales.
El peŕıodo de este movimiento esT = 2π

√

ω2
−β 2

. No es dif́ıcil verificar por substi-

tución directa que la ecuación (4.2) satisface la ecuación diferencial (4.1). De la
presencia del exponenciale−β t es claro que la amplitud de la oscilación decrece
con el tiempo, esto es: la oscilación se amortigua. El comportamiento del oscilador
en el tiempo se muestra en la figura 4.1. Tanto la energı́a potencial como la cińetica
decrecen con el tiempo, dando lugar a la disipación de la enerǵıa total del sistema,
usualmente en forma de calor.

Figura 4.1. Gráfica de elongación versus tiempo para un movimiento subamortiguado.

Si la amortiguacíon es grande(β > ω), lo que ocurre por ejemplo si el sistema
masa-resorte no está en un medio poco viscoso como el aire, sino sumergido en un
lı́quido, la solucíon a la ecuación (4.1) toma la formasobreamortiguada:

x =
A
2

e−β t
[

e
√

β 2
−ω2t+α +e−

√

β 2
−ω2t+α

]

. (4.3)

El movimiento no corresponde ahora a una oscilación. En la solucíon se nota la
ausencia de los términos trigonoḿetricos que son tı́picos de una oscilación. En vez
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de oscilar, la masa se acerca lentamente a su posición de equilibrio sin sobrepasarla
(figura 4.2, ĺıneaa).

El casocrı́tico, correspondiente aβ = ω, tiene como solución

x = (A+Bt)e−β t (4.4)

y corresponde a la lı́neab de la figura 4.2. Tampoco corresponde a una oscilación;
en este caso la masa se acerca a su posición de equilibrio sin sobrepasarlo, y algo
más ŕapido que en el caso sobreamortiguado.

Figura 4.2. Movimiento sobreamortiguado (a) y crı́tico (b).

Ejemplo 4.1
¿Qúe tiempot ′ se necesita para que la amplitud de un movimiento armónico sub-
amortiguado disminuya a la mitad?

Solución:
Si x = A/2 ent = t ′, se sigue en (4.2) que

eβ t ′ = 2cos
(

√

ω2
−β 2t ′ +α

)

.

El valor det ′ no puede ser obtenido de esta ecuación por medios analı́ticos;
esta es una ecuación trascendental que es solucionable por métodos nuḿericos,
una vez que se provean los valores deβ , ω y α.

4.2 Oscilaciones forzadas y resonancia

Debido a la presencia de la fricción viscosa (que es lo usual en sistemas tales como
un columpio, un sistema masa-resorte oscilando verticalmente, o un ṕendulo), los
sistemas llegan finalmente a su estado de reposo, después de disipar gradualmen-
te su enerǵıa mećanica. En presencia de disipación viscosa, la oscilación puede
persistir solo si una acción externa es ejercida sobre el sistema, con el propósito
de suplir la ṕerdida de energı́a por friccíon. El caso ḿas simple es el de una fuerza
externa oscilante de la formaF = F0cosωet, dondeωe es la frecuencia angular de
la fuerza externa. La ecuación de movimiento del oscilador forzado y amortiguado,
en una dimensión, es:

ma= ∑
i

Fi (4.5)

= −kx−λv+F0cosωet, (4.6)
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equivalentemente:
d2x
dt2

+2β
dx
dt

+ω2
0x =

F0

m
cosωet , (4.7)

dondeω0 =
√

k/mes la frecuencia natural del oscilador, y 2β = λ/m. La ecuacíon
diferencial (4.4) es lineal e inhomogénea. El t́ermino inhomoǵeneo es(F0

m )cosωet.
De acuerdo a la teorı́a de ecuaciones diferenciales una ecuación diferencial inho-

Vea el documento “Ecuaciones diferen-
ciales” en su multimedia de Oscilaciones
y Campos.

moǵenea posee dos tipos de solución, una para la ecuación homoǵenea, coinci-
dente con la ecuación (4.2) y cuyas soluciones pueden ser sobre o subamortiguada
o cŕıtica, como se discutió en la seccíon anterior. En cualquiera de los tres casos el
movimiento eventualmente desaparece, razón por la cual la solución homoǵenea
tambíen se llama transitoria otransiente.

La solucíon que persiste es la inhomogénea, asociada a la fuerza externa. La
teoŕıa de las ecuaciones diferenciales permite demostrar que este segundo tipo de
solucíon es de la forma

x = Bcos(ωet −α) , (4.8)

con

B = F0/m[(ω2
0 −ω2

e)2 +4β 2ω2
e ]1/2 y tanα = 2βω0/(ω2

0 −ω2
e) . (4.9)

Como se ve, la amplitudB de la oscilacíon no es ahora una constante deter-
minada por las condiciones iniciales de la oscilación; más bien, depende de la
amplitudF0 de la fuerza externa y de su frecuencia. Mientras más pequẽno sea el
factor de amortiguación β , mayor seŕa la influencia del t́erminoω2

0 −ω2
e , hasta el

punto de que, para osciladores sumergidos en medios de baja viscosidad, la ampli-
tud B de la oscilacíon puede crecer catastróficamente si la frecuencia de la fuerza
externa es igual a la frecuencia natural de oscilación. Este efecto se conoce como
resonancia.

De la expresíon (4.8) para la amplitud, y por derivación respecto aωe, se sigue
queB tiene un ḿaximo (v́ease el problema 35) para una frecuencia externaωe =

ωA =
√

ω2
0 −2β 2. El valor ḿaximo deB es

Bm =
F0

2mβ
√

ω2
0 −β 2

.

Para valores de la frecuencia externa iguales aωA se dice que hayresonancia
de amplitud.

Comṕarense ahora las expresiones para la velocidad y la fuerza externa. De
(4.8) se obtiene:

v =
dx
dt

= −ωeBsen(ωet −α) = −

ωeF0sen(ωet −α)

m
√

(ω2
e −ω2

0)2 +4β 2ω2
e

= v0sen(ωet −α),

(4.10)
en dondev0 dado por

v0 =
ωeF0

m
√

(ω2
e −ω2

0)2 +4β 2ω2
e

(4.11)

toma su valor ḿaximo (v́ease el problema 36) enωe = ω0, valor para el cual, de
acuerdo con (4.9),α = π/2. Esto significa que paraωe = ω0 la fuerza externa y la
velocidad tienen la misma variación temporal cosω0t; es decir, conα = 0 la fuerza
y la velocidad est́anen fase. Para esta frecuencia la velocidad y la energı́a cińetica
son ḿaximas y se dice que hayresonancia de energı́a. Por tanto:hay resonancia
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de enerǵıa cuando la frecuenciaωe de la fuerza aplicada es igual a la frecuencia
natural de oscilacíon ω0. En estas condiciones el oscilador absorbe energı́a del
modo ḿas eficiente posible. Tal vez el ejemplo más conocido es el del padre que
empuja el columpio con su hijo, con una frecuencia igual a la frecuencia natural
del columpio.

Hemos de observar que cuando la amortiguación es muy pequẽna no hay dife-

Visite la página
www.wsdot.wa.gov/TNBhistory/default.htm

rencia notable entre resonancia de amplitud y de energı́a: ωA ≃ ω0.
La resonancia puede ser nociva en sistemas mecánicos, pero es bastanteútil

en los circuitos eĺectricos, pues permite en los receptores de radio “sintonizar la
emisora”. En efecto, las ondas que vienen de una emisora de radio generan oscila-
ciones forzadas sobre el circuito del radio receptor. “Sintonizar” significa variar
la frecuencia natural del oscilador eléctrico interno del aparato de radio, para que
coincida con la frecuencia de la emisora. Cuando esta coincidencia ocurre la ab-
sorcíon de enerǵıa es ḿaxima, y esa frecuencia será la que se escucha.
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Capı́tulo 2
Gravitación

Contenido breve

Módulo 5

La teoŕıa newtoniana de la gravitación

Módulo 6

El campo gravitacíonal

Módulo 7

Enerǵıa potencial y potencial gravita-
cional

Issac Newton, axiomatizador de la mecánica, aparece aqúı con el frontispicio de los

Principia.

Presentación

Galileo Galilei realiźo estudios sisteḿaticos sobre la caı́da libre, los ṕendulos y
el movimiento de los proyectiles. El resultado de estos trabajos fue la funda-
mentacíon de la mećanica, uno de cuyos frutos mayores se resume en la siguiente
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frase:Todos los cuerpos, independientemente de su masa, caen con la misma ace-
leración. Esta afirmacíon toma un sentido ḿas profundo en el trabajo de Newton.

Por la mismaépoca, Johannes Kepler obtuvo las leyes básicas que rigen el
movimiento de los planetas alrededor del Sol. Sus investigaciones pueden sinteti-
zarse como sigue: a) Los planetas se mueven alrededor del Solenórbitas eĺıpticas,
con el Sol en uno de los focos, b) Hay una ley que regula la velocidad de su reco-
rrido, conocida como ley de laśareas, c) Una tercera ley relaciona la distancia al
Sol y el peŕıodo de revolucíon.

Isaac Newton fue el diseñador de la gran sı́ntesis que unifićo la f́ısica terres-
tre de Galileo con la cineḿatica celeste de Kepler al proponer sus tres leyes del
movimiento que son los axiomas de la mecánica: a) Ley de inercia, b) Ley de
fuerza, c) Ley de acción-reaccíon. Estas leyes son el núcleo de su gran obraPrin-
cipia.

El movimiento planetario puede ser descrito con el auxilio de estas leyes, si
adeḿas se acepta la gran idea newtoniana de la gravitacion universal: todos los
cuerpos experimentan una atracción debida a sus masas; atracción que es univer-
sal, es decir, que se ejerce entre cada pareja de cuerpos sin importar d́onde se en-
cuentren, aunque ciertamente la magnitud de su atracción depende de la distancia
que los separe.

La teoŕıa de Newton describe con alta precisión el movimiento de los planetas
alrededor del Sol, incluyendo la distorsión en la elipticidad de suśorbitas debido
a las perturbaciones generadas por los otros planetas. En efecto, el ćalculo de per-
turbaciones, iniciado por Newton y perfeccionado por Laplace, permitío no solo
estudiar las anomalı́as en los movimientos planetarios, sino incluso predecir la
existencia de dos nuevos planetas, Neptuno y Plutón, que fueron localizados en las
regiones del cielo predichas por la teorı́a de Newton. La teorı́a de la gravitacíon
permitió descubrir, adeḿas, que no solo las elipses son posibles, pues en general
los movimientos celestes se realizan siguiendo cónicas. Estas curvas incluyen el
ćırculo, la elipse, la parábola y la hiṕerbola. Mientras que los planetas se mueven
siempre en elipses, algunos cometas se desplazan siguiendoelipses de alta excen-
tricidad, y otros, no periódicos, se mueven a lo largo de hipérbolas o paŕabolas. El
movimiento del cometa asociado al nombre de Halley fue descrito con precisíon
por Edmund Halley, amigo de Newton, quien corrió con los gastos de la primera
edición de losPrincipia.

Con la teoŕıa de Newton es posible describir el movimiento de la Luna, lape-
riodicidad y altura de las mareas, el movimiento de las lunasde los otros planetas
y de los sat́elites artificiales que orbitan el nuestro o que viajan a la Luna o a otros
planetas. Con la teorı́a de Newton se han calculado, entre muchas, las trayectorias
de las navesApoloque fueron a la Luna,Pathfinderque voĺo a Marte yVoyagerI
y II que ya han salido del sistema solar.

La idea de Newton es también un primer paso en la construcción de teoŕıas
sobre la estructura a gran escala del universo, y en particular permite estudiar la
estructura y la evolución de las estrellas, las galaxias y los cúmulos de galaxias.

En las siguientes secciones se verá ćomo el concepto de fuerza gravitacional
da lugar con relativa facilidad a un concepto muyútil, el decampo gravitacional,
y a otro, el depotencial gravitacional, cuyo valor esencial es que simplifica la
mateḿatica de la gravitación y permite probar que la energı́a mećanica de un sis-
tema gravitante es una cantidad conservada.

Un punto que no puede dejarse fuera de consideración es el siguiente: los fe-
nómenos gravitacionales tienen carácterlineal, es decir, las fuerzas de gravitación
son aditivas, esto es, se suman como vectores.

Es importante sẽnalar que la teorı́a de Newton sobrevivió desde 1687, fecha en
que fue enunciada, hasta 1915 cuando Einstein la reemplazó por su Teoŕıa Gene-
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ral de la Relatividad, de la cual la mecánica newtoniana es una excelente aproxi-
macíon. La nueva teorı́a es no lineal, y no solo da una descripción más acertada de
los feńomenos astrońomicos a nivel del sistema solar sino que sienta unas bases
más śolidas para la astrofı́sica y la cosmoloǵıa. Más que ser solo una teorı́a de
la gravedad, la teorı́a de Einstein involucra una nueva idea sobre el espacio y el
tiempo.
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Módulo 5
La teoŕıa newtoniana de la gravitación

Contenidos del módulo

5.1 Las leyes de Kepler

La teoŕıa newtoniana de gravitación per-
mite describir el movimiento del sistema
Tierra-Luna.

5.2 La gravitacíon es una fuerza central
5.3 La ley de gravitación

5.3.1 La constante de Cavendish
5.3.2 Fuerzas centrales y ley de lasáreas
5.3.3 La constante de Kepler
5.3.4 La masa del Sol
5.3.5 La masa de la Tierra

Objetivos del módulo

1. Presentar las tres leyes de Kepler del movimiento planetario.
2. Demostrar que, de acuerdo a la dinámica, la gravitacíon es una fuerza cen-

tral.
3. Presentar la forma general de la ley de gravitación universal.
4. Estudiar el ḿetodo de evaluación de la constante de Cavendish.
5. Demostrar que la segunda ley de Kepler se cumple para fuerzas centrales.
6. Evaluar y realizar aplicaciones de la constante de Kepler.
7. Calcular las masas de la Tierra y el Sol por métodos astrońomicos.

Preguntas básicas

1. ¿Cúales son las leyes que rigen el movimiento planetario?
2. ¿Qúe se entiende por una fuerza central?
3. ¿Cúal es la forma general de la ley de gravitación universal?
4. ¿De qúe cantidades depende la fuerza de gravitación?
5. ¿Ćomo se evaĺua la constante de Cavendish?
6. ¿De la nocíon de fuerza central cómo se deduce la ley de lasáreas?
7. ¿Qúe carateŕısticas tiene la constante de Kepler?
8. ¿Ćomo pueden calcularse por métodos astrońomicos las masas de la Tierra

y el Sol?

Introducción

La idea de que la explicación del movimiento planetario necesitaba el concurso
de una fuerza era bastante clara para varios investigadoresen laépoca de Newton.
La Tierra no era ya considerada como el centro del universo desde que fue acepta-
do el sistema helioćentrico de Coṕernico que reemplazó el antiguo geocentrismo
griego y medieval. De acuerdo con el modelo de Copérnico, alrededor del Sol giran
los planetas, entre ellos la Tierra. Si esta posee gravedad,tambíen deben poseerla
los deḿas planetas, el Sol y la Luna.

Gilles de Roverbal, cerca del año 1643, pensaba que cada partı́cula de materia
es capaz de ejercer una acción sobre cualquier otra, por lo cual, en particular, la
Luna y la Tierra se atraen, y la Luna no cae sobre la Tierra debido a la resistencia
que presenta eléter, medio sutil que ocupa todo el universo.
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Alfonso Borelli, en 1665, opinaba que la atracción entre los cuerpos era con-
trarrestada por una tendencia centrı́fuga a abandonar la trayectoria curva siguiendo
una trayectoria tangente. Suponı́a que, adeḿas de la atracción, era necesaria una
fuerza tangente.

En la mismáepoca, Robert Hooke creı́a que el movimiento planetario podı́a ex-
plicarse con los mismos principios que describen el movimiento pendular y que en
los ćalculos detallados deberı́an tenerse en cuenta las atracciones entre los diversos
cuerpos celestes, con lo que anticipó la idea central del ćalculo de perturbaciones.
Descubrío luego que la fuerza que mantiene a los planetas en movimiento alrede-
dor del Sol debe ser inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que los
separa déel.

Aunque Newton hab́ıa encontrado esta ley unos diez años antes, Hooke recla-
mó el derecho del descubrimiento aun cuando sus modelos se refeŕıan aórbitas
planetarias circulares. Newton fue el primero en demostrarque el movimiento en
elipses, el cual corresponde a lasórbitas planetarias, es causado por una fuerza cen-
tral del tipo inverso cuadrado. Hooke, Halley y Wren conocı́an la forma mateḿatica
de la ley y su conexión con la tercera ley de Kepler, pero no lograron conectarla
con las otras dos leyes de Kepler.
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5.1 Las leyes de Kepler

Las leyes del movimiento planetario descubiertas a comienzos del siglo XVII por

Johannes Kepler (1571-1630)

Astrónomo alemán. Los datos astronómi-
cos obtenidos por él en el observato-
rio astronómico de Tycho Brahe, con
quien trabajó desde 1600, le permitieron
obtener sus tres leyes del movimiento
planetario, enclavadas en una astronoḿıa
heliocéntrica de tipo copernicano. Es-
tas leyes eliminaron los epiciclos y las
ecuantes de Ptolomeo y Copérnico, pro-
piciando el nacimiento de la nueva as-
tronoḿıa newtoniana. Trabajó también
sobre óptica, en particular en la refrac-
ción de la luz. Publicó diversas obras en
óptica y astronoḿıa: Dióptrica, El miste-
rio cósmico, La armońıa del mundo, entre
otras.

el astŕonomo polaco Johannes Kepler afirman que:

1. Los planetas recorreńorbitas eĺıpticas con el Sol en uno de los focos (figura
5.1).

2. La recta trazada desde el Sol al planeta (llamada el radio vector) barréareas
iguales en tiempos iguales. (Se le conoce como ley de lasáreas.)

3. El cuadrado del perı́odo de revolucíon de un planeta alrededor del Sol es
proporcional al cubo de su distancia media al Sol.

Figura 5.1. Lasórbitas planetarias son elipses en las que se satisface la ley de lasáreas.

La primera ley elimina laśorbitas circulares y las combinaciones deórbitas cir-
culares de la astronomı́a griega y copernicana. Ya no hay ecuantes, ni excéntricas,
ni epiciclos, solo una elipse para cada planeta. La segunda ley elimina la uni-
formidad del movimiento pues revela que a mayor distancia del Sol menor es la
velocidad del planeta.

En efecto, en la figura 5.1, en la que las dosáreas sombreadas son iguales,
puede verse que el arcoAB correspondiente a la distancia mı́nima del planeta al
Sol es mayor que el arcoCD asociado a la distancia máxima. En consecuencia,
como las dośareas son barridas en el mismo tiempo, los arcosAB y CD tardaŕan
lo mismo en ser recorridos, y comoAB> CD, entonces la velocidad del planeta
seŕa mayor mientras menor sea su distancia al Sol.

La tercera ley, conocida comoley arḿonica,tiene la forma

T2 = KR3, (5.1)

dondeT es el peŕıodo de revolucíon del planeta alrededor del Sol yR su distancia
media, definida como el semieje mayor de la elipse.K, la constante de Kepler,
tiene el mismo valor para el movimiento decualquierplaneta alrededor del Sol;
su valor puede ser establecido sin dificultad, siT es el peŕıodo terrestre (1 ãno) y
R la distancia media Tierra-Sol (150 millones de kilómetros). Si como unidad de
tiempo escogemos el año y como unidad de distancia la de la Tierra al Sol conocida
como Unidad Astrońomica (UA), puede escribirse, de (5.1):

T2 = R3, (5.2)

conRen UA yT en ãnos. Para el movimiento de los satélites de un mismo planeta

Vea la animación Ley de lasáreas en su
multimedia de Oscilaciones y Campos.
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la constante de Kepler cambia y es cierto queT2 = K′R3.
Desde láepoca de los griegos es conocido el perı́odo de revolucíon de los pla-

netas respecto a las estrellas. La tercera ley permite entonces calcular su distancia
media. Por ejemplo, Júpiter tiene un perı́odo de 11.9 ãnos, de modo que su distan-

Edmund Halley (1656-1742)

Matemático y astrónomo inglés amigo
de Newton, quien le animó a escribir los
Principia y financió su publicación. Uti-
lizando la teoŕıa newtoniana de gravita-
ción calculó por vez primera la órbita de
un cometa de 1682, afirmando que era
el mismo observado en 1531 y 1607, y
que retornaŕıa en 1758, lo que en efecto
ocurrió. En su honor este cometa lleva su
nombre. Fue visto también en 1835, 1910
y 1986. Entre 1698 y 1700 realizó una ex-
pedición cient́ıfica maŕıtima para estudiar
la declinación magnética, lo que le permi-
tió hacer el mapa magnético de la Tierra.
Desde 1720 fue director del Observatorio
de Greenwich. Realizó medidas muy pre-
cisas de la distancia Tierra-Sol utilizando
el tránsito de Venus frente al Sol.

cia media al Sol es deR= T2/3 = 5,2 UA.
La ley arḿonica permite deducir que la velocidad de un planeta es tantomayor

cuanto ḿas cerca se encuentre del Sol. Si, por simplicidad, se suponeunaórbita
circular, entonces, dev= 2πR/T y de (5.1), por eliminación deT se concluye que

v2 =
4π2

KR
.

En consecuencia, Júpiter se mueve ḿas lentamente que Marte, y este más lenta-
mente que Mercurio.

Ejemplo 5.1
Si el peŕıodo de la Luna alrededor de la Tierra es de 28 dı́as, ¿cúal debe ser el
peŕıodo de un satélite que orbita la Tierra a una distancia de 1/10 de la distancia
Tierra-Luna?

Solución:
De la tercera ley de Kepler para el sistema Tierra-Luna:T2

0 = K′R3
0, y para el

sistema Tierra-satélite: T2 = K′R3, dondeK′ es la constante de Kepler. Por elimi-
nacíon deK′ se tieneT = T0(R/R0)

3/2 = 28/103/2 d́ıas.

5.2 La gravitación es una fuerza central

La demostracíon de Hooke de que el movimiento de la Tierra alrededor del Sol
(supuesto circular, por simplicidad) es causado por una fuerza central, dirigida ha-
cia el centro del Sol, se basa en la expresión obtenida por Christiaan Huygens para
la fuerza centŕıpeta. Si se quiere mantener un planeta de masam en movimiento
circular alrededor del Sol es necesaria una fuerza centrı́peta de la forma:

Fc = m
v2

r
.

Si se asume que el planeta se mueve uniformemente, su velocidad puede ex-
presarse como el cociente de su circunferencia y su perı́odo alrededor del Sol:

v =
2πr
T

.

Se obtiene entonces:

Fc =
4π2mr

T2 .

La tercera ley de Kepler (T2 = Kr3) puede ser usada aquı́ para eliminarT2, con
lo cual:

Fc =
4π2m

K
1
r2 . (5.3)

En consecuencia, la fuerza centrı́peta que mantiene un planeta en movimiento
circular alrededor del Sol debe ser inversa al cuadrado de ladistancia. Este es en
esencia el argumento de Hooke.

En el momento en que Newton comienza su gran sı́ntesis, hay un conjunto
de elementos dispersos que es necesario poner en concordancia: las tres leyes de
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Kepler, las leyes de la caı́da libre, la nocíon de inercia, las leyes de movimiento, la
fuerza centŕıpeta y la idea de la gravitación como una fuerza.

Newton asume que la fuerza de gravedad de la Tierra, responsable de la cáıda
de los cuerpos, se extiende hasta la Luna y es la causante de sumovimiento alrede-
dor de la Tierra. Si esto es correcto deberá existir una conexión entre las acelera-
ciones de la cáıda libre y centŕıpeta de la Luna con el radio de la Tierra y la distan-
cia Tierra-Luna. La relación entre la aceleración centŕıpeta de la Luna (ac = v2/r)
y la aceleracíon de la gravedad (g) para un cuerpo cercano a la superficie terrestre
es

ac

g
=

v2

rg
.

Al reemplazar por los valoresT = 27 d́ıas, r = 380 000 km yg = 9,8 m/s2,
conocidos en láepoca de Newton, se obtieneac/g≃ 1/3517, donde el sı́mbolo≃
significa “aproximadamente igual a”.

Si la aceleracíon de gravedad, según (5.2), depende del inverso cuadrado, en-
tonces:

ac

g
=

R2

r2 ,

dondeR y r son, respectivamente, el radio terrestre y la distancia Tierra-Luna.
Puesto quer ≃ 60R, es cierto entonces queac/g≃ 1/3600, ńumero bastante cer-
cano a 1/3517.

La concordancia entre estos dos números revela cúan plausible es la hiṕotesis
newtoniana sobre la existencia de unaúnica fuerza responsable del movimiento de
la Luna y de los proyectiles.

Los ćalculos presentados aquı́ son simplificaciones del caso real en que laórbi-
ta es una elipse con la Tierra en uno de los focos. En su libroPrincipia Newton
establece su formulación general que en este aspecto se sintetiza ası́: la trayectoria
parab́olica del proyectil galileano y láorbita eĺıptica kepleriana son generadas por
la misma accíon, la fuerza de gravitación terrestre.

5.3 La ley de gravitación

Consideraciones bastante simples han permitido concluir que si el movimiento de
la Luna es debido a una fuerza, esta debe ser centrı́peta y debe variar con el inverso
del cuadrado de la distancia. Newton concibió que el movimiento de la Luna y de
una manzana en caı́da libre son causados por una sola fuerza que se extiende de la
Tierra a la Luna: la gravedad terrestre.

¿Qúe otros factores determinan esta ley de fuerza? Con el fin de averiguarlo
y lograr construir la ley de gravitación, consid́erese una situación particular, la
atraccíon entre la Tierra y una manzana, con masasmt y mm, y separadas entre sus
centros una distanciar (figura 5.2 ).

Si se asume, con Newton, que elpesode la manzana corresponde a la fuerza
gravitacional que la Tierra ejerce sobre ella, entonces, puesto que el peso es pro-
porcional a la masa, la fuerza gravitacional ejercida por laTierra es proporcional
a la masa de la manzana, esto es:

F ∝ mm.

Por otro lado, de acuerdo a la tercera ley de Newton, la manzana debe ejercer

Escuche la biograf́ıa de Newtonen su mul-
timedia de Oscilaciones y Campos.

sobre la Tierra una acción igual en magnitud y opuesta en dirección, por lo que la
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Figura 5.2. La Tierra y la manzana se atraen con fuerzas iguales y opuestas.

fuerza de gravedad ejercida por la manzana sobre la Tierra debe ser proporcional
a la masa de esta; ası́ pues:

F ′ ∝ mt .

Puesto queF = F ′, debe ser cierto que

F ∝ mtmm. (5.4)

De esta ecuación y (5.3), equivalente a la proporcionalidadF ∝ 1/r2, es posible
escribir la ley de fuerza que gobierna la acción gravitacional entre la manzana y la
Tierra:

F ∝
mtmm

r2 .

Asumiendo quetodoslos factores han sido tenidos en cuenta, esta expresión de
proporcionalidad puede ser transformada en una igualdad mediante la introduccíon
de unaconstante universal, conocida como constante de Cavendish. Entonces:

F =
Gmtmm

r2 . (5.5)

Esta ecuación ha sido propuesta pensando solo en la acción mutua entre la
Tierra y una manzana. En otro lugar se ha dicho que la acción de la Tierra se
extiende, al menos, hasta la Luna. No es difı́cil aceptar la idea de que la gravitación
debe ser extendida a los otros planetas en su relación con el Sol, a la interacción
de los planetas y sus lunas y, en general, a las acciones mutuas entre todas las
porciones de materia existentes. Este paso, dado por Newton, es el que da origen a
la teoŕıa de la gravitacíon universal.

En forma completamente general puede enunciarse ası́:
Cada pareja de partı́culas, de masas m1 y m2, separadas una distancia r, ejerce

entre śı una fuerza gravitacional atractiva, proporcional al producto de sus masas
e inversa al cuadrado de la distancia que los separa. Expĺıcitamente, la fuerza
atractiva quem1 ejerce sobrem2 es de la forma:

F1→2 = −

Gm1m2

r2 ûr . (5.6)

En esta ecuación, como se indica en la figura 5.3,ûr es un vector unitario
dirigido del cuerpo 1 al 2. El signo menos afirma que la fuerza gravitacional es
atractiva. Correspondientemente, la fuerza gravitacional quem2 ejerce sobrem1 es
opuesta a (5.6), esto es:F2→1 = −F1→2.
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Figura 5.3. Fuerzas gravitacionales entre una pareja de masas puntuales.

Ejemplo 5.2
La masa de J́upiter puede calcularse conociendo los parámetros de uno de sus
sat́elites. Por ejemplo, Io tiene un perı́odo de 1,77 d́ıas y unáorbita de radio 4,22×
105 km. ¿Cúal es la masa de Júpiter?

Solución:
Puesto que la fuerza gravitacional es centrı́peta, la ejercida por Júpiter, de masaM,
sobre uno de sus satélites, de masam, puede escribirse:

mv2

r
=

GMm
r2 ,

y comov = 2πr/T, se concluye que

M = 4π2r3/T2.

Al reemplazar los datos se obtieneM = 6,99×107 kg.

Ejemplo 5.3
Calcule la fuerza de gravitación que las dos masas iguales de la figura 5.4 ejercen
sobre la tercera masa.

Figura 5.4. Masas en el ejemplo 5.3.

Solución:
La teoŕıa de la gravitacíon admite que la fuerza que un conjunto de masas puntuales
ejerce sobre otra masam es igual a la suma vectorial de las fuerzas que cada una
ejerce sobrem. Aśı, las componentes netas de las fuerzas sobrem3 son:

∑Fx = −

Gm3m1

a2 cosα +
Gm3m2

a2 cosα =
Gm3

a2 (−m1c+m2c) ,

∑Fy = −

Gm3m1

a2 senα −

Gm3m2

a2 senα = −

Gm3

a2 (m1d+m2d) .
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Aśı pues:

F =
GM3

a3 [î(m2−m1)c+ ĵ(m2 +m1)d].

Cond = a
√

3/2 y c = a/2 :

F =
GM3

2a2 [î(m2−m1)+ ĵ(m2 +m1)
√

3].

Basta reemplazar los datos conocidos.

Henry Cavendish (1731-1810)

F́ısico y qúımico inglés, excéntrico y t́ımi-
do, descubridor del hidrógeno, al que hizo
arder en el interior de una vasija cerrada
para obtener agua. Demostró la presencia
de CO2 en la atmósfera y estudió el ácido
ńıtrico. Uno de sus trabajos más impor-
tantes lo realizó utilizando una balanza
de torsión, construida por él, para medir
la constante de gravitación, que ahora lle-
va su nombre, con una aproximación de
1%. Se anticipó a Coulomb en su ley de
inverso cuadrado y a la regla de Ohm que
relaciona voltaje y corriente. Fue miem-
bro de la Real Sociedad de Londres desde
1760.

5.3.1 La constante de Cavendish

El númeroG que aparece en (5.6) es una constante universal, asociada alnombre
de Henry Cavendish, quien la evaluó en 1798 utilizando medidas terrestres. Como
se veŕa en los ejercicios posteriores, esta constante puede evaluarse por ḿetodos
puramente astronómicos. La novedad del ḿetodo de Cavendish fue poner en inter-
accíon masas de tamaños relativamente pequeños. El valor de esta constante en el
sistema M.K.S. es de 6,673×10−11 Nm2/kg2.

Figura 5.5. La balanza de Cavendish permite medir la constanteG.

La balanza de Cavendish (figura 5.5) consta de dos esferas pequẽnas montadas
en los extremos de una varilla horizontal delgada, sostenida en su centro por una
fibra vertical de propiedades torsionales conocidas. Un pequẽno espejo fijo a la
fibra permite reflejar un haz de luz que da la medida de la rotación de las esferitas,
debida a la acción gravitacional de otro par de esferas mayores mantenidas fijas.

Una vez conocido el valor deG es posible realizar una amplia gama de cálcu-
los, como: fuerza gravitacional entre cualquier pareja de cuerpos;órbitas plane-
tarias, de cometas y satélites; masas de cuerpos gravitantes; campos de diversas
distribuciones de masa. A continuación se estudian algunos ejemplos sencillos.

5.3.2 Fuerzas centrales y ley de las áreas

Seǵun la teoŕıa de Newton, la fuerza de gravedad ejercida por el Sol va en direccíon
−ûr . Esto significa que se trata de unafuerza central, dependiente en su ḿodulo
de la distanciar al planeta, por lo cual puede escribirse comoF = f (r)ûr . En
consecuencia el torque que un planeta experimenta debido a la gravitacíon del Sol
es

τ = r ×F = (rûr)× ( f (r)ûr) = r f (r)ûr × ûr = 0,
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y puesto que el torque y el momento angular están conectados por la expresión
τ = dL/dt, se infiere queel momento angular del planeta es constante en el tiem-
po: L = r ×p = mr × v = cte. Aśı pues, comoL es constante y perpendicular al
plano formado porr y v, se concluye que este plano permanece invariable en su
orientacíon a medida que el planeta se mueve alrededor del Sol.

La conservacíon del momento angular en el movimiento de un planeta tiene
otra consecuencia importante, conocida como ley de lasáreas. De acuerdo a la
figura 5.6, el radio vector que va del Sol al planeta barre unárea diferencialdA
en un tiempodt. La geometŕıa anaĺıtica asegura que estaárea tiene una magnitud
|r ×dr |/2, y comodr = vdt, se tiene quedA/dt = |r ×v|/2. Puesto queL = mr ×v
se concluye que:

dA
dt

=
|L |
2m

.

Como |L | = L es una constante del movimiento también lo seŕa dA/dt. De
aća se sigue que el radio vector que conecta el planeta y el Sol barre áreas iguales
en tiempos iguales, afirmación conocida como la segunda ley de Kepler. Es válida
para fuerzas centrales independientemente de la forma de lafunción f (r).

Esta conclusíon contrasta con la primera ley de Kepler, sobre lasórbitas eĺıpti-
cas, que es v́alida solo para fuerzas centrales de la forma 1/r2. En losPrincipia,
Newton demostŕo que las fuerzas centrales de la forma 1/r2 dan lugar áorbitas
circulares, eĺıpticas, parab́olicas o hiperb́olicas, dependiendo de las condiciones
iniciales del movimiento. Estas curvas se conocen comocónicas.

Figura 5.6. Geometŕıa para la demostración de la ley de laśareas.

Ejemplo 5.4
El afelio y el perihelio (ra y rp) son, respectivamente, la máxima y la ḿınima
distancia del Sol a la Tierra. Conocida la velocidad de la Tierra en el perihelio
(vp), calcule su velocidad en el afelio (va).

Solución:
Teniendo en cuenta que la velocidad y el radio vector son perpendiculares en el
afelio y el perihelio, como se concluye de la gráfica 5.1, la conservación del mo-
mento angular se escriberava = rpvp, por lo cualva = rpvp/ra.

5.3.3 La constante de Kepler

La ecuacíon (5.3) se refiere a la fuerza de gravitación ejercida por el Sol sobre
un planeta de masam; de la ley de gravitación universal (5.6), podemos evaluar
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tambíen la fuerza gravitacional entre el Sol (m1 = ms) y el planeta (m2 = m). Puesto
que las dos expresiones deben ser coincidentes, puede escribirse:

F =

(

4π2m
K

)

1
r2 =

Gmsm
r2 .

Se obtiene, para la constanteK, de Kepler:

K =
4π2

Gms
. (5.7)

Esta expresión muestra que en efecto, como lo propuso Kepler, la constante K
es la misma para todos los planetas. Basta observar que depende solo de la masa
del Sol, que es el centro de los movimientos planetarios.

Es simple constatar que la constanteK toma otro valor si se considera el
movimiento de los satélites deun mismoplaneta. Por ejemplo, la constante de
Kepler para el movimiento de los satélites de J́upiter, cuya masa esmJ, tiene la
forma

K′ =
4π2

GmJ
.

5.3.4 La masa del Sol

Reemplazando (5.7) en la tercera ley de Kepler (5.1) se obtiene la siguiente expre-
sión para la masa del Sol:

ms =
4π2R3

GT2 ,

dondeT es el peŕıodo de revolucíon de cualquier planeta del sistema solar, supues-
ta unaórbita circular de radioR. Sea, en particular, la Tierra (T = 1 ãno= 3,15×
107 s,R= 150×106 km). Con estos datos se obtiene:ms = 2×1030 kg.

¿Ćomo rehacer este cálculo para obtener la masa de la Tierra?

Si se conoce la distancia de un satélite a su planeta y su perı́odo de revolucíon,
puede calcularse la masa del planeta.

5.3.5 La masa de la Tierra

En la seccíon 5.3, un argumento en la construcción de la ley de gravitación es la
identidad, propuesta por Newton, entre la fuerza de gravitación que la Tierra ejerce
sobre un objeto y el peso de este. De la ley surgida de estas consideraciones surge
una consecuencia importante concerniente a la caı́da libre.

Consid́erese una vez ḿas la manzana de Newton (mm). La atraccíon que la
Tierra (mt) ejerce sobre ella está dada por (5.5):

F =
Gmtmm

r2 .

El pesode un cuerpo es proporcional a la masa, como ha sido visto en elcurso
anterior deFı́sica I, de modo queW = mmg, dondeg representa la aceleración de
gravedad terrestre. Por tanto:

F =
Gmtmm

r2 = W = mmg.
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En consecuencia, la aceleración de gravedad terrestre tiene el valor

g =
Gmt

r2 . (5.8)

A partir de esta ecuación pueden hacerse al menos dos consideraciones impor-
tantes, a saber:

1. La aceleracíon de gravedad terrestre está determinada por la masa de la
Tierra y la distanciar (consideraciones posteriores han de demostrar que la
gravedad en el interior de la Tierra aumenta conr). En cercańıas de la super-
ficie terrestre (r ≃ R= 6370 km) el valor deg es cercano a 9.8 m/s2, lo que
permite calcular la masa de la Tierra, obteniéndose un valor de 5,96×1024

kg.

2. La ecuacíon (5.8) permite concluir que el valor de la aceleración de gravedad
disminuye con la altura (desde la superficie). El cociente entre la aceleración
de la gravedad a la distancia de la Luna y la gravedad en la superficie da el
valor correcto para el cuadrado de la relación entre el radio terrestre y la
distancia Tierra-Luna, como se vio en la sección 5.3.
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Módulo 6
El campo gravitaciónal

Contenido del módulo

6.1 La nocíon de campo gravitacional
6.1.1 Tres teoremas importantes

Objetivos del módulo

1. Introducir las ĺıneas de campo gravitacional.

El telescopio espacial, en órbita alrededor
de la Tierra, permite observar el universo
con gran detalle.

2. Definir el campo de gravitación.
3. Aplicar a la gravitacíon el principio de superposición vectorial.
4. Proponer las ecuaciones que describen el campo de un sistema de part́ıculas

y de una distribucíon continua.
5. Estudiar la unidades del campo de gravitación.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe es una lı́nea de campo?
2. ¿Ćomo se define el campo de gravedad de una masa?
3. ¿Qúe propone el principio de superposición para fuerzas?
4. ¿Ćomo es el campo de un sistema de masas y de una distribución continua?
5. ¿Hay diferencia alguna entre aceleración de gravedad y campo de gravedad?
6. ¿Cúales son las unidades del campo de gravedad?

Introducción

Newton propuso su teorı́a de gravitacíon como una teorı́a deacción a distan-
cia; esto quiere decir que una masa como el Sol es capaz de ejerceracciones en
puntos lejanos del espacio. Aunque esta idea fue rechazada por los seguidores de
Descartes que exigı́an la presencia de unaacción por contacto, de un modo paulati-
no gańo aceptacíon hasta que en el siglo XIX fue aceptada con cierta naturalidad.

En este ḿodulo se propone la noción decampo gravitacionaly se demuestran
tres teoremas importantes concernientes al campo en el exterior y el interior de un
cascaŕon esf́erico, y al campo en el exterior de una distribución esf́erica de masa.
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6.1 La noción de campo gravitacional

De acuerdo con Newton, un cuerpo esférico de masaM, como la Tierra, ha de
atraer gravitacionalmente a un “cuerpo de prueba”m, como la manzana de Newton,
colocada en sus alrededores. La fuerza es radial y depende dela masa de ambos
cuerpos y la distancia entre sus centros. Puesto queM es un cuerpo de gran masa
en comparación conm, permanecerá pŕacticamente en reposo bajo la acción de
m. Podemos, ası́, localizarm en cada punto del espacio (figura 6.1) y trazar el
correspondiente vector de fuerza que indica su atracción porM, a la que sin ṕerdida
de generalidad consideramos puntual. El espacio entero puede llenarse con estos
vectores. Con el fin de presentar la situación de un modo f́acilmente visible puede
trazarse un conjunto de lı́neas igualmente espaciadas angularmente (figura 6.2)
que da informacíon en cada punto sobre la dirección de la fuerza gravitacional;
donde las ĺıneas est́en ḿas juntas, mayor será la magnitud de la fuerza. Puesto que
las ĺıneas est́an ḿas separadas cuanto mayor es la distancia al centro, la fuerza
decrece con la distancia.

Figura 6.1. Lı́neas de fuerza gravitacional.

Figura 6.2. Representación de las ĺıneas de fuerza gravitacional que muestra la simetrı́a
esf́erica.

Puede asumirse que las lı́neas representan, más que aF , al cocienteF/m que
no depende de la magnitud de la masa de prueba. A este cociente, cuya magnitud
esF/m= g = GM/r2, se le conoce como elcampo gravitacionalde la masaM.
Es una cantidad que depende solo de la masa que genera el campoy de la distancia
r desdeM al punto del espacio donde se mideg.

Desde el punto de vista matemático el campo gravitacional de una masapun-
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tual M est́a enteramente especificado por la magnitud y dirección del vector

g =
F
m

= −

GM
r2 ûr . (6.1)

Ahora bien, la teorı́a de Newton considera que la fuerza de gravitación puede
ser sumada vectorialmente, es decir, satisface el principio de superposición vecto-
rial. Esto significa que la fuerza de gravitación debida a una colección de pequẽnos
cuerposm1,m2,m3 · · · , sobre alǵun otro corṕusculo de prueba de masam (figura
6.3), puede escribirse en la forma:

F =
n

∑
i=1

Fi→m = −

n

∑
i=1

GMim

r2
i

ûr i . (6.2)

Figura 6.3. Fuerza gravitacional de un conjunto de masas sobre la masam.

La expresíonFi→m describe la fuerza gravitacional que la partı́cula de masami

ejerce sobre aquella de masam. El vector unitarioûr i va demi am.
Si la anterior ecuación se divide porm se obtiene el campo gravitacional en el

puntoP, asociado al sistema den part́ıculas. Es importante notar que en el cálculo
del campo de gravitación en un puntoP solo importan las fuerzas ejercidas por las
n part́ıculas sobre una masa de pruebam colocada enP sin importar las acciones
mutuas entre lasn part́ıculas.

Para el caso simple de dos partı́culas de igual masa sus lı́neas de campo se
muestran en la figura 6.4.

Figura 6.4. Campo gravitacional de dos masas iguales.

En śıntesis, el campo de una partı́cula puntual se describe con (6.1), y el de un
sistema de partı́culas con (6.2). Un caso de suma importancia es el de un cuerpo
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extenso, como una esfera, un cilindro, una placa o una lı́nea de masa. Estos cuer-
pos, desde el punto de vista del cálculo diferencial, pueden considerarse formados
por elementos diferenciales cuya suma sigue una regla del tipo (6.2), solo que en
vez de una suma se tiene una integral. Ası́, el campo de gravitación de un cuerpo
que ha sido descompuesto en diferenciales de masa de magnitud dM (figura 6.5)
est́a dado por:

g =
∫

M

dFdM→m

m
= −

∫

M

GdM
r2 ûr , (6.3)

donde ahora, de acuerdo con la figura 6.5,ûr sẽnala en la dirección que va dedM
al punto del espacio donde se evalúag.

Figura 6.5. Geometŕıa para el ćalculo del campo de gravitación debido a un elemento
diferencial de masa.

El diferencialdM depende en general de la posición, pues existen distribu-
ciones inhomoǵeneas de masa, lineal, superficial o volumétrica. En los casos ho-
moǵeneos, la densidad es constante.

De acuerdo a la definición (6.1) del campog, es posible expresar la fuerza de
gravedad que un cuerpo de masam experimenta en un campo gravitacional en la
forma:

F = mg. (6.4)

Esta es la generalización de la ecuación que describe el peso de un cuerpo en
cercańıas de la superficie terrestre, como se vio en el curso anterior de Fı́sica I,
solo que ahora implica un campo de gravedad no necesariamente constante e igual
a 9,8 m/s2. Ha de observarse entonces que el peso de un cuerpo disminuyecon la
altura y que, de (6.4), las unidades del campo de gravedad en el sistema M.K.S. son
N/kg, es decir, m/s2; aśı pues, el campo de gravedad tiene unidades de aceleración.

Ejemplo 6.1
Campo de gravitacíon de una varilla homoǵenea de longitudL y masaM (figu-
ra 6.6).

Solución:
Como la varilla es homoǵenea es cierto que su densidad lineal de masaλ es cons-
tante:λ = M/L = dM/dx, por lo quedM = Mdx/L. La componentex del campo
de gravitacíon generado por la masa diferencialdM es:

dgx = −

gdM
(h−x)2 = −

GM
L

dx
(h−x)2 ,
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Figura 6.6. Geometŕıa para el ćalculo del campo gravitacional de una varilla uniforme.

y en consecuencia:

gx = −

GM
L

∫ b

a

dx
(h−x)2 = −

GM
L

1
h−x

∣

∣

∣

b

a

=
GM

(h−a)(h−b)
.

Se ha tenido en cuenta queL = b−a. Pruebe que la componentegy es nula.
Obśervese que en el lı́miteh≫ a y h≫ b :

gx =
GM

h2(1−a/h)(1−b/h)
→

GM
h2 ,

lo que indica que, vista a gran distancia, la varilla se verá como un punto.

6.1.1 Tres teoremas importantes

Teorema 1:
El campo gravitacional en el exterior de un cascarón esf́erico homoǵeneo es el
mismo que si su masa estuviese concentrada en su centro(figura 6.7a).

Figura 6.7. Geometŕıa para el ćalculo del campo gravitacional en el exterior de un cascarón
esf́erico.

Demostracíon:
Puesto que la densidad superficial de masaσ es constante, es cierto queσ =
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M/A = dM/dA, dondeA y dA son elárea total y eĺarea diferencial (figura 2.13);
comoA = 4πr2 y dA= r2senθ dθ dϕ, el diferencial de masa se expresa como:

dM = M senθ dθ dϕ/4π . (6.5)

De otro lado, el teorema del coseno (figura 6.7b) puede expresarse en las dos
formas siguientes:

R2 = z2 + r2
−2zrcosα , (6.6)

r2 = z2 +R2
−2zRcosθ . (6.7)

De (6.6) se sigue, tomando diferenciales (nótese quezes constante):

r dr = zRsenθ dθ . (6.8)

Si se elimina senθ dθ entre (6.8) y (6.5) se obtiene:

dM =
r drdϕ

zR
. (6.9)

Ahora bien, el campo de gravedad en dirección zy en el puntoP en el exterior
del cascaŕon, debido a un elemento diferencial de masadM, es:

dgz = −

GdM
r2 cosα = −

GM
8πz

rdrdϕ
zRr3

(z2
−R2 + r2) , (6.10)

de modo que el campo neto enzest́a dado por la integral:

gz = −

GM
4z2R

∫ z+R

z−R

[

(z2
−R2)

r2 +1

]

dr,

cuyo resultado,

gz = −

GM
z2 ,

es id́entico al campo enz de una masapuntual M. Solo hay campo radial, y de-
bido a la simetŕıa y a la uniformidad de la distribución de masa, cada componente
tangencial del campo es compensada exactamente por otra en dirección opuesta,
lo que cancela el campo tangencial neto.

Teorema 2:
El campo gravitacional en el interior de un cascarón esf́erico homoǵeneo es nulo.

Demostracíon:
De la figura 6.8 es fácil ver que en este caso el campo enzest́a dado por:

dgz = −

GdM
r2 cos(180−α),

de donde se tiene que el campo neto es:

gz = −

GM
4z2R

∫ R+z

R−z

[

(z2
−R2)

r2 +1

]

dr.

Obśervese que, respecto al cálculo del teorema 1, solo ha cambiado el lı́mite
inferior de la integral. El resultado de la integral es cero.
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Figura 6.8. Geometŕıa para el ćalculo del campo gravitacional en el interior de un cascarón
esf́erico.

Teorema 3:
El campo gravitacional en el exterior de una distribución esf́erica de masa de
densidad constante es el mismo que si su masa estuviese concentrada en su centro.

Demostracíon:
Del teorema 1 se concluye que en el exterior de un cascarón esf́erico homoǵeneo de
radioz y masaM el campo gravitacional esdg= GdM/r2. De acuerdo a la figura
6.9 el campo enz debido a la masaM est́a dado porg = (G/Z2)

∫

dM = GM/z2.
Se propone como problema demostrar que el campo gravitacional en un punto

r, en el interior de una masa esférica homoǵenea de radioR, esg = GMr/R.

Figura 6.9. Geometŕıa para el ćalculo del campo gravitacional en el exterior de una dis-
tribución esf́erica.
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Módulo 7
Enerǵıa potencial y potencial gravitacional

Contenidos del módulo

7.1 Enerǵıa potencial gravitacional

En este grabado antiguo el hombre se
asoma al borde del universo para ver su
maquinaria.

7.2 Potencial gravitacional
7.2.1 Distribuciones de masa

Objetivos del módulo

1. Estudiar, para el caso gravitacional, los teoremas de trabajo y enerǵıa poten-
cial y cinética.

2. Definir la enerǵıa potencial gravitacional.
3. Estudiar la conservación de enerǵıa cuando hay gravitación.
4. Demostrar que la fuerza de gravitación es conservativa.
5. Definir el potencial gravitacional.
6. Establecer la conexión entre campo y potencial.
7. Escribir la forma del potencial para un sistema de partı́culas y una distribu-

ción.

Preguntas básicas

1. ¿Ćomo se define la energı́a potencial gravitacional?
2. ¿Es conservativa la fuerza de gravitación?
3. ¿D́onde puede escogerse cero la energı́a potencial gravitacional?
4. ¿Qúe significa velocidad de escape?
4. ¿Ćomo se define el potencial gravitacional de una partı́cula, un sistema y

una distribucíon?

Introducción

En esta sección se generaliza la noción de enerǵıa potencial gravitacional que
en el curso anterior deFı́sica I fue introducida para el caso de aceleración de
gravedad constante. Este desarrollo permite reconstruir la expresíon para conser-
vación de enerǵıa mećanica, que a su vez conduce a la conclusión de que la fuerza
de gravedad es conservativa. Se introduce adicionalmente la nocíon de potencial
gravitacional.

Estos conceptos se aplican a distribuciones discretas y continuas de masa.
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7.1 Enerǵıa potencial gravitacional

Con el proṕosito de extender la noción de enerǵıa potencial gravitacional al caso
general contemplado en la teorı́a de Newton de gravitación es necesario evaluar el
trabajo realizado por una fuerza de la forma (5.6), debida a una masa puntualM
que act́ua sobre una partı́cula de pruebam. Para que el campo gravitacional deM
muevamentre los puntosa y b es necesario que realice un trabajo

W =
∫ b

a
F ·dr = −

∫ b

a

GMm
r2 ûr ·dr = −GMm

∫ b

a

dr
r2

=
GMm

r

∣

∣

∣

b

a
= −

(

GMm
rb

−

GMm
ra

)

= −(Ep(b)−Ep(a)) . (7.1)

Se ha tenido en cuenta queûr ·dr = dr y se ha definido la energı́a potencial
gravitacional de la partı́culam ubicada en el puntor del campo deM, en la forma

Ep(r) = −

GMm
r

. (7.2)

La ecuacíon (7.1) es la nueva versión gravitacional delteorema del trabajo y
la enerǵıa potencial gravitacional. Conviene observar que la definición (7.2) ha
sido propuesta en forma tal que la energı́a potencial gravitacional es nula en el
infinito: Ep(∞) = 0. Esta calibracíon de la enerǵıa potencial solo puede hacerse
para distribuciones de masa de extensión finita.

De (7.1) se puede concluir que el trabajo realizado a lo largode una trayecto-
ria cerrada es nulo, por lo cual la fuerza gravitacional es conservativa. De modo
equivalente, el trabajo realizado para mover un cuerpom entre los puntosa y b
depende solo de las coordenadas de estos puntos y no de la trayectoria espećıfica
entre ellos.

El anterior teorema puede complementarse con el correspondienteteorema del
trabajo y la enerǵıa cinética, si se evaĺua el trabajo de acuerdo a la segunda ley de
Newton:

W =
∫ b

a
F ·dr =

∫ b

a
m

dv
dt

·dr = m
∫ b

a
dv ·v

=
1
2

mv2
∣

∣

∣

b

a
=

(

1
2

mv2
b−

1
2

mv2
a

)

= (Ec(b)−Ec(a)) . (7.3)

De (7.1) y (7.3) es posible concluir que

1
2

mv2
a−

GMm
ra

=
1
2

mv2
b−

GMm
rb

, (7.4)

expresíon correspondiente a laconservacíon de la enerǵıa mećanica (cinética y
potencial gravitacional), de una masa puntual en el campo deotra masa puntual o
en el exterior de una masa esférica homoǵenea.

En forma general, la conservación de la enerǵıa puede plantearse en la forma:

[Ec +Ep]a = [Ec +Ep]b,

dondeEp es la enerǵıa potencial gravitacional de una partı́cula m ubicada en el
campo gravitacional de cualquier otra partı́cula o distribucíon.

Ejemplo 7.1
Velocidad de escape: Calcule el valor ḿınimo de la velocidad con que un cuerpo
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debe ser lanzado desde la superficie terrestre para que escape de su campo gravita-
cional.

Solución:
Las condiciones iniciales de posición y velocidad sonv0 y R. Escapar del campo
de gravedad terrestre significa alcanzar una distanciar → ∞ con una velocidad
mı́nima, es decir, cero. Ası́ pues, reemplazando en (7.4):

1
2

mv2
0−

GMm
R2 = 0,

de donde se concluye quev0 =
√

2GM/R. Obśervese que la velocidad de escape
es independiente dem. Reemplazando los valores deM y R dados en la tabla al
final del ḿodulo, se tiene quev0 = 1,12×104 m/s, es decir: un objetocualquiera
lanzado desde la superficie terrestre con una velocidad de 11,2 km/s escapará de
la gravedad terrestre.

7.2 Potencial gravitacional

En el caso de masas puntuales, la fuerza de gravitación (5.6) queM ejerce sobrem
puede escribirse

FM→m = −

GMm
r2 ûr =

∂
∂ r

(

GMm
r

)

ûr .

De acuerdo con (7.2) se obtiene

FM→m = −ûr
∂Ep(r)

∂ r
.

En el caso particular de una masa puntual la fuerza gravitacional solo tiene
componente radial. Un análisis detallado muestra que para sistemas de partı́culas
o śolidos la fuerza gravitacional tiene en general componentes tangenciales además
de la radial. Si se tiene en cuenta que el término

ûr
∂Ep(r)

∂ r

es la componente radial del operador gradiente, representado como∇, la fuerza de
gravedad que un sistema de partı́culas o un cuerpo extenso ejerce sobre una masa
de pruebam puede expresarse en la forma:

FM→m = −∇Ep(r) . (7.5)

En forma general, la conexión (7.5) entre fuerza y energı́a potencial puede ser
obtenida partiendo de la definición de trabajo y teniendo en cuenta (7.1):

W =
∫ b

a
F ·dr = −(Ep(b)−Ep(a)) ,

que equivale, en forma diferencial, a

Vea el documento “Gradiente” en su

multimedia de Oscilaciones y Campos

dEp = −F ·dr .

Puesto que, de acuerdo con la regla de la cadena para funciones de varias varia-
bles es cierto que:

dEp =
∂Ep

∂x
dx+

∂Ep

∂y
dy+

∂Ep

∂y
dz,
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expresíon equivalente al producto escalar

dEp =

(

î
∂
∂x

+ ĵ
∂
∂y

+ k̂
∂
∂z

)

·dr ,

es posible escribir

dEp =

(

î
∂Ep

∂x
+ ĵ

∂Ep

∂y
+ k̂

∂Ep

∂z

)

·dr = −F ·dr ,

de donde se concluye que:

F = −

(

î
∂Ep

∂x
+ ĵ

∂Ep

∂y
+ k̂

∂Ep

∂z

)

.

El paŕentesis es, precisamente, la definición del gradiente deEp en coordenadas
cartesianas. Ası́: F = −∇Ep.

Ahora bien, puesto que el potencial gravitacional es siempre proporcional a la
masamde prueba, es siempre posible escribir

Ep(r) = mG (r) ,

donde se ha introducido elpotencial gravitacionalG . En consecuencia la fuerza
de gravitacíon generada porM toma la forma

FM→m = mg = −m∇G .

De esta ecuación se deduce la conexión entre el campo gravitacional y su po-
tencial:

g = −∇G .

El conjunto de puntos que tiene el mismo valor del potencial gravitacional for-
ma lo que se conoce comosuperficie equipotencial. De acuerdo a la definición del
gradiente, el campo de gravitación es perpendicular a la superficie equipotencial.
En particular, las lı́neas de campo de una masa esférica homoǵenea son radiales y
las superficies equipotenciales son esferas concéntricas (figura 7.1).

Figura 7.1. Lı́neas de campo gravitacional y equipotenciales de una masa puntual o esféri-
ca de densidad constante.
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7.2.1 Distribuciones de masa

Los ćalculos realizados en la sección anterior permiten generalizar la energı́a y el
potencial gravitacionales de una partı́cula de masamen presencia de distribuciones
de masa discretas (colecciones de partı́culas) o continuas (distribuciones lineales,
superficiales o voluḿetricas). La enerǵıa potencial de una partı́culamen presencia
de una colección de masasmi es la suma de las energı́as potenciales de cada pareja
(m,mi); esto es consecuencia de que la fuerza neta sobrem es la suma de las
fuerzas que cada partı́cula mi ejerce sobre ella. De un modo análogo, la enerǵıa
potencial de una partı́cula de masam en presencia de una distribución continua
puede evaluarse calculando la contribución sobrem de cada elemento diferencial
de masadM. Mientras que en el caso discreto es una suma, en el continuo seŕa una
integral. Las expresiones correspondientes son

Ep = m
n

∑
i=1

GMi

r i
, G =

n

∑
i=1

GMi

r i

Ep = m
∫

M

GdM
r

, G =
∫

M

GdM
r

.

La enerǵıa potencial de una colección den masasmi es igual a la suma de las
enerǵıas potenciales de cada pareja:

Ep = G∑
i, j

mimj

r i j
,

donder i j es la distribucíon entre las masasmi y mj . La suma se realiza sobrei, j
de 1 an con i > j.

Ejemplo 7.2
¿Qúe expresíon describe la energı́a total del sistema Sol-Tierra-Luna?

Solución:
Si las masas del Sol, la Tierra y la Luna son, respectivamente, ms,mt ,ml , puede
escribirse, desde el sistema inercial correspondiente al centro de masa:

E = −

Gmsmt

rst
−

Gmsml

rsl
−

Gmtml

rtl
+

1
2

msv
2
s +

1
2

mtv
2
t +

1
2

ml v
2
l .

Ejemplo 7.3
Calcule el potencial gravitacional sobre el eje de un anillouniforme de radioa y
masaM, y a una distanciaz de su centro (figura 7.2).

Solución:
Para un anillo homoǵeneo es cierto que

dM
M

=
arco diferencial
circunferencia

=
adϕ
2πr

,

por lo cualdM = Mdϕ/2π. El potencial diferencial, en un puntoz, debido a la
masadM, es:

dG = dgcosα =
GdM

r
=

G
r

M dϕ
2π

,
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Figura 7.2. Geometŕıa para el ćalculo del potencial en el eje de un anillo.

y se deduce que:

G = −

GM
2πr

∫ 2π

0
dϕ = −

GM
r

= −

GMz

(a2 +z2)1/2
,

que tambíen puede escribirse:

G = −

GM

z2 (1+a2/z2)1/2
.

La última forma permite encontrar el lı́mite cuandoz≫ a, lo que da lugar a
G = −GM/z. Visto desde lejos el anillo es un punto.

Datos planetarios

La siguiente tabla muestra algunos de los más importantes valores de los pará-
metros planetarios. Son de utilidad en la solución de los problemas planteados al
final del caṕıtulo.

Cuerpo Masa(kg) Radio(km) Semieje mayor(km) Peŕıodo(s)

Sol 1,99×1030 6,96×108 — —
Mercurio 3,18×1023 2,43×106 5,79×1010 7,60×106

Venus 4,88×1024 6,06×106 1,08×1011 1,94×107

Tierra 5,98×1024 6,37×106 1,49×1011 3,16×107

Marte 6,42×1023 3,37×106 2,28×1011 5,94×107

Júpiter 1,90×1027 6,99×107 7,78×1011 3,74×108

Saturno 5,68×1026 5,85×107 1,43×1012 9,35×108

Urano 8,68×1025 2,33×107 2,87×1012 2,64×109

Neptuno 1,03×1026 2,21×107 4,50×1012 5,22×109

Plutón 1,40×1022 1,50×106 5,91×1012 7,82×109

Luna 7,36×1022 1,74×106 — —
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Capı́tulo 3
Electricidad

Contenido breve

Módulo 8

Carga eĺectrica y ley de Coulomb

Módulo 9

El campo electrostático

Módulo 10

El movimiento de cargas en campos
eléctricos

Módulo 11

Enerǵıa potencial y potencial electros-
tático

Charles Augustin Coulomb, iniciador de la electrostática.

Presentación

Los feńomenos electrostáticos ḿas simples, como los asociados a la atracción que
sobre plumas o trozos de paja es capaz de ejercer un trozo frotado déambar, fueron
conocidos por los griegos alrededor del siglo VII a.C.
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Si en un d́ıa seco, después de usar un peine se le acerca a pequeños trozos
de papel, estos serán atráıdos. Feńomenos similares ocurren si se frota una varilla
de vidrio o deámbar con un trapo o con una piel. Como resultado estos cuerpos
quedanelectrificados. Al realizar experimentos con ellos puede comprobarse que
ámbar yámbar se repelen, vidrio y vidrio se repelen, peroámbar y vidrio se atraen.
Esto conduce a aceptar la existencia de dos clases de electricidad, que Benjaḿın
Franklin llaḿo positiva (para el vidrio) y negativa (para elámbar).

En el ãno 1600, el ingĺes William Gilbert descubrió que la electrificación que
experimentaba eĺambar era un feńomeno bastante general, y realizó una primera
clasificacíon de los materiales según sus caracterı́sticas eĺectricas. Las sustancias,
seǵun Gilbert, pueden dividirse en dos grupos:

1) Vidrio, cristal, piedras preciosas, entre otros.Ámbar, resinas, azufre. Estos
dos subgrupos tienen lo que luego se llamará electricidad positiva y negativa, en
su orden.

2) Perlas, coral, madera, metales, cuerpos que no adquierenpor frotamiento
ninguna propiedad de atracción sobre otros. Forman un grupo que incluye a los
conductores. Si no es observable la electrificación de estos cuerpos se debe solo a
que transfieren con facilidad su carga eléctrica.

Esta clasificacíon fue el origen de la posterior división de los materiales en
conductores y dieléctricos.

En 1785 Charles Augustin Coulomb estableció experimentalmente que la inter-
accíon entre cuerpos pequeños y electrificados, por frotamiento por ejemplo, sigue
una ley de inverso cuadrado, análoga a la acción gravitacional. La noción impor-
tante que surge a través de estos experimentos es la decarga eĺectrica, nocíon que
desempẽna en la electricidad un papel análogo al de la masa en la gravitación.

Los experimentos posteriores de Ampére sobre corrientes eléctricas estable-
cieron una primera conexión entre los feńomenos eĺectricos y los magńeticos,
conexíon que fue profundizada en los experimentos de Faraday que probaron la
existencia de campos eléctricos generados por campos magnéticos variables. Co-
mo se veŕa en su momento, las teorı́as sobre los feńomenos eĺectricos y magńeticos
encontraron su sı́ntesis en los trabajos de Maxwell.

De estos trabajos experimentales y de las teorı́as que los describen surgió la
mayor parte de la tecnologı́a eĺectrica y de telecomunicaciones que caracteriza
nuestráepoca.
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Módulo 8
Carga eléctrica y ley de Coulomb

Contenido del módulo

8.1 La ley de Coulomb

Con la balanza de Coulomb es posible
medir la fuerza entre cargas eléctricas.

Objetivos del módulo

1. Presentar la balanza de torsión.
2. Presentar el concepto de carga eléctrica.
3. Mostrar que hay dos tipos de carga.
4. Presentar la forma general de la ley de Coulomb.
5. Introducir el coulomb como unidad de carga.
6. Introducir la permitividad del vacı́o.
7. Presentar la cuantización de la carga.
8. Presentar la conservación de la carga.
9. Mostrar que la fuerza eléctrica satisface el principio de superposición y es

central.
10. Estudiar el campo electrostático debido a distribuciones de carga.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe se entiende por electrificación?
2. ¿Cúantas clases de carga eléctrica existen?
3. ¿Ćomo se utiliza en electrostática la balanza de torsión?
4. ¿Qúe part́ıculas tienen cargas positiva y negativa?
5. ¿Cúal es la forma general de la ley de Coulomb?
6. ¿De qúe cantidades depende la fuerza eléctrica?
7. ¿Ćomo se evaĺua la constante en la ley de Coulomb?
8. ¿Ćomo se define el coulomb?
9. ¿Ćomo se define la permitividad del vacı́o?
10. ¿Ćomo se expresa el campo de una distribución de cargas?
11. ¿Qúe diferencia hay entre “campo eléctrico” y “campo electrostático”?

Introducción

Los experimentos revelan que en la interacción de cuerpos cargados eléctrica-
mente participan dos tipos de electricidad, conocidos ahora como positiva y nega-
tiva. Los experimentos llevados a cabo en el siglo XX han mostrado que la materia
est́a hecha de pequeñas part́ıculas, lośatomos, y estos, a su vez, están conformados
por protones, cuya carga es positiva, y electrones, cuya carga es nuḿericamente
igual pero negativa. Actualmente se cree que los bloques fundamentales de la ma-
teria ordinaria son losquarks, part́ıculas que portan cargas que son o 1/3 o 2/3 de
la carga del electrón. Se sospecha que esta es la mı́nima cantidad posible de elec-
tricidad; es decir, la carga eléctrica est́a cuantizada, vale decir, viene siempre en
múltiplos enteros de la carga elemental.
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8.1 La ley de Coulomb

La ley que describe la interacción entre cuerpos electrificados fue descubierta por

Charles Augustin de Coulomb (1736-
1806)

F́ısico e ingeniero militar francés, miem-
bro, durante la Revolución, del comité de
pesas y medidas que adoptó el sistema
métrico decimal. Realizó estudios en elec-
trostática, fricción, elasticidad y torsión
de los materiales, conocimientos que uti-
lizó para construir la balanza que lleva su
nombre. Descubrió las leyes de interac-
ción entre cargas y la de interacción entre
polos magnéticos. En su honor la unidad
de carga eléctrica lleva su nombre.

Charles de Coulomb en 1785 haciendo uso de una balaza de torsión, que hab́ıa sido
disẽnada originalmente para medir las propiedades de torsión de fibras delgadas.
La adaptacíon de Coulomb (figura 8.1) dio lugar a un aparato análogo al utilizado
por Cavendish para la medida de la constanteG de gravitacíon. El dispositivo
de Coulomb consta de una varilla delgada horizontal suspendida de una fibra de
propiedades torsionales conocidas. En ambos extremos de lavarilla se colocan
pequẽnas esferas conductoras A y B. Una tercera esfera conductoraC se coloca en
una posicíon fija y cercana a B. Al cargar B y C eléctricamente la repulsión hace
girar la varilla hasta que el torque ejercido es equilibradopor el torque opuesto de
la fibra. De la medida delángulo de rotación de la varilla puede evaluarse la fuerza
eléctrica.

Figura 8.1. La balanza de Coulomb.

El experimento, realizado con diferentes cantidades de carga, permite evaluar
la relacíon entre “cantidad de electricidad”, es decir,carga eĺectrica, y la fuerza de
interaccíon. El experimento se repite para cargas de distinto signo enlas esferas
B y C que previamente han sido alejadas. El resultado que describe la fuerza que
la cargaq1 ejerce sobre la cargaq2 separadas una distanciar (figura 8.2) puede
sintetizarse en la siguiente ecuación vectorial:

F1→2 = k
q1q2

r2 ûr12 . (8.1)

La carga eĺectrica es un concepto nuevo, de hecho el más importante de la teorı́a

Vea la demostración Feńomenos electros-
táticos en su multimedia de Oscilaciones
y Campos

de la electricidad. No es reducible a ninguno de los conceptos de la mećanica,
y puede definirse de manera operacional precisa, es decir, tiene sentido fı́sico la
definición decantidad de electricidad. Es obvia la analoǵıa con la ley de gravi-
tación, excepto que la “carga gravitacional” es la masa. En el caso eĺectrico hay
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Figura 8.2. La fuerza eĺectrica entre dos cargas puntuales satisface la tercera ley de New-
ton.

dos cantidades nuevas: la carga y la constantek. Por esta raźon puede fijarse arbi-
trariamente la constante y determinarse experimentalmente la unidad de carga, o
fijarse la unidad de carga y determinarse la constante. En el sistema internacional
de unidades se ha optado por definir la unidad de carga, a la quese conoce como el
coulomb(C). Como se veŕa despúes, en el caṕıtulo sobre magnetismo el coulomb
se define en términos del amperio: cuando una corriente eléctrica fluye por un
alambre, la cantidad de carga eléctrica que atraviesa en un segundo su sección
transversal es un coulomb. Con esta definición resulta que la constantek toma el
valor de 8,9875×109 N ·m2/C2. Es corriente expresar esta constante en la forma:

k =
1

4πε0
,

dondeε0 se conoce como lapermitividad del vaćıo. Resulta, aśı, que

ε0 = 8,85×10−12 C2/N ·m2 . (8.2)

De esta manera, 1 coulomb es la cantidad de electricidad que colocada en una
part́ıcula puntual a una distancia de 1 m de otra igual la repele conuna fuerza de
1/4πε0 newtons.

En estas unidades la carga del electrón es de−1,6×10−19 C.
En (8.1) la carga ha de ser entendida como una cantidad algebraica y siempre

real. Si las dos cargas en interacción son del mismo signo, (++) o (−−), la fuerza
va en direccíon ûr12, es decir, es repulsiva, pero si las cargas son de signo con-
trario, (+−) o (−+), la fuerza tendŕa direccíon−ûr12 y es por tanto atractiva. En
principio esta ley es v́alida para cargas puntuales, como la de gravitación lo es para
masas puntuales. Para distribuciones discretas o continuas debeŕan implementarse
integrales o sumatorias. La interacción eĺectrica satisface, además, la tercera ley
de Newton, de modo que la fuerza queq2 ejerce sobreq1 esF2→1 = −F1→2.

Todos los experimentos realizados, sin excepción, revelan que la carga eléctri-
ca, al igual que la masa, es una cantidad que se conserva a través de todos los
procesos. Esto significa que la cantidad de electricidad involucrada en un proceso
se mantiene igual independientemente de las transformaciones que tengan lugar.

La ley de Coulomb (8.1), expresada en unidades MKS, es entonces:

F1→2 =
q1q2

4πε0r2 ûr12 . (8.3)

La fuerza eĺectrica es central, al igual que la gravitacional, y satisface el princi-
pio de superposición vectorial, por lo cual la fuerza eléctrica neta que una partı́cula
de cargaq experimenta debido a la presencia de una colección den cargas pun-
tualesqi es de la formaF = ∑n

i=1Fi→q, esto es:

F =
n

∑
i=1

Fi→m =
n

∑
i=1

qiq

4πε0r2
i

ûr i . (8.4)

El vector unitarioûr i va deqi aq (figura 8.3).
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Figura 8.3. Fuerza eĺectrica sobreq debida a una colección de cargas puntuales.

La fuerza que una distribución continua de cargas (lineal, superficial o volumétri-
ca) ejerce sobre una carga de pruebaq est́a dada por:

F =
∫

Q

dQ
4πε0r2 ûr . (8.5)

De acuerdo con la figura 8.4,ûr sẽnala en la dirección que va dedQ al punto
del espacio donde se sitúa la cargaq.

Figura 8.4. Fuerza eĺectrica sobreq debida a una carga diferencialdQ.

El diferencialdQ depende en general de la posición, pues en general las dis-

William Gilbert (1544-1603)

F́ısico y médico británico, médico per-
sonal de Isabel I de Inglaterra y de su
sucesor, Jacobo I. Fue uno de los pio-
neros en el estudio del magnetismo. Se le
debe la idea de que la Tierra es un imán
esférico gigante, lo que explica la orien-
tación norte-sur de las brújulas. Estu-
dió el ámbar y los efectos eléctricos aso-
ciados a él. Acuñó los términos eléctrico
(de electron, nombre griego del ámbar) y
polo magńetico. Su obra más conocida se
titula El magneto.

tribuciones pueden ser inhomogéneas. En los casos homogéneos, la densidad es
constante.

Ejemplo 8.1
Calcule en coordenadas cartesianas las componentes cartesianas de la fuerza que
el sistema(q1, q2) de la figura 8.5 ejerce sobre una cargaq colocada en un punto
de coordenadas (x, y).
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Figura 8.5. Fuerza ejercida porq1 y q2 sobreq.

Solución:
Las componentesx y y de la fuerza queq1 y q2 ejercen sobreq son:

Fx =
q1q

4πε0r2
1

cosθ1 +
q2q

4πε0r2
2

cosθ2

=
q

4πε0

[

q1(x+a)

[(x+a)2 +y2]3/2
+

q2(x−a)

[(x−a)2 +y2]3/2

]

,

Fy =
q1q

4πε0r2
1

senθ1 +
q2q

4πε0r2
2

senθ2.

=
qy

4πε0

[

q1

[(x+a)2 +y2]3/2
+

q2

[(x−a)2 +y2]3/2

]

.

Se ha tenido en cuenta que:

senθ1 =
y

[(x+a)2 +y2]3/2
, senθ2 =

y

[(x−a)2 +y2]3/2
,

cosθ1 =
(x+a)

[(x+a)2 +y2]3/2
, cosθ2 =

(x−a)

[(x−a)2 +y2]3/2
.

Ejemplo 8.2
Un par de masasm iguales con la misma carga positivaq se encuentran suspendi-
das de un punto coḿun con cuerdas de la misma longitudl , como se indica en
la figura 8.6. El campo gravitacional terrestre homogéneog est́a presente. Si el
ángulo que forma la cuerda con la vertical es conocido, ¿cuál es el valor de la
carga?

Solución:
La situacíon que muestra el diagrama es simétrica, de modo que lośangulos a
izquierda y derecha son iguales. Las dos cargas están, por tanto, sobre la misma
horizontal y la distancia que las separa es 2x. El diagrama de las fuerzas que actúan
sobre la carga de la derecha (figura 8.7) da lugar a las siguientes condiciones de
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Figura 8.6. Fuerza entre dos cargas iguales suspendidas de hilos iguales.

equilibrio:

∑Fx = 0 =⇒ T cosθ = mg,

∑Fy = 0 =⇒ T senθ =
q2

4πε0(2x)2 = Fe.

Dividiendo la segunda por la primera y teniendo en cuenta quex = l senθ se
obtiene:

q2 =
16πε0mgl2sen3θ

cosθ
.

Figura 8.7. Fuerzas sobre la carga de la derecha en la figura 8.6.
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Módulo 9
El campo electrostático

Contenidos del módulo

9.1 La definicíon de campo eléctrico

Las ĺıneas de campo son una construcción
útil para visualizar las acciones eléctricas.

9.2 Las ĺıneas de campo

Objetivos del módulo

1. Definir el campo electrostático.
2. Aplicar a la electrostática el principio de superposición vectorial.
3. Proponer las ecuaciones que describen el campo debido a distribuciones de

carga.
4. Introducir las ĺıneas de campo eléctrico.
5. Establecer la diferencia entre lı́neas de campo de cargas positivas y negati-

vas.
6. Estudiar la unidades del campo electrostático.
7. Comparar con el caso gravitacional.

Preguntas básicas

1. ¿Ćomo se define el campo eléctrico de una carga?
2. ¿Cúal es el campo eléctrico de una carga puntual?
3. ¿Qúe es una lı́nea de campo?
4. ¿Qúe propone el principio de superposición para campos?
5. ¿Ćomo es el campo de un sistema de masas y de una distribución continua?
6. ¿Cúales son las unidades del campo eléctrico?

Introducción

Una de las nociones ḿas importantes de la teorı́a electromagńetica es la de
campo eĺectrico, que puede establecerse en estrecha analogı́a con la nocíon de
campo gravitacional. En este módulo se establece la definición b́asica de cam-
po eĺectrico, y la idea asociada de lı́neas de campo; se la implementa luego para
distribuciones discretas y continuas; además se proponen algunas aplicaciones ele-
mentales. En todos los casos se tratará con campos producidos por cargas o dis-
tribuciones de carga en reposo, caso conocido comoelectrost́atica.
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9.1 La definición de campo eléctrico

El campo eĺectrico puede definirse realizando una construcción ańaloga a la uti-
lizada para definir el campo gravitacional. Ası́ como se definío el campo gravita-
cional en t́erminos del cocienteF/m, puede definirse el campo eléctricoE debido
a una cargaQ localizado en cierto punto del espacio como la fuerza queQ ejerce
sobre una carga de pruebaq localizada en ese punto, dividida porq, es decir:

E =
FQ→q

q
. (9.1)

Es necesario tener en cuenta que la carga de pruebaq que se utiliza para definir
el campo eĺectrico debe ser lo suficientemente pequeña para no alterar la distribu-
ción de carga original responsable del campo. Por ello es usualdefinir el campo de
una distribucíon cualquiera, discreta o continua, de un conductor o un aislante, en
la forma:

E = l ı́m
q→0

F
q

.

Como caso particular, el campo eléctrico debido a una carga puntualQ, de
acuerdo con (8.3), tiene la forma:

E =
Q

4πε0r2 ûr , (9.2)

dondeûr es el vector unitario que apunta desdeQ hacia el punto donde se evalúa
el campoE.

En forma ḿas general, y teniendo en cuenta el principio de superposición, v́ali-
do tanto para las fuerzas como los campos, se puede concluir que el campo de una
distribucíon discreta ha de ser la suma de los campos de cada carga, mientras que el
de una distribucíon continua se obtiene sumando los diferenciales de carga enque
se descomponga la distribución, es decir, integrando. Ası́ pues, el campo de una
coleccíon discreta den cargas puntuales y de una distribución continua de carga
puede expresarse como:

E =
n

∑
i=1

Fi→q

q
=

n

∑
i=1

qi

4πε0r2
i

ûr i (9.3)

E =
∫

Q

dFdQ→q

q
=

∫

Q

dQ
4πε0r2 ûr . (9.4)

Para distribuciones continuas las densidades lineal, superficial y volumétrica
se definen respectivamente como:λ = dQ/dℓ, σ = dQ/dA, ρ = dq/dV. Para dis-
tribuciones homoǵeneas es cierto que:λ = Q/l , σ = Q/A, ρ = Q/V.

Nótese que, según la definicíon (9.1), la fuerza que un campoE ejerce sobre
una carga puntualq es

F = qE . (9.5)

Ejemplo 9.1
Calcule el campo eléctrico debido a un disco de radioR y a una placa infinita con
densidad superficial de cargaσ constante. Aplique el resultado al caso de un par
de placas paralelas.

Solución:
Conviene en este problema utilizar coordenadas cilı́ndricas como se muestra en la
figura 9.1 y tener en cuenta que para una placa es cierto quedQ= σ dA, conσ
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Figura 9.1. Coordenadas cilı́ndricas para el estudio del campo eléctrico de una placa plana
cargada.

constante. La componentezdel campo eĺectrico debido al elemento diferencial de
áreadA= ρ dρ dϕ es una proyección cosα de la forma

dEz = dEcosα =
dQ

4πε0r2 cosα

=
σzρ dρ dϕ

4πε0(ρ2 +z2)3/2
,

con cosα = z/r y r = (ρ2+z2)1/2. Como una primera aplicación puede calcularse
el campo en el eje de un disco de radioR. Se tiene entonces, después de integrar
enϕ entre 0 y 2π y luego enr entre 0 yR:

Ez =
σz
2ε0

∫ R

0

ρ dρ
(ρ2 +z2)3/2

=
σz
2ε0

[

1
|z|

−

1
√

R2 +z2

]

.

Ahora, el campo enz de un disco muy grande (R−→ ∞), es decir, de un plano
infinito, es en consecuencia:

Ez =
σz

2ε0|z|
,

es decir:
Ez =

σ
2ε0

siz> 0, y

Ez = −

σ
2ε0

siz< 0.

Mediante un ańalisis gŕafico, y con la ecuación anterior, puede demostrarse con
facilidad que:

1. Entre un par de placas paralelas con densidades de carga iguales y del mismo
signo el campo es cero y en el exterior esσ/ε0.

2. Entre un par de placas paralelas con densidades de carga iguales y de signo
opuesto el campo esσ/ε0 y en el exterior es cero.
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Figura 9.2. Geometŕıa para el estudio del campo eléctrico en el eje de un anillo.

Ejemplo 9.2
Evalúe el campo a una distanciazdel centro y sobre el eje de un anillo homogéneo
de cargaQ y radioa (figura 9.2).

Solución:
Como en el ejercicio anterior, se utilizan coordenadas cilı́ndricas. Ha de tenerse
en cuenta que el elemento diferencial de carga que genera el campo enz esdQ=
λ dℓ = λadϕ, y como para un anillo homogéneo es cierto queλ = Q/2πa, puede
escribirsedQ= Qdϕ/2π. Debido a la simetrı́a y homogeneidad del anillo no hay
campo en dirección perpendicular az, y la componente diferencial en dirección z
es:

dEz = dEcosα =
dQ

4πε0r2 cosα =
Qzdϕ
8π2r3 .

Despúes de integrar enϕ entre 0 y 2π se obtiene:

Ez =
Qz

4πε0(a2 +z2)3/2
,

cuyo ĺımite paraz>> a esEz = Q
4πε0z2 .

A gran distancia el campo de un anillo se convierte en el de unacarga puntual.

9.2 Las ĺıneas de campo

Como se deduce de (9.5), la dirección del campo eléctrico es la misma dirección de
la fuerza que este campo ejerce sobre una carga de prueba positiva: F = qE. Una
imagen conveniente, que ya fue explorada en el caso de la gravitación, sugiere
llenar el espacio con vectores radiales que salen de la cargaQ y terminan en el
infinito. Estas son las lı́neas de campo de la cargaQ positiva (figura 9.3a).

Es obvio de (9.2) que las lı́neas de campo de una cargaQ negativa vienen ra-
dialmente desde el infinito y entran en la carga (figura 9.3b). Esta doble situación
ocurre en electrostática pero no en gravitación, pues la masa es de un solo sig-
no (positivo por convención). Como puede observarse, las lı́neas de campo están
más concentradas en las cercanı́as de la carga, lo que indica que el campo es más
intenso en esas zonas y disminuye a medida que aumenta la distancia.

Ahora bien, cuando hay ḿas de una carga la construcción de las ĺıneas de cam-
po debe hacerse siguiendo las reglas de la suma de vectores. Estas reglas indican
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Figura 9.3. Lı́neas de campo eléctrico de cargas positiva (a) y negativa (b)

que la suma de vectores tiene un resultadoúnico, raźon por la cual dos lı́neas de
campo nunca pueden cruzarse, pues de hacerlo significarı́a que un vector resultante
de una suma puede tener en un mismo punto dos direcciones simultáneas. Esta es
una de las reglas básicas en la construcción de ĺıneas de campo. La otra es que
estas ĺıneas salen de las cargas positivas y llegan a las negativas.Dos cargas posi-
tivas iguales tienen el mismo número de ĺıneas de campo; una pareja de cargas de
igual valor pero de signo distinto tienen igual número de ĺıneas pero con dirección
opuesta; las lı́neas que salen de la positiva llegan todas a la negativa. Lasfiguras
9.4 y 9.5 muestran las lı́neas de campo en estos dos casos, en tanto que la figura
9.6 muestra las correspondientes a cargas de distinta magnitud y de distinto signo.
En elúltimo caso no todas las lı́neas de una confluyen en la otra; la diferencia entre
el número de ĺıneas va al (o viene del) infinito.

Figura 9.4. Lı́neas de campo eléctrico de dos cargas positivas iguales.

Figura 9.5. Lı́neas de campo eléctrico de dos cargas iguales y de signo opuesto.
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Figura 9.6. Lı́neas de campo eléctrico de dos cargas diferentes y de signo opuesto.

Las ĺıneas de campo eléctrico de un disco tienen la forma mostrada en la figura
9.7.

Figura 9.7. Lı́neas de campo eléctrico de un disco circular.
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Módulo 10
El movimiento de cargas en campos eléctricos

Contenidos del módulo

10.1 Carga puntual en un campo eléctrico uniforme

El tubo de rayos catódicos permite estu-
diar las fuerzas que actúan sobre los elec-
trones y sus propiedades fundamentales.

10.2 Dipolo eĺectrico

Objetivos del módulo

1. Estudiar el movimiento de cargas en campos eléctricos uniformes.
2. Estudiar el movimiento parabólico de cargas.
3. Proponer la analogı́a entre gravitación y electrost́atica.
4. Definir el dipolo eĺectrico.
5. Estudiar la fuerza y el torque experimentados por un dipolo.
6. Estudiar las oscilaciones de un dipolo.

Preguntas básicas

1. ¿Ćuales son las analogı́as entre el movimiento parabólico en gravitacíon y
en electricidad?

2. ¿Qúe es un dipolo eléctrico?
3. ¿Puede un dipolo eléctrico ser un oscilador arḿonico simple?
4. ¿Cúal es la frecuencia de oscilación de un dipolo?

Introducción

Este ḿodulo se dedica a describir el movimiento de partı́culas puntuales en
campos eĺectricos uniformes. Un primer caso es el de una partı́cula en el interior de
un par de placas paralelas; a continuación se define el dipolo eléctrico y se estudian
las oscilaciones que experimenta cuando se coloca en un campo eĺectrico.
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10.1 Carga puntual en un campo eléctrico
uniforme

De acuerdo con el ejemplo 9.1 el campo eléctrico entre un par de placas paralelas
horizontales con densidad de carga constante es uniforme y va dirigido hacia abajo,
si la placa superior es positiva y la inferior negativa. Una part́ıcula puntualq que se
lanza en su interior experimenta una fuerza dada por (9.5):F = qE. Esta ecuación
asegura que una cargapositivadejada en libertad en un campo externo experimenta
una fuerza, y en consecuencia una aceleración, en direccíon del campo, una carga
negativa se acelera en dirección de−E. De acuerdo con la segunda ley de Newton
el movimiento de una cargaq est́a descrito por la ecuación:

ma = qE . (10.1)

En componentes cartesianas:

mẍ = qEx, (10.2)

mÿ = qEy, (10.3)

mz̈= qEz. (10.4)

Es suficiente integrar estas ecuaciones y proveer las condiciones iniciales que
permiten evaluar las constantes de integración. La solucíon de las ecuaciones (10.2),
(10.3), (10.4) para un campo eléctrico constante es:

x = x0 +v0xt +
1
2

qEx

m
t2 , (10.5)

y = y0 +v0yt +
1
2

qEy

m
t2 , (10.6)

z= z0 +v0zt +
1
2

qEz

m
t2 . (10.7)

Escogiendo el sistema de coordenadas como muestra la figura 10.1, es posible
analizar algunos casos simples:

1. Si el movimiento comienza en el punto(0,h,0), con velocidad inicial(0,0,0),
y como(Ex,Ey,Ez) = (0,−E,0), se tiene, de (10.5), (10.6) y (10.7):

x = 0, y = h−
1
2

qE
m

t2, z= 0.

El movimiento es uniformememente acelerado en direccióny e inercial enx
y z.

Figura 10.1. Una cargaq en el campo eléctrico de un par de placas paralelas.

76 Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



3. Electricidad

2. Si las condiciones iniciales son(v0cosα,v0senα,0) y (0,0,0), se tendŕa:

x = v0t cosα, (10.8)

y = y0 +v0t senα −

1
2

qE
m

t2, (10.9)

z= 0. (10.10)

Estas ecuaciones corresponden a un movimiento parabólico, enteramente
ańalogo al de un proyectil. Ńotese que en efecto la aceleración, tanto en
este caso como en el de la gravedad, es constante. En estos cálculos ha sido
ignorada la fuerza de gravedad. ¿Cómo se modifican estos resultados si se
incluye un campo gravitacionalg constante?

10.2 Dipolo eléctrico

Un dipolo eĺectrico es un sistema formado por dos cargas iguales y opuestas sepa-
radas una distanciaa (figura 10.2).

Figura 10.2. Dipolo eĺectrico.

El momento de dipolo del sistema se define como:

p = qa, (10.11)

donde el vectora va de la carga negativa a la positiva.

Figura 10.3. Fuerzas experimentadas por un dipolo colocado en un campo eléctrico.

Si el dipolo se coloca en un campo eléctrico homoǵeneo, cada una de las cargas
experimenta una fuerza en dirección contraria, por lo cual, de acuerdo a la figura
10.3, la fuerza neta sobre el dipolo es cero; la fuerza neta noseŕa nula si el dipolo
se coloca en un campo eléctrico inhomoǵeneo. Las dos fuerzas en cualquiera de
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los dos casos producen un torque neto diferente de cero. De acuerdo a la figura
10.3, el torque neto que el dipolo experimenta en un campo homogéneo es:

τ = Fasenθ ,

y comoF = qE y p = aq, el torque puede escribirse:

τ = pEsenθ .

La anterior ecuación es exactamente la definición de un producto vectorial; el
torque puede entonces expresarse como:

τ = p×E . (10.12)

En consecuencia, el torque máximo o ḿınimo sobre el dipolo ocurre si es per-
pendicular al campo eléctrico y es nulo si el dipolo es paralelo o antiparalelo al
campoE. Si el dipolo se coloca inicialmente en una posición en la quep y E no
sean colineales, comenzará a oscilar. En efecto, si el momento de inercia del dipo-
lo es I , y α su aceleración angular, el movimiento del dipolo, gobernado por la
ecuacíon τ = Iα = p×E, da lugar a:

I θ̈ = −pEsenθ .

El signo “menos” proviene de que en la figura (10.3) elánguloθ tiene direccíon
antihoraria mientras que la dirección dep×E es horaria. Paráangulos pequẽnos
es cierto que senθ ≃ θ , por lo cual, de (11.2):

θ̈ +
pE
I

θ ≃ 0.

Esta ecuación asegura que paráangulos pequẽnos el dipolo oscila en forma
armónica simple, con frecuenciaω =

√

pE/I .

Ejemplo 10.1
Campo eĺectrico de un dipolo puntual

Solución:
El resultado del ejemplo 8.1 puede ser aplicado a la evaluación del campo de un
dipolo eĺectrico si se haceq1 = −q y q2 = q y se tiene en cuenta queE = F/q. De
este modo se obtienen las siguientes componentes cartesianas:

Ex =
q

4πε0

[

−

(x+a)

[(x+a)2 +y2]3/2
+

(x−a)

[(x−a)2 +y2]3/2

]

,

Ey =
qy

4πε0

[

1

[(x+a)2 +y2]3/2
+

1

[(x−a)2 +y2]3/2

]

.

El campo de un dipolo puntual se obtiene en el lı́mite a ≪ x y a ≪ y; esto
significa que el tamãno del dipolo es muy pequeño en comparación con la distancia
desde la que se evalúa el campo. En este lı́mite es cierto que:

[(x−a)2 +y2]−3/2 = [x2 +y2 +a2
−2ax]−3/2

≃ [x2 +y2
−2ax]−3/2

= [r2
−2ax]−3/2

≃

1
r3 +

3x
r5 ,

[(x+a)2 +y2]−3/2 = [x2 +y2 +a2 +2ax]−3/2
≃ [x2 +y2 +2ax]−3/2

= [r2 +2ax]−3/2
≃

1
r3 −

3x
r5 .
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En esta aproximación, conx= r cosθ , y= r senθ y p= 2qa, es f́acil demostrar
que las componentes cartesianas se reducen a:

Ex =
p

4πε0r3 [−1+3cos2 θ ] ,

Ey =
3p

4πε0r3 senθ cosθ .

Figura 10.4. Campo eĺectrico de un dipolo puntual.

Las ĺıneas de campo eléctrico de un dipolo puntual se muestran en la figura
10.4. En el ejemplo 11.3 se presenta el cálculo del campo eléctrico en coordenadas
esf́ericas, basado en el concepto de potencial.
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Módulo 11
Enerǵıa potencial y potencial electrostático

Contenidos del módulo

11.1 Enerǵıa potencial electrostática

El interior de la jaula de Faraday cargada
es una región equipotencial; carece, por
tanto, de campo eléctrico.

11.2 Potencial electrostático
11.2.1 Carga puntual
11.2.2 Distribuciones de carga

Objetivos del módulo

1. Estudiar, para el caso electrostático, los teoremas de trabajo y energı́a, po-
tencial y cińetica.

2. Definir la enerǵıa potencial electrostática.
3. Estudiar la conservación de enerǵıa.
4. Demostrar que la fuerza electrostática es conservativa.
5. Definir el potencial electrostático.
6. Establecer la conexión entre campo y potencial.
7. Escribir la forma del potencial para un sistema de partı́culas y una distribu-

ción.

Preguntas básicas

1. ¿Ćomo se define la energı́a potencial eĺectrica?
2. ¿Es conservativa la fuerza electrostática?
3. ¿Ćomo se define el potencial electrostático?
4. ¿Puede escogerse cero en algún punto el potencial electrostático?
5. ¿Ćomo se define el potencial electrostático de una distribución?

Introducción

El campo electrostático es conservativo. Esto significa que es posible plantear
una ley de conservación de la suma de la energı́a cińetica y potencial para el caso
electrost́atico. En este ḿodulo se propone el concepto de potencial eléctrico, en
estrecha analogı́a con el caso gravitacional. Se obtiene la forma que adopta la
conservacíon de enerǵıa y se realizan algunas aplicaciones simples.
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11.1 Enerǵıa potencial electrostática

El trabajo realizado por el campo electrostático para mover una carga puntualq a
lo largo de una trayectoria arbitraria tiene la forma:

W =
∫ b

a
F ·dr = q

∫ b

a
E ·dr . (11.1)

En estricta analogı́a con (7.1) se define diferencia de energı́a potencial entre
dos puntos como el negativo del trabajo realizado entre ellos; aśı pues:

∆Ep = Ep(b)−Ep(a) = −q
∫ b

a
E ·dr . (11.2)

De (11.2) puede concluirse queel campo electrostático es conservativo.En
efecto, el trabajo realizado por el campo electrostático sobre una partı́culaq para
moverla alrededor de una trayectoria cerrada es nulo:

W = q[Ep(a)−Ep(a)] = −q
∮

E ·dr = 0. (11.3)

De otro lado, la definicíon de trabajo ha sido elaborada en (7.3) para dar el
teorema del trabajo y la energı́a cińetica. De (11.4) y (7.5) es posible obtener la
regla de conservación de enerǵıa en el caso electrostático

[Ec +Ep]a = [Ec +Ep]b.

Ejemplo 11.1
Calcule la enerǵıa potencial de una carga puntual situada entre un par de placas
paralelas verticales con cargas iguales y opuestas separadas una distanciad.

Solución:
De (11.2) se deduce que el trabajo realizado para mover la cargaq entre las placas,
situadas enx = 0 y x = d, es:

Ep(d)−Ep(0) = −q
∫ d

0
E ·dr .

Si E = îE, dondeE es constante, puede escribirse:

Ep(d)−Ep(0) = −q
∫ d

0
E dx= −qE(d−0) = −qE.

Es claro que solo puede evaluarse ladiferenciade enerǵıa potencial entre los
dos puntos, por lo cual puede escogerse un nivel de referencia cero, como en el
caso gravitacional. Sea, por ejemplo,Ep(0) = 0, de donde se concluye queEp(d) =
−qEd.

11.2 Potencial electrostático

La diferencia de potencialentre dos puntos se define como la diferencia de energı́a
potencial por unidad de carga, es decir:

∆V =
∆Ep

q
= −

∫ b

a
E ·dr . (11.4)
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La unidad de energı́a potencial electrostática es obviamente la misma de tra-
bajo, el joule en el sistema M.K.S. o el ergio en el cgs. La unidad de potencial
electrost́atico conocida comovoltio (V) equivale, seǵun (11.4), ajoule/coulomb.
Esto significa que el trabajo que se realiza para mover una carga de 1 C a trav́es de
una diferencia de potencial de 1 V es de 1 J. De (11.4) se concluye tambíen que
las unidades de campo eléctrico (N/C seǵun (9.1)) pueden expresarse como V/m.

En f́ısica at́omica y de partı́culas elementales se utiliza una unidad de energı́a
conocida comoelectŕon-voltio (eV); equivale a la energı́a que gana un electrón
(cuya carga es de 1,6×10−19 C) cuando viaja a trav́es de una diferencia de poten-
cial de 1 V. De (9.1) se sigue que 1 eV= (1,6×10−19 C)× (1 V) = 1,6×10−19 J.

Como se veŕa en las secciones que siguen, los puntos del espacio con el mis-
mo valor del potencial pueden agruparse en dos tipos:volúmenessi se trata de
conductores, ysuperficiessi se trata de aislantes o del exterior de distribuciones
arbitrarias. En eĺultimo caso se habla desuperficies equipotenciales.

11.2.1 Carga puntual

El potencial electrostático de una carga puntualq puede ser calculado a partir de
(11.4), conE = qûr/4πε0r2:

∆V = −

∫ b

a
E ·dr =

∫ a

b

qûr

4πε0r2 ·dr

=
q

4πε0

[

1
rb

−

1
ra

]

= V(b)−V(a) .

De aća puede observarse que si la trayectoria es cerrada (b = a) la diferencia
de potencial es nula, lo que equivale a trabajo nulo sobre unatrayectoria cerrada;
es decir, el campo es conservativo.

El potencial electrost́aticode una carga puntualq se define como

V =
q

4πε0r
, (11.5)

en forma tal que el potencial en el infinito toma un valor nulo.
En el caso de una carga puntualq que se mueve en el campo de una carga

puntualQ, la conservacíon de enerǵıa toma la forma:

1
2

mv2
a +

Qq
4πε0ra

=
1
2

mv2
b +

Qq
4πε0rb

. (11.6)

Obśervese que (7.3) y (11.5), que son ecuaciones formalmente idénticas, di-
fieren sin embargo en el signo de la energı́a potencial; esto se debe a que la gravi-
tación es siempre atractiva (las masas son siempre del mismo signo), mientras que
la fuerza eĺectrica entre cargas del mismo signo es repulsiva.

11.2.2 Distribuciones de carga

El potencial electrostático en alǵun punto del espacio, debido a una distribución
discreta de cargasqi , puede calcularse conociendo la fuerza neta que la distribución
ejerce sobre una carga de pruebaq colocada en ese punto; el trabajo por unidad
de carga de pruebaq para moverla dea hastab da la diferencia de potencial entre
esos dos puntos y permite definir el potencial electrostático de un sistema den
part́ıculasqi en la forma

V = ∑
i

qi

4πε0r i
, (11.7)
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donder i representa la distancia desdeqi hasta el punto donde se evalúa el potencial.
Si la distribucíon de carga es continua, el procedimiento anterior se convierte

en la suma de un conjunto de diferenciales de potencialdV, debido cada uno a un

Vea el documento “Gradiente” en su
multimedia de Oscilaciones y Campos

dQ, lo que en fin de cuentas genera una integral sobre la carga de la distribucíon:

V =
∫

Q

dQ
4πε0r

. (11.8)

En concordancia, la energı́a potencial de una cargaq colocada en el campo de
potencial de una distribución, discreta y continua, se evalúa teniendo en cuenta que
Ep = qV, y toma respectivamente la forma:

Ep = q∑
i

qi

4πε0r i
, Ep = q

∫

Q

dQ
4πε0r

. (11.9)

Un ańalisis completamente análogo al de la sección 2.3.8 permite establecer
la conexíon entre la fuerza eléctrica y la enerǵıa potencial electrostática, que es
la versíon diferencial de (11.4):F = −∇Ep; dada la conexión entreF y E y la
existente entreEp y V es posible concluir que:

E = −∇V . (11.10)

Las ĺıneas de campo eléctrico y las superficies equipotenciales para una carga
puntual positiva se muestran en la figura 11.1a, para una negativa en la figura
11.1b, para una pareja (+−) en la figura 11.2 y para una pareja (++) en la figura
11.3.

Figura 11.1. Las superficies equipotenciales de cargas puntuales positivas (a) y negativas
(b) son ćırculos conćentricos.

Ejemplo 11.2
Calcule el potencial eléctrico en el interior y el exterior de un cascarón esf́erico
homoǵeneo de cargaQ y radioR.

Solución:
De acuerdo a (11.8) y a la figura 11.4, condQ= σ dA= σR2senθ dθ dϕ:

V =
1

4πε0

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

σR2senθ
r

dθ dϕ .

Utilizando (6.8) se obtiene

V =
σ

4πε0

∫ 2π

ϕ=0

∫ z+R

r=z−R
r drdϕ =

4πσR2

4πε0z
=

Q
4πε0z

. (11.11)
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Figura 11.2. Las ĺıneas de campo punteadas representan las superficies equipotencialesde
una pareja de cargas iguales y de signo opuesto.

Figura 11.3. Superficies equipotenciales (punteadas) de una pareja de cargas iguales y po-
sitivas.

En consecuencia, el potencial electrostático de un cascarón esf́erico cargado es
el mismo que si su carga estuviese concentrada en su centro.

A partir de esta ecuación es posible calcular el campo eléctrico haciendo uso de
(11.10). Para esto ha de tomarse en cuenta que en general la variablezque aparece
en (11.11) es en efecto una variable radial, por lo cual

E = −∇V = −∇
(

Q
4πε0r

)

= êr
∂
∂ r

(

Q
4πε0r

)

=
Q

4πε0r2 êr . (11.12)

Como en el caso de la gravitación, el campo eléctrico en el exterior de un
cascaŕon esf́erico es el mismo que si toda su carga estuviese concentrada en su
centro.

¿Ćual es el potencial en el interior?

Ejemplo 11.3
Calcule el potencial eléctrico de un dipolo puntual. ¿Cuál es la enerǵıa potencial
de un dipolo?
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Figura 11.4. Geometŕıa para el ćalculo del potencial de un cascarón esf́erico.

Solución:
El potencial del dipolo de la figura 8.5 conq1 = −q′,q2 = q′ y 2a = b, se calcula,
de acuerdo con (11.5) y (11.7), como la suma de los potenciales de cada carga:

V =
q′

4πε0

[

−

1
r1

+
1
r2

]

.

Si r es la distancia del origen al punto donde se coloca una carga de pruebaq,
las reglas del coseno parar1 y r2 afirman que:

r2
1 = b2 + r2 +2brcosθ ,

r2
2 = b2 + r2

−2brcosθ .

En el caso de dipolo puntual, definido como el campo parar ≫ b, es cierto que
b2+ r2

≃ r2, de modo quer2
1 ≃ r2+2brcosθ y r2

2 ≃ r2
−2brcosθ ; en consecuen-

cia, despúes de hacer uso del teorema del binomio se sigue que:

r1 ≃ r

[

1+
b
r

cosθ
]

, r2 ≃ r

[

1−
b
r

cosθ
]

, r1r2 ≃ r2,

donde se han desechado potenciasb2/r2 y mayores. Al reemplazar en el potencial
se obtiene:

V =
pcosθ
4πε0r2 . (11.13)

En t́erminos de los vectoresp y r el potencial de dipolo se expresa como:

V =
p · r

4πε0r3 .

Mientras que el potencial de una carga puntual depende de 1/r, el de un dipolo
puntual depende de 1/r2. En el problema 31 se introduce elcuadrupolo, cuyo
potencial depende de 1/r3.

La expresíon (11.13) est́a escrita en coordenadas esféricas. Ńotese, en efecto,
que elánguloϕ avanza alrededor del eje horizontal, y queθ es elángulo polar. De
acuerdo con (11.10) el campo eléctrico en coordenadas esféricas est́a dado por:

E = −∇V = −

[

êr
∂φ
∂ r

+
1
r

êθ
1
θ

∂φ
∂θ

+ êϕ
1

r senθ
∂φ
∂ϕ

]

= −

p
4πε0r3 [2êr cosθ + êθ senθ ] .
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Esta expresión es ḿas compacta que la correspondiente en coordenadas carte-
sianas obtenida en el ejemplo 10.1.

La enerǵıa potencial de un dipolo colocado en un campo eléctrico externoE
puede calcularse evaluando el trabajo que el campo realiza al rotar el dipolo. De
acuerdo al curso anterior deFı́sica I, el trabajo realizado por un torqueτ al rotar
un cuerpo uńangulodθ est́a dado pordW = τ dθ , y puesto que según la seccíon
10.2τ = pEsenθ , puede escribirse:

dW = τ dθ = pEsenθ dθ .

Al integrar esta expresión entre lośangulosθ0 y θ se sigue, asumiendo por
simplicidad que el campoE es uniforme:

W = pE
∫ θ

θ0

senθ dθ = −pEcosθ
∣

∣

θ
θ0

= −pE(cosθ −cosθ0) = Ep(θ)−Ep(θ0) .

La enerǵıa potencial del dipolo puede por tanto ser escrita comoEp(θ) =
−pEcosθ +cte. La constante puede ser anulada calibrando el potencial apropia-
damente; si se escoge el nivel de referencia de modo que la energı́a potencial sea
cero enθ0 = 90o se consigue que la constante se anule, dando lugar a que la ener-
ǵıa potencial del dipolo pueda expresarse comoEp = −pEcosθ ; esta ecuación
equivale a:

Ep = −p ·E.

La enerǵıa potencial ḿınima de un dipolo en un campo externo ocurre cuandop
y E son paralelos; en esta posición el dipolo est́a en equilibrio estable. La ḿaxima
enerǵıa ocurre sip y E son antiparalelos, caso en el cual el equilibrio es inestable.
Cuando el dipolo oscila hay un intercambio entre energı́as cińetica y potencial.
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Capı́tulo 4
Ley de Gauss y aplicaciones

Contenido breve

Módulo 12

Ley de Gauss

Módulo 13

Conductores y dieléctricos

Módulo 14

Dieléctricos

Módulo 15

Capacitancia y condensadores

Módulo 16

Enerǵıa del campo eléctrico

Las investigaciones de Benjaḿın Franklin le permitieron concluir que el rayo es un

fenómeno eléctrico.

Presentación

La formulacíon de la electrostática realizada en los ḿodulos anteriores ha utilizado
la ley de Coulomb y la definición del campo eléctrico. Esta forma de acercamiento
al tema se basa en propiedades que pueden ser calculadas punto a punto. Tal ha
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sido el caso en la evaluación de los campos en cada punto del espacio debido a
diferentes tipos de distribuciones.

Un acercamiento diferente, de tipo integral, se propone en el módulo 12, basa-
do en la nocíon de flujo del campo eléctrico. Se expresa en la llamada ley de
Gauss, con la cual pueden evaluarse los campos electrostáticos en situaciones de
alta simetŕıa.

Se desarrollan diversos ejemplos para ilustrar cómo las simetŕıas permiten eva-
luar en forma simple lo que en el capı́tulo anterior exiǵıa un largo proceso de
cálculo.

Los módulos 13 y 14 exploran las propiedades básicas de los conductores y los
dieléctricos, mientras el siguiente introduce la noción de capacitancia y su apli-
cacíon a la teoŕıa de condensadores, preámbulo importante de la teorı́a de circuitos
eléctricos.

El caṕıtulo finaliza con el estudio de la energı́a almacenada en el campo elec-
trost́atico.
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Módulo 12
Ley de Gauss

Contenidos del módulo

12.1 El concepto de flujo

Una barra cargada separa las cargas de
un conductor neutro. El proceso se llama
“cargar por inducción”.

12.2 La ley de Gauss

Objetivos del módulo

1. Definir el flujo de un campo vectorial.
2. Calcular el flujo del campo eléctrico de una carga puntual.
3. Utilizar el principio de superposición para evaluar flujos de sistemas de car-

gas.
4. Obtener el flujo del campo eléctrico de una distribución discreta o continua

de cargas.
5. Proponer las cargas eléctricas como fuentes o sumideros.
6. Obtener la ley de Gauss.
7. Estudiar desde la ley de Gauss los campos de diversos tiposde distribucio-

nes.
8. Mostrar, a trav́es de ejemplos, que la ley de Gauss es aplicable solo a situa-

ciones de alta simetrı́a.

Preguntas básicas

1. ¿Ćomo se define el flujo de un campo vectorial?
2. ¿Qúe conexíon existe entre flujos ḿaximo, ḿınimo o cero y la orientación

relativa entre el campo y la superficie?
3. ¿Tiene sentido definir el flujo de un campo escalar, como la temperatura o la

densidad de la atḿosfera?
4. ¿Ćomo es el flujo eĺectrico de una carga puntual?
5. ¿Qúe significa que una carga positiva es fuente del campo eléctrico?
6. ¿Ćomo es la conexión entre flujo y principio de superposición?

Introducción

La nocíon de flujo de un campo vectorial surgió con la teoŕıa de los fluidos,
como una construcción bastante enraizada en lo intuitivo, aunque luego se convir-
tió en un concepto abstracto con cada vez mayor aplicación en la teoŕıa de campos.
Es un concepto imprescindible en el estudio de la estructuramateḿatica de teoŕıas
como la gravitacíon, la aćustica, la electricidad y el magnetismo. De hecho, al final
de este curso podrá verse ćomo hace parte de la enunciación de las leyes generales
del campo electromagnético asociadas al nombre de Maxwell.

En este ḿodulo se propone la definición general del flujo de un campo vecto-
rial y se estudia ćomo este concepto permite expresar la ley de Coulomb en una
forma bastante elegante y general, dotándola de un gran contenido fı́sico. La ley de
Gauss permite entender las cargas eléctricas como fuentes o sumideros de lı́neas
de campo eĺectrico, en un sentido análogo a como los grifos y los desagües son, en
su orden, fuentes y sumideros de un campo hidrodinámico.
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12.1 El concepto de flujo

La definicíon de flujo de un campo vectorial involucra dos cantidades básicas: el
campocuyo flujo se quiere definir y lasuperficiea trav́es de la cual fluye. Un
ejemplo sencillo permite establecer la conexión entre estas dos cantidades que dan
lugar a la idea de flujo: piénsese en la corriente de un rı́o que fluye suavemente. Si
colocamos un aro, con una fina malla, dentro de la corriente defluido de velocidad
v, seŕa fácil notar que la mayor cantidad de agua posible atraviesa lamalla si
su plano es perpendicular a la corriente, y que no hay flujo quelo atraviese si
su plano es paralelo a la corriente. Si se admite, como lo establece el ańalisis
vectorial, que una superficie diferencial como la mostrada en la figura 12.1 es
una cantidadvectorial dA (cuyo ḿodulo es elárea), podŕa hacerse la siguiente
afirmacíon: el flujo ḿaximo (o ḿınimo) ocurre si los vectoresv y dA son paralelos
(o antiparalelos), y el flujo es nulo si los dos vectores son perpendiculares.

Figura 12.1. El flujo se define en términos del campov y del diferencial de superficiedA.

Estas consideraciones sugieren la siguiente definición del flujo diferencialdφ
del campo de velocidadv del fluido a trav́es de la superficie diferencialdA:

dΦ = v ·dA . (12.1)

Es obvio, de la definición de producto escalar, que el flujo es cero siv y dA
son perpendiculares y es máximo (o ḿınimo) si son paralelos (o antiparalelos). La
direccíon del vector superficie puede escogerse arbitrariamente; laúnica condicíon
es que su dirección sea perpendicular al plano del elemento diferencial deárea.

La superficie ha sido escogida diferencial por dos razones:

1. No es obligatorio que la superficie sea plana. Puede pensarse, por ejem-
plo, en calcular el flujo a través de una malla ćoncava, caso en el cual cada
elemento diferencialdA tiene diferente dirección.

2. En el caso ḿas general el campo de velocidad tiene diferente dirección y
magnitud en diferentes puntos.

Cuando se dispone de una superficie finita a través de la cual quiere calcularse
el flujo de una corrientev inhomoǵenea, ha de descomponerse la superficie en
elementos diferenciales y realizar luego la integral:

Φ =
∫

A
v ·dA . (12.2)

Un caso de notable importancia en la teorı́a de campos es el cálculo del flujo a
través de una superficiecerrada. Por convencíon se escoge la dirección del vector
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diferencial de superficie apuntando haciaafueradel volumen, como se indica en
la figura 12.2.

En este caso la integral de flujo se expresa en la forma:

Φ =
∮

A
v ·dA , (12.3)

donde el ćırculo en la integral indica que la superficie es cerrada.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Matemático, f́ısico y astrónomo alemán.
director del observatorio de la Universi-
dad de Gotinga en 1807. Es considera-
do el más grande matemático de todos
los tiempos. Colaboró desde 1831 con
Weber en investigaciones sobre el mag-
netismo. La unidad del campo de induc-
ción magnética lleva su nombre. En as-
tronoḿıa se hizo famoso por haber cal-
culado la órbita de Ceres basándose en
solo tres observaciones del asteroide. Hi-
zo notables contrubuciones a la elec-
trostática, a la aritmética, al álgebra y la
geometŕıa, siendo el fundador de las geo-
metŕıas no euclidianas. Entre sus obras
destacan Disquisiciones sobre Aritḿetica,
Teoŕıa del movimiento de los cuerpos ce-
lestesy Disquisiciones generales sobre las
superficies curvas.

Figura 12.2. Lı́neas de campo que atraviesan una superficie cerrada. El vector de superficie
va siempre hacia afuera.

12.2 La ley de Gauss

Sea una carga puntualq rodeada de una superficie esférica imaginaria a la que se
conoce comosuperficie gaussiana. El flujo a trav́es de esta superficie es

Φ =
∮

A
E ·dA =

∮

A

q
4πε0r2 êr · êr dA=

q
4πε0r2

∮

4πr2
dA

=
q

4πε0r2 4πr2 =
q
ε0

. (12.4)

Se ha tenido en cuenta que la dirección dedA es radial. El resultado (12.4),
conocido como ley de Gauss, asegura que la cargaq es lafuentedel flujo de su
campo eĺectrico. El flujo neto a trav́es de la gaussiana esférica es proporcional a la
carga encerrada. Ńotese que el término 1/r2 en la ley de Coulomb es compensado
exatamente por elr2 del elemento déarea; esto significa que el resultado es válido
exclusivamente para fuerzas centrales del tipo 1/r2.

Si la cargaq se rodea de otras superficies cerradas no esféricas, como en la
figura 12.3, puede concluirse que, independiente de la formade la superficie, el
número de ĺıneas de campo que las atraviesa a todas es el mismo, de modo que el
flujo neto a trav́es de cualquier superficie cerrada que rodee a una carga puntual
es el mismo.

Si la superficie cerrada se dibuja por fuera de la carga puntual, el número de
lı́neas que entra es el mismo de las que sale, lo que da un fujo neto cero:si en el
interior de la gaussiana no hay carga alguna, el flujo neto es cero.

El principio de superposición vectorial permite averiguar lo que sucede si hay
más de una carga puntual en el interior de una gaussiana. El campo eĺectrico neto
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Figura 12.3. Las diferentes superficies que rodean a la misma carga son atravesadas por el
mismo flujo.

debido a una colección de cargas puntuales es la suma de los campos producidos
por cada carga, de modo que el flujo total se escribe

Φ
∮

A
(E1 +E2 + · · ·) ·dA = Φ1 +Φ2 + · · ·

y como cada uno de los flujos es proporcional a la carga encerrada se sigue que

Φ = Φ1 +Φ2 + · · · =
q1

ε0
+

q2

ε0
+ · · · =

q
ε0

,

dondeq es la carga total encerrada en la superficie.
Si en vez de una colección de cargas puntuales se tiene una distribución conti-

nua (lineal, superficial o voluḿetrica), bastaŕa descomponerla en elementos dife-
renciales, cada uno de los cuales genera un flujo diferencialigual adq/ε0. La suma
sobre todos ellos da la carga total dividida sobreε0. La ley de Gauss es el enun-
ciado general de este resultado:el flujo eĺectrico neto a trav́es de una superficie
gaussiana (cerrada) es proporcional a la carga neta contenida en su interior:

∮

A
E ·dA =

q
ε0

. (12.5)

La gaussiana puede escogerse en forma arbitraria; algunas cargas pueden estar
dentro, otras fuera, pero en cualquier caso el campoE en (12.5) es el debido a
todaslas cargas, estén dentro o fuera de la superficie. Ciertamente, al flujo neto
solo contribuyen las cargas que estén en el interior de la gaussiana.

La ley de Gauss es una afirmación completamente general acerca del campo
electrost́atico y representa una propiedad global (integral), a diferencia de la ley de
Coulomb que representa una propiedad local (puntual). A pesar de su generalidad,
la ley de Gauss es aplicable en un número bastante limitado de casos particulares
en los que es simple escoger de antemano la forma apropiada dela gaussiana.
La integral gaussiana en (12.5) puede evaluarse una vez que se conoce la forma
mateḿatica de la superficie que hace simple la integral, lo cual es posible en muy
pocos casos. Aunque en principio la gaussiana puede ser cualquier superficie, la
integral solo puede realizarse en casos de alta simetrı́a, como en esferas, lı́neas
de carga, superficies y cilindros homogéneos, en los que la forma másútil de la
gaussiana es una equipotencial. En estos casos altamente simétricos es posible
anticipar la forma de las lı́neas de campo y de las superficies equipotenciales. Solo
en estas situaciones puede usarse la ley de Gauss para evaluar los campos. En
general, las superficies gaussianas se escogen como superficies equipotenciales.

94 Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



4. Ley de Gauss y aplicaciones

Ejemplo 12.1
Campo eĺectrico de una carga puntual

Solución:
El campo de una carga puntual debe presentar simetrı́a esf́erica pues no hay razón
para que sea ḿas intenso en unas direcciones que en otras, y por la misma razón su
direccíon debe ser radial; cualquier otra geometrı́a viola la simetŕıa esf́erica. Por
ello se escoge una gaussianaesf́ericapara la cualdA = êrdA, y como el campo es
radial,E = êrE. Reemplazando en (12.5):

∮

A
E dA=

q
ε0

.

Puesto que el campo tiene simetrı́a radial, su valor ha de ser el mismo en todos
los puntos que estén a la misma distancia deq, por lo cualE puede retirarse de la
integral sobre la esfera; ası́:

E
∮

A
dA= E(4πr2) =

q
ε0

, (12.6)

de donde se obtiene el campo eléctrico de una carga puntual

E =
q

4πε0r2 .

Este ejercicio es el recı́proco del ćalculo con el que se comenzó esta sección.

Ejemplo 12.2
Campo eĺectrico de una esfera homoǵenea

Solución:
En el teorema 3 de la sección 6.1.1 se calculó el campo gravitacional en el ex-
terior de una distribución de masa esférica y homoǵenea de radioR, que resulta
ser proporcional a 1/r2. En contraste con este valor, el campo en el interior es
proporcional ar.

Ahora bien, el campo gravitacional de una masa puntual y el campo eĺectrico
de una carga puntual son ambos de la forma 1/r2. Esto sugiere que los cálculos en
electricidad y gravitación tienen la misma estructura formal, por lo que es cierto
que, trasladando el teorema 3 de la sección 6.1.1 al caso eléctrico, puede afirmarse
que el campo eléctrico en el exterior de una esfera con carga homogénea es pro-
porcional a 1/r2, y en el interior es proporcional ar.

Se demuestra aquı́ que este resultado puede ser obtenido en una forma muy
simple utilizando la ley de Gauss y la simetrı́a de la distribucíon de carga.

Si se traza una gaussiana esférica en elexteriorde la esfera, la carga estará toda
en su interior de modo que (como en el ejemplo 12.1)E = q/4πε0r2 es de nuevo
válida, por lo cualel campo eĺectrico en el exterior de una distribución esf́erica y
homoǵenea de carga es el mismo que si toda la carga estuviese concentrada en su
centro:

E =
q

4πε0r2 . (12.7)

Si la gaussiana esférica se traza en elinterior de la esfera de radioR, en la
ley de Gauss ha de tomarse en cuenta que solo una fracción de la carga está en
el interior de la gaussiana. La carga interna esq′ = ρV ′, dondeV ′ = 4πR3/3 es
el volumen de la gaussiana y la densidad volumétrica de cargaρ es constante.
Puesto queρ = q/V = q/4πR3/3, siendoq la carga total de la esfera, es cierto que
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q′ = qr3/R3. Reemplazando en la ley de Gauss y teniendo en cuenta la simetrı́a de
la distribucíon, se concluye que

E
∮

4πr2
dA=

q
ε0

=
qr3

ε0R3 .

Figura 12.4. El campo eĺectrico de una esfera homogénea de carga crece conr en el inte-
rior y decrece en el exterior como 1/r2.

En consecuencia,el campo eĺectrico en el interior de una distribución de carga
esf́erica y homoǵenea depende linealmente de ry se escribe:

E =
qr

4πε0R3 . (12.8)

Obśervese que (4) y (12.8) coinciden enr = R, como se indica en la figura
12.4, la que adeḿas revela que el campo en el interior de la distribución tiende a
cero cuandor tiende a cero.

Ha de notarse con sumo cuidado que este cálculo tan simple se apoya de mane-
ra crucial en la simetrı́a de la distribucíon de carga. Si, en vez de ser constante, la
densidad depende der, la simetŕıa esf́erica se mantiene puesto que hay en tal caso
cascarones esféricos de igual densidad y las equipotenciales son aún esf́ericas. Sin
embargo, si la densidad depende por ejemplo delángulo polarθ , la densidad varı́a
angularmente, lo que hace que las equipotenciales no sean esféricas, y como no se
conoce de antemano su forma no son utilizables como gaussianas, impidiendo con
ello implementar la ley de Gauss.

Ejemplo 12.3
Campo eĺectrico de una distribución inhomoǵenea de simetŕıa radial

Solución:
Consid́erese una distribución esf́erica cuya densidad es máxima en el centro y de-
crece a cero enr = Ren la formaρ = ρ0(1− r/R), siendoRel radio de la distribu-
ción. Deρ = dq/dV, y notando que un cascarón esf́erico de espesor diferencialdr
tiene un volumendV = 4πr2dr, se sigue que la cargaq′ contenida en una esfera
de radior es

q′ =
∫

ρ dV = ρ0

∫

(1− r/R)dV = ρ0

∫ r

0
(1− r/R)4πr2dr (12.9)

=
4πρ0R3

3

[

1−
3r
4R

]

, (12.10)

y que la carga totalq de la esfera, obtenida de (12.9) conr = R, es:

q =
πρ0R3

3
. (12.11)
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Eliminandoρ0 entre (12.9) y (12.11) se obtiene:

q′ = q

(

4−
3r
R

)

. (12.12)

El campo en elexteriorse calcula con

E
∮

4πr2
dA=

q
ε0

,

que da lugar a

E =
q

4πε0r2 .

El campo en elinterior se calcula con

E
∮

4πr2
dA=

q′

ε0
,

de donde se concluye que

E =
q

4πε0r2

(

4−
3r
R

)

.

Ejemplo 12.4
Campo eĺectrico de un alambre largo

Figura 12.5. La gaussiana apropiada para un alambre largo cargado es cilı́ndrica.

Solución:
Un alambre muy largo con una distribución lineal de cargaλ constante tiene las
mismas propiedades para todo valor dez y todo valor deĺangulo azimutal. Estas
simetŕıas dan lugar a que el campo sea radial, como en la figura 12.5. Una gaus-
siana conveniente es el cilindro equipotencial de radior y longitudL, cuyas bases
no contribuyen al flujo, pues el vector de superficie y el camposon perpendicu-
lares. El flujo neto proviene de la pared lateral cuyo vector de superficie es radial
como el campo; en consecuencia,E · dA = E dA. La carga neta encerrada en la
gaussiana esq′ = λ L, de modo que la ley de Gauss es ahora

E
∮

dA= E(2πrL) =
q′

ε0
=

λ L
ε0

.

Se concluye entonces que

E =
λ

2πε0r
.
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Módulo 13
Conductores y dieléctricos

Contenidos del módulo

13.1 Conductores

En un dieléctrico los dipolos elementales
se reorientan en presencia de un campo
eléctrico.

13.2 Dieĺectricos

Objetivos del módulo

1. Establecer, a nivel atómico, la diferencia entre un conductor y un aislante.
2. Establecer la diferencia entre electrones de valencia y de conduccíon.
3. Deducir las propiedades del campo y de las distribucionesde carga en con-

ductores.
4. Introducir las nociones de dipolo natural e inducido.
5. Estudiar el feńomeno de polarización.
6. Presentar el vector de polarización.
7. Presentar algunos problemas de aplicación sobre conductores y aislantes.

Preguntas básicas

1. ¿Ćomo se define un conductor? ¿Cuál es su diferencia con un dieléctrico?
2. ¿Cúal es la diferencia fundamental entre electrones de valencia y de conduc-

ción?
3. ¿Ćomo son el potencial y el campo eléctrico en el interior de un aislante?
4. ¿Ćomo es el campo eléctrico en la superficie de un conductor?
5. ¿Ćomo se distribuye el exceso de carga en un conductor?
6. ¿Ćomo es el campo eléctrico en el interior de un conductor hueco?
7. ¿A nivel at́omico qúe diferencia un conductor de un aislante?
8. ¿Qúe son electrones de conducción?
9. ¿Qúe diferencia los dipolos naturales de los inducidos?
10. ¿Ćomo se define la polarización de un material?

Introducción

Las piedras, lośarboles, los animales, el mundo natural en sı́ntesis, est́an he-
chos déatomos. Estośultimos son estructuras consistentes en un núcleo formado
por protones y neutrones alrededor del cual orbitan electrones. Lośatomos son la
base para la formación de estructuras ḿas complejas como son las moléculas. Los
sólidos, ĺıquidos y gases son las formas usuales como vemos agregarse losátomos
y moléculas. En estado natural la carga neta de los materiales es nula, es decir, el
número de protones y electrones es el mismo.

Los electrones que orbitan losátomos pueden clasificarse en dos tipos: de con-
duccíon y de valencia. Los materiales que contienen electrones deconduccíon y
de valencia son losconductorestı́picos: hierro, plata, oro, mercurio, cobre, entre
otros. Las propiedades básicas de estos están determinadas por los electrones de
conduccíon. Los materiales en los que los electrones de valencia son la mayoŕıa,
y escasos o inexistentes los electrones de conducción, se denominanaislanteso
dieléctricos.

Este ḿodulo haceénfasis en los campos asociados a conductores, con una
primera referencia a materiales dieléctricos.
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13.1 Conductores

Los electrones de conducción est́an situados en las capas más externas deĺatomo
y su enlace con el ńucleo es tan d́ebil que gozan de una buena movilidad en el ma-
terial, hasta el punto de que si este se sitúa en un campo eléctrico, los electrones
de conduccíon, al moverse en dirección contraria al campo externo, ocupan posi-
ciones en la superficie del material, como se indica en la figura 13.1, dando lugar
a que la regíon de la izquierda tenga alta carga negativa, mientras la zona derecha,
con deficiencia de electrones, se torna positiva. El desplazamiento de estos elec-
trones genera un campo eléctrico en el interior del material, opuesto en dirección
al campo externo. La migración termina en el momento en que el campo generado
por los electrones logra anular el campo en el interior. A partir de ese momento
la situacíon en el interior del material se torna estacionaria, con su interior des-
provisto de campo eléctrico; aśı pues,el interior de un conductor en equilibrio
electrost́atico es una regíon equipotencial.

Figura 13.1. El campo eĺectrico en el interior de un conductor en equilibrio electrostático
es nulo.

Si a un conductor que no está en un campo externo se le añaden cargas eléc-
tricas, estas se desplazana la superficiedel conductor ubićandose en posiciones
tales, y con una tal densidad superficial, que su campo en el interior sea nulo; solo
aśı el conductor es capaz de alcanzar el equilibrio electrostático.

Si adeḿas se coloca el conductor cargado en un campo externo, la reubicación
de los electrones de conducción y los ãnadidos anularán en su interior el campo
externo.

Aśı pues,en un conductor en equilibrio estacionario las cargas excedentes se
ubican en su superficie. Puesto que la situación es estacionaria, no pueden existir
campos tangenciales en la superficie; estos provocarı́an una migracíon de elec-
trones que al final darı́an lugar al anulamiento de todo campo interno; esto es:
el campo eĺectrico en un conductor en equilibrio es nulo en su interior,y en la
superficie es normal a ella.

Puede usarse la ley de Gauss para calcular el campo en el exterior de un con-
ductor cargado en equilibrio. Para esto se dibuja un pequeño cilindro (figura 13.2)
con las bases paralelas a la superficie, una en el exterior, otra en el interior del
conductor. Como el campo en el interior es nulo y en el exterior es normal a la su-
perficie, laúnica contribucíon al flujo proviene de la base exterior del cilindro (la
superficie lateral no contribuye pues el campo y el vector de superficie son perpen-
diculares). Entonces, como la carga encerrada en la pequeña gaussiana esq = σA,
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de la ley de Gauss se sigue:
∮

En dA= En A =
σA
ε0

.

En consecuencia, el camponormalen la superficie del conductor es

En =
σ
ε0

. (13.1)

Figura 13.2. Geometŕıa para el ćalculo del campo eléctrico en el exterior de un conductor.

En śıntesis, para un conductor en equilibrio electrostático es cierto que:

1. El campo eĺectrico es cero en todos los puntos de su interior.

2. Si no es neutro, la carga reside en su superficie.

3. El campo en su superficie es normal y tiene un valorE = σ/ε0.

4. No hay campo tangencial en la superficie.

5. En un conductor hueco el campo eléctrico es nulo, si no hay cargas en la
cavidad.

6. En un conductor irregular la carga tiende a acumularse en las zonas de menor
radio de curvatura (v́ease el ejemplo 13.1).

Aśı pues, en una esfera conductora de radioRy carga totalQ, el campo eĺectri-
co en su interior es cero y en su exterior es radial y con valor

E =
Q

4πε0r2 .

Equivalentemente, el potencial en su interior es constantey en el exterior es

V =
Q

4πε0r
.

Ejemplo 13.1
Sean dos esferas de radiosR1 y R2 con carga totalQ conectadas por un alambre
conductor de longitudl > R1 +R2. Calcule sus densidades superficiales de carga.

Solución:
Como las esferas están conectadas y están en equilibrio electrostático, sus poten-
ciales son iguales:V1 = V2; si Q1 y Q2 son las cargas en su superficie, entonces
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estaŕan a potencialesV1 = Q1/4πε0R1 = V2 = Q2/4πε0R2; entoncesQ1/R1 =
Q2/R2. De esta ecuación y deQ = Q1 +Q2 se deduce queQ1 = QR1/(R1 +R2) y
Q2 = QR2/(R1 +R2). En consecuencia las densidades de carga son:

σ1 = Q1/4πR2
1 = Q/4πR1(R1 +R2),

σ2 = Q1/4πR2
2 = Q/4πR2(R1 +R2),

de modo que
σ1

σ2
=

R2

R1
.

Si R2 < R1, entoncesσ2 > σ1, lo que prueba que la densidad de carga es mayor
en las zonas de menor radio de curvatura, como en las puntas delos pararrayos.

Ejemplo 13.2
Calcule los diversos campos asociados al sistema de la figura13.3, donde una es-
fera uniforme de cargaQ y radioa est́a rodeada de un cascarón conductor esférico
neutro de radiosb y c.

Figura 13.3. Una esfera de carga uniforme rodeada de un cascarón conductor.

Solución:
Una gaussiana esférica de radior < a contiene una cargaQ′ = Qr3/a3, como en
el ejemplo 12.2. Por tanto:

E =
Qr

4πε0a3 para r < a.

Una gaussiana esférica cona < r < b contiene en su interior la cargaQ, de
modo que seǵun el ejemplo 12.2:

E =
Q

4πε0r2 para a < r < b.

Hasta este punto se han obtenido resultados conocidos. El inteŕes de este pro-
blema viene en lo que sigue:

El conductor es neutro, es decir, hay tantas cargas positivas como negativas.
Si no estuviera presente la esfera de cargaQ, el cascaŕon que lo rodea tendrı́a en
cada punto una carga neta cero. Pero la presencia del campo dela esfera separa
las cargas del conductor atrayendo haciar = b las negativas y dejando positivas
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en r = c. Esta migracíon de cargas de conducción da lugar a que el interior del
cascaŕon conductor(b < r < c) sea neutro, esto es:

E = 0 en a < r < b.

Ahora bien, ¿cúanta carga hay enr = b? Esta puede calcularse dibujando una
gaussiana en el interior del cascarón, y es cierto que en esta zona el campo es cero.
La ley de Gauss dice entonces que la carga neta encerrada por la gaussiana también
debe ser nula, por lo que la carga neta en la superficier = b esQ′ = −Q. Y puesto
que el conductor es neutro, la carga enr = c ha de serQ′′ = Q. De este modo la
cargaQ′ +Q′′ en el conductor sigue siendo cero.

Finalmente, una gaussiana esférica conr > c encierra una carga netaQ−Q+
Q = Q, por lo cual:

E =
Q

4πε0r2 para r > c.

¿Qúe campo se obtiene enr > c si se dibuja un pequeño cilindro gaussiano en
el entorno der = c como en la figura 13.2? ¿Es consistente con el resultado ya
obtenido?

El campo eĺectrico en las diversas zonas tiene la forma indicada en la figura
13.4.

Figura 13.4. Campo eĺectrico en las diversas zonas de la figura 13.3. Entreb y c el campo
es cero.

Ejemplo 13.3
El mismo anterior ãnadiendo una cargaq al cascaŕon conductor.

Solución:
Los resultados del ejercicio anterior son válidos aqúı parar < a y a < r < b. En el
interior del cascaŕon el campo es cero por lo que, según la ley de Gauss, la carga
neta encerrada en la gaussianab< r < c ha de ser cero. Por ello la carga enr = b ha
de ser−Q y corresponde a electrones de conducción. Una carga+Q debe aparecer
en r = c. Una gaussianar > c encierra una carga netaQ−Q+Q+q = Q+q, de
modo que el excesoq de carga se sitúa enr = c. El campo enr > c es

E =
Q+q
4πε0r2 .
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13.2 Dieléctricos

Vea la demostración Polarizacíon del agua
en su multimedia de Oscilaciones y Cam-
pos.

De acuerdo a la teorı́a cúantica, la distribucíon de electrones alrededor de unáto-
mo puede ser representada como una nube de probabilidad cuyadensidad indica
mayor presencia de electrones. En unátomo libre el centro de carga negativo, que
es el ańalogo del centro de masa, coincide con el centro de carga positivo, que a
su vez coincide con el núcleo. Esto da lugar a que unátomo libre, en ausencia de
un campo externo, tenga un momento de dipolo nulo. En contraste, si elátomo se
coloca en un campo eléctrico, la nube electrónica se desplaza en dirección opuesta
al campo logrando que los centros de carga positivo y negativo no coincidan. Co-
mo consecuencia elátomo exhibe un momento de dipolo eléctrico inducido, que
tiende a ser orientado según la direccíon del campo polarizador. Las moléculas de
gran simetŕıa, como el CO2, no presentan momento de dipolo eléctriconatural,
pero śı lo presentan moléculas de menor simetrı́a como el agua, constituida por
dosátomos de hidŕogeno y uno de ox́ıgeno, ubicados en los vértices de un tríangu-
lo isósceles, como en la figura 13.5. Según las reglas de la mecánica cúantica, el
centro de carga negativa queda cerca delátomo de ox́ıgeno, mientras el de car-
ga positiva queda cerca al punto medio entre los dos hidrógenos. Esto da lugar a
un dipolo neto de la molécula del agua de 6,2×10−30 Cm. Este dipolonatural p
puede ser reorientado por la presencia de un campo eléctrico externo.

Figura 13.5. Momento de dipolo eléctrico de la moĺecula de agua.

Los momentos de dipolo de algunas moléculas son:

HCl 3,4×10−30 Cm
CO 0,4×10−30 Cm
H2S 5,3×10−30 Cm
SO2 5,3×10−30 Cm
NH3 5,0×10−30 Cm

Los śolidos que presentan polarización natural se conocen comoelectretos.
En general puede afirmarse que losátomos pueden presentar momentos de

dipolo inducidos; las moléculas pueden tener momentos de dipolo naturales como
es el caso del agua. Lo usual es que las moléculas polares que forman lı́quidos
o gases no presenten macroscópicamente un momento de dipolo neto debido a la
aleatoriedad en la orientación de las moĺeculas. Sin embargo, como puede verse
en el experimento adjunto, un chorro de agua manifiesta atracción ante una barra
electrizada debido a la reorientación de sus dipolos.

Aśı pues, los materiales pueden presentar momentos de dipolo naturales o in-
ducidos, que pueden cambiar su dirección por la presencia de campos eléctricos.
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Cuando esto ocurre se dice que los materiales están polarizados y la medida de
este efecto se describe en términos del momento de dipolo promedio por unidad
de volumen:

P =
dp
dV

. (13.2)

El nombre geńerico de los materiales polarizables es el dedieléctricoso ais-
lantes. Estáultima denominacíon se debe a que, al ser dominantes en número los
electrones de valencia, que tienen una gran ligadura al núcleo, la movilidad de es-
tos es muy pequeña, dando lugar a que estos materiales sean excelentes aislantes
o, lo que es lo mismo, malos conductores.

Oscilaciones y Campos 105





4. Ley de Gauss y aplicaciones

Módulo 14
Dieléctricos

Contenidos del módulo

14.1 Polarizacíon y susceptibilidad

Ĺıneas de campo electrostático y equipo-
tenciales.

14.2 Desplazamiento eléctrico y ley de Gauss en dieléctricos

Objetivos del módulo

1. Estudiar la conexión entre polarización y campo polarizador.
2. Introducir la susceptibilidad eléctrica.
3. Definir la carga superficial de polarización.
4. Establecer la conexión entre carga de polarización y vector de polarización.
5. Definir el vector de desplazamiento eléctrico.
6. Definir la permitividad de un dieléctrico.
7. Establecer la ley de Gauss para dieléctricos.

Preguntas básicas

1. ¿De qúe depende la polarización de un material?
2. ¿Cúales son las unidades de la susceptibilidad eléctrica?
3. ¿Cúal es la conexíon entre carga superficial de polarización y vector de po-

larizacíon?
4. ¿Ćomo se define el vector de desplazamiento?
5. ¿Ćomo se define la permitividad de un dieléctrico?

Introducción

En un material sumergido en un campo eléctrico, los dipolos naturales se re-
orientan, o se inducen debido a la redistribución de carga de los electrones en las
moléculas. En cualquiera de estos casos se dice que el material est́apolarizado. En
su interior puede definirse el vector de polarización que corresponde al momento
de dipolo promedio por unidad de volumen, el cual está asociado por (13.2) a las
cargas de polarización que aparecen en el material. La introducción de estas cargas
hace necesario establecer con claridad la diferencia entrecargas libres y cargas de
polarizacíon, lo que de una manera natural sugiere la introducción del vector de
desplazamiento, con el cual puede escribirse la ley de Gaussen forma ḿas general.

A los materiales polarizables se les conoce con el nombre dedieléctricos.
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14.1 Polarización y susceptibilidad

La figura 14.1 muestra que debido al campo externo el materialque se coloca en
un campo eĺectrico adquiere una carga superficial positiva a la derechay negativa
a la izquierda, debida al corrimiento de las nubes electrónicas. A la carga que
aparece en las superficies como efecto del campo polarizado se le llamacarga
superficial de polarización. Si el medio material es inhomogéneo aparecen en su
interior cargas voluḿetricas de polarizacíon. La suma de las cargas superficiales
y volumétricas de polarización es siempre cero pues la polarización no genera
carga neta en los dieléctricos. En particular, si el material es homogéneo hay solo
cargas superficiales cuya suma es cero. Si el material es homogéneo, e isot́opico
(es decir, no solo tiene las mismas propiedades en cada puntosino que adeḿas son
las mismas en diferentes direcciones), es experimentalmente cierto que el vector
de polarizacíon es paralelo al de campo eléctrico. En este caso es posible escribir:

P = χeε0E . (14.1)

Es f́acil demostrar queχe, conocida comosusceptibilidad eĺectrica, es una
cantidad adimensional. Para la mayorı́a de las sustancias tiene valores positivos.
La ecuacíon (14.1) es una relación válida experimentalmente en muchos casos y
que asegura que la relación entre el campo externo y la polarización que genera es
lineal.

El valor de la susceptibilidad eléctrica para algunas sustancias es como sigue:

Vidrio 8
Aceite 1.1
Alcohol 24
Agua 78
Hidrógeno 5,0×10−4

Ox́ıgeno 5,0×10−4

CO2 9,2×10−4

Aire 5,4×10−4

Figura 14.1. La aparicíon o reorientacíon de dipolos en un material da lugar a cargas su-
perficiales de polarización.

La conexíon entre la polarización y la carga superficial de polarización puede
ser establecida con facilidad en el caso simple de la placa dieléctrica de la figura
14.2, de gruesol y áreaA. Hay un campoE externo perpendicular a la placa que
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genera un vector de polarización y cargas superficiales, como se indica en la figura.
El momento de dipolo de la placa es, de acuerdo a (13.2),p = PV, equivalente a
P = (PA)l . Puesto que el dipolo eléctrico tambíen se escribep = ql, es cierto
que la carga neta sobre una de las caras de la placa esq = PA, de modo que la
carga superficial de polarización (q/A) es σ = P. Un argumento ḿas refinado
permite extender este resultado al caso de materiales de forma arbitraria ubicados
en campos externos no homogéneos. Es entonces posible demostrar que la carga
superficial de polarización en cualquier punto de la superficie está dado por:

σP = P· n̂ , (14.2)

donden̂ en la figura 14.2 es el vector unitario normal a la superficie que limita el
dieléctrico. Obśervese queP y σ tienen las mismas unidades.

Figura 14.2. Cargas superficiales de polarización inducidas por el campoE.

Lascargas de polarizaciónse deben a redistribuciones de carga en el volumen,
cargas que no tienen movilidad en el material, a diferencia de las llamadascargas
libres, que no surgen en el proceso de polarización sino que pueden añadirse a vo-
luntad. Las cargas libres tampoco viajan en los dieléctricos, pero śı pueden hacerlo
en los gases o los metales. En el caso general es necesario tomar en cuenta ambos
tipos de carga y tener presente que ambas generan campos eléctricos.

Figura 14.3. Una placa dieĺectrica colocada entre las placas de un condensador.

Un par de placas conductoras con cargas iguales y de signo contrario, con den-
sidad superficialσl , generan entre ellas un campoE0 = σl/ε0. Si entre las placas,
como en la figura 14.3, se coloca una placa dieléctrica, sobre las superficies cer-
canas a las placas conductoras aparecerán cargas de polarización, que solo existen
si las placas están cargadas. Este es el sentido en que puede afirmarse que las
cargas de polarización son cargas “ligadas”. Ahora bien: ambas cargas, libres y

Oscilaciones y Campos 109



Alonso Sepúlveda

ligadas, generan campo eléctrico y puede verse que el campo eléctricoEP gene-
rado por las cargas de polarización se opone en dirección al campo de las placas
del condensador. Si las placas están en contacto con el dieléctrico se puede afir-
mar que la densidad de carga superficialnetasobre la superficie de la izquierda es
σ = σl + σP, es decir,σ = σl −P, donde se ha tenido en cuenta la diferencia de
signo entre las cargas. Sobre la placa de la derecha los signos son los opuestos. En
presencia del dieléctrico la placa aparece con una carga efectivaσl −P, que genera
un campoE = σ/ε0. Con esta ecuación, y despejandoσl , se obtiene:

σl = ε0E +P. (14.3)

14.2 Desplazamiento eléctrico y ley de Gauss en
dieléctricos

La aparicíon deE y P en la misma expresión sugiere definir el vectorD, conocido
como vector de desplazamiento eléctrico, en la forma:

D = ε0E+P. (14.4)

Multiplicando escalarmente (14.4) porn̂ es cierto entonces queσl = D · n̂, por
lo cual integrando sobre la superficie del conductor:

∮

D ·dA = ql , (14.5)

dondeql =
∫

σl dA.
La ecuacíon 14.5 tiene una validez bastante más general pues puede aplicarse

para evaluar el campoD en ausencia o en presencia de dieléctricos. Ha de notarse
de (14.4) que en una región donde no haya dieléctricos es cierto queD = ε0E. La
ecuacíon (14.5) afirma queel flujo del campoD es proporcional a la cargalibre
encerrada en la superficie.Esta es una forma ḿas general de la ley de Gauss que
incluye (12.5) como caso particular siχe = 0. Recúerdese que la ley de Gauss
(12.5) afirma que el flujo del campoE depende detodaslas cargas encerradas en
la superficie. De (14.1) y (14.4) se obtiene

D = ε0E+ χeε0E = (1+ χe)ε0E = εE . (14.6)

Se ha introducido la nueva cantidadε, conocida comopermitividad del dieĺectri-
co, y es tal queε = ε0(1+ χe). En el vaćıo: ε = ε0. Las unidades deε y ε0 son
C2s2m−3kg−1. La ecuacíonD = εE es v́alida para medios isotrópicos, y, si adeḿas
son homoǵeneos, la ley de Gauss (14.5) toma la forma:

∮

E ·dA =
ql

ε
. (14.7)

Comparando con (12.5) queda claro que en presencia de dieléctricos ha de
cambiarseε0 por ε. La carga que se incluye en (14.7) es solo la libre, ya que el
efecto de las cargas de polarización est́a incluido enD.

Si se considera el caso de una carga puntual puede verse que sucampo en el
vaćıo esE = q/4πε0r2, mientras que si está rodeada por un dieléctrico su campo
esE′ = q/4πεr2, de donde se deduce queE′/E = ε0/ε; puesto que lo corriente es
queε > ε0, seŕa cierto queE′ < E. Aśı pues, el dieĺectrico reduce el campo de la
carga debido a que el efecto de polarización genera cargas de signo opuesto que
apantallan el efecto deq.
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Ejemplo 14.1
Una carga puntualQ est́a rodeada por un cascarón dieĺectrico de radiosa y b y
permitividadε. Calcule los campos en las diferentes regiones.

Solución:
De acuerdo a la figura 14.4 hay tres zonas en orden creciente dedistancias:

a. r < a. Excepto por la carga puntual, en esta zona hay vacı́o, de modo que es apli-
cable (14.7) para una gaussiana esférica conε = ε0. Aśı pues,E = Q/4πε0r2.

b. a < r < b. Utilizando de nuevo (14.7) es cierto que en el interior del cascaŕon
dieléctricoE = Q/4πεr2.

c. r > b. En esta zona de vacı́o, E = Q/4πε0r2.

Como se ve, la ecuación (14.7) incluye la ley de Gauss (12.5) cuando no hay
medios materiales presentes.

Calcule la polarización y las cargas de polarización. ¿Cúal es la carga neta
sobre la superficier = a?

Figura 14.4. Un cascaŕon dieĺectrico con una carga puntual en su centro.
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Módulo 15
Capacitancia y condensadores

Contenidos del módulo

15.1 Capacitancia de un conductor aislado

La botella de Leyden, usada en el siglo
XVIII para almacenar electricidad, con-
tiene una capa metálica interna y otra
externa, que la convierten en un conden-
sador eléctrico.

15.2 Condensadores
15.2.1 Condensador plano

15.3 Condensadores en serie y paralelo
15.3.1 En serie
15.3.2 En paralelo

Objetivos del módulo

1. Definir la capacitancia de un conductor aislado.
2. Definir el condensador eléctrico.
3. Definir la capacitancia de un condensador.
4. Reconocer el papel de una baterı́a en un circuito eĺectrico.
5. Presentar diversos tipos de condensadores.
6. Estudiar el condensador plano.
7. Introducir los condensadores en serie y paralelo.
8. Proponer la noción de condensador equivalente.

Preguntas básicas

1. ¿Ćomo se define la capacitancia de un conductor aislado y de un conden-
sador?

2. ¿Qúe es un condensador?
3. ¿Qúe papel desempeña una baterı́a en un circuito?
4. ¿Cúales son las caracterı́sticas de un condensador plano?
5. ¿Qúe diversas geometrı́as tienen los condensadores?
6. ¿Ćomo son los diagramas de condensadores en serie y en paralelo?
7. ¿Qúe significa el t́ermino “condensador equivalente”?

Introducción

El módulo se inicia presentando la definición de capacitancia, que relaciona
el potencial de un conductor con su carga eléctrica. Esta noción, a su vez, fun-
damenta la definición del condensador eléctrico. Un condensador es un sistema
formado por dos conductores que tienen cargas+Q y −Q, con la propiedad espe-
cial de que siendo eléctricamente neutros, son capaces, sin embargo, de almacenar
enerǵıa eĺectrica en cantidades dependientes de su forma geométrica y de su con-
tenido de dieĺectricos. Los condensadores son de alto uso en diseños electŕonicos
y de ingenieŕıa eĺectrica. Muchos aparatos de uso doméstico los involucran, como
radios, equipos de sonido, televisores, videograbadoras,limpiabrisas, entre otros.
El precursor del condensador eléctrico se encuentra en la botella de Leyden, de
amplio uso en el siglo XVIII, consistente en una botella de vidrio recubierta en su
exterior e interior con ĺaminas met́alicas.

Especialmentéutiles son los disẽnos que involucran arreglos de condensadores
en serie y en paralelo. A estos temas se dedica el presente módulo.
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15.1 Capacitancia de un conductor aislado

De la seccíon 13.1 sobre conductores se sabe que el potencial en la superficie de
una esfera de radioR y de un cilindro de radioR y longitudL, ambos conductores
y con carga totalQ, es respectivamente:

V =
Q

4πεR
, V =

Q
2πεL

ln(R/a).

Estas expresiones son válidas si los conductores están rodeados por un dieléctri-
co ε. Si más bien es el vacı́o el que los rodea, el coeficiente ha de serε0.

El coeficienteQ/V es en ambos casos independiente de la carga y dependiente
solo de la geometrı́a y deε, caracteŕıstica que es general pues en todos los casos el
potencial en la superficie de un conductor es directamente proporcional a la carga
neta que reside en su superficie. Este cociente es de interés tanto téorico, como
en el disẽno de instrumental eléctrico, y amerita un nombre y una definición. Se
define lacapacidadde un conductor aislado en la forma:

C =
Q
V

.

De los ćalculos para la esfera y el cilindro se deduce que la capacidad depende
no solo de la geometrı́a del conductor sino también de la presencia o ausencia de
dieléctrico. La capacidad de la esfera y el cilindro conductoresse expresan como:

C = 4πεR, C =
2πεL

ln(R/a)
.

Puesto que la permitividad de un dieléctrico es usualmente mayor que la del
vaćıo se concluye que el dieléctrico que rodea a un conductor aumenta su capaci-
tancia.

Las unidades de capacitancia son CV−1, en unidades elementales: m−2 kg−1 s2

C2. Esta unidad MKS se conoce comofaradio (F), unidad demasiado grande para
fines pŕacticos por lo que se usan sus submúltiplos, el microfaradio (µF = 10−6

F) y el picofaradio (pF= 10−12 F). Un faradio es la capacitancia de un conductor
aislado cuyo potencial es de un voltio cuando su carga es de uncoulomb.

15.2 Condensadores

Es cierto que el campo eléctrico de un conductor aislado se extiende por todo el
espacio. Es posible confinar en alto grado el campo eléctrico mediante apropiadas
combinaciones de conductores. En el casoóptimo, permitido por arreglos esféri-
cos, el confinamiento es total. Como se verá, esto significa confinar la energı́a del
campo electrostático.

El arreglo ḿas simple que permite confinar un campo eléctrico es el formado
por dos conductores, uno con carga+Q, el otro con−Q y a potencialesV1 y V2. A
este sistema se le llamacondensadoro capacitor. La diferencia de potencial entre
los conductores es∆V =V2−V1. La capacitancia del condensador se define como:

C =
Q

∆V
.

Por definicíon, la capacitancia es un número positivo (deben involucrarse solo
los módulos deQ y ∆V.)
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Figura 15.1. Condensador enrollado (a) y de múltiples placas (b).

La disposicíon de los dos conductores toma formas muy variadas, desde el
condensador simple de placas paralelas, pasando por los cascarones ciĺındricos
conćentricos y esf́ericos conćentricos, hasta los condensadores formados por dos
largas tiras metálicas recubiertas de dieléctrico y arrolladas en espiral (figura 15.1a).
Estos tipos de condensador de geometrı́a fija tienen una capacitancia constante.
Los receptores de radio utilizan un tipo de condensador de capacitancia variable,
permitido por la presencia de un conjunto de placas metálicas que se deslizan res-
pecto a otro conjunto. La figura 15.1b muestra un condensador de múltiples placas
sumergida en una solución dieĺectrica.

15.2.1 Condensador plano

Un condensador plano está formado por un par de placas planas y paralelas sepa-
radas una distanciad, cada una cońareaA y usualmente con un dieléctrico en su
interior (figura 15.2).

Puesto que el campo entre las placas esE = σ/ε, la diferencia de potencial
entre ellas es

∆V = Vd −V0 = −

∫ d

0
E ·dl = σd/ε.

En consecuencia, la capacitancia del condensador es

C =
εA
d

.

Como seŕa claro cuando se realicen las consideraciones sobre energı́a, la pre-
sencia del dieĺectrico aumenta la capacidad de confinamiento de carga eléctrica, y
en consecuencia, de almacenamiento de energı́a eĺectrica.

Los condensadores se conectan a una fuente externa de energı́a que provee
la diferencia de potencial entre sus placas. La fuente más utilizada es la baterı́a
qúımica, en la que una reacción qúımica provee la diferencia de potencial. Mien-
tras el śımbolo de un condensador es el que aparece en la figura 15.5, elde una
bateŕıa es el que se muestra en el centro de la figura 18.1.

Ejemplo 15.1
Una placa dieĺectrica de permitividadε se introduce en un condensador de placas
paralelas de modo que lo llena completamente (figura 15.2). Calcule los campos
D y E, las cargas de polarización y la capacitancia. Las cargas libres sobre ambas
placas son iguales y opuestas.
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Figura 15.2. Condensador de placas paralelas con dieléctrico.

Solución:
En la figura 15.3 se han dibujado los vectoresD. La ley de Gauss aplicada a la
gaussiana 1 permite concluir que el campoD (y en consecuencia elE) es cero en
el exterior. La ley de Gauss paraD aplicada a la gaussiana 2 ha de incluir solo la
carga libreσ , aśı:

DA = σA, es decir D = σ , y E =
σ
ε

.

La polarizacíon esP= ε0χeE = ε0χeσ/ε y la carga superficial de polarización
sobre la placa positiva valeσp = P.

Figura 15.3. Gaussianas para el cálculo deD en un condensador de placas paralelas.

Ejemplo 15.2
Se introducen dos placas dieléctricas planasε1 y ε2 que llenan un condensador de
placas paralelas como se muestra en la figura 15.4. Las cargaslibres σ sobre las
placas son iguales y opuestas.

Solución:
La ley de Gauss (14.7) aplicada sobre las gaussianas cuyos cortes son las lı́neas
punteadas 1, 2 y 3 permiten concluir respectivamente que:

1. Los camposE y D son cero fuera del condensador.

2. D1 = σ .
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Figura 15.4. Condensador de placas paralelas con dos placas de dieléctrico.

3. D1 = D2 ∴ ε1E1 = ε2E2.

En śıntesis:D1 = D2 = σ , E1 = D1/ε1 = σ/ε1, E2 = ε1E1/ε2 = σ/ε2.
Ha de observarse con cuidado que el campoD es el mismo en el interior del

condensador pues su valor depende solo de las cargas libres que est́an sobre las
placas met́alicas; la superficie que separa los dieléctricos no contiene cargas libres.
Los camposE1 y E2 son diferentes en los dos dieléctricos pues su valor depende de
las cargas de polarización que son distintas en las superficies del primer y segundo
dieléctricos. Dibuje las cargas sobre todas las superficies.

15.3 Condensadores en serie y paralelo

15.3.1 En serie

La figura 15.5 muestra un arreglo de condensadores en serie, en el que la placa
negativa de un condensador está conectada a la placa positiva del condensador
contiguo, y la negativa de este a la positiva del que le sigue.En consecuencia el
módulo de la carga de cada placa es el mismo y los signos se alternan. Los dos
extremos del sistema están conectados a una baterı́a que provee la diferencia de
potencial. Como se ve, las placas de condensadores contiguos tienen cargas iguales
y opuestas.

Figura 15.5. Condensadores en serie.

Si ∆V1, ∆V2... son diferencias de potencial entre las placas de cada uno, y
C1,C2 . . . sus capacitancias, es cierto que

∆V1 =
Q
C1

, ∆V2 =
Q
C2

, . . .

Como el campoE entre las placas va siempre en la misma dirección, la dife-
rencia de potencial total es la suma de las diferencias de potencial, de modo que

∆V = ∆V1 +∆V2 + · · · =

(

1
C1

+
1

C2
+ · · ·

)

Q.
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En consecuencia, la capacitancia de un condensador equivalente al arreglo en
serie y que satisface∆V = Q/C es

1
C

=
1

C1
+

1
C2

+ · · · (15.1)

15.3.2 En paralelo

La figura 15.6 muestra una combinación de dos condensadores conectados a la
misma fuente de potencial; como consecuencia, la carga neta(en las placas del
mismo lado) seŕa la suma de las cargas de cada placa:

Q = Q1 +Q2,

y como
Q1 = C1∆V, Q2 = C2∆V,

puede concluirse que la capacitancia del condensador equivalente (con la misma
diferencia de potencial) es

C = C1 +C2. (15.2)

Figura 15.6. Condensadores en paralelo.

Ejemplo 15.3
Calcule la capacitancia equivalente al arreglo de la figura 15.7.

Figura 15.7. Arreglo de condensadores en serie y paralelo.

Solución:
Utilizando (15.1) y (15.2) el sistema puede ser reducido en la forma siguiente
(figura 15.8):

Figura 15.8. Condensadores equivalentes a la figura 15.7.
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Módulo 16
Enerǵıa del campo eléctrico

Contenidos del módulo

16.1 Enerǵıa almacenada en un condensador eléctrico

Las bateŕıas generancorriente eléctrica
mediante reacciones qúımicas. La bote-
lla de Leyden almacena enerǵıa elec-
trostática.

16.2 La enerǵıa del campo eléctrico

Objetivos del módulo

1. Proponer que un condensador almacena energı́a eĺectrica.
2. Calcular la enerǵıa almacenada por un condensador.
3. Estudiar la energı́a y la densidad de energı́a almacenada por el campo eléctri-

co.

Preguntas básicas

1. ¿Ćomo se carga un condensador?
2. ¿Ćual es la enerǵıa almacenada por un condensador?
3. ¿D́onde se localiza la energı́a del campo eléctrico: en este o en las cargas?

Introducción

Cargar un condensador significa establecer una diferencia de potencial entre
sus placas, para lo cual se necesita una fuente que provea lascargas y la diferencia
de potencial necesarias. Esto implica un gasto de energı́a que se acumula en el
condensador. Ası́ pues, resulta queun condensador es un artefacto que almacena
enerǵıa eĺectrica.

Es cierto adeḿas que, en general, un campo eléctrico posee energı́a, y la teoŕıa
que se ha visto hasta ahora permite evaluar su densidad volumétrica. De hecho,
cuando una partı́cula cargada eléctricamente se mueve en un campo eléctrico, este
provee la enerǵıa necesaria para el movimiento; en otras palabras, es la fuente del
campo de fuerza eléctrico. Pero no solo el campo eléctrico posee energı́a, tambíen
el gravitacional, y como se verá más tarde, el campo magnético.

Aśı pues, el concepto de energı́a se extiende en este módulo: no solo la poseen
las part́ıculas, sino también los campos.
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16.1 Enerǵıa almacenada en un condensador
eléctrico

Suṕongase que un condensador de capacitanciaC tiene una cargaq y que entre sus
placas hay una diferencia de potencialV. Si se le quiere ãnadir una cargadq tráıda
desde el infinito, ha de realizarse un trabajodW = V dqque equivale a la cantidad
en que aumenta la energı́a del condensador. Puesto queV = q/C, se tiene que el
aumento de la energı́a del condensador está dado por

dE = V dq=
q
C

dq.

Si se quiere calcular la energı́a necesaria para cargar el condensador desde
q = 0 hastaq = Q debe integrarse la anterior ecuación, lo que da lugar a

E =
1
C

∫ Q

0
qdq=

Q2

2C
. (16.1)

UtilizandoC = Q/V esta expresión toma tambíen las formas alternas

E =
CV2

2
=

QV
2

.

La anterior ecuación es v́alida en general para calcular la energı́a almacena-
da en un conductor, aunque sea aislado. Hacerlo especı́fico para condensadores
implica solo introducir ḿas de un conductor.

Ejemplo 16.1
Calcule la enerǵıa eĺectrica almacenada en un condensador de placas paralelas de
áreaA y anchod con un dieĺectricoε en su interior.

Solución:
Puesto que la capacidad del condensador esC = εA/d, y V = Ed, usandoE =
CV2/2 puede escribirse

E =
1
2

CV2 =
1
2

(

εA
d

)

(Ed)2 =
1
2

εE2(Ad),

dondeE es el campo eléctrico entre las placas. ComoAd es el volumen del con-
densador, que corresponde (despreciando los efectos de borde) al volumen ocupa-
do por el campo eléctrico, puede decirse que la densidad volumétrica de enerǵıa
del campo eĺectrico es

µ =
E
Ad

=
1
2

εE2. (16.2)

La enerǵıa almacenada en un condensador es mayor mientras mayor sea su
permitividad. Cargas altas, es decir energı́as altas, pueden almacenarse usando un
buen aislante.

Ejemplo 16.2
Condensador esf́erico

Solución:
Un condensador esférico consta de un par de cascarones esféricos conćentricos
de radiosa y b, entre los cuales hay un dieléctricoε. Calcule la capacitancia y la
enerǵıa almacenada si la carga positiva esQ.
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De la ley de Gauss
∮

D ·dA = Q,

se sigue
D(4πr2) = Q,

de donde

E =
Q

4πεr2 .

Es cierto entonces que

∆V = −

∫ b

a
E ·dl = −

Q
4πε

∫ b

a

1
r2 dr

=
Q

4πε

(

1
b
−

1
a

)

=
Q(a−b)

4πεab
.

En consecuencia, la capacitancia es:

C =
Q

∆V
=

4πεab
(b−a)

,

por lo cual la enerǵıa almacenada en el condensador es

E =
Q2

2C
=

Q2(b−a)

8πεab
.

Fácilmente se prueba que este resultado se obtiene también con

E =
ε
2

∫

E2dV,

dondeE2 = E ·E.

16.2 La enerǵıa del campo eléctrico

Aunque (16.2) fue obtenida para un condensador de placas paralelas puede demos-
trarse que es v́alida independientemente de la forma geométrica del condensador.
Nótese, en efecto, que (16.2) no contiene referencias a la geometŕıa del conden-
sador sino solo al campoE y a la permitividad del medio. Es posible demostrar
que esta ecuación tiene validez general para campos electrostáticos y expresa que
la enerǵıa del campo puede asumirse localizadaen el espacioque rodea las cargas,
mientras que (16.1) expresa que la energı́a puede suponerse almacenada en las car-
gas. Estas dos interpretaciones son equivalentes en el casoest́atico. Una vez que
se comience el estudio de la dinámica del campo electromagnético se veŕa que la
primera interpretación es la ḿas apropiada, pues permite entender los casos, como
la luz, en que la energı́a electromagńetica viaja en forma de ondas en ausencia de
cargas.

Aśı pues, la densidad voluḿetrica de enerǵıa y la enerǵıa total de un campo
eléctrico se expresan como:

u =
ε
2

E2, E =
ε
2

∫

V
E2 dV, (16.3)

dondedV es un diferencial de volumen del campo.
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Ejemplo 16.3
¿Ćual es la enerǵıa almacenada en una esfera uniformemente cargada de radioR
con carga totalQ?

Solución:
Los campos eléctricos en el interior y exterior de una distribución de carga con
simetŕıa esf́erica son radiales e iguales, respectivamente, a:

E1 =
Qr

4πε0R3 , E2 =
Q

4πε0r2 .

La enerǵıa total de la distribución se escribe:

E =
1
2

ε0

∫

E2dV =
1
2

ε0

∫

E2(4πr2dr)

= 2πε0

∫ ∞

0
E2r2dr

= 2πε0

[

∫ R

0
E2

1r2dr +
∫ ∞

R
E2

2r2dr

]

= 2πε0
3Q2

40π2ε2
0

=
3Q2

20πε0
.
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Capı́tulo 5
Corriente eléctrica y circuitos

Contenido breve

Módulo 17

Corriente eĺectrica

Módulo 18

Circuitos de corriente continua

La ley de Ohm, que es la más simple conexión entre corriente eléctrica y diferencia de

potencial, permite definir resistenciaeléctrica.

Presentación

En los materiales conductores los electrones de lasúltimas capas atómicas est́an
débilmente ligados a los núcleos por lo que presentan una gran movilidad y pueden
desplazarse por todo el material. Este movimiento es de tipoaleatorio y no genera
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en consecuencia una corriente eléctrica neta, observable macroscópicamente. Sin
embargo, si se establece una diferencia de potencial entre dos puntos del conductor,
es posible una corriente macroscópica permanente. Como se sabe, la diferencia de
potencial equivale a la presencia de un campo eléctrico en el interior del material,
que provoca el movimiento de los electrones de conducción en direccíon opuesta
a la del campo eléctrico. Esto significa que aparece unacorriente eĺectrica en el
conductor.

Este ḿodulo se dedica a explorar los conceptos necesarios para describir los
fenómenos asociados a las corrientes eléctricas, como son la resistencia, la resis-
tividad y la conductividad, a exponer la ley de Ohm, los arreglos de resistencias en
serie y paralelo y la teorı́a de los circuitos de corriente continua.
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Módulo 17
Corriente eléctrica

Contenidos del módulo

17.1 Corriente y resistencia

La corriente eléctrica es transportada ha-
cia las ciudades por redes conductoras.

17.2 Ley de Ohm
17.3 Resistividad y conductividad
17.4 Ley de Ohm y densidad de corriente
17.5 Potencia eléctrica
17.6 Resistencias en serie y paralelo

17.6.1 En serie
17.6.2 En paralelo

Objetivos del módulo

1. Definir corriente eĺectrica.
2. Introducir la nocíon de resistencia eléctrica.
3. Presentar la ley de Ohm.
4. Definir resistividad y conductividad eléctricas.
5. Definir la densidad de corriente eléctrica.
6. Establecer la conexión entre campo eléctrico y densidad de corriente.
7. Calcular la potencia necesaria para mantener una corriente.
8. Estudiar arreglos de resistencias en serie y paralelo.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe es una corriente eléctrica?
2. ¿Ćomo se definen resistencia, resistividad y conductividad?
3. ¿Qúe significa y qúe variables relaciona la ley de Ohm?
4. ¿Ćomo se define la densidad de corriente?
5. ¿Qúe diferencia corriente y densidad de corriente?
6. ¿Cúal es la relacíon entreV = IR y J = σE?
7. ¿En qúe se emplea la potencia recibida por una resistencia?
8. ¿Cúales son las resistencias equivalentes para redes en serie yparalelo?

Introducción

En el interior de un conductor entre cuyos extremos se mantiene una diferencia
de potencial aparece una corriente eléctrica. Esto significa que hay desplazamiento
de electrones de un punto a otro del material. En general se dice que hay una
corriente eĺectrica en casos tan diversos como el flujo de electrones en elinterior
de un tubo de televisión, en el viaje de los iones de un borne al otro de una baterı́a
de autoḿovil o de una pila de linterna, o en el viaje de las partı́culas elementales
cargadas en el interior de un acelerador.

En algunos de estos casos las cargas viajan en el vacı́o y pueden ser aceleradas
por el campo eĺectrico hasta alcanzar muy altas velocidades, como es el caso en
los aceleradores. En el caso especı́fico de un electŕon de conducción en un metal
este se encuentra rodeado por núcleos at́omicos y por los restantes electrones lo
que da lugar a la aparición de una resistencia al movimiento. Como se verá, la ley
de Ohm es la expresión que conecta la corriente con la resistencia y el potencial
necesario para establecer la corriente.
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17.1 Corriente y resistencia

Si un chorro de partı́culas eĺectricamente cargadas se mueve a lo largo de un tubo
de seccíon transversalA, bajo la accíon de una diferencia de potencialVa−Vb entre
los planosa y b (figura 17.1), la corriente eléctrica puede definirse como la carga
neta por unidad de tiempo que atraviesa la sección transversal del alambre:

I =
dQ
dt

. (17.1)

Figura 17.1. Bajo la accíon de la diferencia de potencialVa −Vb las cargas positivas se
mueven hacia la derecha.

Por convencíon, la direccíon de la corriente será la de las cargas positivas, es
decir, la del campo eléctrico que ocasiona su movimiento. En el caso de los con-
ductores, y puesto que los núcleos at́omicos est́an en reposo en el material, siendo
los electrones los responsables de la corriente, resultará que la corriente eléctrica
fluye en direccíon contraria al movimiento de los electrones. Ciertamente,es posi-
ble el caso en el que cargas de diverso signo estén en movimiento; en tal situación
la corriente de las cargas positivas coincide en dirección con la velocidad promedia
de las cargas positivas y la corriente de las cargas negativas tiene direccíon opuesta
al movimiento de las cargas positivas.

La unidad de corriente eléctrica es elamperio, correspondiente acoulomb/se-
gundo: 1 A = C/s.

Una definicíon altamentéutil en la teoŕıa del campo electromagnético es la de
densidad de corriente eléctrica, correspondiente a la carga por unidad deárea y de
tiempo que fluye a trav́es de una sección transversalA. Sus unidades son C/cm2

·s
y se representa con la letraJ, aśı:

J =
dQ

dAdt
, (17.2)

es decir,J = dI/dA. Densidad de corriente es corriente por unidad deárea. De
(17.2), en consecuencia, es posible establecer la siguiente conexíon entreI y J:

I =

∫

J dA,

ecuacíon que es v́alida si la direccíon de la corriente es perpendicular al plano del
áreaA. En forma general, y escribiendo la densidad de corriente como un vector
J, puede expresarseI en t́erminos del flujo del vectorJ:

I =
∫

J ·dA . (17.3)
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Es importante tener en cuenta que el movimiento de los electrones en los con-
ductores no se realiza exactamente en dirección opuesta al campoE interior debido
a las interacciones de los electrones viajeros con los demás. Estas colisiones dan
lugar, por una parte, a que una fracción de la enerǵıa del movimiento se disipe en
forma de calor, y por otra, a que la trayectoria de cada electrón siga un camino

George Simon Ohm (1787-1854)

F́ısico alemán nacido en Erlangen. Su
descubrimiento más importante es la ley
que lleva su nombre y en la que la cons-
tante de proporcionalidad R se mide des-
de 1861 en las unidades que llevan su
nombre. Realizó también investigaciones
en acústica, descubriendo que el óıdo hu-
mano es capaz de distinguir los armónicos
de un sonido complejo. Fue profesor en
Nuremberg y Erlangen.

quebrado como se muestra en la figura 17.2, en la queE es el campo eléctrico
aplicado al conductor yvd la velocidad promedia de las cargas positivas.

Figura 17.2. Camino de un electrón en un conductor debido a la presencia de un campoE
y de colisiones con otros electrones.

Como consecuencia, el avance efectivo a lo largo del conductor se realiza no
con la velocidad adquirida por el electrón sino con una velocidad promedia a lo
largo del conductor, que se conoce comovelocidad de arrastre. Es posible, en
efecto, establecer una conexión entre la magnitud de la corriente y la velocidad
de arrastre. Basta notar que si la densidad volumétrica de las cargas libres del
conductor esn, entonces la carga contenida en un elemento de volumendV es
dQ= nqdV; como este elemento de volumen de longituddl se desplaza con una
velocidad promediava, puede escribirsedQ= nqAdl= nqAva dt, de modo que la
corriente que fluye por el alambre está relacionada con la velocidad de arrastre por
la expresíon I = nqAva. La densidad de corriente asociada es entoncesJ = nqva.

17.2 Ley de Ohm

Si entre los dos extremos de un alambre conductor se establece una diferencia de
potencial, una corriente eléctrica fluye a lo largo del alambre. Los experimentos
realizados por George Simon Ohm a mitad del siglo XIX le permitieron concluir
que la relacíon entre el voltaje aplicado y la corriente en el conductor eslineal:

V = IR. (17.4)

Esta relacíon se cumple para muchos conductores a los que se llamaóhmicos.
La cantidadRdescribe la resistencia que el material presenta al flujo de electri-

cidad. Mientras mayor sea el voltaje necesario para establecer la misma corriente,
mayor seŕa la resistencia. Un excelente conductor presenta una resistencia baja. Si
diferentes materiales conductores se someten a la misma diferencia de potencial,
el que tenga una resistencia mayor transmitirá una corriente menor.

La unidad de resistencia es el ohmio(Ω), y puede escribirse, de acuerdo con
la ley de Ohm: 1 ohmio = 1 voltio /1 amperio, o también: 1Ω = 1 V/A. El śımbolo
usado para unaresistenciaen los gŕaficos con circuitos es como aparece en la
figura 17.3.

Ejemplo 17.1
¿Cúales son las unidades elementales del ohmio?
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Solución:
Puesto queR = V/I y como voltio =E × m y E = F/q= newton/coulomb, las
unidades deRson kg·m2

·C−2
·s−1.

Ejemplo 17.2
Un alambre de 1 m de largo está conectado a una diferencia de potencial de 12 V
y tiene una resistencia de 24Ω. ¿Cúal es el valor de la corriente que circula porél?
¿Cúantos electrones por segundo cruzan su sección transversal?

Solución:
De la ley de Ohm se sigue queI = V/R= 0,5 A, y comoI = q/t = n|e|/t, donde
e = 1,6× 10−19 C es la carga del electrón, se tienenn/t = 0,5/1,6× 10−19 =
3,1×1018 electrones/segundo fluyendo a lo largo del alambre.

17.3 Resistividad y conductividad

La resistencia de un alambre metálico depende de su longitud y de su sección
transversal. Los experimentos revelan que la resistencia eléctrica de un alambre
es directamente proporcional a su longitud e inversamente proporcional a súarea
transversal:

R= ρ
l
A

. (17.5)

El factorρ , conocido comoresistividad, depende solo de las propiedades fı́sicas
del material, como su estructura atómica y su temperatura. Al inverso de la resis-
tividad se le conoce comoconductividad(σ ). Los factoresρ y σ son importantes
porque son independientes de la forma geométrica del conductor: alambres, conos,
espirales, tirabuzones, del mismo material tienen la mismaresistividad. ¿Cúales
son las unidades de la resistividad?

Los valores de la resistividad (enΩ ·m) de algunos metales (a 20oC) son:

Plata 1,59×10−8

Cobre 1,67×10−8

Oro 2,35×10−8

Hierro 9,71×10−8

Plomo 20,65×10−8

El mejor conductor (menor resistividad) es la plata. En contraste, la resistividad
de algunos buenos aislantes (a 20oC) es:

Vidrio 1010
−1014

Cuarzo 7,5×1017

Teflón 1013

Diamante 1011

La resistividad es una función de la temperatura y con buena aproximación
puede expresarse como

ρ = ρ0[1+α(T −293)] ,

dondeα es el coeficiente de resistividad térmica y es usualmente del orden de 10−3

para metales. En láultima ecuacíon la temperaturaT se mide en grados Kelvin (K).

Ejemplo 17.3
¿Cúal es la resistencia de un alambre de cobre de 1 mm de radio por el cual circula
una corriente de 15 A, si su longitud es de 1 m? ¿Cuál es la densidad de corriente?
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Solución:
De (17.5) y conocida la resistividad del cobre (1.67×10−8) se deduce que

R= 1,67×10−8 Ω ·m
1 m

π(1×10−3)2 m2 = 0,0053Ω.

La densidad de corriente es

J =
I
A

=
15 A

π((1×10−3)2 m2 = 4,77×106 A/m2.

17.4 Ley de Ohm y densidad de corriente

La ley de Ohm,V = IR, fue escrita en una forma apta para trabajar la teorı́a de
circuitos eĺectricos; de hecho incluye variables cuyos valores pueden ser determi-
nados instrumentalmente usando voltı́metros, amperı́metros yóhmetros.

Hay otra forma de la ley de Ohm cuya utilidad se hace manifiestacuando estos
temas se ven a la luz de la teorı́a de campos, contexto en el que conviene utilizarE,
en vez de la diferencia de potencial, yJ en vez de la corriente eléctrica. MientrasV
e I muestran su utilidad en la teorı́a de circuitos,E y J lo hacen cuando se trata de
enfatizar el aspecto de campo. La conexión entreI y V tiene su contraparte en la
relacíon entreJ y E y puede establecerse acudiendo al caso del alambre conductor
de longitudl y seccíon A.

ReemplazandoV, I y RenV = IR, usandoV = El, I = JAy R= ρ l/A se sigue
queE = Jρ. Teniendo en cuenta queρ = 1/σ y acudiendo al carácter vectorial del
campo eĺectrico y la densidad de corriente puede escribirse la siguiente versíon de
la ley de Ohm, cuya forma es válida de manera general:

J = σE . (17.6)

La anterior es un ecuación de campo, v́alida en cualquier punto del espacio.
En la teoŕıa del campo electromagnético se la considera como una ecuación más
importante que la ley de Ohm, a la que contiene.

17.5 Potencia eléctrica

La resistencia eléctrica de los conductores da lugar a disipación de enerǵıa (efecto
Joule), que se manifiesta por ejemplo en el calentamiento hasta el rojo de las re-
sistencias de una parrilla. Debido a estas pérdidas se hace necesario el suministro
de enerǵıa desde alguna fuente, usualmente una baterı́a. Sin estas ṕerdidas debidas
a las colisiones el movimiento de las cargas serı́a acelerado en vez del movimiento
con velocidad de arrastre constante.

¿Cúanta potencia es necesario suministrar para mantener la corriente en un cir-
cuito? Un elemento∆Q que se mueve a lo largo de un alambre desde un potencial
V1 a un potencialV2 gana una energı́aV∆Q. La potencia suministrada es entonces

P =
∆E
∆t

= V
∆Q
∆t

= VI . (17.7)

Esta ecuación es v́alida para cualquier conductor. En particular, si el material
obedece la ley de Ohm,V = IR, es cierto que

P = I2R o P =
V2

R
. (17.8)
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Ejemplo 17.4
¿Qúe potencia suministra una baterı́a a un circuito que contiene una resistencia de
10Ω?

Solución:
De P = V2/R se sigueP = 1,44 V2/Ω. Demuestre que las unidadesvoltio2/ohm
corresponden avatios.

Ejemplo 17.5
Una bombilla casera de 60 W se conecta a 120 V. ¿Cuál es la corriente que circula
por su filamento? ¿Cuál es la resistencia del filamento, si este obedece la ley de
Ohm?

Solución:
De la expresíon P = VI se sigueI = P/V = 60 W/120 V= 0,5 A. La resistencia
del filamento esR= V/I = 120 V/0,5 A = 240Ω.

17.6 Resistencias en serie y paralelo

17.6.1 En serie

En la figura 17.3 se muestra un arreglo de resistencias en serie en el que la dife-
rencia de potencial esV, y es cierto que

V = V1 +V2 +V3.

Puesto que la corriente que atraviesa el arreglo es la misma,ya que no se ra-
mifica y adeḿas se conserva, se tiene queV1 = IR1, V2 = IR2 y V3 = IR3. Reem-
plazando se tiene que:

V = I(R1 +R2 +R3).

La resistencia equivalente al arreglo en serie es aquella que porta la misma co-
rrienteI y est́a sometida a la diferencia de potencialV, de modo queV = IR. La
resistencia equivalente tiene el valor

R= R1 +R2 +R3 . (17.9)

En un circuito de varias resistencias en serie es cierto que

R= R1 +R2 +R3 + · · ·

Figura 17.3. Resistencias en serie.

17.6.2 En paralelo

Un arreglo en paralelo corresponde al de la figura 17.4, en el que cada una de las
resistencias está conectada a los mismos puntosa y b, por lo que la diferencia de
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potencial entre los extremos de cada resistencia es la misma. En este caso se tiene
queV = I1R1 y V = I2R2. Ahora bien, puesto que la carga eléctrica es una cantidad
que se conserva ha de ser cierto que al ramificarse en el puntoa y al reunirse enb
ha de cumplir queI = I1 + I2, por lo cual:

I = V

(

1
R1

+
1
R2

)

,

y como la resistencia equivalenteRest́a sometida al mismo potencialV se concluye
que, en general, para un arreglo en paralelo:

1
R

=
1
R1

+
1
R2

. (17.10)

Figura 17.4. Resistencias en paralelo.

Ejemplo 17.6
Evalúe la resistencia equivalente al arreglo de resistencias dela figura 17.5.

Figura 17.5. Arreglo de resistencias en serie y paralelo.

Solución:
Utilizando en secuencia las ecuaciones (17.9) y (17.10) el sistema puede ser re-
ducido como lo muestra la figura 17.6.

Figura 17.6. Resistencias equivalentes en serie del ejemplo 17.6.
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Módulo 18
Circuitos de corriente continua

Contenidos del módulo

18.1 Fuerza electromotriz

Las leyes de Kirchhoff permiten calcular
las corrientes en una red.

18.2 Leyes de Kirchhoff
18.3 Carga y descarga de condensadores

18.3.1 Carga de un condensador
18.3.2 Descarga de un condensador

Objetivos del módulo

1. Establecer la diferencia entre corrientes continua, directa y alterna.
2. Definir la fuerza electromotriz (fem).
3. Sẽnalar artefactos que producen fem.
4. Enunciar las leyes de Kirchhoff.
5. Estudiar la carga y descarga de condensadores.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe es corriente continua, directa, alterna?
2. ¿Qúe es fuerza electromotriz?
3. ¿Cúales mecanismos generan fem?
4. ¿Qúe son los polos de una baterı́a?
5. ¿Cúal es el enunciado de las leyes de Kirchhoff?
6. ¿Qúe leyes b́asicas incluyen las leyes de Kirchhoff?
7. ¿Ćomo es el proceso de carga y descarga de un condensador?
8. ¿Ćomo invierte la enerǵıa una baterı́a cuando carga un condensador?

Introducción

En un circuito de corrientecontinua, la corriente eĺectrica, aunque puede variar
con el tiempo, mantiene siempre una misma dirección. Un caso particular es el
de la corrientedirecta, en el cual la corriente mantiene invariable su magnitud
y direccíon de flujo. Una situación más general, que será abordada en secciones
posteriores, es el de la corrientealterna, caso en el cual esta oscila en dirección de
flujo y en magnitud.

En este ḿodulo se estudian las leyes básicas de los circuitos, que incluyen
bateŕıas, resistencias y condensadores. Estas leyes, asociadasal nombre de Kirch-
hoff, est́an en el centro del diseño de los circuitos eléctricos de los aparatos de uso
casero e industrial.
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18.1 Fuerza electromotriz

Para que un condensador se cargue y para que una corriente fluya por una resisten-

Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887)

F́ısico alemán nacido en Konisberg, pro-
fesor en las universidades de Berĺın, Bres-
lau y Heidelberg. En 1845 enunció las
leyes que llevan su nombre y que per-
miten calcular las corrientes y potenciales
en un circuito. Colaboró con Bunsen en
la invención del espectroscopio, comen-
zando con ello la rama de la qúımica
y la óptica conocida como análisis es-
pectral. Utilizando este instrumento am-
bos investigadores descubrieron el cesio
y el rubidio. Entre sus obras se destaca
un curso de f́ısica matemática en cuatro
volúmenes.

cia es necesaria la presencia de una fuente de energı́a. Un tipo de fuente bastante
común es labateŕıa, como las de autoḿovil o las de linterna. Otras fuentes son los
generadores eléctricos que producen la energı́a que llega por redes a los hogares,
fábricas y oficinas, provenientes de centrales hidro o termoeléctricas; las celdas
solares son otra de las fuentes. En todos los casos se trata con transformaciones de
enerǵıa que la llevan a forma eléctrica.

El inteŕes fundamental en este capı́tulo estaŕa en las baterı́as, que son una fuente
común defuerza electromotrizabreviada comofem. Esta palabra tiene un uso ex-
tendido en teorı́a de circuitos, en electrónica e ingenierı́a eĺectrica, aunque no es
muy precisa pues lo que una baterı́a genera no es una fuerza sino una diferencia de
potencial. Es a esta a la que se llamafem. Una bateŕıa tiene dos polos: el positivo
(ánodo) es aquel desde el que fluyen cargas positivas y está a potencial ḿas alto
que el negativo (ćatodo), punto al que llegan las cargas positivas que salen del áno-
do. En la pŕactica los portadores de carga son usualmente los electrones, de modo
que estos fluyen desde el cátodo alánodo. En el exterior de la baterı́a la corriente
(flujo de cargas positivas) va del polo positivo al negativo,mientras en su interior
va del negativo al positivo.

Las reacciones quı́micas presentes en el interior de una baterı́a son las respon-
sables de la diferencia de potencial entre sus bornes, pero tambíen su estructura
interna es responsable de que presente resistencia al flujo de corriente en su inte-
rior, a lo que se conoce comoresistencia interna. Aunque pequẽna, esta resistencia
es responsable de que la diferencia de potencialV entre los bornes de la baterı́a
no sea igual a sufemE . La conexíon entre las dos esV = E − Ir , donder es la
resistencia interna eI el valor de la corriente. Solo si el interruptor de la baterı́a
est́a abierto y no fluye corriente es cierto queV = E .

Es usual que las baterı́as est́en determinadas por el valor de su fem: baterı́as de
12 V como las de los autos, cuya resistencia interna es de unos0,005Ω, o de 1,5
V como las de linternas, con resistencia interna del orden de1 Ω, etc. En general,
la resistencia interna de una baterı́a es mucho menor que la de los elementos del
circuito, por lo que en muchos casos puede ser despreciada.

En una baterı́a en proceso de transferir cargas, como cuando carga un conden-
sador, es cierto queV = E − Ir , mientras que en una baterı́a en el proceso de ser
cargada es cierto que la corriente en su interior fluye en sentido contrario por lo
queV = E + Ir .

18.2 Leyes de Kirchhoff

Las reglas para calcular las corrientes que pasan por las resistencias y las cargas
acumuladas en los condensadores, en términos de las fem de las baterı́as involu-
cradas en el circuito, pueden calcularse haciendo uso de lasreglas propuestas por
Gustav Kirchhoff en 1845. Estas leyes son expresión de las leyes de conservación
de la carga eléctrica y la enerǵıa. Pueden establecerse en la forma siguiente:

Regla de los nodos:
La suma de las corrientes en un nodo es cero.

Un nodo es un punto donde confluyen y de donde salen corrientes. Las corrien-
tes que entran a un nodo se consideran positivas y las que salen se asumen nega-
tivas. Esta regla establece que las corrientes que entran igualan a las que salen, lo
que equivale a la conservación de la carga eléctrica.
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Regla de las mallas:
La suma de todas las diferencias de potencial a lo largo de cada trayectoria ce-
rrada de una red es cero.

Figura 18.1. Signos de los potenciales de una resistencia, una baterı́a y un condensador.
La direccíon de recorrido del circuito está dada por la flecha curva.

Para hacer efectiva esta regla, además de asignar direcciones a las corrientes,
hay que escoger direcciones de recorrido del circuito cerrado. La figura 18.1 mues-
tra las convenciones asociadas a esta regla. Se sintetizan del siguiente modo:

a. Al pasar por una resistencia la diferencia de potencial esnegativa si esta se
recorre en la dirección de la corriente y positiva si se recorre en dirección con-
traria.

b. Al pasar por una baterı́a, la diferencia de potencial es positiva si el recorrido
va en direccíon de− a + (que es la dirección de la fem), y negativa en el otro
caso.

c. Al pasar por un condensador la diferencia de potencial es negativa si se recorre
el circuito en direccíon de la corriente y positiva en el caso opuesto.

Ejemplo 18.1
Evalúe las corrientes en la malla de la figura 18.2.

Figura 18.2. Circuito con resistencias y baterı́as.

Solución:
La direccíon de las corrientes puede escogerse como se indica en la figura. Cual-
quier otra escogencia es aceptable pues los signos finales delas corrientes diŕan si
la escogencia original fue la acertada o lo es la opuesta. Lasmallas seŕan recorridas
en las direcciones mostradas. Valen también otras opciones.
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De la primera regla, aplicada al puntoc:

I1 + I2− I3 . (18.1)

Si esta regla se aplica al nodob da el mismo resultado. Hay solo una regla para
corrientes.

La segunda regla, aplicada a la mallaabcda, dice:

10−6I1−2I3 = 0, (18.2)

y aplicada a la mallabe f cbda lugar a:

−14+6I1−10−4I2 = 0. (18.3)

ReemplazandoI3 de (18.1) en (18.2) se obtiene:

10−8I1−2I2 = 0. (18.4)

Quedan dos ecuaciones, (18.3) y (18.4), con dos incógnitas. Si se elimina entre
ellasI1 se tiene que

I2 = −3,

y reemplazando el valor deI2 en (18.4):

I1 = 2.

Finalmente, por reemplazo en (18.1):

I3 = −1.

Que I2 e I3 sean negativas indica que la dirección de estas dos corrientes es
opuesta a la asumida inicialmente.

18.3 Carga y descarga de condensadores

18.3.1 Carga de un condensador

En la figura 18.3 se muestra un circuito que contiene un condensador y una re-
sistencia conectados a una baterı́a de femE .

Figura 18.3. Cuando se cierra el interruptor se establece una corriente que carga el con-
densador.

Al comienzo no hay carga en el condensador(q = 0 ent = 0) y se cierra el
interruptor. Comienza a viajar por el circuito una corriente en la direccíon indicada
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que, en parte, da lugar a disipación en la resistencia y en parte carga el condensador
con la polaridad indicada de las placas. Puesto que solo hay una malla, la corriente
esúnica y la segunda regla de Kirchhoff da lugar a

E −

q
C
− IR = 0,

que puede también escribirse

E −

q
C
−

dq
dt

R.

Con el proṕosito de integrar esta ecuación diferencial ordinaria de primer orden
e inhomoǵenea conviene homogenizarla, lo que puede lograrse con facilidad si
primero se la escribe en la forma

R
dq
dt

+
1
C

(q−EC) = 0.

Si se define la nueva variableu= q−EC la ecuacíon diferencial toma la forma

RC
du
dt

+u = 0.

Al multiplicarla pordt/u se obtiene

RC
du
u

+dt = 0,

cuya integral es
RClnu+ t = D,

es decir, reemplazando de nuevou:

RCln(q−EC)+ t = D.

La constante de integraciónD puede evaluarse imponiendo la condición inicial
q = 0 ent = 0, y se obtieneD = RCln(−EC), de modo que la solución tiene la
forma:

RCln
(

1−
q

EC

)

+ t = 0.

Despejandoq se obtiene, finalmente:

q = EC
(

1−e−t/RC
)

. (18.5)

El productoRC, que tiene unidades de tiempo, se llamaconstante de tiempo del
circuito y es una medida de la eficacia en la carga del condensador. Mientras que
(18.5) describe la evolución de la carga de las placas del condensador, la corriente
que viaja por el circuito tiene la forma:

I =
dq
dt

=
E

R
e−t/RC. (18.6)

Mientras que ent −→∞ la carga del condensador es máxima e igual aq∞ =EC,
la corriente decrece a cero (figura 18.4).

Vea la animación Carga de un condensa-
dor en su multimedia de Oscilaciones y
Campos.

La enerǵıa cedida por la baterı́a es el trabajo hecho para mover las cargas hasta
las placas del condensador, esto es:W = q∞E = E 2C. La enerǵıa total almacenada
en el condensador es

EC =
q2

∞
2C

=
E 2C

2
,
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lo que indica que la mitad del trabajo hecho por la baterı́a se almacena en el con-
densador y la otra mitad se disipa en la resistencia: en efecto, deP = I2Rse sigue:

P =
E 2

R
e−2t/RC.

Si esta ecuación se integra entret = 0 y t −→ ∞ se obtiene

E =
E 2C

2
,

que es la otra mitad de la energı́a cedida por la baterı́a.

Vea la animación Descarga de un conden-
sadoren su multimedia de Oscilaciones y
Campos.

Figura 18.4. Dependencia temporal de la carga y la corriente en la carga del circuito de la
figura 18.3.

18.3.2 Descarga de un condensador

Un condensador con cargaq0 y capacitanciaC est́a conectado a una resistenciaR.
Al comienzo el interruptor está abierto de modo que ninguna corriente viaja por el
circuito (I0 = 0 ent = 0). Cuando el interruptor se cierra una corriente comienza a
fluir desde la placa positiva como se indica en la figura 18.5, hasta que la carga del
circuito se reduce a cero.

Figura 18.5. Al cerrar el interruptor se descarga el condensador.

La segunda regla de Kirchhoff asegura que

−

q
C
− IR = 0,

por lo cual:

RC
dq
dt

+q = 0.

Si esta ecuación se escribe en la forma

RC
dq
q

+dt = 0,
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puede integrarse para dar
q = q0e−t/RC,

dondeq0 es la carga en la placa positiva ent = 0.
La corriente que pasa por la resistencia es

I = dq/dt =
−q0

RC
e−t/RC.

Es cierto entonces que la corriente y la carga decaen a cero cuandot −→ ∞
(figura 18.6).

Figura 18.6. Dependencia temporal de la carga y la corriente en la descarga del circuito de
la figura 18.5.
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Capı́tulo 6
Magnetismo

Contenido breve

Módulo 19

Campo magńetico

Módulo 20

Fuerza y torque magnéticos sobre una
corriente eĺectrica

Módulo 21

Motores y aparatos de medida

Módulo 22

Campo magńetico y corrientes

Módulo 23

Fuerza entre corrientes eléctricas

Módulo 24

Circulacíon y flujo del campo magńeti-
co

Módulo 25

Magnetizacíon en la materia

La brújula interactúa con el campo magnético terrestre permitiendo determinar el

norte de la Tierra.

Presentación

Algunos historiadores atribuyen a los chinos el primer contacto con los materia-
les magńeticos, pues utilizaban artefactos de magnetita (Fe3O4) con la forma de
cucharillas que podı́an girar en el plano de una tabla de adivinación, de las cuales
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tal vez surgieron las brújulas. Aunque estos artefactos parecen haber surgido en
el siglo XIII a.C., su referencia ḿas documentada proviene del año 83 a.C. Las
brújulas, consistentes en pequeñas agujas de magnetita que podı́an girar sobre la
punta de un eje, eran comunes en China cerca del año 271 d.C y en el siglo XII
en la reṕublica de Amalfi, al sur de Italia, sitio del nacimiento de Flavio Gioja a
quien alĺı se atribuye su invención. En el siglo VI d.C. los chinos descubrieron que
los imanes pod́ıan ser usados para magnetizar por frotamiento pequeñas agujas de
hierro.

Las bŕujulas, construidas con pequeñas agujas de iḿan natural o mediante fro-
tamiento de agujas de hierro contra imanes naturales, presentan, como es bien
conocido, la caracterı́stica de que uno de sus extremos se orienta siempre hacia el
norte geogŕafico de la Tierra; a este extremo se le llama el norte de la brújula. Al
otro, que apunta al sur geográfico, se le llama el sur de la brújula.

El conocimiento de los feńomenos magńeticos avanźo muy poco durante la
Edad Media, exceptuando el reconocimiento de la existenciade dos regiones muy
definidas en los imanes, a las que se llamó polos magńeticos. Suspendiendo barras
de magnetita de una cuerda sus polos pueden identificarse observando si se orien-
tan al norte o al sur; de este modo no tardó en reconocerse quepolos de igual clase
se repelen y de distinta clase se atraen.

En 1600, William Gilbert, despúes de 18 ãnos de experimentos con imanes y
materiales eĺectricos, publica su libroDe magnete, que incluye la primera gran
clasificacíon de estos materiales y en el que propone que la Tierra es un gran imán.
Puesto que el polo norte de la brújula ha de ser atraı́do por un sur, entoncesel
polo norte terrestre es un polo sur magnético, y rećıprocamente. En 1750 John
Mitchell demuestra que la acción de un iḿan sobre otro puede deducirse de una
ley de inverso cuadrado entre los polos del imán, ley de fuerza que fue luego veri-
ficada por Coulomb en 1785. Coulomb también sugirío que deberı́a ser imposible
separar los dos polos de un imán sin a la vez crear otra pareja de polos. Este hecho
ha sido comprobado por toda la experimentación posterior, pudiéndose concluir
quelos polos magńeticos existen siempre en parejas, es decir, queno existen polos
magńeticos aislados. En estos mismos años Coulomb descubrió la ley de inverso
cuadrado para interacción eĺectrica que lleva su nombre. El siguiente mayor avance
experimental en magnetismo tuvo lugar en 1820 cuando Oersted not́o, durante una
clase, la deflexíon de la aguja de una brújula cercana a una corriente eléctrica.
Puede concluirse entonces que una corriente también genera magnetismo que in-
teract́ua con las bŕujulas. En consecuencia parece haber dos clases de magnetismo,
el de los imanes (y brújulas) y el de las corrientes. Con estaúnica observación se
inició la unificacíon entre electricidad y magnetismo. En menos de una semana,
Ampére verifićo la observacíon de Oersted y realizó una extensa investigación de
la que surgío la siguiente conclusión: todo magnetismo se debe a corrientes.La
propuesta de Amṕere significa que un iḿan puede ser entendido como un sistema
microsćopico de corrientes, que junto con las corrientes macroscópicas de los ex-
perimentos de Oersted deben bastar para entender el magnetismo.

De estos temas, restringidos a situaciones independientesdel tiempo, es decir
estacionarias, se ocupa este capı́tulo. El gran avance siguiente, que inauguró la
electrodińamica, fue iniciado por Faraday y Henry y será tema del caṕıtulo 7.
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Módulo 19
Campo magnético

Contenidos del módulo

19.1 El campo magńetico

Las ĺıneas de campo magnético terrestre
van aproximadamente a lo largo de los
meridianos.

19.2 Fuerza magnética sobre una carga
19.3 Carga en movimiento en un campo magnético

19.3.1 Aplicaciones

Objetivos del módulo

1. Utilizar nociones geográficas para identificar los polos norte y sur de una
brújula.

2. Utilizar bŕujulas para identificar los polos de un imán.
3. Reconocer la existencia de dos polos en los imanes.
4. Reconocer las diferencias entre electricidad y magnetismo.
5. Introducir las ĺıneas de campo magnético.
6. Presentar una definición del campo magńetico.
7. Presentar la ley de fuerza entre campo magnético y cargas eléctricas en mo-

vimiento.
8. Estudiar el movimiento de cargas en campos magnéticos.
9. Estudiar el selector de velocidades, el espectrómetro de masas y el ciclotrón.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe es un polo magńetico?
2. ¿Puede aislarse un polo por división de un iḿan?
3. ¿Ćomo se define la dirección de un campo magnético?
4. ¿Interact́ua un iḿan con cargas en reposo?
5. ¿Qúe ley describe la interacción entre un campo magnético y una carga?
6. ¿Qúe es un selector de velocidades?
7. ¿Para qúe se utiliza un espectrómetro de masas?
8. ¿Ćomo funciona un ciclotŕon?

Introducción

La propiedad de ciertos materiales denominadamagnetismola muestran en
estado natural el hierro, el manganeso, el cobalto y muchos de sus compuestos
aunque no es una propiedad universal como la gravitación, pues no la poseen todos
los cuerpos, y los que la poseen la presentan más intensa en ciertas zonas a las que
se han llamado polos. No parece, además, estar relacionada con la electricidad,
pues ni eĺambar, ni el caucho, entre muchos otros, la presentan. Aunque diferente
a la gravitacíon y la electricidad, parece conveniente describirla en un lenguaje
ańalogo a ellas pues su acción sobre las bŕujulas depende de su posición y su
direccíon. Por ello en lo que sigue se introduce la noción decampo magńetico,
entendiendo con este concepto la zona del espacio donde se manifiestan los efectos
de imanes y corrientes sobre brújulas.
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Oersted y Amṕere realizaron experimentos con imanes, brújulas y corrientes
con los que lograron establecer que, además de la interacción entre imanes y brúju-
las y entre bŕujulas y corrientes, existe también interaccíon entre corrientes, las
que, como se sabe, están conformadas por un flujo de cargas. El propósito de este
módulo es el de proponer el concepto de campo magnético y la ley mateḿatica
que describe la interacción entre cargas en movimiento y campo magnético.
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19.1 El campo magnético

Por definicíon el polo norte de una brújula es el extremo que se orienta al norte
geogŕafico terrestre. A este extremo se le distingue con una marca de color (figura
19.1).

Figura 19.1. Una bŕujula consta de una pequeña aguja suspendida de un pivote.

Consid́erese una barra imantada; si se la suspende de un hilo, es decir, si se la deja
actuar como bŕujula, puede determinarse su polo norte y puede comprobarseque
su polo norte y el polo sur de la brújula se atraen. Ahora bien, si se coloca la barra
imantada en una superficie horizontal y se exploran sus alrededores con la brújula
resulta que (figura 19.2):

Figura 19.2. Lı́neas de campo magnético, (a) de una barra imantada, (b) de la Tierra.

Es posible definir las lı́neas de acción magńetica, o decampomagńetico,
como aquellas coincidentes punto a punto con la dirección de una bŕujula.

Es posible asignar la dirección de las ĺıneas de campo magnético como aque-
lla que va del polo sur al polo norte de la brújula.

El plano, y en general el espacio alrededor del imán, puede asumirse lleno de

Vea la demostración Feńomenos
magńeticos en su multimedia de Oscila-
ciones y Campos.

estas ĺıneas, cuya densidad da información sobre la intensidad de la acción
del imán.
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Una buena ayuda en la “visualización” de los patrones de lı́neas del campo se
consigue esparciendo limadura sobre un imán que ha sido cubierto con un papel,
como se muestra en la figura 19.3.

Aunque un ḿetodo posible de medir la intensidad del campo magnético puede

Hans Christian Oersted (1777-1851)

F́ısico y qúımico danés. Estudió y fue pro-
fesor en la Universidad de Copenhague.
En 1820 descubrió durante el desarrollo
de una clase que una corriente eléctri-
ca afecta la orientación de una brújula,
con lo que estableció la primera conexión
entre electricidad y magnetismo, que a
su vez inspiraron los trabajos de Andrè
Marie Ampére y Michael Faraday.

ser dotar la bŕujula de un volante de reloj para medir el torque que el campo rea-
liza sobre la aguja, resulta más simple una medida utilizando corrientes, como se
expone en el capı́tulo siguiente. Para simplificar, se dará por supuesto por ahora
que el campo magnético, al que se llamaráB, es conocido.

Figura 19.3. Las limaduras de hierro esparcidas en los alrededores de un imán dan una
idea de las lı́neas de campo magnético.

19.2 Fuerza magnética sobre una carga

Los experimentos de Oersted y Ampére permiten llegar a la conclusión de que un
campo magńetico ejerce fuerzas sobre una corriente, por tanto también sobre una
carga en movimiento. Los experimentos permiten concluir que la fuerza magńetica
sobre una carga qque se mueve con velocidadv en un campo magnéticoB tiene
la forma:

F = qv×B , (19.1)

dondev×B es un producto vectorial. De acuerdo con el análisis vectorial, el pro-
ducto vectorial es un vector expresable en la forma:

v×B = k̂(vBsenθ) ,

dondev y B son los ḿodulos dev y B, y θ es elángulo que va del primer vector al
segundo siguiendo la regla de la mano derecha (figura 19.4).

Figura 19.4. La fuerza magńetica sobre la cargaq es proporcional al productov×B.

Regla de la mano derecha:curve los dedos de la mano derecha en el sentido de
rotación que va dev a B; el pulgar extendido sẽnala la direccíon dev×B.
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La direccíon del producto vectorial y por tanto de la fuerza es perpendicular al
plano que contiene los vectoresv y B. La magnitud de la fuerza magnética es, aśı:

F = qvBsenθ . (19.2)

De esta ecuación se sigue que:

Si se invierte el signo de la carga, se invierte la dirección de la fuerza.

La fuerza magńetica sobreq es nula si el campo magnético y la velocidad
son paralelas.

La fuerza magńetica es ḿaxima si el campo y la velocidad son perpendicu-
lares.

Un campo magńetico no ejerce fuerza alguna sobre una carga en reposo,
a diferencia del campo eléctrico que act́ua sobre cargas en reposo o en
movimiento.

Es importante notar que mientras que la fuerza eléctrica que alǵun campoE
ejerce sobre una carga va en la misma dirección del campoE, la fuerza magńetica
sobre una carga en movimiento es siempre perpendicular aB.

El caŕacter de producto vectorial de la fuerza magnética tiene una consecuen-
cia de primer orden:la fuerza magńetica no realiza trabajo sobre la carga en
movimiento.Esto se deduce fácilmente si se piensa que el trabajo diferencialdW
realizado para mover una cargaq una distancia diferencialdr = vdt puede es-
cribirse:

dW = F ·dr = F ·vdt.

Puesto que la fuerza y la velocidad son vectores perpendiculares, su producto
escalar es nulo, por lo cualdW= 0. Es cierto entonces que, cualquiera sea el campo
B, este nunca cambia el módulo de la velocidad de la carga, aunque sı́ puede alterar
su direccíon.El campo magńetico no cambia la energı́a cinética de una partı́cula
cargada.

De (19.2) se concluye queB, al que daremos el nombre más preciso de vector
de induccíon magńetica, tiene unidades (conocidas comoteslas) (T), expresables
en unidades elementales en la forma:

Nikola Tesla (1856-1943)

F́ısico e inventor norteamericano de ori-
gen serbio. En 1884 se radicó en Estados
Unidos donde trabajó en las compañ́ıas
Edison y Westinhouse. Más tarde, en su
propio laboratorio desarrolló el motor de
corriente alterna. En 1893 su sistema de
corriente alterna fue adoptado en la cen-
tral hidroeléctrica de las cataratas del
Niágara. En 1891 inventó la bobina Tes-
la, un transformador de alta frecuencia.

B =
F
qv

=
N

C ·m ·s−1 =
N

A ·m
=

Kg
C ·s

.

En estas unidades el valor deBen la superficie terrestre es del orden de 0,5×10−4

T; los grandes campos generados en el laboratorio son del orden de 25 T. Ha sido
conveniente definir una unidad más pequẽna que es elgauss(G), en la forma 1 T
= 104 G. En estas unidades el campoB terrestre es 0,5 G.

Ejemplo 19.1
Un prot́on entra a una zona donde existe un campo magnéticoB de 2 T en direccíon
z. La velocidad de la partı́cula cargada forma con el ejex unánguloα = 30o como
en la figura 19.5, y tiene un ḿodulo de 105m·s−1. Calcule la fuerza sobre la carga.

Solución:
De acuerdo con los datos:B = k̂B, v = v0(−î cosα + ĵ senα), de modo que

F = qvB(−î cosα + ĵ senα)× k̂ = qvB(î senα + ĵ cosα).
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Figura 19.5. Fuerza magńetica sobre una carga en movimiento. El sı́mbolo⊙ significa que
el campoB sale del plano del papel.

Puesto que la carga del protón es 1,6×10−19 C se tiene que

F = 1,6×10−14(î +1,73̂j)N.

El módulo de esta fuerza esF = 0,52 N.

19.3 Carga en movimiento en un campo
magnético

De la figura 19.5 se puede concluir que siv y B son perpendiculares la fuerza sobre
la carga tiene el carácter de una fuerza centrı́peta por lo cual

F = m
v2

r
,

donder es el radio de láorbita circular recorrida por la carga. Ası́ pues,

m
v2

r
= qvB,

de donde
r =

mv
qB

. (19.3)

Una carga en movimiento en un campo magnético, con velocidad inicial per-
pendicular al campoB, recorre una trayectoria circular de radio(19.3).

La velocidad angular a lo largo de laórbita, conocida comofrecuencia de ci-
clotrón, es

ω =
v
r

=
qB
m

, (19.4)

y el peŕıodo es

T =
2π
ω

=
2πm
qB

.

Estos resultados son el caso particular de una situación más general en la que la
carga entra al campo magnético con una dirección arbitraria de la velocidad. Para
simplificar, sea un campo magnético dirigido enx: B = îB (figura 19.6). La fuerza
magńetica es entonces:

F = (îvx + ĵvy + k̂vz)× (îB)

= qB(− ˆkvy + ĵvz) = îFx + ĵ fy + k̂Fz.
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Igualando los t́erminos que contienen los mismos vectores unitarios, puede
escribirse:

Fx = 0 = mv̇x , (19.5)

Fy = qBvz = mv̇y , (19.6)

Fz = −qBvy = mv̇z. (19.7)

En (19.5), (19.6) y (19.7) ˙v representa la derivada temporal dev, es decir, la

Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928)

F́ısico holandés. Suponiendo que la mate-
ria está conformada por part́ıculas eléctri-
camente cargadas predijo el cambio en la
longitud de onda de la luz que viaja en un
campo magnético intenso. Este efecto,
comprobado por su alumno Pieter Zee-
mann, les dio el Premio Nobel de F́ısica
en 1902. Las reglas de transformación
que llevan su nombre predicen la contrac-
ción de longitudes y el retardo de relojes
en movimiento, ideas que fueron reelabo-
radas por Einstein para construir su teoŕıa
de la relatividad especial.

aceleracíon. La ecuacíon (19.5) permite concluir que el movimiento a lo largo del
eje x, coincidente con la dirección del campo magńetico, es inercial: ˙vx = 0 =⇒
vx = constante. Adeḿas, reemplazandovz de (19.6) en (19.7) puede escribirse

v̈y +

(

qB
m

)2

vy

y una ecuacíon ańaloga paravz. Multiplicando la primera por̂j y la segunda por
k̂ se obtiene la ecuación de movimientöv + (qB/m)2v = 0, dondev se sit́ua en
el plano (y,z). Esta situacíon describe el movimiento circular uniforme, según lo
tratado en la sección 2.5. Como consecuencia, el movimiento general de una carga
en un campo magnético homoǵeneo es la combinación de un movimiento circular
uniforme cuyáorbita es perpendicular aB y un movimiento uniforme en dirección
deB. Esta combinación produce la h́elice de la figura 19.6.

Figura 19.6. Movimiento en h́elice de una carga en movimiento en un campo magnético
uniforme.

19.3.1 Aplicaciones

Cuando una partı́cula cargada eléctricamente se coloca en un campo eléctrico ex-
perimenta un fuerzaF = qE; si adeḿas la carga está en movimiento en un cam-
po magńetico, esta experimenta una fuerzaF = qv×B. En general, si una carga
eléctricaq se mueve en una región del espacio donde coexisten campos eléctricos
y magńeticos, la fuerza que sobre ella actúa est́a dada por lafuerza de Lorentz:

F = qE+qv×B . (19.8)

Algunas aplicaciones de esta ecuación se desarrollan enseguida.

a. El selector de velocidades

Un alambre caliente por el que circula una corriente es capazde emitir elec-
trones. En este fenómeno, conocido como efecto Edison, las partı́culas libera-
das tienen un conjunto amplio de valores de velocidad. En algunas aplicaciones

Oscilaciones y Campos 149



Alonso Sepúlveda

conviene seleccionar del flujo de cargas aquellas que tenganiguales valores
de la velocidad. Esto puede lograrse haciendo pasar el haz depart́ıculas en-
tre un par de placas de condensador que a su vez están dentro de un campo
magńetico, y en modo tal queE y B sean perpendiculares (figura 19.7). Un
electŕon que entra al campo combinado experimenta la acción hacia arriba del
campo eĺectrico y la accíon hacia abajo del campo magnético (obśervese que
E y B son perpendiculares). Si la fuerza resultante es cero, la trayectoria del
electŕon contińua rectiĺınea hasta el final de la placas, garantizándose con ello
que su velocidad está determinada por la igualdad de fuerzas

−|q|E = −|q|vB,

esto es, el arreglo de la figura 19.7 selecciona electrones con velocidad

v =
E
B

. (19.9)

Una aplicacíon frecuente del selector de velocidades se analiza en las lı́neas
siguientes.

Figura 19.7. Una cargaq se mueve rectilı́neamente entre las placas siqE= qvB. El śımbo-
lo X significa que el campoB entra al plano del papel.

b. El espectŕometro de masas

Los iśotopos de un elemento quı́mico son versiones del mismo elemento que
difieren en el ńumero de neutrones del núcleo. Por ejemplo, hay diferentes
isótopos del carbono: C12 y C14. Este elemento tiene 6 protones en su núcleo,
de modo que el primer isótopo tiene 6 neutrones mientras el segundo tiene
8. Esto hace que las masas de los isótopos sean diferentes. Si a los isótopos
presentes en una muestra se les logra ionizar una vez, es decir, si se le extrae a
cada uno un electrón, sobre ellos puede ejercerse la acción de campos eléctrico
y magńetico. Al ionizarlo, cada iśotopo queda convertido en un ión positivo.

El modelo de Brainbidge de un espectrómetro de masas mostrado en la figura
19.8 cumple el objetivo de separar isótopos ionizados con la misma carga neta
q. El haz déatomos se hace pasar por el selector de velocidades de la izquierda
de donde emergen solo los que tengan una velocidadv= E/B0. Los campos del
selector sonE y B0. A continuacíon losátomos entran a una zona donde hay
un campo magńetico B que los obliga a recorrer una trayectoria semicircular
de radior = mv/qB (ver (19.3)) que termina en el puntoP donde hay una placa
fotogŕafica para detectar la llegada o un recolector de isótopos. Reemplazando
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en estaúltima ecuacíon el valor dev se obtiene la relación q/m para cada
esṕecimen:

q
m

=
E

B0Br
. (19.10)

Consid́erense dos iśotopos con la misma cargaq y de masasm1 y m2. La
relacíon entre los radios de sus trayectorias es

r2

r1
=

m2

m1
.

Mientras mayor sea la masa, mayor será el radio de la trayectoria circular.

Figura 19.8. Espectŕometro de masa Brainbidge.

c. El ciclotr ón

Una de las herramientas más poderosas en el estudio de las partı́culas elemen-
tales es el acelerador de partı́culas, una de cuyas versiones más eficientes es el
ciclotrón, inventado por Ernest Orlando Lawrence y Milton Stanley Livingston
en 1934.

Figura 19.9. Versión simple de un ciclotŕon.

Este aparato contiene un par de cavidades en forma de D (figura19.9) dentro
de las cuales circulan las partı́culas que se quieren acelerar. Todo el sistema
se coloca en una cámara de vaćıo para evitar colisiones de las partı́culas bajo
estudio con lośatomos de la atḿosfera. Las dos ćamaras se someten a una dife-
rencia de potencial que cambia periódicamente de signo de modo que mientras
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una D es positiva la otra es negativa. En el espacio entre las Dy casi en el
centro hay una fuente S de partı́culas, las que se dirigen hacia la D que en ese
momento tenga el signo de potencial apropiado para ser atraı́da; las part́ıculas
comienzan a viajar ahora en el interior de la cavidad conductora (en la que,
como se sabe, no hay campo eléctrico) bajo la acción de un campo magnético
perpendicular a las cámaras semicirculares. El campo magnético obliga a las
cargas a moverse en semicı́rculo hasta que sale de la D, momento en el que la
polaridad cambia de modo que la otra D atrae la carga que ahoraingresa a la
cámara donde sigue una trayectoria circular con mayor velocidad y en conse-
cuencia mayor radio. Al emerger encuentra frente a sı́ una D que ha cambiado
de polaridad y la acelera, repitiéndose el proceso hasta que la trayectoria alcan-
za un radio ḿaximo en el que la partı́cula se retira del sistema en el punto A.
La frecuencia con que ha de cambiar la polaridad del potencial entre las D ha
de ser igual a la frecuencia de ciclotrón (19.4):ω = qB/m. Cada media vuelta
la enerǵıa cińetica de la partı́cula aumenta enq∆V al pasar de una D a la otra,
siendo el cambio debido solo al campo eléctrico. Cuando se trata de alcanzar
velocidades no muy altas (correspondientes a energı́as hasta del orden de 20
MeV) puede utilizarse (19.4); esta ecuación debe ser reescrita para tomar en
cuenta efectos relativistas si las energı́as cińeticas son mayores de 20 MeV.

Ejemplo 19.2
Si un ciclotŕon tiene un radio de salida de 0,5 m y el campo magnético es de 1,5 T,
¿con qúe frecuencia debe oscilar el potencial para acelerar electrones? ¿Qúe ener-
ǵıa cińetica alcanzan?

Solución:
La frecuencia de ciclotrón es

ω =
qB
m

=
(1,6×10−19 C)(1,5 T)

(9,1×10−31 kg)
= 0,26×1012 rad/s,

correspondiente a una frecuencia de

ν =
ω
2π

= 4×1010 Hz.

La velocidad que alcanza el electrón en el momento de la salida es

v = ωr = 0,26×1012
×0,5 = 0,13×1012 m/s

y la enerǵıa cińetica de salida es

Ec =
1
2

mv2 = 0,77×10−8 J.

¿Cúal es el equivalente en MeV?
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Módulo 20
Fuerza y torque magnéticos sobre una corriente
eléctrica

Contenidos del módulo

20.1 Fuerzas sobre corrientes

Las limaduras de hierro en las cercańıas
de los polos de un imán dan una imagen
del campo magnético.

20.2 Torques sobre corrientes
20.3 Momento de dipolo magnético

Objetivos del módulo

1. Demostrar que un campo magnético ejerce fuerzas sobre corrientes eléctri-
cas.

2. Demostrar que un campo magnético uniforme no ejerce fuerzas netas sobre
corrientes cerradas.

3. Evaluar el torque que un campo magnético ejerce sobre una espira de co-
rriente.

4. Definir el momento de dipolo magnético.
5. Establecer la analogı́a entre dipolos eléctrico y magńetico.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe expresíon describe la fuerza magnética sobre una corriente?
2. ¿Puede ser nula la fuerza magnética sobre una corriente?
3. ¿Ćomo es el torque de un campo magnético sobre una corriente?
4. ¿De qúe variables depende el momento de dipolo magnético?
5. ¿Cúales son las posiciones de equilibrio estable e inestable deun dipolo

magńetico en un campo externo?
6. ¿Qúe analoǵıas pueden establecerse entre dipolos eléctrico y magńetico?

Introducción

Un campo magńetico ejerce fuerza sobre cargas en movimiento. Una corriente
eléctrica est́a formada por un flujo de cargas, que en los conductores consisten
en electrones que se mueven con una velocidad de arrastreva. Aśı, un campo
magńetico ejerce fuerzas y torques sobre corrientes en alambres, y en general sobre
distribuciones voluḿetricasJ de corriente. Este ḿodulo se dedica a explorar tales
efectos. Como se verá, aqúı se encuentra el principio del funcionamiento del motor
eléctrico.
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20.1 Fuerzas sobre corrientes

En la figura 20.1 se muestra un sector de un alambre que porta una corriente eĺectri-

Andr è Marie Ampére (1775-1836)

F́ısico y matemático francés nacido en
Lyon. Estudió la desviación de la agu-
ja de una brújula en presencia de una
corriente eléctrica, efecto que hab́ıa si-
do descubierto por Hans Christian Oers-
ted, de donde obtuvo la ley de fuerza
de Ampére. La unidad de medida de co-
rriente eléctrica lleva su nombre. Reali-
zó investigaciones en cálculo de proba-
bilidades, cálculo de variaciones y ecua-
ciones diferenciales parciales.

ca. Si la densidad voluḿetrica de cargas esn (número de cargas/volumen), la co-
rriente se expresa como

I =
∆q
∆t

=
nq
∆t

∆V . (20.1)

El factor 1/∆t puede ser reemplazado porva/∆l , dondeva es la velocidad de
arrastre, junto con∆V = A∆l , para dar

I = nqAva .

Figura 20.1. Corriente que fluye por un alambre de sección transversalA.

De otro lado, la fuerza que el conjuntonq∆V de cargas experimenta debido a
la accíon del campo magńetico es

∆F = ∆Qva×B = Iva×Bdt.

= I dl ×B. (20.2)

Ha de notarse que la corriente va en direccióndl. La fuerza neta experimentada
por un alambre finito de extremosa y b colocado en un campoB (figura 20.2)
puede evaluarse integrando (20.2):

Figura 20.2. Elementos diferenciales de lı́nea en el ćalculo de la fuerza magnética sobre
una corriente.
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F =

∫ b

a
I dl ×B . (20.3)

Puesto que la corriente que viaja por el alambre es la misma encada sector,I
puede retirarse de la integral (20.3) para dar:

F = I
∫ b

a
dl ×B . (20.4)

Dos casos simples pueden ser analizados aquı́:

a. Corriente rectiĺınea en un campo B uniforme. Puesto que el campoB es el
mismo en todos los puntos del alambre, puede ser retirado de la integral (20.4):

F = I

[

∫ b

a
dl

]

×B = I l ×B . (20.5)

b. Corriente cerrada en un campoB uniforme. En este caso puede escribirse:
F = I [

∮

dl]×B; solo que ahora la espira es cerrada. La figura 20.3 muestra que
la longitudvectorial de la curva (que es lo que evalúa la integral cerrada) es
cero. Ha de tenerse muy presente que esta integral es muy distinta a

∮

dl, que
es una integralescalarcuyo valor es la longitud de la curva.

Figura 20.3. Corriente eĺectrica cerrada.

Aśı pues:un campo magńetico uniforme no ejerce fuerza neta sobre una espira
de corriente.Como se veŕa luego, este campo uniforme, aunque no ejerce fuerzas,
śı ejerce torques.

La expresíon (20.3) puede extenderse sin dificultad al caso de corrientes volu-
métricas consistentes en el movimiento de partı́culas de densidad voluḿetricaρ ;
basta tener en cuenta que

I dl =
dQ
dt

dl = dQ
dl
dt

=
dQ

dA dt
(dA dl) = J dV.

La ecuacíon (20.3) se escribe ahora:

F =
∫

V
J×BdV , (20.6)

donde la integral se realiza sobre el volumen de la distribución de cargas.

Oscilaciones y Campos 155



Alonso Sepúlveda

Ejemplo 20.1
Un arco de corriente (figura 20.4) se coloca en un campo magnéticoB homoǵeneo
de direccíon ĵ . ¿Cúal es la fuerza que ejerce el campo sobre el semicı́rculo?

Figura 20.4. Arco de corriente en un campo magnético.

Solución:
De la figura se nota que la fuerza magnética sobre el elementodl es, de acuerdo con
(20.3) y la regla de la mano derecha, perpendicular al plano del papel, cualquiera
que sea la posición del elemento en la figura. Esto permite extraer de la integral el
vector unitariok̂ (que sale del plano del papel), y permite escribir

F = I
∫ b

a
dl ×B = IB k̂

∫ b

a
dl sen(360−θ)

= −IB k̂
∫ b

a
dl senθ = −IB k̂

∫ π/2

0
(adθ)senθ = +IB k̂

(

cosθ |

π/2
0

)

.

= −2IaB k̂ .

Si la integral se extendiese de 0 a 2π el resultado serı́a cero de acuerdo con el
caso del literalb.

20.2 Torques sobre corrientes

Se ha concluido que un campo magnético homoǵeneo no ejerce fuerza neta sobre
una espira cerrada, cualquiera sea su forma. El siguiente desarrollo revela que un
campo magńetico ejerce torques sobre espiras. Por simplicidad el tratamiento se
restringe a espiras rectangulares en un campo homogéneo aunque el resultado es
válido para espiras de cualquier forma geométrica.

Consid́erese la espira rectangular de ladosl y l ′ de la figura 20.5a a lo largo
de la cual fluye la corrienteI . La regla de la mano derecha da las direcciones
indicadas de las fuerzas sobre los cuatro lados. Las fuerzassobre los ladosda
y bc son iguales y de signos opuestos por lo que no afectan ni traslacional ni
rotacionalmente la espira; sin embargo, las fuerzas que actúan sobre los elementos
ab y cd, aunque iguales en magnitud y antiparalelas, actúan generando un torque
neto sobre la espira (figura 20.5b). Si cada una de las fuerzas esF = IlB (nótese
que el campo y el alambre son perpendiculares), el torque respecto al eje (que pasa
por el centro de la figura 20.5b) debido a cada fuerza será τ = F(l ′/2)cosθ =
(Ill ′B/2)cosθ . El torque neto tiene dirección que entra al plano del papel y se
expresa como
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Figura 20.5. Geometŕıa para el ćalculo del torque magńetico sobre una espira rectangular
con corriente.

τ = −2(Ill ′B/2)cosθ = −AIBcosθ , (20.7)

dondeA = ll ′ es elárea de la espira. En forma vectorial:

τ = IA×B . (20.8)

El vectorA que representa la superficie de la espira cuyaárea esll ′ est́a dirigido
como se muestra en la figura 20.5b, siguiendo una regla de mano derecha: se sigue
con los dedos de la mano derecha la trayectoria de la corriente y el pulgar extendido
da la direccíon del vector de superficie. Con esta convención es posible comprobar
que (20.7) y (20.8) son equivalentes.

Aunque esta expresión ha sido deducida para una espira rectangular es válida
cualquiera sea su forma. En efecto, considérese una espira de forma arbitraria,
como en la figura 20.6, que ha sido dividida en elementos infinitesimales cada uno
de los cuales responde según (20.8).

Figura 20.6. Geometŕıa para el ćalculo del torque magńetico sobre una corriente cerrada
arbitraria.

En el dibujo se nota que las corrientes de cada una de las pequeñasáreas tienen
compãneras en laśareas contiguas con las cuales se cancela dando lugar a que
las únicas corrientes que no se anulan con otras son las de la frontera externa
que forman la corriente de la espira original. Ha de tomarse en cuenta que los
“senderos” que separan lasáreas se anulan en el lı́mite. Aśı pues, el torque que
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experimenta una espira macro o microscópica colocada en un campo magnético
homoǵeneoes (20.8), donde ahoraA es la superficie total de la espira.

Ejemplo 20.2
Una espira circular de radio 2 cm y con 100 vueltas porta una corriente de 50 mA.
Si se la coloca en un campo magnético de 20 mT y la espira forma unángulo de
30o conB (figura 20.6), ¿cúal es el torque ejercido sobre la espira?

Solución:
De τ = IA×B se sigue:

τ = NIABsenθ = 100×50×10−3
×π × (0,2)2

×0,5 = 0,314 Nm.

20.3 Momento de dipolo magnético

Un dipolo eĺectrico, como fue definido en (10.9), experimenta un torque cuando se
coloca en un campo eléctrico. Su forma, dada por (10.12), esτ = p×E, ecuacíon
que presenta una notable semejanza con (20.8). En ambas aparecen los torques y
los campos responsables de ellos. Dada la analogı́a el productoIA se denomina
momento de dipolo magnéticom y es tal que

m = IA . (20.9)

Con esta definición la ecuacíon (20.8) se escribe

τ = m×B . (20.10)

Mientras en la definición de dipolo eĺectrico aparecen la carga y la distancia,
en la de dipolo magńetico aparecen la corriente y la superficie que ella cubre. Son
conceptos paralelos y de gran aplicación en la teoŕıa de la generación de las ondas
electromagńeticas.

De (20.10) se sigue que cuando un dipolo magnético se coloca en un campo
externo el torque tiende a alinearm conB (figura 20.7). En esta posición el torque
es nulo y la espira permanece en equilibrio estable: una ligera perturbacíon del
paralelismo regresa el dipolo a su posición original. Si el dipolo se coloca en el
campo de modo tal queµ y B sean antiparalelos, el torque es de nuevo cero pero
el equilibrio es inestable: basta una ligera perturbación para que el dipolo se aleje
de su posicíon.

Figura 20.7. Dipolo magńetico colocado en un campo magnético.

Es posible comprobar, como en el caso del dipolo eléctrico estudiado en la
seccíon 3.5, que si el dipolo se deja en libertad en el momento en queforma con
el campo uńangulo pequẽno, el resultado será un movimiento arḿonico simple.
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Módulo 21
Motores y aparatos de medida

Contenidos del módulo

21.1 El motor eĺectrico

Diversos electrodomésticos utilizan el
motor eléctrico.

21.2 El galvańometro
21.2.1 Ampeŕımetros y volt́ımetros

Objetivos del módulo

1. Mostrar el disẽno y los principios de funcionamiento de un motor eléctrico.
2. Detallar el disẽno de un instrumento básico de medida: el galvanómetro.
3. Estudiar la forma de conexión de un amperı́metro y un volt́ımetro.

Preguntas básicas

1. ¿Ćomo funciona un motor eléctrico?
2. ¿Qúe es un galvańometro y para qúe se utiliza?
3. ¿En qúe se fundamenta el diseño de un motor y un galvanómetro?
4. ¿Ćomo se conectan en un circuito un amperı́metro y un volt́ımetro?
5. ¿Qúe caracteŕısticas tienen las resistencias de un amperı́metro y un volt́ımetro?

Introducción

Desde el punto de vista de la aplicación pŕactica del tema de torques magnéticos
sobresale la invención del motor eĺectrico, con cuyo estudio se inicia este módulo.

Ahora bien, una vez quedan establecidas las unidades de medida se vuelve
necesario disẽnar y construir instrumentos que permitan realizar las medidas de
variables b́asicas como son corriente y voltaje. La existencia de fuerzas y torques
entre campos magnéticos y corrrientes permite el diseño de un instrumento fun-
damental, el galvańometro (nombrado ası́ en honor a Luigi Galvani), que es la
base del amperı́metro y el volt́ımetro. En este ḿodulo se estudia el funcionamien-
to de este aparato y la forma como amperı́metros y volt́ımetros se incluyen en los
circuitos eĺectricos.
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21.1 El motor eléctrico

Una espiraabcdse coloca entre los polos norte y sur de un par de imanes como

Luigi Galvani (1737-1798)

Anatomista, fisiólogo y médico italiano
nacido en Bolonia. En 1786 observó du-
rante una tormenta que las patas de una
rana se contráıan al tocar sus nervios con
unas tijeras, y que ocurŕıa lo mismo si
saltaba una chispa en un generador elec-
trostático. Estas y otras observaciones le
llevaron a proponer la idea de que hay
una forma de electricidad animal a la que
llamó fuerza vital. En 1772 fue elegido
presidente de la Academia de Ciencias de
Bolonia.

se muestra en la figura 21.1. La espira es capaz de rotar sobre su ejeAC y por ella
viaja una corriente que viene de una fuente externaE que produce una corriente
directa constante.

Figura 21.1. El principio del motor eĺectrico.

En el instante que muestra la figura las fuerzasF sobre los ladosaby cd tienen
la direccíon indicada, y son responsables de un torque que hace rotar laespira.
En el puntoC por donde entra y sale la corriente de la espira hay unconmutador,
que es un pequeño dispositivo capaz de cambiar cada media vuelta la dirección de
entrada de la corriente. Las escobillasE1 y E2 rozan la superficie de un cilindro
sobre el cual se han colocado dos caparazones semicilı́ndricas conductorasC1 y
C2 que giran con la espira. Cada media vuelta las escobillas pasan deC1 aC2 invir-
tiendo la direccíon de entrada de la corriente. Esta inversión es responsable de que
el torque haga girar la espira siempre en la misma dirección. En la figura 21.2 se
muestran algunos instantes del proceso. Comenzando con la posición representada
en la figura 21.1, la espira gira hasta alcanzar la posición vertical (en la parte su-
perior la corrientre entra, en la inferior sale); un instante despúes la espira alcanza
la posicíon horizontal, momento en el cual tiene lugar la inversión de corriente. En
ese instante la espira continúa su giropor inerciay viaja hasta láultima posicíon
mostrada en que la corriente que entraba ahora sale y la posición y las corrientes
vuelven a coincidir con la situación original. Esta combinación entre inercia e in-
versíon de las corrientes hacen que la espira gire siempre en la misma direccíon,
constituyendo lo que se llama un motor eléctrico. Repita el ańalisis de la secuencia
de la figura 21.2 sin la existencia del conmutador. Puede probarse que la espira
oscila sin dar la vuelta completa. En esteúltimo caso la espira se comporta como
un dipolo magńetico oscilante.

21.2 El galvanómetro

La versíon que aqúı se presenta de este instrumento se conoce como galvanómetro
de D’Arsonval y consiste en esencia en una espira con corriente, sobre la cual
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Figura 21.2. Secuencia de movimiento de la espira en un motor eléctrico (vea la figura
21.1).

un campo magńetico ejerce un torque (figura 21.3). Un campo magnético casi
uniforme es generado por polos enfrentados de imanes permanentes. El torque
magńetico tiende a alinear la espira en forma que suárea sea perpendicular al
campoB, solo que un muelleM se opone a esta acción, logrando equilibrar la
accíon del campo. Resulta entonces que

τ = kα = IAB,

dondek es la constante elástica del muelle,α es elángulo que gira la espira yA su
área. Se deduce entonces que existe una relación lineal entre la corriente que pasa
por la espira y eĺanguloα:

I =

(

k
AB

)

.

Figura 21.3. Galvańometro de D’Arsonval.

Esta proporcionalidad permite medir corrientes mediante la medida deĺangulo.
De hecho, la escala señalada por la aguja del instrumento se calibra directamente
en amperios.

21.2.1 Ampeŕımetros y volt́ımetros

Esta pareja de instrumentos desciende directamente del galvańometro adapt́andose
su escala para medir corrientes o diferencias de potencial.
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Para poderse medir, la corriente debe pasar directamente por el ampeŕımetro,
por lo cual se le debe conectar en serie, como en la figura 21.4a. Para evitar una
reduccíon en la corriente original del circuito, un amperı́metro ideal deberı́a tener
una resistenciaRa cero. Basta en la práctica queRa sea mucho menor queR.

Para medir la diferencia de potencial entre las terminales de una resistencia,
el volt́ımetrodebe ser conectado en paralelo conR′ (figura 21.4b). Un volt́ımetro
ideal debeŕıa tener una resistencia infinita de modo que ninguna corriente pase a
través deél. Basta sin embargo con que su resistenciaR′ sea mucho mayor que
aquella sobre la cual viaja la corriente original.

Figura 21.4. Circuitos b́asicos que incluyen: (a) un amperı́metro, (b) un volt́ımetro.
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Módulo 22
Campo magnético y corrientes

Contenidos del módulo

22.1 Ley de Biot-Savart

Limaduras de hierro en cercańıas de una
corriente eléctrica. La respuesta es idénti-
ca que con imanes.

22.2 Aplicaciones

Objetivos del módulo

1. Presentar la ecuación que describe un campo magnético.
2. Determinar las variables básicas de un campo magnético.
3. Establecer en forma matemática la idea de Amṕere de que el magnetismo se

debe a corrientes eléctricas.
4. Introducir la permeabilidad magnética.
5. Estudiar los campos magnéticos de diversas configuraciones de corriente.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe variables determinan la forma de las lı́neas del campo magnético?
2. ¿Qúe es la permeabilidad magnética?
3. ¿Ćomo se aplica la regla de la mano derecha para determinar la direccíon

del campo magńetico?
4. ¿Hay magnetismo debido a cargas en reposo?
5. ¿Ćomo son las lı́neas de campo de una corriente rectilı́nea, una espira, un

solenoide?

Introducción

El descubrimiento de Oersted sobre la desviación de la aguja de una brújula
cuando se le acerca a una corriente implica que una brújula no solo interactúa con
otras o con imanes sino también con corrientes eléctricas, lo que sugiere que las
corrientes también generan campos magnéticos. En este ḿodulo se propone la ley
que describe la generación de campos magnéticos mediante corrientes.
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22.1 Ley de Biot-Savart

André Marie Amṕere, Jean Baptiste Biot y Felix Savart descubrieron que una co-

Jean Baptiste Biot (1774-1862)

F́ısico, astrónomo y matemático nacido
en Paŕıs. Demostró el origen extraterres-
tre de los meteoritos. Realizó estudios so-
bre refracción de la luz los gases y los
cambios en el plano de polarización de
la luz que pasa a través de una solu-
ción de azúcar, para lo cual inventó el
polariscopio. Elaboró con Felix Savart la
ley que describe la forma de los campos
magéticos y su dependencia con la co-
rriente eléctrica.

rriente ejerce fuerzas sobre un imán y estudiaron en detalle la interacción. El re-
sultado de sus experimentos indica que el campo magnético puede ser descrito en
forma vectorial mediante la ecuación

B = kmI
∫

dl × ûr

r2 =
µ0

4π
I
∫

dl × ûr

r2 , (22.1)

en la cual la constantekm que fija la intensidad de la interacción tiene un valor

km =
µ0

4π
= 10−7T m A−1 = 10−7m kg C−2.

µ0 se conoce como lapermeabilidad del vacı́o. En los feńomenos magńeticos de-
sempẽna el papel queε0 tiene en los eĺectricos. En electricidad la fuente diferencial
esdq, mientras en magnetismo lo esI dl, conocido comoelemento de corriente.

Obśervese que:

El campoB es proporcional al elemento de corrienteI dl. En el caso eléctri-
co, el campoE es proporcional al elemento de cargadq.

El campo magńetico no es central, es decir, no va hacia el elemento de co-
rriente; ḿas bien est́a regido por una regla de mano derecha: ir con los dedos
desdedl hastaûr , la direccíon del pulgar extendido indica la dirección deB.
De modo equivalente: si en la figura 22.1 se toma con la mano la corriente,
de modo que el pulgar extendido apunte en dirección dedl, los deḿas dedos
describiŕan la direccíon deB.

Como en el caso electrostático, el campo magnético depende de 1/r2.

La figura 22.1 muestra un elemento de corriente y los vectoresasociados al
campoB. El campo debido a un elemento de corriente es

dB =
µ0

4π
I
dl × ûr

r2 . (22.2)

Figura 22.1. El elemento de corriente ŷur determinan la dirección del campo magńetico.

La ecuacíon (22.1) es v́alida estrictamente para corrientes estacionarias, es de-
cir, independientes del tiempo. Una sola carga en movimiento es una corriente no
estacionaria, pues su campo en cada punto del espacio se modifica a medida que se
mueve. Sin embargo, si se considera una carga de baja velocidad puede calcularse
su campo en forma aproximada. Para esto basta tener en cuenta(20.1), por lo cual:

I dl =
nq
dt

dV dl = nqv dV,
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con lo cual (22.1) puede escribirse

B =
µ0

4π

∫

qv× ûr

r2 (ndV) ,

expresíon en la quendV es el ńumero totalN de cargas. Si hay solo una carga
puntual puede probarse que(ndV) “se cancela” con la integral para dar

B =
µ0

4π
qv× ûr

r2 . (22.3)

Figura 22.2. Geometŕıa para evaluar la dirección de las ĺıneas de campo magnético de una
carga en movimiento uniforme.

La forma de las lı́neas de campo magnético de una carga puntual en movimien-
to puede obtenerse de (22.3). La figura 22.2 indica la posición de la carga y las
direcciones dêur y v que forman el tríanguloqAC. De (22.3) se sigue que la direc-
ción deB es perpendicular al triángulo. La figura se puede rotar alrededor del eje
qC para darqCD, plano al cual es perpendicular el campoB. El módulo deB es
el mismo para los dos triángulos. Si la rotación se hace lentamente, se verá que el
campo recorre una trayectoria circular. Las lı́neas de campo magnético de una car-
ga puntual se representan en la figura 22.3 y corresponden a cı́rculos conćentricos
perpendiculares a la dirección de la velocidad.

Figura 22.3. Lı́neas de campo magnético de una carga en movimiento uniforme.

El campo eĺectrico de una carga con baja velocidad es

E =
q

4πε0r2 ûr .

De esta ecuación y (22.3) se deduce la conexión entre los camposE y B de una
carga puntual a baja velocidad:

B = µ0ε0v×E . (22.4)
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22.2 Aplicaciones

Ejemplo 22.1
Campo magńetico de una corriente eĺectrica rectilı́nea

Solución:
Este campo puede calcularse partiendo de (22.2) y utilizando la geometŕıa de la
figura 22.4:

Figura 22.4. Una corriente rectilı́nea produce un campo magnético de ćırculos conćentri-
cos.

dB =
µ0

4π
I
dl × ûr

r2 =
µ0

4π
I
dl
r2 sen(π −θ)ûϕ .

Esta expresión debe ser integrada sobre la variablel ; al hacerlo no cambia
la direccíon del vector unitariôuϕ , por lo que puede ser extraı́do de la integral.
Entonces

B =
µ0

4π
I ûϕ

∫ ∞

−∞

dl
r2 sen(π −θ) .

De la figura 22.4 es cierto que tanθ = R/l , y puede hacerse el cambio de va-
riable del a θ con cotθ = l/R, de dondedl = −Rcsc2 θ dθ ; adeḿas:r = Rcscθ ;
de este modo la integral toma la forma

B = −

µ0

4π
I ûϕ

∫ 0

π
senθ dθ = ûϕ

µ0I
2πR

. (22.5)

Figura 22.5. Campo magńetico de un alambre rectilı́neo. Vista superior.
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En el cambio de variable se ha tenido en cuenta que los extremos (−∞,∞) en
l corresponden a(π,0) en θ . Obśervese que, igual que en el caso del alambre
eléctricamente cargado, el campo decrece como 1/r. La forma de las lı́neas de
campo magńetico se muestra en la figura 22.5 Estas lı́neas pueden trazarse con
una regla de mano derecha: si se toma el alambre con la mano derecha y el pulgar
apunta con la corriente, los demás dedos dan la dirección deB.

Ejemplo 22.2
Campo magńetico de una espira circular

Solución:
En el anillo horizontal de la figura 22.6, la dirección del campo magńetico en el
punto P, debido a un elemento de corriente, puede obtenerse de (22.2). Resulta
quedB en P tiene componentes vertical y horizontal. La simetrı́a del problema
asegura que un elemento de corriente opuesto al dibujado en la figura (es decir,
en Q y sobre el anillo) da lugar a un campo en P que presenta una componente
vertical del mismo signo y una horizontal de signo opuesto a los del primer ele-
mento. Puesto que el proceso de integración implica una suma sobre los elementos
diferenciales de corriente, resultará que las componentes horizontales se cance-
lan y las verticales se suman. En sı́ntesis, en un punto P sobre el ejez existe solo
dBz = dBcosθ . Entonces, con

dB=
µ0I
4π

dl
r2 :

Bz =
∫

dBz =
∫

dBcosθ =
µ0I
4π

∫

dl
r2 cosθ =

µ0I
4πr2 cosθ

∫

dl .

Figura 22.6. El elemento de corrienteI dl de un anillo genera en P un campo magnético
diferencial.

Los t́erminosr2 y θ han sido retirados de la integral pues permanecen cons-
tantes cuando se integra sobre el anillo, cuya variable de integracíon esϕ. Con
dl = adϕ se sigue:

Bz =
µ0I

4πr2

a
r

∫

dl =
µ0I

4πr2

a
r

2πa

=
µ0I
2

a2

(z2 +a2)3/2
. (22.6)
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El cálculo anterior ha permitido calcular solo el campo en el eje. Un proce-
dimiento ḿas complejo permite demostrar que las lı́neas de campo magnético en
todo el espacio tienen la forma que se muestra en la figura 22.7. Observe que si se
toma la corriente con la mano, y con el dedo pulgar apuntando en su direccíon, los
dedos dan la dirección del campo.

Figura 22.7. Campo magńetico de un anillo con corriente.

El momento de dipolo magnético de la espiram= IA = Iπa2 permite reescribir
(22.6) en la forma

Bz =
µ0m

2π(z2 +a2)3/2
.

El campo magńetico de un dipolo magńetico puntualcorresponde al caso en
que la distancia de observación es mucho mayor que el tamaño del anillo:z>> a,
con la cual se obtiene

Bz =
µ0m

2π|z|3
.

Ejemplo 22.3
Campo magńetico de un solenoide

Figura 22.8. Un solenoide con corriente y sus lı́neas de campo magnético.
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Solución:
Un solenoide es un conjunto de espiras coaxiales y de igual radio por las que circu-
la la misma corriente (figura 22.8). En la práctica experimental usualmente adopta
la forma de un apretado arrollamiento de alambre conductor sobre un cilindro. Su
campo magńetico es b́asicamente id́entico al de un iḿan natural (ver figuras 19.2a
y 19.3), por lo que se usa en muchas aplicaciones en vez de aquellos. Si en el
interior de un solenoide con corriente se coloca una barra dehierro se obtiene un
electroiḿan.

El cálculo del campo en su interior y exterior puede ser notablemente simplifi-
cado si se asume que el arrollamiento es muy apretado de modo que la transicíon
entre una y otra espira es muy suave. Si en el solenoide hayn espiras por unidad
de longitud y si se toma un anillodz, como en la figura 22.9, a lo largo del cual
fluye una corrientedI puede escribirse para el campo en el origen de coordenadas
O, de acuerdo con (22.6):

dB=
µ0

2
dI

a2

(z2 +a2)3/2
=

µ0

2
(nI dz)

a2

(z2 +a2)3/2
.

Integrando sobre la longitud del solenoide:

dB=
µ0nIa2

2

∫ L/2

−L/2

dz

(z2 +a2)3/2
.

Este procedimiento equivale a una integración sobre anillos diferenciales. El
cambio de variablez= atanϕ permite transformar la integral en

1
a2

∫

cosϕ dϕ =
1
a2 senϕ =

1
a2

z
√

z2 +a2
|

L/2
−L/2,

con lo cual el campo se escribe

B =
µ0nIL

√

L2 +4a2
. (22.7)

Figura 22.9. Geometŕıa para el ćalculo del campo magnético en el interior de un solenoide.

Las ĺıneas del campo magnético del solenoide tienen la forma mostrada en la
figura 22.8. Son id́enticas a las de un iḿan natural. Esto implica que los experi-
mentos entre imanes y brújulas dan el mismo resultado si el imán se reemplaza
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por un solenoide. Asimismo, si en la interacción entre dos imanes se reemplaza
uno de ellos por un solenoide, la interacción persiste; si también el otro iḿan se
reemplaza por un solenoide, la interacción sigue existiendo. Esto significa, como
se estudia en el siguiente módulo, que dos corrientes interactúan magńeticamente.

Si la longitud del solenoide es grande en comparación con su radio (L >> a),
el campo magńetico toma la forma simple

B = µ0nI. (22.8)

¿Cúanto vale el campoB sobre el eje y en el puntoP de la figura 22.9?
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Módulo 23
Fuerza entre corrientes eléctricas

Contenidos del módulo

23.1 Corrientes paralelas

Una corriente eléctrica ejerce fuerzas so-
bre una brújula. Este efecto fue descu-
bierto por Oersted en 1820.

23.2 Corrientes perpendiculares

Objetivos del módulo

1. Demostrar que dos corrientes eléctricas interactúan magńeticamente.
2. Demostrar que dos corrientes paralelas con igual dirección se atraen y con

diferente direccíon se repelen.
3. Estudiar la fuerza entre alambres perpendiculares con corriente.
4. Estudiar la fuerza entre una corriente rectilı́nea y una espira de corriente.

Preguntas básicas

1. ¿Que expresión describe la fuerza magnética entre corrientes paralelas?
2. ¿Puede ser nula la fuerza magnética entre dos corrientes?
3. ¿Hay torques entre corrientes paralelas?
4. ¿Hay torques entre corrientes perpendiculares?
5. ¿Ćomo son las fuerzas y torques entre una espira y una corrienterectiĺınea?

Introducción

Un campo magńetico ejerce fuerza sobre una corriente; de otra parte, una co-
rriente genera un campo magnético. De acuerdo con Ampére todo magnetismo se
debe a corrientes, sean ellas macroscópicas como las de los circuitos o microscópi-
cas como las de los imanes naturales. En este módulo se veŕa de qúe modo una
corriente eĺectrica interact́ua magńeticamente con otra. El estudio se realiza para
dos casos simples: corrientes paralelas y corrientes perpendiculares.
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23.1 Corrientes paralelas

Sea un par de corrientes eléctricas paralelas y del mismo sentido,I1 e I2, separadas
una distanciar (figura 23.1). El campo magnético debido aI1 tiene la forma (22.5):

B1 =
µ0I1
2πr

ûϕ . (23.1)

Figura 23.1. Interaccíon magńetica entre corrientes paralelas y del mismo sentido.

La fuerza que el campo deI1 realiza sobre la corrienteI2 est́a dada por (20.3),
que en este caso toma la forma

F12 = I2

∫

dl2×B1 . (23.2)

Por substitucíon de (23.1) en (23.2) se obtiene la regla que expresa lainterac-
ción entre corrientes:

F12 =
µ0I1I2
2πr

∫

dl2× ûϕ .

El productodl2× ûϕ vale−dl2ûr , de modo que

F = −

µ0I1I2l2
2πr

ûr . (23.3)

La direccíon −ûr indica quedos corrientes paralelas y en el mismo sentido
se atraen, y en sentido contrario se repelen.La fuerza entre corrientes paralelas
es directamente proporcional al producto de las corrientese inversamente propor-
cional a la distancia entre ellas. No es difı́cil convencerse de que la fuerza que la
primera ejerce sobre la segunda es igual y opuesta a la que la segunda ejerce sobre
la primera:F12 = −F21, lo que implica que, al menos en el caso estacionario, la
interaccíon magńetica entre corrientes satisface la tercera ley de Newton.

La fuerza por unidad de longitud entre dos corrientes, cada una de 1 A y sepa-
radas 1 m, es de

F
l2

=
µ0I1I2
2πd

=
µ0(1A)(1A)

2π(1m)
= 2×10−7 Nm−1.
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Esta expresión permite establecer la definición experimental del amperio: es
la corriente que al pasar por dos alambres paralelos separados 1 m produce sobre
cada uno de ellos una fuerza por unidad de longitud de 2×10−7 Nm−1.

Experimentalmente es ḿas f́acil medir la fuerza entre corrientes (lo que se hace
con la llamada balanza de corrientes) que medir la fuerza entre cargas eléctricas.
Por ello en la preparación de un patŕon de medida se prefiere establecer primero
el patŕon de corriente y a partir déel el de carga. De este modo, el coulomb se
define como la cantidad de carga eléctrica que pasa en 1 s por un alambre que
porta 1 A. Desde el punto de vista conceptual es más fundamental la carga que la
corriente, pero por razones prácticas se define primero el patrón de corriente. Esto
quiere decir que desde el punto de vista práctico los sistemas MKSC y MKSA son
equivalentes, aunque el más elemental es el primero.

23.2 Corrientes perpendiculares

En la figura 23.2 aparece una corrienteI1 que sale del plano del papel y que genera
a su alrededor un campo magnético

B1 =
µ0I1
2πr

ûϕ .

Figura 23.2. Interaccíon entre corrientes perpendiculares.

Perpendicular aI1 hay una segunda corrienteI2, ubicada en el plano del papel,
uno de cuyos diferencialesdl2 experimenta una fuerza

dF12 = I2dl2×B1 =
µ0I1I2
2πr

dl2× ûϕ

=
µ0I1I2

2π
dr
r

ûz,

donde se ha tenido en cuenta quedl2 = ûrdr y ûz sale del plano del papel. Ası́, la
fuerza experimentada porI2 cuyos extremos sona y b es

F12 =
µ0I1I2

2π

∫ b

a

dr
r

=
µ0I1I2

2π
ln

(

b
a

)

. (23.4)

Las ecuaciones (23.3) y (23.4) permiten estudiar las fuerzas que experimenta
la espira de la figura 23.3, con corrienteI2 y colocada en el campo de una corriente
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rectiĺıneaI1. Las ĺıneas de campo deI1 entran por la derecha (×) y salen por la
izquierda (·). Las fuerzas sobre los ladosab y cd de la espira son iguales y de
direccíon contraria. Sus ḿodulos son

F =
µ0I1I2

2π
ln

(

b
a

)

.

Las fuerzas sobre los ladosbcy dason respectivamente:

F ′ =
µ0I1I2l

2πb
y F ′′ =

µ0I1I2l
2πa

,

y las direcciones son como se muestra en la figura 23.3.

Figura 23.3. Fuerzas sobre una espira colocada en el campo magnético de una corriente
rectiĺınea.
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Módulo 24
Circulación y flujo del campo magnético

Contenidos del módulo

24.1 Ley de Amṕere

El gausśımetro permite medir el flujo
magnético que atraviesa una espira.

24.2 Flujo del campo magnético

Objetivos del módulo

1. Definir la circulacíon del campo magńetico.
2. Deducir la ley de Amṕere.
3. Introducir en el magnetismo la noción de flujo.
4. Mediante el estudio de lı́neas conocidas de campo magnético concluir que

su flujo es cero.
5. Establecer la inexistencia de cargas magnéticas.
6. Establecer que un polo magnético no es una fuente de lı́neas sino un lugar

de tŕansito de ellas.

Preguntas básicas

1. ¿Ćomo se define la circulación de un campo vectorial?
2. ¿Qúe expresa la ley de Ampére?
3. ¿En qúe casos eśutil la ley de Amṕere para calcular campos?
4. ¿Es en alǵun caso no nulo el flujo de un campo magnético?
5. ¿Qúe es una carga magnética?
6. ¿Son id́enticos una carga magnética y un polo magńetico?

Introducción

En el caso electrostático el campoE puede ser evaluado utilizando (9.4), en
tanto que en el caso magnetostático el campoB se calcula con (22.1). En la elec-
trost́atica es conveniente introducir la integral de flujo que permite evaluar los
campos en los casos de alta simetrı́a. De un modo ańalogo, el campoB debido
a distribuciones de corriente de alta simetrı́a puede ser calculado utilizando una
integral de circulacíon del campo magńetico. El ćalculo revela que la circulación
deB es proporcional a la corriente.

De otro lado, como en el caso electrostático, conviene introducir la integral de
flujo magńetico, la que siempre tiene un valor nulo. Esto significa que el campo
magńetico no tiene fuentes, es decir, puntos donde comienzan o terminan las ĺıneas
del campo magńetico.

En este ḿodulo se exploran la circulación y el flujo del campo magnetostático.
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24.1 Ley de Ampére

El campo magńetico de una corriente rectilı́nea tiene la forma (22.5):

B = ûϕ
µ0I
2πR

.

Las ĺıneas de campo tienen la forma mostrada en la figura 22.5. A partir de esta
expresíon puede calcularse lacirculacióndel campo magńetico. En forma general,
la circulacíon de un campo vectorialB se define como la integral del producto
escalar del campo con el elemento diferencial de distanciadl, realizada a lo largo
de una trayectoria cerrada:

∮

C
B ·dl . (24.1)

Figura 24.1. Geometŕıa para el ćalculo del campo de una corriente rectilı́nea.

Si se escoge la trayectoria circular indicada en la figura 24.1, dondeB y dl son
paralelos, resulta que el producto escalar en (24.1) se reduce aBdl, condl = r dϕ,
por lo cual puede escribirse

∮

C
B ·dl =

∮

C
Bdl =

µ0I
2π

∮

C

dl
r

=
µ0I
2π

∮

2π

r dϕ
r

= µ0I .

Este resultado es ḿas general de lo que aquı́ aparece pues esválido para
cualquier forma de la trayectoria. Esto puede comprenderse con facilidad si se
considera la curva de la figura 24.2, en la que cada elemento diferencial de la
trayectoria se ha aproximado a un arco de cı́rculo. La circulacíon es una integral
compuesta de elementosB ·dl cada uno de los cuales tiene un valor

Bdl =
µ0I
2πr

(r dϕ) =
µ0I
2π

(dϕ).

Se observa que al cancelarser, el diferencialBdl es independiente del radio
del ćırculo. Por tanto, al integrar sobre elángulo completo 2π se obtieneµ0I como
valor de la circulacíon, independientemente de la forma de la trayectoria. De este
modo puede afirmarse quela circulación del campo magńetico es proporcional a
la corriente eĺectrica que atraviesa la curva cerrada c:

∮

c
B ·dl = µ0I . (24.2)
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Figura 24.2. La circulacíon de un campo magnético es independiente de la forma de la
trayectoria.

Esta expresión, conocida como ley de Ampére, es v́alida en el caso estacionario.
Si existenn corrientes que atraviesan la misma curva cerrada, ha de reemplazarse
I por ∑n

i=1 Ii (figura 24.3). La ley de Amṕere est́a asociada a una regla de mano
derecha: si los dedos van en dirección de la trayectoriac, el pulgar extendido apun-
taŕa en direccíon del flujo de corriente positiva. A la trayectoria de integración se
le conoce comoamperiana.

Aunque de validez general en magnetostática, la ley de Amṕere es aplicable
al cálculo de campos magnéticos solo en situaciones de alta simetrı́a. En el caso
general, con o sin simetrı́as, (22.1) es aplicable.

Figura 24.3. La integral de circulación es proporcional a las corrientes que atraviesan la
curva cerradac.

Los siguientes ćalculos se restringen a situaciones con alta simetrı́a.

Ejemplo 24.1
A lo largo de un cilindro muy largo de radioR (figura 24.4) fluye una corriente
I distribuida de modo uniforme. Calcule el campo magnético en el interior y el
exterior del cable.

Solución:

a. Parar < R hay una corrienteI ′ encerrada en la amperiana circular; puesto que
la corriente est́a distribuida de modo uniforme en elárea, es cierto que

I ′

I
=

πr2

πR2 ,
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Figura 24.4. Cilindro con corriente uniforme a lo largo de su eje, y dos amperianas, inte-
rior y exterior.

de donde

I ′ = I
r2

R2 .

La ley de Amṕere se escribe
∮

c
B ·dl =

∮

Bdl = B(2πr) = µ0I ′.

Al reemplazarI ′ se obtiene

B =
µ0Ir
2πR2 ,

de modo que el campoB aumenta linealmente desde el eje hasta la superficie.

b. Parar > R la corriente incluida en la amperiana esI , de modo que, al igual que
en el caso de la corriente rectilı́nea:

B =
µ0I
2πr

.

La variacíon del campo con la distancia se representa en la figura 24.5. Obśervese
que enr = R los campos interior y exterior son iguales.

Si la corriente solo viaja por la superficie del cilindro puede demostrarse que

a) B = 0 si r < R,

b) B =
µ0I
2πr

si r > R.

Ejemplo 24.2
Campo magńetico de una placa plana con corriente uniformeλ por unidad
de área (figura 24.6a).

Solución:
Se define la densidadλ de corriente superficial como corriente por unidad de lon-
gitud transversa a la corriente. Deλ = dI/dyse deduce que la amperiana punteada

178 Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



6. Magnetismo

Figura 24.5. Variación con la distancia radial del campo magnético de un cilindro con
corriente.

Figura 24.6. Una placa plana con corriente puede considerarse formada por muchos fila-
mentos de corriente, que dan campoB en direcciones±y.

de la figura 24.6b contiene una corrientedI = λ dy, de modo que la ley de Ampére
se expresa

∮

c
B ·dl = µ0(λ dy).

Si se concibe la placa plana como formada de muchos filamentosde corriente
que fluyen en dirección x cada uno de cuyos campos es circular, puede compren-
derse que el campo neto ha de tener dirección−y por encima yy por debajo de la
placa, no existiendo por tanto componente vertical. Ası́, la integral de circulación
es

∮

c
Bdl = 2By= µ0λy,

lo que da lugar al campo uniforme

B =
µ0λ

2
.

Ejemplo 24.3
Campo magńetico de un solenoide den espiras por unidad de longitud y co-
rriente I (figura 24.7)

Solución:
El campo magńetico del solenoide puede describirse como la suma de los campos
de muchas espiras paralelas estrechamente empacadas. La geometŕıa de las ĺıneas
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Figura 24.7. Un solenoide largo con corriente produce un campo magnético interno a lo
largo de su eje, y nulo en el exterior.

de campo de cada una muestra que, debido a la curvatura de las lı́neas en el exte-
rior del solenoide, los campos allı́ tienden a anularse; el anulamiento es perfecto
si el solenoide es infinito. En el interior las lı́neas de campo se superponen para
producir un campo magnético axial uniforme. Esto puede verse si se considera la
amperiana 1: note que las lı́neas de campo van hacia la derecha, pero el recorrido
de la amperiana en los trayectos superior e inferior es opuesto.

La ley de Amṕere aplicada a la amperiana 2 da lugar a

Bl = µ0nIl ,

de donde se concluye que, en efecto, el campo magnético en el interior de un
solenoide muy largo es constante e igual a

B = µ0nI,

en concordancia con (22.8).

Ejemplo 24.4
Calcule el campo magnético en el interior de un solenoide de 50 cm de longitud
que contiene 500 vueltas y tiene un radio de 0,5 cm, si porél fluye una corriente
de 0,2 A.

Solución:
Ha de notarse ante todo que la longitud del solenoide es muchomayor que su
radio, de modo que la expresión B = µ0nI es v́alida. Reemplazando se obtiene:
B = 2,5×10−5 T.

24.2 Flujo del campo magnético

En el ḿodulo 12 se ha definido el flujo de un campo vectorial mediante la ecuacíon
(12.2). El flujo del campo magnético a trav́es de una superficie abiertaA tiene la
forma:

Φm =
∫

A
B ·dA . (24.3)

El flujo magńetico tiene unidades de Tm2 a las que se conoce comoweber
(Wb); puede demostrarse que en unidades elementales: Wb= kg ·m2

·s−1
·C−1.

Las ĺıneas de campo magnético de una carga en movimiento son cerradas (figu-
ra 22.3), igualmente lo son las de una corriente rectilı́nea (figura 22.5), de una es-
pira (figura 22.7) o de un solenoide finito (figura 22.8). Es esta una caracterı́stica
común detodos los campos magńeticos, sean o no estacionarios, incluyendo el
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campo magńetico de los imanes. Estéultimo caso puede ser entendido una vez
se estudien las corrientes microscópicas que son la fuente del magnetismo de los
imanes naturales.

Es posible demostrar, partiendo de (22.1), queel flujo del campo magńetico
a través de cualquier superficie cerrada es siempre cero. Esta aseveración no
seŕa demostrada aquı́, dada su dificultad mateḿatica, pero de ella pueden extraerse
algunas conclusiones simples:

Si las ĺıneas de campo magnético son cerradas significa que no tienen pun-
tas. En el caso del campo eléctrico las cargas eléctricas son los lugares a
donde confluyen o de donde salen las lı́neas de campo eléctrico; es decir, las
lı́neas de campo eléctrico tienen puntas. La consecuencia de la inexistencia
de puntas en los campos magnéticos es queno hay cargas magńeticas.

Los polos magńeticos no son las fuentes de las lı́neas del campo magnético,
pues solo son lugares por donde ellas pasan, no donde comienzan o ter-
minan. Las cargas eléctricas sonfuentes(o sumideros) de lı́neas de campo
eléctrico, en tanto que los polos magnéticos sonzonas de tŕansitode ĺıneas.

El número de ĺıneas de campo magnético que entra a una superficie cerrada
es igual al ńumero de ĺıneas que sale.

Estas proposiciones se ilustran en la figura 24.8.

Figura 24.8. El flujo de ĺıneas del campo magnético siempre es nulo.

Ejemplo 24.5
Calcule el flujo magńetico a trav́es de la espira rectangular de la figura 24.9, si el
campo es el debido a una corriente rectilı́neaI .

Solución:
De la definicíon de flujo, de la forma del campo de una corrienteI , e integrando
sobre eĺarea de la espira puede escribirse la siguiente secuencia:

Φm =

∫

A
B ·dA =

∫

(

µ0I
2πr

ûϕ

)

·

(

ûϕcdr
)

=
µ0I
2πr

c
∫ b

a

dr
r

=
µ0I
2πr

c ln

(

b
a

)

,

ûϕ entra al plano del papel.
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Figura 24.9. Geometŕıa para el ćalculo del flujo magńetico sobre una espira colocada en
el campo de una corriente rectilı́nea.

Ejemplo 24.6
Calcule el flujo magńetico a trav́es de uńarea perpendicular al eje del solenoide de
radioRdel ejemplo 24.3.

Solución:
De la definicíon de flujo, tomando en cuenta que los vectoresB y A son paralelos, y
reemplazando el valor del campo magnético constante en el interior del solenoide,
se puede demostrar queΦm = BA= µ0πnIlR2.
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Módulo 25
Magnetización en la materia

Contenidos del módulo

25.1 Materiales magnéticos

Un pedazo de magnetita imanta clavos y
los atrae.

25.1.1 Diamagnetismo
25.1.2 Paramagnetismo
25.1.3 Ferromagnetismo

25.2 Vector de magnetización
25.2.1 Intensidad magnética y ley de Amṕere
25.2.2 Susceptibilidad y permeabilidad

Objetivos del módulo

1. Clasificar los materiales magnéticos.
2. Definir diamagnetismo, paramagnetismo y ferromagnetismo.
3. Definir el vector de magnetización, la corriente de magnetización y la inten-

sidad de campo magnético.
4. Definir susceptibilidad y permeabilidad.
5. Establecer la ley de Ampére en materiales magnetizables.

Preguntas básicas

1. ¿Cúal es la diferencia entre materiales diamagnéticos, paramagnéticos y fe-
rromagńeticos?

2. ¿Ćomo se definen la magnetización, la corriente de magnetización y la inten-
sidad de campo magnético?

3. ¿Cúal es la conexíon entre susceptibilidad y permeabilidad?
4. ¿Cúal es la forma de la ley de Ampére en materiales magnéticos?

Introducción

Los átomos son sistemas formados por núcleos constituidos por protones y
neutrones; alrededor de los núcleos orbitan electrones cuyo movimiento equivale a
la existencia de corrientes microscópicas que pueden considerarse como minúscu-
los dipolos magńeticos. En estado natural es muy probable que estos dipolos ten-
gan orientaciones aleatorias lo que macroscópicamente da un momento de dipolo
nulo. Estos son los materiales que no presentan imantación natural. En presencia
de campos magnéticos externos los momentos de dipolo pueden reorientarsede
modo tal que presenten efectos notables a nivel macroscópico; tales son los mate-
riales diamagńeticos y paramagńeticos. En otra categorı́a se ubican los materiales
que presentan imantación natural, conocidos como ferromagnetos.

Este ḿodulo se dedica a establecr las caracterı́sticas b́asicas de estos materiales
y a exponer las leyes del magnetismo en presencia de materiales magńeticos, en
particular la forma que adopta la ley de Ampére.
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25.1 Materiales magnéticos

Las diferentes sustancias pueden ser clasificadas magnéticamente en varios gru-
pos dependiendo de su estructura interna y su respuesta a loscampos magńeticos
externos. La clasificación más simple es como sigue:

Diamagńeticos.

Paramagńeticos.

Ferromagńeticos.

Un estudio introductorio de las propiedades de estos materiales se presenta en lo
que sigue.

25.1.1 Diamagnetismo

Consid́erese un electrón girando alrededor de un núcleo. En estado natural los
momentos de dipolo equivalentes a estas corrientes están orientados de manera
aleatoria por lo que el momento de dipolo magnético neto del material es cero. En
este caso, el momento de dipolo de cadaátomo es diferente de cero y el material
es paramagńetico.

Es sin embargo posible que enátomos con varios electrones el momento de
dipolo magńetico de cadáatomo sea nulo. Este es el caso de los materiales dia-
magńeticos. Si se aplica a un material de este tipo un campo magnético la fuerza
magńetica que experimentan los electrones provoca una perturbación en su movi-
miento, equivalente a la presencia de una corriente adicional, es decir, a la apari-
ción de un momento de dipolo magnético inducido que se orienta en dirección
opuestaal campo magńetico externo. Este efecto es independiente de la orientación
del átomo en el campo, es el mismo para todos ellos y equivale a queel material
se ha convertido en un iḿan muy d́ebil que se opone al campo externo. Resulta
aśı que un material diamagnético es d́ebilmenterepelidopor un campo magńetico.
Este comportamiento es común para todas las sustancias aunque el efecto está en
muchos casos enmascarado por el paramagnetismo.

25.1.2 Paramagnetismo

Este feńomeno se presenta en los materiales en los que hay electronesdesaparea-
dos cuyo momento de dipolo magnético no es cancelable con el de otro electrón.
Ocurre por ejemplo en el aluminio, el oxı́geno y el hierro. En estos materiales hay
un momento de dipolo magnéticopermanente. Aunque en estado natural su orien-
tación es aleatoria y sus efectos se cancelan, si se someten a un campo magńetico
externo los torques generados por este tienden a alinearlosa lo largo del campo
externo. A este efecto de orientación se opone el desorden térmico debido a las
vibraciones de lośatomos que impiden su completo alineamiento en dirección del
campo. El torque logra que la energı́a potencial de los dipolos sea menor si estos se
alinean en la misma dirección del campo externo. Esto significa queen un campo
magńetico externo una sustancia paramagnética adquiere una magnetización en
la dirección del campo.La consecuencia es que el material desarrolla un compor-
tamiento magńetico que lo convierte en un iḿan inducido que esatráıdo por el
campo externo.

Debido a que los dipolos permanentes son unas mil veces mayores que los
inducidos, en la mayorı́a de las sustancias los efectos diamagnéticos son poco no-
torios.
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25.1.3 Ferromagnetismo

El diamagnetismo y el paramagnetismo solo son observables en materiales coloca-
dos en campos magnéticos externos; en ausencia de campos externos su imantación
desaparece, a diferencia de los ferromagnetos, que pueden exhibir imantacíon na-
tural. En efecto, en algunos materiales como Fe, Co, Ni, Gd lamagnetizacíon
permanece aun después de retirar el material del campo magnetizante. En es-
tos materiales los momentos de dipolo permanentes tienden aalinearse de forma
espont́anea, lo que genera los imanes naturales. Las interaccionesentre los dipo-
los magńeticos intŕınsecos de los electrones (llamadosespines) da como resultado
una orientacíon paralela de los espines en regiones muy pequeñas conocidas como
dominios, cuyas dimensiones son del orden de 10−8 a 10−12 m3 y contienen entre
1021 y 1017 átomos.

En estos materiales los dominios se orientan en diferentes direcciones lo que
puede producir una magnetización neta nula (figura 25.1a). La muestra está en-
tonces demagnetizada. Pero si se aplica un campo externo losdominios tienden a
reorientarse en la dirección del campo (figura 25.1b), y su tamãno puede también
variar, generando ası́ los imanes. La magnetización lograda aumenta con la inten-
sidad del campo externo, existiendo una imantación máxima que se logra cuando
todos los dominios se orienten en dirección del campo.

Figura 25.1. Dominios magńeticos (a), cuya orientación (b) cambia al aumentar el campo
magnetizante.

Usualmente el efecto de reorientación es duradero, es decir, permanece una
vez se elimina el campo externo, creándose entonces un imán permanente. La du-
ración de la imantación depende crucialmente de factores como la temperatura y la
estructura at́omica del material. Para cada sustancia ferromagnética existe unatem-
peratura de Curiepor encima de la cual desaparecen los dominios y la sustancia
se vuelve paramagnética.

25.2 Vector de magnetización

Basado en los experimentos comenzados en 1820, Ampére propuso la idea de que
todo magnetismo es debido a corrientes eléctricas. El magnetismo de los imanes
naturales serı́a causado por corrientes microscópicas. En efecto, la teorı́a moderna
sobre la materia asegura que hay corrientes electrónicas correspondientes a dipolos
magńeticos microsćopicos, con los cuales se puede describir un imán natural o una
barra magnetizada.

Aśı, la barra imantada de la figura 25.2 puede describirse como constituida
por pequẽnas espiras cuyo eje es paralelo al eje del imán. Las corrientes tienden a
cancelarse entre sı́ en el interior del material, pues las que son adyacentes tienen
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direcciones contrarias, pero se suman sobre la superficie lateral de la barra, dando
lugar a una corriente de magnetización Im bastante similar a la de un solenoide.

Figura 25.2. Descripcíon con microcorrientes del magnetismo de un imán.

Cualquiera sea el origen de los dipolos magnéticos, es decir, sean ellos induci-
dos como en los materiales diamagnéticos o permanentes como en los paramag-
néticos y ferromagńeticos, es posible definir un vector que corresponda al momen-
to de dipolo magńetico por unidad de volumen:

M =
dm
dV

. (25.1)

Esta cantidad, conocida comovector de magnetización, tiene unidades de A·m−1,
esto es, corriente/longitud.

La conexíon entre el ḿodulo de este vector y la corriente de magnetización se
establece ası́: en el cilindro de la figura 25.2, déarea transversalA y longitud l , el
momento magńetico total esm= M(Al) = (Ml)A, y comom= ImA, se concluye
queIm = Ml , lo que asegura queM es la corriente de magnetización por unidad de
longitud. Esta no es una corriente de conducción sino una corriente “ligada”, en
el mismo sentido que las cargas de polarización no son cargas libres sino cargas
“ligadas”.

25.2.1 Intensidad magnética y ley de Ampére

La figura 25.3 representa un cilindro magnetizable colocadoen el interior de un
solenoide con corrientenI por unidad de longitud, es decir, una corrientenIR. El
campo magńetico del solenoide reorienta los dipolos de la barra metálica convir-
tiéndola en un iḿan y desarrollando sobre su superficie una corriente de magne-
tización Im = Ml . Aśı pues, el sistema barra-solenoide es equivalente a unúnico

Figura 25.3. Cilindro magnetizable en el interior de un solenoide con corrienteI .
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solenoide con una corrienteI + Im = (nI +M)l que viaja por su superficie en direc-
ción perpendicular al eje del sistema. Esta corriente neta es responsable del campo
magńetico, de modo que, en vez deB= µ0nI como es el caso del solenoide hueco,
debe escribirse

B = µ0(nI +M) o nI =
B
µ0

−M .

Con base en lo anterior puede definirse el vectorH, conocido comointensidad
del campo magńetico, en la forma

H =
B
µ0

−M . (25.2)

Las unidades deH y M son las mismas. En el caso particular del solenoide es
cierto queH = nI, es decir:Hl = nIl , dondenIl = Il es la corrienteen el solenoidea
la que se llama corrientelibre. La última igualdad (Hl = nIl = Il ) puede escribirse
en la forma de una integral de circulación:

∮

c
H ·dl = Il . (25.3)

Esta ecuación, obtenida con argumentos sobre solenoides, tiene validez gene-
ral, como tambíen la definicíon (25.2), y seŕa llamada ley de Amṕere en medios
magńeticos. Se resume ası́: la circulación del campoH es igual a la corriente libre
total que atraviesa la trayectoria c.

25.2.2 Susceptibilidad y permeabilidad

La magnetizacíon que un material experimenta al ser colocado en un campo ex-
terno es tanto mayor cuanto mayor sea el campo y depende de caracteŕısticas es-
pećıficas como la estructura atómica del material y su temperatura. Para materiales
lineales, isotŕopicos y homoǵeneos (esto es, materiales para los cuales la magneti-
zacíon depende de la primera potencia deH, cuyas propiedades no dependen de la
direccíon y son las mismas en todos sus puntos) es cierto que

M = χmH . (25.4)

La constanteχm se llamasusceptibilidad magńeticadel material y es una can-
tidad adimensional. Al reemplazarM en (25.2) se obtiene

B = µ0(H +M) = µ0(H + χmH)

= µH .

El coeficiente
µ = µ0(1+ χm) (25.5)

se conoce comopermeabilidaddel medio material y tiene las mismas dimensiones
de la permeabilidad del vacı́o µ0.

En el caso de medios lineales, isotrópicos y homoǵeneos la ley de Amṕere
(25.3) da lugar con (25.5) a la forma que adopta (24.2) en medios magnetizables

∮

c
B ·dl = µ Il . (25.6)

En esta expresión debe tenerse cuidado en incluir enIl solo las corrientes libres,
pues las de magnetización han sido tomadas en cuenta en la definición deµ .

La siguiente tabla muestra la susceptibilidad magnética de algunas sustancias.
Las seis de la izquierda son diamagnéticas (χm < 0), y las seis de la derecha son
paramagńeticas (χm > 0).
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Hidrógeno −2,1×10−9 Ox́ıgeno 2,1×10−6

Nitrógeno −5,0×10−9 Magnesio 1,2×10−5

Sodio −2,4×10−6 Aluminio 2,3×10−5

Cobre −1,0×10−5 Tungsteno 6,8×10−5

Bismuto −1,7×10−5 Titanio 7,1×10−5

Diamante −2,2×10−5 Platino 3,0×10−4

Ejemplo 25.1
A lo largo de un cilindro muy largo de radioRy permeabilidadµ fluye una corrien-
te uniformeI . Calcule el campo magnético en el interior y el exterior del cilindro.

Solución:
Puesto que la corriente está distribuida de manera uniforme sobre elárea transversa
es cierto que

I
πR2 =

I ′

πr2 ,

dondeI ′ es la corriente libre encerrada en la curva amperiana de radio r. Por la
simetŕıa y la regla de la mano derecha el campoB tiene la direccíon mostrada en la
figura 25.4, coincidente con la dirección de la amperiana, por lo cual el producto
escalar en (25.6) esBdl de modo que

∮

Bdl = B(2πr) = µ I ′ = µ I
r2

R2 ,

de donde enr < R:

B =
µ Ir

2πR2 .

En el exterior, la amperiana de radior contiene toda la corrienteI de modo que,
enr > R, la ecuacíon (25.6) conduce a

B =
µ I
2πr

.

Figura 25.4. Amperianas en un medio magnetizable con corriente axialI distribuida uni-
formemente.
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Capı́tulo 7
Campos electromagnéticos

dependientes del tiempo

Contenido breve

Módulo 26

Ley de induccíon de Faraday-Henry

Módulo 27

Fueza electromotriz de movimiento

Módulo 28

Ley de Amṕere-Maxwell

Módulo 29

Inductancia y energı́a del campo mag-
nético

Módulo 30

Circuitos acoplados

Michael Faraday, iniciador con Joseph Henry de la electrodinámica.

Presentación

El estudio realizado hasta ahora sobre los campos eléctricos y magńeticos ha sido
restringido a situaciones independientes del tiempo, estoes, a cargas estáticas y
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a corrientes estacionarias. Es posible, sin embargo, generar campos magńeticos
variables; para ello basta poner en movimiento un imán o un solenoide o hacer
circular por un solenoide una corriente que varı́a con el tiempo.

Los experimentos realizados en 1830 y 1831 por Michael Faraday y Joseph
Henry llegaron a la conclusión de que un campo magnético variable con el tiempo
es capaz de inducir corrientes sobre un circuito cercano. Este feńomeno, conocido
comoefecto Faraday, es el fundamento del funcionamiento de los generadores de
corriente, del transformador eléctrico, los alternadores de automóvil y el teléfono,
entre muchos otros logros tecnológicos.

De acuerdo con Maxwell, el efecto de inducción implica la generación de un
campo eĺectrico a partir de un campo magnético variable con el tiempo. La pregun-
ta que luego surge en su mente es la siguiente: ¿No será posible, rećıprocamente,
generar un campo magnético a partir de un campo eléctrico variable con el tiempo?
La respuesta afirmativa a esta pregunta obliga a reformular la ley de Amṕere para
incluir campos magńeticos debidos a corrientes y a campos eléctricos variables
con el tiempo. De aća partío la teoŕıa de las ondas electromagnéticas que no solo
dio una base fı́sica a laóptica sino que abrió el camino a la tecnologı́a de teleco-
municaciones que es esencial en nuestraépoca. De acuerdo con la teorı́a propuesta
por Maxwell, en la que cuatro ecuaciones son suficientes paraentender la dińami-
ca del campo electromagnético, existen ondas de campo eléctrico y magńetico que
viajan en el vaćıo o en los medios transparentes a la velocidad de la luz.
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7. Campos electromagnéticos dependientes del tiempo

Módulo 26
Ley de inducción de Faraday-Henry

Contenidos del módulo

26.1 El efecto de inducción

Investigador frente a un pequeño beta-
trón.

26.1.1 Ley de Lenz
26.2 Campo eléctrico inducido

26.2.1 El betatŕon
26.2.2 Corrientes de Foucault

Objetivos del módulo

1. Estudiar el efecto de inducción.
2. Introducir la fem inducida.
3. Introducir el campo eléctrico inducido.
4. Presentar la ley de inducción de Faraday-Henry.
5. Introducir la ley de Lenz.
6. Establecer las relaciones entre cambio del campo magnético y la direccíon

de la fem.
7. Mostrar que el campo eléctrico inducido es de lı́neas cerradas y por tanto no

conservativo.
8. Estudiar el betatrón.
9. Estudiar las corrientes de Foucault.

Preguntas básicas

1. ¿En qúe consiste el efecto de inducción?
2. ¿Ćomo cambia la inducción al reemplazar imanes por solenoides?
3. ¿Cúal es la forma de la ley de inducción de Faraday-Henry?
4. ¿Qúe es una fem inducida?
5. ¿Qúe conexíon existe entre ley de Lenz y conservación de enerǵıa?
6. ¿Es conservativo el campo eléctrico inducido?
7. ¿Ćomo son las lı́neas del campo eléctrico inducido?
8. ¿Ćomo funciona un betatrón?
9. ¿Qúe son corrientes de Foucault?

Introducción

Asociado a una carga eléctrica hay siempre un campo eléctrico, en tanto que a
una carga en movimiento se asocia siempre un campo magnético. Si las corrientes
(que son electricidad en movimiento) generan magnetismo, ¿no podŕa rećıproca-
mente el magnetismo generar corrientes?

Con esta idea de simetrı́a en mente Faraday intentó comprobar la aparición de
corriente en una espira de alambre colocada cerca de un solenoide con corriente.
Despúes de repetidos ensayos y con el uso de galvanómetros ḿas sensibles des-
cubrió que solo cuando la corriente en un solenoide aumenta o disminuye aparece
una corriente sobre la espira. Los experimentos le revelaron que el mismo efecto
ocurre si el solenoide se reemplaza por un imán en movimiento.
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26.1 El efecto de inducción

La figura 26.1 muestra un solenoide por el cual circula una corriente constante

Michael Faraday (1791-1867)

F́ısico y qúımico británico de origen hu-
milde. Desde 1821 se dedicó al estudio
de la electricidad. Desarrolló el primer
motor eléctrico y descubrió la ley de in-
ducción. Introdujo el concepto de ĺıneas
de fuerza. Inventó la jaula de Faraday
utilizada para aislar un recinto de cam-
pos eléctricos. Descubrió la desviación del
plano de polarización de la luz al atrave-
sar un medio transparente colocado en
un campo magnético. Su trabajo hizo
posible la tecnoloǵıa eléctrica, la electro-
qúımica y la teoŕıa electromagnética. Fue
miembro de la Royal Society de Londres.

provista por una baterı́a. Cuando el solenoide se mueve hacia la espira de alambre
localizada a su derecha aparece sobre esta una corrienteinducida Ien la direccíon
indicada. Si el solenoide se mueve hacia la izquierda la dirección de la corriente
inducida se invierte. Lo primero que puede advertirse es que, cuando el solenoide
se acerca, el flujo magnético que atraviesa la espira aumenta, y cuando el solenoide
se aleja el flujo disminuye.

Figura 26.1. Un solenoide con corriente constante se mueve hacia una espira conductora.

El experimento puede repetirse con un solenoide en reposo (figura 26.2). En
el momento en que el interruptorA se cierra se establece progresivamente una
corriente en el solenoide y se nota que mientras la corrientecrece hasta su valor
máximoI0 = E /R, dondeE es la fuerza electromotriz de la baterı́a, se induce una
corriente sobre la espira con la dirección indicada. Si el circuito se abre, mientras
la corriente en el solenoide se reduce hasta cero, la corriente inducida tiene la
direccíon contraria. Si el circuito se cierra, el flujo sobre la espira aumenta, y si se
abre disminuye.

Figura 26.2. La corriente sobre el solenoide fijo cambia al cerrar o abrir el interruptor.

El solenoide puede reemplazarse por un imán; si este se mueve hacia la derecha

Vea la demostración Induccíon
electromagńetica en su multimedia
de Oscilaciones y Campos.

se induce una corriente como se indica en la figura 26.3, y si semueve hacia la
izquierda la corriente inducida se invierte. Los resultados mostrados en las figuras
26.1, 26.2 y 26.3 son los mismos, y en todos ellos el cambio de flujo magńetico
sobre la espira se realiza de la misma manera.

Otras variantes son las siguientes: un solenoide con corriente constante man-
tenido en reposo mientras la espira se mueve haciaél; un solenoide con corriente
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Figura 26.3. Imán en movimiento hacia una espira conductora.

variable (provista por un mecanismo de corriente alterna) yuna espira, ambos fi-
jos; un solenoide con corriente constante, mantenido en reposo, mientras la espira
gira frente áel. En todos estos casos el resultado es la aparición de una corriente en
la espira, asociado al cambio de flujo sobre la espira. Los experimentos permiten
concluir que la intensidad de la corriente inducida dependede la rapidez con que
cambia el flujo del campo magnético.

En śıntesis puede concluirse quela variación del flujo magńetico sobre una es-
pira est́a asociado a la aparicíon sobre ella de una corriente. Este es el contenido
de la ley de inducción de Faraday-Henry. Este efecto fue descubierto por Henry un
año antes de Faraday, aunque la prioridad en la publicación corresponde a Faraday.

Figura 26.4. Dirección de la corriente inducida. En (a) aumenta con el tiempo el campo
magńetico externo, en (b) disminuye.

Las figuras 26.4a y 26.4b establecen la conexión entre la dirección del flujo y
la corriente inducida. De acuerdo con la regla de mano derecha la direccíon del
recorrido de una trayectoria cerrada está dada por los dedos si el pulgar apunta en
direccíon del áreadA. En la figura 26.4a el campo magńetico con direccíon del
pulgar aumenta con el tiempo y la corriente inducida va en direccíon contraria ac,
mientras que en la figura 26.4b el campo con dirección del pulgar disminuye y la
corriente inducida va en dirección dec. Es decir:

Si dΦm
dt > 0, la corriente inducida va en dirección opuesta ac.

Si dΦm
dt < 0, la corriente inducida va en dirección dec.

Vea la animación Campo eĺectrico induci-
do en su multimedia de Oscilaciones y
Campos.

La aparicíon de una corriente en la espira, que es un circuito cerrado, implica
la existencia de unafem inducidaE que hace circular las cargas. La fem estudiada
en la seccíon 18.1 proviene de una baterı́a. En el presente caso la fem surge por
induccíon. La ley de Faraday-Henry puede escribirse en la forma:
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fem= −

dΦm

dt
. (26.1)

Recúerdese que una fem es una diferencia de potencial. El signo “menos” res-

Joseph Henry (1797-1878)

F́ısico norteamericano nacido en Al-
bany, Nueva York. Primer secretario del
Instituto Smithsoniano. Descubrió, in-
dependientemente de Faraday, el efec-
to de inducción, pero lo publicó des-
pués. Descubrió la inducción mutua
y mejoró los electroimanes. En 1831
montó un telégrafo eléctrico y ayudó a
Samuel Morse y Charles Wheatstone a
construir los suyos, aunque luego tuvo
con Morse una polémica por esta inven-
ción. Inventó el transformador eléctrico.
Su nombre se asignó en 1893 a la unidad
de inductancia, el henrio.

ponde por la conexión entre la dirección de la corriente inducida y el signo de la
derivada del flujo; será estudiado con detalle en la siguiente sección. En el caso de
N espiras atravesadas por el mismo campo, (26.1) toma la forma

fem= −

d(NΦm)

dt
= −N

d(Φm)

dt
. (26.2)

Ejemplo 26.1
Una bobina formada con 100 espiras rectangulares de lados 10y 20 cm, una enci-
ma de la otra, se coloca con su eje paralelo a un campo magnéticoB= 0,5(1+0,4t)
medido en teslas. Si la resistencia del alambre es de 4Ω, ¿qúe corriente se induce
sobre la bobina?

Solución:
Puesto queB y dA son paralelos, y como el campo es espacialmente uniforme, es
cierto queΦm = BA= 0,5×0,1×0,2×(1+0,4t) = 0,01×(1+0,4t). La derivada
temporal es

dΦm

dt
= 0,004.

De acuerdo con la ley de inducción este es el valor de la femE ; seǵun la ley
de Ohm la corriente inducida esI = E /R= 0,004/4 = 0,001 A.

26.1.1 Ley de Lenz

Propuesta por Heinrich Friedrich Lenz (1804-1865), la ley de Lenz hace ḿas pre-
ciso el significado del signo “menos” que aparece en (26.1):el sentido de la co-
rriente inducida es tal que su propio campo magnético se opone a la variación del
flujo del campo magńetico responsable del efecto de inducción.

Figura 26.5. Ley de Lenz: el campoB producido por la corriente inducida se opone al
aumento del flujo a trav́es de la espira.

En efecto, en las figuras 26.1, 26.2, 26.3 y 26.4 es claro que elcampo magńetico
de la corriente inducida se opone alaumentodel campo del iḿan o del solenoide;
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los pequẽnos anillos a izquierda y derecha de la espira de la figura 26.5correspon-
den al campo de la corriente inducida. Si en vez de acercarse se aleja el iḿan se
inviertenI y la direccíon de su campo, aunque la dirección del campo del iḿan es
la misma. En śıntesis, el campo de la corriente inducida se opone al cambiodel
campo inductor: si a este se le trata de aumentar, el campo de la corriente inducida
lo disminuye, y si se le trata de disminuir, el campo de la corriente inducida lo
aumenta.

Visto de otro modo (figura 26.5), al acercarse el imán a la espira aumenta el
flujo sobre la espira. El campo de la espira equivale al de un imán con el S arriba
y el N abajo, por lo que inducir una corriente en la espira equivale a crear un iḿan
que se opone al original.

Una violacíon a la ley de Lenz equivale a que la corriente inducida refuerce con
su campo a un campo que aumenta. Este refuerzo produce un campo neto aun ḿas
intenso que a su vez produce más campo, lo que da lugar a una cadena en la que la
corriente inducida crece sin cesar contraviniendo el principio de conservación de
la enerǵıa.

26.2 Campo eléctrico inducido

La atencíon de Faraday se concentró en la corriente inducida en la espira. Maxwell
sugirió que la espira solo sirve para manifestar la presencia de un campo eĺectrico
inducido por el campo magnético variable con el tiempo, campo inducido que
existe est́e o no presente la espira. Puesto que la fem es inducida en una trayectoria
cerrada significa: 1) que las lı́neas de campo eléctrico inducido han de ser cerradas
y 2) que la circulacíon del campo eléctrico inducidono es cero, por lo cualel
campo eĺectrico inducido no es conservativo, en contraste con el campo eléctrico
generado por cargas en reposo (sección 11.1). De otro lado, si las lı́neas de campo
eléctrico inducido son cerradas han de carecer de fuentes, es decir, no hay cargas
de donde surjan ni donde confluyan estas lı́neas de campo, por lo cualel campo
eléctrico inducido tiene flujo cero.

De acuerdo con la sección 18.1 la fem inducida, asociada a un campo eléctrico
inducidoE, puede escibirse en la forma

fem= E =
∮

E ·dl.

Aśı, la ley de Faraday-Henry (26.1) puede escribirse como una conexíon entre
un campo magńetico variable con el tiempo y el campo eléctrico inducido:

∮

c
E ·dl = −

d
dt

∫

A
B · dA . (26.3)

En la anterior ecuación se ha hecho uso de la definición (24.3) del flujo del
campo magńetico. La integral de circulación se realiza sobre la trayectoria cerrada
c que rodea la superficieA de acuerdo con la regla de la mano derecha (figura
26.6).

Ha de tenerse en cuenta que las unidades de la fem son voltios,es decir, kg· m2
·

s−2
· C−1, coincidentes con las unidades de flujo magnético/tiempo Wb/s, lo que

puede probarse si se convierte Wb a MKS. Es cierto entonces quevoltio = weber·
s−1.

Ejemplo 26.2
Considere el campo magnético en el interior de un solenoide largo, alimentado con
una corrienteI = I0cos(ωt). Calcule el campo eléctrico inducido.
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Figura 26.6. Conexíon entre trayectoria y diferencial de superficie.

Solución:
El campo magńetico en el interior de un solenoide largo es homogéneo, es de
la forma B = µ0nI, donden es el ńumero de espiras por unidad de longitud, y
est́a dirigido axialmente. Por simetrı́a, el campo eléctrico inducido que tiene lı́neas
de campo cerradas debe situarse en un plano perpendicular aleje del solenoide.

Figura 26.7. Campo eĺectrico inducido en el interior de un solenoide con corriente que
aumenta con el tiempo.

Figura 26.8. Lı́neas de campo eléctrico inducido en el interior de un solenoide. (a) SiB
aumenta y (b) siB disminuye.

En la figura 26.7 se muestra la dirección de una de las lı́neas deE cuandoB
est́a aumentando. La figura 26.8a muestra la forma del campoE si B aumenta,
mientras en 26.8b aparecen las lı́neas deE si B disminuye.
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ComoB y dA son paralelos en la figura 26.7, se sigue

Φm =
∫

c
B ·dA =

∫

B0cos(ωt)(k̂) · (k̂dA)

= B0cos(ωt)
∫

dA= B0cos(ωt)(πr2) .

Al tomar la derivada temporal e igualar a la fem se obtiene

dΦm

dt
= B0ωπr2sen(ωt.

Si la trayectoria en la integral de circulación se escoge como se indica en la
figura 26.7, de acuerdo con la figura 26.6, entonces

∮

E ·dl = −E(2πr) .

En consecuencia, de acuerdo a la ley de inducciónB0ωπr2sen(ωt)=−(−E2πr),
y por tanto el campo eléctrico inducido es de la forma

E =
1
2

B0ωr sen(ωt).

El campo eĺectrico inducido es oscilante, depende linealmente del radio y no
es conservativo.

26.2.1 El betatrón

El efecto Faraday posibilita el funcionamiento de un aparato usado en la investi-
gacíon sobre las partı́culas elementales: el betatrón. Se trata de un gran aro hueco
en el que se inyectan electrones u otras partı́culas subat́omicas y que se coloca en-
tre un par de potentes polos de un electroimán con corriente variable con el tiempo
(figura 26.9).

Figura 26.9. Esquema b́asico de un betatrón.

El campo magńetico variable con el tiempo genera un campo eléctrico de ĺıneas
cerradas que acelera las partı́culas que se encuentren en el interior del aro. Usual-
mente estas partı́culas alcanzan altas velocidades y son utilizadas como proyectiles
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contra otras partı́culas con el proṕosito de averiguar su estructura interna y sus in-
teracciones mutuas.

26.2.2 Corrientes de Foucault

Si el polo norte de un iḿan se acerca a una placa conductora (figura 26.10) el flujo
del campo magńetico aumenta y se induce en la placa una corriente de conducción.
El campo magńetico de la corriente inducida se opone al aumento del flujo del
campo del iḿan; es decir, el campo magnético de la corriente inducida se comporta
en la superficie de la placa como el norte de otro imán y repele al iḿan original.

Figura 26.10. Corrientes de Foucault inducidas sobre una placa conductora cuandoun
imán se acerca.

Estas corrientes, también llamadas corrientes parásitas, de Foucault o de re-
molino (en ingĺes:eddy currents), se establecen en piezas de metal voluminosas
que se mueven en un campo magnético o cerca a las cuales se mueve un imán.
Un buen ejemplo se muestra en la figura 26.11a en la que una placa metálica os-
cila en un campo magnético. Al entrar la placa en el campo se inducen en ella
corrientes debido al flujo magnético cambiante que la atraviesa. La dirección de
estas corrientes es tal que su campo magnético se opone al aumento del flujo del
campo del iḿan dando lugar a la aparición de un norte en el lado de la placa que
enfrenta al norte del iḿan y a un sur en el lado opuesto de la placa. Esto da lugar
a fuerzas repulsivas que retardan el péndulo, apareciendo además calor en la placa
debido al efecto Joule. Si se hacen ranuras en la placa (figura26.11b) las corrientes
paŕasitas se reducen notablemente (¿por qué?).

Figura 26.11. (a) Corrientes parásitas en un ṕendulo de placa conductora. (b) Las corrien-
tes paŕasitas disminuyen si se hacen ranuras en la placa.
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Las corrientes de Foucault, que son verdaderas corrientes de conduccíon, disi-
pan calor por efecto Joule. Por esta razón se calientan los transformadores. Para
reducir estas corrientes el núcleo del transformador se fabrica con placas de hie-
rro separadas por aislantes que aumentan la resistencia delbloque reduciendo por
tanto la corriente. Este es un efecto de inducción molesto que conviene reducir.
Sin embargo es posible obtener deél un buen provecho. Hay un tipo de estufas sin
gas ni resistencias, sino electroimanes que generan corrientes de Foucault en los
utensilios met́alicos de coccíon, los que al generar calor por efecto Joule permiten
la coccíon de los alimentos.
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Módulo 27
Fuerza electromotriz de movimiento

Contenidos del módulo

27.1 Induccíon y movimiento relativo

Sala de máquinas de una central hidro-
eléctrica.

27.2 El generador eléctrico

Objetivos del módulo

1. Introducir la fem de movimiento.
2. Establecer la equivalencia entre una fem de campo inducido y una fem de

movimiento.
3. Estudiar la generación de corriente por cambio deárea y por rotación de es-

piras.
4. Estudiar los fundamentos del generador eléctrico.
5. Presentar los rudimentos de los motores de corriente alterna y corriente con-

tinua.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe es una fem de movimiento? ¿Qué la diferencia de cualquier otra fem?
2. ¿Se genera un campo eléctrico cuando cambia elárea de una espira en un

campo magńetico?
3. ¿Ćomo se describe la generación de corriente en una espira?
4. ¿Qúe es un generador eléctrico?
5. ¿Qúe diferencia el disẽno de un generador de corriente alterna de uno de co-

rriente continua?

Introducción

La ley de induccíon de Faraday-Henry puede ser utilizada para describir la
existencia de la fuerza electromotriz que genera corrienteen un circuito déarea
variable o en una espira rotante, colocados en un campo magnéticoestacionario.
La espira rotante permite construir los modelos más sencillos de generadores de
corriente, tambíen llamados dinamos.
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27.1 Inducción y movimiento relativo

En la ley de induccíon (26.3) aparece la derivada temporal del flujo del campo
magńetico. Como se ha visto en el ejemplo 26.2 es suficiente un campo magńetico
variable con el tiempo para generar un campo eléctrico, responsable de una fem.
Sin embargo, puesto que la derivada temporal puede actuar sobre cualquiera de los
factores que aparecen en la definición de flujo, habŕa una fem si:

El campoB cambia con el tiempo.

El tamãno de la superficie atravesada por el campo (superficie de flujo) cam-
bia con el tiempo.

La orientacíon de la superficie cambia con el tiempo.

Obviamente se obtendrá tambíen una fem por combinación de los casos anteriores.

Figura 27.1. Una varillaab se desliza sobre un alambre en U, generándose una fem entre
a y b.

Como ilustracíon se propone estudiar un circuitoabcdformado por un alambre
en U y una varilla que se desliza sobreél con velocidad constantev, perpendicular
a un campo magńetico B constante en el tiempo y uniforme (figura 27.1). Esta
situacíon implica un cambio en el tamaño del área de flujoabcd, por lo que ha
de aparecer una fem en el circuito. Las cargas móviles de la varilla experimentan
una fuerzaF = qv×B que las obliga a moverse a lo largo deab créandose una
diferencia de potencial entre los extremos de la varilla. Deacuerdo con la ley de
induccíon esto equivale a la aparición de un campoE responsable de la fem y con
direccíon ab. Es decir,qE = qvB, por lo que el campo inducido esE = vB. Como
abes elúnico tramo del circuito donde existe la fem, la integral de circulación del
campoE es

∮

c
E ·dl = −El = −(vB)l .

El signo “menos” proviene de que la dirección deE y la de recorrido dec son

Vea la animación fem y fuerza de Lorentz
en su multimedia de Oscilaciones y Cam-
pos.

opuestas. La derivada temporal del flujo es

dΦm

dt
=

d
dt

∮

B ·dA =
d
dt

∮

BdA

=
d
dt

(Bxl) = Bvl ,
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y por comparacíon se obtiene (26.3). En este caso la fem se llamafem de movimien-
to.

Ejemplo 27.1
¿Qúe corriente se genera en el circuitoabcdde la figura 27.1 si la velocidad de la
varilla es de 1 m/s, su longitud es de 1 m, el campoB es de 0,5 T y la resistencia
del circuito es de 2Ω?

Solución:
La fem es

E = fem= Blv = 0,5V = IR = 2I ,

por tantoI = 0,25 A.

27.1.1 El generador eléctrico

Un ejemplo adicional de generación de fem por movimiento es el caso de una
espira conductora que gira alrededor de un eje vertical con velocidad angularω,
en presencia de un campo magnético constante en el tiempo y uniforme (figura
27.2a).

Figura 27.2. (a) Una espira gira alrededor del eje vertical en un campoB uniforme. (b)
Vista superior.

La fuerza magńetica que act́ua sobre cada cargaq en las secciones verticales
del alambre es

F = qvBsenθ = qvBsenωt = qE,

equivalente a una fuerza eléctrica en cada sección vertical.
El campo eĺectrico inducido en la varilla esE = vBsenωt y la fem es

∮

E ·dl = (vBsenωt)(2l).

Obśervese que no hay fem debida a las porciones horizontales de la espira.
Comov = ωr, puede escribirse

fem= 2ωrlB senωt = (2rl )Bω senωt = BAω senωt,

dondeA es elárea de la espira. El flujo del campo magnético y su derivada tempo-
ral son

Φm = BAcosωt ,

dΦm

dt
= −BAω senωt = −

∮

E ·dl ,

Oscilaciones y Campos 203



Alonso Sepúlveda

que es otra vez la ley de inducción. Aśı pues, la generación de fem por movimiento
en una espira rotante puede describirse también con la ley de Faraday-Henry.

Si se estudia la figura 27.2b podŕa comprenderse que la dirección de la co-
rriente inducida cambia cada media vuelta, por lo que la espira puede convertirse
en la base de ungenerador de corriente alterna(figura 27.3a). Las escobillasE1

y E2 permanecen fijas mientras la espira gira con sus aros. La forma sinusoidal de
la corriente inducida se muestra en la figura inferior. Si la conexíon a las termi-
nales de la espira se realiza como en la figura 27.3b se obtiene corrientecontinua,
siempre positiva aunque dependiente del tiempo. Las escobillas E1 y E2 cambian
ahora cada media vuelta de terminalF de la espira. Por esta razón los semiarosF
se llaman conmutadores.

Figura 27.3. (a) Generador de corriente alterna. (b) Generador de corriente continua.

Esta es la arquitectura básica de un generador de corriente. El resto son detalles
importantes de ingenierı́a: optimizar la forma de los campos, decidir el número
y la disposicíon de las espiras para construir los rotores, escoger la fuente que
moveŕa las espiras, realizar el estudio de la potencia de salida, minimizar las ṕerdi-
das de energı́a, entre otros. En la producción industrial de electricidad la fuente es

Ernst Werner von Siemens (1816-1892)

Ingeniero e inventor alemán. Su primera
patente en 1842 fue un proceso elec-
troĺıtico para cubrir metales. En 1847
fundó la compañ́ıa Siemens. Perfec-
cionó el telégrafo de Wheatstone y ten-
dió las primeras ĺıneas en Europa y Ru-
sia. En 1866 inventó la dinamo, que pro-
duce corriente alterna con un electroimán
móvil, siendo esta la primera máquina
práctica generadora de corriente eléctri-
ca, que hizo posible la aplicación indus-
trial y casera de la electricidad.

una cáıda de agua, o un chorro de gas. Estos son el punto de partida delas centrales
hidroeĺectricas, geotérmicas y nucleares. En todos estos casos lo que se busca es
mantener el movimiento de las espiras; de este modo el generador es capaz de
transformar energı́a mećanica en energı́a eĺectrica.

Como es bien sabido, la corriente eléctrica es uno de los pilares del mundo
moderno.

Los primeros modelos de generadores, también llamados dinamos, fueron idea-
dos por Faraday y Henry pero fue Siemens el primero en fabricar un generador de
tipo industrial.

Ejemplo 27.2
Un generador de corriente alterna contiene 10 espiras de 0,1m2 cada una, que
giran a 50 Hz. Si la resistencia del alambre de las espiras es de 10Ω y el campo
magńetico es de 0,5 T, ¿cuál es la fem que genera? ¿Cuál es la corriente producida?
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Solución:

fem= NAω senωt

= 10×0,1× (2π ×50)sen(2π ×50t)

= 314 sen(314t) .

I =
E

R
=

314
10

sen(314t) = 31,4sen(314t) .
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Módulo 28
Ley de Ampére-Maxwell

Contenidos del módulo

28.1 Conservación de la carga eléctrica

Las ecuaciones de Maxwell son el eje de
la teoŕıa electromagnética.

28.2 La ecuacíon de Amṕere-Maxwell
28.3 Las ecuaciones de Maxwell

Objetivos del módulo

1. Introducir la conservación de la carga eléctrica.
2. Introducir la corriente de desplazamiento.
3. Implementar una modificación en la ley de Amṕere-Maxwell.
4. Presentar la ecuación de Amṕere-Maxwell.
5. Estudiar la generación de un campo magnético por cambio del flujo eléctrico.
6. Presentar y discutir las ecuaciones de Maxwell.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe es una ley de conservación?
2. ¿Hay alguna excepción a la conservación de la carga eléctrica? ¿Hay otras

leyes de conservación?
3. ¿Qúe es una corriente de desplazamiento?
4. ¿Qúe modificacíon propone Maxwell a la ley de Ampére? ¿Por qúe?
5. ¿Cúal es la principal predicción de la ley de Amṕere-Maxwell?
6. ¿Cúal es el significado de cada una de las ecuaciones de Maxwell?

Introducción

Los experimentos realizados hasta la fecha revelan que la carga eĺectrica to-
tal en cualquier proceso natural se conserva. No hay excepción conocida a esta
ley; esta evidencia obliga, como se verá en este ḿodulo, a replantear la ley de
Ampére, trabajo que fue realizado por Maxwell y que dio nacimiento a la ecuacíon
de Amṕere-Maxwell. La prediccíon fundamental de esta ecuación, confirmada por
la experiencia, es que un flujo eléctrico variable con el tiempo da origen a un
campo magńetico inducido. Resulta entonces que los campos magnéticos pueden
generarse por corrientes o por inducción, aśı como los eĺectricos pueden generarse
por cargas o por inducción.

Con la ley de Amṕere-Maxwell se completa el sistema de cuatro ecuaciones en
que se basa (junto con la fuerza de Lorentz) la teorı́a del campo electromagnético.
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28.1 Conservación de la carga eléctrica

Uno de los estudios de ḿas inteŕes en f́ısica es el de las cantidades que se conser-
van en los diversos procesos naturales. La dinámica de partı́culas ensẽna que en
un sistema aislado, es decir, sometido solo a las acciones entre sus partes, acciones
conocidas como fuerzas internas, se conservan el momento lineal total, el momen-
to angular total y la energı́a mećanica (incluyendo la calorı́fica). Si hay campos
electromagńeticos habŕa de incluirse el momento lineal del campo, su momento
angular y su energı́a. De estos t́opicos se hablará en el curso deFı́sica III. La
mećanica incluye, adeḿas, la conservación de la masa; los experimentos electro-
magńeticos permiten concluir que hay también conservación de la carga:en todos
los procesos naturales la cantidad de carga eléctrica se mantiene constante.

Figura 28.1. Si la carga que fluye desde la superficie cerrada es mayor que la que entra, en
el interior debe disminuir la densidad.

Estaúltima ley puede describirse ası́:
Consid́erese una región del espacio limitada por una superficie cerradaA (figu-

ra 28.1). Si la carga se conserva y hay un flujo de cargas hacia el exterior mayor
que hacia el interior, la densidad de carga en el interior debe estar disminuyen-
do. (Como analoǵıa, si por un orificio practicado en un recipiente con gas fluye
materia hacia el exterior, en su interior debe estar disminuyendo su densidad; de
otro modo adentro se estarı́a creando materia.) Si se conserva la carga, la corriente
eléctrica de salida debe ser igual a la rata de disminución de la carga en el interior,
por lo cual

I = −

dq
dt

.

De la ley de Gauss para cargas en el vacı́o, ecuacíon (12.4), y reemplazandoq
puede escribirse:

I + ε0
d
dt

∮

E ·dA = 0. (28.1)

De la definicíon (17.3) de densidad de corriente es cierto que la corriente
eléctrica neta que atraviesa una superficiecerradaha de ser

I =
∮

J ·dA . (28.2)

En el caso estacionario (derivada temporal nula), se concluye de (28.1) que
I = 0, es decir que la integral en (28.2) se anula. Esto significa que la cantidad
de carga que sale por unidad de tiempo es igual a la que entra, establecíendose
entonces un flujo de corrienteestacionario(figura 28.2).
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Figura 28.2. Flujo estacionario: carga por unidad de tiempo que sale y entra son iguales.

28.2 La ecuación de Ampére-Maxwell

En el caso general, dependiente del tiempo, (28.1) exige la adición de un nuevo
términoId al que Maxwell llaḿo corriente de desplazamiento:

Id = ε0
d
dt

∮

E ·dA,

de modo tal que en la ecuación de Amṕere (24.2) la corrienteI ha de reemplazarse
por I + Id. Una parte de la nueva corriente está formada por el flujo de cargas
mientras la otra es un término asociado a flujos eléctricos variables con el tiem-
po. La ecuacíon de Amṕere ha de modificarse convirtiéndose en la ecuación de
Ampére-Maxwell

∮

c
B ·dl = µ0I + µ0ε0

d
dt

∫

A
E ·dA . (28.3)

En esta ecuación, la integral de circulación se realiza sobre un contorno C que
contiene uńarea A. La nueva ecuación est́a de acuerdo con la ley de conservación
de la carga eléctrica, pues cuando la integral de flujo del lado derecho se realiza
sobre una superficiecerrada, la integral de circulación del campo magńetico se
anula ya que la trayectoria se hace nula. De otro lado, (28.3)propone queun campo
magńetico puede ser generado por corrientes y por flujos eléctricos dependientes
del tiempo.

Ejemplo 28.1
Carga de un condensador
En la figura 28.3 se muestra un condensador que se carga mediante un alambre por
el que fluye corriente. Estudie el proceso.

Solución:
Cuando la carga comienza a establecerse sobre las placas delcondensador también
el campo eĺectrico de las cargas comienza a ocupar la región entre las placas. Este
campo tiene una dirección que va de la placa positiva a la negativa. Sus lı́neas
van de la placa positiva a la negativa. Debido a que el campo eléctrico vaŕıa con el
tiempo aparece un campo magnético inducido entre las placas cuya forma circular,
determinada por la simetrı́a y por el flujo nulo del campo magnético, es mostrada
en la figura 28.4.

En el proceso de descarga del condensador la dirección del campo eléctrico se
mantiene aunque decrece en magnitud, pero se invierte la direccíon del magńetico.
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Figura 28.3. En el proceso de carga de un condensador aparece un campo eléctrico de-
bido a la carga en las placas y un campo magnético inducido. Vistas lateral y
superior.

Figura 28.4. Lı́neas de campoE y B en el interior del condensador en proceso de carga de
la figura 28.3.

En la regíon entre las placasI = 0 y el flujo del campo eléctrico a trav́es de un
área circular de radior es

Φe = (πr2)E,

donde se ha supuesto por simplicidad que el campoE es uniforme. Como el campo
eléctrico y la densidad de carga para un par de placas paralelasest́an relacionadas
por

E =
σ
ε0

=
Q

Aε0
=

Q
(πa2)ε0

,

dondeA = πa2 es elárea total de cada placa, entonces el flujo del campo eléctrico
toma la forma

Φe =
Qr2

ε0a2 .

La ecuacíon de Amṕere-Maxwell entre las placas es entonces

∮

B ·dl = µ0

(

0+ ε0
r2

a2

dQ
dt

)

= µ0I
r2

a2

= B(2πr) .

Se obtiene para el campo magnético inducido:

B =
µ0Ir
2πa2 .
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La corriente de desplazamiento correspondiente a un cilindro de radior dentro
del condensador es

Id = ε0
d
dt

∮

E ·dA = I
r2

a2 ,

de modo que la corriente de desplazamiento total dentro de las placas del conden-
sador es

Id = I .

Esto indica que la corrienteI que viene por el alambre hacia el condensador
se suspende en las placas pero es reemplazada por la corriente de desplazamiento
Id = I , que viaja dentro del condensador hasta alcanzar la otra placa donde otra

James Clerk Maxwell (1831-1879)

F́ısico y matemático escocés nacido en
Edinburgo. Realizó investigaciones en
áreas muy diversas, como estudios sobre
los anillos de Saturno, los colores funda-
mentales y la fundamentación de la es-
tad́ıstica de Maxwell-Boltzmann. Su tra-
bajo esencial fue la unificación de la elec-
tricidad y el magnetismo en las ecua-
ciones que llevan su nombre. Estas ecua-
ciones permiten afirmar que la luz es una
onda electromagnética y que es posible,
como lo hizo Henrich Hertz, generar on-
das EB en el laboratorio. Miembro de la
Royal Society. Entre sus obras se desta-
can: Tratado de electricidad y magnetismo,
Materia y movimiento, Tratado del calor.
Su teoŕıa electromagnética es la más alta
cumbre teórica del siglo XIX.

vez esI . Este comportamiento asegura la continuidad de la corriente en un circuito
donde hay condensadores, pues lo que fluye a través deél esI + Id. En ocasiones
se reduce aI y en otras aId.

28.3 Las ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones fundamentales del electromagnetismo fueron propuestas por Max-
well en 1865 como un conjunto de cuatro ecuaciones que describen la dińamica del
campo electromagnético en t́erminos de las cargas y las corrientes. Para un sistema
conformado por cargas y corrientes en el vacı́o, es decir, sin la intervención de
medios polarizables ni magnetizables, las cuatro ecuaciones son las siguientes

∫

A
E ·dA =

q
ε0

,
∫

A
B ·dA = 0,

∫

c
E ·dl = −

d
dt

∫

A
B ·dA ,

∮

c
B ·dl = µ0I + µ0ε0

d
dt

∫

A
E ·dA .

Aunque estas ecuaciones han sido exploradas a lo largo del curso, dada su
importancia excepcional en la ciencia y la tecnologı́a de nuestráepoca conviene
hacer una śıntesis de su significado:

La primera ecuación, conocida como ley de Gauss, válida seǵun Maxwell aun
para situaciones dependientes del tiempo, afirma que las fuentes de las lı́neas del
campo eĺectrico son las cargas eléctricas y que en consecuencia las lı́neas de cam-
pos eĺectricos inducidos (que no son generadas directamente por cargas) tienen
flujo cero.

La segunda ecuación, que Maxwell también asume v́alida en situaciones de-
pendientes del tiempo, afirma que el flujo del campo magnético es siempre cero,
es decir, que sus lı́neas de campo, o son cerradas o terminan y comienzan en el
infinito, y por tanto no hay cargas magnéticas. Los polos de los imanes no son por
tanto fuentes de lı́neas de campo magnético sino solo zonas de alta densidad de
lı́neas.

La tercera ecuación, ley de induccíon de Faraday-Henry, afirma que es posible

Escuche el audio Unificación de fuerzasen
su multimedia de Oscilaciones y Campos

generar fem mediante flujos magnéticos variables con el tiempo, y que, en particu-
lar, pueden generarse campos eléctricos de ĺıneas cerradas por variación temporal
de campos magnéticos. Estos campos eléctricos inducidos no son conservativos,
esto es, hacen trabajo neto al mover una carga a lo largo de unatrayectoria cerrada.
Solo los campos electrostáticos son conservativos.
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La cuarta ecuación,ley de Amṕere-Maxwell, afirma que campos magnéticos
pueden generarse mediante corrientes o mediante el flujo de un campo eĺectri-
co variable con el tiempo. Esta ecuación se complementa con la ley de induc-
ción y cierra una cadena causal en el sentido de que muestra que campos electro-
magńeticos dependientes del tiempo pueden generarse uno de otropor induccíon:
un campoB(t) genera un campoE(t), el que a su vez genera un campoB(t), el
que a su vez, etc. De este modo es posible tener un campo electromagńetico que se

Escuche la biograf́ıa de Maxwell en su
multimedia de Oscilaciones y Campos

desprenda de las cargas y viaje como un ente autónomo. En efecto, Maxwell de-
mostŕo que sus ecuaciones conducen por manipulación mateḿatica a una ecuación
de ondas para los camposE y B, que viajan en el vacı́o a la misma velocidad que
la luz. En este punto comienza la posibilidad del establecimiento de las telecomu-
nicaciones. Estos serán temas del curso deFı́sica III.

Las cuatro ecuaciones de Maxwell proveen ladinámica del campo electromag-
nético, es decir, dadas las cargas y las corrientes estas ecuaciones permiten evaluar
los camposE y B. Para tener una teorı́a completa es necesario adicionar la fuerza
de Lorentz que provee ladinámica de las cargasy que responde a la pregunta sobre
cómo los camposE y B determinan el movimiento de las partı́culas cargadas.
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Módulo 29
Inductancia y enerǵıa del campo magnético

Contenidos del módulo

29.1 Inductancia

Una bobina permite almacenar enerǵıa
magnética, como un condensador alma-
cena enerǵıa eléctrica.

29.2 Enerǵıa del campo magńetico
29.2.1 La densidad de energı́a magńetica

29.3 Circuitos electromagnéticos
29.3.1 Circuito RL
29.3.2 Oscilaciones libres
29.3.3 Oscilaciones forzadas

Objetivos del módulo

1. Definir el autoflujo de una espira o bobina
2. Introducir la nocíon de inductancia.
3. Estudiar la energı́a almacenada en un inductor.
4. Implementar al campo magnético la nocíon de enerǵıa.
5. Ampliar los circuitos eĺectricos introduciendo las bobinas.
6. Estudiar circuitos RL, LC y RLC.
7. Estudiar la oscilación de enerǵıa en formas eléctrica y magńetica.
8. Presentar la analogı́a entre circuitos electromagnéticos y mećanicos.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe se entiende por autoflujo?
2. ¿Ćomo se define la inductancia de un circuito?
3. ¿De qúe factores depende la energı́a de una bobina y de un campo magnético?
4. ¿De qúe elementos se compone un oscilador electromagnético?
5. ¿Ćomo ocurren las oscilaciones de energı́a en un circuito LC?
6. ¿Por qúe un oscilador mećanico es ańalogo a un circuito LC?

Introducción

En los estudios sobre el campo eléctrico fueron propuestas las nociones de ca-
pacitancia y condensador. Esteúltimo se presenta en la práctica como un sistema
de dos placas capaz de almacenar energı́a eĺectrica. En este ḿodulo se realizan
consideraciones análogas en magnetismo que conducen a las nociones de induc-
tancia e inductor. En la práctica un inductor es usualmente una bobina (es decir,
un solenoide), que es un artefacto capaz de almacenar energı́a magńetica. En am-
bos casos, el eléctrico y el magńetico, es posible definir la densidad volumétrica
de enerǵıa de los campos. Junto con las resistencias y las baterı́as, el condensador
y la bobina son elementos tı́picos de los circuitos. Diversas combinaciones serán
estudiadas en la sección final. Una de las ḿas interesantes y de mayor aplicación
es el circuito oscilante LC.
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29.1 Inductancia

Un circuito por el que fluye una corrienteI produce a su alrededor un campo
magńetico proporcional aI de la forma (22.1)

B = kmI
∫

dl × ûr

r2 =
µ0

4π
I
∫

dl × ûr

r2 .

Figura 29.1. El flujo del campo magńetico de una espira a través de śı misma es propor-
cional a la corriente.

El flujo del campo magńetico de la espira de la figura 29.1 a través de su propia
área, llamadoautoflujo, es proporcional aI y puede escribirse

Φm = LI . (29.1)

El coeficienteL se llamainductanciay depende de la geometrı́a del circuito.
Sus unidades son, de acuerdo con (29.1): WbA−1 = m2

· kg ·C−2 = henrio, cuyo
śımbolo es H.

Si la corriente en la espira cambia con el tiempo también cambia el autoflujo y
se induce, seǵun la ley de Faraday-Henry, una fem de la forma

fem= EL = −

dΦm

dt
= −L

dI
dt

.

Este feńomeno recibe el nombre deautoinduccíon. La fem autoinducida actúa
en direccíon opuesta al cambio con el tiempo deI . Para indicar en un circuito que
un elemento presenta inductancia apreciable se utiliza en los diagramas el sı́mbolo
L correspondiente a la bobina de la figura 29.3.

Para una bobina deN vueltas el autoflujo total es

NΦm = LI , (29.2)

y la fem autoinducida se escribe

EL = −N
dΦm

dt
,

dondeΦm es el autoflujo de cada espira.

Ejemplo 29.1
Calcule la inductancia de un solenoide largo den vueltas por unidad de longitud y
radioRalimentado con una corrienteI .
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Solución:
En el exterior de un solenoide largo el campo magnético es casi nulo, de modo que
se confina al interior y tiene un valor constante

B = µ0nI.

Este campo tiene dirección axial, de modo que si se calcula su flujo a través de
una superficie perpendicular al eje, el flujo magnético a trav́es de cada vuelta se
escribe

Φm =
∫

B ·dA =
∫

BdA= (µ0nI)
∫

dA

= (µ0nI)(πR2),

tal que, seǵun (29.2), la inductancia es

L = N
Φm

I
= µ0nNπR2.

Ejemplo 29.2
Un cable coaxial consiste en un par de superficies cilı́ndricas de radiosa y b co-
axiales que portan corrientes iguales pero de dirección opuesta (figura 29.2). Las
corrientes opuestas confinan el campo magnético en la zona entre los cilindros.
Calcule la inductancia de un tramo del cable de longitudh.

Figura 29.2. Seccíon de un cable coaxial.

Solución:
Si la corriente interior fluye hacia arriba y la exterior hacia abajo, las lı́neas de
campo magńetico tienen la dirección dada en la figura por la regla de la mano
derecha. Estas lı́neas atraviesan en forma perpendicular eláreaABCD entre los
cilindros por lo que el producto escalarB ·dA es igualBdA. El campo magńetico
entre los dos cilindros puede obtenerse trazando una amperiana circular de radio
a < r < b perpendicular al eje del cable. De la ley de Ampére se obtiene para el
campo magńetico

B =
µ0I
2πr

.
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Tomando un diferencial déareahdr el flujo es, entonces,

Φm =
∫

B ·dA =
∫

BdA=
∫ b

a

µ0I
2πr

(hdr)

=
µ0Ih
2π

ln

(

b
a

)

= LI .

La inductancia del cable coaxial es

L =
Φm

I
=

µ0h
2π

ln

(

b
a

)

.

29.2 Enerǵıa del campo magnético

Puesto que la fem autoinducida por una espira o una bobina (engeneral por un
inductor) se opone a que una baterı́a establezca una corriente en un circuito de
forma instant́anea, esta debe hacer trabajo contra el inductor. De la energı́a provista
por la bateŕıa parte se disipa en las resistencias por efecto Joule, parte se almacena
en los condensadores y parte en el inductor. Esto puede comprenderse si se tiene en
cuenta que en un circuito formado por una baterı́a, un condensador, una resistencia
y un inductor, la fem total está dada por la fem(E ) de la bateŕıa y la fem(EL)
de autoinduccíon: Etotal = E + EL. Esta fem total es la que logra hacer circular
la corriente a trav́es de la resistencia y cargar el condensador. Puede escribirse
entonces

Etotal = E +EL = IR+
q
C

,

expĺıcitamente

Etotal = E −L
dI
dt

= IR+
q
C

. (29.3)

Al multiplicar por I esta expresión, y tomando en cuenta que

E I =
dE
dt

, (29.4)

dondeE es la enerǵıa del circuito, resulta

dE
dt

= I2R+
d
dt

(

1
2

LI2
)

+
d
dt

(

q2

2C

)

. (29.5)

De acuerdo con esta ecuación la potencia de la baterı́a se invierte en cargar el
condensador estableciendo enél una carga, en cargar el inductor (una bobina por
ejemplo) estableciendo en ella una corriente y el resto se disipa en la resistencia.
La enerǵıa del condensador, como se dedujo en (16.1), es

EC =
q2

2C
,

y la almacenada en un inductorL es

EL =
1
2

LI2 . (29.6)

Ejemplo 29.3
Calcule la enerǵıa contenida en un solenoide largo den vueltas por unidad de
longitud, de radioRy longitud l , por el que circula una corrienteI .
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Solución:
De acuerdo con el ejemplo 29.1 la inductancia de una bobina larga esL = NΦm/I =
µ0nNπR2; seǵun (29.6) la enerǵıa magńetica que almacena es

EL =
1
2

LI2 =
1
2
(µ0nNπR2)I2.

ReemplazandoI de la expresíon para el campo magnético de la bobinaB =
µ0nI se obtiene

E =
B2V
2µ0

, (29.7)

dondeV es el volumenπR2l de la bobina. Se ha usadoN = nl.

Ejemplo 29.4
¿Cúanta enerǵıa magńetica se almacena en un solenoide de 20µH por el que
circula una corriente de 5 A?

Solución:

E =
1
2

LI2 =
1
2
×20× (5)2 = 250µH ·A2 = 250µJ.

Obśervese que si la corriente se duplica, la energı́a almacenada se cuadruplica.

29.2.1 La densidad de enerǵıa magnética

La ecuacíon (29.6) da la energı́a almacenada en un inductor y (29.7) la energı́a
almacenada en una bobina larga. Estaúltima ecuacíon asegura que la energı́a de
la bobina reside en el campo magnético que existe en el interior de la bobina. La
densidad de energı́a magńetica (enerǵıa/volumen) de la bobina es, entonces,

u =
E
V

=
B2

2µ0
. (29.8)

Aunque esta ecuación ha sido obtenida en el caso particular de una bobi-
na larga, su validez es general y expresa la densidad volumétrica de enerǵıa de
cualquier campo magnético, incluso dependiente del tiempo. Ası́, la enerǵıa total
contenida en un campo magnético es

E =
1

2µ0

∫

B2dV . (29.9)

Ejemplo 29.5
¿Cúanta enerǵıa magńetica se almacena en el sector de cable coaxial del ejemplo
29.2?

Solución:
El campo magńetico entre las superficies es

B =
µ0I
2πr

,

y de (29.9) la enerǵıa se escribe

E =
1

2µ0

∫

B2dV =
1

2µ0

∫ r=b

r=a

∫ ϕ=2π

ϕ=0

∫ h

0

(

µ0I
2πr

)2

r drdϕ dz

=
µ0hI2

4π
ln

(

b
a

)

.
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29.3 Circuitos electromagnéticos

29.3.1 Circuito RL

En la figura 29.3 se muestra un circuito formado por una baterı́a, una resistencia
y una bobina. La fuerza electromotriz neta proviene de la bateŕıa (E ) y la autoin-
duccíon de la bobina(EL) que son fuente de la corriente que va a través de la
resistencia. Es cierto que

E +EL = IR,

es decir,

E −L
dI
dt

− IR = 0. (29.10)

Figura 29.3. Carga y descarga del circuito RL.

Dos casos importantes pueden ser analizados con esta ecuación:

Se cierra el circuito en 1 de modo operan la baterı́a, la resistencia y la bobina.
En un circuito que contenga solo una baterı́a y una resistencia, en el mismo
momento de conectar la baterı́a debeŕıa establecerse una corrienteI = E /R
seǵun la ley de Ohm. Pero todo circuito tiene alguna inductancia, de modo
que al conectar la baterı́a e iniciarse el flujo de corriente, hay una oposi-
ción debido a la fem autoinducida, lo que hace que la corrienteI = E /R se
establezca de modo no instantáneo. Este feńomeno puede describirse con
(29.10), la que puede escribirse en la forma

dI
dt

+
R
L

(

I −
E

R

)

= 0,

equivalente a
du
dt

+
R
L

u = 0

si se define

u = I −
E

R
.

La solucíon a esta ecuación diferencial ordinaria de primer orden, con la
condicíon inicial I = 0 ent = 0, es de la forma

I =
E

R

(

1−e−Rt/L
)

.
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La corriente en el circuito crece desde cero ent = 0 hastaI = E /Rent → ∞,
de acuerdo con la ley de Ohm, solo que la corriente tarda en llegar a este
valor debido a la autoinducción de la bobina.

Despúes de un tiempo suficientemente largo la corriente en el circuito es
I = E /R. Entonces se levanta 1 y se cierra 2. Esto significa que ent = 0
hay una corrienteI0 = E /R en un circuito sin baterı́a, con una bobina y una
resistencia. La situación parat > 0 se describe haciendoE = 0 en (29.10):

dI
dt

+ IR = 0,

cuya solucíon es

I = I0e−Rt/L . (29.11)

La corriente decrece desdeI0 hasta cero en un tiempo finito, no de modo
instant́aneo, por la presencia de la autoinducción. El valor R/L se llama
constante de tiempo del circuitoRL.

Con (29.11) puede calcularse la potencia disipada por la resistencia:

P =
dE
dt

= I2R=
E 2

R
e−2Rt/L,

de donde se deduce por integración que la enerǵıa total disipada por la re-
sistencia es

E =

∫ ∞

0

E 2

R
e−2Rt/L dt =

1
2

(

E 2

R2

)

L =
1
2

LI2
0 ,

coincidente con la energı́a inicial del circuito, residente en la bobina.

29.3.2 Oscilaciones libres

Entre los circuitos simples tal vez el más interesante es el circuito LC pues presenta
la caracteŕıstica de asemejarse en todo a un oscilador mecánico como el estudiado
en el ḿodulo 2.

Figura 29.4. Circuito oscilante LC.

La figura 29.4 muestra un circuito formado por un condensadorde capacitancia

Vea la animación Circuito LC oscilanteen
su multimedia de Oscilaciones y Campos

C y una bobina de inductanciaL. La ecuacíon que describe este circuito es (29.3)
conE = R= 0 :
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L
dI
dt

+
q
C

= 0.

Como

I =
dq
dt

, (29.12)

esta ecuación equivale a

d2q
dt2

+
1

LC
q = 0. (29.13)

Derivando esta ecuación respecto al tiempo y teniendo en cuenta queI = dq/dt
se llega a

d2I
dt2

+
1

LC
I = 0. (29.14)

Las expresiones (29.13) y (29.14) describen un oscilador armónico de frecuen-
cia angular

ω =
1

√

LC
.

La forma de (29.13) es exactamente la misma del osciladormećanico (2.1),
solo que ahora se trata de un osciladorelectromagńetico. Esta analoǵıa y la exis-
tente entre la ecuación (29.12) y la definicíon de velocidad permiten establecer la
correspondencia:y↔ q y v↔ I . La solucíon a (29.14) tiene la forma:

I = Acos(ωt +φ) . (29.15)

Esta expresión da la corriente en el circuito en cada instante en términos de las
costantesA y φ que pueden evaluarse conocidos los valores iniciales de la carga y
la corriente. Ante todo, la carga en el condensador puede hallarse por integración
de

I =
dq
dt

que da lugar a

q =
∫

I dt =
A
ω

sen(ωt +φ) . (29.16)

Si la carga inicial en el condensador esq0 y la corriente inicial esI0, es posible
probar de (29.15) y (29.16) que

A =
√

I2
0 +ω2q2

0 , tanφ =
q0

ωI0
.

Las consideraciones de energı́a realizadas en el ḿodulo 1, seǵun las cuales
en un oscilador mecánico se intercambian periódicamente la energı́a cińetica y
potencial, pueden también realizarse en el oscilador electromagnético. En efecto,
si se tiene en cuenta que en este oscilador no hay fem externa,entonces de (29.4)
la enerǵıa total es constante, por lo cual (29.5) se reduce a

1
2

LI2 +
q2

2C
= E , (29.17)

ecuacíon ańaloga a (1.8) y donde es posible identificar formas cinética y potencial

Vea el documento “Solución a la
ecuación del oscilador armónico” en su
multimedia de Oscilaciones y Campos

de enerǵıa electromagńetica. Con este propósito conviene comparar (2.1) y (29.14)
cuyas formas originales son:
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m
d2y
dt2

+ky= 0,

L
d2I
dt2

+
1
C

I = 0.

La correspondencia que esta pareja de ecuaciones sugiere esla siguiente:k↔
1/C, m↔ L. Estas equivalencias, que no son igualdades, sugieren que aśı como
un resorte almacena energı́a potencial eĺastica, un condensador almacena energı́a
potencial eĺectrica, y que la inductancia es el análogo de la masa, es decir que:

La autoinduccíon es interpretable como un coeficiente de inercia asociable
al campo magńetico.

La enerǵıa cińetica de una masam es ańaloga a la energı́a magńetica.

Dicho de otro modo: el oscilador electromagnético intercambia energı́a entre
un condensador que actúa como un resorte y una bobina que actúa como una masa
en movimiento. Ha de tenerse presente que, en consecuencia,la autoinduccíon es
un comportamiento de tipo inercial; la fem autoinducida se opone al cambio en la
corriente como la inercia se opone al cambio en el movimiento.

Esta correspondencia tiene la ventaja de que permite resolver problemas de
circuitos electromagńeticos como si fueran sistemas mecánicos. Obśervese, final-
mente, que la frecuencia natural de estos sistemasω =

√

k/my ω = 1/
√

LC est́an
determinadas por propiedades inerciales (m y L) y elásticas (k y C). Un conden-
sador es un “resorte eléctrico”.

29.3.3 Oscilaciones forzadas

Si en (29.3) se asume que la fem externa es oscilante puede escribirse para un
circuito RLC:

E0senωet −L
dI
dt

= IR+
q
C

.

Derivando respecto al tiempo se obtiene una ecuación que describe oscila-
ciones forzadas con amortiguación:

L
d2I
dt2

+R
dI
dt

+
1
C

I = E0ω cosωet . (29.18)

Esta ecuación describe el circuito de la figura 29.5.

Figura 29.5. Circuito RLC con fem externa oscilante.
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La comparacíon con (4.6) permite establecer la siguiente correspondencia:

Vea el documento “Ecuaciones diferen-
ciales” en su multimedia de Oscilaciones
y Campos.

x↔ I , m↔ L, k↔ 1/C, λ ↔ R, F0 ↔ E0ω, lo que muestra que la fuerza viscosa
en el oscilador mećanico se corresponde con el efecto de disipación de Joule y que
la fuerza externa tiene su equivalente en la fem de la baterı́a. La ecuacíon (29.18)
puede escribirse en la forma (4.7):

d2I
dt2

+2β
dI
dt

+ω2
0 I =

E0ω
L

cosωet , (29.19)

conω0 = 1/
√

LC y 2β = R/L. Los desarrollos adicionales, del todo análogos a los
de la seccíon 1.7, se proponen como problema al final del capı́tulo.
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Módulo 30
Circuitos acoplados

Contenidos del módulo

30.1 Induccíon mutua

Los transformadores permiten regular la
corriente y el voltaje para transmitir elec-
tricidad a grandes distancias.

30.2 El transformador

Objetivos del módulo

1. Definir la induccíon mutua entre circuitos.
2. Definir el coeficiente de inducción mutua.
3. Establecer la diferencia entre inducción y autoinduccíon.
4. Estudiar los principios del transformador eléctrico.
5. Estudiar las relaciones entre voltaje, corriente y número de vueltas en un

transformador.
6. Presentar las definiciones de primario y secundario de un transformador.

Preguntas básicas

1. ¿Qúe se entiende por inductancia mutua? ¿Qué la diferencia de la autoinduc-
ción?

2. ¿De qúe depende el coeficiente de inducción?
3. ¿En qúe se basa un transformador eléctrico?
4. ¿En un transformador qué son el primario y el secundario?

Introducción

El efecto de autoinducción permite la generación de una fem aun cuando exista
una sola espira sobre la cual cambie la corriente. En este módulo final se explora
con ḿas detalle el efecto de inducción entre dos espiras cercanas, lo que permite
definir la inductancia mutuaM, nocíon af́ın a la inductanciaL. La interaccíon re-
sultante entre circuitos cercanos permite el diseño de un aparato de alta utilidad en
la transmisíon eficiente de energı́a eĺectrica, a trav́es de redes, para largas distan-
cias. A este artefacto, el transformador, se dedica laúltima seccíon.
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30.1 Inducción mutua

En el ḿodulo anterior se ha considerado el efecto de inducción que una espira o
una bobina ejerce sobre sı́ misma. Consid́erese ahora el efecto de inducción entre
espiras o bobinas cercanas 1 y 2, con corrientes variablesI1 e I2 y número de
espirasN1 y N2, como en la figura 30.1. Debido al cambio de flujo de 1 sobre 2 se
induce una fem en 2, y debido al cambio de flujo de 2 sobre 1 se induce una fem en
1. El resultado neto es una interacción entre 1 y 2. A estas fem hay que adicionar
las de autoinducción.

Figura 30.1. Dos circuitos interactúan debido a su inducción mutua.

Consid́erese primero la fem inducida en 2 debido a la variación de la corriente
I1. Si Φ1→2 representa el flujo debido a 1 que atraviesa una vuelta de la bobina 2,
el flujo total sobre 2 esN2Φ1→2 y esta cantidad es proporcional aI1, es decir:

N2Φ1→2 = M1→2I1,

dondeM1→2 es el coeficiente de inductancia mutua.
Del mismo modo,N1Φ2→1 es el flujo neto debido aI2 sobre lasN1 espiras de

1, y como este flujo neto es proporcional aI2 puede escribirse:

N1Φ2→1 = M2→1I2.

Puede demostrarse queM1→2 = M2→1 y seŕa llamadoM.
La fem inducida por 2 sobre lasN1 espiras de 1 es

V1 = −N1
dΦ2→1

dt
= −M

dI2
dt

,

y la fem inducida por 1 sobre lasN2 espiras de 2 es

V2 = −N2
dΦ1→2

dt
= −M

dI1
dt

.

Ejemplo 30.1
Si la induccíon mutua del sistema de la figura 30.1 es de 200µH y las corrientes
vaŕıan comoI1 = 2t e I2 = 1,5t, ¿cúal es la fem inducida en cada bobina?

Solución:

V1 = −M
dI2
dt

= −200×1,5 = 300V,

V2 = −M
dI2
dt

= −200×2 = 400V.
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Ejemplo 30.2
En la figura 30.2 se muestra un solenoide de radioa y corrienteI2 colocado dentro
de un solenoide mayor de radiob, n1 espiras por unidad de longitud y corriente
variableI1. Calcule la inductancia mutua y la fem inducida en la bobina interna si
I1 = I0senωt.

Figura 30.2. Geometŕıa para el ćalculo de la inductancia mutua entre dos bobinas.

Solución:
Es cierto queN2Φ1→2 = MI1, de modo queM se calcula como

M =
N2Φ1→2

I1
.

El flujo del solenoide grande sobre el pequeño (Φ1→2) se debe a un campo
magńetico uniformeB= µ0I1n1I1; escogiendo uńarea transversa aB, el flujo tiene
el valorΦ1→2 = µ0n1I1(πa2), de modo que, reemplazando enM, se obtiene para
la inductancia mutua

M = µ0n1N2(πa2).

La fem inducida en la espira pequeña es

V2 = −M
dI1
dt

= (µ0n1N2πa2I0ω)cosωt.

30.2 El transformador

Este aparato utiliza la inducción mutua para cambiar el voltaje suministrado por un
circuito. Son instalados por las compañ́ıas de electricidad para reducir las pérdidas
por efecto Joule en el transporte de energı́a eĺectrica a grandes distancias.

En esencia un transformador consiste en un par de bobinas arrolladas sobre
un ńucleo de hierro laminado (figura 30.3) que logra concentrar altamente el flujo
magńetico. El disẽno en ĺaminas reduce las corrientes de Foucault y por tanto las
pérdidas por calentamiento. La bobinaprimaria lleva una corrienteI1 y N1 vueltas,
y la secundariauna corrienteI2 y N2 vueltas.

El flujo magńetico es pŕacticamente el mismo sobre cada vuelta de cada bobina,
es decir, en cada vuelta se induce casi la misma fem. Ası́, si Φ1→2 es el flujo total
de la bobina 1 sobre cada vuelta de la bobina 2, entonces la femtotal sobre 2 es

V2 = −N2
dΦ1→2

dt
.

De modo ańalogo la fem total de la bobina 2 sobre la 1 es

V = −N1
dΦ2→1

dt
.
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Figura 30.3. El transformador eléctrico.

Puesto queΦ1→2 es muy cercano aΦ2→1 se tiene que

V2

V1
=

N2

N1
. (30.1)

Si N2 > N1 el transformador eleva el voltaje en 2. Se llama transformador
elevador de voltaje.

Si N2 < N1 el transformador reduce el voltaje en 2. Se llama transformador
reductor de voltaje.

La eficiencia de un transformador común est́a entre 90 y 99 %, de modo que
con buena aproximación puede decirse que las potencias de entrada y salida son
iguales:P1 = P2, y comoP1 = V1I1 y P2 = V2I2, puede asegurarse que:

1 =
P2

P1
=

V2I2
V1I1

=
N2I2
N1I1

,

tal que
I1
I2

=
N2

N1
. (30.2)

Un elevador de voltaje reduce la corriente en el secundario mientras un reductor
de voltaje eleva la corriente en el secundario.

En la central hidroeléctrica el generador se conecta a la bobina primaria de
un transformador elevador de voltaje y las lı́neas de transmisión se conectan a la
bobina secundaria (230 000 V). En el primario la corriente esalta y el voltaje mo-
derado, mientras en el secundario la corriente es baja y el voltaje alto. Puesto que
la potencia disipada por efecto Joule esP = I2R, al reducir la corriente que va por
la lı́nea de transmisión las ṕerdidas por calentamiento se reducen notablemente. En
la estacíon de distribucíon el voltaje se reduce hasta cerca de 20 000 V, y cuando
el usuario va a recibir el servicio se disminuye el voltaje hasta 110-220 V, y se
aumenta la corriente.

Ejemplo 30.3
Se propone pasar de 120 V a 12 V de modo que en el secundario la corriente sea
de 350 mA. Si en el primario hay 400 vueltas, ¿cuántas habŕa en el secundario y
cuál seŕa la corriente en el primario?

Solución:
De (30.1):N2 = 40 vueltas.
De (30.2):I1 = 35 mA.

Ejemplo 30.4
A la salida del generador en una central hidroeléctrica hay un voltaje de 14 000 V y
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una corriente de 12 A; mediante un transformador se aumenta el voltaje a 140 000
y la resistencia de la red de distribución es de 100ω. ¿Qúe corriente pasa por el
secundario? ¿Cuál es la ṕerdida de potencia?

Solución:
De (30.1) y (30.2):

V2

V1
=

N2

N1
=

I1
I2

.

Se sigue que la corriente en el secundario es deI2 = 12×14000/140000= 1,2
A y la relacíon del ńumero de vueltas esN2 = 10N1.

La pérdida de potencia por efecto Joule esP = I2
2R= (1,2)2

×100= 144 J; si
no se utiliza el transformador la corriente transmitida de 12 A se transmite con una
pérdida deP′ = I2

1R= (12)2
×100= 14 400 J, de modo que la relación es de

P′

P
= 100.

La utilización del transformador reduce la pérdida a la centésima parte.
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Problemas
Caṕıtulo 1

Nota: en todos los casos asumag = 9,8 m/s2.

1. Un objeto describe un M.A.S. con una aceleración máxima de 10 m/s2, tiene un peŕıodo de 2 s y una fase de
90o. Escriba las expresiones para su posición, velocidad y aceleración, en funcíon del tiempo.

2. ¿A qúe distancia del punto de equilibrio se encuentra el bloque deun sistema masa-resorte, cuando su
velocidad es la mitad de la velocidad máxima? ¿Cúal es su velocidad cuando su posición es la mitad de su
amplitud?

3. Una part́ıcula vibra con una frecuencia de 100 Hz y una amplitud de 5 mm.Calcule la velocidad y la
aceleracíon cuando pasa por el punto de equilibrio. Escriba la posición como funcíon del tiempo.

4. Una part́ıcula vibra a 100 ciclos/s y con una amplitud de 1,0 m. ¿Cúal es su frecuencia? Calcule su velocidad,
su posicíon y su fase cuando pasa por el puntox = 0,7 cm.

5. Sea un M.A.S. conx0 = 10 cm y un peŕıodo de 4 s. Cuando la partı́cula pasa por su ḿaximo de distancia,
¿cúal es su aceleración?

6. Demuestre que la posición y la velocidad en el M.A.S. pueden escribirse en la forma:

x = x0cosωt +
v0

ω
sinωt ,

v = −x0ω sinωt +v0cosωt .

7. Un oscilador arḿonico tarda 10 segundos en realizar cinco oscilaciones. Encuentre el peŕıodo, la frecuencia
y la frecuencia angular.

8. Una masam= 0,5 g unida a un resorte se suelta desdex0 = 0,1 m. Calcule su perı́odo, su frecuencia y su
fase.

9. Un cuerpo de 0,5 kg oscila con un perı́odo de 1 s y su elongación es de 10 cm. ¿Cuál es su energı́a total?

10. Una masa de 1,5 kg, unida a un resorte, comienza su movimiento conx0 = 10 cm yv0 = 20 cm/s. ¿Cúal es
el valor de la constante del resorte? ¿Cuál su enerǵıa mećanica?

11. Una part́ıcula de masam= 0,5 kg realiza un M.A.S. de amplitud 1,0 m, con un peŕıodo de 0,25 s. Calcule
la aceleracíon, la fuerza que ejerce el resorte y la energı́a cińetica cuando su posición esx = 6 cm.

12. Una masa de 100 g unida a un resorte de constante elástica 40 N/m oscila sobre una superficie horizontal
con amplitud de 5 cm. Calcule la velocidad de la masa cuandox = 0,7 cm, y la enerǵıa total del sistema.

13. Un cuerpo de masam cuelga de un resorte de constantek que lo estira una distanciah. Demuestre que el
peŕıodo de sus oscilaciones es el mismo de las pequeñas oscilaciones de un péndulo de longitudh.

14. El peŕıodo de oscilacíon de un cuerpo colgado de un resorte es 0,5 s. ¿En cúantos centı́metros la masa
alarǵo el resorte?

15. Un bloque de 0,7 kg cuelga de un resorte de constantek. Si se deja que el bloque alcance suavemente su
posicíon de equilibrio el resorte se habrá deformado 10 cm. A continuación el bloque se jala hacia abajo
otros 10 cm y se deja en libertad. Evalúe la constante del resorte, la amplitud y el perı́odo. ¿Cúal es la
enerǵıa potencial cuando el muelle se libera?

16. Para un ṕendulo simple de 2 m, que oscila con una amplitud de 3o, exprese eĺangulo que forma con la
vertical y su velocidad angular como funciones del tiempo.
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17. ¿Ćomo cambia el perı́odo de un ṕendulo simple de pequeña oscilacíon, si su longitud se reduce a la mitad?

18. ¿Cúanto se retardarı́a un ṕendulo en 24 horas si su longitud se aumentase en 1 mm?

19. Un reloj de ṕendulo en tierra registra un tiempo de 3 minutos mientras un cohete asciende hasta su altura
máxima con una aceleración de 3 m/s2. Demuestre que la relación entre los dos perı́odos de dos ṕendulos,
uno en tierra y otro igual en el cohete (T y T ′) esT = T ′/

√

1+a/g.

20. Un ṕendulo simple colgado en el interior de una cúpula tiene un perı́odo de 15 s. ¿Qué tan alta es la ćupula?

21. Si la aceleración de la gravedad en la superficie de la Luna es 1/6 de su valor en la superficie terrestre, ¿cuál
es el peŕıodo de un ṕendulo en la Luna, si en la Tierra es de 1 s?

22. ¿Cúal es el peŕıodo de un ṕendulo en un ascensor en caı́da libre?

23. Un disco uniforme de radio de 20 cm con una masa de 0,5 kg oscila alrededor de un eje que pasa por su
borde y es paralelo al eje del disco. Calcule su perı́odo para pequẽnas oscilaciones.

24. Un ṕendulo f́ısico oscila con una frecuencia de 0,7 Hz; si su masa es de 2 kg y su punto de suspensión se
sitúa a 0,4 cm del centro de masa, ¿cuál es su momento de inercia?

25. Un disco de radio 20 cm está unido a una fibra que va a lo largo de su eje. Si el perı́odo de este ṕendulo de
torsión es de 3 s, ¿cuál es la constante de torsión κ de la fibra?

26. Demuestre que el movimiento resultante de la combinación dex = Asenωt y y = Bsen(ωt + α) es la
siguiente elipse rotada:

x2

A2 +
y2

B2 −

2xy
AB

cosα = sen2 α.

27. Un bloque de 2 kg oscila inicialmente con una amplitud de 10 cm. Despúes de 2 minutos su amplitud ha
decrecido hasta 6 cm. ¿Cuál es el valor de la constante de amortiguación β?

28. Sea un oscilador poco amortiguado conβ 2 = 0,002ω2. Si la masa se libera ent = 0 desde el reposo, con
x0 = 0,5 m, calcule la fase y la amplitud.

29. Un bloque suspendido de un resorte oscila inicialmente con una amplitud de 20 cm. Después de 2 minutos
la amplitud ha disminuido a la mitad. ¿Después de cúanto tiempo habrá disminuido a la cuarta parte?

30. Asuma que para un oscilador amortiguadoβ << ω0, tal que la amplitud permanece aproximadamente cons-
tante durante algunas pocas oscilaciones. Demuestre que laenerǵıa se expresa comoE ≃

1
2ω2

0A2e−2γt y que
la potencia disipada, definida porP= dE/dt, esP= E/τ, siendoτ el tiempo necesario para que la amplitud
de la oscilacíon se reduzca a la mitad.

31. Suṕongase un sistema masa-resorte con perı́odo de 3 s y amplitud de 0,5 m. Si despúes de 100 oscilaciones
su amplitud se ha reducido a 0,3 m, ¿cúal es el valor deβ?

32. Demuestre que la velocidad en un movimiento subamortiguado puede escribirse en la forma:

v = −Aω0e−β t sen(ωt +α +δ ),

con tanα = β
√

ω2
−β 2

.

33. Utilizando la expresión para la energı́a mećanica total, y por derivación temporal, demuestre que en el
movimiento oscilatorio amortiguado la potencia disipada esdE/dt =−λv2, de modo que la energı́asiempre
decrece con el tiempo.
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34. Para un oscilador forzado subamortiguado y resonante, es decirωe = ω0, la ecuacíon de movimiento es:

d2x
dt2

+ω2x =
f0
m

cosω0t.

Demuestre, por substitución directa, que el desplazamiento de la masa está dado por:

x = x0cosω0t +
v0

ω0
senω0t +

f0
2mω0

t senω0t.

Interprete eĺultimo término.

35. Demuestre que el ḿaximo deB en (4.9) ocurre paraωe =
√

ω2
0 −2β 2 y est́a dado por

Bm =
F0

2mγ2
√

ω2
0 −2β 2

.

36. Demuestre que el ḿaximo dev0 en (4.11) ocurre paraωe = ω0.

37. Demuestre que las unidades del perı́odo en las ecuacionesT = 2π
√

m/k, T = 2π
√

l/g T = 2π
√

I/κ son
las de tiempo.

38. Un ṕendulo ćonico consiste de una pequeña masa unida a una cuerda, de modo tal que la masa describe en
su movimiento un ćırculo horizontal. Demuestre que el perı́odo de este ṕendulo esT = 2π

√

(l/g)cosθ .

39. Considere un cubo de ladosa,b,c, que flota en agua con su ladoa vertical. La densidad del bloque esρ en
g/cm3 y la del agua la supondremos igual a 1 g/cm3. Si el bloque se empuja dentro del lı́quido y se suelta,
demuestre que su movimiento es armónico simple. ¿Cúal es su frecuencia?

40. Un cuerpo pequeño se desliza sin fricción en el fondo de una cavidad esférica de radioR. Demuestre que el
peŕıodo de sus pequeñas oscilaciones es el mismo que el de un péndulo simple de longitudR.

41. Una esfera śolida de radioR rueda sin deslizar en un canal cilı́ndrico de radio 5R. Para pequẽnas oscilaciones
demuestre que la esfera ejecuta un M.A.S. conT = 2π

√

28R/5g.
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Caṕıtulo 2

1. Compare la fuerza de atracción entre dos esferas de 10 kg cada una y separadas 1 m, con la atraccíon entre
la Tierra y una de las esferas situada sobre su superficie.

2. ¿Cúal es la aceleración de gravedad en la superficie del Sol?

3. Cuando se va desde el piso hasta la terraza de un edificio de 50 m, ¿cúal es el cambio en el valor de la
aceleracíon de gravedad?

4. ¿Cúanto pesarı́a en la superficie del Sol un hombre de 70 kg? ¿Y en la Luna?

5. Un sat́elite orbita la Tierra en un cı́rculo de radio 300 km. Encuentre su velocidad orbital y su perı́odo de
revolucíon.

6. Calcule las componentes del campo gravitacional en el centro de la figura 1.

7. Calcule el campo gravitacional sobre el eje del anillo uniforme de radioa y masaM de la figura 2.

8. Calcule el campo y el potencial gravitacional en un punto sobre el eje de una placa circular uniforme de
radioRy densidad superficial de masaσ constante (figura 2).

Figuras 1 y 2.

9. Calcule el campo gravitacional debido a una placa homogénea e infinita de densidad superficial de masaσ .

10. Calcule el potencial gravitacional en el exterior de un cascaŕon esf́erico de radioR. Demuestre que el campo
en el interior del cascarón es nulo.

11. Calcule el potencial gravitacional a una distanciah del centro de una esfera de radioR, parar < R y r > R.

12. Calcule las componentes del campo gravitacional y el potencial en el puntoP del semićırculo homoǵeneo
de radioa y masam de la figura 3.

Figura 3.
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13. Calcule las componentes del campo gravitacional en el puntoP de la figura 4, si el arco de radioa tiene una
densidad linealλ y el arco de radiob una densidad 2λ .

Figura 4.

14. ¿Cúal es el campo de gravedad en la superficie de Marte, si su masa es 0,107 de la masa de la Tierra y su
radio es 0,53 del terrestre?

15. Calcule la ḿaxima distancia a la que el cometa Halley puede estar del Sol si su ḿınima distancia es cercana
a 0,57 unidades astronómicas y su perı́odo es de 75,6 ãnos.

16. Un sat́elite que orbita la Tierra tiene un perigeo de 450 km y un apogeo de 2200 km. ¿Cúal es la relacíon
entre sus velocidades en el perigeo y el apogeo?

17. Un sat́elite geoestacionario es aquel que se mantiene en el espaciosobre el mismo punto del ecuador terrestre,
es decir, su perı́odo de rotacíon es el mismo que el de la Tierra. ¿A qué distancia del centro de la Tierra orbita?

18. Un cuerpo se suelta desde una alturah por encima de la superficie terrestre. Demuestre que la velocidad que
alcanza al llegar a la superficie es

v2 = 2GM(1/R−1/h) .

19. Si un meteoro de 200 kg que viene del espacio lejano con velocidad inicial despreciable choca la Tierra,
¿con qúe enerǵıa cińetica llega a la superficie?

20. Calcule la energı́a potencial de una masam, a) en la superficie terrestre, b) a una distancia igual a la dela
Luna. ¿Cúal es la relacíon de las energı́as potenciales en las superficies de la Tierra y la Luna?

21. Un proyectil se lanza verticalmente desde la superficie de la Tierra con una velocidad inicial de 10 000 m/s.
Ignorando la friccíon atmosf́erica, ¿a qúe altura alcanzarı́a a subir?

22. ¿Qúe velocidad adicional debe imprimirse a un satélite geoestacionario para que escape del campo gravita-
cional terrestre?

23. Dos masas esféricas iguales están separadas una distanciaL (figura 5). Una tercera masamse suelta desde un
puntoP equidistante de las dos masas. Calcule la aceleración dem. Demuestre que, para pequeñas distancias
z, el movimiento es arḿonico simple.

Figura 5.
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24. ¿Cúanto trabajo es necesario realizar para mover una masa de 100kg de 1 a 3 radios terrestres?

25. Calcule el trabajo necesario para mover un satélite que orbita un planeta de masaM, de unaórbita de radio
R1 a otra superior de radioR2.

26. Un sat́elite se mueve eńorbita circular alrededor de un planeta de radioR, a una distanciah de su centro y
con un peŕıodoT. Demuestre que la densidad del planeta, supuesto homogéneo, es

ρ =
3π
gT2

(

1+
h
R

)3

.

27. Una part́ıculam se deja caer libremente desde la superficie de la Tierra, moviéndose a lo largo de un canal
diametral que la atraviesa. ¿Cuál es la ecuación de movimiento de la masa? Demuestre que el movimiento
es arḿonico simple. ¿Cúal es el peŕıodo? Calcule la velocidad cuando pase por el centro de la Tierra.
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Caṕıtulo 3

1. Demuestre que la relación entre la fuerza eléctrica y la gravitacional entre un protón y un electŕon es
2,227×1039. La fuerza gravitacional, en consecuencia, no puede responder por la existencia de lośatomos,
dado que es una fuerza considerable solo para objetos de granmasa.

2. ¿En qúe punto sobre el ejex, en la figura 1, la fuerza ejercida por las dos cargas positivas q1 y q2, sobre una
tercera, es cero?

3. Dos cargas de igual magnitud y masa, una el doble de la otra,est́an suspendidas de cuerdas de igual longitud
como lo indica la figura 2. ¿Cuáles son lośangulosθ1 y θ2?

Figuras 1 y 2.

4. ¿Cúal es la fuerza entre los dos protones en la molécula de hidŕogeno, si su separación media es 40 nm?

5. Dos cargas iguales de igual masa están suspendidas de cuerdasl y 2l , como en la figura 3. ¿Cuáles son los
ángulosθ1 y θ2?

Figura 3.

6. ¿En qúe punto del plano en que se ubican las tres cargas de la figura 4 el campo eĺectrico es nulo? ¿Cuáles
son las componentes del campoE en el centro del tríangulo?

7. Calcule el campo eléctrico en el centro del rectángulo de la figura 5.

Figuras 4 y 5.
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8. Dibuje las ĺıneas de campo en el plano de un sistema de tres cargas igualescolocadas en los vértices de un
triángulo equiĺatero.

9. Una carga puntualq se encuentra unida a una placa plana homogénea con densidad superficial de cargaσ ,
por medio de un hilo, como muestra la figura 6. Si la masa de la partı́cula esm, ¿cúal es eĺangulo que forma
el hilo con la placa?

10. Una part́ıcula de cargaq y masam se encuentra en equilibrio estático sobre una placa plana de densidad
superficialσ constante, como indica la figura 7. ¿Cuál ha de ser el valor deσ?

Figuras 6 y 7.

11. Evaĺue las componentes cartesianas del campo eléctrico de la varilla homoǵenea de longitudb−a que se
muestra en la figura 8.

12. Calcule el campo eléctrico en el origen coordenado debido a la varilla homogénea seminfinita de la figura 9.

Figuras 8 y 9.

13. Calcule el campo eléctrico en el punto de coordenadas(l/2, l/2) de la figura 10. Las dos varillas perpendi-
culares de longitudl son homoǵeneas.

Figura 10.

14. Demuestre que el campo eléctrico sobre el eje de un anillo homogéneo de radioa y cargaQ es ḿaximo en
el puntoz= a

√

2 y tiene el valorEm = Q/6
√

3πε0a2.

15. Demuestre que el campo de un disco de radioRy densidad superficialσ visto desdez≫ Res el mismo que
el de una carga puntualQ = 4πσR2.
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16. Demuestre que el campo de un anillo visto desdez≫ Res el mismo que el de una carga puntual.

17. Calcule el campo eléctrico en el interior y el exterior de una esfera homogénea de cargaQ y radioR.

18. ¿Qúe cargaq debe colocarse en el eje de un anillo homogéneo de cargaQ y a distanciah para que permanezca
en equilibrio? La cargaq tiene masam.

19. Un electŕon entra a un campo eléctrico de 5×103 N/C, en la misma dirección del campo. ¿Qué aceleracíon
adquiere? ¿Cúanto recorre antes de llegar al reposo?

20. Calcule en el puntoP, de la figura 11, el campo eléctrico de una varilla inhomogénea de longitudl y λ =
λ0(1−x/l).

21. Calcule el valor de la carga que mantiene en equilibrio elsistema de la figura 12, conθ = 30o y l = 0,5 m,
en presencia de la gravedad terrestre.

Figuras 11 y 12.

22. Calcule el campo eléctrico en el puntoP a lo largo del eje de una varilla homogénea de longitudl y cargaQ,
si x < l .

23. Calcule el campo eléctrico en el centro de una espira semicircular inhomogénea de radioa y λ = λ0senθ .

24. Calcule el campo eléctrico en el centro de una espira inhomogénea de radioa y λ = λ0senθ .

25. Una carga puntual−|q| se deja en libertad en el eje de un anillo homogéneo de cargaQ y radioa. Demuestre
que la carga oscila de modo armónico simple con frecuencia angular

ω =

(

qQ
4πε0ma3

)

.

26. Muy cerca a las paredes internas de un par de placas paralelas de cargas opuestas se liberan dos cargasq1

y q2 como indica la figura 13. ¿En qué punto, respecto a la placa de la izquierda, se encuentran? Considere
solo la interaccíon entre las cargas y las placas.

27. Un par de cargas iguales y de signo opuesto y con masas iguales est́an suspendidas de dos cuerdas, como
indica la figura 14. Exprese elánguloθ en t́erminos de los otros parámetros.

Figuras 13 y 14.
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28. Un electŕon se deja libre cerca de la placa negativa de un par de placas paralelas de signo contrario e igual
densidad de cargaσ . Si la distancia entre las placas esl , calcule: a) el campo eléctrico entre las placas, b) la
aceleracíon, c) la velocidad al llegar a la segunda placa.

29. Si un electŕon tiene una energı́a cińetica de 10 eV, ¿qué velocidad lleva?

30. Calcule el potencial eléctrico en el interior y el exterior de una esfera homogénea de cargaQ y radioR.

31. La distribucíon de cargas de la figura 15 se conoce comocuadrupolo eĺectrico. Calcule el potencial y el
campo eĺectrico en un punto sobre el ejey. ¿Cúal es la dependencia deE cony, si y≫ a?

Figura 15.

32. Calcule el potencial en el puntoP sobre el eje de un cilindro homogéneo de radioR y longitud l , con carga
Q (figura 16).

Figura 16.
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Caṕıtulo 4

1. Calcule el flujo de un campo eléctrico constante de dirección y a trav́es de la placa plana mostrada en la
figura 1.

2. Calcule el flujo del campo eléctrico sobre la placa del problema anterior si

E = Exî +Eyĵ .

3. Calcule el flujo del campoE constante a trav́es del cono de la figura 2.

Figuras 1 y 2.

4. Determine el flujo a trav́es de cada una de las superficies cerradas mostradas en la figura 3.

Figura 3.

5. La densidad voluḿetrica de carga en una esfera es de la formaρ = ρ0(1− r2/a2), conv≤ a y dondea es el
radio de la esfera. ¿Cuál es su carga total? ¿Cuál es el campo dentro y fuera de la esfera?

6. Una carga puntual se coloca en el centro de un cascarón esf́erico conductor neutro de radioa. ¿Cúal es el
campo dentro y fuera?

7. Si la densidad superficial de carga sobre un cascarón esf́erico esσ , demuestre que el campoE fuera déel es
σ/ε0.

8. Una placa cuadrada se coloca perpendicular a un campoE uniforme. ¿Qúe carga superficial aparece sobre
cada lado de la placa?

9. Una carga puntualq+ est́a rodeada por dos cascarones conductores esféricos neutros de radiosa,b y c,d,
como en la figura 4. Calcule el campoE en las diferentes zonas.
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10. Una esfera de carga uniformeQ y radioa est́a rodeada por un cascarón uniforme de carga−Q y radiosa y
b (figura 5). Calcule los campos en las distintas zonas.

Figuras 4 y 5.

11. Un cascaŕon esf́erico de carga uniformeQ tiene radiosa y b (figura 6). Calcule los campos en las diferentes
zonas.

12. Una esfera de carga uniformeQ y radioa est́a rodeada por un cascarón esf́erico conductor con carga−Q y
radiosb y c, como en la figura 7. Calcule los campos en las distintas zonas.

Figuras 6 y 7.

13. Un alambre recto muy largo de densidad lineal de cargaλ est́a rodeado por un cascarón ciĺındrico conductor
de radiosa y b. Calcule el campoE en las distintas zonas.

14. Una carga puntualq est́a en el centro de una esfera de radioR (figura 8). Demuestre que el flujo a través de
un cascaŕon deángulo polarα es

Φ =
Q

2ε0
(1−cosθ).

15. Calcule la capacitancia equivalente del sistema de la figura 9.

Figuras 8 y 9.
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16. Demuestre que la susceptibilidad eléctricaχe es una cantidad adimensional.

17. Calcule la capacitancia equivalente del arreglo de la figura 10.

18. ¿Cúal es el condensador equivalente al de la figura 11? ¿Qué carga hay en el condensador de 3µF, si la
diferencia de potencial entrea y b es de 12 V?

Figuras 10 y 11.

19. En referencia a la figura 12, se carga primeroC1 cerrandoA1, conA2 abierto; luego se abreA1 y se cierraA2

para cargarC2. ¿Cúal es la carga inicial deC1 y la final en cada condensador?

Figura 12.

20. Cuando la diferencia de potencial aplicada a un condensador aumenta en 30 V su carga aumenta en 10−4 C.
¿Ćual es la capacidad?

21. ¿Cúal es la capacitancia de un condensador esférico de radios 10 cm y 15 cm? ¿Cuál es la carga sobre cada
placa si la diferencia de potencial es de 12 V?

22. Demuestre que la capacitancia de un condensador cilı́ndrico de radiosR1 y R2 y longitudL es

C =
2πεL

ln(R2/R1)
.

23. Un condensador esférico tiene radiosR1 y R2. Un condensador cilı́ndrico tiene radiosR1 y R2. ¿Qúe longitud
debe tener el cilindro si las dos capacitancias son iguales?

24. En la figura 13 se muestra un condensador de placas paralelas de anchoL en cuyo interior se coloca una
placa dieĺectricaε de espesorl < L que divide el espacio interno en tres zonas. Calcule los camposE y D en
las tres zonas, la polarización y las cargas superficiales y netas, si la carga libre esσ . Utilice las gaussianas
indicadas con lı́neas punteadas.
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Figura 13.

25. Un condensador sin dieléctrico se conecta a una diferencia de potencialV1. Si se le introduce un dieléctrico
ε su carga cambia en∆Q. ¿Cúal es el valor deε?

26. Calcule la capacitancia equivalente a los sistemas de las figuras 14, 15 y 16.

Figuras 14 y 15.

Figura 16.

27. Pruebe que

E =
1
2

ε
∫

E2dV

puede obtenerse siguiendo el procedimiento del ejemplo 16.2 para un condensador esférico.

28. Una bateŕıa t́ıpica de autoḿovil tiene una diferencia de potencial entre sus bornes de 12V y almacena
3,6×106 J. ¿Qúe capacitancia debe tener un condensador que almacene esta enerǵıa?

29. Un condensador de placas paralelas con una separación entre ellas de 1 mm tiene una capacitancia de 10−9 F
si hay vaćıo entre sus placas. Si se conecta a una baterı́a de 12 V, ¿qúe campo eĺectrico hay entre las placas?
¿Qúe carga tienen las placas? ¿Cuál es la enerǵıa almacenada?

30. Demuestre que la energı́a eĺectrica de una distribución de volumen de carga uniformeQ de radioRes:

E =
3Q2

20πε0R

si ε = ε0 en todo el espacio.
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31. ¿Cúal es la enerǵıa eĺectrica almacenada en un condensador cilı́ndrico de radiosR1 y R2 y longitudL?

32. Un cascaŕon esf́erico conductor de radioR1 est́a rodeado de un cascarón dieĺectrico de radios interior y
exteriora y b; hay un cascarón conductor externo de radioR2 > b (figura 17). ¿Cúal es la capacitancia de
este condensador?

Figura 17.
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Caṕıtulo 5

1. Un alambre de cobre de 5 cm de longitud tiene una resistencia de 5Ω a 20oC. ¿Cúal es su radio?

2. En referencia a la figura 1, ¿cuál ha de ser la relación R1/R2 para que la resistencia equivalente sea igual a
R2?

3. Calcule la resistencia y la capacidad equivalentes al arreglo de la figura 2.

Figuras 1 y 2.

4. En referencia a la figura 3, calcule las corrientes en el circuito con:

(a) 1 abierto, 2 cerrado.

(b) 1 cerrado, 2 abierto.

(c) 1 y 2 cerrados.

(d) En elúltimo caso, ¿cúal es la diferencia de potencial entre los puntosa y b?

(e) En la figura 4, ¿qúe diferencia de potencial hay entre los puntosa y b? ¿Entrec y d? ¿Cúal es la
resistencia equivalente? UtiliceR1 = 4Ω,R2 = 5Ω y R3 = 6Ω.

Figuras 3 y 4.

5. Calcule la resistencia equivalente al arreglo de las figuras 5 y 6.

Figuras 5 y 6.

6. Demuestre que la resistencia equivalente de la figura 7 esR/9.
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7. En el circuito de la figura 8, ¿cuál es la diferencia de potencial entre los puntosa y b? ¿Cúal es la corriente?

Figuras 7 y 8.

8. Evaĺue las corrientes en el circuito de la figura 9.

Figura 9.

9. Una bateŕıa de 12 V tiene una resistencia interna de 0,005Ω; si por ella pasa una corriente de 250 A, en el
mismo sentido de la fem, ¿qué diferencia de potencial hay entre sus bornes?

10. Si la ḿaxima potencia recomendada para una resistencia de 1000Ω es 0,25 W, ¿cúal es la ḿaxima corriente?
¿La ḿaxima diferencia de potencial?

11. ¿Cúanta enerǵıa disipa una bombilla de 60 W conectada a una fuente de 120 V, si se deja encendida un dı́a?

12. Si se conectan en serie dos resistencias, de 200 y 400Ω, cada una de las cuales tiene una potencia máxi-
ma recomendada de 0,4 W, ¿cúal es la ḿaxima corriente? ¿La ḿaxima diferencia de potencial? ¿Y si las
resistencias se conectan en paralelo?

13. ¿Cúanta ha de ser la fem en la baterı́a de la figura 10 para que la corriente sea de 2 A en sentido antihorario?
¿Y si el sentido es horario?

Figura 10.

14. En el circuito de la figura 11 evalúe la corriente que pasa por cada resistencia.

XVII



15. En el circuito de la figura 12, ¿cuál es el valor de la resistenciaRsi la corrienteI es de 0,5 A?

Figuras 11 y 12.

16. Puente de Wheatstone. Este artefacto se utiliza medir resistencias (figura 13). Se quiere evaluarRconocidos
R1,R2 y R4. R2 y R4 son fijos yR1 es variable pero se puede medir en cada instante.A es un amperı́metro
que permite medir la corriente que pasa entrea y b. Si R1 se vaŕıa hasta que la corriente marcada porA sea
cero, demuestre que

R=
R1R4

R2
.

Figura 13.

17. En la resistencia de un tipo de cafetera eléctrica circula una corriente de 3 A si el voltaje es de 220 V.
¿Qúe potencia disipa? Si esta cafetera calienta 0,5 l de agua desde 20oC hasta la ebullicíon en 1 minuto,
¿cúanto calor ha transferido al agua?

18. En la figura 14, ¿cuál es la fem siI = 2 A?

Figura 14.

19. Un condensador en un circuito RC se carga hasta un 50% en 1 s. ¿Cúal es su constante de tiempo?

20. El material dieĺectrico en el interior de un condensador tiene una conductividad muy pequẽna pero no nula,
por lo que el condensador se descarga muy lentamente. Si un condensador de 5µF pierde la mitad de su
carga en 2 horas, ¿cuál es la resistencia interna del condensador?
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21. En la figura 15 calcule la corriente en la resistencia de 2Ω.

Figura 15.

22. Un condensador de 500 pF tiene una carga inicial de 5µC. Si se descarga a través de una resistencia de
1,5×107 Ω, ¿cúal es su constante de tiempo? ¿En cuánto tiempo se descarga en un 90%?
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Caṕıtulo 6

1. Una part́ıcula con cargaq y masam entra a una región donde hay un campo magnético homoǵeneoB con
velocidadv (figura 1). Calcule la distanciay de salida.

Figura 1.

2. ¿Cúal debe ser el valor del campoB para que la cargaq, de masam, que entra con velocidadv horizontal,
salga rozando el borde de la placa? (figura 2).

Figura 2.

3. Una cargaq de masam entra oblicuamente al campo magnético homoǵeneo de la figura 3. Calcule la dis-
tanciax.

4. Una cargaq de masam entra al campoB uniforme (figura 4) con velocidad normal al campo. ¿Si sale
perpendicular, cúal es la velocidad de entrada?

Figuras 3 y 4.

5. Una cargaq de masam entra perpendicular al campoB de la figura 5 y sale perpendicular. Demuestre que
q/m= 4v/BD.
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Figura 5.

6. Una corrienteI circula por el alambreab colocado en un campo magnético uniformeB y en presencia
del campo de gravedad terrestre (figura 6). ¿Cuál debe ser el valor deI para que la varilla permanezca en
equilibrio?

Figura 6.

7. Una espira vertical (figura 7) puede girar alrededor del eje z. Por ella circula una corriente de 15 A y se
encuentra en un campo magnético de 0,1 T. ¿Cúal es el torque que el campo ejerce sobre ella?

8. El alambre de la figura 8 se coloca en un campo magnético en el planoxy y forma unángulo de 30o con el
ejey. ¿Cúal es el torque sobre la espira?

Figuras 7 y 8.

9. En la figura 9 una varilla conductoraab, de masam, por la que circula una corrienteI se sumerge en un
campo magńetico uniformeB. ¿Cúal ha de ser el valor de la corriente para que no haya tensión en los
alambres verticales?

10. Una espira de corriente se encuentra sumergida en un campo Bz = B0(1+x/a) como en la figura 10. ¿Cuál
es la fuerza sobre cada lado? ¿Cuál es la fuerza neta? ¿Cuál es el torque neto?
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Figuras 9 y 10.

11. Calcule las fuerzas sobre los tramos de corriente (todosiguales) de la figura 11.

Figura 11.

12. Utilizando (22.1) calcule el campo magnético debido a la placa plana de la figura 12, descomponiendo la
placa en corrientes diferenciales.

13. En la figura 13, ¿cuál es el campo enP debido a las dos corrientes, siI = 10 A y L = 10 cm?

Figuras 12 y 13.

14. Calcule enP el campo magńetico debido a la porciónL de corriente (figura 14).

15. Calcule el campo magnético en la mitad de los dos alambres (figura 15).

Figuras 14 y 15.

16. Calcule los campos magnéticos en los puntosa,b y c debidos a las corrientes de las figuras 16 y 17.
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Figuras 16 y 17.

17. ¿Qúe corriente debe pasar por un alambre recto para que a 10 cm de su eje su valor sea el mismo que el
campo magńetico terrestre?

18. Sean dos alambres rectos con corrientesI y 3I que circulan en el mismo sentido. ¿Dónde es nulo el campo
B? ¿D́onde es nulo si las direcciones en que circulan las corrientes son opuestas?

19. Dibuje las ĺıneas de campo magnético de un par de alambres largos paralelos con corrientes en la misma
direccíon.

20. Calcule el campoB en el puntoP debido a las tres porciones de alambre en las figuras 18 y 19.

Figuras 18 y 19.

21. Calcule el campoB en el puntoP debido a las porciones de alambre de las figuras 20 y 21.

Figuras 20 y 21.

22. Calcule el campo magnético en el puntoP debido a una porción rectiĺınea de corriente (figura 22).

Figura 22.
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23. Un poco antes de salir de un ciclotrón los protones describen un cı́rculo de radio 0,4 m; la frecuencia de
ciclotrón es 107 Hz. CalculeB, v, Ec.

24. ¿Cúal es el momento magnético de un electŕon en unátomo de hidŕogeno si suórbita promedia es de
0,53×10−10 m?

25. Considere un cilindro de radioa por el que fluye una corrienteI , rodeado por un cascarón ciĺındrico de
radios interiorb > a y exteriorc > b por el que fluye una corriente en dirección opuesta. Calcule el campo
magńetico en las diferentes zonas.

26. Demuestre que el campo magnético en el extremo de un solenoide den vueltas y corrienteI esB = µ0nI/2.

27. Una bobina toroidal es un solenoide de forma circular, enforma de un rosćon. Utilizando la ley de Amṕere
calcule el campo magnético en su interior y exterior.

28. Demuestre que en unidades elementales la unidad de flujo magńetico se expresa: Wb= kg ·m2
·s−1

·C−1.

29. Una espira se coloca en el plano horizontal y es atravesada por un campo magnéticoB = 3ĵ +4k̂. ¿Cúal es
el flujo magńetico?

30. Calcule el flujo magńetico a trav́es de la espira de lados horizontala, verticalb, de la figura 10.

31. Considere un cilindro de radioa y permeabilidadµ1 por el que fluye una corriente uniformeI1. El cilindro
est́a recubierto de un cascarón de radio interiora y exteriorb, con permeabilidadµ2 y corriente uniformeI2.
Calcule los camposB en las diversas zonas.
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Caṕıtulo 7

1. Un alambre recto (figura 1) porta una corrienteI = I0cosωt. Calcule la fem inducida sobre la espira plana.

2. Una espira plana ubicada en el planoxy (figura 2) se mueve en dirección y con velocidadv constante. Hay
un campo magńeticoBz = B0(1+y/a). Calcule la fem inducida sobre la espira.

Figuras 1 y 2.

3. Un par de varillas conductoras se deslizan sobre un riel dealambre con velocidadesv1 y v2 (figura 3).
Calcule la fem. ¿Qúe ocurre siv2 = −v1?

4. Una varilla conductora se mueve con velocidad constante en un campo magńetico uniforme (figura 4). De-
muestre que la fem inducida entre sus extremos es

E =
µ0Ivl
2πr

.

Figuras 3 y 4.

5. Una espira circular de alambre de radioRes perpendicular a un campoB= α +β t. Calcule el flujo magńetico
que la atraviesa y la fem inducida.

6. Una varilla conductora se mueve con velocidad constante en las cercańıas de una corriente rectilı́nea cons-
tanteI (figura 5). Demuestre que la fem inducida es

E =
µ0Iv
2π

ln(1+b/a).

7. Una varilla conductora con inclinaciónα constante (figura 6) se mueve en direcciónxen un campo magnético
uniformeBy. Calcule la diferencia de potencial entre sus extremos.
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Figuras 5 y 6.

8. Una varilla conductora de longituda se mueve en un campo magnético uniforme con velocidad constantev
(figura 7). Calcule la diferencia de potencial entre sus extremos.

9. Una varilla de longitudR gira con velocidad angularω constante en un campo magnético uniforme (figura
8). Calcule la diferencia de potencial entre sus extremos.

10. Las aspas de un helicóptero tienen 3 m de largo y giran a 6 Hz. Si la componente vertical del campo
magńetico terrestre es 0,5×10−4 T, ¿cúal es la diferencia de potencial entre el eje y la punta del aspa?

Figuras 7 y 8.

11. Si el campo magnético en el ejemplo 26.2 esB = B(t), independiente de la posición, demuestre que el
campo eĺectrico inducido es

E =
r
2

dB
dt

.

12. Un alambre conductorabc doblado enángulo se coloca perpendicular a un campo magnético uniforme
(figura 9). Sobre el alambre se desliza una varilla de longitud l con velocidad constante. Demuestre que para
0 < t < D/v la fem es

E = Blv2t tanα.

13. En un diagrama de flujo magnético versus tiempo represente la evolución temporal en los dos casos mostra-
dos en la figura 10, en los que una espira entra a un campo magnético: a)l1 < l3, b) l1 > l3

Figura 9.
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Figura 10.

14. Una barra conductora de longitudl > R(figura 11) se mueve en un campo magnético uniforme con velocidad
constante. Calcule la fem entre sus extremos.

Figura 11.

15. Una espira circular de alambre de 5 cm de radio se coloca perpendicular a un campo magnético de 1,5 T. Si
la resistencia de la espira es de 2,5ω, ¿cúal es la corriente inducida?

16. Un aro circular de radior se coloca en un campo magnéticoB = B0e−αt ent > 0. Calcule la fem inducida y
la corriente si la resistencia del aro esR.

17. La varilla de la figura 27.1, de 1 m de longitud, se mueve en un campo de 3 T. Si la resistencia del circuito
es de 2ω, ¿qúe velocidad tiene la varilla si la corriente inducida es de 0,3 A?

18. Si la corriente que circula por un solenoide largo de radio a y n espiras por unidad de longitud (figura 12) es
I = I0cosωt, demuestre que el campo eléctrico inducido parar > a es

E =
µ0nI0ωR2

2r
senωt

y parar < a:

E =
µ0nI0ωr

2
senωt.
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Figura 12.

19. Si la corrienteI1 en la figura 30.2 esI1 = 10e−1,5t y el solenoide tiene 500 vueltas/m y un radio de 10 cm,
¿cúanta fem se induce en el solenoide pequeño si su radio es de 5 cm y tiene 250 vueltas/cm?

20. Sobre un solenoide de 0,5 m de longitud y 5 cm de radio se enrolla una bobina de 100 vueltas en su sección
central. ¿Cúanto valeL?

21. El flujo magńetico en un circuito con 3 A es 1,3 Wb. ¿Cuál es el valor deL?

22. ¿Ćomo vaŕıa la corriente en una bobina deL = 50 mH si su fem es de 2 V?

23. Demuestre que la indutancia equivalente de dos bobinas en serie esL = L1 +L2.

24. Si el campo magnético de la Tierra vale 0,5×10−4 T y el eĺectrico vale 100 V/m, calcule la relación entre
sus enerǵıas eĺectrica y magńetica.

25. Compare la energı́a almacenada en una bobina de 1000 vueltas y corriente de 5 A,con la almacenada en un
condensador de 0,1 mm de separación entre placas y diferencia de potencial de 10 V.

26. Un condensador de 3 pF en un circuito LC está inicialmente cargado. A los 0,3 s de cerrar el circuito la carga
baja a 0,25 de su valor. ¿Cuánto valeL?

27. Un voltajeV = 10sen(2000t) se aplica entre las terminales de un condensador de placas paralelas. ¿Cúal
es el campo magnético inducido en su interior?

28. En un circuito RL conL = 2 nH calcule la resistencia si la corriente aumenta hasta un 90 % de su ḿaximo
en 3 s.

29. Una bateŕıa de 12 V, una resistencia de 3ω y una bobina de 5 H se conectan en serie. En el momento en que
la corriente es ḿaxima calcule la potencia disipada en la resistencia y la energı́a almacenada en la bobina.

30. Una bobina con una resistencia interna de 1ω se conecta a una baterı́a de 10 V. Si un segundo después de
cerrar el circuito la corriente es de 5 A, ¿cuál es el valor deL?

31. Una bateŕıa de 12 V se conecta a un circuito RL conR= 5ω y L = 0,4 H. Cuando la corriente es la mitad
de su valor ḿaximo, ¿cúanta enerǵıa hay en la bobina?

32. Demuestre que la solución a la ecuación que rige las oscilaciones de un circuito RLC, ecuación (29.18), es
I = I0sen(ωt −α) con

I0 =
E0

[R+(ωL−1/ωC)2]1/2
,

tanα =
ωL−1/ωC

R
.

33. Un generador produce una corriente de 10 A a 400 V. Mediante un transformador se eleva el potencial a 450
V y se transmite mediante una lı́nea de 30ω. ¿Qúe porcentaje se pierde por efecto Joule?
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Correcciones y erratas

En ec. (1.3) es cos en vez de sen.

Después de la ec. (1.4) debe decir:

«Es facil concluir que la aceleración máxima es 2 2
max max .a x Aω ω= = »

En la solución al ejemplo 1.1 cambiar 0.096 por 0.032.

En el ejemplo 1.2 debe decir: «Si la velocidad de un M.A.S en m/s... ».

La ec. (1.6) debe ser: 0 0tan / .xφ υ ω=−

Ejemplo 1.3: «Un M.A.S. ... y una velocidad inicial 0 5 / .cm sυ =  Si la frecuencia angular es 1.25 rad/s.

¿Cuáles son la amplitud y la fase?»

Solución al ejemplo 1.4:  0.255 .radφ = −

Ejemplo 1.5: «Una masa de 2 kg unida a un resorte oscila con una amplitud de 0.5 m y en t = 0 está en
reposo...»

En la solución al ejemplo 1.5:
«... Reemplazando en (1.2): 0φ = »

En la solución al ejemplo 1.6:

3cos (6.327 ), 18.91sen (6.327 ),

120.09cos(6.327 )

x t t

a t

υ= = −
= −

En sección 2.3: «Sea una masa... en un centro de masa, es sen ...bmgτ θ= − »C

«... puede escribirse:

2

2
sen .

d
I bmg

dt

θ θ= − »

Solución de ejemplo 2.4:

2 2 2 22 2 / 5 , 5 / 8 79.16T mR k k T mR Nmπ π= = =

En la seccion 2.5 al final de página:

cos( )y A tυ ω ω φ= +

Física  II
Oscilaciones y campos



Correcciones y erratas / Oscilaciones y campos
2

En la solución a ejemplo 2.5:

78952.172cos(628.3 )a t= −

Sección 3.2:  «Recurriendo a la figura 3.1»

En la sección 4.1, cambiar ω  por 0.ω

En la ec. (4.3) reemplazar A/2 por A.
En solución del ejemplo 5.2

2 3 2

27

4 /

1.9 10

M r T G

M kg

π=

= ×

Ejemplo 5.3; pag 42: cambiar M
3
 por m

3
.

Ejemplo 6.1, solución, pág. 50:

2 2
·

( ) ( )x

G dM GM dx
dg

Lh x h x
= − = −

− −

Pág. 51:  «Se ha tenido en cuenta que .L b a= −  Prube que la componente g
y
 es nula en ( ) / 2x a b= + ».

Pág. 52: suprimir cita de figura 2.13

«... como 24A Rπ=  y  2 sen ...dA R dθ φ= »

«Si se elimina sen dθ θ ... se obtiene:

·
2

M r dr d
dM

ZR

φ
π

= »

En pág. 53 al final de la Demostración:
3/g GMr R=

En sección 7.2.1:

1

n
i

i i

GM
g

r=

= ∑
«donde r

ij
  es la distancia entre las masas...»

En el ultimo renglón (pág. 59):

dG   
2

G dM G M d

r r

φ
π

= − = −

Pág. 60:

2 2 1/ 2( )

GM

a z+  en vez de 2 2 1/ 2( )

GMz

a z+



Correcciones y erratas / Oscilaciones y campos
3

Ejemplo 13.1:

«... conductor de longitud 1 2...l R R+ »

Pág. 149: ecuación siguiente a (19.7) debe ser:
2

0y y

qB
v v

m
⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Pág 166 última ecuación debe ser:

0
0 etc.

4
B I

R φ π

μ
μ

π
= − ∫

Pág 221 en ec. (29.18) cambiar ω  por eω

  en ec. (29.19) cambiar ω  por eω

En pág 225: «El flujo del solenoide grande...

... magnético uniforme 0 1 1;B I Mμ= ...»

«La fem inducida en la espina pequeña es

21
2 0 1 2 0( ) cos

dI
V M M N a I t

dt
μ π ω ω= − = − »



Correcciones y erratas / Oscilaciones y campos
4

Problemas

Capítulo 1
10.  «Una masa de 1.5 Kg unida a un resorte de constante k = 2 N/m, comienza...»

14.  «El periodo... ¿En cuántos centímetros la masa alarga el resorte cuando el sistema esta en reposo?.

25.  «Un disco de radio 20 cm y masa 2 kg esta unido...»

30.  «... para que la amplitud de la oscilación se reduzca a 1/ e  de su valor».

Capítulo 2
26.  «... a una distancia h de su superficie...

3

2

3
1

h

RGT

πρ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

↑

Capítulo 3
19.  «Un electrón con velocidad 10 m/s entra a un campo...»

25.  ...Demuestre que si z a  la carga oscila...

Capítulo 4
5.  «... con ...r a≤ »

8.  «Una placa cuadrada conductora se coloca...»

14.  α en vez de θ

Capítulo 5
6.  R/6 en vez de R/9.

Capítulo 6
4.  «... Si sale perpendicular y el radio del círculo es 2L/3, ¿cuál es la velocidad de entrada?

Capítulo 7
12.  «Un alambre conductor abc doblado un ángulo α  se coloca...»

32.  Cambiar ω  por eω  en las 3 ecuaciones.
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