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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de cuerdas como una teoria de unificaciéon ha sido exitosa en
su formalismo, aunque es bien sabido que tal teoria no tiene aun verificacion
experimental, ademas no son claros qué experimentos puedan llevarse a cabo
para verificar o falsear la teoria de cuerdas. Las principales razones de este
inconveniente son las dimensiones extras, la escala de energia tan alta en la
que las constantes de acople gauge encuentran un valor comun y las escalas
de sus parametros que son del orden de la masa y de la longitud de planck,
por otro lado una ventaja de la teoria es el hecho de que surge de manera
natural un campo sin masa de espin dos, el cual representa perfectamente a
la particula mediadora de la gravitacion, el ”graviton”, en este sentido puede
y debe considerarse tal teoria como una teoria cuantica de la gravitacion.
Con el objetivo de hacer fenomenologia, recientes estudios se han enfocado
en el problema de bajar las dimensiones y la escala de energia para obtener
un lagrangiano efectivo en cuatro dimensiones [I].

En supercuerdas las constantes de acople se unifican a nivel arbol a una
escala de energia del orden de 10®GeV y la unificacién observada sumin-
istrada por el modelo estandar adoptando supersimetria es de alrededor de
10'6GeV. Para hacer esto consistente se requiere hacer correcciones de um-
bral a un loop a las ecuaciones del grupo de renormalizacién para bajar la
escala de energfa de unificacién [2]. Por otro lado el problema extradimen-
sional se resuelve compactificando las dimensiones extras sobre una variedad
adecuada, que en el caso que nos compete seran variedades de Kahler, aunque
idealmente la compactificacion debe hacerse sobre una variedad de Calabi-
Yau, su métrica en su forma general no es conocida, por lo cual se realiza



el estudio sobre variedades Kahler las cuales son mas manejables y ademas
comparten muchas propiedades con las Calabi-Yau.

Mediante este proceso de bajar la escala de energia y las dimensiones
extras, la constante de acople gauge g, se modifica como:

1672 1672 M2
S — kg + balog —GUL L A, (1.1)
92 (1) dcur H

donde A, es la correcciéon de umbral a un loop la cual recibe contribuciones
del espectro de los estados masivos de la teorfa de cuerdas [I]. A, depende
fuertemente del proceso de compactificacién y consecuentemente del espacio
de médulos, ademas de estar definida en un espacio de topologia no trivial,
con grupos de cohomologia complejos, es una funcion multi-periédica, en
el caso que nos compete es una funcion doble-periddica y en este sentido
es una funcién automorfica, que en principio diverge. Es precisamente el
proceso de regularizacién, de eliminar este infinito para casos donde el espacio
de moédulos tiene geometria especial de Kéahler el objeto de estudio de este
trabajo.

Las funciones automorficas y las series de Eisenstein que describiremos
posteriormente juegan también un papel importante en el calculo de la en-
ergia libre de compactificacién de la cuerda heterdtica [3], debido a que tal
energia debe ser regularizada obteniéndose una expresion similar a la expre-
sién obtenida para nuestra funcién automorfica, también son importantes los
calculos realizados en correcciones de umbral R* en teorias de cuerdas del
tipo IIB [4].

En el Capitulo 2 se presentaran los elementos basicos de geometria difer-
encial como parte de la base fundamental matematica que sostiene la teoria,
en el Capitulo 3 se introduce al lector en la teoria de formas modulares con
especial atencion a la funcién zeta de Riemann y las series de Eisenstein,
el caitulo 4 da una introduccion a los elementos importantes de teoria de
cuerdas y que seran utilizados mas adelante, y finalmente en el Capitulo 5
se presenta la funciéon automorfica a regularizar utilizando como espacio de
médulos el espacio cociente SU(1,2)/SU(2) x U(1).



Capitulo 2

Elementos de Geometria
Diferencial

2.1. formas diferenciales

Las formas diferenciales ofrecen una manera simple y practica de llevar a
cabo calculos con tensores antisimétricos evitando el excesivo uso de indices,
ademads la forma de integracién junto con el operador de Hodge permite ver
mas claramente integrales espaciales, y teoremas tan importantes como el de
Green o el de Sotckes quedan escritos de una forma unificada y sencilla.

Se sabe que dada una variedad M de dimensién m, el diferencial dx*
provee una base para el espacio cotangente T5(M) en el punto P,y en con-
secuencia para los tensores del tipo (0,1) es decir, el espacio expandido por
dx* esta compuesto por mapeos que toman vectores tangentes en el espacio
Tp(M) y los llevan a los reales, entonces sobre la base de los tensores de
rango (0,1) se hace la siguiente definicidn.

Definicién 2.1. FEl producto cuna N entre diferenciales se define como un
producto tensorial totalmente antistmétrico.

dxt Ndx" A A dat = Z Sgn(P)dz'r® @ dxtr® @ ... @ dz'Pe ) (2.1)

PeS,
donde P es un elemento del grupo simétrico S,.

Debido a la antisimetria del producto cuna, se obtiene que la cantidad
dxzHr N dx*2 A ... A\ dx? se anula si uno de los indices se repite al menos una
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vez.
Este producto forma la base para las r-formas segun la siguiente definicion

Definicién 2.2. Una r-forma w es un tensor de orden r totalmente anti-
simétrico, el cual se puede expandir como,

1

W = =Wy 2 AN TN N d (2.2)
r

donde los coeficientes wy, yu,..., S0N tomados totalmente antisimétricos.

Por ejemplo, una cero-forma es un escalar

Qg = ¢, (23)

una l-forma es un co-vector

A=A, dx", (2.4)
y una 2-forma es entonces un tensor de segundo orden totalmente antisimétri-

co .
B = §Bw,dx“ A dz”. (2.5)

A partir de dos formas diferenciales es posible construir una forma difer-
encial de mayor orden, digamos a partir de la p-forma «, y la g-forma g,
podemos obtener la (p+q)-forma

Vorg = A By = (=1)PB; A . (2.6)

El espacio de las p-formas en una variedad M sobre un campo A se denota
como QP(M, A) donde el campo A puede ser por ejemplo los reales o los
complejos, en el caso de campo real se denota simplemente como QP(M). La

dimensién del espacio QP(M) es

9

se introduce entonces naturalmente un operador diferenciacial,

Definicién 2.3. la derivada exterior es un mapa d : Q" (M) — QM) de
la forma:
d =dz"0,. (2.7)



Por ejemplo la derivada exterior actuando sobre una cero-forma ¢ y la
uno-forma A = A,dx* produce

d¢ = 0,¢dx",

1
dA = dA,dx" = 0,A,dz" N\ dz" = éFyudx” A dxt,
donde

F,=0A,-0,A,,

es reconocible como el tensor antisimétrico de un campo gauge. No es dificil
demostrar que la derivada exterior de un producto de formas puede escribirse
asi

d(ap A By) = doy, A By + (=1)Poy, A df, (2.8)

y debido a la antisimetria de tal operador, satisface la propiedad d? = 0.

2.2. Teoria de Hodge

Si una variedad M esta equipada con una métrica Riemanniana g, en-
tonces existe un operador conocido como estrella de Hodge.

Definicién 2.4. Dada una métrica Riemanniana sobre una variedad M,
existe una accion estrella de Hodge x sobre la base de formas dada por.

VI . .
* (dx" A LN datr) = m&,’j;lfiundx“P*l Ao A\ datm. (2.9)

Asi por ejemplo dada la p-forma

1
a, = aozm,m#pdx‘“ Ao N dxte,

el operador estrella de hodge actiia como

\/g MLyl
k= € i & dz" AN dt
(n _ p)!p! Hpt1yeeesfbn — MLsesbbp ,



este operador * es un mapa entre espacios de formas diferenciales de diferentes
ordenes, entonces

x: QP(M) — Q" P(M),
por lo cual se obtiene

¥2 QP(M) — QP(M).
Definicién 2.5. La forma diferencial que define el volumen sobre una varie-
dad Riemanniana es

1
dV = %1 = m\/ﬁemm#ndaz“l A Ndat =\ /gd"z. (2.10)

Definicién 2.6. El producto interno métrico entre dos formas diferenciales
es.

(o, B) = / a N\ *f. (2.11)
M
Con lo anterior es posible definir ya una derivada adjunta de la siguiente
manera

Definicién 2.7. El operador §, adjunto a d, con respecto al producto interno
Riemanniano se define como:

(da, B) = (a,60). (2.12)
Definicién 2.8. El laplaciano A sobre formas de cualquier grado es,
A =dd + dd. (2.13)

Definicién 2.9. Una forma w se dice ser armonica si satisface Aw = 0.
A partir de estas definiciones es posible demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.10. Una forma armonica w sobre una variedad Riemanniana
compacta satisface
dw =0, dw =0, (2.14)

y se le llama forma cerrada y co-cerrada respectivamente.

Existe ademas otro tipo especial de formas diferenciales, y son aquellas
que provienen del diferencial de otra forma de menor grado, a este tipo de
formas se les conoce como formas exactas. Entonces definimos los dos con-
juntos de formas diferenciales que nos permitirdn construir mas adelante el
grupo de Co-homologia.

Definicién 2.11. Sea Z? = {w,|dw = 0} el conjunto de p-formas cerradas,
y B = {w,|w, = dw,_1} el conjunto de p-formas ezactas.
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2.3. Grupo de Homologia y Co-homologia

En esta seccién se resumen las definiciones importantes del grupo de
Homologia y Co-homologia, que son de gran importancia para el manejo de
invariantes topoldgicos y productos internos que simplifican mucho teoremas
tan reconocidos como el Teorema de Stokes como se verd mas adelante.

Definicién 2.12. Sean pyg,...p, puntos geométricamente independientes en
R™ donde r < m. Se define el r-simplejo o, =< pg, ...p, > como,

r

o, ={r eR" ]x:Zcipi,ciZO,Zcizl}. (2.15)
i=0

=0

Geométricamente los r-simplejos son poliedros elementales en el espacio eu-
clideo, asi por ejemplo 0y =< pg > es un punto o un vértice, o1 =< pop1 >
es una linea o una arista, oy =< popi1p2 > es un triangulo con su interior
incluido, y ésto se generaliza. Estos elementos tienen orientacién, en cuyo
caso se cambia la notacién de (...) para un r-simplejo desorientado a (...)
para uno orientado, por ejemplo (pop1) = —(p1po) y en general se tiene que
(Pigs ---Di,) = sgn(P)(piy, ---pr) donde P es la permutacion

P:(Q Lo 7“).
0 11 ... 1p

Definicién 2.13. Se define en el espacio euclideo el r-simplejo estindar &,
como,

o ={(=' .2 ER" [2" >0,) 2" <1}, (2.16)

p=1

se define ademds la integracién de la r-forma w = a(z)dz! A...Adz" (elemento
de volumen en R") sobre &, por la siguiente expresién

/wz/m a(x)drtde?...dx". (2.17)

Or
Sea o, un r-simplejo en R" vy f : 0, — M un mapa suave sobre una variedad
m-dimensiénal M, f puede no tener inversa véase figura (2.3). Se denota la
imagen de o, en M como s, y se le llama r-simplejo singular. Sea {s,;} el
conjunto de r-simplejos en M, entonces se define la r-cadena ¢ en M por una
suma formal de elementos en {s,;} con coeficientes reales,

11



M Q_/ g - M |v

Figura 2.1: Esquemas de posibles embebimientos de r-simplejos en una va-

riedad M

c= Zaism a; € R. (2.18)

Las r-cadenas en M, forman el grupo cadena C,.(M). Ademas “f” mapea
la frontera do, a un subconjunto de M, es decir ds, = f(Jo,) es un conjunto
de (r — 1)-simplejos en M y representa la frontera de s,. ds, representa la
frontera geométrica de s, y la orientacién es heredada de los r-simplejos en
los reales como se mostré anteriormente. En este sentido se trabaja con el
operador 0 : C.(M) — C,_1(M) . Es claro que este operador es nilpotente
pues 02 = 0 es decir, las fronteras no tienen fronteras. Con este operador
se definen dos subconjuntos de C,(M). Una r-cadena ¢, es un r-ciclo si no
tiene frontera, o sea dc, = 0 y es una r-frontera si es frontera de otra, es
decir si existe alguna r+1-cadena c¢,1(M) tal que ¢, = Jc,.11. El conjunto
de los r-ciclos forma el grupo ciclo Z,.(M) y el conjunto de las r-fronteras
forman el grupo frontera B,.(M). es claro que B,.(M) C Z,(M) pues como se
sugiri6 antes las fronteras no tienen fronteras. Con esto se define el grupo de
Homologia H,(M)[5] como un espacio cociente ast,

H,(M) = Z,(M)/B,(M). (2.19)

En pocas palabras el grupo de homologia lo conforman aquellos ciclos que no
son fronteras ni se pueden reducir a un punto. Recuérdese que un invariante
topoldgico es aquella cantidad que no cambia bajo difeomorfismos. Los grupos
frontera y ciclos no son invariantes topoldgicos pero el grupo de homologia
si lo es.

Analogo al grupo de Homologia se estudiard lo méas relevante para el
grupo de Co-homologia, éste definido sobre la teoria de formas diferenciales.

Una r-forma w € 2" (M) es cerrada si dw = 0 y es exacta si w = dn para
algin n € Q"1 (M).
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Definicién 2.14. Sea M una variedad diferenciable de dimension m. El con-
junto de r-formas cerradas es llamado el r-esimo grupo co-ciclo y se denota
como Z"(M). El conjunto de r-formas exactas es llamado el r-esimo grupo
co-frontera y se denota por B"(M). Debido a que d*> = 0 las formas eractas
son también cerradas, por lo cual B"(M) C Z"(M).

Definicién 2.15. El r-ésimo grupo de co-homologia de De Rham es definido
por:

H"(M;R)=Z"(M)/B"(M). (2.20)
Recuérdese que un espacio cociente puede verse como una clase de equiva-
lencia, en este caso sea w € Z"(M). Entonces [w] € H"(M) es la clase de
equivalencia {n € Z"(M) | n = w + d,v» € Q"1(M)}. Es decir dos formas
son co-homologas si difieren por una forma exacta.

Se habra notado ya la semejanza entre los grupos de homologia y co-
homologia, pues como sus nombres lo sugieren son espacios duales el uno del
otro y tales que dimH"(M) = dimH,(M), de tal manera que se define un
producto interno entre sus elementos de la siguiente manera.

Definicién 2.16. Sea M wuna variedad m-dimensiénal, ¢ € C.(M) ; w €
O"(M) 1 <r <m. Se define el producto interno ( , ): Cp(M)x Q" (M) —
R por el mapa,

c,w— Ac,w) = (c,w) = /w, (2.21)

C
este producto es lineal en las dos entradas, y el teorema de Stokes toma la
simple forma

(¢, dw) = (0c,w),
lo anterior queda resumido en el siguiente teorema,

Teorema 2.17 (Teorema de De Rham). Si M es una variedad compacta,
H,.(M) y H (M) son de dimension finita, y el mapa

A Hy (M) x H' (M) — R
FEs bilineal y no degenerado. Asi H" (M) es el espacio vectorial dual de H,.(M).

Como se mencioné antes, una forma exacta es siempre cerrada, pero una
forma cerrada no necesariamente es exacta. El siguiente teorema provee las
condiciones bajo las cuales la anterior relacién es reciproca.

Teorema 2.18 (Lema de Poincare). Si una vecindad coordenada U de una
variedad M es contraible a un punto po € M, entonces cualquier r-forma
cerrada sobre U es también exacta
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2.4. Variedades complejas

Las variedades de Calabi-yau son el mejor tipo de variedad sobre la cual
se realiza compactificacion en teoria de supercuerdas, y tales variedades son
esencialmente variedades de Kahler, ademas, en el proceso de regularizacion
de funciénes automérficas se utilizara una geometria especial de kahler.
las variedades de Kahler son un tipo muy especial de variedades complejas,
por lo cual se dedica esta seccién a las definiciones y teoremas importantes
acerca de las variedades complejas.

Para empezar recuérdese de la teoria de variable compleja, que una funcién
omapa f = fi +ifs : C™ — C se dice ser holomorfo (o analitico) sobre C™
si satisface las relaciones de Cauchy-Riemann para z# = x* 4 iy* asi,

oh _ 0 Ok _ _0h
oxr  Oyr Oxh oy

Definiciéon 2.19. M es una variedad compleja si

(2.22)

1. M es un espacio topologico

2. M esta provisto con un atlas {(U;, ¢;)}, donde {U;} es una familia de
conjuntos abiertos que cubren M y ¢; es un homeomorfismo de U; a
un subcongunto U] de C™

3. Dada una interseccidn no vacia de dos abiertos U; y U;, el mapa ;; =
w07t de i(UU;) a ¢;(UU;) es analitico.

En la anterior definicion ”"m” es la dimensién compleja de la variedad
denotada como dim¢cM = m. La diferencia crucial entre variedades complejas
y reales es que la funcion transicion mas que ser C'*° son holomorfas. Se puede
pensar en C" como R?*", por ello una variedad compleja n-dimensiénal puede
verse como una variedad real 2n-dimensiénal.

Definicién 2.20. Sea f : M — N un mapa entre las variedades complejas
M N de dimensiones m y n respectivamente. Sean las cartas {(U, p)} de M
y {(V,¢)} de N, p € U, f(p) € V. Se escriben las coordenadas de cada
carta como {z"} = ¢(p) y {w’} = ¥(f(p)), con esto se obtiene el mapa
Yfpt:C™ — C"

1. St cada funcion w” es una funcion holomorfa de z*, entonces se dice
que f es un mapa holomorfo.

14



2. M es biholomorfo a N si existe un difeomorfismo g : M — N el cual
es también un holomorfismo.

3. Una funcion holomorfa es un mapa holomorfo f: M — C

Teorema 2.21. Cualquier funcion holomorfa sobre una variedad compleja
compacta es constante.

Recuérdese de la teoria de variedades reales que 7, M denota el espacio
tangente a la variedad M en el punto p € M y T;M denota el espacio
cotangente (dual de T,M) a la variedad M en el punto p € M, el conjunto
de todas las funciones reales sobre una variedad diferenciable M se denota
como F'(M) y el conjunto de todos los campos vectoriales sobre una variedad
diferenciable M se denota como X (M). Con el objetivo de aprovechar la
teoria de variedades reales es posible pasar de lo real a lo complejo por un
método sencillo conocido como complexificacién asi.

» Sean g,h € F(M), entonces f = g+ ih es una funcién suave compleja-
valuada f : M — C, el conjunto de todas las funciones suaves compleja-
valuadas sobre M es conocido como la complexificacién de F(M) y se
denota como F(M)®

» Sean X,Y € T,M, entonces Z = X + Y es un vector complejo en
T,MC, y denota la complexificaciéon de T, M. Z actua sobre una funcién
f=fit+tify € F(M)® como:

Z|f] = X[A] = YIfo] + {X[fo] + Y[AL}

» Sean w,n € TyM, entonces ( = w + i1 es un covector en (T;M)C, y
denota la complexificaciéon de T; M.

» Sean X,Y € X(M), entonces Z = X + iY es un campo vectorial
complejo el conjunto de todos los campos vectoriales complejos es la
complexificacién de X (M) y se denota como X(M)C.

Esto se generaliza para cualquier estructura sobre M, tal como campos

tensoriales o formas diferenciales. De lo anterior se muestra que (7, M )€ =
(T;CM )%, por lo cual se hara referencia a este como Ty M c

15



Sea M una variedad compleja con dimcM = m y con coordenadas z* =
x# 41y, entonces una base para T,M y T M la forman respectivamente los
2-m vectores,

{0/0z",...,0/02™;,0/0y", ...,0/0y™}, (2.23)
{da*, ...dx™; dy*, ...dy™}. (2.24)
Sin embargo es conveniente trabajar con los 2-m vectores:
/0! = %{8/(%“ —1i0/0y"}, (2.25)
0/05" = %{8/8x”—%i8/8y“}, (2.26)

Como una base para T, M®. Y correspondientemente la base para oM C esta
dada por las 2-m formas,

dzt' = da" + idy" dzt = da* — idy*. (2.27)

Definicién 2.22. Sea M wuna variedad compleja. Definase sobre el punto
p € M el mapa lineal J, : T,M — T,M por,

Jp,0/0xt = 0/0y" Jp,0/0y* = —0 /0", (2.28)

notese que Jg = —1, donde I es la identidad sobre T,,M. Se verifica que las
componentes de J, en la base (2.23)) estan dadas por

@:(?‘y). (2.29)

Definicién 2.23. Se define la estructura cuasicompleja J sobre M como un
campo tensorial cuyas componentes en p estin dadas por|2.29.

Es facil ver que en las bases y J, toma la siguiente forma,

ng(g 31>. (2.30)
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Sea Z € T,M®, si Z = Zr0/0Z" entonces J,Z = iZ,y si Z = ZHD]0Z*
entonces J,Z = —iZ. en este sentido J, divide a T,M® y en general a todas
las estructuras sobre M en dos espacios disjuntos asi:

T,M® =T,M* & T,M"

Donde T,M* = {Z € T,M® | J,Z = +iZ}. Si el vector Z € T,M* entonces
se dice que Z es un vector holomoérfico, y si el vector Z € T,M~ entonces
se le llama antiholomérfico. Similar al espacio tangente, X (M) se divide en
dos.
X(M)=X(M)*® X(M)~
donde un campo vectorial Z se puede escribir como, Z = Z+ + Z~.
Se M una variedad diferenciable, sobre la cual se definen dos g-formas

w,n € QI(M), con esto definase la g-forma compleja ¢ = w + in, el espacio
vectorial de las g-formas complejas en p € M se denota como (M )C.

Propiedades 2.24. Sean ( = w +in € QI(M)C y & = p +ip € Q"(M)C,
entonces se cumple que:

LONE=(wAhp—nAY)+i(wAp+nAp)
2. d¢ = dw + idn

3. CANE=(=1)TENC

4. d(CNE) =dCNE+ (1) A dE

Definicién 2.25. Sea M una variedad compleja de dimension m, w € QgM(C
tal que ¢ < 2m, r y s dos enteros positivos tales que r +s = q y V; €
T,MC (1 <i<q), entonces se dice que w es de bigrado (r,s), o simplemente
que es una (1,s)-forma, si w(Vy,...,V,) =0 a menos que r de los V; vectores
estan en T,M™ y s de los V; vectores estin en T,M~. El conjunto de las
(1,8)-formas en p es denotado como 2*(M), y cuando se define sobre toda
M se denota como Q™*(M).

Una (1,s)-forma se escribe en la base de €2°(M) como

1
w = ﬁwmmuﬂ,—l._,,,—sdz“l A NPT ANAZYN N dE (2.31)
rls!

Propiedades 2.26. Se M wuna variedad compleja con dimcM = m, y w,n
formas diferenciales complejas.

17



1. Siw e Q¥ (M), entonces w € Q™I(M).
2. Siwe QI (M) yne Qi (M), entonces w An € QITTTH (M),
3. Una g-forma w se escribe univocamente como:
w = Z w"®
r+s=q

Donde w™* € Q™ (M).

4. De lo anterior se obtiene la descomposicion

Q(M)° = G 9 (M)

r+s=q

Segun lo anterior una q forma w se escribe como

1 —1 —Ur
w = Z @wmmur,,—lm,,—sdz’“ A NPT ANAZYN LN dE (2.32)
r+s=q
Definicién 2.27. Se definen los operadores Dolbeault 9 : Q05(M) — Q" +15(M)
y 0 : Q™ (M) — QY M) tales que la derivada exterior de una q-forma
compleja de la forma , esta dada por

1,0

0
dw = (@wm...wl...u;dzhr@wm,,,wl,,_gsdzk)dzmA.../\dzﬂr/\dz”w../\dz”r

T rls!
= Ow + Ow

Propiedades 2.28. Sean w y & dos q-formas complejas, entonces se cumple
que:

1. 90w = (99 + DI)w = D = 0

2. 0w=0w  O0w=0w

3. 0(WwAE) =0wAE+ (—1)Tw A
4. O(wAE) =0wAE+ (—1)w A O
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Notese que estos operadores cumplen los requisitos para formar un grupo
de cohomologia como el que se mencioné en la seccién anterior. Por ejemplo
Z3*(M) es el conjunto de las (r,s)-formas d-cerradas y se llama el grupo
(r,8)-cociclo, B®(M) es el conjunto de las (r,s)-formas d-exactas y se llama
el grupo (r,s)-cofrontera. El (r,s)-ésimo grupo de 0-cohomologia se define
como:

Hy" (M) = Z5°(M)/ By (M)

Definicién 2.29. Una métrica Riemanniana g de una variedad compleja M
es hermitica si cumple g,(J, X, J,Y) = g,(X,Y) en cada punto p sobre M.
En este caso (M,g) es una variedad hermitica.

Nétese que con esta métrica J,X es ortogonal a X
9p(Sp X, X) = gp(J2 X, J,X) = —g,(J,X, X) = 0.
Teorema 2.30. Una variedad compleja siempre admite una métrica hermitica.

Definicién 2.31. Sea (M,g) una variedad hermitica. Definase el campo ten-
sorial € cuya accion sobre X,Y € T,M es

QP(Xv Y) = gp(‘]an Y)a

Se verifica que 2 es antisimétrico, por lo cual define una dos-forma cono-
cida como la forma de Kdahler.

Propiedades 2.32. Sea €2 la forma de Kahler de una variedad hermitica
con dimcM = m, entonces se cumple.

1. Q es invariante bajo la accion de J.
QJX,JY) =Q(X,Y)

2. St el dominio se extiende de T,M a TpM(C, Entonces € es una dos-
forma de bigrado (1,1).

QN...ANQ
—_—
m

Es una 2m-forma que no se anula en ningun punto sobre M.
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La ultima propiedad nos permite definir un elemento de volumen y obten-
er el siguiente teorema.

Teorema 2.33. Una variedad compleja es orientable.

Es natural querer sobre una variedad hermitica una coneccién que sea
compatible con la estructura compleja, es decir que un vector holomoérfico
continue siéndolo bajo transporte paralelo. Con esto en mente se construye
la llamada coneccién hermitica cuyos coeficientes distintos de cero son

F)\Iq# = gDAang,uf/ Fﬁf\j = gAual‘@guﬂy (233>

con la coneccién ya lista se definen los tensores de torsion y curvatura cuyas
componentes no nulas estan dadas por

A A A A A h)
T}JJJ_FMV—FV/L Tﬂﬁ_FﬁIj_FDﬂ, (234)
R\ = 0p1" R, = 0,1% 5. (2.35)

Definicién 2.34. Una variedad de Kdhler es una variedad hermitica (M,g)
cuya forma de Kahler es cerrada. La métrica g es llamada la métrica de

Kahler de M.

Teorema 2.35. Una variedad hermitica (M,q) es una variedad de Kdihler si
y solo si la estructura cuasicompleja J satisface:

V,J =0
Donde V,, es la coneccion de Levi-Civita asociada a g.

Definicién 2.36. Sea M una variedad hermitica con dimcM = m, se define
el producto interno entre o, 5 € Q°(M) (0 < r,s < m) como:

(a, ) = /M aN*f (2.36)

Donde * es el operador estrella de Hodge y % : Q"5(M) — Qm=sm="(M)
es el operador estrella de Hodge conjugado definido por:

W5 =55 = 17
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Definicién 2.37. Se definen los operadores adjuntos Of y 0 de 0 y O por

(a,08) = (0, B) (0, 98) = (0'ax, B). (2.37)

Teorema 2.38. Los operadores de Dolbeault cumplen las siguientes rela-
clones

O = —%0x Of = — % Ox, (2.38)

(01)? = (9")* = 0. (2.39)

Definicién 2.39. Ademas del operador Laplaciano usual /\ = (dd" +d'd) se
definen los laplacianos sobre variedades hermiticas como

Ny = (0+ 0" =00"+ 90, (2.40)

Ng=(0+0")*=00" +0'0. (2.41)

 Una (1,8)-forma que satisface Apw = 0 (Agw = 0) se dice ser d-armdnica
(0-arménica).

Con esto se obtiene la version compleja de la descomposicién de Hodge. sea

Harm*(M) el conjunto de (r,s)-formas 0-arménicas, entonces se concluye

con el siguiente teorema.

Teorema 2.40 (Teorema de Hodge). Q™*(M) tiene una tinica descomposi-
cion ortogonal.

Q" (M) = 09~ (M) ® 0T+ (M) & Harmy*(M). (2.42)
Es decir una (r,s)-forma w se expresa univocamente como:
w=0a+0d8+7

Donde a € Q""Y(M), B € Q=T (M) y~ e Hangs(M)‘
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Capitulo 3

Funciones modulares y
automorficas

3.1. Funcién Zeta de Riemann

La funcién Zeta de Riemann y sus generalizaciones seran de gran utilidad
en los procesos de regularizacion utilizados mas adelante. En esta seccion
se define primero la funcion Zeta de Riemann restringida y luego mediante
los ntimeros de Bernoulli se procede a hacer su extension analitica sobre los
complejos.

Definicién 3.1. Se define la funcion Zeta de Riemann para Re(s) > 1 como:

((s)=) n* (3.1)

O equivalentemente.

)= — (3.2)

]_ — mn—S
> p
Siendo p un nimero primo.

Estas dos definiciones son equivalentes [0]. Esta funcién estd restringida a que
la parte real del argumento sea mayor que uno, lobernoulli que se pretende
ahora es extender la funcién ((s) a una funcién meromorfica sobre todo el
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plano complejo, con una unica singularidad ubicada en un polo de orden 1
para s = 1 de residuo igual a 1. Para ello es necesario construir antes los
numeros de Bernoulli,

La serie generatriz de los polinomios de Bernoulli es.

n

zer® > z
= B, (z)—, 3.3
w1 LB (33)

y se define el n-ésimo niimero de Bernoulli como B,, = B,,(0), por lo cual los
niumeros de Bernoulli tienen la serie generatriz

z _Zan”7 (3.4)

es posible reescribir el lado izquierdo de la ecuacién ([3.4]) obteniéndose

z/2 —z/2 o n
z z z/eft4e B,z
er —1 2+2<ez/2—e—z/2) Z n! (3.5)

n=0

De la ecuacién (3.5)) podemos observar dos cosas importantes, la primera es
que By = —1, y la segunda es que B, = 0 si n es impar y (n > 1), pues
el segundo término de la ecuacién es una funcién par. Es posible construir
una férmula inductiva por medio de la cual se pueden obtener los ntimeros
de Bernoulli de la siguiente manera

i(mgl)Bkzo m>1, (3.6)

k=0

tomando m = 1y By = —% se obtiene la condicién inicial de By = 1. Y

a partir de esta ecuacion es posible hallar todos los nimeros de Bernoulli y
construir asi los polinomios de la siguiente manera

By(z) = En: ( Z > Bp_p. (3.7)

k=0

Definase la funcién B, (z) como una funcién de variable real x con periodo 1y
que coincide con B,,(z) en el intervalo [0, 1], es decir B,,(z) = B,,(z—[z]). Para
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establecer la continuacién analitica de la funcion zeta, se utiliza la féormula
de suma de Euler-Maclaurin [6],

b—1 b n Bk
S 10) = [ faydn Y00 - 4 @]
r=a a k=1 ’

+ ﬂ /b By (x) f™ (z)dx a,b,n € Z, (3.8)

n!

dondea <z <byn>1.

Aplicada a la funcién f(r) = r=*

b= N > 2, entonces se obtiene

siendo s un numero complejo, a = 1y

n

N
. 1=N" 14N By ekt
;T =t +kz:; TS5+ D) (s42). (s+k=2)(1-N )

— %s(s +1)..(s+n— 1)/1 B (z)x™*"dx. (3.9)

Noétese que en el caso particular en el que Re(s) > 1y si N — oo el lado
izquierdo es la funcién Zetade Riemann, por lo cual esta expresion es per-
fecta para realizar una extension analitica para todo el plano complejo de la
funcion zeta de Riemann. Es necesario ahora establecer un criterio de con-
vergencia para la integral que aparece en la funcién. Al ser B, () periodica
en [1,00], entonces la serie es convergente para Re(s) > 1 —n, es decir el
tnico indice que quedaba libre (n) en la ecuacién sirve para fijar el semiplano
de convergencia de la serie, entonces la funcion Zetase encuentra tomando
N — oo en la ecuacién (3.9). Dicho esto la exencién analitica de la funcién
Zeta de Riemann tiene la siguiente forma

1 1 <«

By,
((s) = —— +§+;Hs(s+1)...(s+k—2) (3.10)

1 R
_ES(S +1)..(s+n—-1) / Bp(x)x™*"dx
- 1
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para Re(s) > 1—n.

En el caso particular en el que n = 2 se obtiene

1 1 S

((s) = —] + 3 + T %s(s +1) /100 By(z)x~*2dx, (3.11)

convergente para Re(s) > —1, donde se encuentra el conocido resultado

¢(0) = =3,

tomando el caso n = m + 2 para m > 1 se obtiene

((=m) = —fj”fl, (3.12)

y conociendo el comportamiento de los ntimeros de Bernoulli se puede es-
tablecer que para r =1,2,3...

BQ'I‘
2r’
de donde se pueden obtener algunos valores numéricos para la funcion zeta

¢(=2r)=0 C(=2r+1)=-— (3.13)

O)=-3 (-D=-7 (Y=

((~2) = ((~4) = ((~6) = .. = 0.

3.2. Enteros Gaussianos y Funciéon Theta

Dados dos niimeros complejos wy y wy diferentes de cero cuyo radio wy /wo
es no real, se denota como I' el conjunto de complejos z = mw; +mows donde
(my, my) € Z?, se dice que T es una red con base (w;,ws). La misma red T
tiene otras infinitas bases dadas por w] = aw; +bwy y wh = cw; +dws, siempre
que a,b,c,d sean enteros tales que ad — bc = 1 esta condicién es equivalente
a exigir que 7 = wy/wy € h donde h = {z € C|Im(z) > 0} es el plano de
Siegel.

En particular la red generada con (1,7) se denota como A4 y es conocida co-
mo la red de Gauss. Sus elementos son llamados enteros gaussianos y son de
la forma z = m+in (m,n € Z). Como toda red, A4 es un grupo conmutativo
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y mas aun también es un anillo.

A4 es un subanillo de C, y se denota también como Z[i] especificando que
se obtiene al adjuntar ¢ al anillo Z.

Definicién 3.2. Sean z y z’ dos enteros gaussianos diferentes de cero, se
dice que z divide a 2’ (z|Z), o que 2’ es maltiplo de z, si existe un elemento
u € Z[i] tal que 2/ = uz o sea si 2'/z es un entero gaussiano.

Es posible verificar que esta relacién es transitiva, es decir si z|2’ y 2/|2”
entonces z|z"”

Definicién 3.3. Se dice que u es un entero Gaussiano unidad, si 1/u es
también un entero Gaussiano.

De la anterior definicién resulta que los enteros gaussianos unidad del
anillo Z[i] son las raices cuartas de la unidad (1, —1,4, —)

Sin querer entrar en detalle, el concepto de ideal es el de invarianza de
un subgrupo bajo la multiplicacion de un elemento del grupo, es decir, esto
generaliza el concepto de divisibilidad. Dado un grupo G y un subgrupo H,
se dice que H es un ideal de G si ‘H es estable bajo la multiplicacién por
cualquier elemento en G.

Definicién 3.4. El ideal principal (z) en Zli], es el conjunto de multiplos de
z. Y el cual cumple las siguientes propiedades.

1. Todo ideal diferente de cero en Z[i] es un ideal principal

2. Sean z y 2’ enteros Gaussianos diferentes de cero, entonces z divide a
2’ sii el ideal principal (z) contiene al ideal principal (2)

3. dos ideales principales (z) y (z’) son iguales sii 2’'/z es una unidad en
el anillo Z][i]

4. Un ideal principal (z) es igual al ideal (1) = Z][i] sii z es una unidad.

En el anillo Z las unidades son 41, todo ideal no nulo es principal, con
dos generadores, n, —n
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Definicién 3.5. Un primo Gaussiano, es cualquier entero gaussiano difer-
ente de cero , el cual no es una unidad en Z[i], y tal que para cada factor-

izacion w = AN en enteros gaussianos, entonces A o N es una unidad en
Z[i].

Una definicion alternativa serd.

Definicién 3.6. w es un primo Gaussiano sii I(w) es diferente de Z[i], y
donde I(w) y Z[i] son los unicos ideales que contienen a 1.

Teorema 3.7. 1. Sea w un primo gaussiano, z un entero gaussiano, si
z no es divisible por w, existen dos enteros gaussianos u, v tal que
uz +ovw =1

2. sea z un entero gaussiano diferente de cero y de la unidad ne Zl[i,
entonces z es un primo gaussiano si se satisface lo siquiente:
st z divide a un producto de dos enteros gaussianos este divide a uno
de ellos.

Un entero gaussiano de la forma z = m +ni con m > 0y n > 0 se
llama un entero gaussiano normalizado. Todo entero gaussiano z admite una
unica factorizacién de la forma 2 = uwj...wn donde u es una unidad y w; son
primos gaussianos.

Todo primo ordinario se puede descomponer como el producto de primos
gaussianos de la forma p = uw;...wy siendo N(z + iy) = 2? + y* la norma,
entonces se obtiene

N(p)=p*=N(w)..Nwy) A Nw;>1) j=1,..,.N

Se tienen las tres clasificaciones segun las tres opciones,

1. p=uw?y N(©) = p entonces se dice que p es ramificado

2. p=ww con w # &y donde (N(w) = N(@') = p), se dice que p es
dividido en Z[i]

3. P es un primo gaussiano normalizado y si p = 2z’ entonces z o 2’ son
la unidad en Z[i], en tal caso se dice que p es inerte.
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Con estas tres clasificaciones se obtienen los resultados en forma de teo-
rema.

Teorema 3.8. 1. El unico primo ramificado es el nimero 2.

2. los primos divididos son 1mod(4) es decir se escriben de la forma 4r+1
para (r > 1).

3. Los primos inertes son 3mod(4) es decir se pueden escribir como 4r+3
con (r > 1).

En cuanto a la suma de cuadrados se tienen tres resultados importantes.

1. Fermat Un entero n > 1 es una suma de dos cuadrados sii cada primo
divisor de n congruente con 3 mod 4 aparece con un exponente par en
la descomposicién en factores primos de n.

2. Gauss Un entero se representa en términos de nimeros triangulares
de la forma,

a2+a+62+b+02—|—c
2 2 2

3. Lagrange Todo entero n > 1 es una suma de cuatro cuadrados.

Para terminar esta subseccion se establecera la importante formula de la
suma de Poisson.

Sea F'(z) una funcién real continua e integrable, entonces su transformada
de Fourier es F'(u) tal que,

F(u) = / F(x)e ™ dg. (3.14)
La férmula de suma de Poisson establece que.
> F(n)=> F(m), (3.15)
neZ meZ

y ademas que

Z F(n+v)= Z F(m)e*™m, (3.16)

nez meZ
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Para F(t~'z) su transformada es |[t|F(tu) y se obtiene

> F(utn/t) =Y [t|F(mt)e’ ™. (3.17)

nez meZ

Si F' es pequeno en el infinito, entonces en t — 0 el miembro izquierdo de la
ecuacién es F(v) y el derecho es una suma de Riemann,

Fv) = /_OO F(u)e*™ du, (3.18)

o0

lo cual es como se esperaba la transformada inversa de Fourier.
Se define el semi-espacio superior de Siegel b, como:

ng{FEMgg(C):M(g,C)| M =M A ]m.M>O}7 (3.19)
sobre el cual se define la funcién © de Riemann
O(z,Q) = Z exp (min'Qn + 2min'z) (3.20)
nez9

y donde z € C9; Q € b,.

Esta funcién tiene las siguientes propiedades de periodicidad para m € Z9,

» O(z+m,Q) =0(z,0).
» Oz + Qm, Q) = e (mmmBmm g (; (),

Una generalizacion es la funcién © de Riemann de caracteristica a,b € Q9,

S [ Z ] (2,Q) = ria'Qt2mia A g (4 4 Qg + b, Q). (3.21)

Adicional a esto se pueden definir tres funciones 6 relacionadas a la primera
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91(’0,7’) _ Z q<"T+l)2€(2n+1)7ri'u

92(0’7> _ Z (_1)nqn2€2n7riv
Os(v,7) = Z g ¥ (3.22)

Para ¢ = ™. De particular interés en este trabajo sera la funcién 63 para la
cual se cumplen las siguientes propiedades.

1. O3(v+1,7) = 05(v, 7).
2. Os5(v+7,7) =q e T03(v, T).
3. O3(v,T) = ﬁe‘”ﬁ/wg(%, —1).

En ocasiones es ttil definir 0(q) = 05(0, 7) y utilizar la identidad,

1
N

f(e™™) = O(e~™/7) Imt > 0. (3.23)

3.3. Transformada de Mellin

La transformada de Mellin de una funcién f(x) esta dada por la siguiente
forma integral,

M(s) = /OOO f(z)z*da. (3.24)

Si se supone que para un x cercano a cero f(x) = O(z~®) y para valores de x
muy grandes f(z) = O(z7"), entonces la integral que define la transformada
de Mellines convergente para a < Re(s) < b. La transformada inversa es

1 o+i00

r)=— M(s)x*ds, 3.25

fa) =g [ M) (3.25)

supongase que la funcién ¢(7), convergente en T — oo, satisfiace la ecuacién
funcional,
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K
$(=) =D bt +at"¢(7), (3.26)
-
k=1
para 7 > 0 and a # 0, Mg, h, by nimeros complejos. Entonces la transfor-

mada de Mellin de ¢(7) puede ser escrita como la suma [;* = fol + /7y
bajo el cambio de variable (7 — 1) se obtiene,

M [¢p(a, s)] = /100 [me/\k—|—a7h ¢(7)}7-—S—1 d7-+/loo S(r)r "V dr, (3.27)

donde se ha utilizado la ecuacién funcional nuevamente en el primer término.
Integrando con Re(A, — s) < 0) se obtiene.

+ /OO o(T)rtdr + a /100 o(r)r" N dr. (3.28)

5= Ak 1

M [p(a, s)] = Z

El primer término suministra los polos de la transformada de Mellinen Ay
con residuos by. El segundo término es convergente para todos los valores
de s. Si se utiliza dos veces la ecuacion funcional se encuentra la siguiente
ecuacion,

oLy = Lot~ L Z byt (3.20)
o o k ’ '

que integrando con antes da como resultado

M[¢<a,s>1=§kj3_‘2’f/+‘3k [ ot L [T amrtar
(3.30)

Entonces se concluye que la transformada de Mellin de ¢ como se ha
definido, es invariante (hasta un factor de «) bajo s - h — s, a — é,

M{[g(a, )] = aM[6(~, h—s)]; (3.31)

Con polos en A\ y residuos b;. Este importante resultado sera utilizado mas
adelante en el proceso de regularizacién de la funcién 6 de Riemann.
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3.4. Curvas Elipticas y Funciones Modulares

Una integral eliptica es de la forma:

/R(a:, y)dx, (3.32)

donde R(z,y) es una funcién racional en z e y, y ademds y* es un polinomial
en x de grado 3 o 4 sin raices multiples.

Definicién 3.9. Una funcidn eliptica es una funcion meromdrfica f(x) sobre
C, la cual es doblemente periddica , es decir, es tal que existen dos niumeros
complejos wy y wo con su cociente diferente de un real, y se cumple que

flx+w) = f(z+w) = f(z)

Sea L = {mw;+nws|m,n € Z} unared, entonces f es elipticasi f(z+w) =
f(z) para (x € Cy w € L) L es llamado el periodo de red de f. Por la
periodicidad de la funcién, debe definirse una regién fundamental de C/L
como F = {zw; + yws|0 < z,y < 1}.

Antes de proseguir es conveniente establecer algunas definiciones impor-
tantes para el buen desarrollo de la teoria subsecuente.

Definicién 3.10 (Variedad algebraica). Una variedad algebraica es el con-
Junto de soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales.

Definicién 3.11 (Curva algebraica). Una curva algebraica sobre un campo
F es la unidn de puntos en F*"! determinada por al menos n — 1 funciones
polinomiales g(x1,...x,) independientes en n variables con coeficientes en F
donde la curva es definida con g; =0 para (i =1,2,..n—1).

En particular se obtiene que una curva algebraica, es una variedad alge-
braica de dimensién uno, si ademads el campo es R se obtiene entonces una
curva ordinaria

Definicién 3.12 (Espacio Proyectivo). El espacio proyectivo n-dimensional
sobre un campo k se denota como P! o P" y es el conjunto de clases de
equivalencia de (n + 1)-tuplas (ao, ..., a,) de elementos de k, no todos cero,
bajo la relacion de equivalencia dada por (ag, ...a,) ~ (Aag, ...\ay,) para X € k,

y A#0.
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Entonces una curva proyectiva es la curva que se considera sobre el espacio
proyectivo.

Definicién 3.13 (Curva eliptica). Una curva eliptica es un curva algebraica
proyectiva suave de genus uno, donde existe un punto especifico 0.

Teorema 3.14. Una curva eliptica sobre C tiene la forma C/L donde L es
una red.

Entonces para una red A, se tiene que la superficie Riemanniana C/A es
una curva compleja de genus uno.
Se procede ahora a definir la funciones y formas modulares.
Una funcién modular asigna a cada red A un nimero complejo F'(A) tal que
F(A1) = F(Ag) si y solo si Ay = Ay pues Ay y Ay dan lugar a la misma
curva compleja de genus uno.

Como se habia mencionado, la red Zw; + Zwy es equivalente a la red
ZT + 7 siempre que T = z—; ¢ R, asi la funcién modular queda especificada
con un solo pardmetro,

f(r)=F(Zr+ 7). (3.33)

Elegir la regiéon fundamental sobre la base (wy, ws) se refleja en una eleccién
de la regién fundamental sobre el parametro 7 como lo sugiere el siguiente
teorema [7].

Teorema 3.15. Dada cualquier funcion eliptica no constante f, existe un

w2

par de bases ((w1,ws) de f, tal que el cociente T = 2 satisface la condicidn:

—1
Im(t) >0 7] > 1 5 > Re(T) < (3.34)

1
2
Con Re(t) <0 si|r| =1

La region fundamental queda entonces especificada como se muestra en
la siguiente figura.

Recuérdese que el grupo SL(2,Z) es el grupo de transformaciones lineales
simplécticas con entradas enteras

SL(Q,Z):{(Z Z>|a,b,c,d€Z/\ad—bc:1}. (3.35)
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1

Figura 3.1: Region fundamental en el plano 7

Cuando una matriz que pertenece a este grupo se identifica con su negativa,
se obtiene el grupo PSLy(Z) = SL(2,2Z)/Z,.
Las funciones modulares son invariantes bajo accién de este grupo

ar +b

f(c7'+ d

) = f(7) < (; Z ) € PSLy(Z) (3.36)

tal propiedad es conocida como propiedad de invarianza modular, pues notese
que bajo PSLy(Z la base (wy,ws) cambia como (aw; + bwsy, cwy + dwy) =
wa(at + b, et + d).

El grupo PSLy(Z) =T’y es conocido como el grupo modular total.

Para definir la funciones automérficas es necesario basicamente establecer
dos condiciones, una de generalizacion y otra condicion asintética. La gener-
alizacion se obtiene al relajar la condicién de invarianza modular, ahora se
exige que la funcién sea invariante modular incluyendo un peso asi.

at +b
f(CT +d
Las funciones holomérficas f : h — C (h es el plano de Siegel) que satis-

facen [3.37] con una condicién en el infinito, son conocidas como funciones
automorficas de peso k [§].

) = (T +d)" f(7). (3.37)

Como ejemplo de funcién automffica esta la serie de Eisenstein.
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(k—1)! 1
G = 3.38
<(7) 2(2mi )k ; (mT + n)k’ (3:38)
donde los enteros k, m,n cumplen las siguientes condiciones.
k=20 1=2/3,.. (m,n)e€R*—(0,0)

veamos que G(7) es una funcién automifica de peso k,

) +0\  (er+d)F(k - 1) (e +d)*
d k ar —
(T +d) Gk(CT—Fd) 2(2mi)k z; (mat + mb + ner + nd)*’

a7‘+b>

—k
(o7 +d) Gk(CT +d

E—1)! 1
- (2(27m))’C Z, (m/T +n')k (3.39)

m’'n

at +b\ k
Gk<c¢+d> = (e + d)*Gr(T).

Nétese que se ha reorganizado la suma con m’ = ma +ncy n’ = mb + nd.
Entonces cumple la condicién y claramente esta funcién es asintdtica
en el infinito, por lo cual podemos afirmar con toda confianza que es una
funcién automérfica de peso k.

Se ha mostrado interés en la serie de Eisenstein pues serd de gran im-

portancia en el desarrollo central de los resultados de este trabajo que se
mostraran en el capitulo final.
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Capitulo 4

Breve Presentacion En Teoria

de Cuerdas

Este capitulo no pretende ser un texto guia para el estudio de teoria de

cuerdas, para ello se recomiendan los textos citados aqui. El objetivo de este
capitulo es establecer de forma clara, coherente y auto contenida las bases
fundamentales de la teoria de cuerdas, pues el resultado principal de esta
tesis tiene aplicacion directa sobre tal teoria.
La teoria de cuerdas es un modelo que describe la materia y sus interacciones,
donde se una teoria cuantica de campos y esta incluye de una manera natu-
ral la relatividad general, es en este sentido en el cual se le conoce también
como una teoria de unificacion, pues a pesar de que en su planteamiento se
pretendia describir el micro-mundo cuanticamente, surgié de manera natural
la gravitacién con el descubrimiento de un campo sin masa de espin 2 que
encajaba perfectamente con la particula mediadora del campo gravitacional
conocida como graviton.

Dicho de manera sencilla la teoria de cuerdas supone que la materia y las
interacciones no son descritas por particulas si no mas bien por pequenas
cuerdas vibrantes que yacen en un espacio de varias dimensiones llamado el
bulto “Bulk®, y cuyos modos de vibracién determinan que tipo de campo
describen. En principio existen 6 teorias de cuerdas, la primera de ellas de-
scribe solo bosones y las cinco teorias restantes describen bosones y fermiones
(Teoria de supercuerdas), a mediados de los 90’s se demostré que las cinco
teorias de supercuerdas son proyecciones en 10 dimensiones de una teoria
mas general en 11 dimensiones conocida como teoria M.
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4.1. Cuerda bosonica

El primer modelo en teoria de cuerdas a considerar debe ser la cuer-
da bosonica, este modelo es por supuesto irreal debido a que no considera
fermiones, sin embargo su estudio es importante porque de el surgen muchos
conceptos importantes que se extienden a modelos supersimétricos.

Las cuerdas requieren dos parametro para quedar bien definidas, uno espacial
(o) y el otro temporal (7), con esto, los grados de libertad de la cuerda
dependen de estos dos parametros

X, (7, 0) w=0,1,...D —1,

la cuerda es descrita al mantener 7 fijo y variar o, y cuando se varia 7 sobre
la cuerda se obtiene una superficie conocida como la hoja de mundo, la cual
yace en un espacio de dimension d + 1 el bulto, (4.1)).

T

— 7

g

Figura 4.1: Construccién de la hoja de mundo

La hoja de mundo se construye como un mapeo a través de las coorde-
nadas de los pardmetros (7, 0), se tiene entonces,

X*(r,0) : Coordenadas de la hoja de mundo p =0, 1, ...d,
¢, &P . pardmetrosa, B =0,1donde &’ = ry ¢! = o,
la métrica sobre el bulto 7, , induce una métrica sobre la hoja de mundo 7,3
dada por la transformacién entre los parametros y las coordenadas asi
oXHoXY

2 _ v_ _
ds® = =0, dX"dX" = —n,, dEa OEP

dedes, (4.1)
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con esto encontramos que la métrica inducida esta dada por

_0XMOXY
Jod =g pgr

(4.2)

Recuérdese que en el caso de particula puntual, la accién es proporcional
a la longitud invariante de la trayectoria de la particula, con esto en mente la
accién de la cuerda puede construirse como proporcional al drea (en general
al volumen [9]) de la hoja de mundo

S = —T/dA, dA = \/—det,pd*¢,

donde T es la tensién de la cuerda. Muchas veces se escribirda un producto
del tipo X*X,, como X - X y las derivadas en o y 7 como Xr = oOX* /ot
y X" = 0X"/0o. con esta notacién y después de un calculo relativamente
sencillo se obtiene para la accion el siguiente resultado

Ty l
S = —T/ dT/ dov/—
i 0

f ! 5 .
S—_T / dr / dov/X2X7 — (X - X7P, (4.3)
i 0

esta es la accion de Nambu-Goto. Notese que se han elegido dos tiempos
propios de integracién y la longitud de la cuerda como [, donde usualmente tal
longitud se puede considerar en unidades de Planck como 7. El paso siguiente
es naturalmente encontrar a partir de la accién construida, las ecuaciones de
movimiento, sin embargo la acciéon de Nambu-Goto tiene el inconveniente de
tener una raiz cuadrada en su argumento, lo cual hace dificil su manipulacion
en el momento de cuantizar, este inconveniente se resuelve por medio de la
inclusiéon de una métrica auxiliar h,s sobre la hoja de mundo, la accién
obtenida se conoce como la acciéon de Polyakov,

T
Sp=—7 / >V —hh*P0, X" 05 X" 1y, (4.4)
y es por supuesto coherente con la accién de Nambu-Goto en el sentido de
que se obtienen las mismas ecuaciones de movimiento. La accion de Polyakov

tiene tres simetrias importantes que le permiten fijar la métrica y las cuales
enumeramos a continuacion
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1. Invarianza de Poincare 150(3,1). Estas son simetrias globales en los
campos,
SXH = al X" 4 b Sh? = 0. (4.5)

2. Reparametrizacién de la hoja de mundo. Esta simetria se refiere a in-
varianza bajo transformacién de los pardmetros (7, 0),

OfYoFf
€5 U = ha(E) = a—ga—gﬁww’). (4.6)

3. Transformaciénes de Weyl. La accion es invariante bajo reescalamiento,

hap — €? O hyg X" =0, (4.7)

Definicién 4.1. Sea X un subconjunto de R3, el cual es homeomorfo a un
poliedro K. entonces la caracteristica de Euler x(X) es definida como:
X(X)=(nimero de vértices en K)-(Numero de aristas en K)+(nimero de
caras en K)
Y se define x(punto) = x(.) = 0.

Por ejemplo para una curva, x(linea) = x(—) = 2 — 1. para una esfera S? es
homeomorfo a la superficie de un tetraedro, entonces x(S%) =4 — 6+ 4 = 2
y por ultimo se encuentra que x(7?) = 16 — 32 + 16 = 0. Este concepto es
importante porque si la hoja de mundo tiene caracteristica de Euler nula,
entonces la métrica puede llevarse a una métrica plana [10], esto se hace
fijando un gauge para la métrica con la ayuda de las simetrias de la accion
de Polyakov [9]. En este caso omitiendo el coeficiente global el lagrangiano
es

L= V=hh*P0, X" 05 X" N
L=-0,X 0, X +0,X -0,X, (4.8)

y utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen finalmente las ecua-
ciones de movimiento para los grados de libertad de la cuerda.

2 2
O Xy X _ 0, (4.9)

9272 9202
ésta es claramente una ecuacién de onda, y su solucién requiere de establecer
si la cuerda es cerrada o abierta, y de ser abierta hay que establecer si sus
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extremos son libres o fijos. Paralelo a esto existe un sistema de coordenadas

diferente en el cual la ecuaciéon de la cuerda toma una forma sencilla, tal

sistema se conoce como coordenadas del cono de luz, y se define como
ct=1+0 o =T—o0, (4.10)

Con esta definicién se encuentra que:

0 1
' 0 1
8_ = ao-_* = 5(87- — @U). (412)

en este sistema la ecuacion de la hoja de mundo es.
0+0_-X"=0. (4.13)
Facilmente se verifica que la solucién que satisface tal ecuacion es de la forma

XH(1,0) = X1+ 0)+ Xi(T —0), (4.14)

donde se ha descompuesto los grados de libertad en una parte derecha e
izquierda definidos asi:

o2 P "
Xi(r+o0)= i Zp(r+o)+ %5 N7k ik(r+o)

2 2 2 k
k£0
' 2 l I

xh ) all .

Blr —g) = 2 4 Bah(r — =8 —k p—ik(T—0)
Xp(r—0)= 5 + 2p“(7- o)+ 5 kééo 7 € , (4.15)

ls es la longitud caracteristica de la cuerda la cual esta relacionada con la
tensién de la cuerda a través del parametro de Regge o’ como:

1
T =

2 _
= 12 =24, (4.16)

S

zt: Coordenadas del centro de masa de la cuerda
p*: Momentum total de la cuerda.

40



La solucién [4.14]se pueden entender como una cuerda que se mueve como
un todo con coordenadas z* y momentum pt a través del bulto, pero que
ademds de eso también vibra con modos de vibracién descritos por of y @j,
tales que:

ofy= () at = (al) (4.17)

4.1.1. Cuerda abierta con extremos libres

En este caso se establece una condicion de frontera de Neumann.

oXH
Jo

Aplicando la derivada a la solucién se obtienen las tres condiciones:

=0 o=0,m. (4.18)

1. af = aj}, los modos izquierdos y derechos son iguales.
2. p* = p* La cuerda no gira sobre si misma.
3. k € N— {0} El valor de k es un entero.

La solucién toma la forma,
Xt =zt + Pphr +il, Z Tcos(no). (4.19)
n#0
4.1.2. Cuerda abierta con extremos fijos
En este caso se establece una condicién de frontera de Dirichlet:
X"y =0 XH|per = 0. (4.20)

Aplicando la derivada a la solucion es facil obtener las tres condiciones.

1. af = —aj, los modos izquierdos y derechos estédn en contrafase.
2. p* = p* = 0 La cuerda no se desplaza.

3. k € N— {0} El valor de k es un entero.

La solucién toma la forma.

ak
Xt =al 4+ 2p'r =1,y e : 4.21
ot + Eph'r e sen(no) (4.21)

neN
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4.1.3. Cuerda cerrada

En este caso se establece una condicion de frontera peridica.

XH¥(r,0 4 21) = XH(1,0) + 20 RW. (4.22)

Que al reemplazar se obtiene facilmente la condicion

2nRW = 7ls(p* — p*), (4.23)

donde W son conocidos como los modos de enrrollamiento ”Winding”, los
cuales son numeros enteros, y si se admiten dimensiones compactificadas
entonces W representa el nimero de veces que la cuerda se enrolla sobre
tal dimension. Si por ejemplo la compactificacién es circular, R representa
el radio de curvatura de la dimensién compactificada, esto se vera con mas
detalle mas adelante.

Figura 4.2: El nimero de enrrollamiento sobre el punto p es +2

Utilizando la accién de Polyakov, el tensor de momento energia T,z es,

2 oL
Typ=———o—=0", 4.24
A T\/ —h 5}7/04,8 ( )
Obteniéndose:
1
Top = 0o X"08 X" Ny — éhaghp"apX“ﬁgX”nw,, (4.25)

con el cual pueden hallarse las corrientes conservadas de la manera usual.
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4.2. Cuantizacion de la cuerda bosdnica

Ya se han establecido las bases fundamentales de la teoria de cuerdas
bosoénica clésica, el siguiente paso es naturalmente cuantizar, y existen princi-
palmente tres métodos para hacerlo, “cuantizacion canonica”, “cuantizacion
en el gauge del cono de luz’ y “cuantizacion BRST’. En este trabajo nos
concentraremos solo en la primera, los otros dos métodos pueden encontrarse
de una manera muy completa en [9], [10].

Se consideraran los grados de libertad X*(o,7) como coordenadas espacio-
temporales, se construye un momento candénico conjugado y sobre estos se
imponen relaciones de conmutacion.

Definicién 4.2 (Momento). El momento que lleva la cuerda es

oL
(o, 7) = 90X (4.26)

Utilizando el lagrangiano de Polyakov so obtiene:

Ty = TX -
Anélogo al caso de particula, las coordenadas y los momentos previamente
definidos satisfacen relaciones en los coorchetes de Poisson, la primera cuan-
tizacion se obtiene al reemplazar los corchetes de Poisson por conmutadores,

y las coordenadas y momentos por operadores [9], el resultado que se obtiene
es:

(X0, ) 7] = i o).

[(X*(0,7), X" (o', 7)] = [7"(0,7),7"(c,7)] =0,

reemplazando las coordenadas y los momentos en terminos de los modos en
los anteriores conmutadores se obtiene de manera directa las relaciones de
conmutacién sobre los modos de vibracién [

[a’rﬁ”aﬁ = m77“”5m+n,0 [Oé'zﬂd;ﬂ ==
[ah.at] = mn"omino  [2h.ph] =i (4.27)

Luna manera ficil de lograrlo es utilizando coordenadas del cono de luz [10]
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Es claro en este punto que los modos de vibraciéon de la cuerda se parecen
mucho a los operadores del oscilador armonico, es decir pueden considerarse
como operadores de creacion y destruccion, entonces es pertinente definir a
partir de ellos un operador niimero asi EL

N = i N, = i Oy * Oy (4.28)
m=1 m=1

4.2.1. Espectro de la cuerda abierta

Los modos, las coordenadas y los momentos son ahora operadores, para
conocer la forma del espacio en el cual operan es necesario entender sus
autovalores y autoestados. Los conmutadores pueden escribirse como

[t o] = mnp™. (4.29)

—m
A diferencia del oscilador armonico, la métrica Minkowskiana permite val-
ores negativos para los conmutadores, lo cual nos llevara mas adelante a
estados fantasmas. El operador niimero definido previamente tiene autoes-
tados que llamaremos |i,, >, y autovalores que denotaremos como i, tales
que Nyligy >= ip|im >. Aplicando N, al estado a,|i, > y utilizando las
relaciones de conmutacién se obtiene

N |im >= a_ Qe iy, >= (am&,m — m)&m\im >,
Ny |, >= (ozmz'm — mam) i >,
Ni(mlim > ) = (im — m) o i > . (4.30)
De manera similar se obtiene
N (azmlim > ) = (im + m)a_m|im > . (4.31)
Entonces es claro que.
Qi > iy, — M >, (4.32)
De manera similar se obtiene

A |, >OC |y + M >, (4.33)

2En ocasiones se omitira el punto teniendo en cuenta siempre que hay un producto
interno
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es decir, «,, es un operador que baja estados y a_,, es un operador que sube
estados. El estado vacio (i,, = 0) es destruido por el operador a,,

|0 >= 0. (4.34)

Los estados también llevan momentum por lo cual es le agrega una etiqueta
|lim, k > tales que

P*0,k >= K*|0,k > . (4.35)

Consideremos el primer estado excitado a0,k >, la norma de este estado
viene dada por.

2
a0,k > ‘ =< 0,k|lada®,]0,k >,

2

C“(llyoak > =<0, kl([a(f?a(ll] - agla(l))‘oa k>,

2
@Lmk>(:<ampnmk>=—L (4.36)

Estos estados con norma negativa son conocidos como estados fantasmas, un
método de eliminar estos estados no fisicos es através de los operadores de
Virasoro los cuales se definen a continuacion.

Definicién 4.3. Los operadores de Virasoro se definen como,

[e.9] o0

1 _ 1
Lm = § n:ZOO Oy L Lm = § n:ZOO D OOy (437>
donde :: denota orden normal.
Para m = 0 se obtiene
1 & 1, 1 1 &



1 1
Lo=gap+) oot o(-1+141.+1) > on
n=1 D—1 n=1
¢(=1)=-1/12
1, & D—2
LO = 5060 + ; A_p Oy — T (438)

el operador Ly ordenado normalmente tiene la forma
1 o0
Lo = Eag + Za,nan.
n=1

otiv .. L. . )
Con el objetivo de eliminar estados no fisicos (Norma negativa) es necesario
introducir una constante “a” definida como

D -2
a =: LO : _LO = T (439)

Estos operadores cumplen un algebra conocida como algebra de Virasoro, la
cual se deduce teniendo en cuenta dos casos, m+n =0y m+n # 0 [2,[9, 10].

D
[Lm, Ln} =(m—n)Lpn+ E(m3 — M) 0mtn0- (4.40)

Los estados fisicos |t > son aquellos para los cuales el valor esperado de
(Lo — a) es cero, es decir un estado |1 > es fisico si satisface

< Y| Ly, — abpmpltp >=0, (4.41)

Se demuestra que a = 1 (ver[d]), con lo cual la dimensién critica en la
teoria de cuerdas Bosoénica es D = 26.

Definicién 4.4. Se define el operador de masa como.
5 1
M* = E(N —a), (4.42)

Donde N es el operador numero y o = 5.
27T

Aplicando este operador a los dos primeros estados se obtiene.

D -2

M?|0 >= —
|0 - 240/

0>, (4.43)
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el estado |0 > tiene masa imaginaria (Takion),

1 D —
v

2
- (1— 51 Ja_1]0 >=0, (4.44)

M?|]1 >= M?a_41]0 >=

estado de masa cero.

4.2.2. Espectro de la cuerda cerrada

Notese que para la cuerda abierta fue suficiente utilizar los modos « y
los operadores de virasoro L,,. En el caso de la cuerda cerrada se consideran
adicionalmente los modos & y los operadores L,, ademds se hace necesario la
definicién de dos operadores numeros Nr y Np.

NR = i QO NL = i (O 8 7% (445)
m=1 m=1

en este caso, a,, y @,, bajan estados, a_,, y &@_,, suben estados. y de manera
similar el vacio es destruido por los operadores de destrucciéon. Un estado
general se construye entonces como:

co D-1

i, m)iGem) >= T TT (@) @%,)10,k >,

m>1 p=0

sobre el cual los operadores niimero actiian como:

Np i, m)i(p,m), k >="Y " mi(p,m) | i(p,m)i(u,m), k >,
ym

Np, i, m)i(u,m), k >="Y " mi(u,m) | i(p, m)i(p, m), k >,

y naturalmente se obtiene una nueva relacion de conmutacion para los oper-
adores de virasoro,

D
|:Lm7 Lnj| = (m — n)Lm+n + E(mg — m)5m+n’0,

o _ D
(L, Ly] = (m —n)Lyyn + E(m") — M) min.0- (4.46)
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La condicién para que un estado sea fisico es,
(L — abpp) | >=0 (L — abimp) | 1 >= 0. (4.47)

La condicién de capa de masa, permite obtener el operador

2
M? = —pl'p, = J(NL+NR_2)> (4.48)
y la ligadura B
(Lo — Lo) ¢ >=0, (4.49)

se conoce como la condicién de empalme “Level Matching Condition”

4.3. Teoria de campos conformes

Una transformacion conforme es aquella que mapea una region del plano
complejo en una nueva region, tal que se preservan los angulos, mas no nece-
sariamente las longitudes. Si bajo cierta transformacién la métrica cambia
como

/ no__
guu('r ) - Q(x)gMV(m)7
entonces la transformacién es conforme, pues el angulo entre dos vectores no
cambia,

Jav) _ Qagu-v)
Vi wgvy)  /glu-wo(ng(v - v)

La teoria conforme de campos es una teoria cuantica de campos que es
invariante bajo transformaciénes conformes, esta teoria sera importante en el
estudio de los modos vibracionales de la hoja de mundo. Para utilizarla ade-
cuadamente, es necesario hacer una rotacion de Wick, la cual es un rotacién
de la coordenada temporal en el plano complejo, tal que se pase de un espacio
de Minkowsky a un espacio Euclideo

cos' 0 = = cosf

T — —IT

ds® = —dr* + do? — dr* + do?,
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() e (00)

Con esta rotacion las coordenadas del cono de luz transforman como:

ct=7+4+0 o =T—0

4 Rotacion de Wick i

ot =—it+o cT =—iT—0=—a".

En pocas palabras lo que se ha hecho con las coordenadas es complexificar,
debido a que la hoja de mundo es un sistema bidimensional se trabajara
entonces en el plano complejo, aprovechando asi todo el calculo que se conoce
de la variable compleja, se definen entonces las coordenadas:

z = T+10 Z=T—10,
Z+Z 2=z
T = g = - s
2 21

y asi los operadores derivada toman ahora la forma

o 1 _ B

a—i(&—z&,)—@:&
o 1 . -
£:§(6T+260)—85:8.

En el sistema rotado, la métrica tiene la forma simple:

o 0 1/2 o gzz gzi
9= 1/2 0 B 9zx Gz )

La ventaja de este formalismo es que la accion de Polyakov queda descrita
de una manera mas elegante

S, / d*20X"0X,. (4.50)

2ma!

Para la cual las ecuaciones de movimiento del sistema son:
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00X (2,%2) =0, (4.51)

es decir, 0X* es una funcién holomérfica y 0X* es antiholomoérfica.
Para una transformacion en las coordenadas

ot — o't =gt + €,

los generadores son.

at —  Traslacién

o AzH — Dilatacién
AWt ¥ — Rotacion
btx? — 2ztb,x¥ — SCT

Las transformaciones conformes estan estrechamente ligadas a las fun-
ciones analiticas. Una transformacién del estilo, z — f(z) z — f(Z) es
conforme.

Definicién 4.5. Sean los generadores
l, = —2""10,, l, = —z""10;, (4.52)

estos operadores satisfacen el algebra de Virasoro que se discutié anterior-
mente,

Ls bl = (M = )i sl = (M = W lpsn [ dn] =0 (4.53)

Como caso particular es tiene que los operadores ly, {; v [_; forman un
subalgebra:

[l07 ll] - _ll [l07 ll] - _ll
lo,loa] = 10 [l ] =1
[lo, l_l] == 2l0 [ll, l_l] - 2 0- (454)
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4.3.1. Teoria conforme de campos en la cuerda cerrada

Considerese la cuerda cerrada con coordenadas (7,0), con la condicién
periédica 0 = o+ 271y —00 < 7 < 00, la hoja de mundo se puede considerar
como un cilindro infinito y es descrita utilizando teoria conforme de campos
asi. Sea la transformacién conforme:

z =t Z=¢ " (4.55)

esta transformacién es un mapeo del cilindro en el plano complejo (z, 2).

//‘-\\TT

Figura 4.3: Transformacion conforme de la hoja de mundo en la cuerda cer-
rada.

Esta transformacion representa en el plano complejo para un 7 dado y
0 < 0 < 27 circulos de radio e”. El presente 7 = 0 se mapea en el circulo
unitario |e**|, el pasado 7 < 0 se proyecta dentro del circulo y el futuro
se proyecta fuera de este circulo. En estas nuevas variables complexificadas
T+i0 =Inzy 7™—140 =InZy considerando los modos izquierdos y derechos
para los grados de libertad, se obtienen las ecuaciones de movimiento.

T 12 ak
Xi(z) = S —iplz+i-zy Ltz
2 2 V2 =
H 12 12 W
Xi(z) = % - iasp“ Inz+i— Z I =, (4.56)
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Definicién 4.6. El tensor momento energia es: [10].
T(z)=:0X-0X : T(z) = 0X - 0X : (4.57)
y se demuestra que este tensor describe una corriente conservada.

T, =0  ¢"T, =0, (4.58)

o en coordenadas complejas:

0:T,. =0 0. Tz = 0,

es decir T, es holomérfico y T:; es antiholomoérfico, y por el teorema de
Laurent es posible hacer una expansién en |z| > 0 con los coeficientes dados
por los operadores de virasoro.

o0

L,, B = L,
Tn(z): Z o2 ng(z): Z W, (4.59)

m=—0oQ m=—00

y por teorema de residuos es posible obtener los operadores de virasoro en
términos de una integral de contorno.

1 22T, (2)dz - 1 Zm 2T (2)dz
L,=— ¢ 22" L,=—¢ ———7 . (4.60)
2m J, z 2m J, z

El teorema de deformacién de contornos asegura que estos operadores son
invariantes si el contorno se expande o se contrae y como este contorno en el
plano complejo esta relacionado a la evolucion temporal 7, entonces llegamos
a la importante conclusion de que los operadores de virasoro son invariantes
en el tiempo.

4.4. Supercuerdas
La teoria de supercuerdas es la generalizacion de la cuerda bosénica al
incluir campos fermionicos, este proceso se realiza incluyendo supersimetria

(SUSY) en la teoria, existen dos acercamientos para tal objetivo.

1. Formalismo de Ramond-Neveu-Schwarz (RNS): Supersimetria
en la hoja de mundo
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2. Formalismo de Green-Schwarz: Supersimetria en el espacio tiempo

En este trabajo se optara por el formalismo RNS. Se utiliza el lagrangiano
de una teorfa de campo libre supersimétrica [2].

L= —%(%X“@O‘XM — i) 0athy), (4.61)

0 __ o —1 1 o 1 aB _ -1 0
P=(00) A=) (0T

y los campos fermionicos se han introducido a través de los espinores de
majorana de dos componentes ¢, tales que.

donde

]

- o —1 .
Bt = (v o) () =it o).
Con esto, la acciéon de Polyakov toma la forma.

S=T / d20<8+X X it - prb_ + ity a_¢+),

y las ecuaciones de movimiento son:

Oyt =0 0" =0 9,0_X"=0. (4.62)

4.4.1. Transformaciones supersimétricas en la hoja de
mundo

Se introduce un parametro supersimétrico de transformacion e, el cual es
un espinor de majorana de dos componentes,

€
€= ,
€+
tal que las transformaciones sobre los campos son

SXM =gt S = —ip9uXPe oM = iep®duXH. (4.63)
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Entonces la variacién de la accién es de la forma
§S = — d aaae(§p p P 95X,,), (4.64)
de donde se puede hallar la corriente conservada:

1
Jo = §pﬂpa¢“aﬂXﬂ. (4.65)

El tensor de momento energia esta asociado a una simetria de traslacién en
la hoja de mundo

o =0+ a=0,1 o0%=(r0),
entonces los campos cambian como.
XM — X+ €20, X" P — PP 4 €Ot (4.66)

Tomando la variacién de la accién con esta transformaciéon se obtiene para
el tensor de Momento-Energia la expresion:

7 -
Taﬁ - aaX'uaﬁX,u + Zwu(paaﬂ - Pﬁaa)wu
- m%ﬂ(avxuavxu + %J;“p”’@ﬁbﬂ). (4.67)

En coordenadas del cono de luz se obtiene para el tensor momento-Energia

7
Tyy = 04X10. X, + §¢ia+¢+#
T = a_xwa_x¢-kg¢ﬂa_¢_w (4.68)
y para la corriente conservada

Jy=9h0, X, J.=vy"o_X,. (4.69)

Entonces las leyes de conservacién son:

a_T++ — O 8+T__ - 0 (470)
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La solucién de las ecuaciones para la parte bosdnica ya se conoce,
para los campos fermionicos la solucion esta sujeta a las condiciones de fron-
tera, veamos. Para la accién fermidnica

Sp = iT / Po(v- 00 +vs 0.0, (4.71)

tomamos la variacion
55 ox / A (64804 = 6-00) lomg — (04005 — ¥ 06 ) |omo | (472)

Para la cuerda abierta hay en general dos formas de exigir que la accién sea
invariante, y es cancelando los dos términos del integrando en los dos puntos
extremos sin embargo uno de ellos se fija a mano y se deja libertad en el otro
extremo, por convencién se toma

¥y (0,7) =, (0, 7).
En el otro punto la eleccion tiene entonces dos posibilidades,

L ¢t (m,7) =, (7, 7) Sector de Ramond

2. (7, 7) = =, (m,7) Sector de Neveu-Schwarz

4.4.2. Cuerda abierta-Sector R

La solucion de las ecuaciones para la parte fermionica viene dada
por [2]

1 )
(o) = — dte=m(r=o)
Gilen) = SR
1 —in(t+o
Yi(o,7) = 7 g dte=m(T+o), (4.73)
Implementemos entonces la condicién de Ramond

—inm

€ (&

7 Z = 7 Z dhe™™ =t (m, 7), (4.74)

¢; <7T7 T) =
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entonces los numeros n, han de ser enteros
AT =1 5 n=0,+1,+2, ..,

y utilizando la condicién de majorana, se obtiene una condiciéon sobre los
coeficientes de expansion

PP =t — A" = d" . (4.75)

4.4.3. Cuerda abierta-Sector N-S

La solucion de las ecuaciones 4.62| para la parte fermionica viene dada
por [2]

1 )
(o, 7)) = — ble~ir(r=a)
b)) = & Z g
1 )
o, 1) = — e r(rto), 4.76
Uy (o, 7) viz:r (4.76)
Implementemos entonces la condicién de Neveu-Schwarz.

—irT

(& €

7 Z bre T = — 7 Z bhe T = —w:(ﬂ, T), (4.77)

y encontramos en este caso que los nimeros r, han de ser semienteros

, 1
&W:—I%T:iﬂigm,
2'72

¢; <7T7 T) =

y utilizando la condicién de majorana, se obtiene una condiciéon sobre los
coeficientes de expansion

P = — D = (4.78)

4.4.4. Cuerda cerrada

Analogo al caso anterior, es posible tomar dos condiciones de frontera, una
periddica y la otra antiperiddica. La expansion de los modos de vibracién de
la cuerda es
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— 1 —ir(t—o
U, (o,7) = ﬁ% byt
1 )
o, 1) = — b“e_"(T“L”),
wien) = 530
(o, 7) = Y (o + 7, 7)  Sector-R (Periodica), (4.79)

AT =1 —5r=0,+1,%2,..,

V' (0, 7) = — "= (0 +7,7) Sector-N-S (Antiperiédica), (4.80)
. 1
AT = 1 = =4—, j:§,
27 2

4.4.5. Cuantizacion candnica

Para los campos fermidnicos la condicion que ha de ser impuesta para
realizar la cuantizacién canodnica es

{Wh(o,7), (0", 1)} = T dapd(o —o') A, B=+ (4.81)

Reemplazando los campos fermiénicos se obtiene relaciones de anti-conmutacién

para los modos y

{d, dV} = Omynon™ {08,067} = s on™ (4.82)

que junto con las relaciones de conmutacién forman el algebra de los
modos de oscilacién de la cuerda.El estado base de oscilacién en los dos
sectores es definido como

ak |0 >p = d*|0>r=0 m >0
akl0>ys = 00 >ns=0 m,r > 0. (4.83)

Los estados excitados se construyen con los modos negativos de los os-
ciladores. En el sector NS hay un unico estado base que corresponde a
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un estado de espin cero en el espacio-tiempo, y como todos los osciladores
transforman como vectores espacio-temporales, entonces los estados excita-
dos tambien son bosones. En el espectro NS como no hay modo r = 0,
entonces se define el estado vacio como el anulado por todo r > 1

b0 >Ns= 0 r >0, (4.84)

y los modos con r < 0 son operadores de creacion. En el sector R el estado
base es degenerado, pues los operadores df pueden actuar si cambiar la masa
del estado, pues conmuta con el operador niimero N cuyos autovalores
determinan la masa al cuadrado. Los modos cero satisfacen

{dy, dg} = 0", (4.85)

relaciéon andloga al élgebra de Dirac {I'*, 'V} = 2n"” entonces hay un con-
junto degenerado de estados base, los cuales pueden ser escritos como |a >
donde “a” es un indice de espinor tal que

1
dg|(l >= Efffaw > . (486)

Entonces el estado base es un fermién espacio-temporal y en consecuencia
todos los estados en el sector R son fermiones espacio-temporales.

4.4.6. Estados Fisicos

Como en el caso bosénico, se construyen los operadores de Super-Virasoro
como los modos del tensor de momento energia (4.59)),

1.
Ly =~ / doe™ T, =L® + LU, (4.87)
m

—T
Adicional a esto con el objetivo en definir los estados fisicos tambien deben
tenerse en cuenta los modos de la supercorriente.

1. Sector NS
2 [T ,
G, = £/ doe"Jy reZ+1)2
7r —T7

2. Sector R Y
2 [T -
F, = —/ doe"™’J,. mez
Tr —TT
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Donde la contribucion bosénica viene dada por,

LY = %Z Ly Qg m € 7. (4.88)
nez
Ahora, para los estados fermionicos como siempre debe separarse para cada
sector.
En el sector NS se tiene para los operadores de super-Virasoro y de super-
corriente respectivamente:

1 m

n _ 2 MYy :

=53 <r+2>.b_r bir: ~ MEZ
reZ+1/2

G, = Y oy by reZ+1/2. (4.89)
nez

Definiendo el operador niimero como

N = ia_n Co, + i rb_, - b, (4.90)
n=1

r=1/2
el operador Ly puede ser escrito como,
L,

En el sector R se tiene para los operadores de super-Virasoro y de super-
corriente respectivamente:

1
L%) = = <n+m>:d_n-bm+n: m € 7
2 2
neL
F, = E Sy iy m € 7, (4.91)
neZ

Los anteriores operadores cumplen la siguiente algebra de Super-Virasoro.
Sector R

. [Lm7 Ln] = (m - n)Lern + %m36m+n,0

" [Lm7 Fn] = (% - n)Fm+n
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. {Fma Fn} = 2Lm+n + §m25m+n,0

Sector NS

] [Lm, Ln] = (m — n)Lm+n + %Tn(’rn2 — 1)6m+n’0
. [Lm7 Gr] = (% - T)Gerr

. {GT7 Gs} = 2Lr+s + % (TZ - i) 67’—}—5,0'

Se puede afirmar que un estado |¢ > es fisico si satisface las siguientes condi-
ciones.

Sector R Sector NS
Fio>=0 n>0 | Grl¢g>=0 r>0
Lnlg>=0 m>0| Lylg>=0 m>0
(Lo—a,)|¢>=0 | (Lo —ans)|p >=0

Existen diferentes tipos de teorias de supercuerdas, las cuales varian ba-
sicamente dependiendo del grupo gauge de simetria que se utilize, acontin-
uacién se da una breve descripcion de las cinco teorias de supercuerdas exis-
tentes.

Teoria de supercuerdas del tipo I

Su grupo gauge de simetria es SO(32), incluye cuerdas abiertas y cerradas
no orientadag?] tiene SUSY N = 1

Teoria de supercuerdas del tipo ITA

Su grupo gauge de simetria es U(1), describe solo cuerdas cerradas orientadas,
tiene SUSY N =2

Teoria de supercuerdas del tipo IIB

no posee grupo gauge se simetria, describe cuerdas cerradas orientadas, tiene
SUSY N =2

3El termino “cuerda orientada” significa que la direccién en que se recorra la cuerda es
relevante
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Teoria de supercuerdas Heterotica SO(32)

Su grupo gauge de simetria es SO(32), describe cuerdas cerradas orientadas,
utiliza la teoria de cuerdas bosonica para describir los movimientos en una
direcciéon y SUSY N = 1 para describir la otra direccién

Teoria de supercuerdas Heterotica Eg x Eg

Su grupo gauge de simetria es Fg X Fg, describe cuerdas cerradas orientadas,
utiliza la teoria de cuerdas bosoénica para describir los movimientos en una
direccion y SUSY N = 1 para describir la otra direccion
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Capitulo 5

Geometria especial

Este capitulo es de vital importancia en el desarrollo de la teoria central
de este trabajo, pues el proceso de regularizacion zeta tiene aplicacion directa
en el calculo de correcciones de umbral en teorias de cuerdas efectivas a baja
dimensiones, y este es un fenomeno que resulta de la compactificacion y
otros efectos geométricos, ademas aqui se explicara el concepto de espacio
de moédulos sobre variedades de compactificacién particularmente variedades
Calabi-Yau.

5.1. Compactificacion
Compactificaciéon de Kaluza-Klein

La compactificacion es el proceso por el cual se puede tomar la teoria de
cuerdas de 10 dimensiones y hacer una coneccién con nuestro espacio-tiempo
cotidiano de 4 dimensiones, el proceso de compactificacion general mas uti-
lizado es el formalismo de Kaluza-Klein.

Cuando un espacio total X se parte como la suma de una variedad no com-
pacta M (nuestro universo) y una variedad compacta K muy pequena, en-
tonces la derivada covariante se divide en dos sectores, V" = (V# V') con
la notacién indicial m = (u,7) para p = 0,1,...,4 e i = 5,6, ..,10 analizamos
entonces los campos, los cuales se pueden representar por medio de p-formas

B,, la ecuacién de movimiento para un campo sin masa es

(A, +A) B, = 0. (5.1)
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El teorema de escala afirma que si K es muy pequeno, entonces los autovalores
de A; tienden a infinito, es decir bajo K — tK sit — 0 entonces A, — t 1A,
[T1]. Para solucionar esta divergencia, se exige que los campos satisfagan la
condicién

AvB, = 0. (5.2)

5.1.1. Compactificacién y dualidad T

Primero veamos la dualidad T y el proceso de compactificaciéon sencillo
sobre un circulo de radio R y sobre un toro para la cuerda bosénica.
En el caso circular, una de las coordenadas del espacio-tiempo de 26 dimen-
siones, forma un circulo de radio R, entonces la geometria del espacio-tiempo
tiene estructura (R?**! x S1) por convencién X%(o, 7) es la coordenada tem-
poral y X?(o,7) es la coordenada compactificada. Esta condicién puede
imponerse asi

X®B(o+m,1) = X*(0,7) + 2T RW. (5.3)

Esta ecuacién periodica sugiere que la cuerda se enrolla W veces sobre la
dimensién compacta, donde W debe ser un entero y es conocido como el
nimero de Winding, este niimero puede ser positivo o negativo, indicando
el sentido de enrollamiento, el resto de las coordenadas quedan inalteradas,
solo la expansién de X*°(o, 7) debe modificarse agregando un término lineal
en ¢ para las soluciones 4.14

X®(0,7) = 2% + 2/ 7+ 2RWo + -+ | (5.4)

donde (---) representa de ahora en adelante la parte armonica. Nétese que
se satisface con esta eleccion. En mecdnicacuantica, la coordenada X%
aparece junto al momento P?® en una funcién de onda del tipo exp (i P?° X?%),
entonces si X?° aumenta en 27 R, es decir da una vuelta sobre el circulo, la
funciéon de onda deberia quedar invariante, por lo cual si

exp [iP% (X25 + QWR)] = exp (iP25X25) ,
entonces 2rRP? = 2r K donde K es algin entero, el momento se cuantiza

K
PP == KeZ (5.5)
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El entero K se conoce como los modos de Kaluza-Klein. Entonces la solucion
puede reescribirse como

1 K
XB(r—0) = 5(3:25—3325)+<0/E—WR> (r—0)+-- (5.6)
25 L o5 o K
XP(r+0) = 5(95 + %) + a§+WR (T+0)+--

Notese que se ha tenido en cuenta [5.4] por otro lado, sabiendo que el mo-

mento se relaciona con los modos cero como oy = af = =l,p*. Entonces las

— 2
ecuaciones [5.8 también pueden escribirse como

1

X¥(r—o) = 5 (*° =) + V2o’ (T — o) + -+ (5.7)
1

XP(r+0) = 3 (2% +2%) +V2o'ad’ (T +0) + - -

De donde se puede concluir que:

K

V2a/ad® = o/E ~WR (5.8)
K

V 20/5[35 = O/E -+ W R.

La formula de masa puede escribirse para estados fisicos como.

%O/MQ = (a2)° + 2N, — 2 = (a?®)? + 2Ng — 2,

Tomando la suma y la diferencia en la anterior ecuacién se obtiene.

()« ()

Nr— Ny, = KW.

oM = o

+ 2N +2Ng —4 (5.9)

Los enteros W y K se refieren a dos conceptos geométricos diferentes, pero
matematicamente equivalentes. Notese que la ecuacién (5.10) es invariante
bajo W <> K siempre que R <> R = % esta simetria es conocida como
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dualidad T, y relaciona dos teorias equivalentes, una con dimensiéon compacta
. . . ., . . /
circular de radio R y la otra con dimension compacta circular de radio %.
Ahora, de las ecuaciones (5.9)) se requiere que bajo dualidad T se intercambie
g — —ap ¥ Qg — Qp, en consecuancia la dualidad T es equivalente a Xz —

—Xr v X1 — X, o teniendo en cuenta toda la expansion se obtiene.
X(o,7) =X+ Xr — X(0,7) = X, — X,

donde la expansion de los modos izquierdos es:

K
X(o,7) = 5:+2a'§0+2RW7'+--- (5.10)

Para el caso de las cuerdas abiertas, la dualidad T da lugar al surgimiento
de las D-Branas, aunque este tépico no se estudiara en este trabajo.

5.1.2. Compactificaciéon sobre Toros

El siguiente nivel en complejidad hablando de compactificacion es tomar
como espacio compacto, toros 1", los cuales son esencialmente productos de
circulos, nuevamente el espacio se parte en una componente minkowskiana
d-dimensional y un toro 7" tal que d+n = 26 y viene descrito por la métrica

d—1 n
ds* = Z Nudatdx” + Z Grydy'dy’. (5.11)

11,v=0 1,J=1
La métrica interna del toro G contiene la informacién sobre la geometria
del toro, en el caso particular de un toro generado por el producto or-
togonal de circulos, la métrica es F;; = R;dr;, siendo R; el radio del I-
ésimo toro. En estos términos, la cuerda cerrada es descrita por el mapeo
(0,7) = (X(0,7),Y(0,7)) para (0 < o < ), con la condicién de periodici-
dad:

X¥o+m,T1) = X*o,T1) (5.12)
Yio+nm,7) = Yio7)+27W1, w!eZ.

Anélogo al caso circular, W/ son los modos de Winding que representan el
numero de veces que la cuerda se enrolla sobre la dimension /. La expansion
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de los grados de libertad de la cuerda estd dada de la manera usual, con
ls =1,

XMoo, 1) = Xi(r+4+0)+Xg(r—0) (5.13)

YH(o,7) = YLI(T +0)+ Yé(T —0),
donde

1
Xt(r4+o0) = =X{+pi(r+0)+ Z —abe —2in(7+0) (5.14)

2
n;éO
Xi(r—0) = SXP4ph(r—o)+ 32 L yie2intr—o)
R oML R 5 o
n#0
1 i 1 —I _—2in(t+o
Yi(r+o0) = §y£+p£(7+o)+§zﬁaée Zin(r-+)
n7$0
1
Yir—o) = §YI+pR<T—O' + - Z o/ ~2in(r—0)
n;éO
y en este caso
1
Pl = Ph = L Pl — pL —ow! w!ezZ. (5.15)

De tal manera que X* tiene momentum p* pero no tiene términos lineales en
o,y Y! tiene modos de Winding. Si ademaésel toro es rectangular, entonces
Pl +PL = K; € Z, es decir surgen modos de Kaluza debido a la cuantizacién
del momento. Cuando se incluyen campos constantes en termino de p-formas,
B;j y una métrica interna mas general (G;; se obtienen para los modos de
Kaluza K

K; =Gy (Pl + PE) + By (PL—P}). (5.16)

Que junto con la ecuacién (5.15)) nos permiten encontrar los momentos.
1
Pl = wl+agt (ﬁKJ — BJKWK> (5.17)
1
PL = —-w'+ Gt (aKJ — BJKWK) :
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Como en el caso circular, se impone la condicién de estado fisico,

(Lo —1)|¢ >= (Lo — 1)|¢ >=0
Para encontrar,

1 1 1
GM? = SGLPLP] + Ny = 1= SGryPyPii+ Np — 1 (5.18)

La condicién de nivelacién de empalme (Level matching condition) se
representa como:

1
Np =N = 5G1y (PIP] — PLP]) = WK}

El operador suma en este caso toma la forma

M? = M7 +4(Ng+ N —2),
Con

= )67 ()

567! -G'B
G = (5.19)
-G™'B  2(G—-BG'B)

2nx2n

La simetria de dualidad T para compactificar sobre circulos, se generaliza
en este caso para un toro como.

W' K; GG,

Como lo sugiere la ecuacion [5.19|
Considerese la simetria discreta

1
Bry — By + §NIJ K; — K;+ Npyw,

donde N7; es una matriz de enteros antisimétrica que deja P y Pk invari-
antes, las dos anteriores simetrias forman el grupo ortogonal O(n,n,Z) el
cual puede generarse por medio de SL(n,Z), es en este sentido, que el grupo
dual puede ser embebido en el grupo especial SL(n,Z).
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El espacio de médulos en un proceso de compactificacion, es un espacio
formado por los parametros de la variedad compacta, y que permiten diferen-
ciar entre variedades inequivalentes. en este caso el espacio de moédulos esta
formado por todas las posibles deformaciones en los parametros Gy, By y
G1j + By, v tiene representacion por medio de un espacio cociente,

Mn,n = MT?,n/O<n7 n; Z)v

donde,
My, =0(n,n;R)/[0(n; R x 0(n; R)] . (5.20)

Nétese que en el caso de un toro 2-dimensional 7% la simetria es SL(2,Z)
cuyo espacio de médulos esta formado por el parametro 7 que se mueve en
la regién fundamental mostrada en la figura (3.1).

La compactificacion utilizada en este trabajo usa el formalismo de Kaluza-
Klein, en este caso el espacio 10-dimensional (en el caso de supercuerdas) se
divide en dos espacios uno infinito de 4 dimensiones y otro de 6 dimensiones
compacto y muy pequeno, del orden de la longitud de Planck ., por lo cual
estas dimensiones son invisibles a escalas ordinarias (£ << 1/1.).

De la topologia del espacio compacto depende el espectro de la teoria y sus
resultados fisicos. La variedad compacta que mejor se ajusta a las necesidades
de la teoria, es una Calabi-Yau de 6 dimensiones complejas, principalmente
porque admite campos fermionicos, sin embargo son también de gran interés
utilizar orbifolds y conifolds. Compactificar 6 de las 10 dimensiones en una
teoria de supercuerdas utilizando un 6-Toro es topologicamente aceptable,
el problema es que es irreal desde el punto de vista fenomenolégico, pues
no hay ruptura de SUSY, es decir, existe N =4 6 N = 8 SUSY en D=4,
por otro lado, Calabi-Yau y orbifolds son mas realistas, admiten menos su-
persimetrias (N = 1paraC —Y'). El inconveniente de las Calabi-Yau es que
en general no se conoce una métrica interna, los orbifolds y las variedades
Kahler comparte algunas propiedades interesantes con las Calabi-Yau, por lo
cual es interesante su estudio, ademdas de que para estas tultimas es posible
conocer una métrica interna.

5.1.3. Orbifolds

Un orbifold es basicamente el espacio cociente de una variedad M y un
grupo discreto G, M /G, un elemento en este espacio corresponde un orbit de
puntos en M los cuales son identificados bajo G, los puntos en M, que son

68



invariantes bajo G son singularidades (Cusps points), y representan singular-
idades sobre el espacio reducido. Un ejemplo es el espacio cociente C/Zy, en
el cual se identifican puntos en el plano complejo, con su negativo, z <> —z.

L

Figura 5.1: Orbifold C/Z,

Noétese que el punto singular es el origen, pues este no es afectado por el
grupo Zs, Si por ejemplo un loop cerrado se encuentra ubicado de tal manera
que no encierra el origen. Como generalizaciéon puede tomarse el grupo dis-
creto Z,, el cual enrolla el plano complejo m-veces sobre si mismo, y ademas
se puede considerar el espacio complejo n-dimensional C”, obteniéndose un
orbifold de la forma C"/Z,,. Los orbifold no son en general variedades, pues
al admitir singularidades no son suaves.

En una teorfa de cuerdas con geometria de orbifold M /G, existen dos clases
de estados fisicos, aquellos que son invariantes bajo G llamados estados no
retorcidos v, para los cuales se cumple que si v € M entonces gy = ¥
Vg € G.

Por otro lado si se consideran cuerdas cerradas, entonces deberia cumplirse
que X*(o + 2m) = X*(0), sin embargo puede suceder que sobre M la cuerda
no cierre pero bajo G, la cuerda si cierre en M/G, estos estado entonces
cumplen la condicion

XH*(o+2m) = gX"(0) g €@, (5.21)
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estos son conocidos como estados retorcidos, nétese que para g = 1 se obtiene
un estado no retorcido, y que pueden existir varios sectores retorcidos, segun
el grupo discreto que se utilize.

5.2. Calabi-Yau n-fold

Una n-Calabi-Yau “Calabi-Yau n-fold” (C-Y-n) compacta es una variedad
de Kéahler n dimensional compleja, y tal que su primera clase de Chern es
nula

1
T on
donde R es el escalar de curvatura, ademas una variedad C-Y compacta tiene
como grupo de holonomia SU(n), debido a esto admite un campo espinorial
covariantemente constante, luego es “Ricci-Flat”.

Los nimeros de Betti b,(M) representan la dimensién de la p-ésima coho-
mologia de De Rham de una variedad M. Se cumplen las siguientes dos
relaciones

Lox(M) = 32,0 (=1)7bp (M)

2. by =Y o hPRP,

Cy [R] =0, (5.22)

Donde x(M) es la caracteristica de Euler sobre M, h?? son los nimeros de
Hodge, los cuales cuentan el nimero de (p,q)-formas que admite la varie-
dad y sirven para caracterizarla. Para una variedad de Kéahler compacta y
conectada se cumple lo siguiente.

hPO — pr—p0 hPd — pr—an—p
hPd = haP A0 = B0l — (.

Con estas condiciones se reduce significativamente los nimeros de hodge
independientes, para una 3-Calabi-Yau, por ejemplo la caracteristica de Euler
es

y = i(—mpbp = 2(h't — ). (5.23)

p=0

Algunos ejemplos son:
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1. C —n=1-Calabi-Yau no compacta

2. T? —n=1-Calabi-Yau compacta

3. C?,C x T? —n=2-Calabi-Yau no compacto
4. T* K3 —n=2-Calabi-Yau compacto.

K3 puede llevarse en lo que se conoce como el limite orbifold a la forma 74 /Z,.
Para n > 2 la clasificacién de Calabi-Yau es un problema abierto, pues para
n = 3 no es claro si existen finitos o infinitos C-Y. Las C-Y pueden construirse
como subvariedades de espacios complejos proyectivos CP™™! (n > 1). Sea
G un polinomial homogeneo de grado k, en las coordenadas z* € C"*2, con
G(A2Y, .., A2"2) = AG(21, ...2""2) La subvariedad de CP™"! definida por,

G(z', ..., 2""?) =0, (5.24)

es una variedad Kéhler compacta de dimensién compleja n, cuya primera
clase de Chern es nula para k = n + 2. En otras palabras bajo las condi-
ciones adecuadas “Una Calabi-Yau puede pensarse como una curva
algebraica en un espacio complejo proyectivo”.

La compactificacién de la cuerda heterética sobre C-Y 6-dimensional da lu-
gar a teorias con SUSY N = 1 en el espacio no compacto 4-dimensional,
ademaspermite mas facilmente embeber el grupo del modelo estndar en cada
uno de los grupos FEjg del grupo gauge Eg x Eg de la cuerda heterética. Se
considera el espacio 10 dimensional, M, dividido en el espacio M, (universo
observable) no compacto, y M el cual es una variedad interna no compacta
y muy pequeiia (Del orden de la escala de Planck) asf:

MIO = M4 x M (525)

\: \
Xt = (a",y™).

La existencia de alguna supersimetria se expresa por medio de la siguiente
ecuacion.
V£ = 0. Ecuacién Espinorial de Killing (5.26)

Se exige ademds sobre My que sea una variedad de Minkowski (R = 0) y
maximamente simétrica. Para la variedad interna M, la condiciéon de Killing
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Vmn = 0 implica que M es “Ricci-Flat” aunque no necesariamente plana.
Entonces M debe ser una variedad de spin (Variedad que admite campos
espinoriales). Se sabe que una 3-Calabi-Yau satisface tales condiciones. En
una variedad C-Y un espinor transportado paralelamente sobre un loop es
covariantemente constante y da lugar a una rotacién SU(4), aunque el grupo
de Holonomia puede reducirse a SU(3) debido a la descomposiciéon 4 = 3@ 1.

5.3. Espacio de mdédulos sobre Calabi-Yau

Una variedad M es Kéhler si d©2 = 0 donde Q = ig,zdz" A dz” es la
forma de Kahler, en tal caso se dice que la métrica sobre M es Kahler, se
puede demostrar que una métrica es Kahler si existe una funcién potencial
K (potencial de Kéhler) tal que. g,; = 0,0,K;.

Ya se habia mencionado antes que la geometria de una C-Y podia ser especi-
ficada por medio de los nimeros de Hodge, sin embargo esto no es suficiente
para definir univocamente una C-Y, es decir existen C-Y distintas con iguales
nimeros de Hodge que se relacionan por medio de deformaciones continuas
de los pardametros que definen su forma y su tamano, estos pardametros son
conocidos como los moédulos, y los valores posibles que pueden tomar definen
el “espacio de médulos”.

En el caso de 3-C-Y, el espacio de modulos es el producto de dos espacios,
uno que describe los moédulos de la estructura compleja y el otro que describe
los médulos de la estructura de Kahler. Este epacio de moédulos se estudia a
travez de fluctuaciones de una C-Y dada con nuimeros de Hodge fijos, estas
fluctuaciones reciben contribuciones de deformaciones de la métrica y de los
campos tensoriales antisimetricos.

5.3.1. Deformacion de los campos antisimétricos

Cuando se compactifica sobre un 3-C-Y M el laplaciano también se parte
en dos piezas V = V4 + Vg, surgen entonces b, (Numero de Betti) campos sin
masa 4-dimensionales, dados por el nimero de modos cero de Vi ([I1]). Asi
entonces el campo By (10-dimensional) da lugar a by = 1 2-formas, b = 0
vectores y by = h'! escalares en el espacio 4-dimensional, by = h'! es el
nimero de médulos originados por el campo.
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5.3.2. Deformacion de la métrica

Los modos cero de la métrica en 10-dimensiones generan la métrica en
4-dimensiones g,,,, varios campos escalares sin masa pero ningin campo vec-
torial, pues b; =0
Las fluctuaciones en la métrica se representan con:

Gmn = Gmn + 0Gmn. (5.27)

A esta métrica en el espacio compacto, se le exige que satisfaga la condicion

de C-Y,

Ryn(g +09) =0, (5.28)

la cual da lugar a una ecuacién diferencial para dg y que tiene varias solu-
ciones que preservan SUSY y la topologia. Los coeficientes de estas soluciones
independientes son los modulos, y representan los valores esperados de los
campos escalares sin masa. Estos modulos cambian el tamaiio y la forma de
la variedad, pero no su topologia.
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Capitulo 6

Regularizacion de funciones
Automorficas

Este es el capitulo central de este trabajo, aqui se establecen de forma
clara, los objetivos, resultados y conclusiones.

6.1. Motivacion y planteamiento del proble-
ma

Vimos en el capitulo anterior que las variedades kahler juegan un pa-
pel importante en procesos de compactificacién y en teorias efectivas a bajas
energfas derivadas de supercuerdas [12], [13]. Por ejemplo, el espacio de médu-
los en teorias de supercuerdas compactificadas sobre variedades Calabi-Yau
tiene geometria especial de kdhler [14, [I5 16], esta es también el tipo de
variedad parametrizada por las componentes escalares de multipletes vecto-
riales en supergravedad N = 2 D = 4 [I7]. Se sabe que supergravedad puede
escribirse en términos del superpotencial W y el potencial de Kéahler C [2].

G = exp(K) WI*. (6.1)

De una teoria efectiva a bajas energias derivada de supercuerdas, se espera
que sea invariante dual, y como se sabe que el grupo dual esta embebido en el
grupo simpléctico, entonces es razonable pensar en una funcién automérfica,
las cuales son generalizaciénes de las funciénes modulares. En el caso en
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que el espacio de moédulos tiene geometria especial de Kahler se propone
el“ansatz” [18], 19],

! pit' + ¢ Fi*

g= Z log i GF i, (6.2)
Piyqi

Esta propuesta se justifica un poco mejor en la siguiente seccién, con

7={p}, ¢={q¢} € 2", F+#0+# qy laprima, indica que la suma debe

llevarse acabo sobre orbits de alguna red invariante dual I', una eleccién que se

tomara mas tarde, ¢’ son los médulos, y F; son las derivadas del prepotencial
F, (Fi = 0;F). Podemos reescribir la ecuacién (6.1]) como:

e = A (6.3)

En principio A es infinito, y el objetivo principal de este trabajo es regularizar
esta cantidad por medio de funciones zeta [I8, 20], para cuando el espacio de
modulos tiene una geometria especial de Kahler. comparando las anteriores
ecuaciones se obtiene:

K i ) ) %
P S A = TT it + ¢'F), 6.4
— =11 (0

A(t") tiene la misma forma que la correccién de umbral a un loop a la con-
stante de acople gauge g, [21, 22, 23], de una teorfa de supercuerdas efectiva
en bajas dimensiones [24], la cual tiene la forma,

L_C,log (2 m(r) (7)), (6.5)
1672
¢, son las constantes de acople gauge las cuales pueden ser calculadas a par-
tir del espectro de estados sin masa, en este caso nuestra funcion |A]? es el
analogo a esta funcién. La funciones automorficas son utilizadas en muchos
otros aspectos en teorias de cuerdas [29, 30, [31], 32], como por ejemplo en cor-
recciones de umbral R* en compactificacién en teorfa de cuerdas [4], aunque
su uso se hace en su mayoria para compactificacién sobre toros. En estre
trabajo se estudia las funciones automorficas con la propiedad de invarianza
adecuada para el caso de compactificacion sobre variedades Calabi-Yau.

T(r,7) =
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6.2. Formula de Masa

En teoria de campos, la energia libre a un loop, para campos bosénicos
es de la forma:

Z =el® = /[ng] exp(—¢ MJp) + - - (6.6)

generalizando esto para supergravedad N = 1 se obtiene [3]

F = log(det MTM), (6.7)
donde
My = €92 Gl (G + GG — GG G G2 (6.8)
y
oG . 0G ; 0g
G=— G=- gl=—""
I¢i I9i 99;00;

Los subindices suben y bajan con:

67561 =
Al exigir que se preserve la supersimetria N = 1 se obtiene para la masa [3]
W
Y )
K = —logY es el potencial de Kéhler y W es el superpotencial. Para com-
pactificacién sobre érbifolds, el espacio de médulos es de la forma

S0(2,2)

det(MTM) = det (6.9)

M = : 6.10
SO(2) x SO(2) (6.10)
para el cual los momentos satisfacen la ecuacién [3],
(") — (p'®)* = 2Z (6.11)
Con estas condiciones, la energia libre satisface,
TU + i(m'U + n'T)|?
F=Y 'log m +nTU + im'U + n'T)| (6.12)

(T+T)U+U) ’

n,n’ ;m,m’
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donde (0,0,0,0) # (n,n',m,m’') € Z* satisfacen una condicién mas restricti-

va que [6.11]

(p")* = (p'")* = mn +m'n' = 0. (6.13)

la cual puede ser interpretada como la condicién de nivel de empalme “level
matching condition”, el proceso de regularizacién para la funcién F' da como
resultado [3]

Flrey = log (n(T)n(T)["(T + TY(U + 1)) (6.14)

La formula de masa para otros espacios de médulos es también de la forma

6.2, por ejemplo para un espacio de modulos isomorfo a % la formula
de masa es:

_ ImA — nt + pl|?

M? _!
1—77—AA "’

(6.15)
donde 7 y A son dos médulos complejos y m, n,p son enteros gausianos

que satisfacen:
m[* = |n|* — [p|* = 0.. (6.16)

6.3. Regularizaciéon zeta

En esta seccién se introduce el mecanismo de regularizacion zeta, el cual es
un método de extraer infinitos mediante el uso de funciones zeta de Riemann.
Dado un operador A con autovalores A, tal que se cumple la ecuacién de
autovalores A f,,(z) = A\, fn(2), se define la funcién zeta de Riemann asociada
al operador A.

Cals) = i (%) (6.17)

n=1
Notese si A = 1 entonces esta funcién coincide con la funcién zeta de Rieman
((s) en s = 0, ademds se puede demostrar que [33].

det A=J] Ap=e . (6.18)
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Para encontrar (,(s), utilizamos la funcién Gamma, asi,

[(s) = / e "2 tdw r— At
0

['(s) =\ / e it
0

1 oo
)\;S — _/ €7A”tt571dt
0

_ UL Y PR o P
g(s)_zn)n _F(s)/o t zn: dt. (6.19)

Esta forma de la funcién zeta de Riemann es la que se utilizara para regula-
rizar el producto infinito que se ha propuesto como anzats en (6.2, utilizando
la formula limite:

|pit' + ¢ Fif?

=1 AP ef) = 1 — 6.20
G=tox (JAFe) = 30 i fLES (620)
(pi,qi)ELT
donde se ha definido,
- N Apg
Mg = pil' + ¢'F; N=tF - EF a= SHO
0
entonces,
g= Z log a = lim,_, Z a ’log «
(pi,qi)E€Lr (pi,qi)E€Lr
g = —lim Z iofs = —lim i Z o ’®
- s—0 dS - s%OdS )
(pi,qi)ELT (pi»q:)ELT
d
= —limg_,0— . 6.21
G = —lim. 0 (s) (6.21)

Utlizando la ecuacién (6.18)) se obtiene:

‘ iApgA
ef =0 =T N =11 —1;’10 n. (6.22)
pq rq

como se menciono antes, esta funcién asociada a un operador trae también
asociados unos autovalores que en este caso identificamos como (iAq, iApg, —iAg ")
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los cuales deben incluirse en la ecuacion ((6.19)), para obtener finalmente la
expresion que asocia la funcion zeta de Riemann con los pardmetros de la
funcién automorfica,

((s) = ﬁ /OOO dr 57! (MX)G:LF [ exp (—ir(piti+qi}})> +exp (—ir(ﬁit_i—i—(ji]:}))
+ exp (iT(ti]:} - Ei]-"i)*)] : (6.23)

Los enteros (p, q) satisfacen ligaduras similares a las dadas por la formula
de masa, segin la variedad que se este considerando, ademas deben trans-
formar como vectores bajo el grupo simpléctico, lo cual se ve directamente
debido a que el argumento del primer exponencial puede escribirse como:

(@%’)T(—Ol (1))(23;) (6.24)

Lo cual nos recuerda la ecuacién (5.19). Como (¢, F) es un vector bajo
Sp(2n,R) entonces G debe ser invariante bajo transformaciones de duali-
dad, y consecuentemente (p,q) debe transformar también como una vector
symplectico. de hecho, si G(R) es el grupo de dualidad entonces, dada la for-
ma en que el grupo de dualidad esta contenido en el grupo simplectico, (p, q)
deberfa transformar como un vector de G(Z) también.

En conclucion, la tecnica de regularizacion que utilizaremos se resume
asl: Segun la variedad que se tome para el espacio de médulos, se debe tomar
el orbit sobre la red " donde toman valores los enteros (p, q), bajo alguna
ligadura dada por la variedad sobre los parametros, se calcula los argumen-
tos de los exponenciales en la ecuacion después de tomar el limite, se
hallan los infinitos y se sustraen para asi encontrar la funcién zeta regular-
izada, la cual finalmente se reemplaza en para asi encontrar la funcién
automorfica.

6.4. Coset SU(1,1)/U(1)

Si el espacio de médulos es de la forma SU(1,1)/U(1) entonces se obtiene
para los médulos [I8]: 2° = ¢' y para el prepotencial F; = ix;, se tiene entonces
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(pt' +¢'F;) = (powo + prw1 + igoxo + iqu )
= Pyxg+ Pimy para P; = p; + g
tF—tF = —2i(1—tf). (6.25)

Donde se utiliza la parametrizacion de SU(1,1)/U(1) dada por las coorde-
nadas fisicas inhomogeneas t = x; y o = 1. La eleccién particular del coset
establece sobre los pardametros la ligadura:

(po)? + (20)* — (p1)* — (¢1)* = 0; (6.26)

La solucion que se propone es:

Q= 2nm
po= n’—m’
po = n*+m? para (n,m) € Z*. (6.27)

En términos de estos nuevos enteros, el primer término de la funcién ¢ en la
ecuacion ((6.23)) viene dado por:

C<S): /oodTTs—l Z e—ir(n2(1+t)+m2(1—t)+2inmt), (6.28)
0

(m,n)€Z?

y teniendo en cuenta la condicién (n,m) # (0,0). Después de esto la funcién
¢ puede ser escrita como

((s) = T(s) /000 dr 571 Z exp|—iTQ(n, m, t)], (6.29)

(m,n)€Z?

donde

Q(n,m,t) = @,mf<1;t1?t)'(z>

= @ Q. (6.30)
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La matriz 2 satisface

det 2 = 1

_ 1—t —it
Q' o= ( i 1+t). (6.31)

La suma sobre enteros en (6.29) es un ejemplo de la funcién Theta de
Riemann que se estudio en el capitulo 3 ecuacién (3.20)), en términos de esta
funcién se reescribe la funcién (:

C(s) = % /O T (eT(o, ) — 1), (6.32)

donde 6.(0,€Y) = ©(0,—7 /7). En otras palabras, nuestra funcién ( es la
transformada de Mellin de una funciéon Theta de Riemann. el factor 1 corre-
sponde al modo 0 que no esta presente en la original (6.29)).

Ahora se identificaran las singularidades de la funcién automorfica, es
bien sabido que la funcion zeta tiene un polo simple en s = 0 con residuo —1
[6], para ello definimos las dos siguientes cantidades

d

() = ln (o) (6.33)
((s) = ﬁf@.

En este caso ¥ es la cantidad que nos interesa calcular, I(s) es la integral
que aparece en (6.32)). Hacemos uso de las siguientes identidades [34]

I(e) = —+Cy+0(e)
L(e) = ——7+0()
Pe) = —y— % +O(e?) con Y(s) = dlr;l;(s) = 11:/55)), (6.34)

donde v = 0,5772157... es la constante de Euler-Mascheroni, Cy es una con-
stante, y € es un valor del argumento muy pequeno. Procedemos entonces a
realizar el calculo:
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U (Qt) = lm — ((s)

s—0 dS
= lim [1(5)%&(3))—%%%1(5)] (6.35)
Calculamos el primer término.
d -1 ¥(s)
L I6) = T(s)
iy OO = 2
I(s)%(l“(s))1 = 1I(s) (6.36)

Calculamos el segundo término. Lo primero que se observa es que segun las
identidades (6.34) 1/T'(¢) =~ €. Y en consecuencia para s pequeno:

1 d 1 d

!~ ) ds (%1+CO+O(S))

Q

s (812 O+ (9(3))

(6.37)

Q

[V

1
(; + SCl + 0(32)> ~

Entonces finalmente:

(Q(t)) = lim [/OOO dws—l@,(o,g') - 1) +§]; (6.38)

Luego la funcién ¥(£2) es bien comportada y finita una vez se ha sustraido el
polo. El primer término de la ecuacién ((6.23)), se puede escribir en términos
de una serie de Eisenstein [0]

]
3
S
2
Il

1 /°° i
drr° e iTQ(n,m)
['(s) Jo Z

n

1 OO s—1 ANE
- W/o drr L (0.(0,9) — 1), (6.39)
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donde Q, es la forma cuadratica definida en [7.8] antes de proseguir es nece-
sario hacer un cambio de variable,

1—1
t—T = —— and t=_—0. (6.40)
Lo que lleva a,

Q —- Q= <%’(11—T) %(1T_T)>

(1—th) — %(T+T). (6.41)

En lo que sigue nos sera de gran utilidad la forma general de la suma de
Poisson [§],

> aatn) = X[ [amermrar e (o)

neL meZ

Y también la integral [35]

. o\ 52 :
/ e—ivu (U2 + 1)—8 du = ﬁ 27T1/2 |_2|> Ks—%(h}l) 81 v 7£ 0
—oo r(ls) T/ (s — 3) si v=20
(6.43)

Bajo este cambio de variable, la serie de Eisenstein puede factorizarse como:

1

Z . p— (6'44>
2 — S
m,n#(0,0) (m* +mni(1 = T) 4+ n?T)
> !
(m,n)#(0,0) (m +n(z +ia))* (m + n(z —ia))
donde se ha definido
' 1
z:%(l—T) and O‘:§(T+1), (6.45)

y ademas se parte la suma segun los siguientes casos,

D=2 > +2 > ).

(m,n)#(0,0) n=0,m>0 n>0,meZ
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Considérese la funcion:

Zg(az+m):Z(m+x+iy+i5)_s(m+x+iy—7;(5)_3

Entonces aplicando (6.42)) se obtiene:

—2emrw

Em:g(ﬁm) - Z (/R (w+ z’y+;$)s (w + iy — i0)° dw) s

Con 0 = x + iy se obtiene

—27,7T7“wdw virr
Zg(:{;—l—m): 02—1—52 +Z 02+(52 e .

Cada término se calcula con la ayuda de (6.43)) y se obtiene:

1 1. o
g glr+m) = () /2 F(s—ﬁ) 52
2m° 2imro si—s s—1
+ m Tio e 42 |7" 2 Ks_%<2ﬂ'|7’|5)

Haciendo 0 = nz y 6 = na y comparando con ([6.45)) se obtiene:

Z (Q(T,m,n))"* =2((2s) + 27T2F§S(S_) 1/2) a7 (25 — 1)

m,n#0

478

+ Oél/2fs Z 627rirnzn1/2fs|T’371/2KS_1/2(27T‘T|HO[>‘

['(s)

n>0,r#0

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

Definase la funcién G*(s), la cual es una funcién meromérfica bien compor-

tada una vez se ha eliminado los polos

G*(s) = I(s) Y (Q(mn,z2))7,

(m,n)#(0,0)
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entonces comparando con ([6.38] [6.39)) se obtiene:

lim d_ ¢(s) = lim (G*(s) + 1) | (6.51)

s—0 ds s—0 S

De la serie de Eisenstein encontramos que,

G*(s) = 2T(s) ¢(2s) + 272 (s — 1/2) a'=2¢(25 — 1)
+ 4a'/?ne Z 62”7”2711/2_8|r|5_1/2KS,1/2(27r|r|na).(6.52)

n>0,r#0

Para valores de s pequenios 2I'(s) ((2s) ~ Cp — 1/s y utilizando la
identidad K/2(x) = /7/2x e™* junto con los valores para la funcién ze-

ta ((—1/2) = —2y/m y {(—1) = —1/12 encontramos,

7 * 1 1
lli%(G(S)_}_g) = Oo—i-gﬂ'a
49 Z 2171'Tn Z+Za)+€72iﬂ'rn(z7ia)>, (653)
n,r>0

Reemplazando (6.45)) y utilizando la formula [7],

Inn(z) = mz Z k e2imkmsz. (6.54)

m,k>0

donde 7 es la funcién eta de Dedekind entonces:

1
lim ( G*(s) + g) = —2lnn(z +ia) —2lnn(—z +ia) + Cy. (6.55)

s—0

Habiendo encontrado la forma del primer término en la expresion ((6.23))
SU(1,1)
U()
no es el complejo conjugado del primero WU (€2(¢)), por ello los dos primeros
términos seleccionan la parte real de esta funcién. El tercer término se puede

calcular utilizando la funcién (.

es ahora facil calcular la funcién automérfica de , el segundo térmi-
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Para calcular el tercer término, se utiliza la funcién (3 asociada a el, asi:

1 o
G(s) = =— / dr 57! Z exp [-277 (1 —tf)7 1. (6.56)
F(S) 0 0#m,ne’
La contribucion de este término esta naturalmente dada por la derivada
en el limite s — 0, entonces con 7 = 2(1 — tt)7":

. d o , d 1 oo rts—1 _—1' s s
—lim 55 Gels) =~ lim 2 {m/() a3 o),

0#m,ne’
(6.57)

la integral es la funciéon Gamma, la cual se cancela

Ciim L) = —1im L [2(1-&) ] (4 3 1); (6.58)

s—0 ds s—=0 ds
n>0 m>0

se utiliza ((0) = —1/2, para finalmente obtener:

— lim % G3(s) =2In |2(1 — ¢t)]. (6.59)

s—0
Entonces recopilando los tres términos de la ecuacién (6.23)) se obtiene con
1—tt)=(T+1)/2,z=i(1-T)2ya=(1+T)/2,

d
g = —limsﬁUEC(S)

(s . T . 1 2imnr(z+ia 2imnr(—z+ia
= 2 E(z+m)+ﬁ(—z+m)—mz>o;(e (eia 4 g2imnr(—=tia)

' : 1, o
+ 2 ﬂ(_z + z'a) + ﬁ(z + ioz) _ Z = (62z7r'm’(—z+za + €2mm~(z+m)

12 12 T
L n,r>0 |
4+ 2In|2(1 — t8)| + cte
= 4 Inn(T") +4 Inn(i) + 2In(T" + T') + cte, (6.60)
donde se ha definido i7" = T'. Finalmente la funcién automorfica para el
coset 2L ¢

u(1)
¥ = |APel = cte|n(T)[*|T - T, (6.61)
resultado que esta de acuerdo con los valores encontrados en la literatura [1],

3].
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6.5. Coset SU(1,2)/SU(2) x U(1)

La forma que tienen los argumentos de la funcién automérfica en (6.20)),
para este caso es:

(pz‘l’i + qi]:z‘) = poxo + P11 + 1q121 + PaXa + 1G22, (6.62)

donde se ha definido ¢y = 0 y el prepotencial tiene la forma:

Fo= nXiXy =5 (XX - X'x) (6.63)

El grupo gauge SU(1,n,Z) impone una condicién de invarianza sobre los
elementos de la red:

(0)® = (p1)? + (@) + (p2)* + (¢2)*. (6.64)

Esta es una ecuacion diofantina, pues sus elementos son enteros. Se propone
como solucién a [6.64) el conjunto:

po = (m)*+ (n2)” + (n3)* + (n4)?

pro= —(n)*+ (n2)* + (ns)* + (n4)*

G = 2nng

@ = 2ning

p2 = 2nng, (6.65)
donde 77 = (ny,ny,n3,ny) € Z*. Este conjunto de enteros satisfacen la

ecuacion [6.64, sin embargo, no abarca todas las posibles soluciones. pues
el cuadrado de un entero siempre es 0 o 1 médulo 4, entonces el miembro
izquierdo de [6.64] es 0 mod 4 o bien 1 mod 4, mientras que el miembro dere-
cho puede ser cualquier entero, pues todo entero se puede escribir como la
suma de cuatro cuadrados (Lagrange), y como hay una igualdad en el medio,
entonces solo ciertas combinaciones son aceptables. en la tabla[6.1]se escriben
las soluciones posibles segunsi los elementos son pares o impares, cualquier
otra eleccién de los elementos p;, ¢; (i = 1,2) resulta en un py = 2,3 (mod 4).

87



Solution p?) P1 @1 P2 Q2
I 0 (méd4) p p p P
II 1 (méd 4) i p p p
111 0(méd4) i i i i

Cuadro 6.1: Solucién a la ligadura (6.64]) seginsi p;, ¢; son p par o i impar.

No es dificil ver que la soluciéon I y II son generadas por el conjunto ,
la solucién 11T se genera tomando todos los elementos en 7 impares y luego en
se divide la parte derecha por dos, el resultado es el conjunto soluciéon
para III, este proceso se hard explicitamente mas adelante, se trabajaran
estas dos contribuciones de manera individual.

6.5.1. Primera contribucién a la funcion automorfica.

Nos concentramos por ahora en la primera contribucién (solucién Iy II).
Se utiliza el conjunto solucién (|6.65]) para el primer término en la expresion

(6.23)

Gi(s) = ljz:) /000 dr 7t Z exp [—7m (piz" + ¢'F;)] (6.66)

(p,9)€Lr

Entonces en este caso (1(s) representa la parte de la funcién zeta asociada
al primer autovalor, recuérdese que la segunda parte resulta ser el complejo
conjugado de la primera (aparte de un factor de i), y la tercera parte es
independiente del orbit I', y se ha reemplazado los modulos ¢; por x; por
conveniencia en la notacion. Entonces el argumento de esta funcion toma la
forma,

pir’ 4+ ¢'F; = poxo + prvy + iqivy + ot + iqaTs. (6.67)

Es posible reducir los grados de libertad haciendo uso de coordenadas ho-
mogéneas en los modulos asi xg = 1, x1 =ty z9 = A, y si ademads se

I'Nétese que en la expresién original hay diferencia con los coeficientes por un
factor de i y de m, sin embargo esto no afecta los cdlculos debido a que la integral puede
reabsorverlos, y ademas en la definiciéon de los autovalores asociados puede multiplicarse
y dividirse por algun factor siempre y cuando se haga cuidadosamente
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reemplaza el conjunto solucién [6.65 se obtiene para el argumento la siguiente
expresion

pir +q'F; = ni+ni+n;+n]—nit+nst+nst+nit  (6.68)
+ 2in1n2t + 27117’L4A + 2in1n3A.

Notese que este resultado puede llevarse a una forma matricial asi

1—¢t at 1A A
; ; it 1+1¢ 0 0 n
pix' + q'F; = (n17n27 ns, 714) iA 0 1+¢ 0 i
+

A 0 0 1+t o
(6.69)
Se hacen las siguientes definiciones [}
n 1—-t it 1A A
o | ne . w14t 0 0
"= L= 4 0 14t 0 (6.70)

De tal manera que,

detQy = (1 +1)?

En decir, es invertible, redefinimos el argumento del exponencial como Q(7,t, A) =
il Qi tal que:

C(s) = Fﬂ('; /OOOdTTs—16§Z4exp[—T7TQ(ﬁ,t,A)}
_ m/0 dr - (©(r 1, A) — 1), (6.71)

donde

2El subindice en la matriz Q hace referencia al niimero de pardmetros (médulos)
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® = Z exp[—7m Q(7, t, A)].
nez
Es la funcién Theta de Riemann, el término uno, representa los modos ceros
que no estan incluidos en la suma original, en este punto es importante
introducir una simetria existente en la forma cuadratica Q(7,t, A) a travez
de una transformacién en los médulos,

1—t¢ 2A
t—T=— A— A= \/_—
1+1¢ 141
Bajo esta transformacién se obtiene una forma mas simétrica para {2y =
2 !
=
1+t

T 31 =T) 5id A

o _ 2i(1-1T) 1 0 0
2= %M/ 0 1 0
%A 0 0 1

El potencial de Kéhler transforma como:

1—tt—AA = 2(T+T - AA), (6.72)

y definiendo a = f—L, entonces la funcion zeta toma la forma

ons) = g [Tt Y explorm QT )
I'(s) Jo S
0#REL

- / dr 571 Z €$p[— (T (n1)?

I'(s) Jo Gtmezd
FNEL

4
+ Z 4 ngi(1 —T) + nynziv2A + n1n4\/§A’)}(6.73)
j=2

Completando cuadrados para cada n; se obtiene:

Coy(s) = % /oodT TS_IZ exp[ — T (i(l +T)?(ny)?

0 O£7ReZ4

bt QTP 4 (gt 7A’) (ns + %A’)?)](.@.M)
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Se define el vector de enteros N = (ns, ng, ny), para partir la suma en término
de dos contribuciones

Z = Z + Z = (r + iy

0#£7€Z4  0£AN€Z3 ni=0 n1#£0,NezZ3

el primer término puede analizarse haciendo uso de las propiedades de la
transformada de Mellin [6], para el cual se obtiene

s

(r = FO(KS) / dr 751 Z =l +(na)*+(na)?], (6.75)
0 N#£G

En términos de transformadas, se encuentra que esta contribucion es la trans-
formada de Mellin de una de las funciones theta de Jacobi,

M [p(s)] = /000 dr 571 (1), (6.76)

donde

o(r) = [05(7) — 1 O3(m) =Y e (6.77)
Haciendo uso de la ecuacién funcional suministrada en la seccion 3.4 donde
se estudio la transformada de Mellin, es posible encontrar los polos y resid-
uos de esta contribucién, la funcién 63(7) de Jacobi satisface [63(7)]* =
773/2[05(771)]?. Entonces se obtiene la ecuacién funcional

o(17h) = m32¢(T) + T3/% — 1. (6.78)

Asi pues se encuentran polos simples en s = 0 and s = 3/2 con residuos —1
y +1 respectivamente [6].

La segunda parte debe analizarse mediante el uso de la formula de suma
de Poisson

1 )
—n7(n+azm)? _ 2mizmn _—mn2 /T (6 79)
€ — € € .
2 7 ’

nez ne”L

sobre cada entero (ns,ns3,ny), definiendo
i(1=T) A

m=ng T9g = ——= T3 = — Ty =

2 V2
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después de este proceso se obtiene:

CII = @ E eiﬂnl[nzi(lfT)+n3\/§iA’+n4\/§A’]

n1#£0,Nez3

></ dr 7-(5—3/2)—16—(711)2”(#)2—5((”2)2+(n3)2+(m)2) (6.80)
0

En este punto debe considerarse nuevamente dos casos, N =0 y N # 0,

el primero es analogo a la primera contribucién, y después de un cambio de
variable da como resultado:

—2s5+3 s 59
= (#) FO(‘S) /O drr=32= g5 (1) — 1]. (6.81)

El segundo caso, puede hacerse con ayuda de la siguiente identidad ([35]):

/OOO dp V=L e—2—ar _ 9 <§>v/2 KV(Q\/E), 6.52)

para 8, # 0, y donde K, son la funciones de Bessel modificadas de segunda
especie, en este caso se identifica

1+7\°
v=s—23/2 B = m(n3 +n3 +nj) a:ﬂn%<T)
Se observa que debido a las condiciones impuestas se satisface que a y 3
son distintas de cero, por lo cual se puede utilizar la identidad sin ningun
problema para obtener el resultado:

S
" «

v= ) Z exp |:i7TTL1 (ngi(l —T) +ngV2iA + 714\/514/)] )

0#£n1 €Z,N#£0

)2 V2| N2 2 (1 T) 528, (o |N|(L 4 T)),

entonces juntando todos los casos se obtiene para la primera contribucién en
la funcién zeta,
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1+7T

A Ly
_ - (s=3/2)=11g () _
o) = G+ (F) g [ 03(7) — 1)

as

I'(s

S eap [mnl <n27j(1 —T) + ngV2iA + n4\/§A’>}

0#n1€Z,N#0
x 2T VANP (L T) K s (e | NI (1 4+ T))(6.83)

De lo aprendido en la seccion anterior, debe tomarse el limite en s — 0
entonces para cancelar singularidades debe multiplicarse por la funcién I'(s)
y considerar la funcién.

—s _ ['(s)

ﬂ-S

S (QMn,t, 4))

nezZ4

Coy (5)-

Esta funciéon aun tiene una singularidad que nos interesa remover, es un polo
simple en s = 0 con residuo —1, entonces removiendo estas singularidades se
obtiene en el limite:

, 1 2 (14+T\°
MM@@+Q=<%+E(7Q

+ (1 + T)3/2 Z [eiﬂnl[ngi(lfT)+n3\/§iA’+n4\/§A’}
V2 L
0#n1 €2, N#£0

X N2 Ky (e | NI(1+ ), (6.84)

donde Cj es constante en el sentido de que no depende de los médulos (7, A'),

esta expresion puede simplificarse un poco si se utiliza las relaciones para las
funciones de Bessel [35]

Kg/g(z) = K,g/g(z)
Kipp(x) = \/m/22e™" K3p9(2) = 27" Ky o(2) + K1 2(2)

3QQ juega el papel de autovalor en la ecuacién
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Se obtiene entonces,

1+ 70y N|(1+T)
7y |N|(1+T)

K_yo(mmi|N|(14T)) = (2m|N|(14+T))) 7 e-mINI0+T),

(6.85)

estos resultado en la ecuacion ((6.84]) nos dan finalmente la forma de la funcion
zeta regularizada:

1 ™ (1+TY°
W(O(T, A)) = lim,o(G(s) + ) = Co + o (%)
+ Z [eiml[nzi(l—T)+n3\/QiA’+n4\/§A’+z‘u\7|(1+T)]
0+#£n1€Z,N#£0
1( 14 +n1(1q+T))] (6.56)
2w NJ? [NJ?

Con esto obtenemos la funcién zeta regularizada asociada a los dos primeros
autovalores en la ecuacion , pues los dos primeros son complejos coju-
gados uno del otro, para hallar la funcién zeta asociada al tercer autovalor,
analizamos el término:

N =t'"F —t'F =—2i (1 —tt — AA),

que bajo la transformacién de los pardmetros y utilizando las propiedades
de invarianza en los médulos transforma como ((6.72)) moédulo factores con-
stantes. Entonces se obtiene.

G(s) = ﬁ /0 Tt Y eap [CNT_—:M} (6.87)

m,n#0

Definimos J = |T + T — A’A’|, entonces el término que nos interesa es de la
forma:
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: d : d 1 > s—1 —7/J
— 11m5_>0£<’3(s) = —hms_>0£ 2F<S) /0 drTt E En7é0 (& ] (688)
dl 1 g~
= _J e s—1 -7 s
img_,q ds | 20(s) /0 drm° e mgn?éo J ]

1. .
= 711m5_>0(] InJ 4 Zl

n>0

-1

d _ _
—limsﬁod—(g,(s) = In|T+T-AA
s

Tomando los dos resultados anteriores en la ecuacién (6.22)) se obtiene para
la primera contribucién de la funcién automérfica la expresion

ef = 2RV AN )P LT A AP (6.89)

Para construir la funcién automorfica para un coset de la forma SU(1,n)/SU(n)x
U(1) se utiliza lo aprendido en esta seccion, con el uso recursivo de la formula
(6.65) v la generalizacion del resto del procedimiento. La inclusion de mas
modulos A; en la formulas solo incrementara la dimensién de la matriz 2,
pero su estructura general se mantendra constante de la forma,

T i1 =T) 5id A - Al A,
1i(1-1) 1 0 0
LA 0 1 0 . 0
A 0 0 1 0 0
V2
1 . : DY .
TEA;I 0 .. 1
(6.90)
Entonces la funcién ¢ a calcular es la transformada de Mellin,
1 - s—1
Cgen(s) = e dr 77 [Ogy, (1) — 1]. (6.91)
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La posicién de los polos en la expancién de fourier I'(s)(gen(s) son afec-
tados, sin embargo se mantiene un polo en s = 0 el cual después de ser
removido da lugar a una expresién regular para la funciéon automorfica. la
forma general depende también del uso recursivo de las relaciones para las
funciones de Bessel pero la estructura general de la solucion es similar a la
expresion ((6.80)).

6.5.2. Segunda contribucion a la funcién automorfica

Como se menciond al principio de esta seccion, la solucion a la ecuacion
diofantina se divide en dos contribuciones segin la tabla [6.1, ya se
estudio la primera contribucién, ahora veamos la funcién zeta de Rieman para
la segunda contribucién. en este caso como se puede corroborar directamente
y siguiendo la sugerencia que se dio al principio de la seccion, la solucion
propuesta tiene la siguiente forma:

po = 2[ (m1)?+ (n2)*+ (n3)? + (n2)?] +2[ ny 4 ng +ng + ny] +2

pr o= 2[—(n1)?+ (n2)® + (n3)* + (ng)*] +2[~n1 +ngy +ng+ny] +1

¢ = 4dnng+2(ng +ng) +1

pa = 4dning+2(ny +ny) +1

@ = 4nmng+2(n +ng) + 1, (6.92)

donde 7@ = (ny,ny,n3,ny) € Z*, procediendo de manera similar al anterior
caso, y con la misma eleccién para los médulos se hallan los autovalores asi,

pir' +¢'F; = poxo+ pi1a1 + i + paa + igas (6.93)
= Do -+ plt + iqlt + pgA + ZQQA

Que reemplazando la solucién propuesta con la misma definicién para los
moédulos A y ¢ se obtiene:

Q(T, A') = pia’ + ¢'F; = 2 Quiit + 27 Z + 2B, (6.94)
donde €25 y 77 se han definido en y se define:

96



I1—(1—at+(1+4)A
1+ (14 )t
1+t+4iA
1+t+ A

Ny
Il

2B=2+ (t+A)(1+1i). (6.95)

Se a introducido entonces un término vectorial y uno escalar en relaciéon al
caso anterior, lo cual promueve la funcién theta de Riemann utilizada a una
forma mas general. Nuevamente debe realizarse una transformacion en los
modulos con el objetivo de encontrar simetrias utiles que nos permitan una
mejor manipulacion algebraica de estos términos,

1—1 54
T e RN
111 111

lo cual transforma el argumento como,

Z(t, A) — Z/(T,A) (6.96)

Mas explicitamente se obtiene

- 2 - — 2 2
=——7 B=——P = ——
1+T 1+T T+ T?
donde los términos transformados tienen la forma,
i iAT A
( T | ;1=T) % &
t1-T 1 0 0
Q, = S 0 1 0 (6.97)
W
o 0 0 1
i A A
T+ﬂyﬂv+ﬁ+75
7 - LU 1=(2)
? +1 Z
Vol 1

3+¢+(1—@T+(1+0A
4 4 22
97
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Entonces el argumento central Q(7', A’) en la ecuacion (6.94) toma la forma:

4 -
T, A = (*- Wi + - 7'+ B) . .
Q(T, A" T n- Qon +n- 4 + (6.98)
Esta expresion puede reducirse aun mas si se definen las siguientes cantidades,
%(1; T) P1 . Ny 1
p= ZT; =1 p2 N=| n3 =11 [,
Vo P3 ! 1
(6.99)
entonces Q(T', A’) se puede reescribir asi,
QT A) = ——Q/(T, A
9 1 + T Y Y
o T pr n - T+5p
/ n_ T P 1 ( T) Y P !
Q'(T, A") {(nl,N)(ﬁ . ><N>+ ny, N ( a5 >+B}

(6.100)
El valor de Q(T, A’) encontrado aqui debe introducirse entonces en la funcién
zeta dada en la ecuacion [6.23| para asi encontrar el primer término de la
funcion zeta, recuérdese que el segundo término es el complejo conjugado del
primero y el tercero se halla casi completamente igual al caso anterior.

C(s) = % /0 dr 571 Z exp {_47”_ <ﬁ it + - 7' + B')] (6.101)

—

7i#0
Bajo un cambio de variable se obtiene:

S

((s) = FIZS) / drr' Yy o~ mT(FUTHEILB) (6.102)
0 40

donde k = 7(1 + T')/4, existe entonces una similitud entre este y el caso
anterior, asi es que se puede aplicar lo aprendido, lo primero es que la suma
se parte en tres régimenes asi,

o= >+ D>+ Y (6.103)

it n1=0,N#0 ni#0,N#0 n;=0,N=0
¢+ Cur + G

(=2

~
I
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En el calculo a realizar seran de mucha utilidad las dos siguientes identidades:

Z 6—77r(n+xm)2 _ L Z 627ri:r:mne—7rn2/'r7 (6104)

T

B

/00 dxx”lexp(_?ﬂ —ax) = 2(a)y/2Ky(2 Bav) a,f#0, (6.105)
0

Primer régimen (; caso n; =0, N #* 0
En este caso la funcion zeta toma la forma,
Ci(s) = - / drr Y e (6.106)
I'(s) Jo el
N#0

Y segun la ecuacion (6.100) se obtiene para Q)7,

@ - (50 )(3)e0m(3)or wum

P13
= NP+ N-Z+ B,

entonces se obtiene:

o 4
o) =g [T [ e ooy
S

0 =2 n;

Manipulamos la sumatoria completando el trinomio para obtener,

Z e—?TTTl?—Tﬂ"Vl]’Zj _ 67'7TZ32/4 Z efﬂT(nJ"FZj/Q)Q, (6109)
n; nj
y se hace uso de la identidad (6.104]),
1 " o
DT = A e, (6.110)

la funcion zeta queda asi,
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s 60 N2 , N
Q(S) _ F"E ) Z (/ dTTs—%—lef - f(wB 7rz2/4)7') oTiINE (6.111)
s 0

N+#

(=1}

La integral entre paréntesis puede llevarse acabo utilizando la identidad
(6.105)), ndétese que se cumple la condicién sobre los parametros, pues en
este caso N # 0, el resultado es:

_ 2K° itN-Z |J\7|2 5/2-3/4 / 2
C](S)— F(S) Ze (B’——A—lll5|2> K87%<27T’N’ BI—Z /4)

—

N=£0
(6.112)

Tercer régimen (;;; caso n; #0, N =0

En este caso Q};; conny =ny 2z = 2 es,

T =~
Qur = (n,GT)(ﬁ pjg)(%)+(n,6f)('zzl>+8’ (6.113)
= n*T+nz+ B,

entonces se obtiene para la funcién zeta,
K° ee ’ 2 ’
CI(S) _ / dr 7_sflef‘rrrB Z e—ﬂ"T(n T+nz+B )’ (6114)
0

n#0
si utilizamos ((6.104)) se obtiene,

CIII(

|:/ dr 75~ 2 16_% (ﬂB’—ﬂ'zQ/(4T))T:| ewinz/T.

(6.115)
Que en analogia con el caso anterior se utiliza la identidad (6.105)), para
resolver la integral obteniendose,

2Kk° Z e ny 1/ B 22

Crrr(s) = emnA K, 2 — — — | .
F(S)\/Tm;éo (TB/ )8/2 /4" s—5 T 4T

(6.116)
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Segundo régimen (;; caso n; # 0, N £ 0

En este caso Q};; adquiere la forma,

/ _ o7 T p" n T 21 p
Qur = (n, N )<ﬁ I N ) TN S )+ BIGAIT)

4
= Tn?+ Z (n; +0;)° — oF +mz + B,
j=2

donde se ha definido o; = np; + %, entonces la funciéon Theta de Riemann
que aparece en la funcion zeta es,

Z efTrTn?fTﬂ'anj _ 6‘1'7rZJ2/4 Z €—7TT(’I’L]'+Z]'/2)2’ (6118)

ni,N nj

y se hace uso de la identidad (|6.104)),

Z e_m—Q/ _ 677-#(3’70]2.) Z efrr‘r(Tnf+n1z1) ﬁ Z e—T7T(7Zj+O'j)2 (6119)

n; n17£0 J=2mn;#0
4
_ e*Tﬂ(B’—aJQ-)T—3/2 Z e*ﬂ‘r(Tn%+n1z1) H Z eQﬂ'iO’j’ﬂj*ﬂ'n?/T‘
n170 J=2mn;#0

Entonces la funcion zeta puede llevarse a la siguiente expresion,

(6.120)

Crr(s) = % Z exp [man(inpj+zj)

n1£0N#£0 Jj=2

oo 2
3 N|
0

Si nuevamente se hace uso de la identidad (6.105]) se obtiene,

exp [m’ Z?:Q n;(2nip; + zj)] s s4e ~
7-(-78(1 + T)7522371F<S> ’N| 2 st% (27T‘N‘\/ 7n1)7

(6.121)

CH(S) = Z

n1£0N£0
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donde se ha utilizado kK = (1 +T")7/4 y se ha definido:

ATB' + 7%

472
Analogo al caso anterior se toma entonces el limite s — 0 y se remueve la
singularidad en s = 0 para obtener,

Yoy =z + 0T+ B' — o’ A= (6.122)

. s 1
\I/(QQ(T, A/)) = llmsﬁo |:F(S)7T (C[ + g[[ + C][[) + g R (6123)
que juntando con la solucién a la primera contribucién se obtiene finalmente,

ed = 62]—2e\II(S)Q(T,A’))|Tv + T . AA/|,
donde W (,(T, A’")) viene dado por:

w2 14+ T\3
VAT A) = Cot ()
(1+T)% miniN-5| 13 -2, 5 \
T Z FmimNA| N | 2n1K_%(7rn1|N|(l—|—T))
n1,N#0
imN-Z| NF|—3/2 / zZ|? o ER
1IN -2 — I 1T
+ QZe |N| B -3 K s |2n|N|\/B' = =
N=£0
+ o2 30 mCmNANA| N2 (22N A )
n1£0NZ0
+2) e M PNV (200 V). (6.124)
n1#£0

Esta expresion puede estudiarse en dos limites asintdticos, segun el argu-
mento de las funciones de Bessel. Para tal objetivo utilizamos las siguientes
identidades,

K, (z) = K_,(2) (6.125)
— 1)l2v-t
lim, ,0K,(z) = (v=1) v>0
ZV




Entonces para los dos limites se obtiene,

Caso z < 1,
21T n1€27rin1]\7-ﬁ
W((T. A)). - C N 1+7T —_—
(Q2(T, A)) 21 0+5(2>+(+)Zq IN|2
0#n1,N#0
12 eﬂ]\?.Z eminZy /T
+ (4B'-12P) = T
CONP oGRS e
N£D n#0
+ 2\/|]7§;]1267ri(2n1]v'ﬁ+]\7‘2)' (6126)
0#n1€Z,N#0
Caso 2 > 1,
2 (14T 3 eminZi JT—2mny/A
VT, A1 = Co + = (5 ) +
45 2 n
n#0
2ming ]\7‘5—7"”1 |]\7‘(1+T)
nie
+ (1+T N
( ) Zﬁ B 2| N|?
0#£n1€Z,N#0
) orilN-Z—r|NI\/1B-|Z]2
L (4B — |72\ _
( | |) Z 2“\”2

N#0
eTin (N-Z+N-p)+2ri|N|\/An

V]2

> Vim o (6.127)

0#£n1,N£0

Las ecuaciones ((6.124} |6.126] |6.127]) son el resultado principal de este traba-
jo, representan el argumento del exponencial en la funciéon automorfica con
geometria SU(1,2)/SU(2) x U(1).
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Capitulo 7

Aplicacién: Ecuacion de
Wheeler-De Witt

El proceso de regularizacién utilizado en este trabajo hasta ahora, difiere
aparéntemente del método utilizado en la literatura convencional [36]. Si el
proceso es el mismo o no, lo veremos segun los resultados de esta seccién. Co-
mo aplicacién de nuestro método de regularizacion, se hallara el determinante
del operador resultante en la gravedad cuantica por medio de la ecuacion de
Wheeler-De Witt, el cual es un resultado interesante en la literatura [39].
Uno de los posibles acercamientos al a gravedad cuéntica en (2+1)-dimensiones
es a través de la cuantizacién por medio de la ecuacién de Wheeler-De Witt
[37], en este desarrollo aparece un problema, que se reduce basicamente a en-
contrar el determinante del operador Dy que define la ecuacion Wheeler-De
Witt [37].

7.1. Planteamineto del problema

En esta teoria, el espacio tiene geometria R x ¥ donde ¥ es una variedad
compacta 2—dimensional, usualmente un toro 72, los autoestados y autoval-
ores del operador son de la forma:

, 4m?
2mi(ma+ny) lmn — i|n _ 77,L,7_|2 + Vb’ (71)

lmn) = e
T2

donde m,n son enteros, y,x son coordenadas angulares, Vj esta asociado a
la funcion potencial y 7 = 7 + 175 es el mdédulo complejo correspondiente a
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una métrica,

1
ds® = —|dx + Tdy|*.
T2

La funcién zeta asociada al operador Dy es;

n,m

Entonces como sabemos el determinante del operador es de la forma,

det Dy, = H [ H olnlm)

s—0 d

= exp [—hm—SZl ]

_ o C0)

Por otro lado, de la ecuacion (6.19)) encontramos que:

o0
(s) =D 1, £
con,
6_lnmt VOt _7|n W”7—|27
entonces;
In—mr)* = (n— m(T — iTy)

) (n —

e_l”mtdt,

m(m + i12))

= n® —2nmm +mA(r8 + 7).

Esto puede llevarse convenientemente a una matriz de la forma:

1
‘n_mT|2 = (na m)
= i QO 7,
donde la matriz satisface la condicion:
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)

n
m

)
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det Q' = 77. (7.9)

Si se redefine la matriz como Q = /7, entonces se obtiene det 2 = 1 con
esto la funcién zeta es:

1 > 25T ()
— dtts_l —4ment Quit—Vot
) = g e

0 i
1 /OO _ _ 7471'21514
= dtt*=teVol N “ T A (7.10)
I'(s) Jo %
Donde se ha definido,
Apm = n? = 2nmm +m* (12 +73)
= (0" - mﬁ)2 +m?7;. (7.11)

7.2. Algunos resultados interesantes

Siguiendo el mismo procedimiento desarrollado para el caso SU(1,1)/U(1)
y para SU(1,2)/SU(2) x U(1) y segun la ecuacién (6.50)), lo que nos interesa

es,

U= £1£r(1) d%g(s) =lims — 0 (T(s)((s) + é) . (7.12)

La cual es una funcién con un polo simple en s = 0 el cual se ha removido
(6.38]).

Por otro lado, definiendo 0(iAT) = 63(0,iA7) segin la ecuacién [3.22] y uti-
lizando la propiedad 3, que alli se define, para nuestro caso con 7 = it, se
obtiene el resultado que utilizaremos mas adelante,

—7\"l’l2

1
jijtf_ﬂA“ﬂ = ;7§? 2{:t3 At At > 0. (7.13)

nez ne”Z
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7.3. Cuatro Contribuciones

En este punto es necesario partir el problema en cuatro regimenes,

Cs)= Gls) + Gls) + G(s) +  Gls) -
N2 N2 N2

~—

n=m=0 n=0,m##0 m=0,n#0 m#0,n#0

El primer caso se resuelve efectuando la integral que se encuentra despues de
hacer (n = m = 0), en la ecuacién ([7.10]), y observando que bajo el cambio
de variable x = Vit aparece una funcion gamma que se cancela con la que

aparece en el denominador, el resultado es el siguiente,

Gi(s) = / dt t*te Vot
) = 1 ),
— ‘/0_87

entonces

lim ¢} (s) = —InVj.

s—0

El segundo caso, haciendo (n = 0) en ([7.10) obtenemos:

1 & 2 AnT
— dt ts—l —Vot —amm*t = )
W) =g |, w02

0 m7#0

Si consideramos que 75 > 0 podemos utilizar entonces (|7.13)),

7r7n2

1 o] tsfl
= — dt ——e"ote "
W = )

1 /°° wm?
— dt t(571/2)7167T7V0t
I'(s)Va mZ?éO 0

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

Con la ayuda de la férmula integral (6.82]) siempre que V; > 0 se encuentra

que,

2 m?2\ /2 m2Vy
w0 - mva s () o (2 0 )
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Para la tercera contribucién, haciendo (m = 0) en ((7.10|) obtenemos:

o A
— dt s le oty T gt =—. 7.19
F(S) /0‘ nZ;SO 7 T2 ( )

Si consideramos nuevamente que 7, > 0 y utilizamos otra vez ((7.13)) junto

con (|6.82) se obtiene:

C3(s) =

1 > —1/2)-1 — %y
G(s) = =——— / dt te=VD=1em 5 %
F(S)\/’V; 0

2 7rn2> (s/2-1/4) ™2V}
= — K,_ 2 . (7.20
Lls)vAy ; (Vov v g (720

La cuarta contribucién, con (m,n # 0) en (7.10) y siguiendo el mismo pro-
cedimiento se obtiene:

VR Ton? s/2=1/4 K m2rn?(Vy + 4n?m?my)
Cal(s) = Z 2,2 s=1/2 2 '
NZINE) o 4Vy + 16m2m?2my T
(7.21)

7.4. Resultado Final

Juntando las cuatro contribuciones encontradas en la anterior seccion,
reemplazando los pardmetros auxiliares y tomando el limite segun ((7.12), se
encuentra para la funcién solicitada la siguiente expresién:

o 1 Z 41712V, 14 —|n
7 || ( N2y 1/2 2% T

n#0

T2 4"/0 1/4
P T e ) Ko (Vreln)
7Tn;£0 n<To
/4
To 4(Vo + 4m2m? 1) !
FE S () s (Ve e

— V. (7.22)
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Notese, que los contadores “n,m* aparecen en valor absoluto y son diferentes
de cero, por lo cual se puede hacer el cambio
3

Y o fnl) =2) " f(n). Y. flnlfml) =4 fla,m). (7.23)
n#0 n=1 n,m=#0 n,m=1

Despues de algo de algebra y usando algunas identidades de las funciones de
Bessel, para organizar términos, se obtiene la expresién final,

2 [V Vo V4
— 1/4 “ VI 0
N 2|7 \/;; { /n Ky 7] + Jn Ko (n\/ V07'2>

o0 A 2m27 )1/
+ 2y (Vo + 7:/1” £ Ky (n\/Vng +47T2m27'22)} — InVp, (7.24)
n

en términos del determinante se obtiene:

2 N [/ Ve nv/ Vot
det Dy = Vyexp{ — 2172|1/4\/j [—Kl )
0 0 { T ; vn / 7|

/A
+ %Klp <n Vo7'2)

[e.e]

4 2,2 1/4
+ 9 (Vo + 7:/in £) K)o (n\/VoTz + 47r2m27'22) ] }725)
n

Es importante resaltar que la anterior expresién estd bien estructurada,
en el sentido de que debido al comportamiento asintético de las funciones de
Bessel y al suavizado que tiene por el factor de 1/4/n, los térmnios relevantes
son los primeros de la serie, por ello es razonable estudiar el caso limite para
valores pequenos de los enteros con ayuda de la identidad [38§]:

m=1

m=1

(v — 1)l2v!

Zl/

lim, ,0K,(z) = v>0. (7.26)
Para los primeros valores de m, y n << 1/4/Vym, se obtiene:

2|7+ 6
n

— InVj, (7.27)

V.cc1 ~
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Esto no quiere decir que la serie converga a este valor, si no que puede ser
escrita como una suma de sus priméros termino los cuales tienen esta forma.
En este caso el determinante es,

(7.28)

detDy~Vy Y exp{
n

=2|1| — 6}
primeros n’s

El resultado final sin aproximar ([7.25)) es ligeramente diferente que al-
gunos resultados encontrados en la literatura, vease por ejemplo la ecuacion
(33) en la referencia [40], o la seccién (6.4) en la referencia [36], esto sugiere
que el método nuestro debe tener diferencias con el proceso de regularizacion
zeta convencional.
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Capitulo 8

Conclusiones y Perspectivas

El resultado principal de este trabajo es la construccién de funciones au-
tomorficas de variedades con geometria especial de Kéhler, estas geometrias
son importantes porque aparecen como espacios de médulos en procesos de
compactificacién sobre variedades Calabi-Yau, el método utilizado es propon-
er una solucién a la funcién automérfica en términos de unos parametros que
dependen de la geometria a utilizar, se regulariza esta expresién con ayuda de
la funcién zeta de Riemann evitando algunos puntos sobre el orbit en el cual se
mueven los pardmetros, en el caso que nos compete SU(1,2)/SU(2)xU(1) se
ha obtenido para la funcién automérfica la expresién (6.124)), que ha quedado
en términos de la matriz periddica €2y, la cual en el proceso de construccion
mostré algunas simetrias interesantes que nos permitio simplificar los cédlcu-
los, v las cuales pueden de alguna manera generalizar simetrias duales. Se
puede interpretar esta matriz como la matriz de periodos de alguna variedad
abeliana, aunque en este punto solo se puede especular acerca de esto, seria
interesante hacer una extencion sobre la relacién que existe entre las matrices
peridédicas abelianas y nuestra matriz. En cuanto a la regualrizacién del op-
erador de Wheeler De Witt, encontramos que nuestro resultado tiene ligeras
diferencias con los célculos hechos en la literatura ([36], [37]), aunque talvez
sea posible expresar en algtin limite adecuado la equivalencia entre los resul-
tados. Como perspectiva a un trabajo posterior, podria pensarse en estudiar
las consecuencias fisicas de los resultados obtenidos para el determinante del
operador de Wheeler De Witt, para los dos casos limites que se estudiaron
en este trabajo.
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