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poner en escena algunos elementos que
permitan argumentar la pertinencia de uno u
otro marco teorico, de acuerdo a los propositos
de ciertas investigaciones en el marco de la
comprensién de  conceptos = matematicos
educativa.

Palabras claves: comprension, niveles,
descriptores, caracterizacion

Abstract

This paper is a result of theoretical character,
derived from a doctoral study in the frame of
Mathematics Education, and its proposal is to
describe important similarities and differences
between the model of van-Hiele and Pirie and
Kieren theory, and which have been theoretical
frameworks of some educational experiences for
understanding mathematical concepts. Initially,
some backgrounds are considered in context
itself, and after to be compared through
descriptions and the respective nomenclature
that each postulated level exhibits and so for
characterizing them in order to achieve the
respective conclusions. So, it is about to
highlight some elements to argue the relevance
of some theoretical framework or another one,
according to any research purposes considered
within the framework of the understanding of
mathematical concepts.

Keywords: understanding, levels, descriptors,
characterization

Resumo

Este artigo é resultado do cardter tedrico,
derivado de um estudo de doutorado no quadro
de Educacdo Matematica, e sua proposta é
descrever semelhancas e diferencas importantes
entre o modelo de van-Hiele e Pirie e a teoria de
Kieren e que tém sido estruturas tedricas de
algumas experiéncias educacionais para a
compreensdo de conceitos  matematicos.
Inicialmente, algumas origens sdo consideradas
em contexto préprio e depois comparadas
através de descricbes e a respectiva
nomenclatura que cada nivel postulado exibe e,
portanto, para caracteriza-los para alcangar as
respectivas conclusdes. Entdo, estd prestes a

destacar alguns elementos para argumentar a
relevancia de algum quadro tedrico ou outro, de
acordo com quaisquer objetivos de pesquisa
considerados no ambito da compreensdo de
conceitos matematicos.

Palavras-chave: compreensao, niveis,
descritores, caracterizacao.

Introducciéon

En el contexto de la educacién, los modelos
educativos y las teorias para la comprensién son
visiones o enfoques pedagdgicos que orientan a
los especialistas y a los profesores en la
elaboracion, andlisis y sistematizacién de
programas de estudio y estrategias de
ensefianza y de aprendizaje, o bien, en la
comprensién de algin concepto en particular.
Su conocimiento permite a los docentes y, en
general, a los investigadores en Educacion,
concebir las distintas maneras de como se
elaboran los programas o estrategias, de qué
forma se pueden ejecutar y cudles son los
elementos que desempeifian un  papel
determinante en una planeacion o en una
intervencién didéactica.

Especificamente, en el ambito de la educacion
matematica, los modelos educativos y las teorias
para la  comprensién han  constituido
histéricamente marcos tedricos para el
desarrollo de experiencias y estrategias
metodoldgicas, que permiten avanzar en el
estudio de la comprensién de conceptos
matematicos, de acuerdo a ciertos estadios o
niveles y a unas caracteristicas validadas en las
investigaciones respectivas. Como ejemplos
particulares se exhiben, el modelo de van-Hiele
y la teorla de Pirie y Kieren; estos marcos
tedricos han respaldado en las ultimas dos
décadas relevantes investigaciones a nivel de
programas de maestria y doctorado, y han
permitido desarrollar estrategias para la
compresion de conceptos matematicos, entre
ellas estan: Appropiateness of the van-Hiele
model for describing student's sognitive
Processes on algebra task as typified by College
students learning of Functions (Land, 1991),
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Aplicacion del modelo de van Hiele al concepto
de aproximacién local (Llorens Fuster & Pérez
Carreras, 1997), La nocién de continuidad local
desde la optica de los niveles de van-Hiele
(Campillo & Pérez, 1998), Un estudio de la
convergencia encuadrado en el modelo
educativo de van Hiele y su correspondiente
propuesta metodoldgica (Navarro, 2002), y
extensiéon del modelo de van-Hiele al concepto
de area (Prat, 2015); realizadas en universidades
como las de Valencia o Sevilla. Otras,
consolidadas al interior del Grupo de
Investigacién Educacion Matematica e Historia
(UdeA-EAFIT)  son:  propuesta tedrica de
entrevista socratica a la luz del modelo de van
Hiele (Jaramillo & Campillo, 2001), estudio
comparativo del concepto de aproximacién local
a través del modelo de Van-Hiele (Esteban,
2003), el método socratico y el modelo de van-
Hiele (De La Torre, 2003), disefio de una
entrevista socratica para la nociéon de suma de
una serie de términos positivos via area de
figuras planas (Jurado & Londofo, 2005),
moddulo de aprendizaje para la comprension del
conceptos de serie de términos positivos (Zapata
& Sucerquia, 2009), relacién inversa entre
cuadraturas y tangentes en el marco de la teoria
de Pirie y Kieren (Londofo, 2011), comprensién
de la tasa de variacion para una aproximacioén al
concepto de derivada, un analisis desde la teoria
de Pirie y Kieren (Villa, 2011); la elipse como
lugar geométrico a través de la geometria del
doblado de papel en el contexto de van Hiele
(Santa, 2011), la comprension del concepto de
continuidad en el marco de la teoria de Pirie y
Kieren (Rendon, 2011), relaciones proporcionales
entre segmentos en el contexto del modelo de
van Hiele (Ibarra, 2014) y la comprension del
concepto de limite de una funcién en un punto
en el marco de la teoria de Pirie y Kieren (Arias
& Becerra, 2015). Dado que la teoria de Pirie y
Kieren se gesta solo hasta la década de los 80, la
lista anterior muestra como la misma teoria es
objeto de estudio al interior del grupo, a partir
del afio 2007, actuando como referente para la
consolidacién de tesis doctoral en 2011.

Las investigaciones anteriores han posibilitado la
identificacion de puntos de convergencia a nivel
metodoldgico, conceptual y didactico, pero
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también, algunos elementos divergentes que
han obligado a estudiar con profundidad las
caracteristicas particulares de cada marco
tedrico y su pertinencia en coherencia con los
objetivos que se pretenden alcanzar en los
correspondientes estudios.

En esta perspectiva, se hace conveniente realizar
un estudio comparativo entre estos dos marcos
tedricos para la comprension, con el fin de
describir las principales similitudes y diferencias,
y observar en detalle la pertinencia de uno u
otro, de acuerdo al tipo de investigacion, con la
ayuda de algunas experiencias educativas.

Resefa preliminar

Este apartado aborda referentes de cada marco
tedrico, da cuenta de las teorlas que los
fundamentan y las experiencias y conceptos que
posibilitaron su desarrollo.

En su rol de profesores de secundaria en
Holanda, Pierre van Hiele y Dina van Hiele-
Geldof, bajo orientaciones de Hans Freudenthal,
se interesaron por la manera cdémo sus
estudiantes se desempefiaban en geometria.
Ocurrié que mientras estudiaba algunos de los
trabajos de Jean Piaget, Pierre van Hiele formulé
su sistema de niveles de pensamiento en
geometria. El notd, como es evidente en algunas
de las entrevistas de Piaget, que los problemas o
tareas que se presentan a los nifios con
frecuencia requieren de un conocimiento del
vocabulario o propiedades que estan fuera del
alcance de su nivel de pensamiento. Si la
ensefianza acontece en un nivel superior al del
estudiante, el material no es asimilado
propiamente en la memoria por un periodo
largo de tiempo:

En tanto que el nifo no sea capaz de reflexionar
sobre su propia actividad, el nivel alto se
mantiene inaccesible. El nivel alto de operacion
puede entonces pensarse como un algoritmo,
aunque con una consecuencia de poca
duracién. Esto ha sido probado debido al
fracaso en la ensefanza de fracciones.
(Freudenthal, 1973, p.78).

En 1957,
respectivas

los van Hiele presentaron sus
memorias  doctorales en la
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Universidad de  Utrecht, Holanda.  Sus
disertaciones las acompafaron de experimentos
y el desarrollo de una estructura mediante
niveles de pensamiento, con el proposito de
ayudar a los estudiantes a desarrollar la
percepcién en la geometria. Pierre van Hiele
formuld el esquema y los principios psicoldgicos
y Dina Van Hiele enfocd sus experimentos
didacticos con el propdsito de elevar los niveles
de pensamiento de los estudiantes. Aqui yace el
tema del esquema de nivel de van Hiele, que
mas tarde seria la semilla para extenderlo a
conceptos avanzados del andlisis matematico, en
el estudio llevado a cabo por Llorens (1995).

En la teoria de Pirie y Kieren. La teoria de Pirie y
Kieren sobre la evolucidon de la comprensidn
surge desde un referente  netamente
constructivista y estd basado en la concepcion
de comprensién de Glasersfeld (1987), quien
propuso la definicion “el organismo de la
experiencia se convierte en un constructor de
estructuras comunicativas” (Glasersfeld, 1987, p.
23) que pretende resolver dichos problemas
conforme el organismo los percibe o los
concibe...entre los cuales se encuentra el
problema interminable de las organizaciones
consistentes de dichas estructuras que podemos
llamar comprension. Y afade que la
comprensién es un proceso continuo de
organizacién de estructuras de conocimiento de
una persona.

El origen inicial de la teoria se fundamenta en la
observacion y la manera como se logra la
comprensién de las matematicas a nivel escolar
medio y superior (universitario) en conceptos
como las fracciones y las funciones cuadréticas.
Pirle y Kieren fundamentan su modelo con
experimentos de ensefianza en ambientes
constructivistas analizados en intervenciones
orales o0 escritas, mediante entrevistas
individuales, grabaciones en video y audio de
actividades desarrolladas por estudiantes.

Descripcion y caracterizacidon de los marcos
tedricos

Se pretende realizar una descripcion general de
los elementos que componen tanto el modelo

de van-Hiele como la teoria de Pirie y Kieren,
con el fin de caracterizar ciertos rasgos
comparables que puedan dar ideas acerca de la
pertinencia de cada uno de ellos.

En el modelo de van-Hiele. El modelo de van
Hiele se compone de tres elementos principales:
los niveles de van Hiele, son una estratificacion
del razonamiento humano en una jerarquia de
niveles; las fases de aprendizaje, son los
procesos que conducen al estudiante desde un
nivel de razonamiento al siguiente y la
percepcidn-insight, que es el interés original y el
tema de disertacidon. En la teoria esta implicita la
idea de que los estudiantes se encuentran con
obstaculos en tanto intentan, quizas sin saberlo,
el ascenso desde un peldafio al siguiente en la
escalera de los van Hiele.

El modelo educativo de van Hiele, tal como se
utiliza actualmente, puede enunciarse de la
siguiente manera:

*Existen diferentes niveles de razonamiento de
los estudiantes referidos a las Matematicas.

«Cada nivel supone una forma de comprensién,
un modo de pensamiento particular, de manera
que un estudiante solo puede comprender y
razonar sobre los conceptos matematicos
adecuados a su nivel de razonamiento.

*El proceso de ensefianza debe adecuarse al
nivel de razonamiento del estudiante. Una
ensefianza que transcurra en un nivel superior al
de los estudiantes no sera comprendida.

*El proceso de ensefianza debe orientarse a
facilitar el progreso en el nivel de razonamiento,
de forma que el progreso se haga de un modo
rapido y eficaz.

Las fases de aprendizaje estan orientadas desde
un nivel de razonamiento a otro. Van Hiele
(1986) describe el paso de un estudiante de un
nivel al siguiente como wuna funcidon de
aprendizaje: “la transicién de un nivel al
siguiente no es un proceso natural, tiene lugar
bajo la influencia de un programa de ensefianza-
aprendizaje. La transicidon no es posible sin el
aprendizaje de un nuevo lenguaje”. El paso de
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un nivel al siguiente se produce a través de una
especifica secuencia de fases de aprendizaje.

Para que una clasificacion en niveles pueda
considerarse dentro del modelo de van Hiele, es
necesario que los indicadores de nivel, llamados
descriptores, cumplan con  propiedades
especificas enunciadas a continuaciéon.  Es
prudente advertir que la nomenclatura que se
utiliza es la presentada por Usiskin (1982):

Propiedad 1: (Secuencialidad fija). Cada
estudiante debe progresar a través de los niveles
en una secuencialidad fija, esto es, “Un
estudiante no puede estar en un nivel n de van
Hiele sin haber superado el nivel n-1"

Propiedad 2: (Adyacencia). El objeto de
percepcién del nivel n-1 se convierte en el
objeto de pensamiento del nivel n.

Propiedad 3: (Distincién). El nivel n requiere de
una reorganizacién o reinterpretacion del
conocimiento adquirido en el nivel n-1, esto es,
la percepcion de una nueva estructura.

Propiedad 4: (Separacién). Dos personas que
razonen en diferentes niveles no podran
entenderse, en lo que se refiere al objeto de su
razonamiento matematico.

Propiedad 5: (Cada nivel tiene su lenguaje). Hay
una estrecha relacion entre el lenguaje y los
niveles hasta el punto de que cada nivel tiene un
tipo de lenguaje especifico, de modo que las
diferentes  capacidades de razonamiento
asocladas a cada uno de los niveles de van Hiele,
no solo se reflejan en las formas de resolver
problemas, sino que sobre todo, se manifiestan
en la forma de expresarse y en el significado que
se da o se puede dar al vocabulario especifico,
como es el caso de la palabra demostrar, por

ejemplo. Esta palabra tiene significados
tipicamente diferentes segin el nivel de
razonamiento.
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Propiedad 6: (Consecucion). El progreso de un
nivel al siguiente se produce de forma gradual.
Algunos investigadores como Hoffer (1983) y
Fuys, Geddes, & Tischler (1985), han desglosado
cada nivel de van Hiele en varias habilidades de
razonamiento, de forma que sélo se puede
considerar adquirido un nivel cuando se
manifiestan cada una de sus cualidades.

En la teoria de Pirie y Kieren. La teoria de Pirie y
Kieren es una propuesta que consiste en el
analisis de la gradacion de la comprension de un
concepto matematico. El modelo postula ocho
niveles que componen su aspecto descriptivo
(evolucién de la comprension) y estd dotado por
unas caracteristicas identificadas y analizadas
por sus creadores. Los ochos niveles describen
la evolucidon de la comprensién matematica en
cuanto a conceptos o relaciones entre
conceptos.

De otro lado, las caracteristicas esenciales del
modelo son tres: folding back, que es quizas la
caracteristica mas importante del modelo y tiene
que ver con el proceso dindamico de redoblar. En
uno de sus articulos, Pirie y Kieren (1989)
afirman al respecto "El redoblamiento permite a
una persona funcionar en un nivel exterior y
enfrentarse con un desaflo para regresar a un
nivel de comprensién mas interno con el fin de
reconstruir esa comprensiéon como base para
nuevos niveles externos de comprensién”.

De esta manera, se provoca la reexaminacién de
la comprensién de un nivel de forma distinta, a
partir de las acciones que aparecieron
originalmente cuando se trabaj6 en dicho nivel.
La diferencia es cualitativa y realmente distinta
debido a la motivacién asociada con volver a
doblar y la comprensién desarrollada en los
anillos externos (Pirie & Kieren, folding back:
Dynamics in the growth of mathematical
understanding, 1991).
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Figura 1. Una representacion diagramatica del modelo
para la evolucién de la comprension matematica, en el
cual los limites de falta de necesidad estan
representados por los aros mas gruesos.

La segunda caracteristica importante del modelo
tiene que ver con los llamados limites de falta de
necesidad que son representados en el siguiente
diagrama del modelo. Figura 1.

Estos limites se refieren al progreso del
estudiante hacia una comprensién mas
elaborada y estable, que no requiere
necesariamente de los elementos de los niveles
mas bajos (Pirie y Kieren, 1992). Entonces, si un
estudiante se mueve entre limites de falta de
necesidad significa un importante cambio
cualitativo en la comprensiéon de la persona. No
obstante, es posible que un estudiante regrese a
niveles bajos de comprensién, aun cuando
hayan sido superados limites de falta de
necesidad previamente.

La tercera caracteristica fundamental de la teoria
tiene que ver con las complementariedades de
la accién y la expresion en los niveles (a
excepcién del primero y el Ultimo). Pirie y Kieren
(1994) en su articulo “Growth in mathematical
understanding: how can we characterise it and
how can we represent it?” afirman:

“El dltimo rasgo de la teoria que aqui, queremos
mencionar, es la de la estructura dentro de los
mismos niveles. Mas allad del primitive knowing
cada nivel se compone de una
complementariedad de accién y expresion y que

cada uno de estos aspectos de la evolucién de la
comprensién es necesario, antes de moverse
desde cualquier nivel”. (Pirie y Kieren, 1994).

Ademas, el crecimiento ocurre actuando primero
y luego expresando, pero con mas frecuencia a
través de y desde el movimiento entre estos
aspectos complementarios. En cualquier nivel, la
actuacién (el desempeiio) abarca toda la
comprensién previa, suministrando continuidad
con los niveles internos, y la expresion brinda
sustancias distintas a ese particular nivel.

Esta caracteristica expresa la importancia de dos
aspectos fundamentales, los cuales registran los
estudiantes cuando estan comprendiendo
conceptos matematicos en situaciones de
aprendizaje, y resaltan la importancia de
expresar con respuestas procedimientos, quizas
no esperados, pero que pueden indicar una
actitud innovadora o de descubrimiento de
relaciones matematicas. La respuesta creativa
serd aquella que aparece como nueva para el
sujeto que la produce; puede considerarse como
un descubrimiento, en unos casos, 0 como una
invencién, en otros. En tal sentido, los
estandares basicos de competencias en
matemaéticas del sistema educativo colombiano
estan orientados a la conceptualizacion por
parte de los estudiantes, a la comprensién de
sus  posibilidades y al desarrollo de
competencias que les permitan afrontar los retos
actuales, incluyendo la adquisicion de
informaciones y al importar el ejercicio de
competencias o formas de actuacion que
puedan ser nombradas como caracteristicas del
pensamiento matematico en general, y logico en
particular, ademds de las actitudes de los
estudiantes. Términos que sirven para etiquetar
las complementariedades de la acciéon y la
expresion para cada nivel llegan a ser primitive
knowing, image making, image having, property
noticing, formalizing, observing, structuring,
investising; acorde a la accién llegan a utilizarse
etiquetas image doing, image seeing, porperty
predicting, method applying, feature identifying,
theorem; vy etiquetas de expresidon image
reviewing, image aying, porperty recording,
method justifying, feature prescribing, theorem
proving.
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Pirie y Kieren también caracterizan las
complementariedades de los niveles 2, 3 y 4,
haciendo uso de una descripcién general, de
acuerdo a una experiencia de ensefianza en
cuanto a la ecuacién cuadratica. En el siguiente
cuadro se describen los rasgos generales que
dan cuenta del momento en que el aprendiz
actla, expresa, y ejemplifica, de acuerdo a la

Tabla 1. Descripcién de niveles segun Pirie y kirie

experiencia de aprendizaje con la ecuacién
cuadratica. Es importante anotar que Pirie y
Kieren hacen esta descripcién para los niveles ya
mencionados. Los resultados presentados,
muestran como aporte la caracterizacién de las
demas complementariedades para los siguientes
niveles, de acuerdo a ciertas situaciones de aula

Nivel Accion

Expresién

Image doing.

Construccién de imagen mental o fisica del concepto
matematico (tablas, puntos). Sigue instrucciones
dadas por el profesor sin ningln tipo de analisis. No
examina los resultados. No ha pasado al image
reviewing cuando simplemente ve su accidén previa
completada y de cierta manera rechaza regresar a
ella por algo menos que lo limite a una regla.
Ejemplo: Formacion de una imagen para la grafica
de una ecuacién cuadratica. Juntar los puntos (tabla
de valores) en el orden en el que fueron calculados

Image making

Ubican puntos en la gréfica siguiendo la instruccién
correspondiente, pero no se cercioran si éste
pertenece a la grafica Identifica un elemento
discrepante, por ejemplo, un punto que al ubicarlo,
no corresponde a la grafica de una funcién
cuadratica. El estudiante lanza declaraciones después
de haber graficado varias funciones como: "eso no

puede ser correcto”, "ese punto no puede ir alli".

Image having

Image reviewing.

Consideracion de la imagen como un todo. Se da importancia al
orden en el que se ejecutan las instrucciones. Hay analisis del
trabajo realizado por las instrucciones dadas y adaptan nuevas tareas
a clertas ideas tentativas de como las imagenes deben ser
construidas. No ha pasado al image doing cuando permite la
alteracion del comportamiento previo, todavia no visualiza un patron
propio del concepto.

Ejemplo: Consideracion de una grafica como un todo antes de
desplazarse a la otra (de construir la otra), ver cierto patrén dentro
de la actividad de graficacion. Analisis descriptivo del trabajo
realizado.

Image saying.

Explicacion del por qué un elemento discrepante no se acomoda a
su imagen. Articula las caracteristicas del patrén identificado. Esta
en posicion de hablar acerca de sus acciones y llevarlas mas alla de
la accion de graficar.

Ejemplo: Lanza expresiones como: "Yo pensé que todos ellos
formaban una U", "hemos conseguido ya un punto para x=2", "todos
los que estan en el fondo de la U son puntiagudos”.

No necesariamente implica tener la grafica correcta o completa.

Fuente: Autor

Tabla 2. Caracterizacion de las complementariedades de la accidn y la expresion.

Nivel Accion Expresion
Feature identifying Utiliza como referencia su pensamiento  Feature prescribing Produce verbalizaciones relacionadas
formal. El estudiante observa la estructura general del concepto  con la cogniciéon, sobre el concepto formalizado, de
con el fin de estructurar y organizar sus procesos de acuerdo a las propiedades que describié en el nivel
pensamiento, asi como también, reconocer las ramificaciones de  anterior. Dicho de otra manera, el estudiante hace uso de
los procesos de pensamiento. El estudiante combina las la meta-cognicién (ya que tiene un nivel mucho mayor de
definiciones, ejemplos, teoremas y demostraciones que abstracciéon) para enunciar la definicion del concepto
2 circundan el concepto particular para identificar los  particular, haciendo uso de un lenguaje matematico formal.
] componentes esenciales, las ideas de conexién y los medios para Ejemplo: El estudiante es capaz de definir la parabola en
@ cruzar entre dichas ideas. sus propias palabras, de manera equivalente, como "el
'8 Ejemplo: En las graficas realizadas por él, intenta ubicar el punto  lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de un

fijo y la recta fija que identifica como elementos comunes en
Haciendo uso de las palabras: foco,
directriz, distancia focal; se hace una idea de la definicion.

todas las parabolas.

punto fijo llamado foco y de una recta fija llamada
directriz".

Deduce, de acuerdo a las caracteristicas abstraidas, las
aplicaciones que una parabola tiene en la vida practica.
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Theorem conjecturing. Theorem proving..

Interpreta la interrelacién de las observaciones hechas mediante  Es capaz de demostrar el teorema establecido de manera
un sistema axiomatico. Hace uso de otros ejemplos con el fin de  verbal o en forma escrita, haciendo uso del lenguaje
validar sus creencias o conjeturas, relacionando ideas matematico adecuado.

subyacentes, axiomas y otras definiciones, a través de otros  Ejemplo: El estudiante, es capaz de deducir la ecuacion
dominios. Percibe de manera coherente la interconexién de  general de la parabola, dados algunos elementos.

diversas teorias, hasta llegar a un teorema. Expresa un resultado y es capaz de establecer si es un
Ejemplo: El estudiante descubre, después de varios intentos, que  teorema.

en todas las pardbolas con vértice en el origen, existe una

directriz y un foco, tales que los puntos de la parabola equidistan

de estos elementos. Relaciona ejemplos, teoremas y definiciones

para llegar a su conclusion.

Structuring

Figura 2. Una representacién diagramatica de la teoria
para las complementariedades de la accién y la
expresion, en cada nivel

Fuente: Autor

Esta secuencia o caracter fractal, sefala la
importancia de la informacién que se encuentra
en el centro interno, toda vez que al recorrer los
niveles del modelo hasta llegar al nivel de
invencion, es susceptible de convertirse en un
nuevo conocimiento  primitivo para la
comprensiéon de otro conocimiento mas
elaborado (Pirie & Kieren, 1989).

La teoria de Pirie y Kieren considera ademas,
otras caracteristicas que enriquecen la teoria, y
provee a los investigadores de una
fundamentacién tedrica mas amplia que permite
describir y evaluar con mayor precision la
evolucién de la comprension del aprendiz.

*El modelo postula la imposibilidad de que un
individuo  conozca realmente que estd
sucediendo en la mente de otro individuo (la
cual es una postura constructivista radical de
Glasersfeld que estd en desacuerdo con la
postura de Piaget al respecto).

Los niveles externos crecen en forma recursiva
desde los niveles internos, pero el conocimiento
a un nivel externo permite, y de hecho retiene,

los niveles internos. Los niveles externos a su «Cada uno de los niveles delinean un cambio

vez, se insertan y envuelven a los internos. Por
esto se dice que el modelo es en realidad una
teoria de la relatividad de la comprensién.

En este sentido, se puede observar que Pirie y
Kieren conciben el conocimiento primitivo,
como un generador de modelos completos,
similares a la totalidad. Esta propiedad otorga al
centro interno la cualidad de caracter fractal. La
figura, muestra las complementariedades de la
accion y la expresion en cada nivel, de acuerdo
al modelo

Estructuracién

. 3
/ dela Imagen
Creacion de
laimagen
Conocimienty
Primitivo
‘Andlisis de
laimagen _Dbservacién

Rregistro de la
propiedad

Categorizacién

cualitativo en la evolucion de la comprensidn del
estudiante.

*El modelo reconoce la utilidad de las
entrevistas con el fin de rastrear los movimientos
de los estudiantes a través de los niveles de
comprensién. En particular, Pirie y Kieren creen
que un instrumento escrito, en especial un
examen de opcidon multiple, no expone
completamente lo comprendido por el
estudiante por lo que ésta sélo puede ser
inferida y no medida.

*Se da total importancia a las preguntas
provocativas, invocativas y de validacién.

*Se postula el hecho de que La comprensién
matematica de cada persona es Unica.
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Nomenclatura de los marcos tedricos. La
estructura de ambos marcos tedricos para
analizar el avance en la comprensiéon de un
estudiante en cuanto a un concepto matematico,
tiene similitudes en lo que se refiere a la
gradacion mediante los niveles que ambos
contemplan, sin embargo, difieren en la
cantidad.

Los van Hiele enunciaron originalmente su
modelo, distinguiendo cinco niveles (Basico o
nivel 0, y niveles |, I, lll y IV). A través de la
bibliografia sobre el tema, ellos y otros autores
han ido refinando la forma de referirse a estos
niveles. El mismo P. van Hiele (1986) en la mas
notable revision de su teoria, enfatiza la
importancia de los tres primeros niveles, a los
que se refiere como: "basico o nivel visual,
segundo nivel o nivel descriptivo, tercer nivel o
nivel tedrico”.

En el mismo trabajo, sefialan que los niveles
superiores a estos presentan dificultades para su
discernimiento y sélo tienen un interés teodrico.
Sin embargo, la forma maés habitual de referirles
es distinguir cuatro niveles. Por ejemplo,
Gutiérrez & Jaime (1990) etiquetan los niveles
as: nivel | (de reconocimiento), nivel Il (de
analisis), nivel Il (de clasificacion), nivel IV (de
deduccion formal). Por su parte, Land (1991)
habla de nivel 0 (basico, visual o predescriptivo),
nivel | (descriptivo), nivel Il (tedrico) y nivel Il
(deductivo). Por ultimo, Llorens Fuster & Pérez
Carreras (1997), adicionan a estos cuatro niveles
un nivel anterior, que se denomina nivel 0 o
predescriptivo.

Nivel O, predescriptivo

Nivel I, de reconocimiento visual

Nivel II, de analisis

Nivel Ill, de clasificacion, de relacidon

Nivel IV, deduccién formal (Llorens, 1994, p. 84)

En la teoria de Pirie y Kieren, cada uno de los
niveles de comprension puede describirse, de
manera tal que se pueda detectar el nivel en que
se encuentra un estudiante al razonar en cuanto
a un concepto matematico y, a la vez, pueda
diseflar estrategias que permitan mejorar la
comprensién. Se toma de Meel (2003) la
interpretacién de los niveles de comprensién del
modelo.

*Nivel 1. Conocimiento primitivo. Los
estudiantes afloran en su mente toda la
informaciéon  asociada a ideas intuitivas
(conocimiento intuitivo) o experiencias de
aprendizaje relacionadas con el concepto objeto
de estudio, conocimiento situado, en términos
de Brown, Collins y Duguid (1989) o
conocimiento previo o informal (Saxe, 1988).

Nivel 2. Creacién de la imagen. El estudiante
es capaz de realizar distinciones con base en
capacidades y conocimientos anteriores. Las
imagenes no necesarilamente son
representaciones pictoricas, sino que transmiten
el significado de cualquier tipo de imagen
mental. Las acciones realizadas en este nivel se
relacionan con los aspectos mentales o fisicos
que se evidencien, con el fin de obtener una
idea sobre el concepto objeto de estudio.

*Nivel 3. Comprension de la imagen. En este
nivel, el estudiante se ve en la necesidad de
reemplazar las imagenes asociadas a una sola
actividad, por imagenes mentales. El desarrollo
de tales imagenes mentales que no son mas que
imagenes orientadas por un proceso, libera al
estudiante de las matematicas a partir de la
necesidad de realizar acciones fisicas
particulares (Pirle y Kieren, 1992). Aqui, el
estudiante  comienza a  reconocer las
propiedades globales obvias de las imagenes
matematicas inspeccionadas.

*Nivel 4. Observacion de la propiedad. El
estudiante examina una imagen mental y
determina los distintos atributos asociados con
dicha imagen, observa las propiedades internas
de una imagen especifica ademas de las
distinciones, combinaciones o conexiones entre
las distintas imagenes mentales.  También
construye y modifica definiciones mediante la
combinacién de tales propiedades. Es posible
también que desarrolle un concepto-definicion
(Tall. & Vinner, 1981), creado a partir de la
interaccién entre las diversas imagenes
vinculadas, en lugar de imagenes desconectadas.

*Nivel 5. Formalizacién. El estudiante conoce
las propiedades para abstraer las cualidades
comunes de las clases de imagenes, abandona
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los origenes de la accion mental, para finalmente
producir definiciones matematicas completas.
Es importante anotar que las descripciones
generales proporcionadas deben ser
equivalentes a wuna definicidon matematica
adecuada, aun cuando no sea necesario usar un
lenguaje matematico formal.

*Nivel 6. Observacién. El estudiante utiliza su
pensamiento  formal, es decir, produce
verbalizaciones relacionadas con la cognicion
sobre el concepto formalizado, es capaz de
combinar definiciones, ejemplos, teoremas y
demostraciones para identificar componentes
esenciales, ideas de conexion y los medios para
relacionar dichas ideas.

eNivel 7.  Estructuracién. Trasciende a la
comprensién, explica interrelaciones de dichas
observaciones mediante un sistema axiomatico
(Pirie & Kieren, 1989).

*Nivel 8. Invencion. El estudiante es capaz de
liberarse del conocimiento estructurado que
representa la comprensiéon total y crea
preguntas totalmente nuevas que tendran como
resultado el desarrollo de un concepto nuevo. En
este nivel, la comprension matematica del
estudiante es infinita, imaginativa y llega mas
alla de la estructura actual, lo que hace que el
conocimiento estructurado se convierta en una
nueva dimension de conocimiento dotado con
otra estructura quizas isomorfa a la actual, que a
su vez se convertira en un nivel de conocimiento
primitivo. La tabla 2, muestra caracteristicas de
cada marco tedrico fundamentadas en los

elementos comunes y disimiles que se pudieron
encontrar, con el fin de poder establecer un
resumen comparativo:

Tabla 2. Resumen comparativo entre los dos
marcos teodricos

Métodologia

Dado que el estudio se enmarca en el campo de
la educacidon matematica, se ha elegido
precisamente el enfoque cualitativo como el més
pertinente para el contexto del estudio, teniendo
en cuenta que los métodos de recoleccion de
datos utilizados son no estandarizados y se llega
a perspectivas méas generales, construyendo la
hipotesis que se va refinando conforme se
recaban los datos La investigacion tiene un
alcance explicativo (Cazau, 2006), en un intento
por identificar algunas categorias mostradas en
la tabla anterior, las cuales se constituyen en
variables relacionadas o disimiles, teniendo
como criterio los elementos que pueden ser
contrastados entre uno y otro marco tedrico,
siendo la identidad de clase lo que legitima la
comparacién entre aspectos del mismo género o
especie.

Marco Teérico
Categorias

Modelo de van-Hiele

Teoria de Pirie y Kieren

Creadores
Teorias gestantes

Elementos:

Niveles

Fases de aprendizaje

Percepcién-insight
Caracteristicas que se
postulan en el proceso de
comprension fija

Adyacencia

Distincion

Separacién

Lenguaje

Pierre van Hiele y Dina van Hiele-Geldof.

La teoria del aprendizaje de Jean Piaget

Propiedades de los niveles:

Susan Pirie y Thomas Kieren.

Surge  desde un  referente
netamente constructivista y esta
basado en la concepcion de
comprension de Glasersfeld (1987)

Folding back

Complementariedades de la accion

Secuencialidad -
y la expresion

Limites de falta de necesidad
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Consecucién
Gradacion de la
comprension (niveles)

Propone 5 niveles

Propone 8 niveles

(Llorens, 1995), (Llorens Fuster & Pérez
Algunas investigaciones C,\?"eras’ ;99;)’ (Camffl‘llo & Per.iz' ;_99:3)' (Londofio, 2011), (Villa, 2011),
realizadas en los ultimos (Navarro, 2002) (aramillo & Campillo, 2001), (Renddn, 2011) y (Arias & Becerra
afios (De La Torre, 2003) (Esteban, 2003), (Jurado & 2015) ! !
Londofio, 2005), (Zapata & Sucerquia, 2009),
(Santa, 2011), (Ibarra, 2014) y (Prat, 2015)
Fuente: Autor Antioquia. Este extracto tedrico permite
reconocer elementos convergentes y

Resultados.

El estudio no pretende determinar cudl de los
dos marcos es el mejor, mas si proporcionar a
los investigadores que estudian la comprensién
matematica, criterios que permitan argumentar
la conveniencia del marco tedrico a utilizar, en
correspondencia con el estudio que se desea
llevar a cabo, de acuerdo a elementos que
tienen que ver con las teorias gestantes, las
caracteristicas que postulan, la gradacién y los
elementos que componen los niveles y las
investigaciones que han sido realizadas desde
cada uno de los marcos tedricos. En este
sentido, el modelo de van Hiele se destaca por
ser mas pertinente en estudios que tengan por
objeto describir la comprensién de conceptos
geométricos y del Andlisis Matematico, de
manera secuencial y en la que el lenguaje se
convierte en un descriptor determinante para la
caracterizacién del nivel de razonamiento; por su
parte, la Teoria de Pirie y Kieren se convierte en
un soporte tedrico apropiado para estudios en
los que el andlisis de los retrocesos (Folding
back) y avances en el razonamiento, la
exploracién de las actuaciones y las
declaraciones  de los participantes
(complementariedades de la actuacion y la
expresion) se  convierten en  factores
determinantes para dilucidar posibles momentos
de comprension.

Discusion y Conclusiones

El presente estudio de caracter teérico compara
similitudes y diferencias entre el modelo de van-
Hiele y la teoria de Pirie y Kieren y es producto
de una tesis doctoral en el campo de la
Educacién Matematica del programa de
Doctorado en Educaciéon de la Universidad de
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divergentes entre ambos marcos tedricos para la
comprensién de conceptos matematicos, con el
fin de posibilitar futuros estudios en esta linea.

Asi las cosas, como elementos convergentes, se
tiene que ambos marcos tedricos se gestan
desde referentes constructivistas que se
fundamentan en teorias para la comprension de
conceptos  matematicos, postulando una
gradacion de la comprension acorde con unas
caracteristicas generales inicialmente y, luego,
particulares, en el contexto de cada
investigacién, lo que en los ultimos afios se ha
consolidado como los descriptores propios para
la comprensién de cada concepto. Se enfatiza
también en la importancia que tiene el lenguaje
en ambos marcos tedricos como elemento
determinante en el avance de los niveles, en pos
del refinamiento que el estudiante va mostrando
a través de una entrevista o cualquier otra
intervencién, desde el modelo de van-Hiele
como caracteristica plausible en el desarrollo de
su teoria y, desde la teoria de Pirie y Kieren en
sus complementariedades de la expresiéon que
postula.

Finalmente, se logra dilucidar como elemento
divergente a destacar, que en el modelo de van-
Hiele algunas de las caracteristicas consideradas
como la de secuencialidad fija y la de adyacencia
son particularmente mas lineales y no
precisamente mas cercanas al fendmeno de
comprender, que la caracteristica del Folding
back presentada en la teoria de Pirie y Kieren, la
cual permite una retrospeccién y reacomodacién
de los procesos de comprensién que no han
funcionado bien en niveles mas internos; de
hecho, esta Ultima caracteristica es determinante
para detectar un avance en la comprensién del
concepto particular.
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