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Introducciéon

El teorema de clasificacion de superficies fue uno de los primeros logros de la topologia algebraica.
Dicho teorema establece que cualquier par de superficies compactas son homeomorfas si y solo si
ambas tienen la misma caracteristica de Euler-Poincaré, y son orientables o no orientables. A pesar
de que las primeras ideas en torno a este teorema datan desde la segunda mitad del siglo XIX, no
fue hasta la segunda década del siglo XX que una prueba rigurosa fue establecida por Henry Roy
Brahana [8]. Durante un periodo de alrededor de 60 afios, varios matematicos, entre ellos Mobius
y Jordan, propusieron diferentes pruebas, pero en todos los casos se encontraron razonamientos
que no estaban debidamente justificados.

Un hecho muy importante del cual depende este teorema de clasificacion es que todas las super-
ficies deben estar trianguladas. Intuitivamente, una superficie se dice triangulada si es homeomorfa
a un espacio obtenido al pegar triangulos a lo largo de sus aristas, en otras palabras, si la superficie
se puede deformar hasta obtener un poliedro cuyas caras sean tridngulos. En esta situacion es
posible hacer un ntumero finito de cortes a lo largo de curvas cerradas en el poliedro (o también en
la superficie misma) obteniendo un poligono con pares de aristas identificadas. En la figura 1 se
observa este procedimiento para el caso del doble Toro!
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Figura 1.

Al poligono obtenido suele llamérsele una triangulacion de la superficie. Es preciso mencionar
que todos los articulos antes de 1925 asumian que las superficies estaban trianguladas. Fue el
mateméatico Hingaro Tibor Rad6 quién en ese mismo ano suministro la primera prueba detallada
de esta propiedad para el caso de las superficies compactas. En particular, estas admiten triangu-
laciones finitas por ser conjuntos cerrados y acotados.

La importancia de lo anterior es que permite trasladar el proceso de clasificaciéon de superficies
compactas al proceso de clasificar espacios cocientes de poligonos identificando pares de aristas:
Una vez obtenida una representacion planar de la superficie se procede a reducir a este poligono
a una forma candnica mediante un conjunto finito de transformaciones las cuales se asemejan
al proceso de cortar y pegar; luego, las formas canénicas se pueden distinguir por medio de los
siguientes invariantes topoldgicos:

a) Su caracteristica de Euler-Poincaré

b) Su orientabilidad

1. Véase https://www.youtube.com/watch?v=GlyyfPShgqw.
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Para una superficie triangulada M, si ng es el nimero de caras, n; es el nimero de aristas y ns es
el niimero de vértices de alguna triangulacion, entonces la caracteristica de Euler-Poincaré? esta
dada por el niimero

X(M)=ng—mn1+ns

La orientabilidad es un concepto fundamental para estudiar las superficies. Intuitivamente, una
superficie se dice orientable si se puede asignarle un sentido de giro coherente en toda la superficie,
en caso contrario se dice que la superficie no es orientable. Para ver mejor esta idea considere una
superficie cuyo material es transparente y sea p cualquier punto de ella. Ubique sobre este punto
una moneda cuya cara se denotara por C' y su sello por S. Iniciando en el lado C' y partiendo del
punto p, si desliza la moneda a lo largo de una curva cerrada en la superficie, cuando la moneda
llegue nuevamente al punto p se tienen las siguientes posibilidades:

1. La moneda muestra el lado C
2. La moneda muestra el lado S

Si el primer caso ocurre para todos los caminos cerrados de la superficie entonces se dice que es
orientable. Si ocurre el segundo, se dice que no es orientable.

A partir de algunos hechos generales sobre la teoria de superficies y de la teoria de grupos, la
idea del presente trabajo es desarrollar las herramientas que permitan demostrar el teorema de
clasificacion de superficies compactas (sin frontera) y la relacion que dicho resultado tiene con
las sumas conexas de superficies. En este sentido, el primer capitulo empieza con una revision de
los conceptos topologicos necesarios para entender el teorema, incluyendo las definiciones basicas
asociadas a espacios topologicos y algunas de sus propiedades. En el segundo capitulo se introduce
la topologia cociente la cual permitira considerar las superficies compactas como espacios cociente
de poligonos identificando pares de aristas, y definir los espacios adjuntos los cuales son la base
para definir la operaciéon de suma conexa de superficies. El tercer capitulo esta destinado a las
superficies sin frontera donde se presentaran algunos resultados generales asociados a este tipo
de espacios. En el cuarto capitulo se definen los conceptos de simplejo y complejo simplicial los
cuales daran paso a los conceptos de realizacion geométrica de un compejo y triangulacion de
una superficie, ademéas se mostraran las condiciones bajo las cuales un complejo corresponde a
una triangulacion de una superficie. El quinto capitulo se abordaré el grupo fundamental el cual
se empleara para definir la orientabilidad de una superficie, se vera que esta propiedad es un
invariante topologico. En el capitulo seis se estudiaran los grupos de homologia de complejos y
los grupos de homologia de espacios topolégicos mediante el uso de la homologia simplicial y la
homologia singular respectivamente; se observara la igualdad entre los grupos de homologia de un
complejo K y los grupos de homologia de una superficie homeomorfa a la realizaciéon geométrica
de K; luego se introducird la caracteristica de Euler-Poincaré de superficies que admiten una
triangulacion y se vera su invarianza topologica. Por tltimo, se analizaréan los grupos de homologia
de los poliedros finitos. Para el capitulo siete, se definiran los complejos celulares (una extension
del concepto de complejo) y se asociara para cada complejo celular K un espacio topologico |K|,
luego se consideraran los complejos celulares canoénicos y la operacion de subdivision elemental la
cual ayudara a establecer el concepto de equivalencia de dos complejos celulares; con base en estas
ideas y algunos resultados preliminares se demostrara el teorema de clasificacion. Finalmente, se
concluira el capitulo introduciendo brevemente la operacién de suma conexa de superficies y su
relacion con el teorema.

Es necesario clarificar que esta tesis no cubrird exhaustivamente todos los temas relacionados
con el teorema de clasificacion de superficies, sin embargo, brindara la bibliografia necesaria para
profundizar en cada uno de los contenidos que se estaran presentando.

2. Note que no depende de la triangulacién.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo presentard algunas nociones topologicas béasicas e introducirda algunos conceptos
auxiliares los cuales cumplirdn un papel importante con relaciéon al estudio de ciertos espacios
topologicos. Se asumiran conocimientos sobre espacio topologicos, continuidad de una funcion,
funciones abiertas, funciones cerradas, homeomorfismos, compacidad, propiedad Hausdorff, cone-
xidad, conexidad por caminos, espacio segundo contable, espacio regular, entre otras. Para una
exposicion mas detallada de estos temas se recomienda Singh [1]. Algunos espacios topologicos
considerados tendran como base un conjunto en el cual se ha definido una relacién de equivalencia;
por esta razon, se iniciara el estudio de este capitulo haciendo un breve repaso de dicho concepto.

1.1 Relaciones de equivalencia
Notacion 1.1. Si X es un conjunto y R una relacion en X, entonces x Ry denotard (z,y) € R
Definicion 1.2. Sea X un conjunto y R una relacion en X. Se dice que R es una relacion de
equivalencia en X si R satisfacen las siquientes condiciones para todo x,y,z € X:

1. R es reflexiva: x Rx

2. R es simétrica: Si x Ry entonces yRx

3. R es transitiva: Si Ry e yRz entonces t Rz
Definicién 1.3. Si R es una relacion de equivalencia en X, entonces para cada a € X el conjunto

[a]={z€ X |zRa} se denomina la clase de equivalencia de a(mddulo R). Se usard la notacion
X /R={[a]r|a € X} para designar al conjunto de clases de equivalencia en X.

Proposicion 1.4. Si {Ra}acr es una familia de relaciones de equivalencia definidas en un con-
junto X, entonces la relacion R definida por

R:ﬂRa

. . . acl
es una relacion de equivalencia en X.

De las diferentes relaciones de equivalencia que se pueden definir en un conjunto, se desea
destacar una en particular, conocida como la relacion de equivalencia generada por una relacion,
la cual desempena un papel importante en el anélisis de algunos espacios topolégicos.

Definicion 1.5. Sea R una relacion en un conjunto X. La relacion de equivalencia generada
por R, denotada por R, se define como la interseccion de todas las relaciones de equivalencia en
X que contienen a R. En simbolos:

R=N

NeT
donde T es el conjunto de todas las relaciones de equivalencia que contienen a R.

Observacion 1.6.
1. T# @ dado que X x X €T

11
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2. Paraz,ye X, (z,y) € R es equivalente a alguna de las siguientes condiciones
irx=y
ii. (z,y)€R6 (y,z)eR

iii. Existen n € N y 21, 29,...,2, € X tal que v1 =2, y=x, y (Tg, 2x+1) ER 0
(Tk+1,7K) ER parak=1,...,n—1.

Sea R’ la relacion de equivalencia generada por una relacién R en un conjunto X,y
mX — X/R
z — [7]
la proyeccién canodnica la cual envia cada elemento z € X a su respectiva clase de equivalencia.
En muchas situaciones, se requerira definir funciones con dominio en X /R’ satisfaciendo ciertas

propiedades. Para este fin, se tiene el siguiente teorema en el cual interviene el concepto de fibra
de una funcion.

Definicion 1.7. Sea f: X — Y una funcion. Un subconjunto U C X se dice saturado con
respecto a f si U= f~1(f(U)).
Observacion 1.8.

1. Si f es sobreyectiva entonces f~1(V)C X es saturado para cada V CY ya que
FEE))) = F7HV)

Definicion 1.9. Sean X,Y, Z conjuntos, f: X — Y wuna funcion e y €Y. Al subconjunto
F*{y}) S X selellama fibra de f en el punto y. Si g: X — Z es una funcion tal que

9(f ' {y}) =1z}
es unipuntual para cada fibra de f, entonces se dice que g es constante en las fibras de f.
Observacion 1.10. Si g es constante en las fibras de f entonces para z,y € X, se tiene que
g(x) = g(y) siempre que f(z)= f(y).

Teorema 1.11. Sea R una relacion en un conjunto X y R la relacion de equivalencia generada
por R. Si f: X —Y es una funcion tal que f(x)= f(y) para todo (z,y) € R, entonces existe una
funcion f: X | R—Y, dnica tal que el siguiente diagrama conmuta

X
f
™

Demostracién. Si f es una funcion tal que f(x)= f(y) para todo (x, y) € R, entonces es posible
definir la funcién

fiX/R — Y
[1] — f(la]) = f(x)
Siye X es tal que (z,y) € R, entonces puede comprobarse en cualquier caso que
) = @)
= f(y)
= f(lv)
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esto es, f esta bien definida y ciertamente se tiene que fow = f. Por ultimo, si g es otra funcion
tal que gom = f, entonces para z € X se observa que

gom(x) = g([z])

de modo que f=g. O

1.2 Espacios métricos y espacios normados

Otro tipo de espacios a tener en cuenta son aquellos cuya estructura topologica esté inducida por
una métrica o norma.

Definiciéon 1.12. Un espacio métrico es un par ordenado (X,d) donde X es un conjunto
no vacio y d: X x X — R, una funcion llamada métrica o distancia, la cual asigna a cada par
(z,y) € X x X, un numero real d(z,y) y tal que para todo x,y,z € X:

1. d(z,y) >0

2. d(z,y)=0 si y solo six=y

3. d(z,y)=d(y,)

4. d(z,2)<d(z,y)+d(y, z) ; desigualdad triangular

Ejemplo 1.13. Sea X =R" y d: R” x R® — R™" definida por

n
d(z,y)= Z(xz —yi)?
i=1
para x = (z1,...,%n) € y=(y1,.--,Yn) en R". El espacio (R",d) es conocido como el espacio métrico

euclidiano.

Ejemplo 1.14. Sea X un conjunto con al menos dos elementos. La funcién d: X x X — R™
definida por

1, z#y

0, z=y

d(iﬁ,y):

se le conoce como la métrica discreta y al espacio métrico (X, d) se le llama espacio métrico discreto.

Un concepto asociado a los espacios métricos es el de e-vecindad de un punto.

Definiciéon 1.15. Sea (X,d) un espacio métrico, a € X y € un nimero real positivo. El conjunto
B(a,e)={r e X|d(z,a) <e€}

se denomina €—vecindad abierta del punto a. De manera similar, el conjunto
Bla,e]={zx € X|d(x,a) <e}

se denomina e—vecindad cerrada del punto a. Por iltimo, el conjunto
S(a,e)={reX|d(z,a)=¢}

se denomina esfera de centro a y radio €.
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A los conjuntos B(a,¢€), Bla, €] también se les conoce respectivamente como bola abierta, bola
cerrada, de centro a y radio e.

Definiciéon 1.16. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Se dice que A es acotado en X si
existen 1o € X y 0<e < oo tal que A C B(xo,€).

Notacién 1.17. Cuando a=(0,...0,) y e=1, se denotara Bla,€] por B" y S(a,€) por $" 1.
En tal caso se suele llamar B™ la bola unitaria y $" ! la esfera unitaria.

Si (X, d) es un espacio métrico entonces la coleccion

{B(z,¢)|r€ X,e>0}
constituye una base para una topologia en dicho espacio, es decir, para U C X, se tiene que U
es abierto si y solo si para todo z € U existe €, >0 tal que B(z,¢,) CU; en particular, las bolas

abiertas (resp. cerradas) son conjuntos abiertos (resp. cerrados) en (X, d). En el caso del espacio
métrico euclidiano (R™, d) definido en el ejemplo 1.13 se dice que (R"™,d) posee la topologia usual.

Definicion 1.18. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K, donde K es R o C. Una norma

en X es una funcion, || |: X — R, cuyo valor para cada x € X se denota por ||z||, y la cual
satisface las siguientes propiedades para todo x,y € X:
1 |lz][ =0

2. ||z||=0 st y solo si x=0
3. ||ax|| = |a|||z]|| para todo o € K
4 Nl +yll <zl + Iyl

Al par (X, ]||]) se le denomina espacio vectorial normado

De 4 se sigue que
izl =Nyl < lle—yll
Si se define
dXxX — R*
(@,y) — dlz,y)=|lz -yl

entonces se observa que d es una métrica. Asi, cada espacio normado es inmediatamente un espacio
métrico. En este caso, la métrica asociada a una norma es invariante bajo traslaciones, esto es,

dz+z,y+z)=d(z,y)
para todo z,y,z € X.

Ejemplo 1.19. El par (R",|| |) donde

n 1/2
[l =<ch3>
i=1

para todo x € R™, es un espacio normado. En este caso la métrica inducida por la norma es
precisamente la métrica del espacio euclidiano del ejemplo 1.13.

1.3 Funciones continuas

El objetivo de esta seccion es recordar el concepto de funcién continua entre espacios topologicos,
sus propiedades elementales e introducir los conceptos de conjunto saturado y retractos.
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Definicion 1.20. Sea f: X — Y wuna funcion entre espacios topoldgicos. Se dice que f es una
funcion continua en el punto x € X, si para cada vecindad abierta V de f(x) existe una vecindad
abierta U de x tal que f(U)CV. Si f es continua para todo x € X entonces se dice que f es continua.

La siguiente caracterizacién sobre funciones continuas es una de las herramientas mas utiles
para estudiar la continuidad de una funcién f: X — Y entre espacios topolédgicos.

Teorema 1.21. Sean X,Y espacios topoldgicos y f: X — Y una funcion. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. f es continua

2. La tmagen inversa de cada conjunto abierto en Y es abierto en X

3. La itmagen inversa de cada conjunto cerrado en Y es cerrado en X

4. La imagen inversa de cada miembro de una base(subbase) B para Y es un abierto en X.

Proposicion 1.22. Sean 77,75 topologias definidas en un mismo conjunto X no vacio. Luego la
funcion identidad 1d: (X ,71) — (X, 72) es continua si y solo si T3 CT;.

Ejemplo 1.23. Sea Id: (R, 77) — (IR, 72) donde 77 es la topologia usual en R y 75 es la topologia
cofinita

T,={ACR|A=92 6 R\A es finito}
Si U € 75 es un conjunto no vacio y distinto de IR entonces R\U es finito, lo cual implica que R\U es

cerrado en 77 y por tanto R\ (R\U)=U € 7T3; no obstante, 7o C 77 y en consecuencia Id es continua
de acuerdo a la proposicion 1.22.

El proximo lema se conoce cominmente como el lema del pegado.

Lema 1.24. Sean X,Y espacios topoldgicos y {Aa}acr una familia de subconjuntos abiertos de X
tal que X =|J Aqo. Si para cada indice o, fo: Ao — Y es continua y es tal que fola,nas=falaana,
para tod a, B; entonces la funcion f definida por f|a.,=fo es continua.

Observacioén 1.25. Existe también una versién del lema del pegado para conjuntos cerrados, sin
embargo, en este caso el conjunto I debe ser finito.

Definicion 1.26. Sea X un espacio topoldgico y A C X un subespacio. Se dice que A es un retracto
de X si existe una retraccion de X en A, esto es, una funcion continua r: X — A tal que roi=1Idy4,
donde i: A—— X es la inclusion. Se dice que A es un retracto de una vecindad!-l de X si A es
el retracto de una vecindad U de A en X.

Observacion 1.27.

1. Si U es una vecindad de A entonces U es vecindad de cada punto de A y en consecuencia
A CIntU. Por tanto, si A es un retracto de U se sigue que A es también un retracto de IntU.
Lo anterior muestra que la vecindad U de la definicién anterior se puede tomar siempre
abierta.
Ejemplo 1.28.

e Un espacio X es un retracto de si mismo.

e Sea B2CRR2 Entonces $! es un retracto de la vecindad abierta B2. En este caso la funcion
continua

r:B2\{0} — &!

z — /]

1.1. Un subconjunto V' de un espacio topologico X se dice que es una vecindad de X si para cada z € V' existe
un abierto U, tal que z €U, C V.
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es una retraccion de B#\{0} en $'.

1.4 Funciones abiertas, cerradas y homeomorfismos

En conexién con las funciones continuas, las funciones abiertas, cerradas, y los homeomorfismos,
proporcionan condiciones que permiten reconocer la estructura de los espacios topologicos, entre
ellos las superficies.

Definicion 1.29. Sean X,Y espacios topoldgicos. Una funcion f: X — Y se dice que es abierta
st para cualquier abierto U C X, la imagen f(U) es abierto en Y. Similarmente, se dice que f es
cerrada si la imagen de cada conjunto cerrado en X es cerrado en'Y.

Ejemplo 1.30. Si A C X, entonces la inclusion i: A—— X es abierta(respect. cerrada) si y solo si
A es abierto (respect. cerrado) en X.

Ejemplo 1.31. Una funciéon abierta(resp.cerrada) no es necesariamente continua. La funcion
identidad Id: (X,77) — (X, 72) es abierta si y solo si 73 C 75 y es continua si y solo si 7o C77. En
particular, cuando X =R, 73 es la topologia usual y 77 es la topologia definida por

={UCR|YxeU,3r>0 tal que [zr,x+7)CU}

se sigue que Id: (R, 73) — (IR, 72) es continua, pero no es abierta ni cerrada: la imagen directa del
conjunto abierto y cerrado [a,b) no es abierto ni cerrado respecto a la topologia usual. Por otra
parte, Id: (R, 72) — (R, 77) no es continua, pero si es abierta y cerrada.

Al espacio (R, 77) se le conoce como la recta de Sorgenfrey y se suele denotar por R;.

Aunque los ejemplos anteriores muestran la independencia de los conceptos de funcion abierta,
funcion cerrada, para una funcion biyectiva f: X — Y, dichos conceptos son equivalentes, lo cual
puede deducirse a partir del hecho que f(X\U)=Y\ f(U).

Teorema 1.32. Una funcion f: X — Y es abierta si y solo si f envia cada miembro de un base
para la topologia de X en un abierto en'Y

Demostracion. La primera implicacion en inmediata. Reciprocamente, si U C X es abierto y B
es una base para X entonces existe {V,}qer C B tal que

U:UVQ

acl

(Ux)

U £(Va)

acl

€n cuyo caso

fU)

es abiertoen Y. 0

Teorema 1.33. Una funcion f: X — Y es cerrada si y solo si para cada subconjunto V CY y para
cada abierto U C X tal que f~Y(V) C U, existe un conjunto abierto W CY el cual contiene a V' y
es tal que f~1(W)CU.

Demostracion. Sea f: X — Y cerrada, V CY un subconjunto, y U C X abierto tal que f~1(V)C
U. Como f es cerrada, el conjunto f(X\U) es cerrado en Y, y por tanto, W =Y\ f(X\U) es
abierto en Y. Por otra parte, dado que X \U C X\ f~1(V), entonces se obtiene que

FX\U) S FXNfHV))
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lo cual implica que
VN AX\D) SV AXN\fH(V))
y en consecuencia,
VNnf(X\U)=92
de donde se concluye que

VEY\f(X\U)=W

FYN\F(X\D))
= X\f7H(f(X\U))
c X\(X\U)

=U

f7Hw)

Reciprocramente, si f cumple dicha condicion y U C X es cerrado, entonces para y € Y\ f(U),
se observa que f~1({y}) C X\U, el cual es abierto de modo que existe V CY abierto tal que
{y}CV,f~Y(V)CX\U. Asi, ye VCY\f(U), y por tanto Y\ f(U) es abierto, esto es, f(U) es
cerrado. a

Definiciéon 1.34. Sean X,Y espacios topoldgicos. Una funcion f: X — Y se dice que es un
homeomorfismo si f es biyectiva y tanto f como f~1 son continuas. En este caso, se dice que
los espacios X ,Y son homeomorfos, lo cual se suele denotar por X XY ¢ f: X XY.

Proposicion 1.35. Sean X,Y espacios topoldgicos y f: X — Y una funcion biyectiva. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo.

2. f es continua y abierta.

3. f es continua y cerrada.

Ejemplo 1.36. Cualquier bola abierta en R™ es homeomorfa a R". En efecto, sea pe R" y
considere la bola abierta

B(p,e)={z eR"[|z| <e}
La funcion
fiR" — B(x,e¢)
z — ex/(1+|z]])

es un homeomorfismo de R™ en B(p, €) cuya continuidad se sigue facilmente de las propiedades
elementales de funciones continuas. Su inversa esta dada por

fhB(p,e) — R"
r — x/(e—|lz]])
Como una consecuencia inmediata de este hecho se obtiene que cualquier par de bolas abiertas en

R"™ son homeomorfas.

Ejemplo 1.37. La funciéon Id: (R, 77) — (R, 73) del ejemplo 1.23 es biyectiva y continua, sin
embargo, no es un homeomorfismo ya que no es abierta, o bien porque 7 # 7.

Definicion 1.38. Sean X,Y espacios topoldgicos. Se dice que f: X — Y es un homeomorfismo
local si para todo x € X existe un abierto U, C X tal que x €Uy, f(U) =V, es abierto en Y y
flu: U —V es un homeomorfismo. Cuando f posee dicha propiedad se dice entonces que X es
localmente homeomorfo a Y.

Proposicion 1.39. Si f: X — Y es un homeomorfismo local entonces f es continua y abierta.
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Demostraciéon. Dado x € X existen abiertos U, C X, V, CY tal que f|y,: U, — V. es un homeo-
morfismo. Sea V una vecindad abierta de f(z) en Y, luego V' NV, es una vecindad abierta de f(z)
en Y de modo que por la continuidad de f|y, existe U CU, con zx €U y f(U)CV NV,; puesto que
U es abierto en U, y este tltimo es abierto en X entonces U es abierto en X en cuyo caso f(U)CV
y por tanto f es continua en x. Ahora, si U C X es abierto entonces para cada x € U existen abiertos
U CX, V,CY los cuales son homeomorfos a través de f; esto implica que f(U NU,) es abierto
en V,, y por tanto abierto en Y; luego como

fO)=J runuy)
zelU

entonces f(U) es abierto en Y. En consecuencia, f es abierta. O

Ejemplo 1.40. Es claro que todo homeomorfismo es un homeomorfismo local, sin embargo, no
todo homeomorfismo local es un homeomorfismo: Sean X = {1}, Y = {2, 3} espacios topologicos
discretos, luego como la funciéon

X — Y
1 — f(1)=2

posee como rango un espacio discreto entonces f es continua. Mas aun, como {2} es abierto en Y,
entonces f es abierta, de modo que f es un homeomorfismo sobre su imagen f(X), sin embargo,
f no es un homeomorfismo de X en Y ya que ambos conjuntos poseen diferente cardinalidad.

1.5 Invariantes topoloégicos

En esta seccion se hara un breve repaso de algunas propiedades topologicas asi como se estableceran
las condiciones bajo las cuales estas se preservan por medio de funciones continuas y homeomor-
fismos. En el primer caso se dice que la propiedad es un invariante continuo y en el segundo caso se
dice que la propiedad un invariante topoldgico. Note que todo invariante continuo es un invariante
topologico, mas no todo invariante topologico es un invariante continuo (se mostrara un ejemplo
de esto méas adelante).

1.5.1 Conexidad

Una de las caracteristicas principales de las superficies es que estas son conexas, lo cual, como
se vera, tiene repercusiones importantes en cuento a la estructura topologica de estos espacios.
Intuitivamente, se puede pensar los espacios conexos como aquellos que estan formados por una
sola pieza.

Definicién 1.41. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es disconexo si X puede expresarse
como la union de dos subconjuntos disjuntos, no vacios y abiertos. En caso contrario, se dice que
X es conexo.

Observacion 1.42.

1. Si X =AU B, donde A, B son no vacios, disjuntos y abiertos, entonces al par {A, B} se le
llama una desconexiéon de X. En este caso, se observa que A, B son también cerrados pues
A=X\B, B=X\A.

2. Un subconjunto A C X de un espacio conexo se dice conexo si A considerado como subes-
pacio de X cumple dicha propiedad.

El siguiente teorema permite caracterizar los espacios conexos.

Teorema 1.43. Sea X un espacio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es conexo
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2. X y @ son los unicos subconjuntos que son abiertos y cerrados simultdneamente.

3. Cualquier funcion continua de X en un espacio discreto es constante.

Ejemplo 1.44. La recta de Sorgenfrey introducida en el ejemplo 1.31 es disconexo. En este caso,
R; es la unién de los conjuntos abiertos disjuntos {x|z <a}, {z|z>a}.

Ejemplo 1.45. Un espacio trivial es conexo mientras que un espacio discreto con mas de un punto
no lo es.

Ejemplo 1.46. Subespacios de espacios conexos no son necesariamente conexos. Por ejemplo,
considere R con la topologia usual. {0,1} visto como subespacio de R es un espacio discreto y por
tanto disconexo de acuerdo al ejemplo 1.54.

Observacion 1.47. Se puede probar que un subconjunto no vacio A de R es conexo si y solo si
A es un intervalo. En particular, R es conexo.

Teorema 1.48. Si f: X — Y es funcidon continua entre espacios topoldgicos y X es conezo,
entonces f(X) es conexo. Asi, la conexidad es un invariante continuo.

Demostraciéon. Si f(X) es disconexo entonces existen abiertos no vacios U,V en Y tales que
fX)NU y f(X)NV son no vacios, disjuntos, y

fX)=(fX)nU)u(f(X)NV)
Luego, de la continuidad de f se sigue que f~1(U), f~1(V) son abiertos no vacios en X, por lo que
X=XnfHU)uxnfHVv))

donde X N f~1(U), X N f~1(V) son conjuntos no vacios, disjuntos y abiertos en X; lo cual contra-
dice el hecho de que X es conexo. O

Corolario 1.49. Si f: X — Y es un homeomorfismo y X es conexo entonces Y es conexo. Asi,
la conexidad es un invariante topoldgico.

Proposicion 1.50. Sea X un espacio topoldgico. Si {An}acr es una familia de subconjuntos no
vacios conexos de X tal que A;NA;#+ @ para todo i, j € I, entonces

A=A

. . acl
también es un subconjunto conexo de X.

De acuerdo a la proposicién anterior, para cada x € X existe un subconjunto maximal conexo
que contiene a x, a saber, la unién de todos los subconjuntos conexos de X que contienen a x. Esto
da lugar al siguiente concepto:

Definiciéon 1.51. Sea X un espacio topoldgico y x € X. La componente conexa, C(x), de x en
X es la union de todos los subconjuntos conexos de X que contienen a x.

Observacion 1.52.

1. De acuerdo a la proposicion 1.59 se tiene que la componente C(z) de x en X es conexa.
Mas atn, C(z) es un subconjunto maximal conexo de X, esto es, no existe un subconjunto
conexo A en X tal que z € Ay C(z) es un subconjunto propio de A.

2. Si C(x),C(y) son las componentes conexas de puntos z,y € X y z€ C(z) NC(y), entonces
C(z)UC(y) es conexo, lo cual implica, por la maximalidad de C(z), C(y), que C(z) CC(y)
y C(y) CC(x), es decir, C(y) =C(x). Por tanto, las componentes conexas del espacio X
forman una particion del conjunto X.
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3. X es conexo si y solo si no tiene mas de una componente conexa.

4. Si f: X — Y es una funciéon continua, y C(z) es la componente de z € X entonces se
observa que f(C (z)) C C(f(x)). Si ademés f es un homeomorfismo entonces se obtiene
f~HC(f(x)) CC(x), de modo que f(C (x))=C(f(x)). En particular, se observa que el

ntmero de componentes conexas se preserva bajo homeomorfismos.

Ejemplo 1.53. Un espacio conexo X posee una sola componente conexa, a saber, el mismo X.
Por otra parte, las componentes conexas en un espacio discreto D son los singuletes {z } para todo
zeD.

1.5.2 Conexidad por caminos

La conexidad por caminos es una propiedad de las superficies la cual facilita el estudio de estos
espacios. Dicha propiedad serd importante para entender la estructura de otrs espacios topologicos
que seran introducidos mas adelante.

Definicion 1.54. Sea X un espacio topoldgico. Un camino en X es una funcion continua,
fila, b)) — X
donde [a,b] es un intervalo cerrado de R. Al punto f(a) se le denomina punto inicial de f
mientras que a f(b) se le denomina punto final de f.
Observacioén 1.55.
1. En la definicion se considera [a, b] somo subespacio de R con la topologia usual.
2. Se suele decir que f es un camino que conecta los puntos f(a), f(b).
3. Es preciso indicar que f y su trazo f([a,b]) son objetos distintos.
4. Es comin tomar a=0y b=1. En adelante, se fijaran estos valores para a y b!2.
5. Sean z,y € X. Si f:[0,1] — X, es una camino que une a x con y, entonces la funcion
9:[0,1] — X
b glt)= f(1-1)
€s un camino que une a y con x,_llamado el camino opuesto de f el cual suele denotarse
por f. Note que f(0)=f(1)y f(1)= f(0).
6. Si f es inyectiva se dice que f es un camino simple.

7. Un camino f:[0,1] — X se dice cerrado si a= f(0) = f(1). En dicho caso se suele decir que
f es un camino cerrado basado en a.

8. Un camino cerrado f:[0,1] — X, es simple si f es inyectiva en [0, 1).

Definicion 1.56. Un espacio topoldgico X es conexo por caminos si para cada par de puntos
x,y € X, eriste un camino en X que une a T con y.

Proposicion 1.57. Un espacio X es conexo por caminos si y solo si existe xo € X tal que para
cada x € X existe un camino que conecta a x con xg.

Demostracion. La primera implicacion es consecuencia inmediata de la definicién de la conexidad
por caminos. Para el reciproco, sean z,y € X. Si

f0,1] — X

g: [Oﬂ]‘] — X

1.2. Note que la funcién f:[0,1] — [a, b], f(t) =a+ (b — a)t, es un homeomorfismo.



1.5 INVARIANTES TOPOLOGICOS 21

son caminos que conectan a x con xg, y o con ¥y, respectivamente, entonces la funcion (conocida
como la concatenacidn de los caminos f y ¢) definida por

h:[0,1] — X

f(2¢), 0<t<1/2
t —

g(2t—1), 1/2<t<1

es continua por el lema del pegado, y es tal que h(0) =z, k(1) =y, esto es, h es un camino que
conecta a x con . O

Ejemplo 1.58. Cualquier espacio trivial es conexo por caminos.

Teorema 1.59. Si un espacio topoldgico X es conexo por caminos entonces es conexo.

Ejemplo 1.60. Sea S el subconjunto del plano definido por
S={(z,sen(l/z))|0<z <1}

En este caso, S= ({0} x [~1,1])US. Mas atin, S es conexo pero no es conexo por caminos. En
particular, note que no existe un camino que conecte a los puntos (0,0) y (1/7,0).

Ejemplo 1.61. Sea A CIR". Se dice que A es convexo si para todo z,y € A, el segmento de recta
entre x e y, a saber, el conjunto

[(1=tiz+ty|0<t<1}

se contiene en A. Si A es un subespacio convexo de R™ entonces A es conexo por caminos: Dados
x,y € A se observa que la funcion

f:[0,1] — A
t — (1-t)z+ty
es un camino de = a y. Es facil probar que las bolas abiertas (resp. bola cerradas) en R™ y R™ son

convexos. Por tanto, estos también son conexos por caminos (y por tanto son también conexos).

Ejemplo 1.62. B2\{(0,0)} es conexo por caminos. En efecto, sean p, ¢ € B2\{(0,0)} y considere
la funciéon

f:00,1] — BA{(0,0)}
t — p+tlg—p)

Si (0,0) ¢ f([0, 1]), entonces es claro que f es un camino (el segmento) que conecta a p y ¢. Si
(0,0) € f([0, 1]), entonces considere un punto u = €B?\{(0,0)}, que no pertenezca a la recta
determinada por p y ¢, luego sea

9:(0,1] — B*\{(0,0)}
el segmento que conecta a p con u y
h:[0,1] — B*\{(0,0)}
el segmento que conecta a u con g; luego la funcién definida por

r:[0,1] — B2\{(0,0)}

g9(2t), 0<t<1/2
t —

h2t—1), 1/2<t<1
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es un camino que conecta a p con q.

Del ejemplo anterior y del ejemplo 1.36 se sigue cualquier bola abierta sin su centro es conexa
por caminos.

Ejemplo 1.63. Subespacios de espacios conexos por caminos no son necesariamente conexos por
caminos: R es conexo por caminos, sin embargo, el subespacio {0,1} no puede ser conexo por
caminos de acuerdo al teorema 1.59 y al ejemplo 1.46.

Teorema 1.64. Si f: X — Y es una funcion continua entre espacios topoldgicos y X es conexo
por caminos, entonces f(X) es conexo por caminos. Ast, la conexidad por caminos es un invariante
continuo.

Como una consecuencia de la proposiciéon 1.57, se tiene:

Corolario 1.65. La union de una familia {X,}aer de subespacios conexos por caminos de un
espacio X con un punto en comun es conexo por caminos.

Similar al caso de las componentes conexas se tiene el concepto de componentes conexas por
caminos:

Definicién 1.66. Sea X un espacio y x € X. La componente conexa por caminos, P(x), de
z es la union de todos los conjuntos conexos por caminos de X que contienen a x.

Se puede verificar que las componentes conexas por caminos del espacio X forman una particion
del conjunto X y que X es conexo por caminos si y solo si X no posee mas de una componente
conexa por caminos.

Otra caracteristica importante de las superficies es que estas son espacios Hausdorff. Intuitiva-
mente, esta propiedad se asegura que un espacio topologico tenga suficientes subconjuntos abiertos
de modo de cada par de puntos distintos esten separados por medio de conjuntos abiertos disjuntos.

1.5.3 Espacios Hausdorff

Definicién 1.67. Un espacio topoldgico X se dice T1 si para cada par de puntos x,y € X existen
abiertos U,V tal que x €U, y¢V, yeV, x¢V.

Definicion 1.68. Un espacio topoldgico X se dice T o Hausdorff si para cada par de puntos
distintos x,y € X existen abiertos U,V, en X tales que x €U, yeV y UNV =0.

Definicion 1.69. Un espacio topoldgico X se dice T3 si para todo x € X y todo subespacio A C X
cerrado con x ¢ A, existen abiertos U,V tal que x €U y ACV. X se dice reqular si X es Ty y Ts.

Ejemplo 1.70. Cualquier espacio discreto es Hausdorff y cualquier espacio trivial con méas de un
punto es T3(por vacuidad), pero no es 71 ni tampoco T5.

Ejemplo 1.71. Subespacios de espacios Hausdorff son Hausdorff: Si A C X es un subespacio y
X es Hausdorff entonces dados x, y € A, existen abiertos U,V en X tales que UNV =92, 2z €U,
y €V; luego, ANU, ANV son conjuntos disjuntos, abiertos en A, los cuales contiene a x, y,
respectivamente.
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Ejemplo 1.72. Si A es un subespacio de un espacio regular X entonces A es regular. En efecto,
sea r € Ay BCA cerrado, luego = € X y existe U cerrado en X tal que B=UNA. Como X es
regular entonces existen abiertos disjuntos V, W, tales que U CV, x € W; luego ANW y VNA
son abiertos disjuntos de A tales que xt€ ANW y BCV NA. Por otra parte, si x,y € A son dos
puntos distintos entonces existen abiertos U,V en X tales que 1 €U, y¢ U,y V, x ¢ V; luego
ANU,ANYV son abiertos en A tales que t€ ANU,y¢ ANU,ye ANV, a¢ ANV.

Ejemplo 1.73. La imagen f(X) de una funcién continua f: X — Y con dominio en un espacio
Hausdorff no es necesariamente Hausdorfl: La funcion

Id: (R, 7;) — (R, T2)

definida en el ejemplo 1.23 es continua donde (R, 77) es Hausdorff; sin embargo, (IR, 73) no es un
espacio Hausdorff: Dados x,y€ R, U,V E€Taconz €U, yeV y UNV =g, se sigue en particular
que V CR\U, lo cual implica que V es finito y en consecuencia V ¢ 7o, lo cual es una contradiccion.
En consecuencia, la propiedad Hausdorff no es un invariante continuo.

Teorema 1.74. Sea f: X — Y una funcion biyectiva y cerrada. Si X es Hausdorff entonces Y es
Hausdorff.

Demostraciéon. Sean u,v €Y, u#wv. Si f es biyectiva entonces existen x,w € X, x # w, tales que
f@)=u, f(w)=v. Como X es Hausdorfl, existen abiertos U,V , en X tales que z€¢U,veV y
UNV =g; lo cual implica que X\U, X \V son conjuntos cerrados y por tanto

FXA\U) = Y\f(U)
FXAV) = Y\f(V)

son cerrados en Y, es decir, f(U), f(V) son abiertos en Y. Mas ain, u € f(U), ve f(V) y
fO)Nf(Vy=w:si ye f(U)N f(V), entonces existen a €U, b eV, tales que f(a)=y= f(b) lo
cual contradice la inyectividad de f. O

Teorema 1.75. Si f: X — Y es continua e inyectiva y Y es Hausdorff entonces X es Hausdorff
Lema 1.76. Si X es Ty entonces {x} es cerrado para todo x € X.

Demostracion. Para cada y € X \{z} existe U, abierto en X tal que x ¢ Uy; luego

X\=}=J Uy
yeX
yFT

de modo que X \{z} es abierto y en consecuencia {x} es cerrado. O
Teorema 1.77. Todo espacio regular es Hausdorff.

Demostraciéon. Sea X un espacio regular y z,y € X,z #y. Como X es T} entonces por el lema
anterior, {z }, {y} son cerrados, en cuyo caso, existen abiertos disjuntos U,V en X tales que x €U,
{y} CV, esto es, existen abiertos U,V disjuntos con z € U,y € V; asi, X es Hausdorff. O

Observacion 1.78. Se puede probar que cualquier espacio métrico (X, d) es regular, en cuyo caso,
por el teorema anterior se sigue que (X,d) es Hausdorff.

Proposicion 1.79. Sea X un espacio reqular y x € X. Para cada vecindad abierta U de x, existe
una vecindad abierta V de x tal que V CU.

Demostracion. Sea X regular y U una vecindad abierta de z € X. Como X\U es cerrado y
x ¢ X\U, entonces existen abiertos V, B en X tal que x €V, X\U C By VN B =g; luego, dado
que X\B es cerrado y V C X \B, se sigue que V C X \B. Notando que X \U C B, se obtiene que
reVCX\BCX\(X\U)=U. 0

Proposicion 1.80. Sea A un subespacio cerrado de un_espacto regular X. Entonces para todo
x € X\A, existen abiertos U,V, tales que t€V, ACU yUNV =g.
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Demostraciéon. Sea X un espacio regular y x € X'\ A, luego existen abiertos disjuntos W, U, tales
que €W y ACU. En particular, como A CU se sigue que A CU. Mas atn, 2 ¢ U, pues W es
una vecindad abierta de x tal que W NU = @; no obstante, X \U es una vecindad abierta de z y
en consecuencia, por la proposicion 1.85, existe una vecindad abierta V de z tal que V C X \U;
luego U,V son abiertos tales que z €V, ACU y UNV =@. O

1.5.4 Espacios primero y segundo contables
Un hecho crucial que permite clasificar las superficies compactas es que estas admiten una trian-

gulacion, lo cual es posible, en cierta medida, por ser estos espacios segundo contable.

Definicion 1.81. Sea X un espacio topoldgico y x € X. Un sistema fundamental de vecindades de
x es una coleccion B, de vecindades de x la cual posee la siguiente propiedad: Si V es una vecindad
de x entonces existe U C B, tal que x € U CV. Una base local de x es un sistema fundamental de
vecindades abiertas para x.

Proposicion 1.82. En un espacio topoldgico (X,T), una coleccion B={By}ac1 C7T es una base

para X si, y solo si, para cada conjunto abierto U C X y para cada x €U, existe Bo, € B tal que
rzeB cU.

A(z)
La relacién entre los conceptos de base y base local se establecen en el siguiente enunciado el
cual es una consecuencia inmediata de la proposiciéon anterior.

Proposicion 1.83. Sea (X,7T) un espacio topoldgico. Una coleccion B C T es una base para X si,
y solo si, para cada x € X, la coleccion By={B € B|x € B} es una base local de x.

Definiciéon 1.84. En un conjunto X, una coleccion B={Ba}tacs C P(X) es una subbase para
alguna topologia en X si el conjunto constituido de todas las intersecciones finitas de elementos de
B (adicionado X si es necesario) es base para alguna topologia en X.

Proposicion 1.85. Una coleccion B={Bu}acr de subconjuntos de un conjunto no vacié X es la
subbase de una unica topologia en X.

Definicion 1.86. Un espacio topoldgico X se dice primero contable si para cada x € X existe una
base local contable B,.

Definicién 1.87. Un espacio X se dice seqgundo contable si su topologia posee una base contable.

Con base en la proposiciéon 1.83 se tiene el siguiente teorema
Teorema 1.88. Todo espacio seqgundo contable es primero contable.

Ejemplo 1.89. Un espacio métrico (X, d) es primero contable: Dado x € X, la coleccion

B,={B(z,1/n)};neN

es una base local contable de x.

Ejemplo 1.90. Sea (X, d) un espacio métrico discreto donde X es un conjunto no contable.
Entonces (X, d) no es segundo contable: dado x € X se observa que

{z}=B(z,¢e);e<1

es abierto en X, no obstante, si 3 es una base para de (X ,d), es claro que {2} C B para todo z € X,
lo cual implica que B no puede ser contable.

Ejemplo 1.91. R"” con la topologia usual es segundo contable: En este caso la coleccion

B={B(z,e)|zc Q" ccQ}

constituye una base contable para R™.
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Ejemplo 1.92. La recta de Sorgenfrey R; es primero contable. En este caso, para cada = € R; se
tiene que la coleccion By ={[z,x +1/n);n €N} es una base local de z; sin embargo, R; no es segundo
contable: Si B es una base de R;, entonces para cada x € R, existe B, € B tal que x € B, C [z,x +1),
luego para z,y € Ry, z # y, se observa que B, # B, (z =inf B,, y=inf By), de modo que la funcién

ffR — B

r — B,

es inyectiva y por tanto B no es contable.

Ejemplo 1.93. Cualquier subespacio A de un espacio primero (segundo) contable X es primero
(segundo) contable: para x € A existe una base local B; en X, luego la coleccion

{ANB|B€B,}

es una base local de = en A. Si B es una base contable para X entonces la coleccién
{ANB|BeB}

es una base contable para A.

Definicion 1.94. Sea X un espacio topoldgico y A C X. Un cubrimiento abierto U de A es una
familia {Uy}aer de subconjuntos abiertos de X tal que

Ac| U
ael
Un subcubrimiento de un cubrimiento abierto {Uy}acr de A es cualquier subfamilia {Us}ges la

cual es un cubrimiento de A con J CI. {Ug}ge es un subcubrimiento contable si J es contable.

Teorema 1.95. Sea X un espacio sequndo contable. Entonces cualquier cubrimiento abierto de
X posee un subcubrimiento contable.

Demostracion. Sea U ={U,}oe1 un cubrimiento abierto de X y B={B,,}enN una base contable
de X. Sea

V={neN|B,CU, para algina €I}
Si para cada m € V' se toma U,, €U, tal que By, C U,,, entonces la familia
{Upn|m e N}

es contable. Mas atn, dicha familia cubre a X: Dado x € X, existe U €Ud tal x € U. Como U, es
abierto, entonces existe B, € B tal que x € B,, CU, de modo que n€V y x € B,, CU,. Por tanto,
{Um|m € N} es un subcubrimiento contable de U. O

Observacion 1.96. Si f: X — Y es una funciéon continua entre espacios topologicos y X es
primero contable o segundo contable, entonces f(X) no es necesariamente primero o segundo
contable. En el siguiente capitulo se proporcionaran algunos ejemplos de este hecho.

Teorema 1.97. Sean X, Y espacios topolégicos y f: X — Y una funcion continua y abierta. Si
X es sequndo contable entonces f(X) es seqgundo contable.

Teorema 1.98. Sean X, Y espacios topologicos y f: X — Y una funcidn continua y abierta. Si
X es primero contable entonces f(X) es primero contable.

Proposicion 1.99. Sea X un espacio topoldgico y U ={Us}acr un cubrimiento abierto de X.
Entonces:

1. Si para cada a € I, B, es una base para Uy, €U ( U, considerado como subespacio de X),

entonces
B=|B.

acl
es una base para X.
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2. Sil es contable y U, €U es sequndo contable entonces X es sequndo contable.

Demostracion.

1. Sea V C X abierto y x € V. Como U es un cubrimiento abierto de X entonces existe o € I
tal que x € U,, en cuyo caso, x € VNU,, con V NU, abierto en U,. Como B, es una base
para U,, entonces existe W € B, C B, tal que z e W CV NU,CV. Mas aun, como U, es
abierto en X entonces W es abierto en X de modo que x € W C V', luego de la proposiciéon
1.82 se concluye que B es una base para X.

B:UBa

acl

2. Por 1, la coleccién

es una base para X, luego, como U es contable y U, € U es segundo contable entonces
B es una unién contable de conjuntos contables y por tanto contable, asi, X es segundo
contable. g

1.5.5 Compacidad

Definicion 1.100. Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se dice compacto si cada cubri-
miento de A por abiertos de X posee un subcubrimiento finito.

Ejemplo 1.101. Si X es un espacio topologico y A C X es finito entonces A es compacto.

Ejemplo 1.102. El espacio métrico euclidiano R"™ no es compacto. La colecciéon de bolas abiertas
de radio n y centro en el origen 0= (01,...,0,)

{B(0,n)|neN}
es un cubrimiento abierto de R™ el cual no admite un subcubrimiento finito.

Ejemplo 1.103. Sea $"={zx € R"|||z||=1}. Es claro que 3" es un subconjunto acotado de R™.
Mas aun, como R™"\$"=U UV, donde U,V son los conjuntos abiertos

U = {zeR"|z] <1}
V = {zeR"|||z|>1}

entonces se tiene que 3" es cerrado, de modo que por el teorema de Heine-Borel se concluye que
5" es compacto. El hecho de que U,V son abiertos se sigue a partir de que para cualquier punto
p € R"\$", se tiene que e=|||p|| —1| >0, en cuyo caso B(p,€e/3) no intercepta a $", esto es ,
B(p,e/3)CU o B(p,e/3)CV.

Teorema 1.104. Sea A C X un subespacio cerrado y X compacto. Entonces A es compacto.

Demostracion. Sea U un cubrimiento abierto de A. Como A es cerrado entonces X \ A es abierto,
luego (X\A)UU es un cubrimiento abierto de X, no obstante, existe una subcoleccién finita
U C (X \A)UU que cubre a X. Si (X\A) se encuentra en I/ entonces la subcoleccion U CU tal que
X\A¢ U es un subcubrimiento finito de A; en caso contrario, U es un subcubrimiento finito de A;
en cualquier caso, U posee un subcubrimiento finito de A y en consecuencia A es compacto.  [J

Proposicion 1.105. Sea A C X un subespacio compacto, X Hausdorff y x € X\ A, luego existen
abiertos U, V, disjuntos tales que x €U y ACV.

Demostraciéon. Sea X Hausdorff, A C X compacto y € X\ A. Para cada a € A existen abiertos
Ua, Vo, tales que z €U, a €V, y U,NV,=g; lo cual implica que la coleccion {V,|a € A} es un
cubrimiento abierto de A y por tanto existen ai,...,a, en A tal que

AcJvi=v
i=1
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Si

entonces UNV =@ ya que U,,NV,, =0, i=1,...,n; luego U,V son conjuntos disjuntos y abiertos
conzelUy ACV. a
Teorema 1.106. Sea X un espacio Hausdorff y A C X un subespacio compacto. Entonces:
1. A es cerrado
2. Si BC X es otro subespacio compacto de X tal que AN B =3, entonces existen abiertos U,
V, disjuntos tales que ACU,BCV.
Demostracion.

1. Sea x € X\ A. Por la proposicion 1.105 existen abiertos U,V tales que x e U, ACV y
UNV =g, lo cual implica que x € U C X\V C X\ A, esto es, z es un punto interior de X\ A.
Como z € X \ A es arbitrario se obtiene que X \ A es abierto y en consecuencia A es cerrado.

2. Sean A, B subespacios disjuntos compactos de X. De la proposicion 1.105, para cada be B
existen abiertos Uy, V, tal que ACU,, beV, y UpyNV,=2. Como la coleccion {V;|be B}
cubre a B, entonces existen by, ...,b, en B tal que

BC LnJVb.:V
i=1

luego, tomando

se concluye que ACU, BCV,yUNV =g, pues Up,NV,,=@ para todo i=1,...,n. O

Observacion 1.107. En R” puede probarse que todo subconjunto A cerrado y acotado si y solo
si A es compacto. Este resultado se conoce como el Teorema de Heine-Borel. En particular, observe

que [0,1] CR es compacto, sin embargo, (0,1) no es compacto pues es no es un subconjunto cerrado
de R.

La observacion anterior también permite ilustrar que subespacios de espacios compactos no son
en general compactos, note que (0,1) C [0, 1]

Teorema 1.108. Sea f: X — Y una funcidn continua entre espacios topologicos. Si X es compacto
entonces f(X) es compacto. Asi, la compacidad es un invariante continuo.

Demostraciéon. Sea U un cubrimiento de f(X) por abiertos de Y. Como la coleccion { f ~H(U)|U €
U} constituye un cubrimiento abierto de X y este es compacto entonces existe un subcubrimiento
finito { f~1(U;) }f~1 de X , de donde se obtiene que Uy, ..., U, cubren a f(X). O

Como consecuencia de los teoremas 1.111 y 1.112 se tiene:

Corolario 1.109. Sea f: X — Y es una funcion continua entre espacios topoldgicos. St X es
compacto yY es Hausdorff entonces f es cerrada. Si ademds, si f es una funcion biyectiva entonces
f es un homeomorfismo.

1.5.6 Uniones disjuntas

Definicién 1.110. Sea G={X,}aecr una familia de conjuntos no vacios. La unidn disjunta de la
familia G se define como el conjunto

|_|Xa = U (Xox{a})

acl acl
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Definiciéon 1.111. Sea G = {(X,, 7o) }acr una familia de espacios topoldgicos no vacios. Sea
X =|l,e;Xe la union disjunta de dicha familia. Entonces se define el espacio topoldgico (X,7)
donde T es la topologia definida por T ={| |, .;Ua|Ua € Ta}aci, esto es, los abiertos de X son
uniones disjuntas de abiertos de los espacios Xg.
Observacion 1.112.
1. Para cada a €I, se observa que la funcion
ta: X — X
To F— (T )
es inyectiva, continua y abierta y por tanto un homeomorfismo sobre su imagen X, x {a}.

Por esta razon, se suele considerar a X, como un subespacio de X.

2. U C X es abierto si y solo si L;1(U) es abierto en X, para todo o € I. En efecto, si U C X
es abierto entonces para cada « € I existe U, C X, abierto tal que

U:|_|Ua

acl

U ta(Ua)

acl

luego, Lgl(U) =U, es abierto en X, para todo a € I. Reciprocamente, si U C X es tal que
15 (U) =U, es abierto en X,, para todo « € I, entonces

U:|_|Ua

acl

= U La(Ua)

acl

donde U, es abierto en X, para todo a € I.

La unién disjunta X, junto con las inclusiones canénicas tq: Xo — X, a € I, pueden caracte-
rizarse por la siguiente propiedad universal.

Teorema 1.113. Sea {X,}acr una familia indexada de espacios topoldgicos no wvacios,
X =|l,erXa, Y un espacio topoldgico y {fo: Xo — Y} una familia de funciones continuas .
Entonces existe una funcion continua f: X — Y, unica tal que foin= fo para todo o € I.

X
fa

XﬁY

Demostraciéon. Dado que para cada x € X existe un tnico indice o € I tal que
x = (Tq,q)
= ta(Ta)
para algin z, € X,, entonces se puede definir la funcién
X — Y
z — f(alza)) = fa(za)
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Es claro que f esta bien definida y fot,= f, para todo a € I. Para la continuidad, sea V CY
abierto, luego como

L (V) = (fea) (V)
= fa'(V)
es abierto en X, para todo « € I entonces de la observacion 1.112 se sigue que f~1(V) es abierto

en X y por tanto f es continua. Para la unicidad, sea f: X — Y continua tal que fo = f o1, para
todo a € I, luego para x € X se tiene que

f@) = f((za,q))
= f(ea(za))
= [ota(®a)
= fa(za)
= [((za;@))
= [f(x)
donde a €T es el tinico indice tal que & = (24, @). O

Teorema 1.114. Suponga que {X,}acr es una familia indexada de espacios topoldgicos,
X = |_|a€IXa, y Y cualquier espacio topolégico. Entonces una funcion f: X — Y es continua si y

solo si fo= fola es continua para cada o € 1.

Demostracion. Sea V CY abierto y f continua, luego f~(V) es abierto en X lo cual implica,
por la observacion 1.112 , que

V) = (fow) H(V)
= f.'(V)

es abierto en X, para todo a € I, esto es, f, es continua para todo « € I. Reciprocamente, si
fa= fol es continua para cada o€l y V CY es abierto, entonces

o (FTHV) = (fouw) H(V)
= fa'(V)
es abierto en X, para todo a € I de modo que f~1(V) es abierto en X por la observacion 1.112.
Por tanto, f es continua. 0
Observacion 1.115.

1. La unién disjunta de espacios arbitrarios no triviales no es un espacio conexo cuando || > 2:
Para cada a € I se observa que

Xox{a} = Xox{a}u | (@5 x{0})
pel
B#a

X\Xox{a} = ox{a}u | (Xsx{8))
Bel
Bt
lo cual indica que X, x {a} es conjunto abierto y cerrado en
X=||Xa

acl

de modo que X no puede ser conexo de acuerdo al teorema 1.43.
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. Si X, es Hausdorff para cada o € I entonces X =| |
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2. Del hecho anterior y el teorema 1.59 se sigue que la unién disjunta de espacios no es conexo

por caminos.

wc1Xa es Hausdorfl: Sean x,y € X,
con x # y, luego existen indices i, j €I y x; € X;, x; € X, tales que

T = ([L’Z‘,Z‘),ZL'iEXi
y = (¥5,0),7,€X;
Como x # y entonces i # j o bien i =j y x;# y;. En el primer caso, se observa que
V=X; x {j}

son abiertos de X tales que x € U,yeV y UNV =g; en el segundo caso, existen abiertos
disjuntos Uj;, V; contenidos en X; tales que z; € U;, y; € V; y U;NV; = 2; luego

U=U; x {i}
V=V, x {i}

son abiertos de X tales que z €U, yeV yUNV =0.

. Si X, es segundo contable para cada i € I e I es contable entonces X = |_|z.€[XZ- es segundo

contable: Sea B; una base contable de X; para cada i€ I , luego la colecciéon {|_|Z.€IUL- |U; € B;}
es una base contable de X, esto es, la unién disjunta contable de los miembros de las bases
B; de lo espacios X;.

. La union disjunta de una familia {X,}oes de espacios compactos es compacto si y solo si

I es finito. En efecto, considere X :|_|a€IXa, y sea X compacto. Del item 1 se tiene que
Xo x {a} es un conjunto abierto en X para cada a €I lo cual implica que

U Xa x {a}
acl

es un cubrimiento abierto de X el cual admite un subcubrimiento finito

Asi,

lo cual implica que I es finito. Reciprocamente, sea I =n y U un cubrimiento abierto X.
De la definicion de la topologia en X se tiene que cada abierto V' CU puede escribirse como
una unién disjunta de abiertos de los espacios X, esto implica que U cubre cada conjunto
compacto X, y por lo tanto existen n cubrimientos finitos U,, , k=1, -, n, tales que U,, CU
y Xo CU, respectivamente; luego Uy = |_|Z:1L{a es un cubrimiento de X.

Ejemplo 1.116. En vista de que las funciones

fiR — (0,00)

x — fi(z)=¢"

f2R — (—00,0)

x — folx)=—e€"

son homeomorfismos, por el teorema 1.113 existe una funcién continua,

£ RUR — R\{0}
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dnica tal que el siguiente diagrama conmuta

R
fi
L
RUR ———R\{0}

para i=1,2. Mas aun, siendo fi,f> funciones biyectivas y abiertas, se obtiene que f es biyectiva
y abierta. En este caso, para U CIR IR abierto existen conjuntos V, W C IR abiertos tales que
U=V UW en cuyo caso

fU) = f(vuw)
= [(V)U (W)
es abierto en R\{0}. Por tanto, f es un homeomorfismo de modo que R UIR es homeomorfo a

R\{0}.

1.5.7 Productos

Dada una coleccion {X,}aer de conjuntos no vacios, se define y se denota el producto cartesiano

de {X,}aer como
HX = {ac:[—> U X,

acl acl

ac(a)eXa}

En general se usa la notacion z(a):=x, y (): =z. Note que si X = X, para todo «, entonces el

producto HaeIXD‘ no es mas que el conjunto de todas las funciones x: I — X, el cual se denota
I

por X*.

Para cada (€1 se define la proyeccion en la 3-ésima componente como la funcion

’/TﬁiHXa — Xz
acl
(Ta) +— @

Sea {(Xa, 7)}aecr una coleccion de espacios topologicos. Se desea dotar al producto cartesiano
[1.c7Xa con una estructura de espacio topolégico. Para ello, se apelara a un resultado conocido
en topologia:

Con base en la proposiciéon anterior, se tiene:
Definiciéon 1.117. Sea {(Xa, 7o) }aecr una familia de espacios topoldgicos. La topologia T en
HaeIXa generada por la subbase
B={r (U)|Un € To,a €1}
se denomina la topologia producto.

Observacion 1.118.
1. En otras palabras, la topologia 7 en HaelXa es: @, X, todas las intersecciones finitas de
miembros de B, y todas las uniones arbitrarias de tales intersecciones finitas.
2. Como una consecuencia inmediata de la definiciéon 1.117, se tiene que para cada (€1, la

proyecciéon

WBZIIAXQ — X%
acl
(za) — a5
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es continua pues 75 ' (Us) € 7 para todo abierto Us € X. Mas atin, como

ﬂgl(Uﬁ) = {x € H Xo|xp € Uﬁ}
entonces una interseccion finita de la forma

ael
7 (Us) NNy (Us,)

[e%) Qn

es un abierto de 7 de la forma

.
acl
donde U, = X,,, excepto para a« =ay, ..., a,. Esto implica que la colecciéon
B = { H Uy | Uy €74, Uy = X, excepto para un numero finito de indices o € I}
acl

es una base para ], .; X, de donde se concluye que 75 es una funcién abierta para cada
pel.

El espacio producto [] X, junto con las proyecciones {ﬂg: [ Xa — X3! se pueden carac-
acl

terizar por medio de la siguiente propiedad conocida como la propiedad universal del producto:

acl

Teorema 1.119. Sea {X,}aer una coleccion de espacios topoldgicos, Y un espacio topoldgico
cualquiera y {fo:Y — Xa}taer una coleccion de funciones continuas. Entones existe una funcion
[y — HaeIXa, unica tal que Ty, 0 f = fo para todo a € 1, es decir, el siguiente diagrama conmuta

Y
|
|
f| fcx
|
N
[[%X —— Xa
a€el Mo
Demostraciéon. Sea
[y — Hon
ael
definida por
f(y) I — UXa
ael

a — f(y)(a)= faly)

Observe que f esta bien definida pues f, es funciéon para cada o€ I. Méas aun, para todo y €Y,

(a0 f)(y) = malf(y))
= fa(y)

de modo que 7,0 f = f, para todo « € I. Por dltimo, para cada o € I y cada conjunto abierto
U, € X, se tiene que
7@ (Ua) = (rao f)7H(Ua)
= fa'(Ua)

lo cual implica, junto con la continuidad de cada funcion fo, que f~ (7, 1(Ua)) es abierto en cuyo
caso [ es continua por el item 4 del teorema 1.21. O
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Definicién 1.120. Sea Y un espacio topoldgico y
f1y — H X,
acl

una funcion. Para cada o € I, la a-ésima componente de la funcion f se define como siendo la
funcion fo=mao0 f, esto es, fo: Y — X, es la funcion para la cual el diagrama

X
f

Ta

Xo Y

es conmutativo. En este caso se escribe f=(fo)acr

Proposicion 1.121. Sea {X,}aer una coleccion de espacios topoldgicos, HaeIXa dotado con

la topologia producto y f:Y — [ Xa una funcion. Entonces f es continua si y solo st para cada
acl
a €1 la a-ésima componente f, es continua.

Demostracion. En efecto, si f es continua entonces por el item 2 de la observacién 1.118 se tiene
que 7, es continua para todo a € I, de donde se sigue que f, =m,0 f es continua para toda «.
Reciprocamente, si f, es continua para todo « € I, como

F7Hme ' (Ua)) = (mao )7 (Ua)
= fo?l(Ua)

para todo « € I y todo abierto U, € X, entonces se concluye que f es continua. O

Observacion 1.122.

1. Si {X,}aer es una coleccion de espacios topolédgicos entonces se puede que el espacio pro-
ducto HaeIXa es conexo si y solo si X, es conexo para cada o € I. Lo mismo es cierto

para el caso de espacios conexos por caminos.

2. Para el caso de una coleccion de espacios primero (resp. segundo contable) se puede probar el
siguiente resultado: El producto ] ;X de una coleccion { Xo}aer de espacios es primero
contable (resp. segundo contable) si y solo si cada X, es primero contable (resp. segundo
contable) y todos, excepto una cantidad contable, son espacios triviales.

3. Si {X4}aer es una familia de espacios compactos entonces se puede probar que [TocrXo
es compacto si y solo si X, es compacto para cada « € I. Este resultado se conoce como el
teorema de Tychonoff .

4. El producto de una colecciéon { X, }ner de espacios es Hausdorff si y solo si X, es Hausdorff
para cada a € 1.






Capitulo 2

Topologia cociente

En este capitulo se presentan los espacios cocientes y espacios adjuntos, los cuales constituyen el
punto de partida para el estudio posterior sobre superficies.

2.1 Espacios cociente

Se vera en ultima instancia que cada superficie compacta se puede representar como el espacio
cociente de un poligono plano en el cual se han identificado pares de aristas. El primer paso para
formular esta idea rigurosamente es introducir el concepto de topologia cociente.

Definiciéon 2.1. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico, Y un conjunto y f: X — Y una funcion
sobreyectiva. La coleccion Ty de subconjuntos de Y definida por

T={VCY:f(V)eTx}

determina una topologia en Y, llamada la topologia cociente inducida por f. Cuando Y posee
dicha topologia se dice que (Y ,T;) es un espacio cociente de X y f una aplicacion cociente.

Ejemplo 2.2. Si X es un espacio topologico y R una relacion de equivalencia en X, entonces el
conjunto X / R junto con la topologia cociente inducida por la proyecciéon canonica

mX — X/R

es un espacio cociente.

Observacion 2.3.

1. La topologia cociente inducida por f es la topologia méas fina para la cual f es continua. Si
T es cualquier topologia en Y para la cual f es continua entonces f~1(V) € 7x para todo
V €T, es decir, V €7 para todo V €7 y por tanto 7 C 7.

2. No toda funcién continua y sobreyectiva es una aplicacion cociente. En efecto, considerando
R con la topologia discreta en el dominio, y IR con la topologia usual de la recta en el
codominio, la funcién identidad Id Id: R — R: R — R, es tal que Id='([0,1]) =[0,1] es
abierto en el dominio ya que es un subconjunto de R, sin embargo, [0, 1] no es abierto en
la topologia usual de la recta.

3. Las aplicaciones cocientes no son homeomorfismos locales porque estas no son funciones
necesariamente abiertas o cerradas. Por ejemplo, si en R con la topologia usual se considera
la relacién de equivalencia ~ generada por la relacién

xRy<—=z,y€(0,1) o z,y€]2,3]

35
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y se considera IR/~ con la topologia inducida por la proyeccion canonica T,

mR — R/~

Se observa entonces que m no es abierta ni cerrada. Por ejemplo, 7((2,3)) no es abierto y
( {%} ) no es cerrado. En el primer caso, 7~ !(7((2,3))) =2, 3], mientras que 7~ *(( {%}) =
(0,1).

Se desea analizar las condiciones bajo las cuales una funcion f: X — Y es una aplicacion
cociente, es decir, que propiedades debe satisfacer f para que una topologia preasignada 7 en Y sea
precisamente la topologia cociente 7y. En principio, es claro que f debe ser continua y sobreyectiva.
Como una primera aproximacion a este problema se tiene la siguiente proposiciéon en la cual se
indican algunas propiedades de las aplicaciones cociente:

Proposicion 2.4.
1. La composicion de aplicaciones cociente es una aplicacion cociente
2. Una aplicacion cociente inyectiva es un homeomorfismo

3. f es una aplicacion cociente si y solo si satisface la condicion:“V CY es abierto si solo si
F~HV) es abierto en X 7.

4. 8t f: X —Y es una aplicacion cociente y U C X es un conjunto abierto (respect. cerrado)
saturado, entonces la restriccion fly:U — f(U) es una aplicacion cociente

5. St {fa: Xo— Yo}acr es una familia indezada de aplicaciones

Aunque las aplicaciones cociente no son necesariamente funciones abiertas o cerradas, existe
una caracterizacion de las aplicaciones cociente en términos de conjuntos abiertos (resp. cerrados)
saturados.

Proposicion 2.5. Sean XY, espacios topoldgicos. Una funcion sobreyectiva y continua f: X —Y
es una aplicacion cociente si y solo si lleva conjuntos abiertos (respect. cerrados) saturados de X
en conjuntos abiertos (respect. cerrados) de'Y.

Demostracion. Si f es una aplicacion cociente y U C X es un abierto saturado entonces U =
F7Hf(U)), esto es, f(U) es abierto en Y. Para la otra implicacién, sea f continua, sobreyectiva y
satisfaciendo la segunda parte del enunciado. Dado V CY abierto se tiene que f~1(V) es abierto
en X por la continuidad de f. Por otro lado, sea V CY con f~(V) abierto en X. Como f es
sobreyectiva entonces se obtiene f~1(f(f~1(V)))= f~1(V), esto es, f~1(V) es saturado por f de
modo que cuyo f(f~1(V))=V es abierto Y. De estos hechos y del item 3 de la proposicion 2.4
se concluye que f es una aplicacion cociente. Con un razonamiento similar se puede demostrar el
caso para conjuntos cerrados. O

Ejemplo 2.6. La funcién exponencial

f: [Oﬂ]‘) — $!
t — (cos2mt,sen2mt)

,%) es un subcon-
junto abierto saturado de [0,1) cuya imagen no es abierto en $!. En particular, f(0) no posee un

es sobreyectiva y continua, sin embargo, no es una aplicacioén cociente porque [O

abierto que se contenga en f(][0, %) )=(1,0)U{(z,y) €8y >0}, como se muestra en la figura 2.1,
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Figura 2.1.

Como un corolario de la proposicién 2.5 se tiene:

Corolario 2.7. Si f: X — Y es una funcion continua, sobreyectiva y abierta (respect. cerrada)
entonces f es una aplicacion cociente.

Demostracion. Si f es una funcién continua, sobreyectiva y abierta (respect. cerrada) entonces en
particular f mapea conjuntos abiertos (respect. cerrados) saturados en conjuntos abiertos (respect.
cerrados) lo cual implica que f es una aplicacion cociente de acuerdo a la proposicion 2.5. g

Observacion 2.8.

1. Sean f: X — Y, g: X — Z aplicaciones cocientes. Si f’: Y — Z es una funcién tal que el
diagrama
X

Yfz

conmuta, entonces f’ es una aplicacion cociente. En efecto, para V C Z abierto se tiene que
V) = (fo HTHV)
= g~ (V)

es abierto en X, esto es, f”l(V) es abierto en Y. De forma similar, si V CY es tal que
f~YV) abierto en Y, entonces

FHUV)) = (fo H)7H(V)
= g (V)

es abierto en X, lo cual implica que V es abierto en Y pues g es una aplicacion cociente;

de acuerdo al item 3 de la proposiciéon 2.4 se concluye que f es una aplicacién cociente.

2. Una funcién biyectiva f: X — Y es una aplicacion cociente si y solo si es un homeomorfismo.
En efecto, f es un homeomorfismo entonces f es una aplicaciéon cociente por el corolario
2.7. Reciprocamente, si f es una aplicacion cociente inyectiva entonces f~1(f(U))=U para
todo abierto U C X, lo cual implica que f es una funcién abierta. De la proposicion 1.35 se
sigue que f es un homeomorfismo.

3. Si f: X —Y es un homeomorfismo local sobreyectivo entonces f es una aplicacion cociente.
De acuerdo a la proposicion 1.39 se tiene que f es una funcién continua y abierta. Como f
también es sobreyectiva, entonces por el corolario 2.7 se concluye que f es una aplicacion
cociente.
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Se estudiara ahora la propiedad caracteristica de la topologia cociente.

Teorema 2.9. Sean XY, espacios topoldgicos y f: X — Y una aplicacion cociente. Entonces para
cualquier espacio topoldgico Z, una funcion g: (Y, T;) — (Z,71z) es continua si y solo si go f:

(X,7Tx) — (Z,7z) es continua:

X
f gof
YTZ

Demostracion. Este resultado se sigue inmediatamente del hecho de que para cualquier conjunto
abierto U C Z, g~ 1(U) es abierto en Y si y solo si f~1(g71(U))=(go f)~! es abierto en X. [

Al resultado anterior se le conoce como la propiedad caracateristica de la topologia cociente. El
siguiente resultado garantiza la unicidad de la topologia cociente:

Teorema 2.10. Dado un espacio topologico X, un conjunto Y, y una funcion sobreyectiva f:
X —Y, la topologia cociente es la unica topologia en'Y para la cual la propiedad caracteristica se
cumple.

Demostracion. En efecto, suponga que existe otra topologia 7y tal que la propiedad caracteristica
se cumple. Al considerar los diagramas

X
Ido Ido
f d f !
(Y. )~ (V. T}) (¥, ) ——— (V. T¥)

y sabiendo que las funciones
Id:(Y,7T;) — (Y,7;)
Id: (Y, Ty) — (Y, Ty)
son continuas, se obtiene de la propiedad caracteristica que las funciones
gi=Ildo f: X — (Y,7j)

g2=Ido f: X — (V,Ty)

son continuas; luego de los diagramas
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y de la propiedad caracteristica se sigue que las funciones

Id: (Y, Ty) — (Y, 7))

Id: (Y, 7)) — (Y, Ty)

son continuas lo cual implica que 7; =7y de acuerdo a la proposicién 1.22. O

El proximo teorema, conocido como la propiedad universal del cociente, es la consecuencia
mas importante de la propiedad caracteristica de la topologia cociente ya que indica como se pueden
definir funciones con dominio en un espacio cociente.

Teorema 2.11. Sea f: X — Y una aplicacion cociente, Z un espacio topoldgico y g: X — Z una
funcion continua que es constante en las fibras de f. Entonces existe una funcion continua
Y — Z nica tal que g= fof.

Demostracion. Sea g continua y constante en las fibras de f. Como f es sobreyectiva, es posible
definir la funcién

donde z € X es tal que y= f(x).

e [ esta bien definida: dados i, yo € Y existen 1, 22 € X tal que y; = f(z1), y2= f(x2)
respectivamente; luego para y; = yo se cumple que

fly1) = g(x1)

= g(z2)
= f(y2)
e [ es continua y es la tnica tal que g= fof : Como f hace conmutar el diagrama,
X
¥ g

Yﬁz

f es una aplicacion cociente y ¢ es continua, entonces f es continua por el teorema 2.7.
Para la unicidad, sea h:Y — Z continua tal que g=ho f, luego dado y €Y se tiene que

fly) = g(=)
= (ho f)(x)
= h(f(z))
h(y)
O

En las condiciones del teorema anterior se suele decir que g pasa al cociente por f.

La proxima consecuencia de la propiedad caracteristica, conocida como la unicidad de los
espacios cociente, muestra que los espacios cocientes estan unicamente determinados, salvo
homeomorfismos, por las identificaciones hechas por sus aplicaciones cociente.

Teorema 2.12. Suponga que f1: X — Y7 y fo: X — Y5 son aplicaciones cocientes que hacen las
mismas identificaciones, es decir, f1(x)= fi(£) si y solo si fo(x)= fa(£). Entonces existe un inico
homeomorfismo ¢: Y7 — Y5 tal que po f1= fo.
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Demostracion. Por el teorema 2.11 existen funciones f1, f> continuas, unicas tales que los siguentes
diagramas conmutan

h f2 1 f1
HT}/Q Eﬁf Y
2 1

lo cual implica que

fio(fao fi) = fiofo

= f (2.1)
Considere ahora el diagrama
X
i i
Yi-—---%

Si la linea punteada es f’l o f’g entonces 2.1 muestra que el diagrama conmuta. También es claro que
el diagrama conmuta cuando la linea punteada es la identidad en Y;. Por el teorema 2.11 se sigue
que fl ) f’g =Idy,. De manera similar, f~2 o fl =Idy,. Asi, p= fg es el homomorfismo requerido, el
cual es tinico por el teorema 2.11. O

Ejemplo 2.13. Sea R una relacion de equivalencia en un espacio topologico X. Sea X/R el
conjunto formado por las clases de equivalencia respecto a R. Considere la proyeccién candnica 7:
X — X /R la cual envia cada elemento a su respectiva clase de equivalencia, esto es,

mX — X/R
r — [a]
Suponga X /R con la topologia cociente inducida por w. Si Y es otro espacio topologico y I
X —Y es una funcion continua tal que f es constante en las fibras de 7, es decir, f(z)= f(y)

siempre que x Ry, entonces por el teorema 2.11 existe una funcién continua f :X/R—Y, tnica
tal que el siguiente diagrama conmuta

X
f
™
X/Rﬁ}/

Ejemplo 2.14. Considere la relacion de equivalencia R en Z generada por la relacion
rRy<—=zx,yeZ

Entonces el espacio cociente resultante R/~ no es primero contable. Si {V;}nZ1 es una base local
contable de [Z] en R/~ entonces cada conjunto de la forma 7—1(V;,), n €N, es una vecindad abierta
de 7Z en R, no obstante, para cada n € N, por la propiedad arquimediana, existe r, € R tal que
1/2>r,>0y (n—rp,n+r,) C7Y(V,); luego la imagen del abierto

(@G

(n—rp,n+mry)

n=1
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bajo la proyeccién candnica

mR — R/~

corresponde a una vecindad abierta G de [Z] , la cual, sin embargo, no contiene ningtan conjunto
V.. Por tanto, [Z] no posee una base local contable, es decir, R/ ~, no es primero contable. Mas
aun, por el teorema 1.88, R/~ no es sequndo contable.

Se ha visto (ejemplos 1.73, 2.14) que las propiedades Hausdorff y segundo contable no son
necesariamente invariantes continuos. En cada caso, para preservar la propiedad, se requiere que
la funcién cumpla propiedades adicionales a la continuidad, por ejemplo, que sea cerrada o abierta.
La relacion entre la topologia cociente y estas propiedades es importante como se vera en algunos
de los ejemplos del presente capitulo y en el siguiente.

Proposicion 2.15. Sea X segundo contable y Y un espacio cociente de X. Si Y es localmente
homeomorfo a R™ entonces Y es sequndo contable.

Demostracion. Sea f: X — Y una aplicacién cociente. Como Y es localmente homeomorfo a R",
entonces para cada y €Y, existen abiertos W CY, V CR"™ y un homeomorfismo g: W — V', en
cuyo caso existe eg(,) >0 tal que B(g(y),€q(y)) SV v B(9(Y),€4(y) = 9 (B(9(y), €4()) SW, lo cual
da lugar a un cubrimiento abierto U = {U,}ncr de Y donde cada conjunto U, € U es homeomorfo
a una bola abierta en R™. Observe que la coleccién

{f7YU,): Uy et}

es un cubrimiento abierto de X y por tanto dicha coleccién admite un subcubrimiento contable de
acuerdo al teorema 1.95. Si ¢/ CU es un conjunto contable tal que {f~}(U,): Uy €U} cubre a X,

entonces U es un cubrimiento contable de Y donde cada conjunto U, €U es segundo contable, de
modo que Y es contable por la proposicion 1.99. O

Teorema 2.16. Sean X, Y espacios topoldgicos, f: X — Y una funcion continua y sobreyectiva.
Suponga que X es compacto, Hausdorff, y Y posee la topologia cociente inducida por f. Entonces Y
es Hausdorff si y solo si f es cerrada. En particular, si f es biyectiva se cumple que Y es Hausdorff
si y solo si f es un homeomorfismo.

Demostraciéon. La primera implicaciéon es una consecuencia inmediata del corolario 1.109. Para
el reciproco, dado a € X, se observa que {a} es cerrado por ser X Hausdorff, lo cual implica que
{f(a)} es cerrado en Y pues f es cerrada. Mas atn, como f es sobreyectiva, para cada b€Y, el
conjunto {b} es cerrado (Y es Hausdorff) en cuyo caso como f es continua, para by,b2 €Y, by # b,
se sigue que f=1({b1}) v f~1({b2}) son disjuntos y cerrados en X y por tanto compactos; luego
como X es Hausdorff existen abiertos U y V disjuntos que contienen a f~1({b1}) y f~*({b2})
respectivamente. Dado que X \U, X \V con cerrados y f es cerrada entonces f(X\U), f(X\V)
son cerrados de modo que los conjuntos

W = Y\f(X\U)
W = YA\f(X\V)

son abiertos en Y y satisfacen Wi NWa =0, by € Wi , by € Wa. Por tanto Y es Hausdorff. O

Para visualizar una espacio cociente X se procura hallar un homeomorfismo entre éste y un
espacio conocido Y.
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Ejemplo 2.17. En el cuadrado unitario X = [0, 1] x [0, 1] de R? con la topologia inducida del
plano, considere la relaciéon de equivalencia R generada por la relacion (0,¢) ~(1,¢), 0<t <1. El
espacio cociente obtenido al considerar X /R con la topologia inducida por la proyeccion candnica
m: X — X /R, n(z) =[z], se le conoce como el cilindro. Como la funcién sobreyectiva y continua

f:00,1] x[0,1] — $'x[0,1]
(s,t) — (cos(2ms),sen(2ms),t)

es tal que

f(oﬂt) = (170at)
= f(l’t)

para todo 0 <t <1, esto es, f es constante en las fibras de 7, entonces por la propiedad universal
del cociente, la funciéon f definida por

f:X/R — $'x[0,1]
[(s,8)] — [fl(s,t)]=f(s,1)

es una funcién continua. Observe que f es una funcién biyectiva pues f es sobreyectiva y

f[(oﬂt)] = f(Ovt)

(1,t)] ;0<t<1

f(s,1) # [f(s,0) ;0<s<1

lo cual implica que f es inyectiva. Como X /R es un espacio compacto y $* x [0, 1] es un espacio
Hausdorff entonces f es un homeomorfismo de acuerdo al teorema 2.16.

(0,0) @ 0(1,1) mmmp (0,1) (1,%) —

Figura 2.2. El cilindro

Ejemplo 2.18. De nuevo en el cuadrado unitario X =0, 1] x [0, 1], se define la relacion de
equivalencia R generada por la relacion (0,t) ~ (1,t), 0<t <1, (s,0) ~(s,1), 0<s<1. Al espacio
cociente X /R obtenido se le conoce como el toro el cual suele denotarse por T2. Dicho espacio
es homeomorfo al espacio $! x $!. En efecto, como la funcién sobreyectiva y continua

fi X — $ix$!
(s,t) — (cos(2ms),sen(27s), cos(2nt), sen(27t))

es constante en las fibras de m: X — X /R, w(x) = [z], entonces por la propiedad universal del
cociente, la funcion definida

f:X/R — $'x$!
[(s,0)] = Fl(s,0)]=Ff(s,1)

continua, la cual es biyectiva, con dominio compacto y codominio Hausdorff, es decir, f es un
homeomorfismo.
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0,t) e @ (1,t) ==

(s,0)

Figura 2.3. El toro

Ejemplo 2.19. Al definir en el cuadrado unitario X =0, 1] x [0, 1] la relacion de equivalencia R
generada por la relacion (0,¢) ~ (1,1 —¢), 0 <t <1, se obtiene el espacio cociente X /R conocido
como la banda de Mébbius.

®(1,1-7)
— —
(0,t) ®

Figura 2.4. Banda de M&bius

Ejemplo 2.20. En R"*1\{0} considere la relacién de equivalencia
r~y<= =Xy, \£0

esto es, dos puntos estan en la misma clase de equivalencia si pertenecen una misma recta que pasa
por el origen. El espacio cociente R"*1\{0}/~ inducido por la proyecciéon canénica

mRN(0} — R0}~
o o

se le conoce como el espacio proyectivo real de dimension n y se denota por RIP". Existen
formas equivalentes de definir a este espacio, una de ellas, consiste en tomar el espacio cociente
$"/R donde R es la relacion de equivalencia definida por

rRy<—=r=—y

Para probar esto, considere primero el diagrama

8" ——> R\ (0]

|gn

RP"

donde i: $" — R" 1\ {0} es la inclusion y m|gn=mo0i . 7|gn es continua por ser la composicion de
funciones continuas. Mas atin, es sobreyectiva ya que dado x € R"*1\{0} /~, z/||z| € $". Ademas,
si x,y € 3" son tales que z Ry entonces m(x) =7 (y), lo cual implica que 7|gn(z) =m|gn(y). Por
tanto, |gn es constante en las fibras de la proyeccion canonica

%" — 3$"/R
z — q(x)=[a]
de modo que, por la propiedad universal del cociente, 7|g» induce una funciéon continua
f:8"/R — RP"
[z] — f([z]) =7|sn(z)
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unica tal que foqg=m|gn. Note que f es sobreyectiva ya que f([z]) =7|gn(x), y es inyectiva porque
dados z,y € 8™ x £y, con f([z])= f([y]), se tiene que 7|gn(x) =7|g~(y), de modo que = Ay para
algin A€ R, A#0. Como z,y € 3" entonces se observa que
1L = |z
= Ayl
= [yl
= [Al

lo cual implica que A==1. En cualquier caso, se sigue que [z] =[y]. Considere ahora el diagrama

R™1{0} ——— gn
q
qoh
$"/R

donde h es la funcién continua
h:R"T1\{0} — &~
z — xf|z|
Si z,y € R"T1\{0} son tales que z~y, entonces existe A #0 tal que z = \y, en cuyo caso
hz) = h(My)
= +h(y)

lo cual implica que goh(x)=qoh(y) y en consecuencia go h es constante en las fibras de 7. Por
tanto, por la propiedad universal del cociente, existe una funcién continua

g:RP" — $"/R
[z] — g([z]) =qoh(z)

anica tal que gom = qoh. Note que

go f([z]) = go f(q(x))
= g(rlsn(z))
qoh(x)
= q(z/|zl)
q(z) ;28 |z]|=1

= [2]

fog(lyl) = flgoh(y))
= foq(y/llyll)

mls(y/llyl)

= 7(y)

= [y]

Por tanto, go f =Idgn/g y fog=Idrp», de modo que f es un homeomorfismo.

Por otro lado, si 2,y € 3™ son tales que [z] # [y] entonces se tiene que = # y, x # —y, luego como
$" es Hausdorfl, existen abiertos U,V en $™ los cuales satisfacen z € U, y € V, y son tal que la
coleccion de conjuntos abiertos {U,—U,V,—V}, donde —U ={—z|z €U}, -V ={—z|z €U}, es
disjunta dos a dos. De lo anterior, y considerando que los conjuntos

¢ H(q(U)) = UU(-D)

¢ (q(V)) = VU(-V)
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son abiertos en $”, se concluye que ¢(U), ¢(V') son vecindades abiertas disjuntas de [z], [y] respec-
tivamente. Por tanto, /R es Hausdorfl y en consecuencia RIP"™ también es Hausdorff.
Ejemplo 2.21. Considere la bola unitaria
B2={zcR?:|z| <1}
entonces la relacién de equivalencia R definida en B2,
tRy<=z=y 6 z,yc 3!
induce un espacio cociente, B?/ R, el cual es homeomorfo a la esfera $2. En efecto, definiendo

f:(B?»)° — R?
_r
1— |zl

r

se obtiene una funcién que esta bien definida, es continua, y posee inversa continua,

ffl: IRQ N (IBQ)O
x
r — —
14 [||]
esto es, f es un homeomorfismo. Considere ahora la funcién continua
g:5%\{(0,0,1)} — R?

(.’L’l To .’L'g,) [ — 1 T2
’ ’ 171’3, 17%3

cuya inversa (también continua) estd dada por
g hR? — $A\{(0,0,1)}

(21, 9) — 211 210 x%er%fl
’ ri+x3+1 23 4+23+1 23 +23+1

En particular, note que ¢!

x2) = (Y1, y2). Ademas,

estd bien definida ya que g~ (z1, x2) = g~ *(y1, y2) siempre que (z1,

(23 + 23 +1)2
(a3 +1)?

g™ (1, z2)|

es decir, g7 (z1, z2) € $2\{(0,0,1)}.

Figura 2.5. Proyeccién estereogréafica.

A la funcién g suele conocerse como la proyeccion estereogrdfica. Al componer f con la pro-
yeccion estereografica se obtiene el homeomorfismo,

g_l o f: (IBQ)O - SQ\{(()?O’ 1)}
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Considere ahora la funcién h: B? — $2 definida por

g lof(x) sizeB?\$!
h(z)=
0,0,1)  size$!

Es claro que h es sobreyectiva. h es continua: sea x € B2 y U C $2 una vecindad abierta de h(z).
Si z € BA\$! entonces V =h"HU\{(0,0,1)}) es una vecindad de z tal que f(V)CU; si z € $!
entonces existe una bola abierta B((0,0,1);¢) CU la cual luce como un casquete esférico cuya base

es un circulo C de radio 7 =e€y/4 —€2/2 y centro (0,0, (2 —€?)/2). La imagen inversa de C' bajo
h corresponde al conjunto

h*l(C):{xeBQ|||x||2:(4762)/4+2e 4%2}
por tanto, la imagen inversa de B((0,0,1);€) es

h=Y(B((0,0,1);¢)) = {zeB%i<|z| <1}

e (4—62)/4-‘,-26 4— e

el cual es abierto en B? dado que
B1(B((0,0,1); ) =B { € R Ja] > 1}
Asi, h es continua y sobreyectiva. Como h es constante en las fibras de
m:B?—D?/R

entonces h induce una funcion continua h: B2/ R — %2, h([z]) = h(x), la cual es sobreyectiva pues
h lo es. Ademas, es inyectiva ya que de h([z]) =h([y]) se sigue que h(z)="h(y), lo cual implica que
r=y 6 x,y€$, En cualquier caso se obtiene que [z] =[y]. Como h es biyectiva, continua, esté

definida en un espacio compacto y tiene rango en un espacio Hausdorff, se concluye que h es un
homeomorfismo.

Figura 2.6. h=1((0,0,1)), h~1(C).

Ejemplo 2.22. El espacio cociente ([0,1] x [0,1])/ R, donde R es la relacion de equivalencia
generada por la relacion (0,t) ~ (1,¢), (s,0) ~ (1 —s,1) para todo s,t €[0,1], se le conoce como la
botella de Klein. Se puede pensar en la botella de Klein como el espacio obtenido al identificar
los extremos opuestos de un cilindro finito con la orientaciéon de dos circunferencias invertidas.
Cabe mencionar que este espacio solo se puede representar en un espacio tridimensional al permitir
autointersecciones de dicho espacio?-1.

2.1. Véase https://www.youtube.com/watch?v=yaeyNjUPVgs.
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(1-s,1)

(0,1-t) @ <

Figura 2.7. La botella de Klein

2.2 Adjuncién de espacios

El concepto de topologia cociente desarrollado en la secciéon anterior da lugar a una importante
clase de espacios topologicos conocidos como espacios adjuntos. Si X, Y son espacios topologicos,
A C X un subespacioy f: A—Y una funcién continua, entonces el espacio adjunto determinado
por f, el cual suele denotarse como X U¢Y', intuitivamente representa el espacio obtenido al pegar
los espacios X y Y a lo largo de A por medio de f.

Figura 2.8.

Sean X, Y, espacios topologicos. A fin de definir los espacios adjuntos, conviene recordar que
las funciones

tx: X — XUY

x — (x1,1)

iy — XUY
Yy — (9272)

son continuas, abiertas e inyectivas.

Definicion 2.23. Sean X,Y, espacios topoldgicos, A C X un subespacio, f: A— Y una funcion
continua y i: A— X la inclusion. El espacio adjunto determinado por f, denotado por X UY,
se define como el espacio cociente

XU Y =XUY/~
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donde ~ es la relacion de equivalencia generada por las identificaciones (tx oi)(a) ~ (vy o f)(a)
para cada a € A.

Observacion 2.24.
1. En este caso, las clases de equivalencia de la relacion pueden describirse como
e [(x1,1)]={(x1,1)} para todo z; € X \A.
o [(52:2)] = {(12,2)} para todo g2 Y\ f(4).
o [(ar, )] ={(f(a1),2)} U{(a1, 1) a1 €Ay f(a1) = f(a1)} para todo a1 € A.
2. Como las funciones

LllX — X1 X {1}

x +— (x1,1)

12:Y — Yo x {2}
y — (22,2)
son homeomorfismos, se hablaréa del espacio X (respect. Y) en X 1Y como siendo el espacio

X1 x {1}(resp. Ya x {2}).

3. SiA=0, XU Y =XUY. SiAd=X, XUyY =Y. Si A=Y, XUy, Y =X. En lo sucesivo
solo se asumira que A # &.

4. Esclaro que m(X\A)N7(Y)=0 y XUfY =7(X\A)Un(Y) de acuerdo a como esta definida
la relacidon de equivalencia generada por ~.

Analogo a la seccién anterior, se desea estudiar el tipo de propiedades que el espacio X UyY
hereda de X LIY". Los proximos dos teoremas constituyen herramientas que facilitaran este analisis.
El primero, constituye un método para construir funciones continuas con dominio en un espacio
adjunto; el segundo indica algunas caracteristicas de la proyeccién canénica m: X UY — X UrY.

Teorema 2.25. Sean X,Y, espacios topoldgicos, A un subespacio de X y f: A— Y una funcion
continua. Considere el espacio X UyY y las funciones continuas

ox: X — XUpY

v — éx(a)=moux(a)

Ppy:Y — XUpY
y — oyv(y)=mouy(y)

Si Z es un espacio topoldgico y h: X — Z, g:Y — Z, son funciones continuas tales que go f =hot,
entonces existe una funcion continua @: X UpY — Z, 1inica tal que popx=h y po ¢y =g.

a—1 oy

i oy

X ——— XUy
X

X
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Demostracion. Al considerar el diagrama
X
N
xXuy Z
~ T
Y

"

se sigue del teorema 1.113, la existencia de una funcién continua F: X UY — Z, tnica tal que
h=Fouxy g=Fouy. Masain, F es constante en las fibrasde m: seaa € Ay (tx0i)(a) ~ (ty o f)(a),
luego

F((exoi)(a)) = (Foux)(i(a))

— h(i(a))

= hoi(a)

= (go f)(a)

= g(f(a))

= Fouw(f(a))

= F((eyo f)(a))
En consecuencia, por el teorema 2.11, F' induce una funcién continua ¢: X UrY — Z, tinica tal
que el siguiente diagrama conmuta

Ademas, ¢ es tal que

popy = Fouy
=49
Por tltimo, si ¢: X UpY — Z es otra funcién continua tal que o ¢px =h y 9 o ¢y = g, entonces
para x = (x1,1) en X UY, se observa que

Ypom(x) = om((x1,1))

= o ((roux)(z1))

= o dx(z1)

= h(z1)

= FOLX(xl)

= F((z1,1))

= F(x)
De manera similar, para y = (y2,2) en X LY se tiene o ((y)) = F(y); esto es, Yor =F. lo cual
implica, por la unicidad de ¢ en (2.2), que @ =1. O

Teorema 2.26. Sean X,Y, espacios topoldgicos, A C X un subespacio cerrado y f: A—Y con-
tinua. Considere el espacio X UrY junto con la proyeccion canonica m: X UY — X UsY. Entonces

a) ly:Y —7w(Y) es un homeomorfismo y m(Y) es un subespacio cerrado de X U;Y.
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b) mx\a: X\A — m(X\A) es un homeomorfismo y m(X\A) es un subespacio abierto de
X UrY.

Demostracion.

a) Como 7 es continua entonces 7|y es continua por restriccion. Es claro que 7|y es sobreyec-
tiva. Es inyectiva porque la relacion de equivalencia ~ no identifica puntos de Y entre si.
Por otro lado, para V CY cerrado se tiene que f~(V) es cerrado en A. Como este tltimo
es cerrado en X, se sigue que f~1(V) es cerrado en X. Considere el conjunto

VUV = (f7HV) x {1Hu(V x {2})

yseax € f7L(V)UV. Si z€ f~1(V) entonces f(z) €V, en cuyo caso w(x) =x(f(x)) €
7(V), es decir, z € 7 1(7(V)). Si 2 € V entonces es claro que 7(z) € 7(V) de modo que
xemx 1(m(V)). Por tanto, f~H{(V)UV Cr~Y(n(V)). De manera similar, si x € 7~ 1(7(V)), es
claro que z € f~Y(V)UV de acuerdo a como esta definida ~. Asi, f~H{(V)UV =7"Y=(V)),
lo cual implica que 7 |y es una funcion cerrada. De todo lo anterior se concluye que 7|y es
un homeomorfismo.

b) Si U C X\ A es abierto entonces U es abierto en X porque X \ A es abierto (A es cerrado),
luego de acuerdo a como esté definida ~ se sigue que

T (m(U))=U

esto es, m(U) es abierto en X U;Y (en particular, 7(X\A)). Por tanto, m|x\4 es una

funcion continua, biyectiva y abierta, es decir, m|x\ 4 es un homeomorfismo sobre su imagen
m(X\A). |

Ejemplo 2.27. Sean X =Y =[0,1], A=[0,1) C X y i: A——Y la inclusion. [0, 1] considerado como
subespacio de R es Hausdorff y por tanto X LY es Hausdorff; sin embargo, el espacio adjunto X U;Y’
no es Hausdorff. En efecto, se observa inicialmente que las clases de equivalencia de la relacion de
equivalencia generada por la relacion

(acl, 1) A (.1‘2, 2) < To= ’L(l‘l) =1
o [(z1,1)]={(z1,1)} U{(x2,2)| xa =21} para todo z1 € A
o [(LD]={(11)}
e [(1,2)]={(1,2)}

Por tanto, de la definiciéon de la topologia en X U; Y se sigue que las vecindades abiertas de (1, 1),
(1,2) en X U; Y son precisamente aquellas que contienen subconjuntos de la forma

(6,(1,1)] = (671)U{(171)}
(67(1’2)] = (6’1)U{(1’2)}

donde € > 0; pero esto significa que los “dos unos” (1,1), (1,2), no se pueden separar por vecindades
ya que la interseccion de (e, (1,1)], (e, (1,2)] siempre es distinta de vacio:

(eﬂ (17 1)] n (67 (L 2)] - (67 1)

Intuitivamente, el espacio X U; Y luce como un intervalo con “dos unos”.

[ \®

[ ) ®

0 1
Figura 2.9.

A pesar de que la propiedad Hausdorff en general no es heredada por los espacios adjuntos, es
importante senalar algunas situaciones en las cuales esto sucede. La primera, ocurre cuando A C X
es compacto y X, Y, son Hausdorff.



2.2 ADJUNCION DE ESPACIOS 51

Teorema 2.28. Sean X,Y, Hausdorff, AC X compacto y f: A— X continua. Entonces X UpY
es Hausdorff.

Demostraciéon. Si Z C X LY es cerrado entonces Z es de la forma
Z=U0UuV

donde U,V son cerrados en X Y respectivamente. Como f es una funcién continua con dominio
compacto y codominio Hausdorff entonces f es cerrada. Siendo ANU cerrado se sigue que f(AN
U)CY es cerrado; luego dado que

7 i m(Z2)=ZU f(ANU)U f~H{V U f(UNA))

es cerrado en X LY, m(Z) es cerrado en X UyY y en consecuencia 7 es cerrada. Por otra parte,
para z € X LY se observa que

a2 {z} st ze (X\A) U Y\ f(4))
{z}Uf7lz) sizef(4)

lo cual indica que la fibra de 7(z) es compacta en cualquier caso. Asi, para puntos distintos z, z’ de
X UrY, las fibras m=1(2), 71(2’) son disjuntas y compactas. Ademas, como X LY es Hausdorff,
existen abiertos disjuntos W,, W, en X UY tales que 7~ 1(2) CW, y 7~ 1(2") C W,/; luego como 7
es cerrada, por el teorema 1.33, existen abiertos U,,U.: en X UsY con

z € U,
' (U.) € WL
y
Z e U,
Wﬁl(Uz/) g I/I/Z/
Mas atn, U, N U=, ya que W,, W, son disjuntos; por tanto, X UsY es Hausdorff. O

La segunda situacion se presenta cuando X es regular, y A C X es un subespacio cerrado que
es un retracto de una vecindad de X.

Teorema 2.29. Sea Y Hausdorff. Si X es reqular y A C X un subespacio cerrado que es un retracto
de una vecindad de X entonces X UyY es Hausdorff.

Demostracion. Sean z,2'€ X U;Y, con z# z’. A fin de encontrar abiertos disjuntos U, U, de
z,z', se distinguen 3 casos:

i. z,2'€ X\A: Dado que X\ A es Hausdorfl, existen abiertos disjuntos U, U; en X\ A tales
que z €Uy, z' €U,.. Méas ain, como X \ A es abierto, del teorema 2.26 se obtiene que 7 (U,),
7(U,) son vecindades abiertas disjuntas de z,z’, en X UyYrespectivamente.

ii. ze€ X\A,z' €Y Siendo X regular, A C X un subespacio cerrado y z ¢ A, existen abiertos
disjuntos U,,V en X tales que
z U.CX\A
ACV
U.nv =g

m

En particular, como U, C X\ A, por el teorema 2.26 se sigue que 7(U,) es una vecindad

abierta de z en X UfY. Sea W =7 (U,) y U,» =X Ur Y \W, luego

7Y Uy) = 77 XU Y\W)
= X\U,uY
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es abierto en X UY, es decir, U, es una vecindad abierta de 2z’ en X UyY. Mas aun,
U.Nnn(U,)=2.

iii. z,2'€Y: SiY es Hausdorfl entonces existen vecindades disjuntas y abiertas V,, V., de z, 2’
respectivamente; luego f~1(V;), f~1(V./), son abiertos en A. Sea

mN— A
una retracciéon de una vecindad N C X abierta en A. Si se definen
W, = (for) (V)
W.r = (for) ' (Vz)

se observa que W,, W,/ son abiertos disjuntos en IV y por tanto abiertos en X. Mas aun,
como 7 es una retraccion se obtiene

WAA = WA\ fY(V2)
WAA = W\ fH(V.0)
luego, si se consideran los subconjuntos U, U/, en X UrY definidos por
U. = (WA\A)UVL
U, = (W:\A)UV%
se obtiene que
N U) = 7 ((W\A)UW)
(WAAUfFH(V)UV,

= WASf (R ufFH(E)uv
= WUV,

T U) = 7 (WAA)UVL)
= WANAADU (V) UV
= WAfTH V) U (V) UV
— W, UV

son abiertos en X UY y por tanto, U,, U, son vecindades abiertas de z,z’ en X UyY con
U.NU, =2. O

Si X,Y, son espacios topologicos compactos entonces X LY es compacto por el item 5 de la
observacion 1.115, lo cual implica que X UrY es compacto pues X Uy Y =m(X UY"). Por tanto, se
tiene:

Teorema 2.30. Si X, Y, son espacios topoldgicos compactos, A C X es un subespacio, y f: A—Y
es una funcion continua. Entonces X UrY es compacto.
Observacion 2.31.

1. En general, la adjunciéon de espacios segundo contable no es segundo contable. Por ejemplo,
se puede probar que el espacio adjunto de un niimero contable de esferas $' no es primero
contable.

2. Para el caso de espacios adjuntos segundo contables conviene recordar la proposicién 2.15.

Ejemplo 2.32. Sea X un espacio topologico, Y ={yo} un espacio trivial. Observe que el conjunto
X x {0} es cerrado en X x [0,1]. Sea f la funcién

[ Xx{0} — Y
(ac,O) — Yo
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Al espacio adjunto (X x [0,1]) UsY, el cual se denota por CX, se le conoce como el cono sobre
X. En particular, el punto [X x {0}] es referido como el vértice del cono. Si

(X x[0,1])uY —CX

es la proyeccion cociente, entonces por el teorema 2.26, w|y es un homeomorfismo de Y en 7(Y),
donde 7(Y") es un subespacio cerrado de CX. Mas aun, como [((z,1),1)]={((x,1),1)} para todo
€ X, se tiene que 7|x » {1} es un homeomorfismo de X x {1} en m(X x {1}), este tltimo cerrado en
CX; luego como X es homeomorfo a X x {1} y este es homeomorfo a (X x {1}) x {1}, se obtiene
que X es homeomorfo a w(X x {1}).

AT TN

1D D
| | :
] —
[ ! [

T T

Nl I

X x[0,1] X

Figura 2.10. Cono sobre X.

Ejemplo 2.33. Si en CX del ejemplo anterior se considera la relacién de equivalencia generada
por todas las identificaciones de la forma

(Za 1)« (éa 1)
para todo z,Z € X x {1}, entonces el espacio cociente CX /X x {1} , el cual se denota por X,

se le llama la suspension de X. En este caso, los puntos [((z,0),1)],[((xz,1),1)] son los vértices de
YX, X es homeomorfo a 7(X x {1/2}), donde m: CX — XX es la proyeccion cociente.

XX

Figura 2.11. Suspensién de X.

Teorema 2.34. Sean X,Y, espacios conexos, A C X un subespacio y f: A— Y una funcion
continua. Entonces X UyY es conexo.

Demostracion. Sean X,Y, espacios conexos, A C X un subespacio y f: A— Y una funcion
continua. Como X y Y entonces 7(X), 7(Y"), son conexos por el teorema 1.57; luego para z € A
y y€Y con f(x)=y se tiene que w((x,1)) =7((y,2)); luego como

XU Y =a(X)Un(Y)

y z=[(z,D)]=[(y,2)] e m(X)N7(Y), entonces por la proposiciéon 1.50 se concluye que X UyY es
conexo. 0
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Observe que un argumento similar al anterior se puede utilizar en el caso de que X,Y sean
conexos por caminos: Como 7(X), 7(Y) son conexos por caminos y tienen al menos un punto en
comun z, entonces de la proposicién 1.57 se sigue que X UrY es conexo por caminos.

Teorema 2.35. Sean X,Y, espacios conexos, A C X un subespacio y f: A— Y una funcion
continua. Entonces X UyY es conexo por caminos.

Ejemplo 2.36. Sea A=%'CD? y i: A—— D? la inclusién. El espacio adjunto D?U; D? es
homeomorfo a $2. En efecto, a partir del diagrama

IDQ
/ \
$2
]D2

donde g, h son los homeomorfismos que van del disco al hemisferio inferior y superior de $2
respectivamente,

D2y D?2

¢:D? — $?
2x1 2x2 3+ r3—1
o3+ 23+ 1 23+ 23 +1

(x1,m2) +—

h:D? — $2
221 2x 1—(z?+23)
ri4+x3+1 23+ 23+1 23 +234+1

entonces por la propiedad universal de la union disjunta existe una funcién continua

(961,962) [ —

F:D?UD? — &2
dnica tal que
Fou(z) = g(x)
Fouw(x) = h(x)
para todo & € D2. M4s atin, como F es una funcién sobreyectiva y es tal que
Fou(x) = Fou(x)

para todo x € $', esto es, F' es constante en las fibras de 7: D? |~_|]D2 — D?y;D? , entonces por la
propiedad universal de cociente existe una funcién continua F:1D?U; D? — $2, tinica tal que el
siguiente diagrama conmuta

D2y D?
F
T
D2 y; D? T $2

Siendo F' biyectiva, $2 Hausdorff y ID?U; D? compacto, entonces F es un homeomorfismo. Note
que D?U; D? es conexo por caminos (y por tanto conexo) por el teorema anterior.



Capitulo 3

Superficies

Intuitivamente, lo que distingue a una superficie de un espacio topologico arbitrario es que este
tipo de espacio posee la propiedad de que para cada uno de sus puntos existe una vecindad que
luce localmente como una pequena region del plano; en otras palabras, una superficie es un espacio
topologico el cual puede ser cubierto por conjuntos abiertos los cuales son homeomorfos a bolas
abiertas del plano. Esta idea puede generalizarse a dimensiones superiores lo cual da lugar al
concepto de variedad topoldgica.

N —
/v \
|

7
\ ‘ﬁ/

Figura 3.1. Superficie

3.1 Superficies

Definicién 3.1. Sea n un entero positivo. Una m-variedad topologica es un espacio conezo,
Hausdorff, sequndo contable, M, el cual es localmente homeomorfo a R™. Una superficie es una
2-variedad. En este caso se dice que M es una superficie sin frontera.

Observacion 3.2.

1. Si M es una n-variedad topologica y p € M entonces existen abiertos U C M y V CIR" tal que
p€ U, y un homeomorfismo f:U — V. En esta situacion, al par (U, f) se le denomina una
carta para p en M, mientras que el par (V, f~!) se denomina una parametrizacion para
pen M. SiV es una bola abierta en R™, entonces se dice que U es una bola coordenada
depen M.

2. Sea M una n-variedad topolégicay pe M. Si (U, f), f:U — V, es una carta para p en M,
entonces existe € >0 tal que B(f(p),e) CV CIR", en cuyo caso f~1(B(f(p),e)) CU es una
vecindad abierta de p en M. Por tanto, M posee una base constituida por bolas coordenadas
que son homeomorfas a bolas abiertas de R". Mas atn, del ejemplo 1.36 se concluye que
cada punto de la n-variedad M posee una vecindad abierta homeomorfa a R".

55
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3. Una pregunta que surge a partir de la definicién de variedad es sobre la posibilidad de
que una variedad M sea simultaneamente una n-variedad y m-variedad para n#m. Por
ejemplo, juna superficie puede ser una curva? Afortunadamente, para el caso de variedades
topologicas conexas esto no es posible. Usando el Teorema de invariaza de la dimension3-1,
se puede probar que una m-variedad conexa no es una n-variedad para n#m. En el capitulo
5 se presentard una demostraciéon parcial de hecho, aunque se asumira como cierto en lo
sucesivo.

4. Aparte de la conexidad, en la definicion adoptada de variedad topologica se exige que M
sea Hausdorff y segundo contable. Este requerimiento obedece a que dichas propiedades no
se siguen de las condiciones locales impuestas para M. En efecto, considere inicialmente
el espacio producto R x R donde el primer factor posee la topologia usual y el segundo
factor posee la topologia discreta. Es claro que R x R es un espacio Hausdorff ya que
ambos factores son espacios Hausdorff, y es localmente homeormorfo a R ya que para todo
(z,y) € R xR, el conjunto R x {y} es una vecindad abierta de (z,y), en cuyo caso la funcion

fiRx{y} — R
(x,y) — w

es un homeomorfismo; sin embargo, no es segundo contable ya que el segundo factor no posee
una base contable para su topologia. Como R x R no cumple esta tltima propiedad entonces
se tiene que dicho espacio no es una 1-variedad. Por otro lado, si se toma R con la topologia
usual y se considera en RUIR la relaciéon de equivalencia ~ generada por la relaciéon R

(z,1)R(z,2) <=z +#0

entonces el espacio cociente R U R/ ~, conocido como la recta con dos origenes, es un
espacio segundo contable, localmente homeomorfo a R, pero no Hausdorff. Para la primera
afirmacion note primero que R es segundo contable, lo cual implica que RUR es segundo
contable por el item 4 de la observacion 1.115; luego como la proyeccién canénica

mRUR — RUR/~

es una funciéon continua y es tal que para abiertos basicos (a,b), (¢,d) de R,

7 (m((a,b)U(e,d))) = ((a,b)U(c,d))U((a,b)U(c,d)) ;0¢(a,b)U(c,d)
7 Hx((a,b)U(c,d))) = (a,b)U(c,d)U((a,0)U(0,b)U(c,d)) ;0€(a,b),0¢ (c,d)

7 Hx((a,b) U(c,d))) = ((a,b)U(c,0)U(d,0))U((a,0)U(0,b)U(c,d) ;0€ (a,b)N(c,d)

es un conjunto abierto en RUIR, entonces se sigue 7 es abierta lo cual implica que RUR/ ~
es segundo contable de acuerdo al teorema 1.97. Por otro lado, como la funcion sobreyectiva

ffRUR — R

(x,1) — 1=1,2

es continua y es constante en las fibras de m, por la propiedad universal del cociente, existe
una funcién continua f, tnica tal que for= f

RUR

RUR/~ —— R

3.1. El teorema de invarianza de la dimension establece que R™ es homeormofo a R™ si y solo si m =n.
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Observe que f es una funcién sobreyectiva, pero no es inyectiva ya que

Fo, 1) = F([(0,2))
[(0, )] # [(0,2)]

Si 2 € R\{0} entonces existe € >0 tal que B(z,e) CR\{0}, en cuyo caso el conjunto
w(B(z,e) UB(x,¢€))

es una vecindad abierta de [z] en RIUR/ ~. Restringiendo f a dicha vecindad se obtiene
el homeomorfismo

f|7r(B(m_’E)uB(I7€)):7T(B(:r,e)LIB(:r,e)) — B(z,¢)CR
[yl — vy

De forma similar, si para los puntos [(0, 1)],[(0,2)] se consideran respectivamente las vecin-
dades abiertas

m(B(0,¢e) U (—€,0)U(0,¢))

m((—e,0)U(0,€) L B(0,¢))

y se restringe f a cada una de ellas, se obtiene en cada caso un homeomorfismo con el
conjunto B(0,€) CR. Asi, se concluye que RUR/ ~ es localmente homeomorfo a R. Por
ultimo, si U,V son vecindades abiertas disjuntas de [(0,1)],[(0,2)] respectivamente, entonces

7Y U) = AuB;(0,2)¢ B

7 X V) = DuC;(0,1)¢D

son conjuntos abiertos, donde A, B,C, D, son abiertos en R. Por tanto, existen €; >0, e3> 0
tal que B(0,¢1) C A, B(0,e2) CC, lo cual implica que

m(B(0,e1)UB) C U

m(DUB(0,e2)) C V
Note que para cada x € (—¢,€), con x #0 y e =min{eq, €2},
[z] e m(B(0,e1) UB)N7(D U B(0,€2))

es decir, UNV # @, lo cual es absurdo. En consecuencia, RLIIR/ ~ no es Hausdorff. El caso
de un espacio Hausdorff, segundo contable, pero no locamente homeomorfo a R se exhibe
en el ejemplo 3.10.

Ejemplo 3.3. Sea M una n-variedad y U C M abierto y conexo. Entonces U es una n-variedad. En
efecto, sea pe U. Como M es una n-variedad, existe V' C M abierto, con p €V, y un homeomorfismo
f:V— W donde W es abierto en R"™; luego, U NV CU es un abierto en U el cual es homeomorfo
al abierto f(UNV)CW. Mas atn, como f(p) € f(UNV), existe € >0 tal que B(f(p),e) C f(UNV),
en cuyo caso f Y B(f(p),e)) es una vecindad abierta de p contenida en U la cual es homeomorfa a
B(f(p),e)=IR™. Por tanto, U es localmente homeomorfo a R™. Como M es un espacio Hausdorff
y segundo contable, entonces U es Hausdorff y segundo contable; asi, U es una n-variedad.

Ejemplo 3.4. La esfera n-dimensional $" ={z € R"™!|||z||=1} es una n-variedad. Para ver esto,
note primero que $” es Hausdorff y segundo contable por ser un subespacio de R"*! el cual es
Hausdorff y segundo contable. Por otra parte, como los conjuntos

U = $"\{(0,...,1,:1)}
V = S"\{(O,...,_ln—i-l)}
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son subconjuntos abiertos de $™ tal que $"=U UV, y las funciones

iU — R"
1
T1,...,T, — —(21,...,T,
( 1 n+1) 1*=’En+1( 1 n)
gV — R"
1
(-rla---axn—i-l) a— 1+$n+1( 1, 7$n)
son homeomorfismos con inversas
fTLRY — U
n
(ioeestn) — HYees g1 =) ;t2/<1+2y3)
a=1

g_lz]R” — V
(Y1, oy Yn) — tH(Y1,eee, Yn,t—1) ;t:2/<1+2y§>
a=1

entonces, en particular, se tiene que U, V, son conjuntos conexos. Mas aun, como UNV # &,
entonces se concluye que $" es conexo por la propiedad 1.50.

Ejemplo 3.5. Si M es una m-variedad y N es una n-variedad entonces el espacio producto M x N
es una (m—+n)-variedad. En efecto, de acuerdo a la observacion 1.122 se tiene que M x N es un es
espacio Hausdorfl, segundo contable y conexo. Ademas, si U C M, U'CR™, VCN, V'CR", son
conjuntos abiertos, y f1: U —U’, fo: V — V"’ son homeomorfismos, entonces la funcion definida
por
fUXV — U'xV’
(U’ﬂ ’U) — f(uv ’U) - (fl(u)v fQ(U))

es un homeomorfismo y U’ x V/CR™ x R*=R™*".

Ejemplo 3.6. Con bases en los ejemplos 3.5 y 3.6 se sigue que $! x $! es una 2-variedad. Mas atn,
del ejemplo 2.18 se sigue que el toro T? es una superficie pues es homeomorfo al espacio producto

S x L.

Ejemplo 3.7. El plano proyectivo real de dimensiéon n, RIP", es una n-variedad. En efecto, como
8" es conexo, entonces del ejemplo 2.20 se tiene que RIP™ es conexo y Hausdorff; por otra parte,
para cada x = (z1,...,2,) € R"T1\{0} se observa que que y € 7~ }([z]) si y solo si existe A € R\{0}
tal que y = A\z; lo anterior significa que

() = | A £ 0 R)
Por tanto, dado U CTR™ 1\ {0}, se obtiene que

Y n(U)) = U {Me|zeU}

AeR/{0}

= U AH(U) (3.1)

AeR/{0}
en que para cada A € R\{0}, fx es el homeomorfismo definido por

IR0 — R™FN\{0}
x — f(z)=X\x
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Por tanto, si U CRR"*1\{0} es abierto, entonces para todo A € R\{0} se tiene que f\(U) es abierto
en R"T1\{0}, lo cual implica, de acuerdo a (3.1), que 7(U) es abierto en RPP". De lo anterior,
se sigue que m: R"T1\{0} — RIP" es una funcién abierta. Como R"*!\{0} es segundo contable,
entonces por el teorema 1.97 se concluye que RIP” es segundo contable. Para probar que RIP" es
localmente homeomorfo a R"™, considere inicialmente los conjuntos

Vo = {2eR"™1\{0}:24#0};a=1,...,n+1
Uy, = 7(Va)
Para cada a=1,...,n+ 1, se tiene que V,, CR" 1\ {0} es un conjunto abierto y saturado respecto a

¢R"™ 1\ {0} — RP"
z — q(z)=|z]
En efecto, es claro que V, C ¢ 1(q(V,)). Si y € g *(q(Va)) entonces q(y) € q(V,), por tanto, existe
x €V, tal que q(y) = q(z), esto es, y = Az para algan A € R\{0}, luego como z, # 0, se sigue que

Yi=A24 # 0, y en consecuencia y € V,. Asi, ¢7(q(Va)) C Vi, de modo que V, = ¢ 1(q(V,)). Dado
que para cada a=1,...,n+ 1, se tiene que

Vo = (RN {0})\mg " ({0})

donde
To: RTTIN{0} — R,
(xla"wxaa"'axn) — Za
7' ({0}) = Rix---x{0}ax - xRui1
entonces V, es abierto. De lo anterior, se sigue que U, =7(V,) es abierto para a=1,...,n+ 1.

Més atin, si v € RIP", entonces existe x € R*"T1\{0} y e € {1,...,n+ 1} tal que v=[z] y 24 #0, es
decir, v=[z] € 7(Vy) = U,, de donde se concluye que

n+1
RP" C UUa
a=1
Finalmente, si para cada a«=1,...,n+1, se define
fa:Uy — R™
X1 Ta—1 Ta+l Tn+1
L1y.e., X 1 [ L1y...,& 1 = —...
(@1 sninl] > ful(aree o)) = (2. T2 Tt o
entonces se tiene que f, es funcién continua ya que
faoqlv,: Vo — R™
X1 Ta—1 Ta+1 Tn+1
(.1‘1,...,.1‘”+1) — <—,..., s yosey
Lo Tq Tq Lo
es continua para todo aa=1,...,n+ 1. En este caso,
fhRY — U,
(mla-"amn) — [(mla'"7$a—lalaxa+1a"-7$n)]

.. . -1 ., .
es también continua pues f, = qo g, donde g, es la funcién continua

Ja R —s Rn+1

(X1, yxn) — (T1,.- s Ta—1, 1, Zatly- oy Tn)
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Asi, para a=1,...,n+ 1 se concluye que f, es una funciéon biyectiva, continua, con inversa continua,
esto es, f, es un homeomorfismo.

Ejemplo 3.8. El subespacio de R? definido por
A={(z,y,2) eR’|2? + y? =2}

conocido como el doble cono, no es una superficie. En efecto, si A fuese una superficie entonces en
particular para el punto p=(0,0,0) existe un homeomorfismo

ffU — W

donde U es una vecindad abierta de p en A y W es un subconjunto abierto de R?. Més atin, si a € W
es tal que f(p)=a, entonces existe € >0 tal que B(a,e) CW, en cuyo caso, V = f~}(B(a,¢)) es una
vecindad abierta de p contenidaen Uy f|yv:V — B(a,€) es un homeomorfismo. Como V es abierto
y p €V entonces V contiene una bola B(p,y) para algiun v > 0, lo cual implica que V contiene
puntos de la parte inferior y superior de A, a saber, el conjunto {q=(z,y,2) € A |z| <v/v2};
luego, dado que V, B(a, €) son homeomorfos entonces se sigue que los conjuntos V\{p},
B(a,€)\{a}, son homeomorfos, sin embargo, como el nimero de componentes conexas de V\{p}
es 2,

Vo = {w=(z,y,2)€V]z>0}
Vi = {w=(z,y,2)eV]z<0}

y el nimero de componentes conexas de B(a,e)\{a} es 1 (la bola sin el centro atn sigue siendo
conexa, ejemplo 1.62) entonces de la observacion 1.52 se obtiene que V' y B(a, €) no pueden ser
homeomorfos, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, el punto p no posee una vecindad
localmente homeomorfa a un abierto de R? de modo que A no es una superficie.

[y

Figura 3.2.

Ejemplo 3.9. De manera similar, el subespacio de R? definido por
H={(z,y) eR* zy =0}

no es una superficie. En este caso, para cualquier vecindad abierta U en R? del origen (0,0), se
puede observar que el ntimero de componentes conexas de (H NU)\{(0,0)} es 4 mientras que el
ntimero de componentes conexas de una bola abierta B(u, ¢) C R? agujerada es 1.
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Figura 3.3.

Aunque los espacios conexos no son necesariamente conexos por caminos (ejemplo 1.60), en el
caso de superficies esto es cierto.

Teorema 3.10. Una superficie M es conexa por caminos.

Demostracion. En efecto, fije p€ M, y sea

A:={q€ M| existe un camino de ¢ a p}

Como la funciéon

f:[0,1] — M
t — f(t)=p

es un camino que conecta p con p, entonces p € A y en consecuencia A # &. Se desea probar
que A= M. En efecto, observe que A es un subconjunto de M el cual es abierto y cerrado: dado
q € A, existen conjuntos abiertos U C M,V CIRR"™, con ¢ € U, y un homeomorfismo g:U — V; en
particular, como g(q) €V, entonces existe € >0 tal que B(g(q),e) CV, en cuyo caso, g~ (B(g(q),¢)
es abierto y conexo por caminos ya que es homeomorfo a B(g(q),¢), lo cual implica que g~(B(g(q),
€)) C A, ya que cada punto z en dicho conjunto se conecta con ¢ y este a su vez se conecta con p;
por tanto A es abierto. De manera similar, para w € M\ A, existen abiertos U'C M,V’CIR"™, con
w € U’, y un homeomorfismo ¢": U' — V’; luego, existe € >0 tal que B(g'(w),e) CV’, de modo
que (g")"Y(B(g(w),€)) es abierto y conexo por caminos. Si p¢& U’, entonces p ¢ (g') "H(B(g(w),€)).
Como cada punto z € (¢') "1 (B(g(w),€)) esta conectado con w entonces z no puede estar conectado
con p y por tanto (g’) Y B(g'(w),€)) C M\A. Si pe U’ entonces tomando ¢’ =min{e/2,d(g'(w),
g'(p))/2}, se obtiene que g'(p) ¢ B(g'(w),€’), luego p¢ (¢') "H(B(g(w),€’)) CU’ y en consecuencia
(9")"HB(g(w), €')) € M\A; en cualquier caso, w posee una vecindad abierta la cual se contiene
en M\ A, es decir, M\ A es abierto, luego A es cerrado. Por el teorema 1.43, se sigue que A= M
y por la proposicion 1.57 se concluye que M es conexo por caminos. O

Se hard ahora una breve presentacion del concepto de superficie con frontera, el cual sera
importante para introducir la operacion de sumas conexas en el capitulo 7.
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3.2 Superficies con frontera

En esta seccion se desea ampliar el concepto de variedad topologica para dar lugar a una nueva
clase de espacios denominados variedades topoldgicas con frontera. Para lograr esto, se permite
esta vez que los abiertos del espacio M sean homeomorfos a conjuntos abiertos de R™ o H™ , donde
éste ultimo es el subespacio cerrado de R"™ definido por

H"={(z1,...,%s) ER" |z, >0}

El cilindro (ej. 2.17), la banda de Mobious (ej. 2.20) y las bolas cerradas en R™, son algunos de
los espacios que forman parte de esta familia los cuales es preciso senalar, no son variedades en el
sentido de la definicion 3.1 ya que en cada caso puede observarse (intuitivamente) que los puntos
que se encuentran en el borde no poseen vecindades homeomorfas a bolas abiertas del plano R

Figura 3.4. Superficie con frontera

Definicién 3.11. Sea n un entero positivo. Una n-variedad topologica con frontera M es
un espacio Hausdorff, sequndo contable, en el cual todo punto p € M posee una vecindad abierta la
cual es homeomorfa, o bien a un abierto de R™, o bien a un abierto de H™. Una superficie con
frontera es una 2-variedad conexa con frontera.

Observacion 3.12.

1. Note que una n-variedad M es también una n-variedad M con frontera (en este caso OM =
o), sin embargo, el reciproco no es necesariamente cierto.

2. Dada la posibilidad de que los abiertos en M sean homeomorfos a abiertos de H™, es
adecuado caracterizar la frontera y el interior de H",

OH" = {(z1,...,2n) €R" |2, =0}

IntH"™ = {(z1,...,2n) €R" |2z, >0}

3. Si M es una n-variedad con frontera y p € M entonces existe U C M abierto con pe U y un
homeomorfismo f:U — V. Si V es abierto en R™ o abierto en H” con V C IntH", entonces
se dice que (U, f) es una carta interior de p en M y p es un punto interior de M. SiV CH
es abierto con VNOH"+2,y f(p) € 9H™, entonces se dice que (U, f) es una carta frontera
de pen M,y pesun punto frontera de M. Al conjunto de todos los puntos interiores de M se
denota por Int M, mientras que OM denota el conjunto de todos los puntos frontera de M.

4. Es preciso distinguir entre la frontera topolégica de M y la frontera de la variedad M. Por
ejemplo, la bola abierta B(0,1) C R? tiene como frontera topologica a $! con respecto a la
topologia del plano, sin embargo, la frontera de B(0, 1) considerada como una 2-variedad
es el vacio. De manera similar, para la bola cerrada B2 C R2 se observa que $' es tanto su
frontera topoldgica como su frontera como una 2-variedad, pero, note que B? considerado
como un espacio topolégico en si mismo con la topologia inducida del plano posee frontera
topologica igual al vacio: dado z € B2, entonces existe U C R? tal que € U, de modo que
€ UNB2CB?, y en consecuencia x es un punto interior de B2.
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5. En una n-variedad con frontera M # & se verifica que IntM es un subconjunto abierto de
M el cual es en si mismo una n-variedad sin frontera. De manera similar, se tiene M que
es una n — 1 variedad. A las componentes conexas de dM se le conocen como contornos.

6. Si M es una n-variedad con frontera y p € M entonces parece ser claro que p es un punto de
la frontera de M o un punto del interior de M, esto es, Int M NOM = @. Este hecho, conocido
como el teorema de la invarianza de la frontera, pese a su aparente simpleza, requiere de
conceptos tedricos muy sofisticadas que sobrepasan los objetivos del presente trabajo y por lo
tanto no se hara una demostracion del mismo, aunque se asumira como cierto en lo sucesivo.
En consecuencia, 0M es un conjunto cerrado y OM = @ si y solo si M es una n-variedad.

Ejemplo 3.13. H"” es en si mismo una n-variedad con frontera con la funcién identidad como
carta global.

Ejemplo 3.14. El intervalo [0,1] CR es una l-variedad con frontera. En efecto, basta observar
que las funciones

9:(0,1] — [0,1)
z — glx)=1—=x

son homeomorfismos donde [0, 1) es abierto en H! =[0,c0). En este caso, observe que la frontera
topologica de [0, 1] como subespacio de R coincide con su frontera como una 1-variedad.

Ejemplo 3.15. Cualquier bola cerrada B(p,¢) CR" es una n-variedad con frontera. En efecto,
dado que cualquier bola cerrada B(p,€) en R™ es homeomorfa a la bola unitaria cerrada B™ por
medio de la funcion

B® — B(p,e)

r —— €x+p
entonces basta probar que ésta ultima es una superficie con frontera. Para ello, observe primero
que B™ es segundo contable y Hausdorff por ser un subespacio de R™. Para todo « € B(0,1), el par
(B(0,1),Idg(0,1)) constituye una carta local de 2 en B™. No obstante, solo resta construir cartas

frontera para cada punto x € 9B"=3$""!. Considerando B" como subespacio de R"*! y teniendo
en cuenta la proyeccion estereografica desde el polo sur s=(0,...,—1,11) € 3",

h:$™"\{s} — R"

(-rla---axn—i-l) (-rla---amn)

1+ Tn+1
defina para cada aa=1,...,n, los conjuntos

Ulr = {(z1,...,2,) ER" 24> 0}
Ua_ - {(xlﬂ"wxn>€Rn|fL’a<O}
Vb = {(z1,... wps1) ER" T 20 >0}

Voo = {(@1,- 2p41) R 20 <0}

Es claro que U, U, , Vo, V., son conjunto abiertos de R", R"*! respectivamente. Mas atn,
observe que

hL (UL ) =8NV,
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para a=1,...,n; esto es, h~! envia el conjunto U al hemisferio abierto de $” donde z, >0, y
U, es enviado al hemisferio abierto de $" donde z,, < 0. Note ademéas que h~! es la identidad en
OB = gt

{(1‘1, .. -,l‘n-{-l) eR !

n
rai =0, zxa=1}

a=1
mientras que B(0,1) N U es mapeado a la parte superior(z, 1 >0) del hemisferio h*I(U;), y
UF\B(0,1) corresponde a la parte inferior (2,41 <0) de h_l(U;)(analogo para U, ). Como cada
uno de los hemisferios ifl(Uai ) es homeomorfo a B(0, 1) por medio de la proyeccion
m R — R
(X1 ey Ty ey Tng1) > (T, s a1, Tadly e > Tntl)

entonces se obtiene que g=7roh L R" — R™ , restricta a B"NUZ, es un homeomorfismo donde

a?

g(B"NUZE) es media bola unitaria abierta en H", y g(p) € 8H" para todo p € $" L. Dado que

gn-1cC LnJ ((IB"HU;)U(IB”DU;))

a=1

entonces se concluye que B™ es una n-variedad con frontera, cuya frontera coincide con su frontera
topologica $7 L.

Figura 3.5. cason=2

Observacion 3.16.

1. En lo sucesivo, se entendera por superficie (sin frontera) conforme a la definicion 3.1. Se
hara uso explicitamente del concepto de superficie con frontera cuando sea necesario.



Capitulo 4
El grupo fundamental y orientabilidad

Uno de los problemas béasicos de la topologia es la de determinar cuando dos espacios son o no
homeomorfos, y aunque no hay un método general para resolver dicho problema, hay casos en los
cuales se cuenta con herramientas para resolverlo. En particular, para las superficies compactas,
se utilizaran El grupo fundamental y los grupos de homologia. Ambos conceptos se basan en la
siguiente idea: Dado un espacio topolégico X, se le asocia a este un objeto algebraico H(X), de
modo que cualquier espacio Y homeomorfo a X le corresponde, por un procedimiento similar,
un objeto algebraico H(Y) el cual es isomorfo a H(X), esto es, H(.) es un invariante topologico.
Se iniciara este capitulo con el estudio del grupo fundamental mientras que el capitulo 6 estara
dedicado a los grupos de homologia.

4.1 Grupos de Homotopia

A fin de dar una descripciéon mas clara y general entorno a la construccion del grupo fundamental, se
estudiara primero una colecciéon (infinita numerable) de invariantes topologicos de tipo algebraico
conocidos como los grupos de homotopia. Especificamente, a cada espacio punteado*! (X, xo),
se le asocia, para cada n € N, un grupo 7,(X, o), denominado n-ésimo grupo de homotopia del
espacio X con punto base z(; de forma que si dos espacios difieren en alguno de sus grupos de
homotopia, entonces estos no pueden ser homeomorfos. Un requisito fundamental para entender
la estructura de los grupos de homotopia es el concepto de homotopia el cual permitira clasificar
espacios de una manera méas general que el homeomorfismo.

4.1.1 Homotopia

Definicion 4.1. Sean XY, espacios topolégicos y f: X — Y, g: X — Y funciones continuas. Se
dice que f es homotdpica a g, si existe una funcion continua

H:X x[0,1] — Y
tal que H(x,0)= f(x) y H(x,1)=g(z) para todo x € X.

Observacion 4.2.
1. El espacio X x [0, 1] se considera con la topologia producto.
2. Si f, g, son homotopicas se escribe f~g
3. Se dice que la funciéon H es una homotopia de f a g, lo cual se denotaré por H: f~g
4

. Si H: X x [0,1] — Y es una homotopia entre f y g, entonces para cada t € [0, 1] existe una
funcion continua hy definida por hy(x) = H(x,t) para todo x € X. La continuidad se sigue
del hecho que la funcion

ap X — X x{t}

x — (z,t)

4.1. Un espacio punteado es un par (X, zg), donde X es un espacio topolédgico y zp € X.

65
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es un homeomorfismo y hy = H o ;. Por tanto, H da lugar a una familia de funciones
continuas {h;}ter donde ho= f y hy=g. Si se considera ¢ como siendo el tiempo, entonces
conforme ¢ varia en [0, 1], el punto h.(z), para todo x € X, se mueve continuamente de f(z)
a g(x). Asi, H podria pensarme intuitivamente como una forma de deformar continuamente
f en g, en cuyo caso h; describe la deformacién en el tiempo ¢.

Ejemplo 4.3. Considere las funciones

f:-2,2] — R
r — f(z)=22+1

g: [*272] — R
x — g(x)=cos(4x)—1
Dado que la funcién

H:[-2,2]x[0,1] — R
(z,t) — H(z,t)=(1—1)f(z)+tg(z)

es una homotopia entre f y g, entonces se tiene que f y g son homotopicas. En la figura 4.1 se
exhiben algunos miembros de la familia {h;};c; generada por H.

fz)

N

\ g(z)

Figura 4.1.

El ejemplo anterior es un caso particular del siguiente hecho:

Proposicion 4.4. Sea E un espacio normado yY C E un subconjunto convexo. Si X es cualquier
espacio topologico y [, g: X — Y son funciones continuas, entonces f ~ g.

Demostraciéon. Defina
H:X x[0,1] — Y
(x,t) — F(z,t)=(1-1)f(z) +tg(z)
Como las funciones

k12[0,1] — [0,1]
t — 1—t

ka: [Oﬂ 1] I [Oﬂ 1]

t — t
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son continuas entonces las funciones
hllX X [0,1] — Y
(z,t) — ki(t) f(2)

hg:XX[O,l] — Y
(@,t) — ka(t) f()

son continuas, es decir, H es una suma de funciones continuas y por tanto es continua. Ademas,
dado que H(z,0)= f(x) y H(x,1)=g(x), para todo = € X, se concluye que f~g. O

Se desea mostrar ahora que la relacion de homotopia es una relaciéon de equivalencia en el
conjunto C(X,Y) de todas las funciones continuas de X a Y. Para ello, se hara uso del siguiente
resultado:

Proposicion 4.5. Sean X,Y, espacios topoldgicos. Para cualquier a € (0,1), si las funciones

hi: X x[0,a] — Y

ho: X x [a,1] — Y

son continuas y cumplen que hi(x,a) = ha(x,a) para todo x € X, entonces por el lema de pegado
la funcion
hi(z,t) t<a

F =
(z.%) { ho(z,t) t>a
estd bien definida y es continua.

Demostracion. Observe que

(X x [0,a]) U (X x [a,1]) = X x [0,1]

(X x[0,a))N (X x[a,1]) =X x {a}

es decir, se tienen dos cerrados cuya union es todo el espacio y con interseccion X x {a}. Como h;,
ho coinciden en dicha interseccion, el lema del pegado garantiza la buena definicion y la continuidad
de F. g

Teorema 4.6. El concepto de homotopia define una relacion de equivalencia en el conjunto C(X,

Y).

Demostracion. En efecto, es claro que ~ es reflexiva pues dado fe€C(X,Y), la funciéon
H(x,t)= f(z) para todo z € X y todo t € I, es una homotopia de f en si misma, esto es, f~ f.
Ahora, si f,g€C(X,Y) y f~g, entonces existe una homotopia

F:X x[0,1] —Y

de f a g, en cuyo caso la funcion H(x,t)=F(x,1—1t) es una homotopia de g a f, es decir, g~ f.
Finalmente, si f~ gy g~ h, entonces existen homotopias F',G, de f a g y g a h respectivamente.
Si se define H: X x [0,1] — Y por

F(x,2t), 0<t<1/2
H(xz,t) =
G(z,2t—1), 1/2<t<1
entonces se verifica para t=1/2 que
F(z,2(1/2)) = F(z,1)
= g(x) ;para todox € X

G(z,2(1/2)—1) = G(z,0)
= g(x) ;para todox € X
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lo cual implica que H esta bien definida y es continua por la proposicién anterior. Ademés, como
H(z,0) = F(x,0)
= f(z)

H(z,1) = G(x,1)
- h@)

entonces se tiene que f =~ h. O

Del teorema 4.6 se obtiene entonces una particion de C(X,Y’), donde cada clase de equivalencia
[f], denominada clase de homotopia, corresponde al conjunto de funciones continuas g: X —Y
que son homotodpicas a f. De acuerdo a la proposiciéon 4.4, si Y es convexo, entonces para cualquier
espacio X, C(X,Y) consta de un solo elemento.

El proximo resultado se utilizara con frecuencia:

Proposicion 4.7. Sean f,9: X — Y y h, k:Y — Z funciones continuas con f~g y h~k .
Entonces ho f~kog.

Demostracién. Sean

F:X x[0,1] — Y

GY x|[0,1] — Z

homotopias de f a g y h a k, respectivamente. Considere el diagrama,

X x[0,1] —=— [0,1]

donde 9, 75, 71, son las proyecciones canénicas y (F,1Id) es la funcion continua garantizada por
la propiedad universal del producto, definida por

(F,1d)(z,t): =(F(z,t),Ildoms(x, t)) = (F(=,t),t)
Entonces H =G o (F,1d) es continua y
H(z,0) = Go(F,Id)(z,0)
= G(F(z,0),0)
= G(f(2),0)
= h(f(z))
— ho f()

H(z,1) = Go(F,Id)(z,1)
= G(F(x,1),1)
= G(g(z),1)
= k(g(2))
= kog(z)
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es decir, H es una homotopia de ho f a ko g. g

En otras palabras, la proposicion anterior afirma que si [f] =[g] y [h] = [k] entonces [ho f] =
[kog].

Se desea ahora presentar el concepto de equivalencia homotdpica el cual dara lugar al concepto
de tnvariante homotdpico.

Definicion 4.8. Se dice que dos espacios X ,Y, son homotdpicamente equivalentes (o homo-
topicos) si existen funciones continuas f: X —Y, g:Y — X, tales que go f~Idx y fo g~Idy.

En el contexto de la definicién 4.8 se suelde decir que f es una equivalencia homotdpica y que h
es inversa homotdpica de f. En particular, si f es un homeomorfismo entonces f es una equivalencia
homotopica (tome g= f~1). Se vera que el reciproco no es cierto en general.

Proposicion 4.9. Sea E un espacio normado y X C E un subconjunto convero de E con mds de
un punto. Sea Y ={yo} un espacio trivial. Entonces X,Y, son homotdpicos.

Demostracion. Sea f: X — Y definida naturalmente por f(x)=yo para todo = € X. Entonces
f es continua pues es constante. Sea g:Y — X cualquier funcién. Como Y = {yo} entonces g es
constante y por tanto es continua; luego fo g=1Idy de modo que fog~Idy. Méas ain, como X
es convexoy go f: X — X, Idx: X — X, son funciones con codominio en X entonces go f~Idx
por la proposicién 4.4. O

Note que la funcion f de la funciéon anterior no es un homeomorfismo ya que | X|>1=|Y|. Asi,
el concepto de equivalencia homotdpica es mas general que el de homeomorfismo.

Definicién 4.10. Un invariante homotopico es una propiedad que comparten todos los espacios
que son homotdpicos.
Observacion 4.11.

1. Como todo homeomorfismo es una equivalencia homotdpica entonces todo invariante homoto-

pico es un invariante topolédgico. No todo invariante topolégico es un invariante homotopico.

Ejemplo 4.12. Por la proposicion 4.9, R™ es homotopico a cualquier espacio {yp}. Como la
cardinalidad es un invariante topologico y |R™| # [{yo}|, entonces se concluye que la cardinalidad
no es un invariante homotopico. De hecho, este ejemplo muestra también que la compacidad no
es un invariante homotopico pues {yo} es compacto mientras que R™ no lo es.

Ejemplo 4.13. Sea X un espacio trivial con mas de un punto y Y ={yo}. Note que X no es
Hausdorff mientras que Y lo es. Sea xp€ X fijo y defina

X — Y

r — f(z)=yo

gY — X
Yo — 9g(yo) =0

Entonces fo g=1Idy de modo que fog=~Idy. Se probara ahora que go f~Idx. En efecto, se
quiere definir una funcién continua

H:X x[0,1 — X

tal que H(z,0)=go f(x)=x0, y H(z,1)=Idx(x) =2z, para todo z € X. Como X es un espacio
trivial entonces cualquier funciéon

H:X x[0,1] — X
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es continua. Por tanto, si H es cualquier funcién satisfaciendo las condiciones anteriores y H(x,t) es
arbitrario para t € (0, 1), se obtiene que go f ~Idx. Asi, la propiedad Hausdorff no es un invariante
homotopico.

Para el caso de la conexidad (respect. conexidad por caminos) se tiene el siguiente hecho:

Proposicion 4.14. Sean X,Y, espacios homotdpicos. Entonces X ,Y, poseen el mismo numero de
componentes conezras (resp. componentes coneras por caminos).

Demostracion. Sea f: X — Y una equivalencia homotopica y C(X), C(Y), las familias de
componente conexas de X y Y respectivamente. Defina

F:0(X) — C(Y)
C(z) — F(C(z))=C(f(2))
Se probard que F' es una biyeccion. En efecto, observe primero que F estd bien definida: Sea

C(z)=C(a') para 2,2’ € X. Como C(z) es un conjunto conexo que contiene a z,z’, entonces
f(C(z)) es un conjunto conexo que contiene a f(x), f(z’), lo cual implica que

f(@), f(2') € f(C(x)) CCO(f(x))
De manera similar, para C(z’) se obtiene que

f(2), f(@") € F(C)SC(f(z))
Por tanto, C(f(x))NC(f(z")) # @, lo cual implica que C(f(z)) =C(f(z’)). Asi, F esta bien
definida.

Para ver que F' es una biyeccién, existe g: Y — X tal que go f~Idx y fo g~Idy, por lo que
se puede definir

Como

G(F(C(z))) = G(C(f(x))
= C(go f(z))

S

F(G(C(y) = F(C(g(y)))
= C(fog(y))

entonces basta probar que x, go f(z) (resp y, fo g(y)), estan en la misma componente conexa.
Dado que go f~Idx entonces existe una homotopia

H:X x[0,1 — X

tal que H(z,0)=go f(x) y H(z,1)=Idx(x) =z, para todo = € X; luego, como C(z) x [0, 1] es
conexo, se sigue que H(C(x) x [0,1]) esta contenido en alguna componente de X. Mas atn, como

H(C(z) x{1}) = Idx(C())
= CO(x)

entonces H(C(x) x[0,1]) CC(X), de donde se obtiene que
go f(z) € H(C(z)x{0})CC(x)
lo cual implica que C(z)=C(go f(z)). De manera similar, C(y)=C(f o g(y)).

Para el caso de las componentes conexas por caminos, note que la homotopia

H:X x[0,1] — X
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da lugar al camino ¢(t) = H (z,t) el cual conecta a go f(z) con x, es decir, P(x)=P(go f(z)). O

Como una consecuencia del resultado anterior, se sigue que la conexidad y la conexidad por
caminos son invariantes homotopicos.

Ejemplo 4.15. R"*"1\{0} es homotopico a $™. Considere inicialmente la inclusion
i: 3" — R\ {0}
la cual es continua. Defina

g:R"T1\{0} — %"

z— z/|=|
Como g es el producto de las funciones continuas

hRP\[0} — R
z — h(z)=1/|z|

Tdge 1y oy R™H\{0} — R\ {0}
T — T
entonces g es continua. Note que goi=Idg» de modo que goi~Idg~. Para probar que io g~
Id]R"+1\{O}1 defina
H:R"*1\{0} x[0,1] — R"+*1\{0}
(@,t) — (I=t)z+t(z/[z]) =1 —)ldrnin o +t(io g(x))
Aunque R™ 1\ {0} no es convexo, H esta bien definida y es continua por ser una suma de funciones
continuas. Mas atn, H(z,0) =Idg~+1 oy y H(z,1) =140 g(z), para todo x € R"T'\{0}. Asi,
i0g~Idgn+1 (0} ¥ en consecuencia ¢ es una equivalencia homotopica.
Observacion 4.16.

1. Se puede demostrar que la esfera $" = {z € R" 1| ||z||=1} es homeomorfa al espacio cociente
[0,1]"/6([0,1]"), donde
[0,1]*=[0,1] x --- x [0,1]
~—_—

a([0,1]")={z €[0,1]"| ; €{0,1} para algin i € {1,...,n}}

2. En adelante se hara uso de la notacion $" para considerar el espacio cociente [0,1]™/9([0,
1]™). Por la propiedad universal del cociente, dado cualquier espacio Y, hay una correspon-

dencia entre funciones continuas f:$" — Y y funciones continuas f: [0,1]" —Y tales que
f(z)= f(a') para z,2’ € 9(]0,1]™), definida por f+— fom=f.

Proposicion 4.17. Sean f, g: 3" — X homotdpicas. Entonces f, §:10,1]™ — X son homotdpicas.
Demostracion. Sea

H:$"x[0,1] — X
una homotopia de f a g. Sabiendo que 7~ 7 mediante la homotopia

F:0,1]"x [0,1] — 3"
(x,t) — F(z,t)=7(z)
y que f= g, entonces por la proposicion 4.7 se obtiene que
f= form
~ gom

=9
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son homotoépicas. Mas atun, por dicha proposicion, al considerar el diagrama

0,17 % [0,1] — 2 570,1]

N
N
# \Y’Id) N
N
N

[0, 1" $ x [0,1] —2—10, 1]
o X

se obtiene que f ~ g mediante la homotopia
H=Ho(r,Id) i (m,1d): =(m oy, Id o 7fg)

Ademas, para todo z,z’ € 9(]0,1]™) y toda t € [0, 1], se verifica que

H(z,t) = H(w
= H(w
= H(z',t)

(]

Proposicion 4.18. Si f, g:$" — X son continuas y F: f ~ § tal que F(z,t)=F(2',t) para todo
z,2'€9([0,1]™) y toda t €[0,1], entonces f~g.

Demostracion. En efecto, considere el diagrama

[0,1]™ x [0,1]
(,1d) F
$" % [0,1] ﬁ X

donde

F:8"x[0,1] — X
(W(Z’),t) L F(?T([L’),t):F([L',t)

Observe que F' esta bien definida ya que para todo z,z’ € d([0,1]™), y toda t € [0, 1],
F(?T([L’),t) = F(xvt)

= F(2',1)
= F(n(z)),1)

Para la continuidad, sea A C X cerrado. Se puede verificar que F~(A) = (7,1d)(F~*(A)). Como
F~1(A)C0,1]™ x [0,1] es cerrado entonces es compacto, luego

FY(A) = (n, 1) (F1(4)) € $7x [0,1)
es un subespacio compacto de una espacio Hausdorff y por tanto es cerrado. Asi, F es continua.
Note que Fo (m,Id) = F. Mas aun, si G es otra funcién tal que G o (r,Id) = F entonces
G(ﬂ'(%),t) = F(xvt)
= F(n(x).t)
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Asi, G =F. Por ultimo, dado que
F(’/T(ZB),O) = F(xﬂo)

= gom(x)
= g(n(x))
se concluye que F: f~g. O

Las proposiciones anteriores implican que para funciones f, g: $” — X hay una correspon-
dencia entre homotopias H: f ~ ¢g y homotopias H: f~§ (f = fonm,§=gom) tales que H(z,
t)=H(x',t) para todo z,z’ € 9([0, 1]") y toda t € [0,1]; dada por H — H = H o (7, 1d).

Se pasara ahora a estudiar las clases de homotopia de funciones f: %" — X a fin de definir
una estructura de grupo en el conjunto C($", X). Para esto, sera necesario considerar espacios
punteados en lugar de simplemente espacios.

4.1.2 Espacios punteados

Definiciéon 4.19. Un espacio punteado es un par (X,xo), donde X es un espacio topoldgico y
o€ X.

Si es necesario indicar cual es la topologia 7 en X, se escribira ((X,7),zg)

Observacion 4.20.
1. Si x,x, son puntos distintos de un espacio X, entonces los espacios (X, ), (X, o) no son
necesariamente homeomorfos. Este hecho se verd con detalle més adelante.

Definicién 4.21. Sean (X, x0), (Y, yo) son espacios punteados. Una funcion punteada es una
funcion continua f: X — Y tal que f(xo) = yo-

Si f es una funcién punteada se usara la notacion f: (X, zo) — (Y, vo). C((X, z0), (Y, %0))
denotara el conjunto de todas las funciones punteadas de (X, zo) a (Y, yo)-

Ejemplo 4.22. La identidad Idx: (X, z0) — (X, o), es una funciéon punteada. Si z; # xo entonces
Idx: (X, z9) — (X, x1) no es una funciéon punteada.

Ejemplo 4.23. Si f:(X,20) — (Y, 50) v 9: (Y, y0) — (Z, 29) son funciones punteadas entonces
go f:1(X,x0) — (Z, z) es una funcion punteada: g(f(xo)) = g(yo) = 2o

Ejemplo 4.24. Si f: X — Y es continua y 29 € X, entonces f: (X ,xz9) — (Y, f(x0)) es punteada.
Ejemplo 4.25. Dado un espacio punteado (X, xg), por la propiedad universal del cociente, hay

una correspondencia entre funciones punteadas f: (8", 7(0)) — (X, zo) y funciones continuas f:
[0,1]" — X tales que f(x)=x0 para toda x € 9(]0,1]™), dada por f— for=f.

Definicién 4.26. Dadas funciones punteadas f, g: (X,z0) — (Y, y0), una homotopia punteada
de f a g, es una homotopia H: X x [0,1] — Y de f a g tal que H(xo,t) =yo para toda t € [0,1].

Se usaréd la notacién f ~, g para indicar que f, g, son funciones punteadas homotopicas. De
manera similar, se escribird H: f~, g, si H es una homotopia punteada de f a g.
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Ejemplo 4.27. Considere los espacios ([—2,2],0), (RR,0), y las funciones punteadas
f:[-2,2] — R

r — f(z)=22
9:[-2,2] — R
x — g(x)=cos(4x)—1
Observe que

H:[-2,2]x[0,1] — R
(z,t) ¥— H(z,t)=(1-1)f(z)+1tg(x)

es una homotopia entre f y g. Mas atun, como H(0,t) =0 para toda t € [0, 1], entonces H: f ~, g.

fx)

BN
—

9(z)

Figura 4.2. f~,g

Similar a la proposicion 4.4 se tiene:

Proposicion 4.28. Sea E un espacio normado yY C E un subconjunto convezro. Si X es cualquier
espacio topologico y f, g: X — Y son funciones continuas, entonces f ~,g.

Proposicion 4.29. Dadas funciones punteadas f, g: (8", 7(0)) — (X, xo), hay una correspon-
dencia entre homotopias punteadas H: f ~, g y homotopias H: ff: g (no punteadas) tales que
H(z,t) =z para toda z € 3([0,1]") y toda t € [0,1]. Especificamente, H=H o (r,1d).

Demostracion. Suponga H: f ~, g. En particular, como H: f ~ g, entonces por la proposicion
417, H: f~ g, donde H = H o (7,Id). Mas atn, para todo x € 9(]0,1]") y toda t € [0, 1] se verifica que

H(z,t) = (Ho(mId))(z,?)
= H(m(z),t)
= H(n(0),t)
= {EO
Por otra parte, si H: f ~ § es una homotopia tal que H(z,t) =z, para todo x € 8([0,1]") y toda
t€[0,1], entonces H es tal que H(z,t)= H(z',t) para todo x,z’ € 9([0,1]™) y toda t € J([0, 1]™).
Por tanto, por la proposicién 4.18, la funcion
H:$"x[0,1] — X
(m(2),t) — H(w(2),t)=H(x,1)
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es una homotopia de f a g. Mas atn, para todo t € [0, 1] se tiene que
H(n(0),t) = H(0,t)
= T
es decir, H: f ~,g. O

Proposicion 4.30. Sean (X, o), (Y, yo) espacios punteados. La homotopia punteada define una
relacion de equivalencia en el conjunto C((X, o), (Y, yo)).

La demostraciéon de la proposicion 4.30 es similar a la hecha en el teorema en 4.6. En particular,
la homotopia punteada define una relacion de equivalencia en el conjunto C(($", 7(0)), (X, zo))
para cada espacio punteado (X, zg). El conjunto cociente C(($", 7(0)), (X, z¢))/~« se denotara
por m, (X, xg). Si f es una funcion punteada, [f]. denotara su clase de equivalencia, llamada clase
de homotopia. Se escribira $” para denotar el espacio punteado ($", 7(0)).

Se pasara ahora a definir la concatenacion de funciones punteadas. Se verd que dicha opera-
cién es compatible con la homotopia punteada, lo cual permitira definir una operacién y se probaré
que se tiene una estructura de grupo en el conjunto 7, (X, zo).

4.1.3 Concatenacion de funciones f: 3™ — (X, x()

Sean f, g: 3" — (X, x0) funciones punteadas. Entonces f, g, son continuas y f(m(0)) =x9=
g(m(0)). Se desea definir una funcion punteada f#g: %" — (X, zg). Para ello, considere primero
la funcién

frg 01" — X
f(TF(Sl,---,Sn_l,QSn)) OSS,Lgl/Q

S

g(m(s1,...,8n-1,28n,—1)) 1/2<s,<1
f X g esta bien definida y es continua: Observe que
0,1]" = [0, ]” ' [0,1]
= (0,17 x([0,1/2]U[1/2,1])
= ([0,1]" 7' x[0,1/2])u([0,1]" "1 x [1/2,1])

Si A;=1[0,1]""1x[0,1/2] y A2=[0,1]""1 x [1/2,1], entonces A, A son cerrados de [0, 1]™ con
A1NAy=[0,1]"x {1/2}. Sean

OélAl — X

S —— Oé(S) = f(’/T(Sl, ey Sn—1, 2871))

ﬂ:AQ — X
s ﬁ(s):g(ﬂ-(sla---73n—1725n_1))

Al considerar el diagrama

0,171 x [0.1/2—" [0,1/2)

~
’ \\ (0417042) a9
™1 \\
~N
~
0,11 [0, 1]" ' x [0,1] —Z2=0,1]

:
Q1=1d
[0’ 1]n—1
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donde as es la funcion continua
as:[0,1/2] — [0,1]
T — 2z
entonces por la propiedad universal del producto, la funcién (aq, as) es continua y tnica tal que
o (ay, ) =71 y a0 (a1, a2) =agomsy. Note que
(a1, a0) (81, -y Sn—1),8n) = ((81,- -+, Sn—1), 28n).

lo cual implica que « es continua. Efectuando un procedimiento similar al anteriro, se tiene que 3
es continua. Ademas, si s € A1 N Ag, entonces s=(s1,...,8n,-1,1/2), de modo que

a(s) = f(r(s1y..-y8n—-1,1))
= f(@0)  5(s1,...,80-1,1)€0([0,1]")

:l‘o

6(8) = g(’/T(Sl,...,Sn,l,O))
= g(m(0)) ;(s1,.-.,5n-1,0)€9(]0,1]™)
= Iy

Asi, f x g es continua por el lema de pegado.

Se vera ahora como f X g induce una funciéon punteada $"™ — (X, xg), es decir, si s € 9([0, 1]™),
entonces (f X g)(s) =xo. En efecto, si s € 9(]0,1]™) entonces es facil ver que

e Sis,<1/2, entonces (s1,...,8,—1,28,) € 9([0,1]™)
e Sis,>1/2, entonces (81,...,8,-1,28,—1) €9([0,1]™)

En cualquier caso se obtiene que (f X g)(s) =xz. Por el ejemplo 4.25 se sigue que la funcién

f#9:3" — (X, z0)

f(m(s1, ...y 8n—1,28n)) 0<s,<1/2
7r(3) —
g(ﬂ_(sla"'asnflazgnfl)) 1/2§3n§1

es punteada. Asi, f X g= ]%: (f#g)om.

Definiciéon 4.31. Si f, g, son funciones punteadas, la funcion punteada f#g: 3" — (X, x0) se
llama concatenacion de f y g.

Observacion 4.32.

1. Si bien la concatenacion define una operacion en el conjunto C(($",7(0)), (X, zo)), dicha
operacion no es asociativa, ni tiene elemento neutro ni tampoco es conmutativa. En efecto,
sean f, g, h:$!' — (R, 0) las funciones de modo que las correspondientes funciones f, g,
h:10,1] — R, donde f(0)= f(1)=g§(0) = G(1) = h(0) = h(1) =0, tienen las graficas que se

muestran a continuacion:

Figura 4.3.
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Por tanto, fx (g x h) y (f X g) X h, son las funciones con las siguientes graficas:

(fxg)=h Fx(gxh)

[N A
J Vo

Figura 4.4.

Como puede observarse, f x (g X h) # (f X g) X h, lo cual implica que f#(g#h) +
(f#9)#h.

A pesar de lo anterior, si se consideran funciones homotopicas punteadas, se vera que el
conjunto m,(X ,zo) con la concatenacion de funciones si posee una estructura de grupo. Para
esto seré necesario probar que la homotopia punteada es compatible con la concatenaciéon
de funciones.

Proposicion 4.33. Sean f, g, ', g": 3" — (X, x0) funciones punteadas tales que F: f~, f" y G:
g~.g'. Entonces f#qg~. f'#g'.

Demostraciéon. Se quiere definir una funcion H:$"™ x [0, 1] — , continua tal que:
1. H(n(s),0) = (f#)(s), ¥s €[0,1]"
2. H(n(s),1) = (f'4')(s), ¥s € [0,1]"
3. H(m(0),t) ==, Vt€]0,1]

para lo cual se tiene

F:8"x[0,1] — X

G:8"x[0,1] — X

Por la proposicion 4.29, esto equivale a definir H: [0,1]™ x [0,1] — X continua tal que H: ]% ~

F#g y H(s,t)=0,Vs €9([0,1]"),Vt € [0, 1]. Recuerde que f#g=fwx g, f'#g = xg'y F:
f~ ,Nzgzg, onde F = o(m, y~: o(m,Id). Sea
f=f G ', donde F=F Id)y G=G Id). S

H:[0,1]"x[0,1] — X

F((Sl,...,Sn_l,ZSn),t) 0§3n§1/2
(S,t) —

G((81y+--y8n-1,28,—1),t) 1/2<s,<1

El lema de pegado permite concluir que H es continua. Ademas, si s € ([0, 1]™), entonces por lo
visto antes,

(81,.++,8n—1,28,) €0([0,1]") para s,<1/2

(81y-++y8n—1,28,— 1) €0(]0,1]") para s,>1/2
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y por las condiciones de frontera de F'y G, se sigue que ﬁ(s, t) =g, para toda t € [0, 1], para toda
s€9(]0,1]™). Ahora, observe que

B F((s1,-+-,8n-1,285),0) 0<s,<1/2
H(s,0) =
G((s1,.--,8n—1,25,—1),0) 1/2<s5,<1
f(sla---73n71723n) 0S3n§1/2
g(s1y-- y8n—1,28,—1) 1/2<s,<1
f(ﬂ-(sla---asn—hQSn)) Ogsngl/Q
9(77(51,--.,8”_1,23”—1)) 1/2§3n§1
- ixg
= f#y
Asimismo, f[(s, N=f'xg'= %’. Por tanto, H: ]% ~ %’, y con la condicién de frontera,
esta define una homotopia H: f#g~, f'#g’. O

La proposicion anterior garantiza la buena definicion de la siguiente operacion en 7, (X, zg):
o (X, xo) X (X, x0) — ma(X, 20)
([f] [gle) — [f#4l«
esto es, si [fl«=[f"]«y [g]«=1[9]«, entonces [f#gl.=[f'#7g'].

A continuacion se probara que (m,(X,xg),®) es un grupo. Se vera ademéas que dicho grupo es
abeliano para n > 2.

Sea ¢: 3" — (X, ), la funcion definida por ¢(n(s)) = zg, para toda s € [0,1]. Claramente, ¢ es
una funcion punteada llamada constante al punto base. Se probara que [cl. es el elemento neutro
(identidad) de (mn(X,x0),®).

Si f: 8" — (X, z0) es una funcion punteada entonces la funcion
f:8" — (X, m0)
T(81,---y8n) = f(m(s1,...,80)) = f(m(s1,...,1—54))

denominada la funcién opuesta de f, es punteada. Note que f esta bien definida pues si s = (s,...,
sn) € 0([0,1]™) entonces (s1,...,1—s,) € 9([0,1]™).

Proposicion 4.34. Sea ¢: 3" — (X, zo) la funcion constante al punto base. Entonces para toda
funcion punteada f: 8™ — (X, x0) se tiene que fHe~ fy c#f~f

Demostracion. Considere la funcién

H:0,1"x [0,1] — X

o 0<s,<t/2

(s,8) — _
f<ﬂ<317"~73n172;n t)) t/QSSngl
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Como la funciéon
a:0,1]"x[0,1] — R
((81y.+-,8n),t) — (t/2)—sn
es continua y

A = {(s,8)]0<sn<t/2}
- 0571([0700)

entonces A; es cerrado de [0,1]™ x [0,1]. De manera similar, se tiene que
Ay = {(s,t)]t/2<s,<1}
es cerrado en [0,1]" x [0,1]. Observe que A1 UA;=[0,1]"x[0,1], AiNAz={(s,t)|sp,=1t/2}, y las

funciones

gllAl — X

(s,t) — Hi(s,t)=uxo

gg:AQ — X
(Sat) — gQ(Sat):f<7T<Sla"'asn—la2;n__tt)>

son continuas. Si s, =t/2, entonces

<sl, e S, QS"t) = (81,---,50-1,0) €9([0,1]")

2—t
y f(m(s1,...,8,_1,0)) =x0. Por el lema de pegado, H es continua. Mas atn, se tiene que

B x 0<s,<1/2

H(s,1) =
f(ﬂ_(sla"'asn71;25n7t)) 1/2§3n§1

= (ex f)(s)
y
A(s,0) = f(x(s)
= f(s)
de modo que H: f~c# f. Note que si s € 9([0,1]™), entonces s; € {0, 1} para algin i €{1,...,n}.
Siie{l,....,n—1}6i=ny s,=0, es claro que f[(s,t):xo. Si s, =1 entonces 2;":; =1,y por

tanto H(s,t)=xo. Asi, H: fre c#tf.

Similarmente, cf#/f ~, f : H, considerando la homotopia

H:00,1"x [0,1] — X

" f(w(sl,...,snl,%>> 0<s,<1—(t/2)
s,t) —

2o 1—(t/2) <sn<1
O

Corolario 4.35. [c]. es el elemento neutro de (m,(X, ), e).

Proposicién 4.36. Si f:3" — (X, x0) es una funcion punteada, entonces f#f~.cy f#f~.c.
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Demostracion. Defina

0,1]" % [0,1] — X

H(s,1) =
(f % F)(S1y---s8n—1,5n) %25n65n2¥
Sean
1—t 1—-¢
= —< <—
a={eo| Fent 0 {eo)s <
Ag{(s,t)‘%an} U {(s,t) snz%}

Se puede probar que Aj, As son cerrados de [0, 1] x [0, 1] tales que A; U As =10, 1] x [0, 1],
A1NAy={(s,t)| sn:%}u {(s,1)] sn= L

2
I‘?llAl — X
(s,t) — Eh(s,t)(fxf)(sl,...,snl,%>

}. Ademas, las funciones

ggZAQ — X
(s,t) — ﬁg(s,t):f(ﬂ(sl,...,sn,l,sn))
L como %21/2 y

son continuas. Si s, = (1 —t)/2 entonces Hi(s,t) = Ha(s,t). Si s, = 1%
1t .
<1/2, se obtiene que

T2 =
(F % F)lstsenes0) = (fxf><sl,...,snl,¥)

= f(m(s1,...,8n-1,t))

f(m(s1y.ey8n—1,1—1))

= (fl>< f)(sla"'asnh%)

lo cual implica que H es continua por el lema de pegado. Note que si s € d([0, 1]"), entonces
s;€{0,1} paraie{l,...,n}. Sis;€{0,1} parai€{1,...,n— 1} es claro que H(s,t)=xo. Sii=n,
entonces dado que 0 < % y1l> %, se sigue que

H(s,t) = Hg(s,zf)

Por altimo,

IN
)
3

IN

N
N

(f X f)(sl,...,sn_l,l/Q)

(f X f)(S1y--s8n—1,8n)

N
IV
3
3
o
[¥2)
3
IV
|~
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es decir, H(s,0)=(f x f)(s). También,

R (fx f)(s1,.+.,80-1,0) si 0<s,<1

H(Sal) =
(f X F)(S1-+vy8n—1,5n) si $,=006s,=1

esto es, f[(s, D= (fx f)(51,--,5n-1,0) =20 =¢(s). Por tanto, H determina un homotopia punteada
de f#f ac. Como f= f, aplicando lo anterior se obtiene que f#f = f#f~.c. g

Corolario 4.37. [f]. es el inverso de [f]. en (m. (X, x0), o).

Proposicion 4.38. Si f, g, h: $" — (X, zg), son funciones punteadas, entonces

f#(g##h) ~. (f#9)#h.
Demostraciéon. Observe primero que
f(s1,. oy 8n-1,285)) 5n<1/2
(fx(gxh))(s) =
(g h)(S1,-+y8n—1,28,—1) 1/2<s,
f(m(s1y..ey8n—1,284)) 5, <1/2
= g(m(s1,. ..y Sn—1,2(28,—1))) 28, —1<1/2 y 1/2<s,
h(m(s1y.--y8n-1,2(28,— 1) — 1)) 2sp,—1>1/2 y 1/2<s,
f(r(s1,. ..y 8n-1,285)) 5n<1/2
= g(m(s1,. .., Sn—1,48,—2)) 1/2<s,<3/4
h(m(s1y.-+y8n—1,48,—3)) 3/4<s,
Similarmente,
flm(s1,. .y Sn—1,45n)) sn<1/4
(fxg)xh))(s) = ¢ g(m(s1,--.,8n—1,48,—1)) 1/4<s,<1/2
h(m(s1,...,8n—1,28,— 1)) 1/2<s,
Sea

H:[0,1]"x[0,1] — X

4s, 2—1t
f(TI_(Sla"'aSnlaﬁ)) SnST

(5:8) ¥ & gla(sronrom o dsntt—2) 2lteg <3=t

h(m(s1,..-,8n—1,28n,— 1)) Z__<s,
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Entonces [0,1]™ x [0,1] es la unién de tres cerrados cuyas intersecciones estan dadas por las ecua-
ciones

. 2t
Si s, ==——, entonces

4
f(w(sl, L 24f”t>> — flr(sn,.. 1))

= {EO
= g(n(s1,...,8n-1,0))
= g(m(s1,...,Sn—1,48,+t—2))

Sis,= ;- entonces

g(m(s1,. ..y Sn—1,48n+t—2)) = g(7(s1,...,1))

= X9
= h(n(s1,...,80-1,0))

4sp,+t—3
= h|lw 81,...78n717t«|»—1

Por tanto, por el lema del pegado, H esta bien definida y es continua. Se puede verificar que

H(s,0) = (fx(gxh))(s)

H(s,1) = ((f x g) x h))(s)
y que si s €9([0,1]™), entonces H(s,t) =0, para toda t € [0,1]. Asi, H corresponde a una homotopia
punteada H: f#(g#h)(s) ~. (f#0)#h. 0
Corolario 4.39. [f]. e ([g]. e [h].) = ([f]. e[g].) ¢ [A].

Observacion 4.40.

1. No es posible demostrar en general que la operacion e en m,(X,xg) es conmutativa pues
existen espacios punteados para los cuales, por ejemplo, 71(X, xo) no es abeliano. Por esta
razon fue necesario garantizar que [c]. es el elemento neutro a izquierda y a derecha y que [ ]
es inversa a derecha e izquierda de [ f].. También por esto se usa la notacion multiplicativa

en lugar de la aditiva.

Definicion 4.41. Sea (X, ) un espacio punteado y n € N. El grupo (mn(X,x0)) se llama n-
ésimo grupo de homotopia del espacio punteado (X, xg).

Se probara ahora que (m,(X, o), ®) es abeliano para n > 2. Para esto, se usara el siguiente
resultado algebraico conocido como el truco de Eckmann-Hilton:

Proposicion 4.42. Sea A un conjunto y e,0: A x A— A, operaciones asociativas con el mismo
elemento neutro e € A, y satisfaciendo

(o B)o(yed)=(aor)s(B00)

para todo «, B,v,0 € A. Entonces o y e son la misma operacion y e es conmutativa.

Demostracion. Tomando =y =e, se obtiene que aod =« ed y por tanto o y e coinciden. Luego,
tomando =49 =e, se tiene Jey=[Foy=-e 3, esto es, ® es conmutativa. O
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Teorema 4.43. Sea (X, x0) un espacio punteado. Entonces para todon >2, el grupo (m,(X,xzo),)
es abeliano.

Demostracion. Sin > 2, se puede definir otra concatenaciéon # de la siguiente manera: Dadas f,
9: 3" — (X, zp) punteadas, sea

- f(ﬂ'(281,...,8n_1,8n)) 0§S7L§1/2
(f#9)(7(s)) :=
g(m(2s1—=1,...,8,-1,5,)) 1/2<s,<1

Haciendo un razonamiento analogo al anterior, se puede demostrar que f# g es una funcién pun-
teada y que hay compatibilidad con homotopia punteada. Esto permite definir en 7, (X, xo) la

operacion [ f].o[g].:=[f#g].. Dicha operacion es asociativa y tiene como elemento neutro a [c], (de
hecho, (7, (X, ), 0) es grupo). Ademaés, se verifica que si «, 3, v,: 3" — (X, x0) son funciones
punteadas entonces

(ot B)F#(v#6) = (afty) #(BH#0)

Por tanto,

de modo que por el truco de Heckmann-Hilton, e es conmutativa. 0

4.1.4 Homomorfismos inducidos

Una consecuencia importante de la existencia de una estructura grupo en 7, (X, xg) es que permite,
para cada n € N, tener una asignacion

7 Top, — Grp

de la clase de todos los espacios topologicos punteados Top, en la clase de todos los grupos, esto es,
a cada espacio punteado (X, ) se le asocia un grupo 7, (X, z¢) para cada n € N. Se desea probar
ahora que dicha asignacion es funtorial (o que 7,: Top, — Grp es un funtor), lo cual significa que
a cada funcién punteada

f: (X,[L'()) — (Ya yO)
le corresponde un homeomorfismo de grupos

ﬂ-n(f): 7T7L(Xa .1'0) B 7T7L(Y7 yO)

el cual satisface

7rn(Id(X-,Io)) = Id’rn(x’x“)

m(go f) = mu(g) omn(f)
donde
g: (Ya yO) — (Za ZO)

es otra funcién punteada.

Una vez se pruebe que m,: Top, — Grp es un funtor, se tendra, en particular, que si f:
(X, z0) — (Y, yo) es un homeomorfismo punteado, entonces el homomorfismo

Tn(f): (X, 20) — (Y, yo)

es un isomorfismo de grupos para cada n € N. Asi, la clase de isomorfismo del n-ésimo grupo de
homotopia es un invariante topologico punteado.

A fin de definir 7, (f) y probar que es un homeomorfismo se requieren los siguientes resultados:
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Proposicion 4.44. Sean f, g: 8" — (X, zo) funciones punteadas y h: (X, x0) — (Y, yo) una
funcion punteada. Entonces

ho(f#g)=(ho f)#(hog)
Demostracion.

ho(f#9)(m(s)) = h((f#9)(n(s)))

h(f(ﬂ_(Qsla ERRE) Snflasn))) OS sn < 1/2
@ 1 ss)) 1/2<s,<1
— (ho f)#(hog)

O

Proposicion 4.45. Sean f,9: X — Y y h, k: Y — Z funciones continuas con f~.qg y h~.k .
Entonces ho f~,kog.

Demostracién. Sean

F:Xx[0,]] — Y

GY x|[0,1] — Z

homotopias punteadas de f a g y h a k, respectivamente. En particular, como H: f~gy G:h~k,
entonces por la proposicion 4.7 se sigue que H =G o (F,Id): ho f ~ ko g. Mas aun, para todo
t €10,1] se verifica que

H(zo,t) = Go(F,1d)(zo,1)
= G(F($Q,t),t)
= G(yo,t) F:frg
= 2 :Gih~ k

estoes, H:ho f~,kog. O

Teorema 4.46. Sea ¢: (X, z9) — (Y, yo) una funcion punteada. Entonces para cada n €N, la
funcion

7Tn((p):7T'n()(a-r0) B ﬂ-n(yayO)
[fle — mal@)([f]) =[we [l

es un homomorfismo de grupos.

Demostraciéon. Al hacer uso de la proposicion 4.45 con f, g: $" — (X, zo) v h, k= p: (X,
x0) — (Y, yo), se sigue que m,(¢) esta bien definida. Para ver que m,(¢) es homomorfismo, sean
(/1% (9]« € Tn(X, x0), luego

(@) ([fl®[gls) = mal@)([f#9]+)
[po (f#9)]x
[po f#po gl ; proposicion 4.43
= [pofliefpogl.
= (@) ([f1+) e mn(9)([g]+)
O
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El homomorfismo de grupos, m,(f): mn(X, 20) — (Y, y0), se denomina n-ésimo homomor-
fismo inducido por la funcién punteada ¢: (X, z¢) — (Y, yo).

Teorema 4.47. Sean (X, xo), (Y, yo), (Z, 20) espacios punteados y ¢: (X, x0) — (Y, yo), ¥:
(Y, y0) — (Z, 20) funciones punteadas. Entonces:

1 mp(Y o) =mn(th) omn(ep)
2. Wn(Id(X,a;O)) :Idwn(X,a:g)

3. Sip:(X,z0) — (Y, y0) es una funcion homotdpica punteada tal que p~, p entonces m, ()
Tn(p).-

4. St ki (X, 20) — (Y, yo) es la funcion constante yo, entonces m,(c) es el homomorfismo
trivial.

Demostracion.

1. Sea [f]« € mn(X, z0), luego
(Yo p)([fls) = [(

G J«
= [(Wolpo )l
= m(P)[(po [l
= () (mn(@)[f1+)
)

2. Sea [f]« € mn(X, zo). Entonces:

Tn(Id(x 20)) ([f]) = [Id(x 2 0 -
= Idr,(x,20)

3. Si p=~, ¢, entonces dada [f]. € m,(X,x0) se tiene que

(@) ([f]+) = lwo fl
[po fl« ; proposicion 4.44

Tn(p)([f+)

4. Sea [fl« € mn(X,zg). Como k es la funcion constante yo, se obtiene que

k) (1) = ko f]
~ [
O

Corolario 4.48. Sean (X, xq), (Y, yo), espacios punteados. Si (X, xo), (Y, yo) son homotdpicos
punteados, entonces mp(X, xo) Xmp(Y, yo).

Demostracion. Como (X, o), (Y, y0) son homotopicos punteados, existen funciones punteadas

o (X,z0) — (Y, y0)

p:(Y,y0) — (X, 20)

tales que po @~ Id(x 20) ¥ o p~:Id(y ). Se afirma que m,(0): 7, (X, 20) — (Y, %0), es un
isomorfismo. En efecto, considere m,(p): (Y, yo) — mn(X, xg). Sea [f]« € mn (X, z0), luego

).
(mn(p) o Tn(@))([f14) = mnlpo @)([f]+)
= Tu(ld(x,20)) ([f]4)
= ldn, (x,20)([f]+)
= [fl«
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Similarmente, sea [g]« € mn (Y, yo), luego

(mu() omn(p))([g]s) = mulpop)([g]s)
Tn(Id(y, yo)) ([9]+)
= Idn, (v, y0)(lgls)
= [g]«

Por tanto, (1) 0 T(p) = Ma, (v yopr ¥ Tn(9) © () = Tdr,x ap 10 cual implica que mn(p):
(X, o) — (Y, yo), es un isomorfismo. O

4.1.5 Compatibilidad con productos

Una propiedad notable del funtor de homotopia m, es su compatibilidad con productos, lo cual es
especialmente 1til para calcular los grupos de homotopias de espacios que se pueden describir como
un producto de espacios para los cuales sus grupos de homotopia son conocidos (por ejemplo, el
toro T =S x $1).

A fin de dar maés claridad a las ideas que se desarrollaran en esta seccién, serd importante tener
en cuenta lo siguiente:

Dado una familia de grupos {(Ga, ®a)}aca, considere su producto cartesiano

HGQ{:E:IH UGa x(a)GGa}

acl acl
Es comun escribir z, en lugar de z(a) y (zo) para z. El producto []
grupo al considerar la operacién

aeIGD‘ posee estructura de

®:HGQ>< HG" — HGO‘

acl acl acl

definida por

®(,y):1 — | JGa

acl

« > o Pa Yo

Ademas, es facil ver que las proyecciones

ﬂgZII(;a I Gg

acl

(r0) +— xp

son epimorfismos de grupos. El grupo G=(]]._.;Ga, ®) se denomina el grupo producto de la

familia {(Ga, ®a) }aca-

acl

El grupo producto (Haele ®), junto con las proyecciones {ms}aecs, cumplen la siguiente
propiedad universal conocida como la propiedad universal del producto:

Teorema 4.49. Sea {(Ga, ®a) faexr una familia de grupos, (H,*) un grupo y {fo: H— Go}acr
una familia de homomorfismos de grupos. Entonces existe un homomorfismo de grupos

fiH— HGO‘

acl
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dnico tal que Ty 0 f = fo para todo a € I, es decir, el siguiente diagrama conmuta

H
|
! f
fl ¢
|
N2
[[G—=—¢a
acl
Demostraciéon. Sea
ffH — HG“
ael
definida por
f): I — | JGa
ael
a fa(h)

Entonces es claro que f esta bien definida pues f, es funcion para cada «. Ademas, como
(a0 f)(h) = ma(f(h))
= fal(h)

para todo h € H, entonces w0 f = f, para todo a € I. Para ver que f es un homomorfismo, sean
h,k € H, luego para todo « se verifica que

f(hxk) (@) =

|
3&
—
>
*
™
S—

Asi, f(hxk)= f(h)® f(k).

Por dltimo, si g: H — [],;Ga, es otro homomorfimso tal que 7, 0 g= fo para todo a €I,
entonces para todo h € H y toda « € I se tiene que

g(h)(e) = malg(h))
= foz(h)
= f(h) (@)
Asi, g=f. a

Si {(Xa,Za)}aer es una familia de espacios punteados entonces el espacio producto [, .; X«
puede considerarse punteado con punto base

.l — UGQ

acl

a > Ty

lo cual implica que las proyecciones canoénicas mq: [ |
es el tnico punto de [] .,
punteado (][], .;Xa,z) se llama producto punteado de la familia {(Xa, ¥a)}aer-

ac1Xa— Xq son punteadas (Observe que x
X, para el cual todas las proyecciones resultan punteadas). El espacio

El espacio punteado ([],, .,
similar para el caso productos, la siguiente propiedad universal:

Xa, ), junto con las proyecciones punteadas m, satisface, de manera
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Teorema 4.50. Sea {(Xa,Za)} una coleccion de espacios punteados, (Y, yo) cualquier espacio
punteado y { fo: (Y, y0) — (Xa, Ta) }aer una coleccion de funciones punteadas. Entonces existe
una funcion punteada f: (Y, yo) — (HaEIXD" x), unica tal que o0 f = fo para toda a €1, es
decir el siguiente diagrama conmuta

(Ya yO)

acl

N2
(HXQ,:E> T (X xa)

Demostraciéon. Por la propiedad universal para productos (no punteados) existe una funcién
continua

f:YHHXa

acl

anica tal que 7o 0 f = f,. Por tanto, solo resta verificar que f es punteada. En efecto, observe que

f(yO)I — UXa

acl
es tal que
f(yo)(@) = falyo)
= x, ; foes punteada para todaa €l
= z(a)
para toda a € I, es decir, f(yo)=x. O

Observacion 4.51.

1. Observe que para cada espacio punteado (X,,z,), a € I, se asocia el grupo (m,(Xa, Za), ®a),
por lo cual tiene sentido considerar el grupo producto

< H 7T'n(ona wo&)a ®>

acl

Por otro lado, para el espacio producto punteado [] (Xa,z«) se asocia el grupo
acl

<7rn<}_€[IXa,x>,®>

2. Dado que para cada « € I, la proyeccién

7ra:<HXa,x> — (Xa,Ta)

acl

es punteada, entonces para cada « € I se tiene un homomorfismo inducido

7T7L(7Ta)Z7Tn<HXa,.Z‘> — Tp(Xa, Za)

acl

Ademas, para cada « € I se tiene también una proyeccion

acl

T ( H Wn(Xaa xa)a ®> E— (ﬂ'n(Xaa xa)a ®a)
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3. De 1,2, y por la propiedad universal del producto de grupos (teorema 4.49) existe un

homomorfismo de grupos
©: 7Tn< H Xa, x) — H Tn(Xay Ta),s

acl ael

unico tal que 7y 0 p =7, (7,) para todo « € I, esto es, el siguiente diagrama conmuta

T HXQ,:E
ael
|
|
@l
|
N

Hﬂ-n(Xaaxa) = (ﬂ_n(Xaaxa)
acl

De hecho, se tiene que ¢ es un isomorfismo. Para ver esto, se hara uso del siguiente resultado:

Proposicion 4.52. Sea{(Xa,Za)}acr una coleccion de espacios punteados. Considere el espacio
producto punteado (]],.;Xa,®) junto con la coleccion de proyecciones {ma}acr. Entonces para
todo par de funciones punteadas f, g: 3" — (Haerow x), 81 Moo [~ mo0g para todo a €1 siy
solo si f~,g.

Demostracion. Por la proposicion 4.45 es claro que si f ~, g entonces 7,0 f >, 7,0 g para todo
a € I. Para la otra implicacion, suponga 7, 0 f 2, T, 0 g para todo « € I, entonces para cada o € I
existe Hy: w0 f ~, 70 g, en cuyo caso por la propiedad universal del producto, existe una funciéon
continua H, tnica tal que el siguiente diagrama conmuta para toda o € 1

$7 % [0,1]

H: Ha

v
(HXa,x> ———— (Xa, Ta)

To
acl

Luego para cada a € I se tiene

To(H (7 (s),0)) = Ha(r(s),0)
= ma(f(7(s)))

lo cual implica que H(7(s),0) = f(n(s)). Asimismo, H (7 (s),1)= g(7(s)), de modo que H: f~g.
Mas atun, dado que

FQ(H(TF(O)’ t)) = Ha(ﬂ-(o)’ t)

= Tq
para todo a € I, entonces H(w(0),t) =x. Asi, H: f ~.g. O

Teorema 4.53. Sea {(Xa,Ta)}aer una coleccion de espacios punteados y (], ;Xa,®) el espacio
producto punteado correspondiente. Entonces

7rn< H X, x) ~ H T (Xa, To)

acl acl
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Demostracion. De acuerdo al item 3 de la observaciéon 4.51, solo basta verificar que la funcién
© es un isomorfismo de grupos. En efecto, suponga ¢([f].) = ¢([g]+), luego

Ta(@([f1+) = Tale(lg]+)

para todo a € I. Por la conmutatividad del diagrama, se obtiene entonces que

Tn(Ta) ([f]+) = mn(ma) ([g]+)

para todo « € I, esto es,
[Waof]*:[ﬂ'aog]*

para todo «a € I, lo cual implica, por la proposicion 4.52, que f ~,.g. Asi, [f]«=[g]« Para ver que

¢ es sobreyectiva, sea g € [, c;mn(Xa, a), luego para todo a € I se tiene

Ta(9) = [90] € Tn(Xa, 7a)

Para la coleccion de funciones punteadas {ga}acr considere el siguiente diagrama

S"L
|

f: Ja

N
[[Xoo | —— Xa,za)
acl

Por la propiedad universal del producto (en el contexto de espacios punteados) existe una funcion
punteada f, tnica tal que m, 0 f = g para todo a € I. Note que [f] € mu([ ], Xa, ). Més atin,
como

Tal@([fls) = mu(ma)([f]4)
[Ta o fl

= [9a

Ta(9)

para todo a € I, entonces se sigue que p([f]«) =g. O

4.2 Grupo fundamental

De acuerdo al teorema 4.43, el primer grupo de homotopia es el tnico grupo que no necesariamente
es abeliano, razon por la cual recibe un nombre especial. Dado un espacio punteado (X, z), el
grupo de homotopia 71 (X, x¢) se denomina grupo fundamental. Se desea mostrar en esta seccion
que 71(X, o) es independiente del punto base o cuando X es conexo por caminos y que 71 ($?!)
es isomorfo a Z.

4.2.1 Conexidad por caminos

Sea (X, () un espacio punteado con X conexo por caminos. Para mostrar la independencia de la
estructura algebraica del grupo m1(X, o) respecto al punto base xg es necesario definir un nuevo
tipo de homotopia llamada homotopia de extremos fijos.

Definicién 4.54. Sea X un espacio, xo,z1 € X y f, g:[0,1] — X caminos que conectan a g y
x1. Una homotopia F de h a k se llama de extremos fijos si F(0,t)=xo y F(1,t)=x1, para toda
t€[0,1]. Se usa la notacion h ~k rel{0,1}.
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Figura 4.5. homotopia de extremos fijos

Observacion 4.55.

1. Note que si xg==x1, entonces h, k, corresponden a funciones punteadas fz, ke §1— (X, z0),
y una homotopia H de extremos fijos de h a k corresponde a una homotopia punteada H
de hak.

2. Se puede demostrar, de manera similar al caso de homotopias y homotopias punteadas, que

la homotopia de extremos fijos define una relacién de equivalencia en el conjunto de caminos
que conectan a xg y 1. En este caso, [h](o,1} denota la clase de homotopia de h.

3. Sizoe X y k:[0,1] — X es un camino que conecta a 1 y xg, entonces como h(1)=k(0) =z,
el lema de pegado permite definir la concatenacion:

h(2s s<1/2
(he#tk)(s) = {kEQS)_l) 521?2

la cual es un camino que conecta a xg y xo2. (h#k)

4. Es facil verificar que la concatenacién definida en 3 es compatible con la homotopia de
extremos fijos. Ademas, si f, g: 8! — (X, x¢) son funciones punteadas, entonces f x g=

f#3.

El siguiente resultado se puede obtener imitando lo hecho para el caso de las homotopias
punteadas:

Proposicion 4.56. Sean h,k,l, caminos de xo a x1, T1 a x2 Yy T2 a T3, ¢y la funcion constante
o, 1 la funcion constante x1 y h el camino opuesto a h, entonces:

1. (h#t (k1)) ~ ((h#k)#1) rel{0, 1}
2. (co#h) ~h rel{0,1} y h#c1~hrel{0,1}
3. (h#th)~corel{0,1} y h#h~c; rel{0,1}

Con base en la proposicion anterior se tiene:

Teorema 4.57. Si X es un espacio topoldgico y xo,x1 estdn en la misma componente conexa por
caminos, entonces w(X,xo) Xw(X, ).

Demostracion. Sea h:[0,1] — X un camino de zy a 1. Defina

o:m (X, z9) — 71'1(X,x1)

[f] o([f1) =[pl«
donde p corresponde a la funcién p= i_z#( #h). Observe que ¢ esta bien definida, pues f fom
es un camino de zg a g y por tanto h#( h) es un camino de x1 a x1. Se afirma que ¢ es un
homomorfismo. En efecto, si ¢([f].) =[pl« , ¢([g]s) =[]« v @([f]«®[g]) =[7]s, entonces
o([fl-elgl) = o([f#9]+)

[v]«
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luego,

FH#9)#h)] (0,1
% g)#h)] (0.1}
#3)#h)] 0,13
#(h#h) §)#R) (0,1

[’7]{0,1} =

lo cual implica que

(Y« = [p#7]
[

= o([fl+) e o([g]+)

Similarmente, si se define 1: 71 (X, 1) — m1(X, 7o) por ¥ ([p]+) =[f]«, donde f corresponde a la
funcion f = h#(p#h), se puede verificar 1) es un homomorfismo. Méas aun, puede verificarse que
©, ¥, son mutuamente inversas, es decir, ¢ es un isomorfismo de grupos. O

Cuando X es conexo por caminos se utiliza la notaciéon 7(X) en lugar de m(X, o) pues en este
caso el punto base es irrelevante en la estructura del grupo fundamental.

Ejemplo 4.58. Sean f, g:$" — (X, x0) funciones punteadas donde (X, zp) es homotdpico pun-
teado a {zo}({zo}, o). Se afirma que f, g, son homotoépicas punteadas. En efecto, sean

h: (X,ZEQ) — {l‘o}

ki{wo} — (X, 20)
funciones punteadas tales que

hok ~ Id(.,

koh ~ Id(X7I0)
Por la compatibilidad de la homotopia punteada con la composicion se tiene que

(koh)o f ~ Id(X_’IO)of:f

(koh)og ~ Id(x z)09=9

Como ho f=ho g, entonces nuevamente por la compatibilidad de la homotopia punteada con la
composiciéon se obtiene que f~~, g.

De lo anterior se concluye que 7, (X, xzo) = {[c]+}, es decir, (m,(X, z¢), ®) es trivial.

4.2.2 Estructura algebraica de m;($?)

Se probara ahora que 71 ($') 2 7Z, lo cual requerira de una serie de resultados técnicos de topologia.
El primero de ellos se conoce como el teorema de Division del dominio:

Teorema 4.59. Sea X un espacio métrico compacto, Y un espacio topoldgico, f: X — Y una
funcion continua y {W, |a €1} un cubrimiento abierto de Y. Entonces existe § >0 tal que si V C X
es tal que diam (V') <6, entonces f(V) CW,, para algin a € 1.
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Demostracién. Para cada a € I, sea U, = f~}(W,). Entonces {U,| a € I'} es un cubrimiento
abierto de X y como éste es compacto, existen Uy, ..., U,, tales que X = ULI U;. Para cada
ie{l,...,n} defina
g: X — R
z — gi(z)=d(z, X\U;)
donde d(z, X \U;) denota la distancia de x al conjunto X \U;. Entonces g; es continua y g;(z)=0
siy solo si x € X \U; =X \U,, lo cual implica que g;(z) >0 para todo x € U;. Defina
gX — R
z — glz)=(g1(2), .., gn(@))ll

Entonces ¢ es continua. Ademas, dado = € X, existe ¢ € {1,...,n} tal que z € U; de modo que
gi(x) >0y por tanto g(x)>0. Como X es compacto, g(X)C R es compacto, asi, g(X) es cerrado
y es tal que 0 ¢ g(X). Por tanto, existe § tal que (—d,d) CR\g(X) y como ¢g(X) C (0,+00), se
obtiene que g(z) > ¢ para todo z € X. Si V C X y diam (V) <6, entonces V C B(z,r) para algin
xreX y0<r<id. Seaie{l,...,n} tal que g(x)=g;(x), luego d(x, X \U;) > >r y por tanto, si
y € X\U;, entonces d(z, y) >r. Luego, B(z,r) CU;, de donde se sigue que f(V)C f(U;) CW;. O

El valor § > 0 del teorema anterior se denomina numero de Lebesgue del cubrimiento {W, |« €
I} via f.

Corolario 4.60. Sea X un espacio métrico compacto y {Uy | €1} un cubrimiento abierto de X.
Entonces existe § >0 tal que si V C X y diam(V) <9, entonces V CU, para algin « € I.

Demostracion. Usar el teorema anterior con f=Idy. O

Observacion 4.61.
1. Considere la funcién exponencial
eR — $!
t — e(t)=(cos(2nt),sen(27t))
Es claro que e es una funcion continua y sobreyectiva. Ademas, como e(t +n)=e(t) para

todo n € Z, entonces e es de periodo 1. Se puede demostrar que si z € $! y to€ e 1(2)
entonces e 1(z) ={to+n|n €Z}. Mas atin, si U es un subconjunto propio de $!, entonces

e '(U)=[]Un

neZ

donde para cada n € Z, U,, es homeomorfo a U mediante el homeomorfismo e|y, : U, — U.
Esto se sigue del hecho que €|(g,1): (0,1) — $'\{7(0)} es un homeomorfismo.

2. Seai:[0,1] =< R la inclusiéon. Al considerar el diagrama

0,1] ——> R

$ ———— !
Idg;

entonces por la propiedad universal de cociente existe una funcién continua f:$! — $1,
tnica tal que fom=elj, 1. Como Idgiom=elj,1), entonces se obtiene Idg: = f, de modo
que €|[p,1j=. Por lo anterior, se estudiaran funciones punteadas f: ($*,7(0)) — (3%, 7(0)),
analizando las composiciones fom:[0,1] — $*, donde 7w =e¢|(o,1).

El proximo teorema se denomina levantamiento de caminos:
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Teorema 4.62. Si g:[0,1] — $! es continua y € R es tal que e(x) = g(0), entonces existe §:
[0,1] — R continua tal que eo § =g y unica satisfaciendo §(0)=x.

Demostracion. Sean U =S\ {7(0)} y V =8"\{n(1/2)}. Entonces U y V es un cubrimiento
abierto de $! en cuyo caso g~ 1(U), g~ (V) es un cubrimiento abierto de [0,1]. Sea § >0 el niimero
de Lebesgue de {U,V'} via g. Por la propiedad arquimediana, existe m € N tal que r=1/m <.
Considere los conjuntos cerrados I; =0, |, Ia=[r,2r],..., I, =[r(m —1),1]. Como diam(I)=r<?¢
para k€ {l,...,m}, se sigue que para cada k€ {1,...,m}, g(Ix) CU 6 g(I;) CV. Se usari el lema
de pegado para definir § inductivamente.

Sea W, el tinico abierto de e }(U) 6 e (V) (podrian ser los dos) que contienen a x y es
homeomorfo a U 6 V via ¢, =e|w,. Defina

‘&1:[1 e R
t— Gilt) = (g(t)

Entonces §; es continua y

31(0) = ¢, '(g(0))

eofi = eo(p;'og)
= g|11
Asi, considerando §i1(r) € R, se puede usar el mismo argumento para definir gs: Is: —R, con

ga(r)=g1(r) y eo ga=g|1,- Continuando el argumento, el lema de pegado implica que se tiene una
funcion continua §: [0,1] — R, tal que §|;,=gk, para k€ {1,...,m}. Asi, §(0)=g§1(0)=zyeog=g.

Por ultimo, si §: [0,1] — R es otra funcién continua tal que eo g
g(t) — g(t) € Z para toda t € [0, 1], y como [0, 1] es conexo, la funcion g —
luego dado que

=g y g(0) =z, entonces
§:[0,1] — Z es constante,

se concluye que g — g =0, es decir, g=g. O

Sieog=g, se dice que § es un levantamiento de g. Esto implica que e(§(0)) = g(0), esto es,
G(0) ee1(g(0)) y por tanto §(0) —z € Z. Més atin, para cada n € Z, existe un levantamiento g,
tal que gn(0) —x=mn.

El teorema anterior permite definir el ¥ndice de una funcién continua f: 3! — $! de la siguiente
manera: Sea f:$! — $! continuay g= fom:[0,1] — $1. Como 7(0) =7 (1), se tiene que g(0) = g(1)
y por tanto, considerando un levantamiento g: [0,1] — R, eo g =g, se tiene e(§(0)) =e(g(1)), de
modo que §(1) — §(0) € Z. Se afirma que dicho entero no depende de la funcion g tal que eo g=g.
En efecto, si §:[0,1] — R es tal que eo g= g, entonces dada t € [0, 1] se tiene e(g(t)) =e(g(t)), ¥
por tanto §(t) — g(t) € Z. Asi, existe k € Z tal que §(t) — g(t) € Z =k para toda t € [0, 1], es decir,
g(t) = g(t) + k para toda t € [0,1]. Asi,

9(1)=4g(0) = g(1)+k—(g(0) +k)

Definicién 4.63. Sea f: 3! — $! una funcion continua. Si §:[0,1] — R es una funcion continua
tal que eo §= fom, entonces al entero §(1) — G(0) se le denomina indice de f el cual se denota
por ind(f).
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Ejemplo 4.64. Para cad n € Z, sea g, la funciéon que resulta al considerar el diagrama

[0,1]
AN
5 A N 9n
9n N
AN
N
R ﬁ $!
esto es, g, =e€o g, donde g,: =nt. Note que
9n(0) = €0 gn(0)
= e(gn(0))
= ¢(0)
= m(0)

gn(1l) = eogn(l)

Por tanto, para cada n € Z, g,, induce una funcién continua f,: 3! — $', tinica tal que f, o7 = gy,
asi

faom = gn
— eo gn
Por tanto, g, es un levantamiento de f,on. Ademas,

ind(f,) = Ga(1) = Gu(0)

Ejemplo 4.65. Para cada n,m € Z, sean f,,, fm, como en el ejemplo anterior. Considere la funcion
gnm:[0,1] — R
t — Gum(t)=nmt
Es claro que §n., es continua. Mas atiin, como
€0 gnm = (fnofm)om
entonces §nm, es un levantamiento de (f, o f,) om, luego
ind(frno fm) = Gnm(1) = Gnm(0)

= nm

= ind(fnm)

Por otra parte, como fy,(7(0)) =7(0) = f(7(0)), entonces tiene sentido considerar la concatenacion

Fn(2t t<1/2
(fn#t fm)(w(1)) = {fm((Qt) 1) t21?2

(cos(4mnt),sen(drnt))  t<1/2
(cos(dmmt),sen(dmrmt)) t>1/2
Como se observo en el ejemplo anterior, las funciones g, :=nt, g, :=mt, son levantamientos de
frnomy fmom, respectivamente. Considere la funcion

- G (21 t<1/2
i, m(t) = { §HE1))+ Gm(2t—1) t> 1?2
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Es claro que Bn,m esta bien definida y es continua por el lema de pegado. Méas atn, note que

R [ e(Ga(20)) t<1/2
eohp m(t) = {e(gn(1)+§m(2t1)) t>1/2

e(2nt)) t<1/2
n+m (2t—-1)) t>1/2

s(mmt+2n(n—m)),sen(drmt+2n(n—m))) t>1/2

s(4drnt),sen(4drnt)) t<1/2
s(drmt),sen(drmt)) t>1/2

&
_ { s(4mnt), sen(4mnt))
{ o

((fudt frm) 0 )(2)

Por tanto,

ind(fo# fm) = hn.m(1) = hn.m(0)
= n+m

= ind(f,) +ind(fm)

A partir de la definicién 4.63, a cada funcién f:$! — $! se le puede asociar un nimero entero
y el ejemplo anterior muestra que dicha asignacion es sobreyectiva. Se vera ahora que funciones
punteadas f, g: $' — 8! son homotopicas si y solo si ind(f) =ind(g), para lo cual serd necesario
extender el teorema del levantamiento de caminos al caso de homotopias. Dicho resultado se conoce
como levantamiento de homotopias:

Teorema 4.66. Si F:[0,1] x [0,1] — $! es continua y z € R es tal que e(z) = F(0,0),entonces
existe F:[0,1] x [0,1] — R continua tal que eo F = F y dnica satisfaciendo F(0,0) = x.

Demostracion. Sean U =3\ {7(0)}, V=8"\{n(1/2)} y 6 >0 tal que si ACJ0,1] x [0,1] tiene
diam(A) < 4, entonces F(A) CU 6 F(A)CV. Tome m €N tal que (1/m)<d/+/2 y se divide
[0,1] x [0,1] es una malla de m x n cuadrados de lado r =1/m, lo cual garantiza que cada cuadrado

tiene didmetro menor que § y por tanto su imagen esta contenida en U 6 V. Sean W, y ¢, como
en 4.62 y defina

ﬁ(l,l): [0,7] x[0,7r] — R
(s,8) = w5 '(F(s,1))

Entonces nuevamente e o }?‘(171) = Fljo,rx[0,r] ¥ 15(1_,1)(0, 0) = z. Considerando }?‘(171)((0, r)) € R,
con un argumento similar se define 15(172): [0, ] x [r,2r] — R. Para definir una extensiéon de
F1,1) y F(1,2), se debe garantizar que estas coinciden en el segmento [0, 7] x {r}. Para elﬁlo, note
que estas restricciones corresponden a caminos que inician en (0,7), y por construccion, F(Ll)((O,

7)) = F(1,2)((0,7)). Por un argumento similar como en el teorema de levantamiento de caminos, la
parte de unicidad implica que F(1 ny F(1 2) coinciden en [0, 7] x {r}. Razonando inductivamente,
el lema de pegado garantiza una funcion continua Fy:[0,7] x [0,1] — R tal que eo F} = Flio,rx[0,1)
y F1(0,0) = . Considerando F\(r,0) se define F(Q 1y en [r,2r] x [0,7], y teniendo en cuenta la
coincidencia con F| (1,1) en (7,0), se concluye por el teorema de levantamiento de caminos que F(2 1
y F(1,1) coinciden en {r} x [0,7]. Razonando inductivamente, se tiene una funcién £ definida en
[r,27] x [0,7] y continuando el proceso, se obtienen F1,..., F,,, y por el lema de pegado se define
F en todo [0,1] x [0,1] tal que eo F'=F y F(0,0) =x. Como antes, si ' es otro levantamiento,
entonces F' — F:[0,1] x [0,1] — Z debe ser constante y como £(0,0) = F(0,0), se sigue F =F. [J
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Corolario 4.67. Si f, g:$' — 8! son homotdpicas punteadas, entonces ind(f)=ind(g).

Demostracion. Sea H:$! x [0, 1] — $! una homotopia punteada de f a g. Por la proposicién
4.29, H=Ho (m,1d):[0,1] x [0,1] — $! es una homotopia punteada de fom a gon. Por el teorema
de levantamiento de homotopias, sea H:[0,1] x [0,1] — R un levantamiento de H. Restringiendo
Ha [0,1] x {0} ¥ [0,1] x {1} se obtienen levantamientos para fom y gom respectivamente y por

~ ~ ~ ~

tanto ind(f)=H(1,0) — H(0,0) y ind(g) =H(1,1) — H(0,1). Defina

h:[0,1] — R
t — H(1,t)—H(0,t)

Se afirma que h(t) € Z para toda t € [0, 1]. En efecto, note que

e(H(1,t)) = H(1,t)
= Ho(m Id)(1,t)
= H(r(1),t)
e(H(0,t)) = H(0,t)
= Ho(mId)(0,t)
= H(m(0),1)

Como (7(0),t) = (7(1), t) para toda t € [0, 1], entonces e(H (0,t)) = e(H(1,t)), de modo que H(1
t) — H(0,t) € Z. Entonces h es continua y por tanto constante, luego ind(f) = h(0) = h(1)
ind(g).

Ol

Corolario 4.68. 71($!) es no trivial.

Observacion 4.69.

1. El corolario 4.67 muestra que la funcién

deg: m($!) — Z

esta bien definida. Mas atn, de acuerdo al ejemplo 4.64, dicha funcion es sobreyectiva.

Del proximo teorema se obtendra que deg: 71 ($') — Z es inyectiva. Esto, junto con el hecho de
que ind( fn# fm) =ind(f,) + ind(fm), permitira establecer un isomorfismo de grupos entre (%)
y Z.

Teorema 4.70. Si f, g:$' — 8! son funciones punteadas tales que ind(f) =1Ind(g) entonces
f~.g.

Demostracion. Teniendo en cuenta que f(7(0)) =7(0)= g(7(0)), por el teorema de levantamiento
de caminos para fom, gom:[0,1] — $!, existen f, §:[0,1] — $* tales que eo f = fom,e0j=gor,

donde, sin pérdida de generalidad, se puede tomar f’(O) §(0). Por tanto,

F(1) = Ind(f)+ f(0)
= Ind(g)+ §(0)

= g(1)

Como R es convexo, la funciéon

~

m:00,1]%[0,1] — R
(s,8) +— tg(s)+ (1 —1)f(s)
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es una homotopia de f a g, donde

H(0,t) f(0
= (0
H(1,t) = 9(1)
= f(1)

para toda ¢ € [0, 1]. Considere la funcion
eoH:[0,1]x [0,1] — &

Es claro que eo H es continua. Ademas, como

~

c(H(s,0)) = e(f(s))

e(H(s,1)) = e(§(s))

entonces eo H: for~ gon(s). Mas atn, dado que

e(H(Lt) = e(f

para toda t € [0, 1], de la proposicion 4.29 se sigue que la funcion
H:$'x[0,1] — $!
(w(s),t) — H((w(s),t))=eoH(s,1)
es continua, unica tal que Ho (m,Id)=eo H, vy H: f~.g. a
Corolario 4.71. La funcion deg: m1($') — Z es inyectiva.

Corolario 4.72. La funcion deg: 71($') — Z es un homomorfismo de grupos.

Demostracion. Dadas [f]., [g]« € m1($1), con n=deg([f]«) y m =deg([g]«), se tiene

ind(f) = n

= ind(fn)
ind(g) = m

= ind(fm)

de modo que [f]«=[fn]« ¥ [g]« = [fm]« por el teorema anterior. Asi,

deg([f]-®[gl-) = deg([fn]«®[gm]+)
= deg([fn# fml«)
= ind(fa#fm)
= ind(f,) +ind(fm)
= n+m

= deg([f]+) + deg([g]+)
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O

De todo lo anterior se concluye que deg: m1($!) — Z es un isomorfismo de grupos. En conse-
cuencia, m1($') es ciclico infinito.

Ejemplo 4.73. Recuerde que el cilindro corresponde al espacio $! x [0, 1]. Por compatibilidad
con productos, m,($! x [0, 1]) = 7,($1) x 7,([0, 1]), para todo n € N. En particular,

mi(81x [0,1]) = my($) x m([0,1])
Z x {0}
Z

1 e

Ejemplo 4.74. Como el toro T = $* x S, entonces 7, (T) = m,($!) x m,(3!). En particular,
m1(T) 2 ($1) x m1($Y) 2 Z x Z. Note que Z x Z no es un grupo ciclico: si existen a,b € Z tales
que Z X Z={(a,b)), entonces, en particular, existen n, k € Z tales que

n(a,b) = (0,1)

k(a,b) = (1,0)

lo cual implica que a=b=0, esto es, Z x Z={(0,0)), lo cual es absurdo. Este hecho permite concluir
que $! y el toro T no son homotépicos y por tanto no son homeomorfos.

Ejemplo 4.75. Del ejemplo 4.15 se obtiene que m(R?\{0,0}) = m($*) X Z.

Ejemplo 4.76. Sea p R y considere el espacio R\{p}=(—o00,p)U(p,0). Es claro que R\{p} no
es conexo por caminos. Si f, g: ($%,7(0)) — R\{p} son funciones punteadas entonces f($), g($'),
son conexos por caminos, lo cual implica que f(($'), g($!) C (=00, p) 6 f(($Y), 9($1) C (p, ),
dependiendo si el punto base se encuentra en (—oo,p) 6 (p,o0). En cualquier caso se obtiene que
f >~ g pues (—oo, p), (p,0), son convexos. Asi, m1(R\{p}) = {0}. De este hecho y el ejemplo
anterior se sigue que R?\{0,0} y R\{p} no son homotépicos y por tanto no son homeomorfos. A
su vez esto implica que R? y R no son homeomorfos.

El siguiente ejemplo justifica la observacién hecha en 4.20:

Ejemplo 4.77. Sea A={(x,sen(1/z))|0<a <1}, B={0} x[0,1] y C una circunferencia en el
segundo cuadrante tangente al eje y en el punto (0,1). Considere el subespacio X = AUBUC de
R? representado en la figura 4.6:

-1

Figura 4.6. Subespacio X
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Como A es homeomorfo a (0, 1] por medio de la proyecciéon canénica
TlarA — (0,1]
(x,sen(l/z)) — x
y (0,1] es convexo (y conexo por caminos), entonces de la proposicion 4.28, corolario 4.48 y teorema
4.57 se sigue que m1 (X, zo) 2 m1((0,1]) 2 {0}, para cualquier punto xg € A. Por otro lado, como C
es homeomorfo a $* se sigue m1(X, (0,1)) = Z.
Observacion 4.78.
1. Se puede demostrar que para toda n € N,

N Y/ sit=n
mi($ ):{ {0} sii<n

Para i > n el problema de determinar m;($") sigue abierto. Por ejemplo, se puede probar
que 73($2) = 7Z, lo cual indica que dicho grupo puede ser no trivial.

2. Usando el hecho anterior se puede probar que R™ X IR™ si y solo si n=m. En efecto, es
claro que si n=m entonces R~ R"™. Para la otra implicacién, suponga R~ R™. Entonces
R™\{(0,...,0,)} ZR™\{(0,...,0,m)}, lo cual implica, por el ejemplo 4.15, que

(S 1) mi(R™{(0,...,0,)}) sn—1>1

mi(R™\{(0,...,0m)})
ﬂ.i(S'nL—l) 7m_121

1211

12

para todo 7 € N. Suponga n <m. Usando el resultado en 1 para i=n —1,m — 1, se obtiene

ﬂ.n_l(Sn—l)
ﬂ.n_l(Smfl)

Z
{0}

esto es, 37! y $™ ! no pueden ser homotépicos y por tanto no pueden ser homeomorfos.
Esto a su vez implica que R™\{(0,...,0,)} vy R™\{(0,...,0,)} no pueden ser homeomorfos,
de donde se sigue que R" 2 R™. El mismo resultado se obtiene cuando m <n. Se concluye
entonces que m=n.

e

3. Como consecuencia de 2 y del item 2 de la observacion 3.2 se sigue que una n-variedad
topologica conexa no puede ser una m-variedad para n #m.

El siguiente teorema es una aplicacion interesante del grupo fundamental:
Teorema 4.79. No eziste una funcion continua f:B2— $! tal que f(z) ==, para toda v € $'.

Demostracion. Suponga que existe f: B2 — $! continua tal que f(z)=x, para toda x € S
Como la inclusién i: $' —— B2 es continua y f(x) =z, para toda x € $!, entonces foi:$* — $!
es la identidad. Por funtorialidad de 7, se sigue

mi(foi) = m(f)om(i)
= m(Idg)
== Idﬂ-l(gl)

Como B? es convexo entonces m1(B?) es trivial, luego 71 (i): m1($1) — 71(IB?) es el homeomorfismo
trivial, lo cual implica que m1( f) omy(i) es también el homeomorfismo trivial, esto es, Id,, (g1) es el
homeomorfismo trivial, lo cual es absurdo ya que 71($') no es trivial.

Definir de manera rigurosa el concepto de orientabilidad de una superficie no es un procedi-
miento sencillo, pero esto puede lograr a partir de 1 concepto de grado de un homeomorfismo de una
region plana. Para esto, se debe definir primero el concepto de grado de una funcion en el plano:
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4.3 Grado de una funcién en el plano

Definicion 4.80. Sea D CIR? abierto y p: D — R? una funcién continua. Se dice que f es regular
en 2o € D, si existe un abierto V.C D tal que zo € V'y ¢(z) # ¢(20), para todo z € V\{zo}.

Observacion 4.81.

1. De acuerdo a la definicién 4.80, siendo V una vecindad abierta de zy entonces existe r >0 tal
que B(zp,7) CV en cuyo caso ¢(z) # ¢(20) para toda z € B(z,7)\{20}. Asi, puede decirse
que f es regular en zg si existe una bola abierta B tal que zg € B'y ¢(2) # ¢(20), para todo

z€ B\{z0}.
RZ
—
V

Figura 4.7. funcién regular

Sea ¢: D — R? regular en zy. Entonces existe r >0 tal que Q={2€VI[0< ||z — 2| <r}C D
v ¢(2) # ¢(z0) para todo z € Q. Note que p(2) C Q' =R?\{¢(z0)}. Considerando la restriccion ¢:
Q — €, ¢ induce un homomorfismo de grupos

m1(p): 1 () — w1 ()

Como €, 9, son homoto6picos punteados a $* entonces (), 71(Q’), son ambos isomorfos a Z, es
decir, son grupos ciclicos infinitos. Por tanto, el homomorfismo 71(¢) se puede determinar a partir
de la imagen del generador de m1(2)42. Sean [a]. € m1(£2), [5]« € m1(Y), respectivos generadores
donde « es un lazo en Q y (3 es un lazo en §’. Asi, existe d € Z tal que

mi()([al) = [B]?

Note que si d=0, entonces m1(¢p) es el homomorfismo trivial mientras que para d#0, m1(¢)(71(€2))
es el subgrupo generado por [G]¢. El valor d se llama grado de ¢ en z, el cual se denota por
d(¢).,- Como € es conexo por caminos entonces d no depende del punto base de o y por tanto
tampoco depende de Q.

Si una segunda funcion ¥ es regular en wo= ¢(zp) entonces es facil verificar que 1 o ¢ es regular
en zg. Mas atm, si [o(a)] = [8]4P)=0 y [4(8)] = [y]“¥)*0, entonces

[(bop)(a)] = [¢¥(p(e)]

esto es, d(1 0 ©) ., =d(V)w, d(¥)z,- Ademas, es inmediato que d(Idgz) =1.

4.2. Recuerde que si G es un grupo ciclico infinito con generador g, H un grupo cualquiera y h € H, entonces
existe un homomorfismo unico f: G — H tal que f(g) = h, definido por f(g™)=h".
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Ahora suponga que D C R, es una regién (abierto y conexo) y ¢: D — (D) un homeomor-
fismo. Note que si ¢(D) es abierto entonces se puede definir el grado de la funcién inversa o1
©(D) — D (¢! es también regular), en cuyo caso, como la funcién identidad tiene grado 1, se

obtiene

d(@)zod(cpil)go(z()) = d(¢05071>

Asi, d(¢),,==+1. De hecho, por el teorema de invarianza del dominio*3, siempre se tiene que ¢(D)
es abierto. Se probar4, sin usar este hecho, que d(¢) es constante en D siempre que ¢(D) tenga
interior no vacifo. Para esto sera preciso considerar lo siguiente: Si Q= {z€R?|0< ||z — 2] <7}
es una bola perforada y f:m1(Q2) — 7Z es un isomorfismo de grupos, dada [a] € m1(§2), se puede
definir el #ndice de a en zp, denotado por ind(a, zp), como

ind(a, 20) = f([o])

Con base en esta idea y el hecho de que €, $*, son homotépicos punteados, se tiene que ind(a,
z0) =ind(a’, z0) si y solo si a~,a’. En efecto, sea zo € D fijo y ©,Q', a, 3, como antes. Entonces
m1(9)([a]) = [8]4¥)=0, de modo que ind(poa, ¢(z)) =d(p)=,. Sea 21 suficientemente cerca de z
tal que ind(a, zp) =ind(a, z1) =1 y ind(po a, ¢(z0)) =ind(po o, p(z1)) =d(®),- A fin de definir
d(p).,, se usa un bola perforada Q; centrada en 21, el plano perforado Q] en ¢(z1) y generadores
ay, 01 de m1(Q1) y m1(21) respectivamente.

Como ¢ es un homeomorfismo, la tunica restriccion de €5 es estar contenido en D. Por tanto,
si z1 esta suficientemente cerca a zg, a C 21, lo cual implica que a~, a7 en Q1 y poa~,poa; en
Q1; luego

ind(poar, ¢(z1)) = ind(poa, p(z1))
= d((p)zo

Asi, m1(¢)([a1]) = [B]4¥)20 en Qf, de donde se concluye que d().,=d(p)=,. Se tiene entonces una
funcién
d(p): D — {-1,1}
z = d(e):
que es localmente constante (para todo punto existe un abierto que lo contiene donde d(¢) es

constante). Como D es conexo, d(¢), es constante. Mas aun, de acuerdo al teorema de invarianza
del dominio, se concluye que d(p), ==+1.

Con base en los hechos anteriores se tiene:

Definicién 4.82. Sea D un dominio y p: D — (D) un homeomorfismo. Si d(p)=1, se dice que
 preserva el sentido. Si d(p)=—1, se dice que ¢ reversa el sentido.

4.4 Superficies orientables

Definicion 4.83. Sea M una superficie. Un subconjunto V C M se denomina una region plana,
si existe un homeomorfismo h: V. — R2. Se dice que dos de tales homeomorfismos h1: V —s R?,
ho: V —R2, son equivalentes, lo cual se escribe como hy~ hg, si y solo si hyohy': R? — R?
tiene grado 1.

4.3. El teorema de invarianza del dominio establece: Si U es un subconjunto abierto de R™ y f: U — R™ es
una funcién continua e inyectiva, entonces V = f(U) es abierto y f:U — V es un homeomorfismo. Cabe senialar
que una de las consecuencias de este teorema es el teorema de invarianza de la dimension.
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Observacion 4.84.

1. ~ define una relaciéon de equivalencia en el conjunto de homeomorfismos con dominio en V'
que efecttian tales mapeos. En efecto,

e Reflexiva: Si h: V — R? es un homeomorfismo entonces ho h~! =IdR2, de modo que

d(hoh™") = d(ldg:)
=1

e Simétrica: Si hy ~ ha, entonces d(hq o h{l) =1, luego

d(hgohy') = d(hg)d(hi")

|
.

e Transitiva: Si hy~hy y ho~ hs, entonces d(hyohs ') =17y d(hgohz') =1, luego

d(hiohs?) = d(hjohy ohgohsy?)
d(hiohy ) d(haohs™)
= 1-1

=1

2. Dados homeomorfismos h1, hao: V — R?, se tiene entonces que d(hj o h;l) ==1. Por tanto,
hi, he no estan en la misma clase si y solo si d(hjo hgl) = —1. Esto muestra que existen
exactamente dos clases de equivalencia.

3. Si h: V — R? es un homeomorfismo, entonces se define la funcién
h:V — R?
v — h(z)=h(z)

donde (z,y) = (z,—vy), conocida como conjugacion. Es facil ver que h es un homeomor-
fismo pues es la composiciéon de un homeomorfismo con una reflexién respecto al eje x.

4. h'y h no estan en la misma clase de equivalencia. En efecto, si (z,y) € R?*y z=h"!(z,y),

entonces h(z) = (x,y) y por tanto h(z) = h(z) = (x, —y); luego como
hoh™\(z,y) = (z,~y)
entonces hoh~! es la conjugacion. Considerando
ho ™ RA\{(0,0)} — R*\{(0,0)}

y sabiendo que a:[0,1] — R?\{(0,0)}, a(t) = (cos(2mt),sen(27t)) es generador de 7 (R?\{(0,
0)}), se observa que

(hoh=Y)(a(t)) = (cos(2nt), —sin(27t))
= (cos(—2mt), sin(—2nt))
= a(t)

donde & es el camino opuesto de . Por tanto,

[(hoh™ D) ()]s =

EIE)
*|*

luego, recordando que [(hoh™1)(a)]. = [a]f(ﬁohil), se concluye que d(hoh™!) = —1.
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T
PN,

Figura 4.8. Conjugacion

Definicion 4.85. Sea V una region plana de una superficie M y h: V —s R? un homeomorfismo.
La eleccion de una de las dos clases de equivalencia, [h] J [h], se llama una orientacion de V.

En lo sucesivo se hara usara la notacion o(h)(6 o(h)) para indicar cuando V esté orientado.

Sea M una superficie, V una regiéon plana de M y W CV una subregion de V(W CV abierto
tal que W es homeomorfo a IR?). Se desea inducir una orientacion en W a partir de una orientacién
o(h) de V. En efecto, como h: V — R? es un homeomorfismo, entonces hoi: W — h(i(W))
es un homeomorfismo, donde i: W —— V es la inclusion. Dado que W =~ R?, por transitividad
h(i(W)) = R2 Sea f:h(i(W)) — R? un homeomorfismo tal que d(f)=1. Entonces k= fohoi:
W — R? es un homeomorfismo. La orientaciéon o(k) en W se denomina la orientacion inducida
por la orientacion o(h) en V, la cual se denota por o(hw).

Figura 4.9. Orientacién inducida

Definicion 4.86. Si Vi y Vo son dos regiones planas de una superficie M y cada una tiene una
orientacion o(hy) y o(h), se dice que dichas orientaciones son compatibles si ViNVa£ & y o(hy),
o(h1), inducen la misma orientacion en cada subregion comain.

pi=h,

Figura 4.10. Orientaciones compatibles
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Definicion 4.87. Una superficie M es orientable si existe un cubrimiento abierto de M por
regiones planas tal que es posible asignar a cada region plana una orientacion de modo que todo
par de regiones planas superpuestas tienen orientaciones compatibles.

Observacion 4.88.

1. La orientabilidad de una superficie es un invariante topologico. En efecto, sean M y N
superficies, M orientable y : M — N un homeomorfismo. Como M es orientable entonces
existe un cubrimiento abierto {U,}acr de M y una familia de homeomorfismos {hy: Uy, —
R?} e tales que la orientacion en cada U, es o(h,) (se podria considerar la orientacion
0(he), pero como hg: Uy — R? es homeomorfismo y 0(ha) # 0(ha), no se pierde generalidad
en suponer que la orientacion en U, siempre es o(hy)) y las orientaciones son compatibles,
es decir, si a, B € I son tales que Uy,NUp# @ y Uyp es una subregion de U, N Ug, entonces
o((ha)v.s) = o((hg)u.s)- Se desea probar que N también es orientable. En efecto, note
primero que la familia {V,} e, donde V,,= ¢(U,) para cada « € I, es un cubrimiento abierto
de N por regiones planas ya que para cada a € I, V,, es abierto y ko, =hyo0 gp|[}i: Vo — R?
es un homeomorfismo.

Para cada « € I, considere en V, la orientacion o(k,). Se desea ver que dichas orientaciones
son compatibles: Si a, 5 €I son tales que Vo NVg# @ y Vg es una subregion de V, NV
entonces o((ka)v,,,) =0((kg)v,,). Para ver esto, sea Uys = ¢~ (Vap). Entonces Uyg es una
subregion de U, N Ug de modo que o((ha)v. ) =0((hs)u.,), esto es,

d((ha)va.s© ((hﬁ)UQB)fl) =1
Luego, como
d((ka)vaso (ks)vas) ™)) = d(((ha)vaso@lus,) o (hg)uaso@lu,) ™)

(
d((ha)Uas (#1050 0lUas) © (hg)Uas) ™)
h

= d((ha)v.;o((hg)u.s) ")
-1

entonces o((ka)v, ) =0((kg)vas)-

2. A fin de orientar una superficie M, es suficiente orientar todas las regiones planas que
pertenecen a algin un cubrimiento abierto de M por regiones planas.

3. Se puede probar que $? y T? son orientables, mientras que RIP? y la botella de Klein no
son orientables.

4. Si M es una superficie con frontera, se dice que M es orientable si y solo si Int M es orientable.
En este caso, se puede probar que una orientaciéon de Int M induce una orientacion en OM .
Se puede probar que la banda de M&bius es una superficie con frontera no orientable. Para
maés detalles consulte [3, pagina 24].






Capitulo 5
Simplejos, complejos y triangulaciones

Una de las ideas clave que permite clasificar las superficies compactas tiene que ver con el hecho
de que las superficies (con frontera o sin frontera) se pueden triangular. Intuitivamente, una
superficie se dice triangulable si es homeomorfa a un espacio obtenido al pegar triangulos a lo largo
de sus aristas. Para definir esta idea de manera rigurosa se debe definir primero el concepto de
complejo simplicial, el cual es una extension de la nocion de poliedro. La primera prueba de que
toda superficie es triangulable fue establecida en 1925 por el matematico hungaro Tibor Rado.
Los detalles involucrados en la demostracion de este resultado son bastante técnicos, razén por la
cual se omitird aqui; para mas detalles constltese [7]. La idea detras de la prueba es la siguiente:
Como una superficie compacta es localmente homeomorfa a R? entonces ésta puede cubrirse con
un numero finito de tridngulos. El resultado no es necesariamente un triangulacion de la superficie
porque algunos de los triangulos quiza no se intersectan de manera apropiada, pero es posible (esta
es la parte mas dificil del teorema) reorganizar y subdividir los triangulos para que el resultado
sea un triangulacion de la superficie.

Sea M una superficie compacta triangulada. Para ver como M da lugar a una representacion
poligonal se hace lo siguiente: Se parte de un tridngulo en el cual se identifica una arista que es
compartida por otro tridngulo. Al pegar estos tridngulos a lo largo de dicha arista se obtiene
un poligono de cuatro lados el cual es homeomorfo a una bola cerrada en R2. Ahora, entre los
triAngulos restantes en M, al menos uno estard pegado a una de las aristas que conforman la
frontera de este poligono. Pegando este triangulo con el poligono a lo largo de la arista mencionada
se obtiene nuevamente un poligono el cual es homeomorfo a una bola cerrada en R?. Este proceso
continua hasta que todos los tridngulos hayan sido identificados juntos en un poligono homeomorfa
a una bola cerrada de R? y con pares de aristas identificadas en la frontera. En la figura 5.1 se
describe este procedimiento.

Figura 5.1.
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5.1 Simplejos y complejos simpliciales

Considere R™ como espacio vectorial euclidiano con la topologia usual. Un subconjunto S={z1,...,
xr} de R™ se dice linealmente independiente si para escalares arbitrarios ag, ..., oy, la condicion

k
Zaixi =0
implica que O(,L-ZO para todo ZZl,,kj =1

A partir del concepto de independencia lineal se puede definir el concepto de independencia

geométrica de un conjunto de puntos {ao,...,ar} en R"
Definicién 5.1. Un conjunto A={ayg,...,ax}, k>1, de puntos de R™ se dice geométricamente
independiente si el conjunto S={a1 —ay,...,ar —ag} de vectores en R™ es linealmente indepen-

diente. Un conjunto que consta de un solo punto se considerard geométricamente independiente.

Ejemplo 5.2. Considere el conjunto {ag, a1, az} de puntos en R2 Este serd geométricamente
independiente si el conjunto de vectores {a; — ag, az — ap} es linealmente independiente, esto es, si
uno no es multiplo escalar del otro (los vectores no son paralelos). Asi, {ag, a1, a2} serd geométri-
camente independiente si los puntos ag, a1, a2 no son colineales.

En general, para n suficientemente grande, k+ 1 puntos seran geométricamente independientes
en R"™ si no existe un hiperplano de dimension k — 1 que los contenga. A fin de probar este hecho
primero debe definirse lo que se entiende por un hiperplano de una dimensién dada.

Definicion 5.3. Un subconjunto H de R"™ es un hiperplano k-dimensional si existe un punto
x €R" y un subespacio k-dimensional V* de R™ tal que

H=z+VFk

La proxima proposicion aclara el uso del término geométricamente independiente y la indepen-
dencia del orden de los puntos de la definicién correspondiente.

Proposicion 5.4. Un subconjunto A={ag,...,ar}, k>1, de R™ es geométricamente independiente
si y solo si no existe un hiperplano de dimension k —1 que contiene todos los puntos de A.

Demostracion. Sea A ={ay, ..., ar} geométricamente independiente y suponga que existe un
hiperplano H*~! tal que A C H*~!. Si esto es cierto, entonces existe € R™ y un subespacio
VF=1 de dimension k — 1 tal que ag, ..., ar €z + VF~1 lo cual implica que ap—x,...,ap — 2 €
VE=1 Restando el primer vector a los demas se obtiene que a; — ao, ..., ar — ag € V¥~1. Por
tanto, V*~1 que es de dimension k — 1, contiene k vectores linealmente independientes, absurdo.
Reciprocamente, suponga que {a; — ag, ..., ar — ap} es linealmente independiente. Entonces el
subespacio generado por estos vectores es de dimension menor o igual que k£ — 1. Por tanto, se
puede asumir, agregando vectores si es necesario, que existe un subespacio V¥~1 de dimension
k —1 tal que {a; —ao,...,ar —ag} C V*¥~1 Luego, el hiperplano H*~!=ao+ V*~! contiene a ag
y por tanto a a;=ag+ a; —ag para cada ¢=0, ...,k , lo cual es una contradiccion. g

La condicién de independencia geométrica se puede expresar de manera algebraica y en términos
de sus elementos.

Proposicion 5.5. Un subconjunto A={ag,...,ar}, k>1, de R™ es geométricamente independiente
st y solo st para reales ay, .. .,ar, las condiciones

k
1. Zaiai:O
1=0

k
2. ZOQ:O
i=0
implican que a; =0 para todo i=0,1,2,..., k.
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Demostraciéon. Sea A geométricamente independiente, es decir, {a; — ag, ..., ar —ap} es lineal-
mente independiente. Despejando «g de la segunda condicién y sustituyéndolo en la primera
condicién se obtiene

k
(—og—ag— - —ag)ag+ Zaiai =0
es decir, =0
k
Zai(ai —ap)=0
i=1
lo cual implica que o; =0 para todo i=1,..., k. Mas atn, cg=0 de acuerdo a la segunda condicion.

Reciprocamente, suponga que se cumplen las condiciones del enunciado y asuma que

k
Zﬁz‘(az‘ —ap) =0
im1

para algunos reales ;. Entonces se tiene

k k
—<Zﬁi>ao + Zﬁiai =0
im1 im1

k
Haciendo fyp=—>_ 3, se obtiene que
i=1 &
Zﬁiaz‘ =0
y i=0
k

S

i=0
de modo que ; =0, para todo i=0,1,..., k. g

La siguiente proposiciéon muestra que cualquier conjunto geométricamente independiente de
puntos en R™ determina un tnico hiperplano de R"™ que pasa a través de ellos.

Proposicion 5.6. Sea A={ayg,...,ar}, k>1, un conjunto geométricamente independiente de R".
Entonces existe un inico hiperplano k-dimensional que pasa a través de todos los puntos de A.

Demostracion. La existencia es inmediata porque, si V¥ es el subespacio de R"™ generado por el
subconjunto linealmente independiente {a; — ao, ..., ar —ao}, entonces el hiperplano H* =ag+ V*
es k-dimensional y pasa a través de todos los puntos de A. Para la unicidad, suponga que existe
otro hiperplano F* el cual contiene a todos los puntos de A. Por tanto, existe un subespacio W* de
dimensién k y 2 € R™ tal que F¥ =z +WP¥. Como ay,...,ar € F¥, entonces existen wy, ..., wy € W¥
tales que a; =z +w;,i=0,..., k, en cuyo caso se obtiene que a; —ag€ W¥, i=1,..., k, de modo que
V¥ es un subespacio de W*. Mas atin, como ambos subespacios poseen la misma dimension se tiene
que VF=WP*. Luego, considerando la relaciéon médulo V* en R™, se observa que las clases laterales

HF = ao-i-Vk
FF = x4+ Vk
son tales que A C H*N F* de modo que H* = F* O

La siguiente proposicién muestra como son las coordenadas de los puntos del hiperplano H*
en términos de los puntos de A.

Proposicion 5.7. Sea A={ag,...,ar}, k>1, un conjunto geométricamente independiente de
R™. Entonces cada punto h del hiperplano k-dimensional determinado por A se puede expresar de

manera Unica como
k
h= E (71073
i=0
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donde

Demostracion. Si h es cualquier punto del hiperplano determinado por A, entonces de la propo-
sicion 5.6 se sigue h es de la forma

k
h=ao+ Zai(ai — ap)
i=0

donde los «; son numeros reales tinicos. Por tanto, h se puede expresar de manera tinica como

k k
h = (1 — ZOQ)GO + Zaiai
i=1 i=1
k k
= agao+ Y i ap=1->
i=1 i=1
k
i=0
k
donde > a;=1. |

=0

El siguiente concepto de coordenadas baricéntricas es importante pues permite definir el con-
cepto de simplejo, su interiro y su frontera, ademas de establecer sus propiedades.

Definicién 5.8. Sea A={ay,...,ar} un conjunto geométricamente independiente en R™ y h un
punto en el hiperplano determinado por A. Si

k
h= E (71073
i=0

donde

entonces al vector (ay,...,a) se le denomina coordenadas baricéntrias de h respecto al conjunto

A.

Observacion 5.9.

1. Observe que las coordenadas baricéntricas de un punto pueden ser valores reales arbitrarios.

Ejemplo 5.10. En el espacio euclidiano R?, considere los puntos ag = (2,0, 0), a; = (0,3,0). El
hiperplano 1-dimensional determinado por el conjunto {ag, a1} es la recta £ que pasa por dichos
puntos (Fig. 5.2a). Note que los punto h que se encuentran estrictamente en el segmento de recta
determinado por ag, a1, a saber, los puntos de la forma

h = ao+t(ar— ao)
(I1—t)ap+tay 0<t<1

poseen coordenadas baricéntricas positivas. Las coordenadas baricéntricas de los puntos ag, a1,
son (1,0) y (0,1) respectivamente. Para h = agag+ a1a; en ¢, donde ag+ a1 =1, ap >0, 1 <0, se
tiene que h se encuentra a la izquierda del punto ag. Si ag <0, a; >0, entonces h se encuentra a
la derecha de a;. De manera similar, si {ag, a1, a2} es un conjunto geométricamente independiente
en R™, n > 2, entonces para ntmeros reales positivos ag, a1, aa, tales que

agt+or+ay =1
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el punto
h = apag + ara1 + asas
se encuentra en el interior del tridngulo con vértices en ag, a1 y a2 (Fig. 5.3b). En efecto, note que
h = apap+ ar1aq + asas
= apao+ (1 —ag)[(ar/Nar+ (az/N)as] ;A=1—ap
luego, dado que
p = (a/Nar+(a2/N)az
= a1+ (o /(a1 +az))(az —a)

es un punto en el interior del segmento entre a; y as entonces h es un punto en el interior del
segmento de lineal entre ag y p. Note que para un punto en la frontera del tridngulo, las coordenadas
baricéntricas son no negativas y al menos una es cero. Las coordenadas baricéntricas de ag,a; y

as son (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1) respectivamente. Las coordenadas de un punto por debajo de la
linea que une a ag y a1 y opuesto a as , son tales que ag >0, a1 >0, as <0, etc.

Q,

Figura 5.2.

Con base en el ejemplo anterior se tiene:

Definiciéon 5.11. Sea A={aq,...,ar} un conjunto geométricamente independiente en R™, k <n.
El simplejo geométrico k-dimensional o k-simplejo generado por A, denotado por {aq,...,ar)
o simplemente o®, es el conjunto de puntos x € R™ tal que

k
xTr = E (671073
—o
donde !
k

Zaiil ,04120

. i=0
para todo 1 =0, ... k.
Definicion 5.12. Sean o9, 0P, p < q <n, simplejos en R™. Se dice que oP es una cara p-
dimensional de 04 si cada vértice de oP es también un vértice de 0. Si ademds p < q, se dice que
o? es una cara propia de 0. Toda cara propia de un k-simplejo o* que es un k — 1-simplejo se
denomina una cara frontera de o*. La union de las caras frontera de o* se denomina la frontera

de 0%, la cual se denota por dc*. El interior de o*, el cual se denota por Int(c*), se define como
Int(c*) = ¥\ do*.

Observacién 5.13.
1. Note que para un 0-simplejo o = (ag), do =& y Int(o) = (agp).

2. Oo* consiste de todos los puntos x € ¥ tal que al menos una de las coordenadas baricén-
tricas de  es cero. Por tanto, Int(c*) consiste de aquellos puntos de o cuyas coordenadas
baricéntricas son estrictamente positivas. Para cada x € ok = (ag, - ..,ar), existe una anica
cara 7 de o* tal que x € Int(7), a saber, la cara generada por los puntos a; para los cuales
a; >0, donde (ap, ..., ax) son las coordenadas baricéntricas de .
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3. Observe que los interiores de cualquier par de caras de un k-simple o* son, o bien idénticos,
o bien disjuntos. Por tanto, cualquier k-simplejo o se puede escribir como la unién disjunta
de los interiores de sus caras.

4. El k-simplejo, (e, ... ,ex), donde eq, ..., ek, es la base canénica de R*! se denomina el k-
simplejo estdndar, el cual se denota por A*. Note en este caso que
k
Ak = (ao,...,an)eRk+1|Z oa;=1;0;>0,0<1<k
i=0

Ejemplo 5.14. Un 0-simplejo {ap) es simplemente un punto. Si ag, a1, son puntos distintos en
RR™ entonces el 1-simplejo (ag, a1) es el segmento de recta determinado por los puntos {ag, a1}
Para el conjunto de puntos geométricamente independiente, {ag, a1, as}, el 2-simplejo {(ag, a1, as)
es un triangulo (con su interior), cuyos vértices son ag, a1 y as. Si {ag, a1, az2,as} es un conjunto
geométricamente independiente entonces el 3-simplejo (ag, a1, a2, as) es un tetraedro sélido con

vértices ag, a1, as y as.
a’:!
(LI
i j (1,] (],2
(I/“ (I,2 (l,”

Figura 5.3. Ejemplo de simplejos.

a, @ G o—— @

Ejemplo 5.15. Cualquier cara 0-dimensional de o9 es simplemente un vértice de o?. Una cara
1-dimensional de un simplejo es usualmente llamada una arista de dicho simplejo. Si considera el
3-simplejo 03 = (ag, a1, ag, as), entonces o3 tiene cuatro O-caras, seis aristas, cuatro 2-caras propias
y una 3-cara que es precisamente o°.

Proposicién 5.16. A* es compacto.

Demostracion. Si x € A¥= (e, ..., e), entonces existen escalares tinicos oy, . .., oy, tales que

k k
x:Zaiei ;Zaizl ;0<a; <1
i=0 i=0

luego

[Eal

k
E Q€4
i=0

IN

k
> o fles]
i=0

k
= E o
=0

=1

Asi, A¥ es acotado. Por otro lado, como A™ es la imagen inversa de {1} de la funcién continua
(constante)

fiam — R

k k
E ;e H—— f E ;e | = E o = 1
=0 =0 %
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entonces A¥ es cerrado. Por tanto, A* es un subconjunto acotado y cerrado de R¥*!, es decir, A*
es compacto. O

k

Proposicién 5.17. o* es homeomorfo a A*. Entonces o* es compacto.

Demostraciéon. En efecto, sea 0% = (ao,...,ar) CR™, k <m. Si H* es el hiperplano determinado

por el conjunto geométricamente independiente {ao, ..., ax}, entonces la funcion

fiHF — RFH!

k k k
E aa; —— f E Q0 =§ Qe
i=0 i=0 1=0

es continua. En efecto, como {ay,...,ar} es geométricamente independiente entonces el conjunto
A={by,...,b},bi=a; —ag,i=0.,..., k, es linealmente independiente. Si k =m, entonces A es una
base de R™. Si k <m, entonces se pueden afiadir vectores bgi1,...,bm, a A tal que {b1,..., by}

es una base de R™. Considere ahora la asignacion

fla;)— flag) si 1<i<k
g(bi) =
0 si k<i<m

la cual da lugar a una tnica transformacion lineal g:IR"™ —s RF*1 que es continua. Mas atn, Para

(G (£

k
= (Zal a; — ap +a0> ,Zazfl

i=1

k k
r=3 " ,oa; € H" se observa que

k
= 9(2 OéibiJFaO)

i=1

= Z azg +g aO)

ai(f(ai) — f(ao)) + g(ao)

[
E

1

-
[l

ai(f(ai) — f(ao)) + g(ao)

|
\M?r

{,
Il
=]

k k
- (Z ozz-f(ai))f(ao)Jrg(ao) 3 =1
=0

=0

|
~

(Z aiai> — f(ao) + g(ao)

i=0

= f(x) = f(ao) + g(ao)



114 SIMPLEJOS, COMPLEJOS Y TRIANGULACIONES

Definiendo yo= f(ao) — g(ap) en la ultima igualdad se obtiene

esto es, para todo x € H* se tiene que
f(@)=g(x)+yo

lo cual implica que f es continua pues es la suma de una funciéon continua méas una constante. Por
tanto,

flowia® — f(o®)

también es continua. Mas atn, como {eg,...,ex} es una base de R¥*1y f(o*) = A* entonces f|,x
. . . 1 . .- .. .
es biyectiva con inversa f| i continua (se puede utilizar un argumento similar al anterior para

-1 ., . ey
probar que f| i también es continua), esto es, f|,+ es un homeomorfismo. De la proposicion 5.16

k

se concluye que o” es compacto. O

Proposicion 5.18. Sea H* el hiperplano determinado por el conjunto geométricamente indepen-
diente {ag,...,ar} CR"™ k<n. La funcién
pi HY — R

(QOV"aak) — Q;
denominada la i-€stma proyeccion baricéntrica, es continua.

Demostracion. Considere los vectores eq,..., e, de la base canonica de R¥+1. Por la proposicion
5.17 existe una funcién continua f: H* — R**! definida por

k
flaoao+ - +agar) = apgeo + - -+ + apex ;Z a;=1
S i=0
1
m: RFI— R

es la proyeccién candnica en la i-ésima componente entonces es claro que p; =m; 0 f es continua. [J

Proposiciéon 5.19. Sea k<n, o¥=(aq,...,ar) CR"™ un k-simplejo y H* el hiperplano determinado

por el conjunto geométricamente independiente {ay,...,ar}. Entonces Int(c*) es abierto en H¥,
o es la clausura de Int(c*) y do* es la frontera de o* en H*.

Demostracion. En efecto, por la proposicién anterior, se tiene que para cada ¢ =0,...,k, la
proyeccion p; sobre la i-ésima coordenada baricéntrica es continua, lo cual implica que p; *((0,1))
es abierto en H* para i=0,...,k, luego como

k

(o) = ()i ((0,1))

i=0
entonces es claro que Int(c*) es abierto en H.

Por otra parte, como o¥ es cerrado entonces Int(c*) C o*. Sea x € do*. Se desea probar que

existe una sucesion (z,,) C Int(c*) que converge a x. Sin pérdida de generalidad, suponga que

k
xTr = E (71073
i=0

donde a; >0 para 0<i<j,y ajy1=---=a=0. Sea r:( min {ai})/Q, y para cada n sea
0<i<j
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Observe que z, € Int(c*) ya que

.
e > 0 ;0<i<
R CESY) r=J
T
>0 k>
n(k—j) J

Mas atn, como

lzn — ||

I
N
7 N\

_|_

:
~—
N———

&
_|_
-

3
—

oy

| =
<
~—

&

|

M-

£

5

k J
- r ai i
on ,Z k—j Zﬂl
=j+1 =0

1 . :
y la sucesion (—) es convergente entonces se obtiene que (1) converge a x. En consecuencia,
z € Int(c*) de modo que o CInt(c*) y asi o =Int(a*).

Por ultimo, como ok = a_k y Int(ak) es abierto en H* entonces se concluye que
do* = ok \Int (o)

es la frontera de o* en H”. O

Recuerde que un subconjunto A CR™ se dice convexo (ejemplo 1.61) si dados z1, 22 € A, el
conjunto {tx1+ (1 —t)ae|t €[0,1]} C A, esto es, si el segmento entre x; y x2 esta contenido en A.
Se puede verificar que la interseccién de una familia arbitraria de subconjuntos convexos de R™
es de nuevo un subconjunto convexo. Més atn, como R"™ es convexo, para cualquier subconjunto
A de R", la familia de todos los subconjuntos convexos de R™ que contienen a A es no vacia, por
lo cual se puede hablar de la intersecciéon de los miembros de dicha familia, dando como resultado
el subconjunto convexo mas pequeno que contiene a A, el cual se conoce como la enwvolvente
conveza de A.

La siguiente proposicion caracteriza al k-simplejo (ag, ..., ar) como la envolvente convexa del
conjunto geométricamente independiente {ag, ..., ax}.

Proposicion 5.20. Sea A={ay,...,ar} un conjunto geométricamente independiente en R™. FEl
k-simplejo {(ao,...,ax) es la envolvente conveza de A.

Demostraciéon. Sea H* el hiperplano k-dimensional determinado por A. Para cada i€ {0,...,k},
sea H; el subconjunto del hiperplano H* cuya i-ésima coordenada baricéntrica es no negativa, esto
es,

Hi:{(ao,...,ak)EHklOéiZO}

Se afirma que H; es convexo. En efecto, sean z1 = («y, ..., ar), 2= (o, ..., Or) dos puntos de H;
representados en coordenadas baricéntricas. Entonces o, 3; > 0. Por tanto, para cada t, 0 <t <1,
la i-ésima coordenada de tx1+ (1 —t)xq, a saber, ta; + (1 —t)3;, es también no negativa de modo
que tz1+ (1 —t)axs € H;. Como
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entonces (ao,. .., ax) €s convexo.

Solo basta probar que si B es cualquier subconjunto convexo de R™ que contiene a A, entonces
{(ag,...,ar) C B. La prueba se hara por induccién sobre k. Para k=0, el resultado es trivial. Sea k > 1,

y suponga que el resultado es cierto para k — 1, es decir, si B contiene el conjunto {aq,as,...,ax}
entonces contiene al k — 1-simplejo (aq,...,ax). Se afirma que cualquier punto de (ao,...,ar) se
puede expresar en la forma tag+ (1 — ¢)x1, para algin z1 € (a1, ..., ax), lo cual implica el resultado
para k, ya que B es convexo, contiene a ag y por hipétesis inductiva contiene a x1. Se sabe que
cualquier punto x € {ay,. .., ax) se puede escribir como
k k
JZZZO%% ;Zaizl ;0 >0
i=0 i=0
Si ap=1, entonces x =ag € B, y si ag=0 entonces x € {(aq,...,ax) y de nuevo x € B. Si ambos, «y,

<k
a=3""_, a; no son cero, entonces
k
Z Qg
I = — |a;
_ @
1=1
pertenece a {(aj,...,ar), y como ap+ a =1, se obtiene que =1 — vy, de donde se concluye que

x=agpao+ (1 — ap)x. O

Como una consecuencia de inmediata de la proposiciéon anterior y del ejemplo 1.61 se obtiene
que {(ag, ..., ar) es conexo por caminos y por tanto también es conexo.

Observe que Int(c*) también es convexo (y por tanto es conexo y conexo por caminos). En
efecto, si x,y € Int(c*), entonces existen escalares ag, ..., ax, B0, ..., Bk, tales que

k k
T = E o ;ai>0,g a;=1
i=0 i=0

k k
y = Zﬂiai ;5i>0,25¢:1
i=0 i=0

luego
k k
(I-thr+ty = (1—t)zaiai+t25iai
i=0 i=0
k
= > (1=t +1tBi)a;
i=0
Como
k
> ((=tDai+t6) =1
i=0

y (1 —t)a; +tB3;) >0 parai=0,...,k, entonces (1 —t)z +ty € Int(c*).
Definicion 5.21. Un complejo simplicial o complejo geométrico K es una coleccion finita
de simplejos de R™ los cuales satisfacen las siguientes condiciones:

1. Si o €K, entonces todas las caras de o también estin en K.

2. SioyrTestin en K, luego, o bien c NT=2, 0 c NT es una cara comun de o y T.
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La dimension de un complejo simplicial K, denotada por dimK, es —1 si K=, yn>0 sin es
el mayor entero tal que K tiene un n-simplejo.

Observacion 5.22.

1. Cuando dos simplejos satisfacen la segunda condicién de la definicién. se dice que dichos
simplejos estan propiamente unidos. Asi, un complejo simplicial es una coleccién finita
de simplejos propiamente unidos.

2. A los 0-simplejos de K se les denominan los vértices de K.

Definicion 5.23. Un complejo simplicial K se dice conectado si para cada par de vértices a,be K,
existe una coleccion finita de 1-simplejos {{ai,a;11)}, 1=0,...,p—1, en K tal que a=ap y b=aq,.

Ejemplo 5.24. Sea 0= (ag, a1, az) un 2-simplejo. Entonces el conjunto K de todas las caras de

o2, a saber,

K = {{ao), (a1), {az), (a0, a1), (a0, az), (a1, az), (ao, a1, az) }

es un complejo simplicial conectado el cual se denota por Cl(c?). En general, dado un simplejo
o%, el conjunto Cl(c*) de todas las caras de o es un complejo simplicial conectado llamado la
clausura de o".

Ejemplo 5.25. En la figura 5.4 se muestra una coleccién K de simplejos (ambas piezas tomadas
juntas) los cuales no representan un complejo simplicial. En particular, observe que la interseccion
de los 2-simplejos (vg, v1, va), (vs,v4,V5), €s un punto que es una cara del segundo simplejo pero no
una cara del primero. De manera similar, los 2-simplejos (a1, a4, as), (a1, az, az) no estan propia-
mente unidos.

Figura 5.4.

Definiciéon 5.26. Sea K un complejo simplicial en R™ y sea |K|= UUGKJ con la topologia
subespacio de R™. El espacio |K| se denomina realizacion geométrica (o politopo) de K. Un
subespacio de R™ que es la realizacion geométrica de algin complejo simplicial se denomina poli-
edro rectilineo.

Definiciéon 5.27. Un espacio topoldgico X se llama poliedro si existe un complejo simplicial K tal
que | K| es homeomorfo a X. En este caso se dice que X es triangulable y K una triangulacion
de X.

Observacion 5.28.

1. Es importante senalar la diferencia entre un complejo simplicial K y su realizacién geomé-
trica |K|. El complejo simplicial K es un conjunto finito de simplejos, mientras que |K| es
un subespacio topolégico de R™. Los simplejos son elementos del conjunto finito K y no
subconjuntos de K, mientras que cada simplejo es un subespacio del espacio |K|. Ademas,
dado un simplejo o, se verifica que |Cl(c*)| = o*.
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. Si K es un complejo simplicial, entonces |K| es compacto, ya que es la union finita de

simplejos, los cuales son compactos. Por tanto, todo poliedro es compacto. Si K es una
triangulacién de un poliedro X, entonces |K| es una representacion de X como poliedro
rectilineo.

. Como |K|CIR™ entonces | K| es Hausdorff.

4. Si K es complejo simplicial conectado entonces |K| es conexo por caminos (y por tanto

conexo). En efecto, sean z, y € | K|, entonces existen o, 7 €| K | tales que €0 y y €. Sean
Vg, Uy Vértices de o, T respectivamente. Como K es conectado, existe un camino rectilineo
que conecta a v; y vy, y cOmo o, T son convexos, entonces existe un camino que conecta a
x con v, y y con vy. Concatenando estos caminos se obtiene un camino que conectaa z y y.

. Si bien se tom6 |K| como subespacio de R™, se puede considerar la topologia 7 en |K|

definida al declarar un subconjunto A de | K| cerrado siy solo si ANo es cerrado en o (o visto
como subespacio de R"™) para todo o € K. Ambas topologias son la misma: Si A es cerrado
en |K| en la topologia subespacio, entonces A= BN |K | para algin conjunto B cerrado en
R™; luego ANo=BNo es cerrado en o para cada o € K. Reciprocamente, si A es cerrado
en (|K|,7) entonces ANo es cerrado en o y por tanto cerrado en R™. Como A es la unién
de un namero finito de conjuntos ANo (K es finito), entonces A también es cerrado en R™.

Ejemplo 5.29. Considere el conjunto X = {(cosf, sinf) e R%|0< 60 < /2} (Fig.5.5). Entonces X
es un poliedro, pero no un poliedro rectilineo. En efecto, sean ag=(1,0),a; =(0,1) y considere
el 1-simplejo o' = (ag, a1). Entonces el complejo simplicial Cl(o!) = ({ao), (a1), (ag, a1)) es una
triangulacion de X, pues |K|, el segmento determinado puntos ag y a1, es homeomorfo a X.
Observe ademés que si as € 0! es punto cuyas coordenadas baricéntricas son estrictamente positivas
entonces el complejo simplicial L = {{ag), (a1), (a2}, (ag, a1), (a1,a2)} es otra triangulacion de X.

Figura 5.5.

Ejemplo 5.30. Considere el prisma hueco de la figura 5.6. Si se divide cada uno de las caras
rectangulares del prisma en dos tridngulos, entonces el complejo simplicial K,

K = {<a0>’ <a1>7 <a2>, <b0>7 <b1>, <b2>7 <a07 a1>, <a17 a2>7 <a0a a2>7
<bo, bl), <b1, b2>, <bo, bz>, <a0, bo), <a0, bl), <a0, b2>, <a1, b2>,
(a1,b1), {ag, ba), {ag, b1, bo), {ag, a1, b1), (a1, b1, ba),

(a1, az, ba), {ag, az, ba), {ag, by, ba) }

es una triangulacion del cilindro hueco.

Figura 5.6.
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Definicién 5.31. Dado un punto a € R™ y un vector u no nulo de R™, al conjunto
{a+ A u|A>0}
se le denomina rayo con origen en a.

Proposicion 5.32. .Sea U un conjunto abierto convexo y acotado de R™, n>1, yweU. Entonces
1. Cada rayo L con origen en w intercepta a OU en exactamente un punto.
2. Existe un homeomorfismo h de U a B™ tal que h(OU) ="~

Demostraciéon. 1) Sea L un rayo con origen en w. Siendo U, L convexos, se tiene que LNU es
un abierto de L el cual es acotado y convexo. Mas adn, es de la forma

LNU={w+tu|te0,a)}
donde u es el vector unitario en la direccion del rayo. Para ver esto altimo, observe que la funcion
ffL — R
w+ty — 1

es una funcion continua creciente la cual envia L NU, que es conexo (ejemplo 1.69) y acotado, a
un subconjunto conexo de R, esto es, f(LNU) es un intervalo el cual es ademas semiabierto a
derecha ya que LNU es un abierto convexo de L. Por tanto, L intercepta a la frontera de U en el
punto x =w + au.

2) Sin perdida de generalidad, trasladando si es necesario, asuma que w es el origen. La funcion
FR(0) — s
r — z/|z|
es continua y sobreyectiva. Por (1), la restriccion de f a U,
flov:0U — g1
define una biyeccién, la cual es un homeomorfismo, pues OU es compacto y $" ! es Hausdorff. Sea
g: 3" —oU
su inversa y extienda dicha funcién a la funcion G: B" — U, definida por
lg@/lzDll=, z#0
0, z=0

Es claro que G es biyectiva y continua para todo x # 0. Més aiin, como g es continua y $" 1 es
compacto entonces existe M >0 tal que ||g(z)|| < M para todo x € 3", en cuyo caso si ||z| <d,
d=¢/M, entonces

MgC/llzl)zll = llgC /DI |
< Mzl

< €

lo cual muestra que G también es continua en x =0. Observe que G envia el segmento en B" que
une el origen y el punto x € $" ! al segmento que va del origen al punto g(x). Por tanto, G es
biyectiva y continua, lo cual resulta nuevamente en un homeomorfismo cuya restriccion a $” ! es

precisamente la funcion g. O

Observacion 5.33.

1. Es importante notar que la segunda parte de la proposicion 5.32 muestra que si U es un
subconjunto no vacio, abierto, conexo y acotado de R", entonces cualquier homeomorfismo
g: 8" "1 — 9U se puede extender a un homeomorfismo G:B" — U. Mas aun, de dicha
proposicioén se sigue que si h: OU — OU es un homeomorfismo, entonces ho g: $" 1 — U
también se puede extender a un homeomorfismo H:B® — U, en cuyo caso, H 1o G:U — U
es un homeomorfismo. Asi, h se puede extender a un homeomorfismo k: U — U.
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Ejemplo 5.34. Considere la bola unitaria B™ y el complejo simplicial Cl(¢™). Entonces ¢” =
|Cl(0™)| es homeomorfo a B™ y por tanto este ultimo es un poliedro con triangulacion Cl(c™). De
la proposicién anterior se concluye entonces que cualquier conjunto convexo compacto de R"™ es
un poliedro.

Definicion 5.35. Un subcomplejo de un complejo simplicial K es un complejo simplicial L tal
que L C K.

Definicion 5.36. Sea K un complejo simplicial K-dimensional. Para cada r, 0<r <k, sea K"
el conjunto de todos aquellos simplejos de K cuya dimension es a lo sumo r. FEntonces K" es un
subcomplejo simplicial de K denominado el esqueleto r-dimensional de K. En esta situacion, se
dice que |K"| es un subpoliedro rectilineo de |K|.

De la definicién se tiene entonces que el esqueleto O-dimensional es el conjunto de vértices, el
esqueleto 1-dimensional el conjunto de vértices y aristas, el esqueleto 2-dimensional el conjunto de
vértices, aristas y tridngulos, etc.

Ejemplo 5.37. Sea ¢* un k-simplejo, k> 1, y K =Cl(c*). Sea K*~! el esqueleto k — 1-dimen-
sional de K. Entonces K*~! son todas las caras propias de o*. Se puede mostrar que |[K*~!| es
homeomorfo a $*~1. Esto muestra que toda esfera $*~! es un poliedro y que la colecciéon de todas
las caras propias de un k + 1-simplejo es una triangulacion de $*.

Dar ejemplos de poliedros como la uniéon de una coleccién de simplejos satisfaciendo las dos
condiciones de la definiciéon 5.26 no es siempre lo més conveniente. Por lo general, verificar que los
simplejos estan propiamente unidos conduce a problemas complicados de geometria analitica. Por
esta razon, es mas sencillo definir un poliedro usando complejos simpliciales abstractos:

Definiciéon 5.38. Un complejo simplicial abstracto es un par K =(V, L), donde V es un
conjunto finito no vacio cuyos elementos se llaman vértices, y L es una familia de subconjuntos
finitos de V' denominados simplejos abstractos (o simplemente simplejos), que satisface las
siguientes condiciones:

1. Todo vértice de V pertenece al menos a uno y como mdzrimo a un numero finito de simplejos
de L

2. SiceLl ypCo, entonces pe L.

Observacion 5.39.

1. Observe que todo complejo simplicial geométrico define inmediatamente un complejo sim-
plicial abstracto.

2. Sio € L es un simplejo con n+ 1 vértices entonces se dice que dimensidn es n. Un 0-simplejo
{z} se identifica con el vértice z € V. La dimension de un complejo simplicial abstracto es
la maxima dimension de sus simplejos.

3. Si K es un complejo simplicial k-dimensional entonces la realizacion geométrica |K| no
necesariamente se puede encajar en el espacio euclidiano R*. Por ejemplo, $' es homeomorfo
a la realizacion geometrica del 1-esqueleto |K!| de K = Cl(c?), el cual no puede encajarse en
R (si esto fuese cierto, entonces existe un homeomorfismo f de |K'| a f(|K!|) CR. Como
| K| es compacto y conexo por caminos entonces f(]K*|) también lo es, de donde se sigue que
F(|K'|) CR es conexo y es cerrado (R es hausdorf), esto es, f(|K!|) es un intevalo cerrado
[a,b]; pero, si x € (a,b), entonces [a,b]\{z} es disconexo mientras |[K*|\{f~*{z}} no lo es).
De hecho, puede pasar que |K | no pueda ni siquiera encajarse en R¥*1. Una triangulacién
del plano proyectivo es un complejo simplicial 2-dimensional K cuya realizacion geométrica
|K| no se puede encajar en R®. Este hecho conduce a la siguiente pregunta:; Si K es un
complejo simplicial k-dimensional, cual es el menor entero n € N tal que | K | puede encajarse
en R™? La respuesta es conocida: n =2k + 1.
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Ejemplo 5.40. (Grafo de Kuratowski). Considere el siguiente complejo simplicial:

K = {(ao),(a1), (az), (a3), (a4), (as), (a0, as), (ao, a4), (ao, as)
(a1,a3), (a1, a4), (a1, as), (a2, as), (az, as), (az, as)}

Entonces K es un complejo simplicial 1-dimensional conectado. Note que cualquier par de aristas de
K solo se interceptan en los vértices. Un argumento combinatorio, que es consecuencia del teorema
de Euler®-!, muestra que | K | no se puede encajar en R?, en otras palabras, dicho grafo no es planar.

a[] al a’?
0,3 a A 0,5
Figura 5.7.

Definicion 5.41. Sea K un complejo simplicial. La frontera de K, denotada por OK, es el
conjunto de todas las caras de k-simplejos que son a su vez caras de un unico (k+1)-simplejo de K.

Ejemplo 5.42. Si K = Cl(0?), donde o2 = {ao, a1, az), entonces K = {{ao), {a1), (a2, ){ag, a1),
(ag, az), (a1,a2)} . De manera similar, si K es el complejo del ejemplo 5.52 entonces

oK = {<U0>’ <U1>7 <U2’ >7 <U3>7 <'U4>’ <'U5>’ <U6>7 <U7>7 <U1’ U5>7 <U2’ U5>7 <U1’ U2>7 <U2’ U3>
<’U3, '05>, <’U4, '05>, <’U3, 'U4>, <’U5, 'UG>, <’U4, UG>’ <v67 ’01>}

Ejemplo 5.43. Para el complejo K cuya realizacién geométrica se muestra en la figura 4.8

Yy

Y

Figura 5.8.

Se tiene que
OK = {<'U0>’ <U27 >7 <U0’ U1>7 <’U0, U3>7 <'U1a U2>7 <U2a U3>}

Definicion 5.44. Sean K, L, complejos simpliciales. Una funcion simplicial f de K a L, es
una funcion del conjunto de vértices de K al conjunto de vértices de L tal que si (vg,...,vr) es un
simplejo de K entonces f (vo), ..., f(vg) son los vértices de un simplejo de L. Si f es una funcion
simplicial de K a L se usa la notacion f: K — L.

Observacion 5.45.

1. Note que en la definicion anterior los puntos f (vp),..., f(vr), no son necesariamente todos
distintos. Por tanto, la imagen de un k-simplejo podria ser un r-simplejo con r < k.

2. Es facil verificar que la funcion identidad Idg: K — K es una funcién simplicial. Ademas,
si f: K— L, g:L — M, son funciones simpliciales entonces su composicion, denotada por
fog: K — M, también es una funcion simplicial.

3. Como solo se estan considerando complejos simpliciales finitos, el nimero de funciones
simpliciales de K a L es siempre finito.

5.1. Para un grafo finito, conexo y planar, si v es el nimero de vértices, e es el namero de aristas y f es el
numero de caras (las regiones acotadas por las aristas y la regién exterior que no esta acotada) entonces v —e+ f=2.
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Definicion 5.46. Una funcion simplicial f: K — L es un isomorfismo simplicial si existe uan
funcion simplicial g: L — K, tal que go f=1dxg y fog=1dg.

Si K es un complejo simplicial finito y = € |K| entonces existe un simplejo o = (v, ..., vx) tal
que x € Into®. Si ay,...,ax son las coordenadas baricéntricas de x respecto a {v,..., v}, entonces

k k
x:E o U; ;E a;=1 ;0;>0
i=0 i=0

Ahora, si w es cualquier otro vértice de K que no se encuentra en ¥, entonces la coordenada
baricéntrica de x respecto a éste es cero. Por tanto, la expresion de x considera todos los vértices
de K, a saber,

k
T = E QU

vEvert(K)
donde a, >0y

k
Zav =1

vevert(K)

Si x se encuentra en dos simplejos o y 7, entonces = esta en la cara comin o N7 lo cual implica
que su representacion depende tinicamente de los vértices en dicha cara. Asi, la expresion de x en
términos de todos los vértices de K es tnica.

Definicién 5.47. Sea K un complejo simplicial y v un vértice de K. La funcion
for| K] —[0,1]
x — folx)=ay
se llama funcion vértice relativa a v.
Proposicion 5.48. La funcidon vértice f,: |K|—[0,1] es continua

Demostraciéon. Si o* es un simplejo de K y = € 0¥ entonces f,(r) es simplemente la proyeccion
en la v-ésima coordenada baciéntrica de z, la cual es continua por la proposicion 5.18. Por tanto,
fv restringida a cada simplejo es continua. Como |K| es una unién finita de simplejos cerrados,
por el lema de pegado se concluye que f, es continua. O

Proposicion 5.49. Sea f: K — L una funcion simplicial. Entonces f induce una funcion continua
|f|:|K| — |L| definida por: si x € |K| posee la representacion

T = E Qy U
vEvert(K)
entonces

@) = Yauf)

vevert(K)

Demostraciéon. Es claro que |f| esta bien definida ya que la representacion de x como

r = Zav v

vevert(K)
es Unica. Aun si dos o més vértices distintos de K tienen la misma imagen, como la suma de todas
las coordenadas baricéntricas que aparecen en la representacion de x como combinacion lineal de los
vértices es 1, se sigue que | f|(z) € |L|. Para la continuidad de | f|, basta probar, de acuerdo al lema
de pegado, que | f||, es continua para cada simplejo o € K. En efecto, si € 0% = (vy,...,v)) entonces

k
xTr = E ;U5
i=0
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en cuyo caso es facil verificar que las coordenadas baricéntricas de | f|(z) son las mismas de x o
una suma de ellas dependiendo de si todos los f(v;) son distintos o no. En cualquier caso, si se
consideran las composiciones

710 | fllgi ot — R

donde m;: RF*! — R es la proyecciéon canénica, entonces para cada i se obtiene que ;o | f||,»

es la proyeccion baricéntrica p; o sumas de estas, esto es, ;0| f||,+ es continua para i =0,..., k.
En consecuencia, por la proposicion 1.121 se sigue que | f||,+ es continua lo cual implica que | f|:
| K| — |L| es continua por el lema de pegado. O

Observacion 5.50.

1. Cuando una funcién continua f:|K|— |L| es una funciéon inducida por una funcion sim-
plicial g: K — L, se suele abusar del lenguaje indicando que f es un funciéon simplicial.

5.2 Teorema de aproximacion simplicial

De acuerdo a la proposiciéon 5.49, si f: K — L es una funcion simplicial entonces la funcién
inducida | f|: |K| — |L| es continua, sin embargo, dado cualquier funciéon continua h: | K| — |L|,
esta no necesariamente esté inducida por una funcién simplicial. De hecho, observe que | f|: |K| —
|L| siempre mapea segmentos de linea contenidas en un simplejo de |K| a un vértice o segmentos
de linea de |L|, etc; mientras que una funcion continua h: | K| — |L|, podria mapear segmentos de
linea en segmentos curvos, y por tanto h no necesariamente es una funcion simplicial. Por ejemplo,
considere |K|=[0,1] donde K ={(0),(1),(0,1)} y |L|=]0,1] x [0,1], con |L| formado por la clausura
de 02=((0,0),(0,1),(1,1)) y la clausura de 72 = ((0,0), (1,0), (1,1)). Si para cada n>1 se define
foit | K| — |L], fn(t)=(t,t™), entonces se observa que f; es inducidad por una funcion simplicial
mientras que f, n>1, nunca es inducida por una funcion simplicial.

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

Figura 5.9. fa(t)

A pesar de lo anterior, el teorema de aproximacion simplicial asegura la existencia de una
funcion simplicial g: K™ — L y un complejo simplicial K™, tal que |g| es homotopica a f y
|K™| =|K|. En esta seccion se desarrollaran los conceptos que permiten demostrar este teorema.

5.2.1 Primera aproximacién simplicial

Se iniciara con la presentacion de una instancia particular del teorema de aproximacion simplicial.

Definicién 5.51. Sea K un complejo simplicial y v un vértice de K. La estrella de v, denotada
por St(v), es el subconjunto de K definido por

St(v)={c| o es un simplejo de K y v es un vértice de o}

La estrella abierta de v, denotada por Ost(v), es el subconjunto de |K| definido por

Ost(v) :U {Int(0)| o es un simplejo de K y v es un vértice de o}
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La estrella cerrada de v, denotada por St(v), es el subconjunto de |K| definido por

St(v) :U {c| o es un simplejo de |K| y v es un vértice de o}

Ejemplo 5.52. Considere el complejo simplicial K cuya realizacion geométrica |K | se muestra en
la figura 5.10

Figura 5.10.

Entonces,

St(vo) = {(vo), (vo,v1)}

St(as) = {(vs), (v1,vs), (v2, v5), (V3,V5), (V4, Vs), (Vs, V6), (V1, V2, Us), (U2, V3, V5),
<U37 V4, ’U5>, <’U4, Us, U6>a <’l)1, Us, UG>}

Ost(vg) = (vo) UInt(vg, v1)
Ost(vs) = (vs) UInt(v1,vs) U. .. UInt(vs, ve) UInt{vy, ve, v5) U - - - UlInt(vy, vs, ve)
St(vo) = {(vo,v1)}

St(’U5) = {<v17 V2, U5>7 <’l)1, V2, U5>7 <U37 Vg, ’U5>, <’U4, Us, U6>7 <’l)1, Us, v6>}

— 4

a b

Figura 5.11. (a) Ost(vo). (b) Ost(vs)

4

a b

Figura 5.12. (a) St(vg). (b) St(vs)

Proposicion 5.53. Ost(v) es un subconjunto abierto de |K|, Ost(v) =St(v), St(v) es compacto.
Ost(v), St(vg), son conexos por caminos.
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Demostracion. Como la funcion vértice f, es continua y £, *(0,1] = Ost(v) entonces Ost(v) es
abierto en |K|.

Por otro lado,

Ost(v) = U {Int(o)| o es un simplejo de K y v es un vértice de o}

U {o|oes un simplejo de K y v es un vértice de o}

= St(v)

St(v) es compacto por ser una uniéon de simplejos. Méas atn, siendo St(v) una unién de conjuntos
conexos por caminos los cuales tienen un punto en comun (el vértice v), se tiene que St(v) también
es conexo por caminos por la proposicién 1.65.

Por altimo, si o es un simplejo de K y v es un vértice de o, entonces Int(c) U{v} es convexo.
En efecto, observe que por la proposicion 5.19, v pertenece a la frontera topologica de o. Sean z,
y€lnt(o)U{v}. Siz,yeInt(o), entonces el segmento determinado por x, y se encuentra en Int(o)
pues éste ultimo es convexo. Si z € Int(o) y y=wv, entonces es claro que el segmento

{(1=ta+tylo<t<1}

esta contenido en Int(o) U{v}. Por tanto, Int(c) U {v} es convexo lo cual implica que Int(o) U{v}
es conexo por caminos; luego como

Ost(v) = U {Int(0)| o es un simplejo de K y v es un vértice de o}

= U {Int(c) U{v}| o es un simplejo de K y v es un vértice de o}

es una unién de conjuntos conexos por caminos los cuales poseen un punto en comin (el vértice
v) entonces se concluye por la proposicion 1.57 que Ost(v) es conexo por caminos. 0

Definicién 5.54. Sea h:|K|—|L| una funcién continua. Una funcion simplicial g: K — L es
una aproximacion simplicial de h si para cada vértice v de K, h(Ost(v)) C Ost(g(v)).

Ejemplo 5.55. Sea K cualquier complejo simplicial y L =Cl(c*), donde o* = (aq, ..., ax). Suponga
que h: |K| — |L| es cualquier funciéon continua tal que h(]K|) no intersecta la cara opuesta al

vértice ag, esto es, h(|K|) no intercepta a (ai,...,ax). Sea g: K — L la funcién simplicial que
mapea todos los vértices de K al vértice ag de L. Entonces g es una aproximacion simplicial de
h. En efecto, note que Ost(ag) ={(ao,...,ar)\{(a1,...,axr), de modo que para cada vértice v de K,
h(Ost(v)) C Ost(ag).

Proposicion 5.56. Suponga que g1: K — L es una aprozimacion simplicial de f1:|K|— |L| y
g2: L — M es una aprozimacion simplicial de fo: |L| — |M|. Entonces gao g1: K — M es una
aprozimacion simplicial de foo fi.

Demostracion. Es claro que g2 0 g1 es una funcion simplicial. Como ¢; es una aproximacion
simplicial de f; entonces para cada vértice v de K se tiene que f1(Ost(v)) COst(g1(v)). De manera
similar, dado que go es una aproximaciéon simplicial de f, entonces para cada vértice w de L,
f2(Ost(w)) C Ost(ga(w)). En particular, como g1(v) es un vértice de L entonces

f2(Ost(g1(v))) € Ost(ga(g1(v)))
lo cual implica que fzo f1(Ost(v)) C Ost(gz0 g1(v)). O

Definiciéon 5.57. Sean K, L, complejos simpliciales y f:|K|— |L| una funcion continua. Se
dice que K es una estrella relacionada a L con respecto a f, si para cada vértice v de K, hay
un vértice v’ de L tal que f(Ost(v)) C Ost(v’).

Proposicion 5.58. Un conjunto {vo,...,vr} de vértices de un complejo simplicial K forma un

simplejo de K si y solo si ﬂfzo Ost(v;) es no vacio.
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Demostracion. Si 0% = (vg,...,v;) es un simplejo de K, entonces por la definicion de estrella
abierta, es claro que Int(c*) C Ost(v;) para i =0,...,k, de modo que @ # Int(c*) C ﬂf:O Ost(v;).
Reciprocamente, suponga que x € ﬂf:o Ost(v;), entonces para cada i =0, ..., k, existe un simplejo
0; € K tal que x € Int(o) y v; es un vértice de o;. Note que el conjunto de los interiores de todos los
simplejos de un complejo simplicial K constituye una particiéon de |K| y por tanto, hay un tnico
simplejo de K cuyo interior contiene a x, es decir, o9 =01 = - -+ = 0}, lo cual implica que vy, ..., V%
son los vértices del simplejo oy. O

El préximo teorema es un caso especial del teorema de aproximacion simplicial:

Teorema 5.59. Sea f:|K|— |L| una funcién continua. Suponga que K es una estrella relativa a
L con respecto a f. Entonces existe una funcion simplicial g: K — L tal que g es una aproximacion
simplicial de f. En particular, |g|: |K| —|L| es homotdpica a f.

Demostracion. Como K es una estrella relacionada a L con respecto a f, para todo vértice v € K
existe un vértice v’ € L tal que

f(Ost(v)) C Ost(v’)

Por tanto, se puede definir una funcién g de los vértices de K a los vértices de L al hacer g(v) =v".
Se afirma que g es una aproximacion simplicial de f. En efecto, es inmediato que

f(Ost(v)) € Ost(g(v))

Por otro lado, si vy, ..., vk, son los vértices de un simplejo de K, entonces por la proposicion 4.58,

k
[ Ost(v:) # 2

i=0

g + f(ﬂ Ost(vi)>
i=0

Por tanto,

N

N /(Ost(v:))

=0

N

k
ﬂ Ost(g(vi))
i=0
es decir,

k
[ Ost(g(vi) # @
i=0

de modo que g(vp), ..., g(vk), son los vértices de algin simplejo de L. En consecuencia, g es una
funcion simplicial y asi ¢ es una aproximacion simplicial de f.

Por dltimo, sea x € |[K| y 0 = (vg,...,vx) el simplejo de dimensién més pequenia que contiene
a z. Sea v; cualquier vértice de o. Note que x € Ost(v;), lo cual significa que

f(z) € f(Ost(vy))
C Ost(g(vi))
Asi, f(z) €Int{g(vo),...,g(vk)). Ahora, si se escribe
r=ago+ - +arvg,a; >0,1=0,.... k
se obtiene que

lg|(x) = aog(vo) + - - + arg(v)
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donde algunos de los g(v;) quiza sean iguales. En cualquier caso, el coeficiente de g(v;) sera
estrictamente positivo, es decir, |g|(z) € Int(g(vo),..., g(vi)). Esto significa que para cada = € | K|,
tanto f(x) como |g|(x) estan en el mismo simplejo de L. Dado que un simplejo es un conjunto
convexo, se puede definir la funcion

H:|K|x[0,1] — |L|
(1) — (1—=1)f(x) +t]g](z)

la cual es continua pues es una combinacion lineal de funciones continuas y |L| es un subconjunto
de R™. Por tanto, H es una homotopia de f a |g]|. O

5.2.2 Subdivision baricéntrica y teorema de aproximaciéon simplicial

Como se menciond antes, el teorema 5.59 es un caso particular del teorema de aproximacion
simplicial (el cual se va a probar luego) porque dado una funciéon continua f:|K|— |L|, podria
darse que K no es una estrella relacionada a L con respecto a f. En esta situacion es cuando se
hace uso del concepto de subdivision simplicial de un complejo. Geométricamente hablando, se
divide cada simplejo o de K en un conjunto de simplejos méas pequenos lo cual da lugar a un nuevo
complejo simplicial K’ con la propiedad de que |K'|=|K|y K’ es una estrella relacionada a L con
respecto a f.

Definicién 5.60. Sea o0 = (v, v1,...,vk) un k-simplejo en R™. El baricentro de o, denotado por
o, se define como el punto de o dado por

E

i=0
En otras palabras, el baricentro ¢ de o es el punto de o cuyas coordenadas baricéntricas, respecto
a cada uno de los vértices de o, son iguales.

Ejemplo 5.61. El baricentro de un 0-simplejo (vg) es el punto vy mismo. Para un 1-simplejo
(vo,v1) el baricentro es simplemente el punto medio del segmento de linea que une a vg con v1. De
manera similar, el baricentro de un 2- (vg, v1, v2) es el centroide del triangulo, etc.

Definicioén 5.62. Sea K un complejo simplicial. Sea K el complejo simplicial cuyos vértices son
los baricentros de todos los simplejos de K, y para distintos simplejos og,...,opn de K, (Go,...,0n)
es un simplejo de KW g y solo si o; es una cara de o;41 para cada 1=0,...,n —1. Entonces
KW es un complejo simplicial denominado la primera subdivision baricéntrica de K. Por
induccion, se define la n-ésima subdivision baricéntrica K™ de K como la primera subdivision
baricéntrica de K™~V para cadan>1. Para n=0 se define K= K.

Ejemplo 5.63. Sea 02 = (vg,v1,v2) ¥
K = Cl(o?)
= {(vo), (v1), (v2), (vo, v1), (v1,v2), (vo, v2), (v, v1,v2)}
Si (vov1) denota el baricentro de (vg, v1), etc., entonces K1) posee siete vértices,

(v0), (v1), (v2), (vov1), (Vov2), (V1v2), (Vov1v2)

doce 1-simplejos,

((v0), (vov1)), ((vo), (vov2)), {(v0), (vov1va)), ((v1), (vov1)), {(v1), (v1v2)),
((v1), (vov1v2)), ((v2), (Vova)), ((v2), (V1v2)), ((v2), (Voviva)),

((vov1), (vov1v2)), ((vov2), (Vov1v2)), ((V1v2), (Vov1vV2))

y seis 2-simplejos,

<(UO)ﬂ (UOU1>7 (valv2)>ﬂ <(UO)ﬂ (1)01)2), (1)0’01’[)2», <('01), (U0v1>7 (vovlv2)>ﬂ

((v1), (v1v2), (Vov1v2)), ((V2), (V102), (Vov1v2)), ((v2), (Vova), (Voviva))
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Es claro que |K|=|KW]|.

(Y

Figura 5.13. |K|,|[K(!|
Observacion 5.64.

1. Note que |K™|=|K| para todo n > 0.

2. Note que al efectuar la primera subdivision K de un complejo simplicial positivo dimen-
sional K, los simplejos de K!) son estrictamente mas pequefios en tamafio en comparacion
a los de K. De hecho, sus tamanos se aproximan a cero a medida que se hacen mas y més
subdivisiones.

Si A es un subconjunto de R™, entonces el didmetro de A, denotado por diam(A), se define como
diam(A) =sup{d(z,y)|z,y € A}
donde d(z, y) es la métrica euclidiana.

Definicién 5.65. Sea K un complejo simplicial. Se define la medida de K, denotada por mesh(K),
como el nimero

mesh(K) = maz{diam(o): o es un simplejo de K}
Note que si K es un complejo simplicial 0-dimensional, entonces
0=mesh(K™))=mesh(K®)=...

Lema 5.66. Sea o un simplejo de dimension positiva. Entonces diam(o) = |jv —w|| para algin
par de vértices v,w, de o.

Demostraciéon. Sea 0= (vg,...,vx) y ,yE€ 0. Sea y= Zf:o b;v;, donde b; son las coordenadas
baricentricas de y, luego
k k
lo—yll = ||> b= by
i=0 i=0

k
< biflz— v
i=0
k
< Z bi-max{||lz —v;|| |0<i<k}
i=0
< max{||z —v;]| |0<i <k}
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Reemplazando x por v; y y por z se obtiene similarmente que

[ — vl <max{[jv; — vl [0<j <k}
Combinando las dos desigualdades anteriores se sigue que

[ =yl < max{|jv; —vi| [0<j <k}

lo cual implica que diam(o) = ||v, — vs|| para algunos vértices v,., v del simplejo o. O

Teorema 5.67. Sea K un complejo simplicial de dimension positiva. Entonces

lim mesh(K™) =0

n—oo

Demostracion. Suponga que dim(K)=m. Se desea comparar primero mesh(K) y mesh(K1).
Considere cualquier 1-simplejo (5,7) de KW donde o, 7, son simplejos de K y o es una cara propia
de 7= (vg,...,vx). Se sabe que

1

(k+1)

v;

-

i=
luego, como &, 7, son ambos puntos de 7, por el lema anterior, existe un vértice v de 7 tal que
|7 =cll <[l7 =l

luego,

A
=
\
<

[alal

IN
=
<

S
|
<
=

AN
g
@
E
3
B
A\
3

lo cual implica que

mesh(K) < mTj— T -mesh(K)
Por induccién, se puede probar que
(’n) <( m )”L
mesh(K'™) < e mesh(K)

en cuyo caso, como
Itm (=)' =0
se obtiene que
lim mesh(K™)=0 0

n—— 00
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Se cuentan ahora con las herramientas para probar el teorema de aproximacion simplicial.
Para ello, se utilizara el corolario 4.60.

Teorema 5.68. Sea f:|K|— |L| una funcion continua. Entonces existe una subdivision baricén-
trica K®) de K y una funcion simplicial g: K'*) — L tal que g es una aprozimacion simplicial de
f. En particular, |g|:|K®)|=|K|—|L| y f son homotdpicas.

Demostracion. Si K es una estrella relativa a L con respecto a f, entonces por el teorema 5.59
se sabe que existe una funciéon simplicial g: K — L tal que g es una aproximacion simplicial de f
y |gl, f, son homotopicas. Si K no es una estrella relativa a L respecto a f, entonces se procede de
la siguiente manera: Como |L| es un espacio métrico compacto, aplicando el teorema del niimero
de Lebesgue al cubrimiento abierto {ost(v) | v es un vértice de L} de |L|, existe n >0 tal que toda
bola abierta con radio 7, con centro en cualquier punto de |L|, esta contenida en Ost(v) para
algin vértice de L; luego, como f es una funcién continua con dominio en un espacio métrico
compacto entonces f es uniformemente continua, por tanto, existe d >0 tal que para todo =z,
y€|K| con ||z — y|| < § entonces || f(z) — f(y)|| <n en |L|. Ahora, considere k lo suficientemente
grande tal que mesh(K(®)) <§/2. Si v es un vértice de K®), entonces Ost(v) esta contenida en
una bola de diametro §, lo cual implica que f(Ost(v)) esta contenida una bola de diametro 7, esto
es, f(Ost(v)) C Ost(d) para algin vértice ¢ de L. De lo anterior se sigue que K®) es una estrella
relacionada a L respecto a f:|K®)|=|K|— |L|, en cuyo caso el resultado se sigue del teorema
5.99. 0

5.3 Triangulaciéon de superficies

Considere el complejo simplicial K cuya realizacion geométrica |K | se muestra en la figura 5.14

al q a’-l

Figura 5.14.

Observe en particular que el punto ag no tiene una vecindad homeomorfa a una bola abierta
del plano, lo cual implica, de acuerdo a la definicién 5.27, que K no puede ser la triangulaciéon de
una superficie M. Con base en este hecho, surge la necesidad de establecer las condiciones bajos
las cuales un complejo K es una triangulacion de una superficie.

Proposicion 5.69. Una superficie M es triangulable si existe un 2-complejo simplicial K y
una funcion f: K — P(M) que mapea cada simplejo o € K a un subconjunto cerrado f(o) de M,
satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. f(o1Nog)= f(o1)N f(o2), para todo 1,02 € K.

2. Para cada simplejo o € K, existe un homemorfismo ¢,:0 — f(0), tal que p,(c’) = f(o’)
para todo o’ Co.

3. Uyex flo)=M, es decir, los conjuntos f(o) cubren a M.

4. Para cada x € M, existe alguna vecindad de x que intersecta solo un nimero finito de los
conjuntos f(o).
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La siguiente proposiciéon justifica el por qué en las condiciones de la definicién anterior se dice
que (K, f) es una triangulacion de M, o bien que K es una triangulacion de M, o bien que f es
una triangulacion de M.

Proposicion 5.70. Si M es una superficie triangulable, a saber, existe un par (K, f) como en
4.68, entonces existe un homeomorfismo h:|K|— M, tal que h(c)= f(o), para todo o € K.

Demostracion. Claramente, para cada vértice (0-complejo) o € K, sea h(o) = f(0). Si o esun 1-
simplejo, entonces se puede definir A en o usando cualquiera de los homeomorfismos cuya existencia
esta asegurada por 2 en 5.69. Habiendo definido h en la frontera de cada 2-simplejo o, se necesita
extender h a todo el 2-simplejo 0. Para esto, nuevamente por 2 en 5.69, existe un homeomorfismo
p:0 — f(0), y sino coincide con h en la frontera de o, la cual es un triangulo, por la observacion
5.33, como la restriccion de ¢ " 'oh a la frontera de ¢ es un homeomorfismo, dicha funcién se puede
extender a un homeomorfismo ¢: 0 — & (con ¥|g,=p Lo h), en cuyo caso potp:c — f(0o) es un
homeomorfismo el cual coincide con h en la frontera de o ya que

(pot)lac(00) = o(p~'oh)(d0)
= h(do)

De esta forma, h esta ahora definida en todo |K|. Dado cualquier conjunto cerrado F' en M, para
cualquier simplejo o € K,

Y F)No=h""],(F)

donde hl, es la restriccion de h a o, la cual es continua por construccion; luego h=H(F) No es
cerrado para todo o € K, lo cual muestra que h es continua (item 5 observacion 5.28). Mas atn,
de 5.69 se sigue que h es inyectiva (item 1), sobreyectiva (item 3) y con inversa continua (item 4),
esto es, h es un homeomorfismo. O

A fin de establecer la proposicién que caracteriza los complejos K cuyas realizaciones geomé-
tricas son homeomorfas a superficies, se hara uso de la siguiente notaciéon: a para los vértices, a
para las aristas (1-simplejos) y A para los tridangulos (2-simplejos).

Proposicion 5.71. Sea K un 2-complejo simplicial. Entonces M = |K| es una superficie con
triangulacion f: K — P(M), dada por f(o) =0 para todo o € K, si y solo si se cumplen las
siguientes propiedades:

1. Cada arista a estd contenido en exactamente dos tridangulos A.

2. Para todo vértice a, las aristas a y los tridngulos A que contienen a o se pueden ordenar
como una secuencia ciclica

al,Al,ag,Ag,...,Am,l,am,Am
en el sentido que A; _1NA;=a;, para todo i, 2<i<m, y a1 =AnN A1, con m=>=3.

3. K es conezo, es decir, no se puede escribir como una union de dos complejos disjuntos no
Va.c10S.

La demostracion de la proposicion 5.71 se puede consultar en [6, pagina 170|. Un complejo
2-dimensional satisfaciendo las condiciones de la proposicion 4.70 se denomina un 2-complejo
triangulado y su realizacion geométrica se llama poliedro.

Ejemplo 5.72. El complejo simplicial 2-dimensional K definido por (ao, a1, a2), {ag, a1, as), (a1,
as, as), {ag, az, ag) junto con sus subconjuntos no vacios, constituye una triangulacion de la esfera
$2. Note que | K| se encaja en R? y no en R?, aunque K es 2-dimensional.
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Figura 5.15. Triangulacion esfera

Ejemplo 5.73. La figura 5.16 muestra una triangulaciéon de T?2

Figura 5.16. Triangulacién del toro

Ejemplo 5.74. El siguiente diagrama muestra una triangulacion de RIP?

IS]

3 aZ al aO

Figura 5.17. Triangulacion del plano proyectivo real RIP?

Ejemplo 5.75. La figura 5.18 muestra una triangulacion de la botella de Klein.

Figura 5.18. Botella de Klein
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Aunque el objetivo del presente trabajo no es clasificar las superficies con frontera, en este
punto es preciso indicar que hay una versién de la proposiciéon 5.71 para estos espacios. En este
caso, el concepto de triangulacion de una superficie con frontera es idéntico al concepto definido
para una superficie en 5.69, y la proposicién 5.70 también es cierta, sin embargo, se deben hacer
algunos cambios en la proposicion 5.71.

Proposicion 5.76. Sea K un 2-complejo K simplicial. Entonces M = |K| es una superficie
con triangulacion f: K — P(M), dada por f(o) =0 para todo o € K, si y solo si se cumplen las
stguientes propiedades:

1. Toda arista a tal que a contiene algin punto en el interior IntM de M estd contenida en
exactamente dos tridngulos A. Toda arista a tal que a estd adentro de la frontera OM de
M estd contenida en exactamente un tridngulo A. La frontera de M consiste de aquellas
aristas a que pertenecen a un solo tridngulo A. Un vértice en la frontera o una arista en la
frontera es un simplejo o tal que o C OM.

2. Para todo vértice a que no estd en la frontera, las aristas a y los tridngulos A que contienen
a a se pueden ordenar como una secuencia ciclica

ay, A, a2, Az, ..o, A1, Gy A
en el sentido que a; = A; _1NA; para todo 2<i<m, y a1 =A,,N Ay, con m>3.

3. Para todo vértice a que estd en la frontera, las aristas y los tridngulos A que contienen a
«a pueden ser ordenados como una secuencia

aq, Ah az, AQ; ey Amfla Qimys Am7 am+1

en el sentido que a;= A;_1 N A; para todo 2<i<m, donde a1 y a1 son aristas frontera
solo contenidas en A1 y A, respectivamente.

4. K es conexo. es decir, no se puede escribir como una union de dos complejos disjuntos no
va.ci0S.

La demostracion de 5.76 puede consultarse en [6, pagina 50]. Un complejo 2-dimensional
satisfaciendo las condiciones de la proposiciéon 4.76 se denomina un 2-complejo triangulado con
Jrontera y su realizaciéon geométrica se llama poliedro con frontera.

Ejemplo 5.77. El diagrama de la figura 5.19 representa una triangulacion de la banda de Mobius.
En este caso, el complejo simplicial 2-dimensional K esta determinado por los simplejos (ag, a1, as),
(ao, as, as), (a1, as, aq), (a1, as, aq), {as, as, ag), {ag, as, a4) junto con sus subconjuntos finitos.

@ a, a, Gy

Figura 5.19. Triangulacién banda de Md&bius

Note que el borde (ag, as) de la izquierda se identifica con el mismo a la derecha, por lo que
uno de ellos se debe girar 180° lo cual produce el torcimiento caracteristico de este espacio.

Ejemplo 5.78. El diagrama de la figura 5.20 define un complejo simplicial K 2-dimensional, el
cual esta determinado por los simplejos (ag, a1, as), (aog, as, as), (a1, az, as), {(as, as, as), {ag, az, as),
(ag, a4, as), junto con sus subconjuntos no vacios.
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Figura 5.20. Triangulacién del cilindro

Note que el borde (ag, as) de la izquierda se identifica con el borde de la derecha, asi, es facil
ver que K es una triangulacion del cilindro hueco. Si se agrega el simplejo {(ag, a1, az) se obtiene
un cilindro con la tapa inferior, es decir, una triangulaciéon de la bola B2. Si ademas se agrega el
simplejo (as, ay, as), entonces se obtiene un cilindro con ambas tapas, esto es, una triangulacion de

$2.



Capitulo 6

Grupos de homologia

En este capitulo se hara una breve presentacion sobre los grupos de homologia, los cuales serviran
para demostrar la invarianza topologica de la caracteristica de Euler-Poincaré. Se inicia este capi-
tulo haciendo un pequeno repaso sobre los grupos abelianos finitamente generados.

6.1 Grupos abelianos finitamente generados

Definicién 6.1. Dado un grupo abeliano G y un subconjunto A={an}acr CG, se dice que G esta
generado por A si todo elemento a € G se puede expresar de la forma

a= anaj (6.1)
JjeJ
para algin subconjunto finito J C I, y algunos nimeros n; € Z.

Definiciéon 6.2. Una subconjunto A={aa}acr CG de un grupo abeliano G se dice linealmente
independiente si para cualquier subconjunto finito J C I, la condicion

E njaj:O
jeJ

implica que nj =0 para todo j. En caso contrario, se dice que A es linealmente dependiente.

Observacion 6.3.
1. Si I es finito en 6.1 entonces se dice que G es finitamente generado por A.

2. Si A en 6.1 es ademés linealmente independiente, entonces se dice que A es una base. Mas
atn, A={aq}aecr es una base de G siy solo si todo elemento a € G posee una representacion
dnica de la forma

a = E n;a;

jeJ
donde J C I es finito.

Definicion 6.4. Un grupo G se dice libre si posee una base.

Observacion 6.5.

1. Se puede demostrar que si G es un grupo abeliano libre entonces el cardinal de todas las
bases de G es el mismo, lo cual se conoce como la dimension de G. Si G es un grupo
abeliano finitamente generado entonces el niimero de elementos de una base de G se conoce
como el rango de G, el cual se denota por r(G). Note que en este caso la dimension de G
y 7(G) son iguales.

2. Si G es un grupo abeliano generado por A={a, }c1, entonces para cualquier grupo abeliano
H, y para cualquier homomorfismo f: A — H, existe un homomorfismo f: G — H, tnico
tal que foi(as)= f(as) para todo a€ I, donde i: A—— G es la inclusion.
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3. Dado un conjunto arbitrario A= {as}aecr, se puede construir un grupo abeliano libre gene-

rado por A. En efecto, considere el conjunto F'(A) formado por todas las funciones f: A—7Z
con soporte finito. Para dotar a este grupo con una estructura de grupo se define la suma

(f+g)(a)= f(a)+g(a)

para todo a € A. Con esta operacion se puede verificar que F'(A) es un grupo abeliano. Mas
aun, si se identifica cada a,, con la funcion

1 sia=jy
fala;) =
0 sia#j

entonces se obtiene que F(A) es un grupo libre generado por A. Ademas, cada f € F(A)
puede escribirse de manera tnica como

F=Y "nf;
je€J

para algin subconjunto finito J de I tal que n; = f(a;) #0. Para simplificar la notacion, se

escribira,
F=> nja

jeJ

. Dado un grupo abeliano G, para cualquier a € G se dice que a tiene orden finito si existe

n € N tal que na=0. Si a tiene orden finito entonces existe un entero positivo n minimo tal
que na =0, al cual se le conoce como el orden de a. Los elementos de G que poseen orden
finito forman un subgrupo T conocido como la Torsion de G. Cuando T ={0} se dice que
G es libre de torsion. Es preciso aclarar que un grupo libre de torsion no es necesariamente
libre. Por ejemplo, el grupo @@ de los niimeros racionales es libre de torsion, sin embargo,
no es libre ya que cualquier par de niimeros racionales son linealmente dependientes.

De aqui en adelante, a menos que se diga lo contrario, R denotara un anillo con unidad.

Definicion 6.6. Sea R un anillo. Un R-modulo a izquierda es un grupo abeliano aditivo G junto
con una aplicacion

RxG — G

(rig) — r-m

que cumple las siguientes propiedades para todo a,be G yr,s€ R:

I.r-(a+b)=r-a+r-b
2. (r+s)-a=r-a+s-a
3. (rs)-a=r-(s-a)

4. l.a=a

Observacion 6.7.

1. De manera similar se define un R-modulo a derecha, multiplicando a derecha por los ele-

mentos del anillo. Cuando no haya lugar a ambigiiedades, se referira al R-modulo a izquierda
simplemente como un R-modulo. Note que si R es conmutativo entonces todo R-modulo a
izquierda es un R-modulo a derecha.

2. Si R es un anillo entonces R es un R-moédulo a derecha(izquierda) via la multiplicacién de R.
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3. Todo grupo abeliano G es un Z-modulo a izquierda (a derecha) por medio de la aplicacion

ZxG — G

g+--+g si n>0
——

n —veces
(n,g) — 0 si n=0

(—g)+--+(—g) si n<0

|n|—veces

Definicion 6.8. Sea R un anillo y G un R-mddulo. Un subconjunto H de G se dice un R-
submddulo, o simplemente un submddulo de G, si H es un subgrupo de G y H es cerrado respecto
la multiplicacion por escalares, es decir, rh € H, para todor € R y he H.

Ejemplo 6.9. Sea {G,}aecr una familia de R-modulos y sea
G=[]Go={(aa)acr|aa€Ga,Ya eI}

acl

el producto cartesiano de los miembros de la familia. El conjunto G posee estructura de R-modulo
con las operaciones

(aa>a61 + (ba)ael = (aa + ba)ae[

T(aCE)OéEI = (Taa)ael

Al R-médulo G se le conoce como el producto directo de la familia {G,}acr. Cuando I es finito
se suele escribir G =Gy X -+ X Gy,

Ejemplo 6.10. Sea H un subconjunto de un R-modulo. El conjunto

<H> = {Zraha

a=1

nElN,TQER,hQEH}

es un submodulo de M llamado el submddulo generado por H. Cuando H = {h}, entonces se
dice que (H) es el submddulo ciclico generado por h.

Note que (H) es precisamente la interseccion de todos los submodulos que contienen a H.

Ejemplo 6.11. Sea G un R-moédulo y sea {H,}qaer una familia de R-submodulos de H. Dado
que {J,, ¢ Ha es un subconjunto de G, entonces tiene sentido hablar del submodulo generado por
dicho conjunto, el cual se denotara por ZaEIHO" es decir,

5 e = (U o)

acl acl

n
= § raihai
1=1

neEN,rq, €R, hy, € Hal}

Definicion 6.12. Un R-mddulo G es la suma directa interna de la familia de submddulos
{Hotac1 €G, siG=3" Ha, y HiN Za¢jHa ={0} para todo j€ I
Notacién 6.13.

1. Se denotard la suma directa interna por G = @®qciHy. Si I es finito entonces se escribird
G=H:®---®H,. Cuando Hi=---=H, = H, entonces se escribira Hi®---® H,, como H".
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Definicién 6.14. Sea {Ga}aer una familia de R-mddulos y sea G =[], .,
(aa)ac1 €G se dice casi nulo si a, =0 excepto para un nimero finito de indices.

Go. Un elemento

Observacién 6.15.
1. Sea G'={(aa)aci| (@a)acs es casi nulo}. En el conjunto G se puede introducir una estruc-

tura de R-mo6dulo por restriccion de las operaciones de G.

Definicion 6.16. El conjunto G={(aa)acr| (aa)acr es casi nulo}, con la estructura de R-médulo
definida por la restriccion de las operaciones de G, es la suma directa externa de la familia

{Ga}ael-
Notacién 6.17.
1. Se denotard la suma directa interna por G=daciGq. Sil es finito entonces se escribird
G:Gl@@Gn
Observacion 6.18.
1. Para cada j € I considere la funcién
ij:Gj — @aejGa
— (aa)ael

con

w.—Ja sij=a
o — ..

0 sij#a
Observe que estas funciones son homomorfismos inyectivos(monomorfismos), e isomorfismos
sobre sus respectivas iméagenes i;(G;). Méas atn, se tiene que G = @qeria(Ga), como una
suma directa interna de los submodulos i,(Gy) CG.

Proposicion 6.19. Sea G un grupo abeliano libre finitamente generado por (ay,...,an) y sea H
un subgrupo de G. Entonces H es un grupo abeliano libre, existe una base (ey,...,e,) de G, algin
q <n, y nimeros enteros positivos ni,...,ng, tal que (nie1,...,ngeq) es una base de H y n, divide

a Ng+1 para todo o con 1 <a<qg—1.

Demostraciéon. La demostracion de la proposicion 6.19 se puede encontrar en [6] g

Usando la proposicion 6.17 se puede probar el siguiente resultado:

Proposicion 6.20. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces eriste un numero
entero m >0 y niumeros enteros positivos ni,...,ng tales que G es isomorfo a la suma directa

2" ® (2/mZ) ® - & (Z/nZ)

donde n,, divide a ng41 para todo a con 1 <a<qg—1

Demostraciéon. Suponga que G esta generado por A= (ai,...,a,) y sea F(A) el grupo libre
generado por A. Por el item 5 de la observacion 6.3, la inclusion i: A —— G puede ser extendida
a un unico homomorfismo f: F(A) — G el cual es sobreyectivo (epimorfismo), en cuyo caso,
por el primer teorema de homomorfismosS-1, se obtiene que F(A)/Kerf es isomorfo a G. Por la
proposicion 6.17, H =Ker f, es un grupo abeliano libre y existe una base (e,...,e,) de F/(4), algan
p <n, y algunos nameros enteros positivos ki, ..., kp, tal que (kiei,...,npep) es una base de H y
ko divide a ko1 para todo o con 1 <a<p-—1. Sea r, 0 <r <p, el nimero natural mas grande
tal que ky =--- =k, =1. Reescribiendo ko como n,, dénde 1 <o <p —r, sea ¢=p —r, luego se
puede escribir

H=7P"10nZ® - - ®ngZ

6.1. Si ¢: G — G’ es un homeomorfismo de grupos entonces G/ Kerny = ¢(G), donde Kerny={a € G| ¢(a) =0}
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y como F'(A) es isomorfo a Z", entonces es facil verificar que F(A)/H es isomorfo a
2" PRL/MLS - DL/ ngZ O

Observacion 6.21.

1. Note que Z/mZ & --- B Z/ngZ es la torsion de G, por tanto, como un corolario de la
proposicion anterior, se obtiene que todo grupo abeliano finitamente generado G es la suma
directa, G=Z"®T, donde T es la torsion de G y Z™ es el grupo abeliano libre de dimensién
m. En estas condiciones a m se le conoce como el numero de Betti de G.

El siguiente resultado sera de utilidad a la hora de calcular los grupos de homologia de poliedros.

Proposicion 6.22. Si

0— E—f>Fi>G —0
es una secuencia exacta corta de homomorfismo de grupos abelianos, esto es, f es un mono-
morfismo, g un epimorfismo, Imf =Kerg; y r(F) es finito, entonces r(F)=r(E)+r(G). En
particular, si G es un grupo abeliano de rango finito entonces y H es un subgrupo de G entonces

r(G)=r(H)+r(G/H).

La demostracion de la proposicion 6.21 puede encontrarse en [3]

6.2 Homologia simplicial

En esta seccion se estudiaran brevemente la homologia simplicial. Para un estudio mas detallado
de esta esta teoria se recomienda [4],[5].

Sea K un complejo simplicial. La esencia de la homologia simplicial es asociar al complejo K una
coleccién de grupos grupos abelianos, H,,(K), con K. Esto se logra al definir primero algunos grupos
abelianos libres, Cp(K), construidos a partir de p-simplejos orientados. Una de las ideas principales
es que a cada p-simplejo orientado o se le asigna una frontera 0,0, definiendo asi homomorfismos

Op: Cp(K) — Cp-1(K)
con la propiedade que 9,_103,=0. Si se denota por Z,(K) al nticleo de 9, y
Bp(K) = 0p11(Cp11(K))

es la imagen de 9,41 en Cp(K), como 9,_100,=0, el grupo B,(K) es un subgrupo del grupo Z,(K),
y se define el grupo de homologia, Hy,(K), como el grupo cociente

HP(K) = Zp(K) /Bp(K)

Una de las caracteristicas importantes de los grupos de homologia de los complejos es que solo
dependen de la realizacion geométrica |K | de K y no de las varios triangulaciones de | K|.

A fin de establecer las ideas anteriormente expuestas, el primer paso es definir lo que se entiende
por orientacionb2? de un p-simplejo. Para esto, conviene recordar lo siguiente: Sea X un conjunto
y defina A(X)={f: X — X| f es biyectiva}. Con la composicion de funciones, A(X) es un grupo
cuyos elementos son permutaciones. En particular, si X ={1,2,...,n} entonces el grupo A(X) se
conoce como el grupo simétrico de grado n, el cual se denota por S,,. Por ejemplo, si X ={1,2,3},
entonces S3 es el grupo constituido por las permutaciones

6.2. No confundir con la definicion de orientacién de una superficie introducida en el capitulo 4.
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123 123 123
fo_’<123> fl_’<231> f2_’<312)
(123 (123 (123
91 139 92 321 9 213
Si X es un conjunto finito, X = {vg, v1,...,v,}, un ciclo f de orden m <n, es una permutacion

en X tal que f™=Idx(o bien f™=ex(x) ). Una transposicion es un ciclo de orden 2. En ejemplo
anterior, fy es un ciclo de orden 1, fi, fs, ciclos de orden 3 y g1, g2, g3, son transposiciones. Mas
ain, como

fi = giog
fa = g1093

entonces todo elemento de S3 se puede expresar como un producto de transposiciones ( fy se puede
expresar como el producto de 0 transposiciones). Asi,

Ss={ fo, 91° 92, 910 g3, 91, g2, g3}

En general, para n > 1, se puede probar que toda permutacion f en S, se puede expresar como un
producto de transposiciones. Si el namero de transposiciones es par entonces se dice que f es una
permutacion par. Si es impar, se dice que f es una permutacion impar.

Por tltimo, observe que la relacién ~ en S, definida por f~ g si y solo si h=g¢ 'o f es una
permutacion par, es de equivalencia. En este caso es facil ver que S, /~ solo consta de dos clases de
equivalencia, a saber, la clase de todas las permutaciones pares y la clase de todas las permutaciones
impares.

6.2.1 Orientaciéon de un simplejo

Sea oP = (ag, a1, ..., ap) un n-simplejo y suponga que los vértices estan ordenados haciendo ag <
a1 < ---<an. Entonces este orden determina cierta direcciéon entre los vértices de oP. Cualquier
otra ordenacion de los vértices consiste en una permutacion de los mismos. Cuando se considera
el simplejo oP junto a la clase de equivalencia de todas las permutaciones pares de sus vértices, se
dice que oP esta positivamente orientado, lo cual se escribe como +oP. De otro lado, cuando
se considera oP con la clase de equivalencia de todas las permutaciones impares, se dice que o*
estd negativamente orientado, lo cual se escribe como —oP. Las dos clases asociadas a oP son
las orientaciones de oP. Una vez se ha seleccionado una de estas dos clases se dice que oP esta
orientado, lo cual se denota por o =[ag, a1, ..., ap]. Dos simplejos orientados o1, o2 se dicen
que tienen la orientacion opuesta si ellos son las dos clases de equivalencia asociadas a algin
simplejo o. Se asume que —(—0) =o0.

Observacion 6.23.

1. Todo simplejo o tiene dos orientaciones, excepto cuando o es un 0-simplejo, al cual se le
asociara siempre la orientaciéon positiva. Si un k-simplejo o tiene una orientacién, entonces
se induce automaticamente una orientacién en sus caras.

Ejemplo 6.24. Considere el 1-simplejo o' = (ag, a1). Si se ordena ag < aj, entonces el simplejo
+o! = [ap, a1
esta orientado positivamente, mientras que
1

-0 = [ala aO]

esta orientado negativamente.
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Figura 6.1.

Ejemplo 6.25. Si 02 = (ag,a1,az) es un 2-simplejo y se considera el orden ag < a; < as, se obtienen
los simplejos con orientaciones opuestas

+0? = lag, a1, as]
- [(11,(127&0]

= [a27 ao, al]

—0" = [al,a07a2]
= [00,02701]

- [(IQ, ai, 0,0]

Figura 6.2.

Definicién 6.26. Un complejo simplicial K se decie orientado si a cada uno de sus simplejos
se le astgna una orientacion.

Observacion 6.27.

1. Hay varias formas de orientar un complejo simplicial K. Por ejemplo, si se asigna cierto
orden al conjunto de todos los vértices de K, entonces dicho orden induce un orden en los
vértices de cada simplejo de K. Como consecuencia, a cada simplejo se le asigna automa-
ticamente una orientacion y el complejo K se vuelve orientado.

Se introducira ahora el concepto de numero incidencia el cual serd importante en lo sucesivo.
Dicho concepto depende de una orientacion asignada a un complejo simplicial K.

Definicion 6.28. Sea K un complejo simplicial orientado. A cada par (o1 oP), donde oP y
oPt1 son dos simplejos de K cuyas dimensiones difieren en 1, se le asocia un nmimero, denotado
or |o o amado nu inci ia, como sigue: St oP no es un cara o s

P+l oP], llamado nimero de incidencia, e: Si oP no es un de oPT1, se

pone [oPt! oP]=0. Si 0P es una cara de oPT1 con +oP = (ay,...,ap) y a es el vértice adicional
de oP*1 entonces (a,aq,...,ap) es +oP+l 6 —gP*l. Se define
1 {a,ag,...,ap) =cPT?
[Up+1,gp] —
-1 (a,aq,...,a, =—cPT!

Ejemplo 6.29. Sea K =Cl(c?), donde o2 = (ao, a1, as), con su orientacién positiva. Entonces
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(02, (a0, a1)] =1 [(ao, a1), (ao)] = -1 [(a1,a2), (ao)] =0 [(ao, az), (ao)] = —1
(02, (a1, a2)] =1 [(a0, a1), (a1)] =1 [(a1, az), (a1)] = —1 [(a0, az), (a1)] =0
(02, (a0, az)] = -1 [(ao, a1), (a2)] =0 [(a1,a2), (a2)] =1 [(ao, az), (a2)] =1

El siguiente resultado sobre los nimeros de incidencia serd importante para poder introducir
los grupos de homologia de un complejo simplicial K.

Teorema 6.30. Sea K un complejo simplicial orientado. Si 0?2 es una cara de dimension p — 2
de un simplejo p-dimensional oP de K, entonces

—1[,p—1 p—2] _
> [oP, 0P oo =0
oP~leK
donde oP~1 es un p — 1-simplejo dimensional de K.
Demostracion. Sea 0?2 = (aq,...,a,_2) y u,v, vértices adicionales de oP. Sin pérdida de
generalidad, sea o = (u, v, ag, . .., ap—2), pues en otro caso se hace una permutacion de u y v

con una transposicién. Note que existen tnicamente dos p — 1-simplejos de K para los cuales los
términos de la suma no son cero, a saber,

U;f71 = <u7a05"'5ap72>
p—1 _
02 - <vaa07'~~;ap72>

El orden indicado para estos simplejos puede resultar en una orientacién positiva o negativa. Por
tanto hay cuatro casos a examinar:

L. +o? ' =(u,ag,...,ap_2) y +o5 ' =(v,aq,...,a,_2). Entonces,
[P, 0! =—1, [0} 7} 0P %=1
p—11 _ p—1 _p-27_
[01)70— ]*L [02 ﬂap ]*1
2. +oP 1 = (u, aq, ey p_2) Y —ob = (v,a0,...,ap_2). Por tanto,
[O—pﬂapil]zfla [0;{77170_;;72]:1
[O—pﬂag_l]zfla [05_1704772]:71
3. —oP '=(u,a0,...,ap_2) y 08 =(v,aq,...,a,_2). Asi,
[P, 007 =1 [0} 0P =1

“t=(u,ag,...,ap_2) y —o5 "' =(v,ap,...,a,_2). Entonces,
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[o7.of =1 [of ™! 0P =1

07,08 ==1 [0} 0P %=1

En cada caso, haciendo los correspondientes productos, se obtiene que los tinicos dos términos no
cero de la suma son —1 y +1, por lo cual su suma es cero. 0

6.2.2 p-cadenas y homologia simplicial

Sea K un complejo simplicial orientado y sea Sp el conjunto de todos los p-simplejos orientados de
K. Como para cada p > 1, cada p-simplejo puede orientarse de dos formas distintas, el namero de
elementos en Sp es dos veces el numero de p-simplejos de K, mientras que el nimero de 0-simplejos
es el namero de vértices de K.

Definicién 6.31. Sea 1 <p<dimK. Una p-cadena de K es una funcion c: Sp — 7, tal que
¢(—oP)=—c(4+0P). Si p=0, una 0-cadena es una funcion c: Vert(K) — Z. El conjunto de todas
las p-cadenas de K se denota por Cp(K). Sip<0 d p>dimK, se define Cp(K)={0}.

Observacion 6.32.

1. Si K es complejo simplicial, entonces para cada p € Z, el conjunto C,(K) tiene estructura de
grupo con la operacion puntual (c+¢')(c?) = ¢(o?) 4 ¢’(oP), para cada oP € S,,. Claramente,
dicha operacion es asociativa y conmutativa. El elemento neutro es la funcion cero 0: S, —
Z, definida por 0(c?) =0, y la inversa —c de ¢ esta definida por (—c)(o?) = —c(c?). El
grupo Cp(K) se denomina grupo de cadena p-dimensional de K. Se tiene asi una sucesién
de grupos abelianos {C,(K)|p € Z}, los cuales son cero, excepto para p=0,...,dimK.

2. Se puede dar una descripcion de los elementos de Cp(K) con los cuales es mas facil trabajar.
Para cada p-simplejo positivamente orientado o”, se define una p-cadena &,, llamada p-
cadena elemental de K, como sigue:

1, TP =0oP
gP(rP)=¢ -1, TP=—0P
0, otro caso

3. Para cada p >0, S}, denota el conjunto de todos los p-simplejos positivamente orientados
de Ky S,={aP|oceS,}.

El proximo resultado muestra que C,(K) es el grupo libre generado por todas las p-cadenas
elementales:

Proposicion 6.33. Si K es un complejo simplicial orientado, entonces Cp(K) es el grupo libre
abeliano con base Sp.

Demostracion. Es suficiente probar que cada p-cadena c € Cp(K) se puede escribir de manera
tnica como una combinacion lineal de las p-cadenas elementales 7. Suponga que c¢(o?) =n,, donde
oP € S,. Entonces, por definiciéon, ¢(—oP) = —n,. Considere el elemento ngesp npoP. Se afirma
que c= Y n,aP. Para ver esto, se debe probar que ¢y > n,oP tiene el mismo valor para cada p-
simplejo orientado de K. Si o € .S, entonces

(Z n,ﬁ”)(a”) = n,oP(oP)

= <(o?)
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Si oP ¢Sy, entonces —oP € S,y

o”) = e(~(~o7))
= —(Z nyo?)(—aP)

Para la unicidad, suponga

Entonces, > (n, —mp)dP =0, en Cp(K) y asi (3 (n, —mp)aP)(cP) =0, en Z, lo cual implica que
np —mp=0. Como o? es arbitrario, se obtiene que los correspondientes coeficientes de 5% en las
dos expresiones de ¢ son idénticas. O

Observacion 6.34.

1. Si se considera una orientacion diferente en K, entonces el conjunto de generadores de
Cp(K) podria ser también diferente, sin embargo, el grupo Cp(K) obtenido seria isomorfo
a un grupo libre abeliano con una base teniendo tantos elementos como p-simplejos en K.
Por tanto, la estructura del grupo Cp(K) depende tnicamente de la estructura del complejo
simplicial K, no de la orientacién particular que se considere.

2. En adelante, cuando se escriba o? se entendera que es un p-simplejo positivamente orientado.
Ademas, se identificard o? con su p-cadena elemental

3. Como cada p-cadena elemental 0P es una p-cadena, entonces tiene sentido considerar la
inclusion:
Al definir
Op: Sp ? Cp 1K)
P
D p 1 oP 1
4 )=2_ oo o

entonces por la propiedad universal del objeto libT’66'3, existe una tnica funcién 9, tal que
el siguiente diagrama conmuta:

S, —— Cy(K)

Ip

Qi

Cpfl(K )
Con base en este hecho, se tiene la siguiente definicion:

Definicion 6.35. Para cada 0 < p <dimK, se define un homomorfismo de grupos 0p: Cp(K) —
Cp—1(K), denominado homomorfismo frontera, como el iinico homomorfismo tal que para cada
p-simplejo oP de K se tiene:

P
,(oP) :Z oP NP1 (6.2)

6.3. Un objeto F' de una categoria concreta C se llama libre sobre un subconjunto B C F' si tiene la siguiente
propiedad universal: dado un objeto X de C y una funcién f: B— X, existe un morfismo f: X — Y en C, tnico tal
que f oi=f, donde i: B—— F es la inclusién. En este caso se dice que B es una base de F'. Asi, la propiedad universal
del objeto libre dice que toda funcién definida en la base tiene una tnica extensién a un morfismo definido en F'.
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1 . . . .
donde o2 " corre por todas las p — 1-caras positivamente orientadas de oP. Para p<0 ¢ ¢>dimK
se define necesariamente 0, como el homomorfismo cero.

Observacion 6.36.

1. Si en 6.2 se considera el conjunto de todos los p — 1-simplejo de K, la suma permanece
inalterada, pues si ¢” " p=t

escribir

no es un cara de o?, entonces [o?, 02~ =0. Por tanto, se puede
P
_ 2 : p—1,p—1
8p(ap) - [Upv Oa ]Ua

cl7leK

2. SioP=|ay,...,ap] es un p-simplejo orientado con orden ag < a; < --- < ap, entonces las p+1-
caras de oP son afﬁl ={ag,...,qq,---,ap), para a €{0,...,p}, donde d, siginifica que el

vértice a, ha sido eliminado del simplejo original. De este modo, como el orden de mantiene,

p—1
«

. o . P —1
a4, se Tequiere de v transposiciones para obtener a ao. Por tanto, [oP, 08" ]=(-1)%y, se
puede escribir

o obtiene la orientacion positiva y por tanto al agregar en la primera posicion el vértice

Op([ao, - -, a]) = > (=1)°[ac, - -, da, - - -, ay)

a=0

Ejemplo 6.37. Si o =[ag, a1], entonces
(910 =ai;—Aagp

De manera similar, si o = [ag, a1, s, entonces

oo = lay, ag] — [ao, ag] + [ao, 1]

= [a1, az] + [az, ao] + [ao, ai]
Para o =[ag, a1, as, as|, se obtiene que

O30 = a1, ag, as] — [ao, az, as] + [aog, a1, as] — [ag, a1, az]

Ejemplo 6.38. Si o es la cadena

0= [G'O; al] + [(11, QQ] + [(12, (13]

mostrada en la figura 6.1

o, 0, 0y
O O O O
0 al a’Z (l;
Figura 6.3.
entonces
oo = Oi|ag, a1] + O1[ar, as] + O1[as, as]

= ap—aptaz—ay+az—az
= az—ag

Por otro lado, si o es el ciclo cerrado
0= [G/O, al] + [a/la 0/2] + [G/Q, a/O]

mostrado en la figura 6.2
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Figura 6.4.

se obtiene

010 = Oilag, a1] + O1[a1, as] + O1[as, ag]
a1 —ap+az—ai+ag— as
=0

El siguiente resultado permite definir los grupos de homologia simplicial.

Proposicion 6.39. Para cada p € Z, la composicion 0p—100,=Cp(K) — Cp_2(K) es el homo-
morfismo cero.

Demostracion. Como cada grupo Cp(K) es libre con base S'p, entonces por la propiedad universal
del objeto libre, basta probar que para cada p-simplejo o? € S,, se tiene 9, _100,(c?) =0. En efecto,

0y-100y(07) — a( ) [op,ozﬂaf;l)

Prlek

a

= Y ool el 9ol

oPlek
_ 2: p—1 2: p—1 _p—11 p—2
- [JP’ Oa ] [Ja ’ Jﬁ ]Uﬁ
oP7leK 05726K

= Z 0.0572 : teorema 6.30
057261(

En vista de la proposiciéon anterior, se observa que la imagen 9,41(Cp+1(K)) del homomorfismo
8p+12 Cp+1(K) — CP(K)

es un subgrupo del Kerdp, 0p: Cp(K) — Cp_1(K). Este hecho motiva la siguiente definicion:
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Definicion 6.40. Dado un complejo K, el kernel, Kerd,, del homomorfismo 0p: Cp(K) — Cp_1(K),
es denotado por Z,(K) y a sus elementos se les llama p-ciclos. La imagen O0pi1(Cpi1(K)),
Im0, 41, del homomorfismo Opi1: Cpy1(K) — Cp(K) es denotada por Bp(K) y a sus elementos
se les llama p-fronteras. El p-ésimo grupo de homologia, H,(K), es el grupo cociente

Hy(K) = Zp(K) [ By(K)

Dos p-cadenas c,c’, se dicen que son homdlogas, lo cual se denota por c~c', si eriste alguna
(p+1)-cadena d tal que c=c’'+ Op11d

Observacion 6.41. Observe que dos p-cadenas ¢, ¢’, son homologas si y solo si ¢ — ¢’ ~0, donde
0 es la p-cadena cero en Cp(K).

Definicién 6.42. Dada una p-cadena 0:2221 Back, al nimero entero n= 22:1 Ba se le deno-
mina indice de ¢, el cual se denota por I(c).

Observacion 6.43. El indice I: C,,(K) — Z es un homomorfismo de grupos.

Proposicion 6.44. Si K es un complejo conexo, entonces para una 0-cadena c, I(c)=0 si y solo
sic~0, y Hy(K)="27.

Demostraciéon. Suponga primero que ¢~ 0 y sea op= (ag, a1) un 1-simplejo. Como

01(Boo) = Par — Bag

entonces para ¢ = 01(op) se obtiene que

I(C) = 1(8160'0)

= I(Ba1 — Bao)
— 5-5
=0

Mas atn, como I es un homomorfismo y cualquier 1-cadena d € C;(K) es de la forma

k
d= Zﬁaaclu ; O—}x = (aaa aa+1)
a=0

entonces para ¢ = 01d se concluye que

I(c) = I(dd)
=0

Para el reciproco, sean a,a’, vértices de K. Como K es conexo, o bien, K es conexo por caminos,
existe una camino f entre ellos el cual esta conformado por 1-simplejos o8 = (aq, @a11), ®=0,...,
k—1, donde ag=a y ap=a’. Considere la 1-cadena

k—1
d= E ok
a=0

luego,

k—1
ohd = 81<Zaé>
a=0

k—1
= E alaé
a=0
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esto es, a,a’, son homologas, lo cual implica que cualquier 0-cadena ¢ =3 Baa, es homologa a la
cadena ¢’= (3" Ba)a ; luego ¢ — ¢’ ~ 0 de modo que I(c—c’) =0, es decir,

I(c) = I(¢)
= 6&
a=0
Asi,
¢ ~ I(c)a

Por tanto, si I(c) =0 entonces ¢~ 0.

Por altimo, note que toda 0-cadena es un ciclo en Cy(K) por lo que Co(K) = Zy. Para cualquier
O-cadena elemental ¢y 3 €7, B¢ es un ciclo con I(Bc) =3, lo cual muestra que

1(Zy) = I(Co(K))
= 7

Como I(c)=0 siy solo si ¢c~0, se sigue que By=Kerl, de donde se concluye que Hy =~ Z. O

Ejemplo 6.45. Se desea calcular los grupos de homologia Ho(K) y H1(K) del 2-complejo K de
la figura 6.3.

0

Figura 6.5.

En efecto, K consta de los tres vértices {ao, a1, az}, las tres aristas orientadas oo = [ag, ai],
o1=la1, as|, o2 =[ag, ag], y el tridngulo orientado A = [ag, a1, as]. Observe primero que cualquier
par de vértices estan conectados (la arista que los une) por lo que K es conexo y en consecuencia
Hy(K) =7 de acuerdo a la proposicion anterior. Para calcular H;(K) observe que

Bi(K) = 0:(C2(K))

= {0x(nA)|neZ}
{nod2(A)|neZ}
{n(oo+o1+092)|neZ}

Z(K) = Kerd,

{nooo +n101 + neoa| 01(neoo + n1o1 +neo) =0}

= {nooo+ni1o1 +ngos| (n2 —ng)ag + (no — n1)ar + (n1 —nz)az=0}
{nooo+n1o1+neoe|ng=n1=no=necZ}
{n(oo+o1+02)|neZ}
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Por tanto, Hy(K)={0}.

Ejemplo 6.46. Considere el complejo K de la figura 6.3

Figura 6.6.

Este complejo se compone de seis vértices {ag, a1, as, as, a4, as} y ocho aristas orientadas
o0 = [ao, a1 o1 = [ao, ag] o2 = [ao, ag] 03 = [az, ag]

o4 = a1, a4 o5 = [a4, as] o6 = [a1, as] o7 = [as, as]

Como K es conexo se tiene que Ho(K)=7Z. Al considerar los 1-ciclos en C1(K), se observa que
no todos son independientes. Por ejemplo, el 1-ciclo

c=009+01—07—0¢

puede escribirse como la suma de los ciclos

cl = 09+01—03—09
Co = 09+03— 05— 04
c3 = 0O4+05—07—0¢

De hecho, se tiene que ¢y, co, c3 constituyen una base para C1(K), en cuyo caso, observando que
C3(K) = {0}, se obtiene que

H(K) = Z1/ B

= Ker0,/{0}
Kero,
= ZOLPZ

lo cual indica K tiene tres agujeros 1-dimensional.

Ejemplo 6.47. El complejo K de la figura 6.4,
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Figura 6.7.
consta de las nueve aristas
o0 = [ao, a1] o1 = [ao, as] o2 = lao, as] 03 = [ag, as]
o4=ai, a4] o5 = |ay, ag] o6 = a1, as] o7 =las, ag]

o8 = [ao, az]

y de los dos tridngulos A1 = [a1, ao, az], A2 = [ao, a3, az]. Note que

0141 = op+og—02

O0hAs = o1—03—o0%
luego
01(A1+Az) = og+01—02—03
donde A+ As es un diamante con frontera oo+ o1 — 02 — 3. Dado que no hay 2-ciclos,
Hy(K) ={0}

Para calcular Hq(K)=Kerd; /Imds, observe que los ciclos que pertenecen a Imd, se encuentran en
el diamante A; + A, , por tanto, los tnicos ciclos en C1(K) que no se encuentran en Imds, es decir,
cuya clase de equivalencia no es el cero, deben contener, o bien a ¢1 4¢3, 0 bien a dy + do; luego,
cualquier par de ciclos que contienen a ¢ + c3 (resp. di+ds ) y pasan por A; + Ay son homologos.
Por ejemplo, los ciclos

c1 = 0p+01—05—04

Co = 09+ 03—05—04

son homologos ya que
Cl —Ca= 81(A1 + AQ)

De manera similar, los ciclos

c3 = 0po+0s+03—05—04

€1 = 0p+01—05—04
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son homologos ya que
c3—cC1 = 08+03—01

= 0i(—Az)

Generalizando el argumento anterior, se puede mostrar que cada ciclo es homoélogo a un multiplo
de ¢ 0 a un multiplo del ciclo

c4=00+01— 07— 0%

en otras palabras,

Kerd; /Imds = {c1 + Imds, ¢4 + Imds}
de modo que
H(K)=Z&Z

y en consecuencia K posee dos agujeros 1-dimensionales. Por ultimo, siendo K conexo se concluye
que Hy(K)="7Z.

El siguiente teorema, el cual no se demostrara aqui, muestra la invarianza topologica de la
homologia simplicial. Para méas detalles sobre este teorema consultar [5].

Teorema 6.48. Dado cualquier complejo X, si | X |2 |K|X|K'| es homeomorfo a la realizacion
gométrica de cualquier par de complejos K y K', entonces

Hy(X) = Hp(K) = Hp(K')
para todo p > 0.

Observacion 6.49.

1. El teorema 6.48 implica que Hy(K) es finitamente generado para todo p > 0. Es inmediato
que si K tiene dimensioén m, entonces Hy(X)=0 para p>m, y se puede mostrar que Hp,(X)
es un grupo libre abeliano.

Un invariante fundamental de los complejos finitos es la caracteristica de Euler-Poincaré.

Definicién 6.50. Si K es un complejo finito de dimension m y n, es el nimero de p-simplejos
de K, entonces la caracteristica de Euler-Poincaré, x(K), del complejo K se define por

X(K)=> (=1)"n,
p=0
Teorema 6.51. Dado un complejo finito K de dimension m se tiene

E) = 3 (1)Pr(Hy(K)
p=0

esto es, x(K) es la suma alternante de los nimeros de Betti de los grupos de homologia de K.

Demostracion. Se sabe que Cp(X) es un grupo libre de rango m,. Como H,(Z)=Z,(K)/By(K),
por la proposicién 6.22, se obtiene
r(Hy(K)) =r(Zp(K)) = r(By(K))
luego, como la secuencia
9
0— Zp(K) — Cp(K)—Bp-1(K) —0
es exacta, entonces de nuevo por la proposicion 6.22,

r(Cp(K)) =np=1(Z(K)) +r(Bp-1(K))
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luego,

= Y (DPr(Z(K) + ) (~1)Pr(By-1(K))
p=0
Usando el hecho de que B, (K) =0, y B_1(K) =0, se obtiene

X(E) = Y (=1)Pr(Zy(K)) + ) (=1)P r(By(K))

Una consecuencia muy importante de los dos teoremas previos es que la caracteristica de Euler-
Poincaré de un complejo finito K de dimension m solo depende de la realizacion geométrica | K|
de K ya que solo depende de los grupos de homologia, H,(K)= H,(|K|), de |K|. Por lo tanto, dos
complejos K y K’ con la misma realizacién geométrica tienen la misma caracteristica de Euler-
Poincaré, es decir, x es un invariante de todos los complejos finitos correspondientes al mismo
politopo X =|K|, por tanto, se puede hablar de la caracteristica de Euler-Poincaré del politopo
X =|K]|, la cual se denotara por x(X). En particular, lo anterior es cierto para superficies que
admiten una triangulacion, y como se vera, la caracteristica de Euler-Poincaré cumplira un papel
muy importante en la clasificaciéon de las superficies compactas. En este caso,

X(K)=mg—mi+ms
donde myg es el nimero de vértices, m; el nimero de aristas y ms el nimero de tridngulos, en K.
Considerando las triangulaciones de la esfera, el toro, el plano proyectivo y la botella de Klein

presentadas en el capitulo cinco, se sigue que sus caracteristicas de Euler son 2, 0, 1, 0, respecti-
vamente.

6.2.3 Homologia de 2-complejos finitos

Dado que un poliedro es la realizacién geométrica de un 2-complejo triangulado, entonces es posible
determinar los grupos de homologia de poliedros finitos. Se dice que un 2-complejo triangulado K es
orientable si su realizacion geométrica |K | es orientable. Se consideraran 2-complejos triangulados
orientables y no orientables, finitos. Primero, note que C},(K) es el grupo trivial para p<0y p> 2,
por lo que solo se estudiaran los casos donde p=0,1, 2.

Como una consecuencia inmediata de la proposicién 6.44 para el caso de complejos triangulados
se tiene:

Proposicion 6.52. Para todo 2-complejo triangulado K, Ho(K)="7.
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Proposicion 6.53. Para cualquier 2-complejo triangulado K, se cumple, o bien Ho(K)=7, ¢
Hy(K)={0}. Mds aiin, Hy(K)=7Z si y solo si |K| es finito, no tiene frontera y es orientable, en
otro caso, Ha(K)={0}.

Demostraciéon. Cuando p=2, note que By(K )= {0}, por tanto Hy(K)= Z2(K). Considere una
2-cadena c=Y_ f,A, donde cada A, es un triangulo orientado [ag, a1, az], y suponga que ¢ es un
ciclo, esto es,

dc = Z BadAng =0

Siempre que A, y A; tengan una arista o en comun, la contribucién de o a Oc es, o bien, 3,0 + Fj0,
6 fao — Bjo, 6 —Ba0 + Bjo, 6 —Bao — Bjo, lo cual implica que B, =€f;, con e ==+1. Por tanto,
si Ao y A; estdn unidos por una camino de tridngulos Ay, adyacentes dos a dos, todos en c, se
tiene que |Ba| = |5;|; sin embargo, de las proposiciones 5.71, 5.76, se sigue que cualquier par de
tridngulos A, y A; en K estan conectados por una secuencia de tridngulos adyacentes dos a dos. Si
algun triangulo en el camino no pertenece a ¢, entonces hay dos triangulos A, Ay, adyacentes en el
camino, donde Ay €c, y Ay ¢ ¢, tal que todos los tridngulos en el camino de A, a Aj, pertenecen a
c ; pero entonces, Ay tiene una arista que no es adyacente a ningin otro tridngulo en ¢, por tanto,
Br=0y asi 3,=0. El mismo razonamiento aplicado a A; muestra que 3;=0. Si todos los tridngulos
en el camino de A, a A; pertenecen a ¢, entonces ya se sabe que | 8| =106;|. Por tanto, todos los 3,
tienen el mismo valor absoluto. Si K es infinito, debe haber algin A, en la suma finita el cual es
adyacente a algtn tridngulo A; que no se encuentra en la suma finita y la contribuciéon de la arista
comin a A, y A; a Oc debe ser cero por lo que 3, =0 para todo «. Similarmente, los coeficientes de
cada tridngulo con una arista en la frontera deben ser cero. Asi, en estos casos, c~0, y Ho(K)={0}.

Suponga ahora que K es un 2-complejo triangulado finito sin frontera. El razonamiento anterior
mostré que cualquier 2-ciclo distinto de cero se puede escribir como

c= Z €afBAq

donde =04 >0 para todo o, y €, ==%1. Como dc=0, > €,A, es también un 2-ciclo. Para
cualquier otro 2-ciclo distinto de cero Y vaAa, se puede sustraer €171(3 €ada) de D Yada, de
donde se obtiene el ciclo

> (Yo — €1€am) Aa

a#l
en el cual A; tiene coeficiente 0; pero entonces, como todos los coeficientes tienen el mismo valor
absoluto, se debe tener que v, = €164, para todo a# 1, luego

Z’YaAa = 6171(2 €aAa)

lo cual muestra que, o bien Hs(K) =0, o Ho(K)="7Z. Solo resta probar que K es orientable si y
solo si Ho(K) ="7.

Primero, suponga que Ho(K)=7. En este caso, se puede escoger una orientacion (escogiendo
una orientacion para cada A,) tal que Y A, sea un 2-ciclo. Sea A= (ao, a1, az) un 2-simplejo en
dicha orientacion. Recuerde que la realizacion geométrica |[A| de A es un triangulo.

Sea f la aplicacion afin que mapea |A| a un tridngulo en el plano (visto como C) tal que ay,
ay, as son mapeados a 0,1 e i respectivamente. Esta aplicacion determina una orientacion de |A|,
y es natural pensar que tal orientaciéon podria depender del orden en que se tomen los vértices,
sin embargo, la aplicacion afin la cual efecttia una permutacion ciclica de 0,1,7 (0 a 1,1 a4, i a 0)
puede ser escrita como

(%,y)'—>(17$*y7$)

y claramente preserva el sentido pues su jacobiano es

1 0 =1>0

-1 —1‘
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En consecuencia, se obtiene asi una orientaciéon para el interior de cada 2-simplejo.

Las estrellas abiertas de los vértices del complejo forman un cubrimiento abierto de |K|. Se
desea mostrar que dicho cubrimiento permite una orientacién compatible. Para ello, observe que
Stag es homeomorfo a una bola abierta. Por tanto, cada estrella es orientable, y la orientaciéon de un
|A| C Stag determina una orientacion de la estrella. Se debe probar que diferentes |A| determinan
la misma orientacion, para lo cual es suficiente considerar dos tridngulos adyacentes |A| y |A’| en
Stag. Si el lado comun es (ag,a1), la orientacion debe ser de la forma A= (ag, a1, a2), A’ = (ao,as,a1).
Sean f, f' las aplicaciones afines correspondientes a dichas orientaciones. Un homeomorfismo h de
|A|UJA’| en el plano puede ser construido al hacer h= f en |A| y h=po f’ en |A| donde p es la
aplicacion dada por z+—— —iz. Claramente, la orientaciones definidas por h y f coinciden en |A|
pues h= f en |A|, mientras que las orientaciones definidas por h y f’ coinciden en |A’| porque p
preserva el sentido,

‘ 0 1

1 0‘:1>0

lo cual implica que las orientaciones de Stag definidas por f y f’ coinciden. En consecuencia, se
han obtenido las orientaciones de todas las estrellas. Méas atun, dos estrellas abiertas son, o bien,
disjuntas, o tienen una interseccién conexa la cual contiene el interior de un |A|. Se sabe que
las orientaciones coinciden en |A|, por tanto, |K| es una superficie orientable. Reciprocamente,
suponga que |K| es orientable. En este caso, se puede escoger una funcién afin f de |A| de modo
que coincida con la orientacion de |K|. Esto determina un orden (ao, a1, a2) de los vértices. Si un
triangulo adyacente |A’| estuviera ordenado por (ag, a1, as), se podria mapear |A|U|A’| por h= f
en |A|ly h=p'o f en |A'|, donde g es la funcion dada por z—— Z; pero, p’ invierte el sentido, por
lo que f’ no coincidiria con h y por tanto no coincidiria con la orientacion de |K|. Se sigue que
|A’| esta ordenado por (ag,as,a1), y el lado comin (ag, a1) se cancela de la frontera, asi, > A, es
un ciclo, y Hy(K)=7. El mismo razonamiento se puede aplicar al caso de un complejo finito con
frontera. Se puede probar que |K| es orientable si y solo si los 2-simplejos pueden ser orientados
de modo que la frontera de > A, consista solo de simplejos frontera. O

Proposicion 6.54. Sea K un 2-complejo triangulado finito. Entonces, o bien Hi(K)=7Z"" o
H(K)=Z™®7Z/27Z. Mds ain, H(K)=7Z"*@®7Z /27 si y solo si |K| no tiene frontera y es no
orientable.

Demostracion. El primer paso es determinar el subgrupo torsion de Hy(K). Sea ¢ un 1-ciclo, y
suponga que me~ 0 para algan m >0, es decir, me=0c’, para alguna 2-cadena ¢’=3 " BoAq. Si Ao
y Aj tienen una arista comun o, la contribucion de o a Y fo0Aq es, o bien fq0 + Bjo, 6 fao — Bjo,
6 — B0+ 50,6 —Ba0o — Bjo, lo cual implica que, o bien 8, = fjmodm, 6 B, =—F;modm. Al igual
que en la proposicion 6.53, como K es conexo, las relaciones obtenidas anteriormente son validas
para cualquier par de tridngulos Aa, A; en ¢’. Si K posee una frontera, existe algun tridngulo A,
el cual contiene una arista frontera no adyacente a cualquier otro tridngulo, y asi, (3, debe ser
divisible por m, lo cual implica que cada [, es divisible por m. Por tanto,

- Lea,
- o)

de modo que ¢~ 0y Hy(K) es libre de torsion. Note que un razonamiento similar aplica cuando

K es infinito, aunque no estamos considerando este caso. Si K no posee frontera y es orientable
entonces de la proposicion 6.53, se puede asumir que > A, es un 2-ciclo, asi, > 04,=0, y

mec = Z Ba0Aq

> BadAa— 1) 9Aa
> (Ba— $1)0Aq

c
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Debido a la conexidad de K, al igual que antes, se tiene para todo «, j, que, o bien, B, — (1 =
B;j — fimodm, o o — f1=—F;+ fimodm. Tomando j=1 se obtiene que todo B, — 51 es divisible
por m de modo que ¢~ 0,

c = Z (60(*61)8/1&

m

3<Z (Ban—l ph) A(,>

Asi, H1(K) es libre de torsion.

Ahora suponga que K no tiene frontera y no es orientable, luego H2(K)={0} por la proposicion
6.53, lo cual implica que no hay 2-ciclos excepto el 2-ciclo cero pues Z3(K)= H2(K). Por tanto,
los coeficientes en Y 0A, deben ser, o bien 0, o +2, dependiendo de la orientacion de los A,. Sea
> 0An =2z, luego 2z~ 0, pero z no es homologo a cero, ya que de z=73_ 5,044, se obtendria
> (284 —1)0Aq ~0, lo cual contradice el hecho de que no hay 2-ciclos excepto cero, asi, z tiene
orden 2.

Considere de nuevo la cadena mec=>3 8,044. Como, o bien §, = fymodm, o B, = —f;modm,
tomando j =1 se obtiene, o bien 8, = fimodm, o B, = — Bimodm, por lo que B, =€,01 + tom para
todo «, con €, ==1y t, € Z; luego,

me = Z Ba0Ag

= Z (€a61+tam)aAa

= 512 €a0Aq +mz taOAq

donde al menos una de las aristas que aparecen en > e,0A, estd multiplicada por 2, ya que de
lo contrario todas las aristas se cancelan de modo que

D eadAa = () €ada)
=0

lo cual implica que Y e4Aq es un ciclo distinto de cero, contradiciendo el hecho de que no hay 2-
ciclos excepto el 0; pero entonces, 23, es divisible por m, luego

2 = ﬁﬁfmﬁ 3" 2004,

a(Z ﬂnlfma +3 2taAa)

Asi, 2¢~0. Por tanto, 2¢=0(>_ uaAa) = ua0A, donde u, € Z son todos pares o impares. Para
ver esto ultimo, suponga que u; es par y sea A, un tridngulo adyacente a Ay, donde la arista comin
a ambos es 01;. Al desarrollar la expresion Y u,0A,, apareceré, etre otras cosas, la cadena

U1€101 5 + UjE015 = (U1€1 + ’U,jEj)O'lj

donde €; = £1, ¢; ==+1, dependiendo de la orientacién de A; y A; respectivamente. Dado que
u1€1 + uj€; es par, pues 2c¢ = uq0A,, se tiene que u; debe ser también par. Por la proposicion
5.71, todos los triangulos estan conectados por una secuencia de triangulos adyacentes, por lo que
aplicando el razonamiento anterior a cada par de tridngulos adyacentes se tiene que todos los u,
deben ser pares. Analogamente si u; es impar. Por tanto:

e Si todos los u, son pares se sigue que

2¢ = Z UO0A,
= Z 2ul0A,
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de modo que

c = Zu(’laAa
= 8(2 upAq)

y asi ¢~ 0.

e Si todos los u, son impares se tiene que

2¢c = Z UqO0Aq

= > (2u4+1)04,

= ) 2uL0A.+ ) A,

= Z 2ul0A, + 22
por lo tanto,
c= Z uhOAG+ 2
y asi, c~ 2.
En consecuencia, z es el unico elemento de orden finito (2), lo cual implica que el subgrupo torsion

de H1(K) es Z ] 27%.

Finalmente, habiendo determinado el grupo torsion de H1(K), por el colorario de la proposicion
6.20, se sabe que H(K)=Z"™&T, con my=r(H1(K)), de donde se sigue el resultado. O

Recuerde que por el teorema 6.51, la caracteristica de Euler-Poincaré y(K) de un complejo esta
dada por

X(K) =r(Ho(K)) —r(Hi(K)) +r(Ha(K))

y se ha determinado que r(Ho(K))=1,y r(H(K))=0 para K con o sin frontera y no orientable,
y r(H2(K))=1 con K sin frontera y orientable. Asi, el rango m; de Hi(K) es, o bien

m1=2— x(K)
si K no tiene frontera y es orientable, y

my=1-x(K)

en otro caso. Por tanto, como mj > 0, se obtiene que x(K) <2.



Capitulo 7

El teorema de clasificaciéon de superficies com-
pactas

Considerando el hecho de que las superficies se pueden triangular y usando algunas de las ideas
desarrolladas en los capitulos anteriores, se procedera en este capitulo a demostrar el teorema de
clasificacion de las superficies compactas el cual es el objetivo principal del presente trabajo. El
primer paso para lograr esto, es definir el concepto de complejo celular, una extension del concepto
de complejo presentado en el capitulo 4. La idea intuitiva es generalizar un poco la nocién de
triangulacion, y considerar objetos construidos a partir de caras orientadas, cada cara teniendo
alguna frontera, siendo esta tultima una lista ciclicamente ordenada de aristas orientadas. Se puede
pensar cada cara como un disco cerrado donde las aristas en la frontera son precisamente arcos
en la frontera de dicho disco. Un complejo celular representa la superficie obtenida al identificar
aristas frontera idénticas.

Una vez se ha definido el concepto de complejo celular, es posible definir una relacién de
equivalencia en los complejos celulares, y se puede mostrar que cada complejo celular es equivalente
a un tipo particular de complejo denominado forma normal. Mas atn, todo complejo celular
tiene una realizacién geométrica la cual es una superficie, y complejos celulares equivalentes tiene
realizaciones geométricas homeomorfas. Ademas, cada complejo celular es equivalente a un 2-com-
plejo triangulado. Finalmente, se puede mostrar que realizaciones geométricas de formas normales
distintas no son homeomorfas. Este es uno de los pasos mas complejos, en el sentido que requiere
de herramientas como el grupo fundamental y los grupos de homologia.

Antes de definir el concepto de complejo celular, es preciso considerar lo siguiente:

1. Dado cualquier conjunto X, conviene introducir el conjunto X ' = {z~!|z € X} de ele-
mentos inversos de elementos de X, donde se asume que X N X ' =@. Se dird que los
elementos de X U X ~! estdn orientados. Se asumira también que (z71)~! =z, para todo
reX.

2. Sea X ={x1,...,2,} un conjunto finito. Para cada m € N, sea
Fo(X)={fA1,....om}— X}
y sea F(X) =] Fo(X). Si f e Fn(X), se escribe f= f(1)f(2)---f(m). Dadas f,

meN = ™m

f' € Fpp(X), se escribe f ~y, f si existe k€ NU{0} tal que f'= foak, donde af, es la
identidad en S,,71 y para k#0, a,n=(1,...,m) es la permutacion (ciclo) de Sy, tal que
am(1)=2,...;am(m—1)=m,anp(m)=1

Se puede probar que ~,, es una relacion de equivalencia en F,(X), para cada m € N. Estas
relaciones de equivalencia definen una en F(X) asi: f~ f’ siy solo si existe m € N tal que
fofeFn(X)y f~mf' Sedenota X*=F(X)/~. Por ejemplo, si f:{1,...,m} — X,
con f=x1xox3x4xs, f'=r304T50102 ¥ o = (13524), entonces

f'Q) = foad(1)

= f(3)
f'2) = foad(2)
= f(4)
Al hacer un procedimiento similar al anterior con 3,4, 5, se concluye que f ~s f’, de modo

que f~ f7.
7.1. Capitulo 6, pagina 137.
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7.1 Complejos celulares

Definicién 7.1. Un complejo celular K es una terna K= (F, E, B), donde F es un conjunto
finito no vacio de caras, E es un conjunto finito de aristas y B:FUF~1 — (EUE"1)* es la
funcion frontera tal que

1. B es biyectiva
2. Si Ac{FUF~'} y B(A)=[ai...a,)], entonces B(A=Y) =1a,'...a7"]

3. Dada o € {EUE~1}, existen una o dos caras A1, Ay € FUF ™! tales que a aparece en las
expresiones B(A1) y B(Asz), de modo que si a aparece dos veces en una msima frontera, no
aparece en otra.

4. K es conexo, lo cual quiere decir que K no es la union de dos sistemas disjuntos satisfa-
ciendo la primera condicion.

Observacion 7.2.
1. Es posible que F={A} y E=, en cuyo caso B(A)= B(A~!) =g, la secuencia vacia. Para
simplificar, con frecuencia se dira cara y arista en vez de cara orientada y arista orientada,
respectivamente.

2. En lo sucesivo se usara la notacion B(A) =aj...a,, para describir la frontera de A.

Definicién 7.3. Dado un complejo celular K = (F, E, B), para cualquier arista a€ EUE™!, un
sucesor de a es una arista b tal que b es el sucesor de a en alguna frontera B(A), es decir, la
cadena ab aparece en alguna frontera. Si a aparece en dos lugares en el conjunto de fronteras, a
tiene un par de sucesores (posiblemente idénticos). En otro caso, a tiene un solo sucesor. Una
secuencia de un solo elemento o= (a) es un vértice interior si y solo si aa™' ocurre en una sola
frontera; el conjunto ordenado ciclicamente o= (a,b), a#b, es un vértice interior si y solo si, o
bien b=a~! y hay una cara cuya frontera es aa, 6 b#a~! y ab™! aparece dos veces en el conjunto
de fronteras; el conjunto ordenado ciclicamente a = (ay,...,ay), con n >3, es un vértice interior
st cada a; aparece en dos lugares en el conjunto de fronteras, si los sucesores de cada a; aparecen
en a, y si a; tiene a a; 'y y a;rll como par de sucesores. Un vértice frontera es un conjunto
ordenado ciclicamente = (a1,...,a,), con n>2, tal que la condicion anterior se cumple para
todo i, con 2<i<n—1, mientras que a1 y a, aparecen una sola vez en el conjunto de fronteras,
ay tiene a a;l COMo Su UNico SUCesor, Yy a, tiene a agil como su unico sucesor. Se considera que
(a1,...,an) y (an,...,a1) representan el mismo vértice. Una arista a € EUE~! es una arista
frontera si aparece una vez en una sola frontera, de lo contrario, a es una arista interior.

Observacion 7.4.

. 1 -1 .
1. Note que a; tiene como par de sucesores a a,,~ y a5 , ¥ a, tiene como par de sucesores a
1

a;h yap.
Ejemplo 7.5. Si K es el complejo de la figura 7.1a, entonces K posee una sola cara con frontera
aba='b~! y un solo vértice interior (a=%, b,a,b~1). La superficie correspondiente a K es el toro.
De manera similar, el complejo de la figura 7.2b posee una sola cara con frontera aabb y un solo
vértice interior (a~!,a,b1,b). La superficie correspondiente es la botella de Klein. El complejo
de la figura 7.1c posee una sola cara con frontera abab y dos vértices interiores (b=%,a) y (a=1,b).
La superficie correspondiente es el plano proyectivo.

a a a
b@ba@bbmb

a b a

a b c

Figura 7.1.
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Ejemplo 7.6. Para el complejo de la figura 7.2a con frontera a;a; ' se tiene un tnico vértice
interior (a1) y la correspondiente superficie es la esfera. Si K posee una sola cara con frontera a aq,
entonces K tiene un solo vértice interior (ay*,a;1), como se muestra en la figura 7.2b. La superficie
correspondiente es de nuevo el plano proyectivo.

a a

a a

a b
Figura 7.2.

Ejemplo 7.7. Si K posee una tunica cara con frontera aah, luego K no tiene vértice interior y
un vértice frontera (h,a~', a,h™!) como se muestra en la figura 7.3a. La superficie asociada K
es la banda de Mgbius. Si K posee una sola cara con frontera aachc™!, luego K tiene un vértice
interior (a%, a,c™!) y un vértice frontera (h,c, h™1); figura 7.3b. La superficie correspondiente es
de nuevo la banda de Mdbius.

h@ h; O ;a

a b

Figura 7.3.

Dada una arista a € EU E~!, se puede determinar un tnico vértice o de la siguiente manera:
Los vecinos de a en el vértice o son los inversos de sus sucesores. Se repite este paso en ambas
direcciones hasta que, o bien el ciclo se cierra, o se encuentran aristas con un dnico sucesor. El
vértice o en cuestion es la lista de aristas que entran a él. Por esta razon, se dice que a conduce
a a. Usando un lenguaje geométrico, es conveniente decir que cada arista conduce a un vértice,
su punto terminal. Note que cuando un vértice a = (a) contiene una sola arista a, debe haber
! en alguna frontera. También, si ab aparece una sola vez (en
un sola frontera), entonces (a,b~!) es un vértice frontera.

una sola ocurrencia de la forma aa™

Los vértices también se pueden caracterizar de otra forma la cual seré 1util luego. Intuitivamente,
dos aristas a y b son equivalentes si y solo si tienen el mismo vértice terminal. En el conjunto
de aristas considere la relacién R definida por a Rb si y solo si b~! es el sucesor de @ en alguna
frontera. Note que esta relacién es simétrica ya que si ab~—! aparece en la frontera de alguna cara
A, entonces ba~! aparece en la frontera de A~!. Sea R’ la relaciéon de equivalencia generada por
R. En este caso, la clase de equivalencia [a] de una arista a es el vértice a que conduce a. Asi, los
vértices inducen una particién de £ U E~!. Se dice que una arista a es una arista del vértice a al
vértice 3 si a”' € y a € B3; luego se puede probar que si K es conexo entonces existe un camino
entre cualquier par de vértices, es decir, K es conexo por caminos.

La figura 7.4 muestra un complejo con frontera, el cual cuenta con tres caras y las fronteras
abc, bed !, y adf~!. Posee un vértice interno (b=1,a,d™!), y tres vértices frontera (e, d, f),

(c™hbe™) y (ea™h 7).
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Si se dobla dicho complejo identificando las dos aristas marcadas como d, se obtiene un tetraedro
sin una cara, a saber, la cara opuesta al vértice interior, el punto terminal de la arista a.

€

Figura 7.4.

Hay una forma natural de ver un complejo triangulado como un complejo celular, y no es dificil
ver que las siguientes condiciones permiten ver un complejo celular como un complejo triangulado:

C1. Si a, b son aristas diferentes que conducen al mismo vértice, entonces a ' y b~! conducen
a veértices distintos.

C2. La frontera de cada cara es una tripleta abc

C3. Diferentes caras tiene diferentes fronteras.

Como consecuencia de C1 se obtiene que a y a~! no pueden conducir al mismo vértice. Mas atin,

las aristas a,b, ¢ conducen a diferentes vértices y por tanto son distintos. De hecho, como abc es
una frontera, a, b~!, determinan el mismo vértice y b,b=!, no conducen al mismo vértice , entonces
b no puede pertenecer a ese vértice.

7.2 Formas normales de complejos celulares

Se desea ahora introducir el concepto de subdivision elemental el cual serd de gran importancia
para la prueba del teorema de clasificacién de superficies compactas.

Definicién 7.8. Dados dos complejos celulares, K, K', se dice que K' es una subdivision ele-
mental de K si K’ se obtiene de K por medio de una de las siguientes operaciones:

P1. Cualquier par de aristas a y a~' en K son reemplazadas por be y ¢~ 'b~" en todas las

fronteras, donde b, ¢, son aristas distintas de K’ no en K.
P2. Cualquier cara A en K con frontera a1...apap41. .., es reemplazada por dos caras A’, A",

en K', con fronteras aj...apd y d 'ayi1...a,, donde d es una arista en K’ y no en K.

Definicion 7.9. Se dice que un complejo K' es un refinamiento de un complejo celular K, si K y
K’ estdn relacionados en la clausura refleziva y transitiva de la relacion de subdivision elemental™-2,
y se dice que K y K’ son equivalentes si estdn relacionados en la relacidn de equivalencia generada
por la relacion de refinamiento.

Observacion 7.10.

1. Si K’ se obiene de K por una operacion elemental, se escribe K’'= P(K).

7.2. La clausura reflexiva de una relaciéon R en un conjunto X es la interseccién de todas las relaciones reflexivas
definidas en X que contienen a R, esto es, la relacién reflexiva mas pequefia que contiene a R. De manera similar
se define la clausura transitiva.
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2. De acuerdo a la definicion 7.9, K’ es un refinamiento de K si existe una sucesion de ope-
raciones elementales Pi,..., P, tal que K'= P, (P, _1...(P1(K))) 6 K'=K. Note que esto
define una relacién reflexiva y transitiva. En particular, si K’ es un refinamento de K y K"
es un refinamiento de K’, entonces K’ es un refinamiento de K.

3. Si K y K’ son dos complejos equivalentes entonces existe n € N y complejos Ky,..., K, tal
que K=Ky, K'=K,,y Ko-1=P(K,) 6 Ko, =P(Ks-1), paraa=1,...,n. Note que di K y
K’ son equivalentes, no necesariamente K es refinamiento de K’ 6 K’ es refinamiento de Kj.

Ejemplo 7.11. Si se aplica la operacion Pl al complejo de la figura 7.5a correspondiente al plano
proyectivo, se obtiene el complejo celular de la figura 7.5b.

a b
—)  C O c
a b
b
Figura 7.5.

Ejemplo 7.12. Al aplicar la operacién P2 al complejo de la figura 7.6a, cuya frontera es aba~'b,
se obtiene un complejo celular con dos caras con fronteras abc y ¢ 'a™'b ; luego, usando la
operacion inversa de P2, (P2)~!, se pueden pegar estas dos caras a lo largo de la arista b dando
como resultado el complejo celular de la figura 7.6¢ el cual corresponde a la botella de Klein pues
su frontera es de la forma aacc.

a a a a
b O b — b b — f
a
a b c
Figura 7.6.

Dado un complejo celular K, se puede asociar a K un espacio topolégico Kt de la siguiente
manera: Suponga primero que no hay ninguna cara A cuya frontera sea la secuencia vacia, luego
para cada par A, A™1, se escoge una cara, por ejemplo A, y se le asigna un disco circular cerrado.
Si la frontera de A es aj...am, se divide la correspondiente frontera del disco en m arcos. Estos
arcos, descritos conforme las manecillas del reloj respecto del disco, son nombrados a;...a,, y los
arcos opuestos, aj .. .a,;l. Siempre que, en el sistema completo, dos arcos tengan el mismo nombre,
ellos seran mapeados entre si de tal manera que las longitudes de los arcos sean proporcionales
entre si, y de manera que los puntos inicial y terminal correspondan. El espacio K es obtenido
al identificar los arcos que tienen la misma etiqueta en los varios discos.

Sea K un complejo celular y K’ el complejo que resulta al aplicar P; a K. Si A es una cara de K
con frontera B(A)=aj...a,, y B(A) no contiene aristas de la forma b,b~1, entonces P1(A4)= A4, de
donde es claro que A y P(A) tienen asociado el mismo disco. Si B(A) contiene aristas de la forma
b,b=1 asaber, B(A)=aj...b...b~1...a,, entonces P1(A)=A’, con B(A)=ay...ck...kc7 .. .ap,.
Si D, D’, son los discos asociados a A y A’ respectivamente, entonces se observa que el arco ck
es homeomorfo (proporcional) a b y k~'c~! es homeomorfo (proporcional) a b=!. Por tanto, se
puede establecer una correspondencia entre los arcos de ambos discos D, D', que ya de por si son
homeomorfos por ser bolas cerradas en IR?. De lo anterior, se sigue que K7 y K/ son homeomorfos.
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Similarmente, si K’ es el complejo que resulta al aplicar P, a K, y A es una cara de K con
B(A)=aj...apap11...an, entonces P2(A)=A", A", con B(A")=as...a,d, y B(A")=d apy1...an.
Sea D el disco asociado a A. Si D', D", son los discos asociados a A’, entonces el arco d en D’ tiene
la direccion horario mientras que el arco d~! en D" tiene sentido antihorario, por lo cual se debe
rotar el disco D’ de forma horaria para poder identificar dichos arcos y formar el espacio D’ LI D",
el cual es claramente un disco D’ con la secuencia de arcos ai...apap+1...an. Por tanto, se tiene
K7y K7 son homeomorfos.

Con ayuda de los hechos anteriores, se puede probar que complejos celulares equivalentes son
mapeados a espacios homeomorfos. Mas atn, como un disco cerrado es homeomorfo a cualquier
2-simplejo(tridngulo), si K representa un complejo triangulado entonces K es homeomorfo a | K |.

Cuando K tiene una sola cara A con frontera vacia, como K es conexo, se sigue que A y A~}
son las Ginicas caras. Aplicando P2, K es equivalente al complejo celular con dos caras A’, A”, donde
A’ tiene frontera d y A" tiene frontera d~!. En este caso, K7 debe ser homeomorfo a una esfera.

A fin de mostrar que el espacio K asociado a un complejo celular K es una superficie, se
probara que cada complejo celular K se puede refinar a un 2-complejo triangulado.

Proposicion 7.13. Todo complejo celular K puede ser refinado a un 2-complejo triangulado

Demostracién. El primer paso es dividir cada arista a en dos aristas b y ¢, con b# ¢, usando P1,
introduciendo nuevos vértices frontera (b, c~1). El efecto es que a y a~! conducen a distintos vértices
para cada (nueva) arista a; luego, para cada frontera B=aj...a,, se tiene n > 2, e intuitivamente se
crea un “vértice central” v =(dy,...,d,), €l cual se une a todos los vértices incluyendo aquellos recién
creados (excepto 7). Esto se logra como sigue: Primero, usando P2, divida la frontera B=ajs...a, en
a1dy d 'as...a,, luego usando P, divida d en dld,;l, obteniendo fronteras d;laldl y dflag...andn.
Aplicando P2 a la frontera dflag. ..andy,, se obtienen las fronteras dflagdg, d2_1(13d3, ey dp _1apd,,
donde y=(dy,...,d,) es de hecho un vértice interior. Al final de este procedimiento, C2 y C3 se
satisfacen, pero C1 quizas no. Finalmente, se divide cada nueva frontera triangular a;asas en cuatro
subtridngulos al unir los puntos medios de sus tres lados. Esto se logra obteniendo bjcibacabscs al
usar P1, y luego c1bads, cobsdy, csbida, y dl_ldQ_ldg_l, usando P2. El complejo celular resultante
ahora también satisface C1. g

En la figura 7.7 se puede ver un ejemplo de los pasos descritos en la proposicién 7.11 en el caso
de un complejo celular con frontera aba~'b~! el cual representa a un toro.

(o4 a « « a, « a Q
bl bl

b b —) ﬂ; ﬂl
b, b,

« a « « a o a «

v

« a, « o a, a a «
bl bl

B 1 2 1 < ﬂx Iz 1
b, b,

a a Q a e o 04«

Figura 7.7.
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A fin de definir los complejos en forma mormal, se va a definir primero el concepto de orien-
tabilidad para un complejo celular y luego se va a explicar el procedimiento para calcular su
caracteristica de Euler-Poincaré.

Definicién 7.14. Dado un complejo celular K= (F,E,B), una orientacion de K es un conjunto
de caras {A°| A€ F}, donde cada cara A€ es obtenida al escoger una de las dos caras orientadas
A AL esto es, A=A o A= A~L. Una orientacion es coherente si cada arista a € EUE™!
aparece como mdzimo una vez en el conjunto de fronteras de las caras en {A| A€ F}. En otras
palabras, para cada arista a, st a ocurre dos veces en el conjunto de fronteras de caras en F, entonces
a aparece en la frontera de una cara Ay y en la frontera de una cara Ay"'. Un complejo celular K
es orientable si posee alguna orientacion coherente. Un contorno de un complejo celular es una
secuencia ordenada ciclicamente (ay,...,a,) de aristas tal que a; y af_ﬁl conducen al mismo vértice
y los a; pertenecen a una sola frontera.

Ejemplo 7.15. El complejo celular K con una sola cara cuya frontera esta dada por B(A) =
aba='b~1(el toro) es orientable.

Ejemplo 7.16. El complejo celular K con una sola cara A cuya frontera es B(A)=aabb no es
orientable. De manera similar, el complejo celular cos dos caras A; y As cuyas fronteras estan dadas
por B(A1)=abc y B(A3)=c~'ba no es orientable porque las orientaciones para las cuales a y b
aparecen solo una vez son {A1, Ay '} y {A7!, Ay}, pero, para la primera orientacion ¢ aparece dos
veces y para la segunda ¢! aparece dos veces.

Ejemplo 7.17. El complejo K de la figura 7.8, cuenta con dos caras A; y A, cuyas fronteras son
B(A;)=abe, B(As) =bac, es orientable ya que se puede tomar la orientacion {A;, A5 *}. De hecho,
B(A;Y)=c¢'a~ !, y cada arista orientada aparece una vez en {A;, A;'}.

Figura 7.8.

Ejemplo 7.18. El complejo celular de la figura 7.4 posee tres caras Aj, As, A3 con fronteras
B(Ay)=abc, B(Ay)=bed~ 'y B(A3)=adf~'. Es orientable respecto a la orientacion {A, A5 *,
Agl}. Por otro lado, el complejo celular K con caras Aj, Az, cuyas fronteras estan dadas por
B(A1)=abcy B(As)=c"'bha, no es orientable porque las orientaciones para las cuales a, b, aparecen
solo una vez son {Aj, A;l} y {Afl, Az}, pero para la primera orientacion ¢ aparece dos veces, y
para la segunda orientaciéon ¢~! aparece dos veces.

Observacion 7.19.

1. De los ejemplos anteriores se observa que para que una orientacién de un complejo K sea
coherente, para cada par de caras A; y Az que comparten una arista a, las caras Ay y As
tienen que estar orientadas de tal manera que a aparezca en direcciones opuestas en las
fronteras B(A;) y B(As2), y las fronteras “externas” de K no contengan ocurrencias de una
misma arista (orientada en el mismo sentido)
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2. Si K= (F, E, B) es un complejo orientable entonces existe una orientacion {A¢| A € F'}

tal que cada arista a € EU E~! aparece como méximo una vez en el conjunto { B(A€)|A €
F}. Considere el complejo K’ obtenido al aplicar P1 a K. Se afirma que K’ también es
orientable. En efecto, observe primero que para cada cara A€ {A°| A€ F'} que no contiene
aristas de la forma b,b~%, be EUE~!, B(A) no cambia, mientras que si A€ {4A°| A€ F}
contiene aristas de la forma b, b1, a saber, B(A) =ajbas.. .b~'...a,, entonces estas se
reemplazan por cky k¢! (¢, k, aristas distintas de K’, con ¢,k ¢ EUE 1), lo cual da lugar
a una cara A’ de K’ con B(A’)=ajckas...k~ ¢ ...a,. Note que como K es orientable, en
particular, B(A) no tiene dos ocurrencias de una misma arista con el mismo sentido, lo cual
implica que B(A’) también cumple esta condicion. En este punto, es claro que el conjunto
C formado por la unién entre las caras de {A°| A€ F'} que no fueron alteradas y las caras
de la forma A’ descritas previamente constituye una orientacion para K’: Si a’ es una arista
comtn a K, K’  entonces es claro que a’ aparece solo una vez en C' ya que a’ aparece como
méximo una vez en {B(A)|A€ F}. Sia’ es una arista en K’y no en K, entonces es claro
por construccion que a’ solo aparece como maximo una vez en el subconjunto de C' formado
por las fronteras B(A’), y por lo tanto aparece como maximo una vez en C.

a/VI,
@, c \
® d\ Z O
— \
P |
o \-\/b \ . 9%

Figura 7.9.

. Si K posee una orientacion { A°| A€ F'} coherente y K’ es el complejo que resulta de aplicar

P2 a K, entonces dada una cara A de K con B(A)=ai...apap+1...an, esta se divide en
dos caras A’, A”, con fronteras B(A')=ay...ayd, B(A")=d 'apt1...a,, donde d es una
arista en K’ y no en K. Note que como K es orientable, en particular, B(A) no posee dos
ocurrencias de una misma arista con el mismo sentido, lo cual implica que las fronteras
B(A'Y=ay...apd y B(A")=d 'a,1...a,, también cumplen esta condicién. Al considerar
esta situacion para las demas caras de K se observa que el conjunto formado por las caras
de la forma A’; A” para cada cara A € {A°| A€ F'}, constituye una orientacion para K'.

al an
X
\
P2 d O \
+1 p apm 1
= a
P

Figura 7.10.

4. De 1, 2 y 3 se sigue que complejos celulares equivalentes son orientables o no orientables.

-1

5. Al contar los contornos, no se distingue entre (a1, ...,a,) y (a,',...,a7"). Note que Pl y

P2 no alteran el nimero de contornos.
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Dado un complejo celular K= (F', E, B), se denota por ng el namero de vértices, n; el ntimero de
aristas en ' y no el nimero de caras en F'. La caracteristica de Euler-Poincaré de K es ng—ni+ nas.
Es facil ver que P1 aumenta n; y ng en 1, dejando n igual, mientras que P2 aumenta n; y ng en 1
y deja igual a ng. Asi, complejos equivalentes poseen la misma caracteristica de Euler-Poincaré. Si
K consiste de un par A, A~! con fronteras vacias, la aplicacién de P2 produce fronteras d,d !, y por
tanto un vértice (d,d ~1). A fin de eliminar esta dificultad se asume que K posee el vértice nulo e.

Definicion 7.20. Un complejo celular en forma normal, o complejo celular canonico, es un
complejo celular K =(F,E,B), donde F={A} y, o bien

I_ E:{al,...,ap,b17"'7bp} )

B(A)=abiay "oyt .a,,b,,aglbp_lthcfl- . -thch_l

donde p>0,q>0.

II. E={as,...,ap,C1,...,Cq,h1, ..., hg} ¥y

_ 1 1
B(A)=ajay...apapcihicy .. -cghgc,

donde p>1,q>0.

Algunos ejemplos de formas normales correspondientes a superficies sin frontera se muestran
en la figura 7.911 ( a tipo I, b tipo II). En la figura 7.12 se muestran algunos ejemplos de formas
normales para el caso de superficies con frontera.

Figura 7.11.

Figura 7.12.
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Observe que los complejos canoénicos del tipo I son orientables mientras que los complejos de tipo
IT no son orientables. Note que las secuencias c;hic; ! dan lugar a g vértices frontera, (hi, iy hy 1),
por lo cual hay ¢ contornos (h;), y en el caso I, el tinico vértice interior,

—1 —1 ~1 -1 -1 ~1
(ay ,b1,a1,01 5.0, by, ap, by, e ey )

y en el caso II, el anico vértice interno

-1 -1 -1 -1
(a1 ya1,...,a, ,ap,C1 ... Cq )

Asi, en el caso I hay g+ 1 vértices, 2p aristas, y una cara, de modo que la caracteristica de Euler-

Poincaré es

x(K) = 1-2p+1
= 2-2p

Para el caso II, hay ¢+ 1 vértices, p aristas, y una cara, por tanto,

xX(K) = 1—-p+1

Note que cuando p=¢=0, se obtiene x(K)=2, lo cual es coherente con el hecho de que en este
caso K posee un vértice nulo y una sola cara. Este es el caso para la esfera.

De lo anterior se sigue que complejos normales distintos K7 y K2 no pueden ser equivalentes
ya que de lo contrario (K1)r y (K2)r serian homeomorfos, lo cual implicaria que K7 y K> poseen
el mismo tipo de orientablidad y la misma caracteristica de Euler-Poincaré.

Resta probar que cada complejo celular es equivalente a un complejo celular canénico, pero
primero, es conveniente dar una idea mas intuitiva con respecto a los complejos celulares:

Si un complejo celular canoénico posee la frontera B(A) = aibiay 'b7 Y, se puede pensar la cara A
como un cuadrado cuyas aristas opuestas estan orientadas y etiquetadas de la misma manera, por
lo que identificando los lados opuestos etiquetados por a; y después los lados opuestos etiquetados
por b; se obtiene una superficie homeomorfa al toro.

Por otro lado, si se tiene una esfera y un toro, a los cuales se le quita un disco circular (conjuntos
homeomorfos a bolas abiertas en IR?), y posteriormente se los pega a través de las fronteras de los
agujeros, se obtiene un espacio el cual luce como la esfera con un asa. Por esta razon, a la secuencia
aibia; byt se le llama una asa. Un complejo celular canénico con frontera alblaflbfl...apbpaglszl
se puede ver como el resultado de pegar p asas a la esfera.

Figura 7.13. Esfera con una asa



7.2 FORMAS NORMALES DE COMPLEJOS CELULARES 167

Para un complejo celular candnico con frontera B(A)=aa, se puede pensar la cara A como un
disco circular cuya frontera esta dividida en dos semicirculos, ambos etiquetados a. La superficie
correspondiente se obtiene al identificar puntos diametralmente opuestos en la frontera y asi, es
homeomorfo al plano proyectivo.

a

Figura 7.14.

Una secuencia de la forma aa se denomina una cross-cap”3. Generalmente, un complejo
celular canénico con frontera aia;...apa, se puede ver como el resultado de formar p >1 cross-caps,
empezando de un disco circular con p — 1 huecos circulares y llevando a cabo las identificaciones
de las cross-caps en todas las p fronteras, incluyendo el disco original mismo.

Una secuencia de la forma cihic; ! apareciendo en una frontera se puede interpretar como un
agujero con frontera h;. Por ejemplo, si la frontera de un complejo canoénico es ¢ihicy b, dividiendo
la cara A en dos caras A’ y A” con fronteras cihic; 'd y d~', se puede ver la cara A’ como una
disco con frontera d en el cual un disco circular pequeno ha sido removido. Escogiendo cualquier
punto en la frontera d de A’, se puede unir este punto a la frontera h; del circulo pequefio por
medio de una arista ¢;, obteniendo el lazo (camino cerrado o) ¢ihiey 'd.

Figura 7.15.

7.3. Para una descripcién maés explicita de lo que es una cross-cap se sugiere visitar el link https://www.you-
tube.com/watch?v=W-sKLNOVBKK, en el cual se muestra la construcciéon de una cross-cap considerando auto
intercepciones.
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Se demostrara ahora un lema el cual es clave para probar el teorema fundamental de superficies
compactas, pero antes, conviene notar lo siguiente:

e La operacion inversa de P1, (P1)~1, se aplica a una secuencia de aristas bc siempre que b+ c
y (b,c™1) es un vértice. El resultado es que dicho vértice frontera se elimina. La operacion
inversa de P2, (P2)~!, aplicada a dos caras A1 y As tal que Ay # As, A1+ Ayl y B(Ay)
contiene alguna arista d y B(Az) contiene alguna arista d~'. El resultado es que d y d~*
son eliminadas

e Como un anticipo a la prueba, se desea mostrar como el complejo con frontera abac, el cual
corresponde a una banda Mobius, es equivalente al complejo celular de tipo II con frontera
aachc™!. En efecto, usando P2, se divide abc en abd y d 'ac. Como abd=bda y la cara
inversa de d lac es c7la~'d=a"1ldc™!, al aplicar (P2)~! se obtiene bddc™ ' =ddc™1b.
Aplicando ahora (P1)~! se obtiene ddk, luego, dividiendo d en be, se obtiene bebe = cbekb.
Aplicando P2, se obtiene cba y a~'ckb. Como cba=bac y la cara inversa de a~'ckb es
b=lk~lc7la=c tab~ k1, al aplicar (P2)~! de nuevo, se obtiene baab~k~'=aab~1k1b,
la cual es de la forma aachc™!, con c=b"'y h=k~!. Asi, el complejo canénico con frontera
aachc™! tiene a la banda de M&bius como su realizaciéon geométrica. Intuitivamente, esto
corresponde a tener un plano proyectivo con un agujero.

Lema 7.21. Todo complejo celular K es equivalente a algin complejo celular candnico

Demostracion. Se hara la demostracién por pasos mediante los cuales se transformara el complejo
K a un complejo celular canoénico.

1

Paso 1. Eliminaciéon de secuencias de la forma aa~" en todas las fronteras.

Dada una frontera de la forma aa~'X, donde X denota alguna secuencia de aristas (posiblemente
vacia), se puede usar P2 para reemplazar aa~'X por las dos fronteras ad y d *a='X, donde d es
una nueva arista; luego, usando (P1)~! se puede contraer ad a nueva arista ¢ (y d ta=!a c™1),

en cuyo caso utilizando (P2)~! se elimina ¢, es decir, se elimina aa ~*.

« P2

Figura 7.16. Eliminacion de aa !

Paso 2. Reduccion de vértices.

Si p=0, ¢g=0, entonces solo hay un vértice nulo y no hay nada que hacer. De lo contrario, el
proposito de este paso es obtener un complejo celular con un tinico vértice interior y donde los
vértices frontera corresponden a lazos. Primero, se aplica el paso 1 hasta que todas las ocurrencias
de la forma aa~! hayan desaparecido.

Considere un vértice interior o = (b, ..., by). Si b; ' también pertenece a a para todo i,
1<i<m, y existe otro vértice interior 3, como todos los vértices estan conectados, existe algtn
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vértice interior § # «, directamente conectado a «, lo cual significa que algin b; o b; ! pertenece a
d, pero, dado que los vértices forman una particién de EU E~!, se sigue que =4, lo cual es una
contradiccion. Asi, si a= (by,...,bs,) no es el tnico vértice interior, se puede asumir al reetiquetar
que by ! no pertenece a o. También, se debe tener m > 2, ya que de lo contrario habria una secuencia
bib; ! en alguna frontera, lo cual contradice la eliminaciéon de todas las ocurrencias de la forma
aa™! con el paso 1. Por tanto, existe una secuencia biby ! en alguna frontera. Mas atn, como « es
un vértice interno, by debe aparecer dos veces en el conjunto de fronteras, y asi, dado que by * es
un sucesor de by, existen fronteras de la forma b1by ¢ vy boXo, luego usando P2 se puede separar
bibs ' X1 en biby ‘¢ y ¢~ 1X1, donde ¢ es una nueva arista. Como b es distinta de by, by ', ¢, ¢!, se
puede eliminar by por (PZ)_1 aplicado a bo Xo= Xobo y blbz_lc: b{lcbl, obteniendo Xscb; =cby Xo.
Esto tiene el efecto de encoger a. De hecho, la existencia de la frontera ¢b; X5 implica que ¢y b~
conducen al mismo vértice, y la existencia de la frontera b;by ¢ implica que ¢!y by ! conducen al
mismo vértice. Por tanto, si b, ' no pertenece a a entonces no se afiade nada a « y by se descarta;
si by ! pertenece a a, ¢! se anade a a, pero ambos by y by ! se descartan.

Este proceso se puede repetir hasta que a = (b1), en cuyo caso b; es eliminado usando el paso
1. Por tanto, es posible eliminar todos los vértices interiores excepto uno. En el caso de que no
hubiera vértice interior, siempre se puede crear uno utilizando Pl y P2 como en la prueba de la
proposicién 7.13; asi, se asumiré en lo sucesivo que hay un dnico vértice interior.

Se probaré ahora que los vértices frontera pueden ser reducidos a la forma (h,c,h™1). En efecto,
suponga que existe un inico vértice interior . Un vértice frontera es de la forma 8= (h,b1,...,bm, k),
donde h, k son aristas frontera, y los b; son aristas interiores. Se afirma que existe un vértice
frontera = (h,bs,...,bm, k), donde algan b; ! pertenece a la vértice interior o. De hecho, como
K es conexo, cada vértice frontera esta conectado a «, y asi, existe al menos un vértice frontera
B=(h,b1,...,bm, k) directamente conectado a « por alguna arista. Observe que h =1y bl_l conducen
al mismo vértice y, similarmente b,,' y k= conducen al mismo vértice. Por tanto, si ningan b;
pertenece a a, entonces h~' o k~! pertenece a «, lo cual implicaria que by * 0 b,,' esta en o. Asi,
dicha arista que conecta a « con 3 debe ser una de las b; ! luego, por medio del razonamiento usado
en el caso de un vértice interior, se puede eliminar todos los b; excepto b;, y el vértice resultante es
de la forma (h,b;, k). Si h+ k=1, también se puede eliminar b; ya que h~! no pertenece a (h, b;, k),
y el vértice (h, k) puede ser eliminado usando (P1)~".

Se puede mostrar que reducir un vértice frontera a la forma (h,c, h~!) no anula las reducciones
ya efectuadas, de modo que al final del paso 2, se obtiene, o bien un complejo celular con un vértice
interior nulo y vértices con bucles, o un vértice interior y vértices con bucles.

Lo anterior es cierto porque si existe un vértice (h,c, h™1), entonces debe haber una secuencia
chc™! en las fronteras. Tal secuencia, la cual se denomina un lazo, no se ve afectada por cualquier

operacién que no involucra a h o ¢. Como ¢, h y h~! conducen al vértice que ya ha sido reducido,
1

mientras que ¢~' conduce a ag, se observa que h y ¢ no estan involucradas en cualquier otra

reduccién.

Figura 7.17. Reduccién de vértices

Paso 3. Reducciéon a una tunica cara y introduccién de cross-caps.
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Es posible que después de haber ejecutado el paso 1 y el paso dos atn queden varias caras. Se
afirma que si hay al menos dos caras entonces para cada cara A existe una cara B tal que B+ A,
B# A™!, y existe una arista a tanto en la frontera de A como en la frontera de B. Si esto no fuera
el caso, habria alguna cara A tal que para toda cara B con B# Ay B+ A~!, toda arista a en la
frontera de B no pertenece a la frontera de A; luego cada arista interior a apareciendo en la frontera
de A debe tener ambas de sus ocurrencias en la frontera de A, y por supuesto, cada arista frontera
en la frontera de A aparece solo una vez; pero luego, el complejo celular que consiste de solo la
cara A y de las aristas que aparecen en su frontera formarian un subsistema propio de K, lo cual
contradice el hecho de que K es conexo. Asi, si hay al menos dos caras, del resultado anterior y
usando (P2)~1, se puede reducir el ntimero de caras a solo una. Més afin, se verifica que ningiin
nuevo vértice es introducido y que los lazos no se ven afectados en dicho proceso.

Ahora, si alguna frontera contiene dos ocurrencias de la misma arista a, es decir, es de la forma
aXaY, donde X,Y denotan secuencias de aristas con X,Y # ¢, se mostrara el procedimiento
para que ambas ocurrencias sean adyacentes. Simbolicamente, se probara que la siguiente regla de
reescritura es admisible:

aXaY ~bbY1X

aaXY ~bYbX !

De hecho, a XaY se puede separar en a Xby b~'aY, y como también se tiene la frontera,

(b~ taY)™t = Y tat
= a Yy !

junto con a Xb= Xba, se puede aplicar (P2)~*a Xbay a=*bY ~! obteniendo XbbY ~1=bbY "1 X
como se querfa. Por tanto, se pueden introducir las cross-caps.

Usar la regla a XaY ~bbY "X ademas no altera los lazos previos y cross-caps. Repitiendo el
paso 3, se convierten fronteras de la forma a XaY a fronteras con cross-caps.

Y Y
b : fa
a a —) mb —)
X

X

Figura 7.18. Obtencién de una cross cap

Paso 4. Introduccion de asas.

EL proposito de este paso es convertir fronteras de la forma aUbVa 'Xb~ 'Y a fronteras
cdc™'d='YXVU conteniendo asas. Primero, se demostrara la regla de reescritura

aUVa= !X ~bVUbIX
En efecto, se divide aUVa~ !X en aUc=Ucay ¢ 'Va !X =a ' Xc71V, luego aplicando (P2)~!
alUcaya1Xc 1V, seobtiene UcXc 1V =c WUcX. Haciendo b=c~! se sigue el resultado.

Aplicando esta regla a aUbVa=tXb~1Y se obtiene

12

aUbVa='Xb"'Y ~ a1bVUa;* Xb~'Y
alblafl XVUbl_lY
= a7 ' XVUb; 'Ya, by
~ a3 by 'YX VUay by

= agbia; b7 'YXVU

1
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La iteracion de este paso preserva lazos preexistentes, cross-caps y asas.

Figura 7.19. Introduccién de una asa

Paso 5. Transformacion de asas en cross-caps.

En este punto, uno de los obstéculos para llegar a la forma canénica es que quizés ain haya una
mezcla de asas y cross-caps. Se mostrara ahora que un asa y una cross-cap es equivalente a tres
cross-caps. Para esto, se aplica la regla aa XY ~bYbX ~!. Se tiene

aaXbeb e Y ~ ab e WYage tp !

= b le " WYae o1 X 1oy
bty tar ' X e Yay et
¢ Ware by b e X
cflcle_lalblblYal
= aibi1Yajey ey P X1

a2a9 X6101b1b1Y

12

En esta instancia, se afirma que todas las fronteras consisten de lazos, cross-caps, o asas. Para
probar esto, se debe mostrar que no queda ningtn par ¢, c”! el cual no es parte de un lazo o de
una asa. Si tal par existiese, se puede escribir la frontera de A en la forma cXc ™'Y, donde ninguna
arista en X es igual o inversa a una arista en Y.

Se observa que el resultado de una reduccién de vértices (paso 2) sigue siendo valida, ya que
las reducciones posteriores no hicieron uso de Pl o su inversa. Como ¢ y ¢! no son parte de
una lazo, ambos deben conducir al vértice interior cyy. Por otro lado, es claro de la hipotesis que
ambos sucesores de ¢ estan en X, y que cada sucesor de una arista en X estd, o bien en X, o
bien identificada con ¢~!. Se sigue que ¢! no esta en el vértice determinado por ¢, lo cual es una
contradiccion.
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Figura 7.20. transformacién de una asa en cross caps

Paso 6. Agrupamiento de lazos.
Finalmente, se tienen que agrupar los lazos juntos. Esto se puede hacer usando la regla

aUVa 11X ~bVUb™IX
De hecho, se puede escribir
c ' Xdkd='Ych

e tdkd 'YX eih
= cihey Ydkd=YX

che ' Xdkd™'Y

12

12

lo cual indica que cualquier par de lazos pueden ser ubicados uno al lado otro sin alterar otras
sucesiones.

Una vez completados todos estos pasos, se obtiene un complejo celular canénico como se
queria. O

Ejemplo 7.22. Counsidere el complejo K de la figura

Figura 7.21.

Se desea determinar a cuél complejo candnico es equivalente K. En efecto, observe que K posee
una sola cara A con frontera B(A) =abacb~lc™!. Mas aiin, observe que la frontera de K posee
dos ocurrencias de la arista a, por tanto, haciendo uso de la equivalencia

2XzY ~wwY 11X
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con z=a,X =>b,Y =cb ¢! se obtiene
ddebec 'b=bc bddc
Aplicando nuevamente la misma equivalencia, esta vez con z=5b,X =c~!,Y =ddc, se obtiene
kkc 'd=ld= e t=cld " td e kk
Aplicando una tltima vez la equivalencia mencionada con z=c~!, X =d~'d~!y Y =kk, se obtiene
I 1g=1d—1d!
donde se reconoce esta ultima expresion como la correspondiente a un complejo celular canénico

de tipo II.

Ejemplo 7.23. De manera similar, se desea determinar a que complejo canénico es equivalente el
complejo K con una sola cara, cuya frontera es B(A) =abca~'b~lc~!. En efecto, utilizando esta
vez la equivalencia

22UV X ~wVUw X
con z=a,U=0b,V=c,X=b"1c"1, se obtiene
kebk=ib= et =kebk—Y(ch) ™t
Aplicando (P1)~! a esta tltima expresion respecto a las aristas cb y (cb) ™!, se obtiene

kik=t—1

lo cual indica que K es equivalente a un complejo candnico de tipo I.

7.3 Demostracion del teorema de clasificacion

Con la ayuda del lema 7.21, finalmente se puede probar el teorema de clasificacién de superficies
compactas trianguladas sin frontera.

Teorema 7.24. Dos superficies compactas trianguladas son homeomorfas si y solo si tienen la
misma caracteristica de Euler-Poincaré y ambas son orientables o no orientables.

Demostracion. Si M; =|K;| y Mz =|K>| son homeomorfas, se sabe que M es orientable si y
solo si Ms es orientable. Ademas, se ha establecido que espacios homeomorfos poseen grupos de
homologia isomorfos y, por el teorema 6.51, ellos tienen la misma caracteristica de Euler-Poincaré.
Reciprocamente, por el lema 7.21, como cualquier complejo es equivalente a un complejo candnico,
los 2-complejos triangulados K; y Ko, vistos como complejos celulares, son equivalentes a complejos
celulares canoénicos K{ y K3. Como la equivalencia preserva la orientabilidad y la caracteristica
de Euler, se sigue que K{ y K3 son idénticos, pero luego, M; = |Ki| y M = |K3|, son ambos
homeomorfos a (K1)r= (K3)r. O

A fin de obtener la version del teorema 7.23 para superficies compactas (no necesariamente
trianguladas), se requiere que estas estén trianguladas. Como se mencioné en el capitulo 4, esto
se puede lograr gracias al matematico Tibor Rado, lo cual hace posible la siguiente version mas
general del teorema 7.23:

Teorema 7.25. Dos superficies compactas son homeomorfas si y solo si tienen la misma carac-
teristica de Euler-Poincaré y ambas son orientables o no orientables.
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7.4 Sumas conexas y el teorema de clasificaciéon

Ya se ha observado que la identificacién de las aristas en la frontera aba~'6~! da lugar a un
toro. También se ha observado que la identificacion de las dos aristas en la frontera aa da lugar
al plano proyectivo. El lema 7.21 implica que el complejo celular que consiste de una cara A y
de la frontera abab™! es equivalente al complejo celular canénico ccbb, lo cual puede verse de la
regla aXaY ~bbY ~!X. Ademas, note que la identificacion de las aristas en la frontera abab~!
genera la botella de Klein. Otra consecuencia del lema 7.21 es que el complejo celular con frontera
aabbcc es equivalente al complejo celular con frontera aabeb™lc™!. Asi, intuitivamente parece
que el espacio correspondiente es una simple combinaciéon de un plano proyectivo y un toro, o tres
planos proyectivos. Existe una operaciéon entre superficies llamada la suma conezxa la cual permite
interpretar los complejos canénicos como combinaciones de superficies elementales, a saber, la
esfera, el toro y el plano proyectivo.

Definicion 7.26. Sea M una superficie sin frontera y U C M un conjunto abierto homeomorfo
a una bola abierta de R%. Se dice que U es una bola coordenada regular si existe un conjunto
abierto U' C M y un homeomorfismo f:U'— B(x,€) tal que

1. UCvu’

2. f(U)=B(z,¢€), f(U)=Blxz,€], para algin ¢ >¢>0

Observacion 7.27. Si M es una superficie sin frontera y By, ..., B, k> 1, es una colecciéon de
bolas coordenada regulares disjuntas dos a dos, entonces se puede probar que el subespacio

M:M\(OB,-)

. s k .
es una superficie con frontera. Mas atn, OM'=| |;_, $!. En este caso se dice que OM’ es una
superficie con k contornos (o k componentes frontera).

Definicion 7.28. Sean Mi y M,y superficies sin frontera y B; C M; bolas coordenadas regulares.
Sea M{=M\B;, i=1,2, y f: OM{ — OMj; un homeomorfismo. Al espacio adjunto M{U;M; se
le denomina suma conexa de My y Mo y se denota por My#Mos.

Se puede demostrar que Mi#Ms es una superficie sin frontera cuya topologia no depende de
las bolas B; o del homeomorfismo f, es decir, M1# M esta bien definida. Méas aun, si My, M5 son
orientables entonces Mi# M, es orientable, y si M7 no es orientable, o bien M no es orientable,
entonces My# Ms no es orientable. Ademas, si M7, Mo, M3, son compactas entonces se cumple que

M, # M; es compacta, Mi#My= Mo# M, y (My#Mo)# M= M#(Mo#Ms).

Intuitivamente, Mi# M- se forma al cortar un pequeno orificio circular en cada superficie y
luego pegar las dos superficies a lo largo de las fronteras de estos orificios.

MI#MZ

Figura 7.22. Suma conexa de dos superficies
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En particular, cuando Ms = $2%, se observa que M;#%$? es homeomorfo a M;. En efecto, sea
By C $? el hemisferio inferior abierto, luego ($2)"=$2\ By es el hemisferio superior cerrado, el cual
es homeomorfo a la bola cerrada B[(0,0),1]. Por tanto, si By es una bola coordenada regular de M7,
se obtiene que B es homeomorfo a una bola cerrada B3 C R? la cual es homeomorfa a B[(0,0), 1].
Asi, M1#%2 se obtiene al cortar la bola abierta By de M; y pegar B[(0,0),1] lo largo de la frontera
de By, es decir, M7 no se ha modificado.

Figura 7.23. Suma conexa de un toro con al esfera

Por otra parte, si My, M>, admiten una triangulacién, se tiene entonces que

X(M1) = no—ni+ne

xX(M3) = mo—mi+ma
Si Ay, As son triangulos en las triangulaciones de M7 y Ms respectivamente, cuyos interiores son
removidos para realizar la suma conexa Mj# M, entonces la cantidad de vértices en el espacio
cociente es ng+ mo— 3, el nimero de aristas es ny +mj — 3, y un total de ny+ ms — 2 caras. Por
tanto,

X(Mi#Ms) = no+mo—3—(n1+m1—3)+ (ng+ma—2)
= x(Mi)+ x(M2) —2

Usando este hecho e induccién, se pueden obtener los siguientes valores para la caracteristica de
Euler de diversas superficies compactas:

Superficie Caracteristica de Euler-Poincaré
Esfera 2
Suma conexa de p toros 2—2p
Suma conexa de p planos proyectivos 2—p
Suma conexa plano proyectivo y p toros 1-2p
Suma conexa de la botella de Klein y p toros —2p

Suponga ahora dos complejos celulares canénicos My y Mo con fronteras
—1;-1 —1;-1

B1 = a1b1a1 bl <..Qpl bpl apl bpl

-1 ;-1 -1 5-1

B2 = cldlcl dl - .Cp2 dp2 CPQ dp2
Cortando un pequeno agujero con frontera h; en M; equivale a formar la nueva frontera

/ —1;-1 —1;-1
Bl = a1b1a1 bl <..Qpl bpl apl bpl hl

y similarmente, cortando un pequeno agujero con frontera hs equivale a forma la nueva frontera

’_ —1 ;-1 —1 5-1; -1
By=cidiey “dy . cepadpacpy dpy hy
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Si se pegan M7 y M identificando hy y he, se obtienen dos poligonos convexos pegados a lo largo
de una sola arista, y aplicando (P2)~! se obtiene un poligono con frontera

—1;—1 —1;-1 —14-1 -1
B = a1b1a1 bl < .Gpl bplapl bpl cldlcl dl ...Cpgdp26p2 dp

Un razonamiento similar aplica para el caso de complejos celulares de tipo II. La figura 7.20 ilustra
el procedimiento anterior para la suma conexa de dos toros:

Figura 7.24. Suma conexa de toros

Como resultado, la realizaciéon geométrica de un complejo celular de tipo I es, o bien una esfera,
o una suma conexa de p > 1 toros, y la realizaciéon geométrica de un complejo celular de tipo II es
la suma conexa de p > 1 planos proyectivos. Maés atn, la equivalencia de los complejos celulares
que consisten de una sola cara A, y fronteras abab~' y aa bb, muestra que la suma conexa de dos
planos proyectivos es homeomorfa a la botella de Klein:

a a a
b@b—»b b — b g b
a a a

Figura 7.25. Equivalencia abab™! y aabb
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Figura 7.26. suma conexa de dos planos proyectivos (botella de Klein)

Ademas, la equivalencia de los complejos celulares con fronteras aabcb™' ¢~ y aabbcce indica
que la suma conexa de un plano proyectivo y un toro es equivalente a la suma conexa de tres planos

proyectivos:

Figura 7.27. Suma conexa plano proyectivo y toro

Asi, se obtiene la siguiente version del teorema de clasificacién para superficies compactas sin

frontera:
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Teorema 7.29. Toda superficie compacta y orientable es homeomorfa, o bien a la esfera, o una
suma coneza de una o mds copias del toro T2. Toda superficie compacta y no orientable es homeo-
morfa a una suma conexa de uno o mds copias del plano proyectivo RIP2.



Conclusiones

e La topologia algebraica es una herramienta fundamental no solo para la comprensién de
las propiedades de los objetos goemétricos, sino también para obtener pruebas rigurosas de
enunciados que se establecen en términos topologicos generales.

e Los grupos de homologia permite probar que la caracateristica de Euler-Poincaré, x, es un
invariante topologico.

e La estructura del grupo fundamental de R?/{(0,0)} da lugar al concepto de orientabilidad
de una superficie.

e Toda superficie compacta Madmite una triangulacion finita. Si M;, Ms, son superficies
compactas entonces Mi# M> es compacta y es Gnica, salvo homeomorfismos. Méas atn, si M7,
M, son orientables entonces Mi# My también lo es. Si My 6 Ms no es orientable, entonces
M;# M> no es orientable.

e Toda superficie M compacta y orientable es homeomorfa, o bien a la esfera, o bien a la
suma conexa de p > 1 toros. En otras palabras, M es homeomorfa al espacio cociente de
un poligono cuyas aristas estan identificadas de acuerdo a uno y solo uno de los siguientes

simbolos
-1
aa esfera
—1—1 —1;—1
a1 bia 1b1 ...apbpap bp Suma conexa de p toros,
p>1

En el primero caso, x(M) =2, y en el segundo x(M)=2—2p.

e Toda superficie M compacta y no orientable es homeomorfa a una suma conexa de p>1
planos proyectivos. En este caso, M es homeomorfa al espacio cociente de un poligono cuyas
aristas estan identificadas de acuerdo al siguiente simbolo

a10a1. . .ApGyp
y x(M)=2-p.
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