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Resumen

Ensefianza y aprendizaje de las estructuras matematicas a
partir del modelo de Van Hiele

El propésito de este articulo es mostrar la importancia de la red
de relaciones que un alumno puede llegar a construir cuando se
enfrenta a un concepto matemidtico y su estrecha relacion con la
idea de estructura en el modelo educativo de Van Hiele. Ademds,
que la comprension de la forma como funcionan las estructuras
en el proceso de pensamiento permite el disefio de material di-
ddctico que favorece en el alummno el proceso de aprendizaje de
las matematicas.

Résumé

Enseignement et apprentissage des structures mathéma-
tiques a partir du modele de Van Hiele

Le but de cet article est de montrer 1'importance du réseau de
relations qu'un éleve peut arriver a construire quand il fait face
a un concept mathématique et sa relation étroite avec 1'idée de
structure dans le modele éducatif de van Hiele. En outre, on
tente de faire entendre que la compréhension de la maniére dont
fonctionnent les structures dans le processus de pensée permet la
conception du matériau didactique qui favorise le processus
d'apprentissage des mathématiques chez I'éleve.

Abstract

Teaching and Learning of mathematical structures from
the Van Hiele model

The purpose of this article is to show the importance of the net
of relations that a student could get to build when facing a
mathematical concept and its close relationship with the idea of
structure in the Van Hiele educational model. Besides, the un-
derstanding of the ways in which the structures function in the
process of thought allows the design of didactic material that
favors the student in the process of math learning.

Palabras clave
Ensefianza de las matemdticas, estructura, niveles de razona-
miento, fases de aprendizaje, modelo de Van Hiele.

Teaching of math, structure, reasoning levels, learning stages,
Van Hiele model.
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Introduccion

1 modelo educativo de Van Hiele se
compone de tres elementos principa-
les: 1) percepcién —insight—, que se

entiende como comprensién de las estructu-
ras; 2) los niveles de Van Hiele, que son una
estratificacion del razonamiento humano en
una jerarquia de niveles, y 3) las fases de apren-
dizaje, que sirven de guia para disefiar la ins-
truccién a la que se deben exponer los alum-
nos para ayudarlos a progresar del nivel en

que se encuentren al siguiente.

En investigaciones recientes que tienen como
marco tedrico el modelo de Van Hiele, se in-
tegra una componente visual geométrica al
concepto matematico estudiado, para explo-
rar el nivel de razonamiento en que se encuen-
tra un alumno. Por ejemplo, Jaramillo explo-
ra el nivel de razonamiento en alumnos de ul-
timo grado de bachillerato y primer afio de
universidad, con respecto al concepto conver-
gencia de una serie de términos positivos, em-
pleando la componente geométrica de zig-

zags, cuyas lineas poligonales estin formadas
por segmentos de rectas (Jaramillo, 2000).

En este articulo, siguiendo el modelo de Van
Hiele, se analizan las caracteristicas de las es-
tructuras matemdticas y la necesidad de im-
plementar actividades concretas que pongan
de manifiesto la red de relaciones que el alum-
no posee en su mente, con el propésito de
disefiar moédulos de instruccién pertinentes
y adecuados en concordancia con las fases de
aprendizaje del modelo. Se espera que los
alumnos expuestos a los moédulos progresen
en su nivel de razonamiento.

La estructura matematica en el modelo
de Van Hiele

En el marco teérico del modelo de Van Hiele
no se define especificamente lo que es una
estructura; sin embargo, muestra variados
ejemplos de la geometria de lo que puede en-

* Doctor en Ciencias Matematicas, profesor de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de

Antioquia.
E-mail: cama@matematicas.udea.edu.co

** Doctor en Ciencias Matematicas, profesor del Departamento de Ciencias Basicas de la Universidad Eafit.

E-mail: pesteban@eafit.edu.co

Revista Educacién y Pedagogia, vol. XVIII, nim. 45

111


mailto:cama@matematicas.udea.edu.co
mailto:pesteban@eafit.edu.co

Ensefanza y aprendizaje de las estructuras matematicas a partir del modelo de Van Hiele

tenderse como tal. La idea la toma de los tra-
bajos de la psicologia Gestalt, y afirma que se
tiene insight cuando se percibe una estructu-
ra. Es decir, cuando el alumno logra entender
como funciona y cuéles son las reglas de for-
macién. Para Van Hiele, "el insight existe cuan-
do una persona actda en una nueva situaciéon
adecuadamente y con intencién" (1986: 24);
es por esto que afirma que estructura e insight
estdn estrechamente relacionadas.

El concepto estructura, en matemaética, lo ex-
plican Resnick y Ford, asi:

(En qué consisten exactamente las es-

tructuras matematicas? La mayoria de
los profanos nunca han concebido las
matematicas como nada més que una
coleccién de procedimientos que sirven
para resolver calculos. Pero cualquier
matematico sabe que las matemaéticas
forman un sistema unificado de concep-

tos y de operaciones que explican algu-

nos patrones y relaciones que existen en
el universo. Ademas de conceptos y ope-
raciones, hay declaraciones mas o me-

nos abstractas de patrones y relaciones,
expresadas en forma de axiomas o de
reglas en férmulas matematicas, que
dan significado a dichos patrones en re-

lacion con los otros. Y, ademas, existe un
cuerpo de procedimientos que permiten
manipular conceptos y patrones de for-

ma ordenada y precisa. Es corriente que
estos patrones y procedimientos se des-

cubran de forma "accidental" o que se
intuyan antes de presentarlos con de-

mostraciones matematicas formales;
tanto la intuicién como la presentacion
formal son actividades reconocidas en
el d&mbito de las matematicas (1998:
132).

La psicologia estructural (psicologia Gestalt)
define cuatro propiedades que gobiernan una

estructura (Van Hiele, 1986: 28):

1. Es posible extender una estructura. Quien
conoce una parte de la estructura, también
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conoce la extensién de ella. La extension
de una estructura estd sujeta a las mismas
reglas dadas para una parte de ella.

2. Una estructura puede ser vista como parte
de una estructura més fina. La estructura
original no se afecta por esto: las reglas de
juego no son cambiadas, solamente son
ampliadas. De esta manera, es posible tener
mas detalles que toman parte en la cons-
truccién de la estructura.

3. Una estructura puede ser vista como una
parte de una estructura mds- inclusive. Esta
estructura mds-inclusive también tiene mas
reglas. Algunas de ellas definen la estruc-
tura original.

4. Una estructura puede ser isomorfa con o-
tra. En este caso, las dos estructuras se de-
finen mediante reglas que corresponden a
cada una de ellas. Por tanto, si se ha estu-
diado la estructura dada, también sabe
cOmo la otra estructura esta construida.

Van Hiele clasifica las estructuras en rigidas y
flexibles. Las rigidas son aquellas de las que se
puede lograr un conocimiento suficiente para
extenderlas sin cometer errores. En las flexi-
bles, pueden adaptarse varias formas o posi-
bilidades para extenderlas, pudiendo presen-
tarse ambigiiedades.

En matematicas, a menudo se presentan es-
tructuras rigidas. Por ejemplo, las propieda-
des de adicién y multiplicacién definidas en
los ntimeros reales siguen las mismas reglas
de formacion.

Para la suma de ntimeros reales a, b y ¢, se
dan las siguientes cinco reglas:

1. Propiedad clausurativa: 2 y b son ntme-
ros reales; a + b es un numero real.

Elemento neutro: a + 0 = a.
Elemento inverso: a + (-a) = 0.
Conmutativa:a+b=0> +a.

Asociativa:a+ (b+c¢)=(a+b) +c.

S

Revista Educacién y Pedagogia, vol. XVIII, nim. 45



La multiplicacion de ndmeros reales a, b y ¢
tiene analogamente las mismas propiedades,
de la siguiente manera:

1. Propiedad clausurativa: a y b son niimeros
reales; a x b es un numero real.

2. Elemento neutro:ax 1 =a.

3. Elemento inverso: si a es diferente de 0, a x
al=1.

4. Conmutativa:axb=">bxa.

5. Asociativa:ax (bxc)=(axb)xc.

Como se puede observar, la suma de reales y
la multiplicacién de reales, sin el cero, presen-
tan la misma estructura matematica, ambas
son grupos.

Una estructura mdas amplia que involucra a
las operaciones de suma y multiplicacién es
la propiedad distributiva de la segunda opera-
cién con respecto a la primera:

ax+c)=(@xb)+ (axc)

Las siguientes sucesiones numéricas son

ejemplos de estructuras rigidas y flexibles:

1. En la sucesion de Fibonnacci, los dos prime-
ros términos de esta sucesiéon son 1 y 1, el
tercero es 2, que se forma sumando los dos
anteriores; el cuarto, que es 3, se obtiene
sumando los términos segundo y tercero.
Los seis primeros términos son: 1, 1, 2, 3, 5

y 8.
2. Sucesiones numérica de potencias de 2: 2,
4,8,..16,32..128, 256, ...

3. Sucesién que se forma con el inverso multi-
plicativo de los nimeros naturales: 1, 1/2,
1/3,1/4, ...

4. Sucesién de ntmeros enteros y racionales:
1,2/5,2,3/10, ...

Las sucesiones 1, 2 y 3 se caracterizan porque
puede encontrarse una férmula para expresar
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cualquiera de sus términos, mientras que la 4,
en apariencia, tiene muchas posibilidades
para expresar los términos que siguen. En la
terminologia expuesta, 1, 2 y 3 son estructuras
rigidas, mientras que 4 es flexible.

Estructuras geométricas

Las estructuras geométricas estdn presentes
en todas las formas de la naturaleza. Se pue-
den encontrar en lo microscépico o en lo ma-
croscopico. Tal vez las estructuras geométri-
cas rigidas mas reconocidas sean los mosaicos.
Por ejemplo, en la figura 1 es posible fijar la
mirada en una parte y desde ésta construir
toda la estructura.

Figura 1. Diferentes aspectos de una misma es-
tructura. Por un lado, si se conoce una parte es
posible construirla a partir de ella; por otro, ob-
servando toda la estructura se puede encontrar
su parte constitutiva mas elemental.

Ejemplos de estructuras geométricas son, en-
tre otras, la escalera de Orton (figura 2), la
curva de Koch (figura 3) y lineas poligonales
abiertas o cerradas sin ninguna ley de for-
macion (figura 4).
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Figura 2. Escalera de Orton. Es una estructura rigida.

Para construir la escalera de Orton (Cornu,
1991: 164) se dibuja un cuadrado de lado uno
en el primer cuadrante del plano cartesiano;
luego se construyen cuadrados de lado un
medio que se ubican como se muestra en la
parte central. En una tercera parte del proceso
se construyen cuadrados de lado un cuarto,
como se observa en la parte derecha de la fi-
gura 2. El proceso puede continuar indefini-
damente.

La curva de Koch (Stewart, 1999: 641) se cons-
truye partiendo de un segmento de recta de
una longitud cualquiera. Se divide en tres par-
tes iguales y se elimina la parte central. Desde
cada uno de los extremos internos de los seg-
mentos que quedan, se trazan segmentos de
un tercio de la longitud del segmento inicial.
Estos dos nuevos segmentos se deben encon-
trar sobre la perpendicular que pasa por el
punto medio del segmento inicial, como se
muestra en la parte central de la figura 3. Este
proceso puede indefinidamente,
realizando el mismo proceso descrito para ca-
da uno de los lados de la linea poligonal abierta
obtenida, como se muestra en la parte inferi-
or de la misma figura. Partiendo de un trian-
gulo equilatero se obtiene la versién bidimen-
sional, y de un tetraedro su contraparte tridi-

continuar

mensional.

No todas las lineas poligonales abiertas o cer-
radas que se encuentran en la naturaleza o se
pueden construir tienen una ley de formacion.
En la figura 4 no se puede saber la direccién o
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Figura 3. Curva de Koch.
Es una estructura rigida.

"\

Figura 4. Linea poligonal abierta sin ninguna
ley de formacién. Es una estructura flexible.

la longitud del segmento que se le debe agre-
gar para continuar prolongando la linea po-
ligonal partiendo de cualquiera de sus extre-
mos.

Revista Educacién y Pedagogia, vol. XVIII, nim. 45



Niveles de razonamiento de Van Hiele

Existen diferentes niveles de razonamiento de
los estudiantes referidos a un mismo concepto
matematico. Cada nivel supone una forma de
comprension, un modo de pensamiento particu-
lar, de manera que un estudiante sélo puede
comprender y razonar sobre los conceptos
matematicos adecuados a su nivel de razo-
namiento.

El modelo de Van Hiele propone que, para la
comprension de un concepto matemaético al
que se le puede dotar de una componente
geométrica, un alumno debe avanzar por cin-
co mniveles de razonamiento, a saber: nivel O:
basico o predescriptivo; nivel I: de recono-
cimiento o visual; nivel II: de analisis; nivel
III: de clasificacién, y nivel IV: de deduccién
formal. Los estudiantes deben superar los
obstaculos que se les presenten para poder
ascender de un nivel a otro.

En el nivel 0, el alumno percibe las figuras
geométricas como una totalidad, limitandose
a describir su aspecto fisico. Establecen seme-
janzas con otros objetos de la vida cotidiana
y, en general, no reconocen las partes de las
que estan compuestas ni sus propiedades ma-
tematicas.

En el nivel I, el alumno es capaz de reconocer
las partes que componen las figuras geomé-
tricas y, de manera informal, propiedades ma-
tematicas de las que estdn dotadas. Es decir,
reconocen, mediante la observacién, sus ele-
mentos y algunas de sus propiedades. Aunque
todavia no relacionan las propiedades entre si
ni realizan clasificaciones légicas a partir de las fi-
guras.

En el nivel II, el alumno establece relaciones
entre las propiedades que tiene una figura.

En el nivel III, el alumno emplea las propie-

dades que tiene una figura para deducir otras,
utilizando el razonamiento formal.

Revista Educacién y Pedagogia, vol. XVIII, nam. 45

Ensefianza de las ciencias y las matematicas

En el nivel IV, el alumno puede establecer
similitudes y diferencias entre distintas estruc-
turas a partir de las propiedades que las de-
finen.

Como se puede ver, a partir de la descripcién
de los niveles de razonamiento del modelo de
Van Hiele, el reconocimiento de una estructura
y de sus propiedades es el factor que potencia
la comprensién de los conceptos y propieda-
des en la geometria y en las matematicas.

El proceso de aprendizaje segtn el
modelo de Van Hiele

El estudio de las matematicas debe orientarse
a la comprensién de las estructuras que la con-
forman. Si la educacién se orienta al desarrollo
del insight, se deberia estimular a los alumnos
a desarrollar su reconocimiento, haciendo én-
fasis en la aplicacién de la segunda y tercera
propiedad de las estructuras.

Una estructura debe percibirse como un holo-
grama: "Es muy importante que una estruc-
tura pueda ser vista como una totalidad; una
estructura es mas que la suma de sus elemen-
tos" (Van Hiele, 1986), porque a partir de ellas
es posible construir otras estructuras poten-
ciando la comprensiéon de conceptos en for-
ma de espiral.

La importancia del trabajo escolar desde el
reconocimiento de estructuras y de sus par-
tes constitutivas radica en que los alumnos
no necesitan '"aprenderse" toda la informa-
cién que puedan encontrar referida a un con-
cepto; basta que comprendan la forma como
éste opera, y a partir de este proceso pueden
aplicar el concepto en distintas circunstancias
del aprendizaje o en la soluciéon de diversos
problemas cotidianos.

Por tanto, disefiar experiencias de aprendizaje

para que los alumnos las reconozcan en cada
una de las etapas de la escolaridad, es un ob-
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jetivo que debe estar presente en todos los
microcurriculos de ciencias y matematicas.

Los niveles de razonamiento estdn en corres-
pondencia con la red de relaciones que el
alumno debe construir en su estructura mental

para adquirir un avanzado nivel de razonamiento.

Para progresar de un nivel al siguiente, el alumno
debe superar cinco fases de aprendizaje: 1)
informacién, 2) orientaciéon dirigida, 3) expli-
citacion, 4) orientacién libre, y 5) integracion
(Van Hiele, 1957). Van Hiele las describe como
una funcion del aprendizaje:

[...] la transicién de un nivel al siguiente
no es un proceso natural, tiene lugar bajo
la influencia de un programa de ense-
fanza-aprendizaje. La transicién no es
posible sin el aprendizaje de un nuevo
lenguaje (1986: 50).

Van Hiele considera que el lenguaje es un as-
pecto crucial para poder explicar las estruc-
turas referidas a la geometria; ademads, es una
extensién del pensamiento, pues a medida que
éste se refina, es necesario hacer un uso ade-
cuado, con el propésito de comunicar las i-
deas, es decir: socializar el conocimiento. Aunque
existen estructuras (algunos tipos de mosai-
cos) que para comprender su ley de forma-
cion s6lo se requiere tener una visién de una
de sus partes, considera que para el desarrollo
y comprension de las ciencias, el lenguaje cum-
ple un papel determinante (Van Hiele, 1986:
13-25).

Las fases de aprendizaje le permiten al profe-
sor disefiar actividades para que el alumno
progrese desde un nivel de pensamiento al
siguiente. Las actividades para cada una de
las fases deben estar organizadas en moédulos
de instruccién, con apoyo de material tangible
cuando éste sea necesario. En la transicion de
un nivel al siguiente, todas las actividades
propuestas deben ser realizadas por cada uno
de los alumnos.

La idea central del modelo es estudiar con
detenimiento el proceso mediante el cual un
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alumno comprende un concepto matemético
utilizando herramientas geométricas de visua-
lizaciéon. Es decir, entender como un alumno
accede a niveles avanzados de razonamiento
cuando se le expone a experiencias adecua-
das de aprendizaje. Las preguntas que debe-
rian guiar un proyecto de investigacion de esta
magnitud son:

— ¢Coémo lograr que el alumno adquiera nue-
vas habilidades de razonamiento?

— (Existen formas de favorecer el proceso de
aprendizaje de los alumnos?

— ¢COémo garantizar que un mayor numero
de alumnos progrese a avanzados niveles de
razonamiento?

Para responder estas preguntas, es necesario
pensar en la transformacién de las estructuras
mentales, presentes en los alumnos, en otras
nuevas que permitan estudiar los cambios en
su transformacién. Para ello se pueden repre-
sentar las estructuras mentales como una red
de relaciones, en las que los vértices son los con-
ceptos asimilados o diferentes representacio-
nes del mismo concepto. Las lineas de conexién
entre vértices son las relaciones establecidas
entre conceptos que pueden estar proximos
entre si, o distantes. Van Hiele afirma que sin
la existencia de una red de relaciones el pen-
samiento es imposible (1986: 50-51).

Seguin lo anterior, Van Hiele considera que el
paso de un nivel al siguiente se produce median-
te la creacién de una nueva red de relaciones,
obtenida al incorporar a la anterior nuevos con-
ceptos y nuevas relaciones (mas complejas,
maés abundantes que las que se tenian en la red
desde la que se parti6) entre ellos. En el siguien-
te parrafo Einstein, mediante una carta a Ha-
damard, da cuenta de lo que significaban la
visualizacién de iméagenes mentales y el len-
guaje en su proceso de pensamiento:

Las palabras o el lenguaje, como son es-

critas o habladas, no parecen jugar nin-
gun papel en mi forma de pensamiento.
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Las entidades fisicas que parecen servir
como elementos en el pensamiento, son
ciertos signos y més o menos claras ima-
genes que pueden ser voluntariamente
reproducidas y combinadas. Estas
combinaciones parecen ser la caracteris-
tica esencial en el pensamiento produc-
tivo, antes de que haya cualquier
conexién con construcciones légicas en
palabras u otros tipos de signos que pue-
dan ser comunicados a otros (Hada-
mard, 1954: 142).

El profesor debe tener en cuenta, en el proceso
de aprendizaje, que las experiencias previas de los
alumnos cobran importancia en la compren-
sion de las estructuras de caracter visual que
ellos tienen en sus mentes.

El modelo de Van Hiele y los mapas
conceptuales

Las fases de aprendizaje de Van Hiele se cen-
tran en el papel de la instruccién, con el propésito
de ayudarle al alumno a crear y fortalecer su
red de relaciones en conceptos matematicos;
por tanto, se hace necesario disefiar, elaborar,
desarrollar y validar médulos de instruccién
que potencien, en el alumno, alcanzar un a-
vanzado nivel de razonamiento. El uso de la
técnica de los mapas conceptuales puede
manifestar cada una de las fases del proceso
de aprendizaje por el cual el alumno atraviesa,
permitiéndole ampliar su estructura de pen-
samiento, agregando otros conceptos para dar
lugar a la creacién de una nueva estructura
mas amplia, abundante y compleja, en la que

el lenguaje desempefia un papel primordial.

Estudios recientes llevados a cabo (Esteban,
Vasco y Bedoya, 2004: 151-154) muestran que
el empleo de la técnica de los mapas concep-
tuales es una estrategia adecuada en el proceso
de aprendizaje de conceptos matemaéticos. El
disefio de mapas conceptuales es una accién
concreta que el alumno debe ejecutar para
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poner de manifiesto y en forma explicita su
estructura de pensamiento. Los mapas con-
ceptuales son una estructura visual que permi-
ten representar las relaciones significativas que
un alumno tiene en su mente. Ademas, permi-
ten indagar por los saberes previos que él po-
see en su estructura cognitiva. Un factor im-
portante a tener en cuenta es que el alumno
debe usar el lenguaje para intercambiar ideas
con sus comparfieros y de esta forma explicarles
el conjunto de significados relacionados con
los conceptos presentes en el mapa elaborado.

Los mapas conceptuales en el disefio de los
moédulos de instruccion reflejan el espiritu de
los niveles y las fases de Van Hiele, ya que su
empleo constituye una experiencia de apren-
dizaje que le permite al alumno recorrer cada
una las fases en el proceso, para avanzar de
un nivel al siguiente.

Consideraciones finales

Es necesario hallar alternativas que ayuden a
fortalecer el proceso de ensefianza-aprendizaje
de la geometria y su relacion con otras areas de
la matematica, pues el reconocimiento del es-
tudio de las estructuras geométricas permite
el planteamiento y la solucién de problemas
complejos en matematicas.

La estructura visual de la red de relaciones
que un alumno adquiere en el proceso de a-

prendizaje de un concepto matematico se pue-

de fortalecer con el empleo de la técnica de
los mapas conceptuales, dado que, mediante
esta representacion concreta, el alumno puede po-
ner de manifiesto su estructura de pensamiento
y darse cuenta por si mismo de los aspectos
que debe mejorar en su aprendizaje para ad-

quirir un avanzado nivel de razonamiento.
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