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Abstract.   The threshold theorem of an epidemic SIR model was compared when infectious and susceptible individuals 
have homogeneous and heterogeneous social status and when individuals of random networks have contact 
heterogeneity.  Particularly the effect of vaccination in such models is considered when: individuals or nodes are 
exposed to impoverished, vaccination and loss of immunity.  An equilibrium analysis and local stability of small 
perturbations about the equilibrium values were implemented using computer algebra. Numerical simulations were 
executed in order to describe the dynamic of transmission and changes of the basic reproductive rate. The implications 
of these results are examined around the threats to the global public health security. 
 
Keywords: Threshold theorem, SIR model, Routh-Hurwitz theorem, basic reproductive rate, random networks, 

computer algebra. 

1. Introduction 
 
The 2007 World Health Report entitled A safer future: global public health security in the 21st century, outlines some 
of the human factors behind public health insecurity including inadequate investment in public health resulting from a 
false sense of security in the absence of infectious disease outbreaks;  unexpected policy changes such as a decision 
temporarily to halt immunization and conflict situations when forced migration obliges people to live in overcrowded, 
unhygienic and impoverished conditions heightening the risk of epidemics, among others[1]. 
 
The need for global preparation in response to outbreaks of infectious diseases is important in conditions of poverty, 
overcrowding, malnutrition and deteriorating health care system, both in developed [2] and developing countries where 
such living conditions affects population health [ 3]. 
 
The mathematical and computational epidemiology is able to give elements for understanding the recent epidemics and 
pandemics that have threatened global health, through the threshold theorem, estimating the basic reproductive rate, that 
is, the average number of secondary cases of infection generated by a typical infectious individual in a population of 
susceptible [4]. 
 
Brown et al (2006) [5] presented a fully algorithmic method to determine the basic reproductive rate with homogeneous 
mixing between susceptible and infectious individuals corresponding to complex epidemic models. In this work we will 
consider the potential control by vaccination of infectious diseases, estimating the basic reproductive rate when 
population is divided in susceptible, infectious and removed including loss of immunity, when:  a) the pattern of mixing 
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between susceptible and infectious is homogeneous b) the pattern of mixing is homogeneous but there are social 
heterogeneity described by a system of coupled differential equations between sub population classified by socio 
economic status and c) there are social and contact heterogeneity described by random networks.  Given our problem 
demands analytical or symbolic solutions, we use computer algebra software, specifically Maple, using an automatic 
standard symbolic stability analysis.  Numerical simulations were used to give sense to symbolic calculations. 

2. Method 

2.1. Homogeneous SIR model 
 
To illustrate the kind of symbolic computation made in this work, in the following lines the standard symbolic stability 
analysis is summarized for a simplest SIR model described by the equations: 
 

 = d
d
t ( )X t −β ( )X t ( )Y t

        (1)    
  = d

d
t ( )Y t  − β ( )X t ( )Y t γ ( )Y t

(2)
  = d

d
t ( )Z t γ ( )Y t

   (3)
 

 
where X(t) represents the number of susceptible individuals at time t, Y(t) is the number of infected individuals at time t 
and Z(t) represents the number of removed individuals at such instant of time.  The infectiousness constant is denoted β  
and the removal constant is denoted γ.  The invariant subspace for the system (1)-(3) is given by (4), 
 

 =  +  + ( )X t ( )Y t ( )Z t N         (4) , , = Y 0  = X X  = Z Z    (5)  =  + X Z N                    (6) 
 
where N is a constant and represents the number of individuals in that population.  The equilibrium configuration for the 
system (1)-(3) is only the point given by (5), which corresponds to a free disease configuration without infected-
infectious individuals and only with susceptible and removed individuals.  The point (5) according with (4) satisfies (6). 
The standard stability analysis is based on the spectrum of the Jacobian-matrix of the studied dynamical system.  In the 
case of the system (1)-(3) the Jacobian is given by (7) and when it is evaluated in the point (5) is simplified to (8) for 
which eigenvalues are given by (9). 
 












−Y β −β X 0
Y β  − β X γ 0
0 γ 0

 (7)

 












0 −β X 0
0  − β X γ 0
0 γ 0

 (8)

 
 

, ,0 0  − β X γ  
 
(9) 

 
Now according with the standard stability analysis, the point (5) is locally stable if all the eigenvalues (9) are smaller or 
equal to zero; it is to say when (10) is satisfied. 
 

 ≤  − β X γ 0  (10)  ≤ R0 1  (11)
 

 = R0
β X

γ  (12)
 

The inequality (10) is the thesis of the threshold theorem for the simple SIR model (1)-(3), and contains conditions 
under which an initial case or focus of infection can be amplified until epidemic scales.  The inequality (10) is usually 
expressed in epidemiology as a critical condition in the form (11), where R0  is called the basic reproductive rate for 
diseases and  in the particular case of a simple SIR model  (1)-(3) assumes the form (12).  
The equations (12) together with (11) indicate that three possible control measures to curtailing the epidemics are:  do  β  
→  0, reduction of crowding; do  γ   →  ∞, increasing surveillance; and do X →  0, increasing immunization.  Note that 
for the simple SIR model (1)-(3), the condition (11) is a sufficient condition for local stability. 

2.2. Heterogeneous SIR model 
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We consider here an extension of the simple SIR model (1)-(3), when population is divided in two sub-populations 
which are interacting between them and individuals in both subpopulations can make transitions from one subpopulation 
to the other.  Equations of the extended SIR model considered here are: 

 = 
d
d
t

( )X1 t −  −  −  + β ,1 1 ( )X1 t ( )Y1 t β ,1 2 ( )X1 t ( )Y2 t p1 ( )X1 t q1 ( )Z1 t  (13)
 

 = 
d
d
t

( )Y1 t  +  − β ,1 1 ( )X1 t ( )Y1 t β ,1 2 ( )X1 t ( )Y2 t γ1 ( )Y1 t  (14)
 

 = 
d
d
t

( )Z1 t  +  − γ1 ( )Y1 t p1 ( )X1 t q1 ( )Z1 t  (15)
 

 = 
d
d
t

( )X2 t −  −  −  + β ,2 2 ( )X2 t ( )Y2 t β ,2 1 ( )X2 t ( )Y1 t p2 ( )X2 t q2 ( )Z2 t  (16)
 

 = 
d
d
t

( )Y2 t  +  − β ,2 2 ( )X2 t ( )Y2 t β ,2 1 ( )X2 t ( )Y1 t γ2 ( )Y2 t  (17)
 

 = 
d
d
t

( )Z2 t  +  − γ2 ( )Y2 t p2 ( )X2 t q2 ( )Z2 t  (18)
 

 
In the model (13)-(18), the considered population is divided in two subpopulations labeled 1 and 2; and each population 
is divided in the usual epidemiological classes Susceptible, Infected - infectious, Removed. The parameters of this 
model are:   
 β ,1 1 : infectiousness from infected individuals of subpopulation 1, for  susceptible of subpopulation 1.  β ,1 2 : 

infectiousness from infected individuals of subpopulation 2, for susceptible of subpopulation 1. β ,2 1 :infectiousness 

from infected individuals of  subpopulation 1, for susceptible of subpopulation 2.  β ,2 2 : infectiousness from infected 

individuals of subpopulation 2, for susceptible of subpopulation 2. 
γ1 : remotion constant for subpopulation 1,  γ2 : 

remotion constant for subpopulation 2. p1 :rate of continue vaccination of susceptible of subpopulation 1. p2 : rate of 

continue vaccination of susceptible of subpopulation 2.  q1  :rate of continue lost of immunity for removed individuals 

of  subpopulation 1.  q2 : rate of continue lost of immunity for removed individuals of subpopulation 2. 

For the model (13)-(18) the invariant space is  
 

 =  +  +  +  +  + ( )X1 t ( )Y1 t ( )Z1 t ( )X2 t ( )Y2 t ( )Z2 t N  (19)
 

 
From other side, the model (13)-(18) incorporates also vaccination of susceptible people and the lost of immunity for 
removed (vaccinated) individuals. Then, the computational problem to be solved here consists in to obtain the explicit 
form of the basic reproductive rate for the extended SIR model described by equations (13)-(18). To solve such problem 
we use certain algorithm adapted from Brown et al [5]. 

2.3. SIR model with social and contact heterogeneity 
The SIR model with social heterogeneity (13)-(18) is valid only when contact among individuals is described by a 
homogeneous mixture, but real human contacts are heterogeneous and in such case it is necessary to apply the theory of 
random networks.  In consequence the relevant equations are now: 
 

 = 
d
d
t

( )X ,1 k t −  −  +  − β ,1 1 ( )X ,1 k t k Θ ,1 1 β ,1 2 ( )X ,1 k t k Θ ,1 2 q1 ( )Z ,1 k t p1 ( )X ,1 k t
 

(19A) 
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 = 
d
d
t

( )Y ,1 k t  +  −  + β ,1 1 ( )X ,1 k t k Θ ,1 1 β ,1 2 ( )X ,1 k t k Θ ,1 2 γ1 ( )Y ,1 k t a ( )Y ,2 k t  (19B)
 

 = 
d
d
t

( )Z ,1 k t  −  + γ1 ( )Y ,1 k t q1 ( )Z ,1 k t p1 ( )X ,1 k t  (19C)
 

 = 
d
d
t

( )X ,2 k t −  −  +  − β ,2 1 ( )X ,2 k t k Θ ,2 1 β ,2 2 ( )X ,2 k t k Θ ,2 2 q2 ( )Z ,2 k t p2 ( )X ,2 k t  (19D)
 

 = 
d
d
t

( )Y ,2 k t  +  −  − β ,2 1 ( )X ,2 k t k Θ ,2 1 β ,2 2 ( )X ,2 k t k Θ ,2 2 γ2 ( )Y ,2 k t a ( )Y ,2 k t  (19E)
 

 = 
d
d
t

( )Z ,2 k t  −  + γ2 ( )Y ,2 k t q2 ( )Z ,2 k t p2 ( )X ,2 k t  (19F)
 

The equations (19A)-(19F) are the generalizations of the equations (13)-(18) when the contact heterogeneity is 
described by a network for which the nodes are individuals and the edges are social relations.  The random networks are 
described via probability densities for a certain random variable which is named the degree of the network and it is 
denoted k. In the equation (19A), X1,k(t) represents the probability that an randomly chosen node of the network be 
occupied by a susceptible individual of the class 1 with degree k, and so, the others dynamical variables. The parameters 
in (19A)-(19F) are the same in (13)-(18) and the following definitions are completing the model: 
 

 = ( )E k
,1 1

∑
 = k 0

∞

k P , ,1 1 k   = ( )E k
,2 2

∑
 = k 0

∞

k P , ,2 2 k  

 

 = ( )E k
,2 1

∑
 = k 0

∞

k P , ,2 1 k  

 

 = ( )E k
,1 2

∑
 = k 0

∞

k P , ,1 2 k  

 

 = ( )E k2
,1 1

∑
 = k 0

∞

k2 P , ,1 1 k
 

 = ( )E k2
,2 2

∑
 = k 0

∞

k2 P , ,2 2 k  

 

 = ( )E k2
,2 1

∑
 = k 0

∞

k2 P , ,2 1 k  

 

 = ( )E k2
,1 2

∑
 = k 0

∞

k2 P , ,1 2 k  

 

 = Θ ,1 1

∑
 = k 0

∞

k P , ,1 1 k ( )Y ,1 k t

( )E k
,1 1  

 = Θ ,2 2

∑
 = k 0

∞

k P , ,2 2 k ( )Y ,2 k t

( )E k
,1 1

  = Θ ,2 1

∑
 = k 0

∞

k P , ,2 1 k ( )Y ,1 k t

( )E k
,1 1

  = Θ ,1 2

∑
 = k 0

∞

k P , ,1 2 k ( )Y ,2 k t

( )E k
,1 1  

 
Where Pi,j,k represents the probability density for the degree k in the random network that underlies the social 
interactions between the sub-populations i and j, with  i,j=1,2. 
The more complex computational problem to be solved here consists in to obtain the explicit form of the basic 
reproductive rate for the more extended SIR model described by equations (19A)-(19F). To solve such complex 
problem we use again the adapted algorithm from Brown et al [5], jointly with papers [10,11] and the Maple package 
called GraphTheory . 

3. Results  
 
The following results are obtained,  when our adapted algorithm is executed using as input the extended SIR model 
given by (13)-(18). 

3.1. Equilibrium Points 
The equilibrium equations that result from (13)-(18) are 
 

 = −  −  −  + β ,1 1 X1 Y1 β ,1 2 X1 Y2 p1 X1 q1 Z1 0
 

 =  +  − β ,1 1 X1 Y1 β ,1 2 X1 Y2 γ1 Y1 0
 

 =  +  − γ1 Y1 p1 X1 q1 Z1 0
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 = −  −  −  + β ,2 2 X2 Y2 β ,2 1 X2 Y1 p2 X2 q2 Z2 0
 

 =  +  − β ,2 2 X2 Y2 β ,2 1 X2 Y1 γ2 Y2 0
 

 =  +  − γ2 Y2 p2 X2 q2 Z2 0
 

and the corresponding equilibrium points are: 
Free disease equilibrium 
point { }, , , , , = Y2 0  = Y1 0  = X2 X2  = X1 X1  = Z1

p1 X1

q1
 = Z2

p2 X2

q2

 
(20) 

Partial endemic 
equilibrium point (Y1=0 ) { }, , , , , = Y1 0  = Z1 0  = Z2

γ2 ( ) + β ,2 2 Y2 p2

β ,2 2 q2
 = X1 0  = Y2 Y2  = X2

γ2

β ,2 2

 
(21) 

Partial endemic 
equilibrium point (Y2 = 0) , , , , , = X2 0  = X1

γ1

β ,1 1
 = Y2 0  = Y1 Y1  = Z2 0  = Z1

γ1 ( ) + β ,1 1 Y1 p1

β ,1 1 q1

 (22) 

 
 
Full endemic equilibrium 
point 
 

 = X2 X2  = Z1

γ1 ( )−  +  +  −  + Y1 β ,2 2 X2 β ,1 1 Y1 β ,2 1 X2 β ,1 2 Y1 γ2 β ,1 1 p1 β ,2 2 X2 p1 γ2

( )−  +  + β ,2 2 X2 β ,1 1 β ,2 1 X2 β ,1 2 γ2 β ,1 1 q1
, ,{

 = Y2 −
Y1 β ,2 1 X2

 − β ,2 2 X2 γ2
 = X1 −

γ1 ( ) − β ,2 2 X2 γ2

−  +  + β ,2 2 X2 β ,1 1 β ,2 1 X2 β ,1 2 γ2 β ,1 1
, ,

 

 = Z2 −
X2 ( ) −  + γ2 Y1 β ,2 1 p2 β ,2 2 X2 p2 γ2

( ) − β ,2 2 X2 γ2 q2
 = Y1 Y1, }

 

 

 

(23)

 

3.2. Jacobian-of the system 
The Jacobian of the system (13)-(18) has the form 
 












−  −  − β ,1 1 Y1 β ,1 2 Y2 p1 −β ,1 1 X1 q1 0 −β ,1 2 X1 0

 + β ,1 1 Y1 β ,1 2 Y2  − β ,1 1 X1 γ1 0 0 β ,1 2 X1 0

p1 γ1 −q1 0 0 0

0 −β ,2 1 X2 0 −  −  − β ,2 2 Y2 β ,2 1 Y1 p2 −β ,2 2 X2 q2

0 β ,2 1 X2 0  + β ,2 2 Y2 β ,2 1 Y1  − β ,2 2 X2 γ2 0

0 0 0 p2 γ2 −q2  

(24) 

3.3. Results of stability Analysis for free disease state. 
The Jacobian (24) evaluated at the free-disease point (20) gives 
 












−p1 −β ,1 1 X1 q1 0 −β ,1 2 X1 0

0  − β ,1 1 X1 γ1 0 0 β ,1 2 X1 0

p1 γ1 −q1 0 0 0

0 −β ,2 1 X2 0 −p2 −β ,2 2 X2 q2

0 β ,2 1 X2 0 0  − β ,2 2 X2 γ2 0

0 0 0 p2 γ2 −q2

 

(24A)

 

and the correponding characteristic polynomial is  
 

λ2 ( ) +  + q2 λ p2 λ2 λ γ1 λ β ,1 1 X1 λ γ2 λ β ,2 2 X2 β ,2 2 X2 γ1 β ,1 2 X1 β ,2 1 X2 +  −  +  −  −  − (

γ1 γ2 β ,2 2 X2 β ,1 1 X1 γ2 β ,1 1 X1 +  +  − ) ( ) +  + λ q1 p1 0 = ,

 

and the eigenvalues are determined by 
 

 = λ 0 ,  
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 = λ −  − p1 q1 , 
 = λ −  − p2 q2 , 

λ2 ( ) −  −  + γ1 β ,1 1 X1 β ,2 2 X2 γ2 λ γ1 γ2 β ,1 2 X1 β ,2 1 X2 β ,2 2 X2 β ,1 1 X1 β ,2 2 X2 γ1 +  +  −  +  − 

γ2 β ,1 1 X1 − 0 = .

 

Then the conditions for local stability of the free-disease point (20) are 
 

 < 0  −  −  +  − β ,1 1 X1 β ,2 2 X2 β ,1 1 X1 γ2 γ1 β ,2 2 X2 γ1 γ2 β ,1 2 X1 β ,2 1 X2 ,     < 0 −  −  +  + β ,1 1 X1 β ,2 2 X2 γ2 γ1 ,
 

which are reduced  to    

 < 0  −  −  +  − 
β ,1 1 N1 q1 β ,2 2 N2 q2

( ) + q1 p1 ( ) + q2 p2

β ,1 1 N1 q1 γ2

 + q1 p1

γ1 β ,2 2 N2 q2

 + q2 p2
γ1 γ2

β ,1 2 N1 q1 β ,2 1 N2 q2

( ) + q1 p1 ( ) + q2 p2

 (25)
 

 

 < 0 −  −  +  + 
β ,1 1 N1 q1

 + q1 p1

β ,2 2 N2 q2

 + q2 p2
γ2 γ1  (26)

 

The conditions (25) and (26) are compacted as 

 < R0 1
,    

 < ρ0 1  (27)
 

where  R0  and ρ0  are defined as 

 = R0

 +  + 
β ,1 2 N1 q1 β ,2 1 N2 q2

( ) + q2 p2 ( ) + q1 p1

β ,2 2 N2 q2 γ1

 + q2 p2

γ2 β ,1 1 N1 q1

 + q1 p1

 + γ1 γ2

β ,2 2 N2 q2 β ,1 1 N1 q1

( ) + q2 p2 ( ) + q1 p1

 = ρ0

 + 
β ,1 1 N1 q1

 + q1 p1

β ,2 2 N2 q2

 + q2 p2

 + γ1 γ2

 

(28)

 

 
The conditions for local instability of the free-disease point (20) are:  ρ0 > 1 whatever being the value of R0 ; or ρ0 < 1 
but now with R0 > 1. It is remarkable that the condition R0 > 1 is not a sufficient condition for local instability. More 
over the condition R0 <1 is not sufficient condition for local stability.  From the mathematical point of view this peculiar 
behavior of R0 is a consequence of the application of the Routh-Hurwitz theorem to the characteristic polynomial 
associated with the jacobian (24A). 

3.4. Results of stability analysis for partial endemic state  
For the equilibrium point (21) the corresponding eigenvalues are determined now by  
 

 = λ 0  
 =  +  +  +  +  + λ2 ( ) +  +  + q1 β ,1 2 Y2 γ1 p1 λ p1 γ1 γ1 β ,1 2 Y2 β ,1 2 Y2 q1 q1 γ1 0  

 
(29) 

 =  +  +  + λ2 ( ) +  + β ,2 2 Y2 p2 q2 λ γ2 β ,2 2 Y2 β ,2 2 Y2 q2 0  (30) 

 
The stability conditions in this case are automatically satisfied given that all coefficients in (29) and (30) are positive. 
This means that the partial endemic equilibrium (21) is always locally stable when exists and the condition for this is 

that   ≤ 0 −  −  + γ2 q2 p2 γ2 N2 β ,2 2 q2 ,  
or equivalently  ≤ 1

N2 β ,2 2 q2

γ2 ( ) + q2 p2 . 
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Similarly for the other partial endemic point given by (22), such point is always locally stable when exists and the 

condition for this is that  ≤ 1
N1 β ,1 1 q1

γ1 ( ) + p1 q1  

3.5.  Results of the stability analysis for full endemic state 
For full endemic equilibrium point (23), the corresponding results are very large and hard to handle yet using computer 
algebra. In this point it is necessary use the Routh-Hurwitz theorem but the resulting inequalities are difficult to 
manipulate and simplify. According with our computations we are conjecturing that the full endemic state (23) is locally 
stable when exists but the conditions for this are biologically more restrictive.  

3.6. Threshold theorem for a model with transitions among subpopulations 
When to the model (13)-(18) is added a term of transition between subpopulations the following system is obtained 
 

 = 
d
d
t

( )X1 t −  −  +  − β ,1 1 ( )X1 t ( )Y1 t β ,1 2 ( )X1 t ( )Y2 t q1 ( )Z1 t p1 ( )X1 t
 

 

 = 
d
d
t

( )Y1 t  +  −  + β ,1 1 ( )X1 t ( )Y1 t β ,1 2 ( )X1 t ( )Y2 t γ1 ( )Y1 t a ( )Y2 t
 

 

 = 
d
d
t

( )Z1 t  −  + γ1 ( )Y1 t q1 ( )Z1 t p1 ( )X1 t
 

 

 = 
d
d
t

( )X2 t −  −  +  − β ,2 1 ( )X2 t ( )Y1 t β ,2 2 ( )X2 t ( )Y2 t q2 ( )Z2 t p2 ( )X2 t
 

 

 = 
d
d
t

( )Y2 t  +  −  − β ,2 1 ( )X2 t ( )Y1 t β ,2 2 ( )X2 t ( )Y2 t γ2 ( )Y2 t a ( )Y2 t
 

 

 = 
d
d
t

( )Z2 t  −  + γ2 ( )Y2 t q2 ( )Z2 t p2 ( )X2 t
 

 

 
where a is the transition rate from the subpopulation 2 to the subpopulation 1. In this case the equilibrium points are 
 

, , , , , = Y1 0  = Y2 0  = Z1

p1 X1

q1
 = Z2

p2 X2

q2
 = X1 X1  = X2 X2

 

(30) 

, , , , , = Y2 0  = X2 0  = Z2 0  = Y1 Y1  = X1

γ1

β ,1 1
 = Z1

γ1 ( ) + Y1 β ,1 1 p1

β ,1 1 q1
 (31)

 

The equilibrium point (30) is locally stable when the following inequalities are satisfied 

 < R0 1
,         

 < ρ0 1  (32)
 

where  
 

 = R0

 +  +  + 
( ) + γ2 a β ,1 1 N1 q1

 + q1 p1

β ,2 2 N2 q2 γ1

 + q2 p2

β ,1 2 N1 q1 β ,2 1 N2 q2

( ) + q2 p2 ( ) + q1 p1

a q2 N2 β ,2 1

 + q2 p2

 + γ1 ( ) + γ2 a
β ,2 2 N2 q2 β ,1 1 N1 q1

( ) + q2 p2 ( ) + q1 p1

 (33)
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 = ρ0

 + 
β ,1 1 N1 q1

 + q1 p1

β ,2 2 N2 q2

 + q2 p2

 +  + a γ1 γ2  

 
 
(34) 

The equilibrium point (31) is locally stable when exists. 

3.7. Numerical simulations of the threshold theorem. 
Finally we make simulations of the threshold theorem given by (32), (33) and (34). 

3.7.1. Example with instability  
For numerical computations and by computational reasons we put β=b , γ =g . The values for the first numerical 
simulation are: 
 
b[1,1]:=0.730;b[1,2]:=0.60;b[2,1]:=0.640;b[2,2]:=0.830;a:=0.4;p[1]:=0.2;p[2]:=0.
3;N[1]:=100;N[2]:=100;g[1]:=0.4;g[2]:=0.6;q[1]:=0.3;q[2]:=0.5; 
 
for these values the critical parameters (33) and (34) take the values: 
 

 = ρ0 68.33928571
  

Then according with the threshold theorem (32)-(34)  in this case the instability is expected and in fact such is this case 
given the corresponding eigenvalues are 
 

-0.5551115123 10-16 -0.5000000000 85.47767353 8.797326471 -0.8000000000, , , , ,
0.1110223025 10-15  

and the instability is clearly manifested.  All this is reconfirmed by the graphics in figure 1 that are showing that an 
epidemic is occurring: the number of infected individuals is exponentially increasing with the time.  

3.7.2. Example with stability  
In this example the numerical values as 
 
b[1,1]:=0.730;b[1,2]:=0.60;b[2,1]:=0.640;b[2,2]:=0.830;a:=0.4;p[1]:=0.2;p[2]:=0.
3;N[1]:=100;N[2]:=100;g[1]:=150.4;g[2]:=160.6;q[1]:=0.3;q[2]:=0.5; 
 
and the corresponding critical parameters take the values:   
 

 
 = ρ0 0.3072414900

 
 = R0 0.6157772679  

 
For these values the stability is expected and it is observed given that the eigenvalues are 
 

, , , , ,0. -0.5000000000 -146.0409482 -69.68405181 -0.8000000000 -0.1387778781 10-16
 

and the figures 2 shows that the disease dies out. 

 

 

 

 

 =  R 0 0.6691015500 
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Subpopulation 1 
 

 
 

 
Subpopulation 2 

 
Figure 1. Epidemic curves for two subpopulations. The case of instability of the free-disease point is illustrated. The 
epidemic occurs and the number of infected individuals is exponentially increasing with the time. 
 
 

 
 
 

 

 

 
Figure 2. Epidemic curves of two subpopulations. The case of stability of the free-disease point is illustrated. The 
epidemic does not occur and the number of infected individuals is exponentially decreasing with the time until the 
infection dies out. 
 

3.8. Example with networks 
For the system (19A)-(19F) in subsection 2.3, the conditions for local stability of the free-disease point (20) are again 
R0<1 and ρ0 < 1 but now with the following expressions:  
 
 

Suscep. 

Infect. 

Remov. 

Suscep. 

Remov. Infect. 

Infect. 

Suscep. Remov. 

Infect. 

Remov. 

Suscep. 
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R0

N1 q1 β ,1 1 ( )E k2
,1 1

( ) + q1 p1 γ1 ( )E k
,1 1

q2 N2 β ,2 2 ( )E k2
,2 2

( ) + q2 p2 ( ) + γ2 a ( )E k
,2 2

 + 





 = 

β ,2 1 N2 q2 β ,1 2 N1 q1 ( )E k2
,2 1

( )E k2
,1 2

( ) + q1 p1 ( ) + q2 p2 γ1 ( ) + γ2 a ( )E k
,2 1

( )E k
,1 2

a q2 N2 β ,2 1 ( )E k2
,2 1

( ) + q2 p2 γ1 ( ) + γ2 a ( )E k
,2 1

 +  + 






 + 
β ,2 2 N2 q2 β ,1 1 N1 q1 ( )E k2

,2 2
( )E k2

,1 1

( ) + q1 p1 ( ) + q2 p2 γ1 ( ) + γ2 a ( )E k
,2 2

( )E k
,1 1

1











                                             (35)

 

 
 
 
              (36) 

 
 
 
We use the probability densities for simulating the degree of random networks given in the figure 3.  
 
 
 

      a) 
 

 

   
                                                                               b) 

 
Figure 3. Probability densities for the degree of random networks used in simulations 
 
The probability density in a) of the figure 3 is a simulation of P1,1,k  and P2,2,k.  The probability density in b) is a 
simulation of P1,2,k and P2,1,k.  
  
Using (35) and (36) with the parameter values given in the example with instability in the subsection 3.7.1 we obtain: 
 

 = R0 0.1692344514
,    

 = ρ 6739.249284  
Which again correspond to local instability. In contrast when the parameter values given in the example with stability in 
the subsection 3.7.2, are replaced in (35) and (36) we obtain  
 

 = R0 0.2349813387
,   

 = ρ 30.29848747  

 = ρ  + 
N1 q1 β ,1 1 ( )E k2

,1 1

( ) + q1 p1 ( ) +  + a γ1 γ2 ( )E k
,1 1

N2 q2 β ,2 2 ( )E k2
,2 2

( ) + q2 p2 ( ) +  + a γ1 γ2 ( )E k
,2 2
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and these values indicate that the instability is generated.   All this shows that the contact heterogeneity induces local 
instability.  

4. Conclusions 
In this work, a threshold theorem for a SIR epidemic model with social heterogeneity with transitions among socio 
economic status and with contact heterogeneity described via random networks was derived and simulated using 
computer algebra software.    
 
The original contribution to the symbolic computational epidemiology of this work consists in the explicit forms of the 
threshold theorem for the SIR epidemic model with social and contact heterogeneity implemented in Maple.  This 
algorithm is a direct implementation of the standard stability analysis for linear and non-linear dynamical systems. We 
apply the Routh-Hurwitz theorem for characteristic polynomials of Jacobians evaluated over equilibrium points.   The 
crucial step is when the large set of Routh-Hurwitz inequalities are reduced to only few inequalities from which is direct 
to extract the threshold theorem and the explicit form of the basic reproductive rate.  In general it is hard problem to 
solve inequalities using computer algebra and precisely one of most important contributions of Brown [5] is justly a 
computerized method to handle very large sets of Routh-Hurwitz inequalities.  In this work the implementation of the 
standard symbolic stability analysis, was made in a semi-automatic manner, like an intermediate stage between 
computations only by hand [9] and computations completely automatic [5].  The ideal is a fully automatic procedures 
applied to determine the threshold theorems corresponding to complex epidemic models, including models with spatial 
degrees of freedom [7,8]. 

Usually, the basic reproductive rate is the most important indicator for estimating measures to control epidemics but 
when social and contact heterogeneity are considered, other thresholds must be monitored as part of global preparation 
in response to outbreaks of infectious diseases.  When susceptible and infectious individual have homogeneous mixing, 
the free diseases equilibrium point is locally stable if R0<1, that is, the epidemic can be controlled.  If interactions 
between susceptible and infectious individuals of low and high socio economic status is analyzed, R0 <1 is not sufficient 
condition for local stability because additionally ρ0 <1.  If there is contact heterogeneity between and within of 
subpopulations described by random networks, R0 <1 and ρ0 <1 must be satisfied for local stability, but ρ0 could be 
much higher than 1 even if R0<1, then the epidemic could not be controlled even with vaccination.   
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Abstract. Epidemic thresholds were deduced and simulated from SIR models 
of Susceptible – Infected – Recovered individuals, through local stability 
analysis of the disease free and endemic equilibrium, with an algorithmic 
method. One and two types of infected individuals were modeled, considering 
the influence of sub clinical, undiagnosed or unrecognized infected cases in 
disease transmission. 

Keywords: Mathematical model, basic reproduction number. 

1   Introduction 

Recently, Brown et al. [1], proposed an algorithm for symbolic deduction of the basic 
reproductive rate through a local analysis of the disease-free state and endemic 
equilibrium. 

The basic reproductive rate (R0) is a critical magnitude or epidemic threshold that 
helps to understand the dynamics of emerging and re emerging disease transmission, 
identify measures to prevent and control epidemics and establish criteria for 
elimination / eradication of diseases. [2] 

R0 measures the average number of secondary cases generated by a primary case 
during its period of infectivity, when the case is introduced into a partially susceptible 
population. [3],[4] 

When R0 is the critical parameter deducted from a SIR model with homogeneous 
mixing between susceptible and infectious individuals, R0 is a ratio between the 
infection rate of susceptible individuals and the recovered rate of infected individuals 
and multiplied by the susceptible size of population. [4] 

Epidemic threshold is established according to R0: If R0 > 1, there will be 
instability of disease and outbreaks will occur because susceptible individuals 
accumulate long enough to start the outbreak or the infection rate is higher than the 
recovered rate. If R0 <1 , there will be stability of disease, outbreak will be minor or 
will not occur at all because there are less susceptible individuals or there is a lower 



120 D. Hincapié P. et al. 

infection rate than the recovered rate by increasing of immunization, quarantine or 
mortality. [1] 

A disease-free equilibrium is one in which all dependent variables corresponding 
to the presence of the disease in the population are zero. This equilibrium is 
asymptotically stable,  if after a long period of time a state involving a small number 
of infected individuals will converge back to this disease-free equilibrium i.e., R0 <1.  
It will be unstable, if secondary cases of the disease are generated i.e., R0 > 1. [1] 

Brown et al., analyzed the epidemic threshold in the following models in 
differential equations: the SEIRS model (susceptible,  exposed –not yet infected-, 
infected,  recovered –currently immuned-;  the SEIT model adding a group T of 
individuals under treatment for the disease,  the  MSEIRS model whose newborn 
children of mothers (M) who are immune to a specific disease are passively protected 
by maternal antibodies for a certain time and the SIS model (susceptible,  infected and 
vaccinated). [1]  

These authors discussed the desirability of symbolic computation to analyze the 
properties of the parameters and influence of these in the epidemic threshold with an 
algorithmic approach that avoids tedious work by hand. [1] 

This work continues Brown’s algorithm by comparing the epidemic threshold in 
the SIR model with a single infected state and the SIIR model with two infected 
states. In both cases, the influence of immunization rate and loss of immunity rate are 
analyzed. 

Modeling two infected states is important to understand the dynamics of transmission 
of sub clinical infections or asymptomatic cases, unrecognized or undiagnosed cases and 
diseases with different levels of severity. This is especially important when 
“undiagnosed” infected individuals may influence the transmission of infection, either by 
threatening the reemergence of the disease or limiting its elimination, such as influenza, 
SARS, polio, rubella, some sexually transmitted diseases, among others.  [5], [6], [7] 

2   Methods 

An epidemic model is defined by a system of differential equations which describes the 
evolution of the number of individuals in each state of the epidemic process. [2], [8].   

The SIR model reflects transitions from susceptible state to infected state when 
individuals have effective contact, according to the infection rate (β). Similarly, 
infected individuals are transferred to recovery state according to the recovery rate (γ), 
through isolation and recovery of infected individuals or through immunization of 
susceptible individuals [8].    

In the SIIR model, susceptible individuals may be transferred to infected state 
number 1 (clinical, diagnosed, and recognized) or to the infected state number 2 (sub 
clinical, undiagnosed, and unrecognized), according to the infection rate β1 and β2, 
respectively.  Similarly, infected individuals in each state are transferred to recovery 
state at the recovery rate γ1 and γ2.  Immunization of susceptible individuals (p) and 
loss of immunity of recovered individuals (q) are analyzed in both models. 
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Throughout this paper we assume that birth and death rates (µ) are equal keeping a 
constant host population size, the population is homogeneously mixed and 
transmission is according to the mass-action principle. [8] 

Epidemic thresholds are deducted through an analysis of local stability with a 
semiautomatic algorithm. [1] The algorithm is implemented in Maple 11 (Maplesoft 
Inc, Ontario Canada) and simulations are executed showing epidemic thresholds when 
there are changes of critical population size (N=10, N=100, N=1000).  Packages for 
Groebner basis and Polynomial Ideals are exploited using as a background the power 
packages “LinearAlgebra” and “LargeExpressions”.  

2.1   The SIR Model 

The system of equations describing the change in time of susceptible X(t), infected 
Y(t),  and recovered Z(t) individuals,  without immunization and loss of immunity 
rate, is: 

 = 
d
d
t

( )X t  −  − μ N β ( )X t ( )Y t μ ( )X t
 

(1) 

 = 
d
d
t

( )Y t  −  − β ( )X t ( )Y t γ ( )Y t μ ( )Y t
 

(2) 

 = 
d
d
t

( )Z t  − γ ( )Y t μ ( )Z t
 

(3) 

2.2   The SIR Model with Immunization and Loss of Immunity 

The differential equations are: 

 = 
d
d
t

( )X t  −  −  +  − μ N β ( )X t ( )Y t p ( )X t q ( )Z t μ ( )X t
 

(4) 

 = 
d
d
t

( )Y t  −  − β ( )X t ( )Y t γ ( )Y t μ ( )Y t
 

(5) 

 = 
d
d
t

( )Z t  +  −  − γ ( )Y t p ( )X t q ( )Z t μ ( )Z t
 

(6) 

2.3   The SIIR Model 

This model describes the epidemics with four states: Susceptible individuals X(t), 
Infected individuals of type 1- Y1(t) (clinical,  diagnosed, recognized), Infected 
individuals of type 2 – Y2(t)  (sub clinical, undiagnosed, unrecognized) and 
Recovered individuals Z(t).  Immunization and loss of immunity rates are not 
included in this model. 
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 = 
d
d
t

( )X t  −  −  − μ N β
1

( )X t ( )Y
1

t β
2

( )X t ( )Y
2

t μ ( )X t
 

(7) 

 = 
d
d
t

( )Y
1

t  −  − β
1

( )X t ( )Y
1

t γ
1

( )Y
1

t μ ( )Y
1

t
 

(8) 

 = 
d
d
t

( )Y
2

t  −  − β
2

( )X t ( )Y
2

t γ
2

( )Y
2

t μ ( )Y
2

t
 

(9) 

 = 
d
d
t

( )Z t  +  − γ
1

( )Y
1

t γ
2

( )Y
2

t μ ( )Z t
 

(10) 

2.4   The SIIR Model with Immunization and Loss of Immunity 

The corresponding system of equations is now:  

 = 
d
d
t

( )X t  −  −  −  −  + μ N β
1

( )X t ( )Y
1

t β
2

( )X t ( )Y
2

t μ ( )X t p ( )X t q ( )Z t
 

(11) 

 = 
d
d
t

( )Y
1

t  −  − β
1

( )X t ( )Y
1

t γ
1

( )Y
1

t μ ( )Y
1

t
 

(12) 

 = 
d
d
t

( )Y
2

t  −  − β
2

( )X t ( )Y
2

t γ
2

( )Y
2

t μ ( )Y
2

t
 

(13) 

 = 
d
d
t

( )Z t  +  −  +  − γ
1

( )Y
1

t γ
2

( )Y
2

t μ ( )Z t p ( )X t q ( )Z t
 

(14) 

3   Results 

3.1   Analysis of Local Stability  

The points of diseases-free and endemic equilibrium of each model are presented in 
Table 1. The SIR models have a unique epidemic threshold with the presence of a 
single point of disease -free and endemic equilibrium, regardless of the presence of 
immunization and loss of immunity rates. 

The SIIR models have both disease-free equilibrium states as endemic equilibrium 
states. This model exhibits two critical magnitudes corresponding to the basic 
reproductive rate of two sub-populations of infected individuals considered separately.  

Details of the algorithm implementation are presented only to the SIIR model with 
immunization and loss of immunity rates. 

Theorem 1. The system (11)-(14) admits the following equilibrium points:   
 

a) { }, , , = Z
p N

 +  + μ q p
 = Y

1
0  = Y

2
0  = X

( )+ μ q N
 +  + μ q p  
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b) 

 = Y
2

−
 +  −  +  +  −  +  + μ2 p μ μ N β

2
μ γ

2
μ q q N β

2
q γ

2
p γ

2

β
2

( ) +  + μ γ
2

q
 = Y

1
0  = X

 + γ
2

μ
β

2

, , ,
⎧

⎩

⎪⎪⎪⎪
⎨

 = Z
−  +  +  +  − μ γ

2
p γ

2
p μ N β

2
γ

2
γ

2

2

β
2

( ) +  + μ γ
2

q

⎫

⎭

⎪⎪⎪⎪
⎬

 
Table 1. Disease free and endemic equilibrium points and thresholds by SIR and SIIR model, 
with or without immuization rate (p) and loss of immunity rate (q) 

Model Disease free- equilibrium Thresholds

SIR
{ }, , = X N  = Z 0  = Y 0  = R

0

N β
 + γ μ

SIR
pq

, , = Z
p N

 +  + μ p q
 = Y 0  = X

( ) + q μ N
 +  + μ p q

 = R
0

N β ( ) + q μ
( ) +  + μ p q ( ) + γ μ

SIIR
{ }, , , = X N  = Y

2
0  = Y

1
0  = Z 0

 = R
,0 1

N β
1

 + γ
1

μ

 = R
,0 2

N β
2

 + γ
2

μ

SIIR
pq

, , , = Z
p N

 +  + μ q p
 = X

( ) + μ q N
 +  + μ q p

 = Y
1

0  = Y
2

0  = R
,0 1

β
1

( ) + q μ N

( ) +  + μ q p ( ) + γ
1

μ

 = R
,0 2

β
2

( ) + q μ N

( ) +  + μ q p ( ) + γ
2

μ

Model Endemic equilibrium Thresholds

SIR , , = Z
γ ( ) −  − N β γ μ

β ( ) + γ μ  = Y
μ ( ) −  − N β γ μ

β ( ) + γ μ  = X
 + γ μ
β

 = R
0

N β
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SIR
pq
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 + γ μ
β  = Z −

−  −  −  +  + p γ p μ N β γ γ2 μ γ
β ( ) +  + γ q μ, ,
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1
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β
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Table 1. (continued) 

pq
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−
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Proof: 
Equations of equilibrium 
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Resolving (15)-(18) was obtained a), b) y c) 

Theorem 2. In the system (11)-(14), the disease – free equilibrium point is locally 
stable if and only if, R0,1<1 and R 0,2<1,  where 
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Proof: 
The Jacobian of the system (11)-(14) evaluated at the disease – free equilibrium point 
is: 
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and the corresponding stability conditions are 
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These two stability conditions can be rewritten respectively as R0,1 < 1 and R0,2 < 1, 
where 
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Theorem 3. In the system (11)-(14), the first point of the endemic equilibrium is 
locally stable when it exists, that is, when R0,2>1, where 
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Proof: 
The Jacobian for the first endemic equilibrium point is: 

 := AAIIpq2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎥

 −  − 
 −  +  +  +  −  +  + μ q q N β2 q γ2 μ

2
p μ μ N β2 μ γ2 p γ2

 +  + μ q γ2
μ p −

β1 ( ) + γ2 μ

β2
−  − μ γ2 q

0  −  − 
β1 ( ) + γ2 μ

β2
γ1 μ 0 0

−
 −  +  +  +  −  +  + μ q q N β2 q γ2 μ

2
p μ μ N β2 μ γ2 p γ2

 +  + μ q γ2
0 0 0

p γ1 γ2 −  − q μ
 

and the corresponding stability condition  is:  R0,2 >1; where 
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Finally, given that  
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The condition of existence of the first endemic state is R0,2>1. 
 
Theorem 4. In the system (11)-(14), the second point of the endemic equilibrium is 
locally stable when it exists, that is, when R0,1>1, where 
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Proof: In analogy with the demonstration of Theorem 3. 

3.2   Numerical Simulations 

The Table 2 shows numerical simulation of epidemic thresholds and mathematical 
expresions for y1(t) clinical and y2(t) subclinical cases,  with different critical 
population sizes and according to Theorem 2.  Parameter values correspond to data 
from rubella (infection rate ∼ incidence rate) in Latin America and the Caribbean in 
1998, a few years after the start of mass vaccination against rubella. It is assumed a 
relationship 2:1 of clinical to subclinic infection, because 30-40% of rubella cases are 
subclinical.[9] 

In the first simulation, R0,1 < 1 and R0,2 < ,  there is not epidemic outbreak. The 
Figure 1 a) shows the corresponding epidemic curves and the typical behaviour of 
stability are observed:  the number of infected individuals is decreased to zero and 
finally only susceptible and recovered individuals remain; which means there is not 
an outbreak. 

The Table 2 shows the second numerical simulation corresponding with the case 
when R0,1 < 1 and R0,2 > 1.  We observe explicitly that y1(t) decays exponentially but 
y2(t) grows exponentially, which is a symptom of instability, and in this case there is 
partially developed outbreak.  The Figure 1b) shows the corresponding epidemic 
curves and the typical behaviour of instability:  the number of susceptible individuals 
is decreased to zero and the number of infected people grows exponentially, which 
means there is a partially developed outbreak. 

Table 2. Simulations of epidemic thresholds and prevalence of clinical and subclinical cases 
according to the critical population size 

Simulation Critical 
population size 

N 

R 0,1 
(clinical 
cases) 

R 0,2 
(sub 

clinical 
cases) 

y1(t) 
Prevalence of 
clinical cases 

y2(t) 
Prevalence of 
sub clinical 

cases 
1 10 0,019 0,112 y1(t)=e(-0,11*t) y2(t)=2*e(-0,008*t) 
2 100 0,195 1,123 y1(t)=e(-0,09*t) y2(t)=2*e(-0,001*t) 
3 1000 1,955 11,143 y1(t)=e(0,11*t) y2(t)=2*e(0,10*t) 
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(b) 

Fig. 1. Simulations of susceptible individulas (x(t)),  clinical infected individuals (y1(t)), 
subclinical infected individuals (y2(t)), and removed individuals (z(t)) by time, according to the 
critical population size: a) N=10, b) N=100, c) N=1000. Parameter values: Clinical infection 
rate (β1)= 0,00025; subclinical infection rate (β2)=0,00012; natality/mortality rate (μ)=0,00002; 
loss of immunity rate (q)=0,003;  immunization rate (p)=0,0002; recovery rate of clinical cases 
(γ1)=0,12; recovery rate of sub clinical cases (γ2)=0,01. 
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(c) 

Fig. 1. (continued) 

 
Finally, the Table 2 shows the third numerical simulation corresponding with the 

case when R0,1 > 1 and R0,2 > 1.We observe explicitly that both y1(t) and y2(t) grow 
exponentially with the time, which is a sign of instability, and in this case there is a 
fully developed outbreak. The Figure 1b) shows the corresponding epidemic curves 
and the typical behaviour of instability:  the number of susceptible individuals is 
decreased to zero and the number of infected people grows exponentially, which 
means there is a fully developed outbreak. 

4   Discussion  

The Table 1 shows that the simple SIR model only has one critical parameter, R0. In 
contrast, according with Theorem 2, the SIIR model has two critical parameters, 
namely R0,1 and R0,2. It is a consequence of the introduction of two type of infected 
states: clinical and sub-clinical individuals.  More over, the stability condition for the 
simple SIR model is merely R0 < 1; but the stability condition for the SIIR model is 
more stringent because the Theorem 2 demands R0,1 < 1 and R0,2 < 1.  The endemic 
states are more difficult to compute than the disease-free states. In general, 
computation of the endemic states demands the application of tools in computational 
commutative algebra and algebraic geometry. [10] 

The epidemiology of sub clinical infections is largely unknown because there is not 
a reliable method to diagnose such infections, and follow-up studies about loss of 
immunity rate are scarce.  However, from a theoretical point of view, studies about 
the effect of these sub clinical infections on the levels of infection,  and the effect of 
waning and boosting of immunity on levels of infection in individuals with low (but 
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detectable) levels of immunity, who have experienced mild or sub clinical infections 
on contact with the virus, have been analyzed.  [11], [12], [13].   

The usefulness of this model is the theoretical illustration of two thresholds when 
considering clinical and sub clinical cases, although there are no real values of 
parameters for simulating the behavior of the disease with sub clinical infection. 
Simulation with rubella incidence in Latin America and the Caribbean in 1998 reflect 
the pattern of disease occurrence, although there are no data on infection rate for sub 
clinical infection over time. [9] 

The algebraic expressions of the basic reproductive rate of the SIIR model give a 
synthesis of all epidemic parameters in the model and for this reason it is possible to 
appreciate the modifications of the basic reproductive rate when one or several  
epidemic parameters are altered, including cases when  numerical values of such 
parameters are unknown and hard to obtain. It permits to derive control measures 
tending to reduce the basic reproductive rate, such as quarantine, surveillance, 
vaccination, education, sanitation, and so on.  

This study describes the dynamics of the disease with two types of infected 
individuals but does not compare intervention strategies which could be useful 
especially when stochastic approaches of transmission in communities of households 
are considered. [6] However, it is observed that an epidemic with two type of infected 
people, according to a SIIR model, is more difficult to control than an epidemic ruled 
by the simple SIR model with only clinical infected individuals.  Intensive contact 
tracing, syndromic surveillance and innovations in case detection could be required, 
when sub clinical and clinical infected individuals are considered. [4,6,13,14] 
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OBJECTIVE 

This study analyzes the critical tracing fraction (fc) to 
eliminate diseases like rubella when both asympto-
matic and symptomatic cases are considered.  

BACKGROUND  
Contact tracing, potentially identifies new cases of a 
disease from an index case and therefore prevents the 
spread of infection.  This strategy is particularly use-
ful to control minor outbreaks during elimination of 
diseases when the incidence of disease is low. In as-
ymptomatic cases, contact tracing allows recognizing 
undiagnosed people who may possibly transmit the 
infection [1]. The critical tracing fraction (fc) has 
been previously used [1] from estimation of the basic 
reproductive rate (R0), the expected number of sec-
ondary cases generated by a single infectious indi-
vidual in a partially susceptible population [2]. R0 is 
deduced, as a ratio between the infection rate (β) and 
recovery rate(γ), including symptomatic and asymp-
tomatic cases, to R0 <1 namely to eliminate a disease. 
This is applied to rubella, whose cases are asympto-
matic of 20-40%. The goal is to eliminate rubella and 
congenital rubella syndrome in Latin America and 
the Caribbean in 2010[3]. 

METHODS 
The critical tracing fraction is estimated from R0 
(fc=1-1/R0). R0 is deduced with a standard local 
analysis of stability from two models: a SIR (Suscep-
tible-symptomatic Infected-Recovered) model and a 
SIIR (Susceptible-asymptomatic Infected - sympto-
matic Infected-Recovered) model [4].  fc is simulated 
for different a number of contacts per individual and 
probability of disease transmission (w =β/γ+β). Pa-
rameters values are chosen according to the epidemi-
ological profile of rubella in Latin America and the 
Caribbean: a mortality rate (2000-2005) of 6.0 x1000, 
a loss of immunity of 1x10-8, a recovery rate for 
symptomatic infected of 1x10-3 and for asymptomatic 
infected of 5x10-4. An immunization rate of 95% is 
assumed [3]. Sensitivity analyses to changing pa-
rameter values were examined. 

RESULTS 
In symptomatic cases, fifty five contacts should be 
traced if fc=90% and a transmisión probability of 0, 2 
(90% of 60 contacts per individual) to sustain rubella 
elimination with an immunization rate of 95%. If fc= 
50%, five contacts should be traced (50% of 10 con-
tacts per individual) (Figure 1a). In asymptomatic 
cases, with a fc= 90% and a transmisión probability 

of 0, 2, ninety cases should be traced (90% of 100 
contacts per individual) and ten contacts should be 
traced (50% of 20 contacts per individual) with a fc= 
50% and a transmisión probability of 0,2, (Figure 
1b).    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1 – Critical tracing fractions by contacts per individual and 
probability of disease transmission (w) when there are a)only 

symptomatic cases b) asymptomatic cases. 

CONCLUSIONS 
An increased number of contacts should be traced to 
sustain elimination of a disease with asymptomatic 
cases such as rubella when analysing critical fraction 
by contacts, a number of contacts by individuals, and 
a low probability of diseases transmission. A coordi-
nated-integrated surveillance and vaccination systems 
are required, including monitoring of key parameters 
of the model. 
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Resumen  

Objetivo 

Calcular la cobertura crítica para el logro de la inmunidad colectiva para rubéola 

en Medellín (Colombia) en 2009, por edad, sexo, zona de procedencia y estrato 

social. 

Métodos 

La cobertura crítica se obtuvo a partir de la estimación del ritmo básico y 

efectivo de reproducción. El ritmo básico se estimó mediante una regresión 

cuadrática de los títulos promedio de IgG para rubéola por edad en los 

individuos protegidos no vacunados. El ritmo efectivo se estimó con el ritmo 

básico y la proporción de inmunes por edad, sexo, zona y estrato social. Los 

datos provienen de una encuesta de seroprevalencia poblacional, con una 

muestra aleatoria de 2124 individuos entre 6 y 64 años, representativa por 

edad, sexo y zona.   

Resultados  

La proporción observada de seropositividad para rubéola fue de 89,5 (IC95%: 

88,1-90,7) y la cobertura crítica fue de 90,0% (88,6-95,2). Para lograr la 

inmunidad colectiva debería protegerse al 88.6%(85,5-92,8) de los hombres, 

91.5% (69,0-93,0) de las mujeres, 89,9% (86,8-94,7) de los individuos de 

estrato bajo, 94,7% de estrato alto, 87,4% (85,2-87,8) de la zona urbana y 

90,2% (84,2-95,0) de la zona rural. 

Conclusión 



��

�

Se reprodujo la curva de los títulos promedio de anticuerpos IgG para rubéola 

por edad, sexo y zona a pesar de un tamaño de muestra limitado en el estrato 

social alto. Se requieren diferentes niveles de la cobertura crítica para lograr la 

inmunidad colectiva para las variables analizadas. Se recomienda concertar 

opciones prácticas para sostener el nivel de protección por subgrupos 

poblacionales, especialmente en mujeres. 

Palabras clave: número básico de reproducción,  inmunidad poblacional, 

rubéola. 
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Herd immunity to rubella in a population- based seroprevalence study in 

Medellín Colombia, 2009  

Summary  

Objective 

The study aimed to calculate the critical coverage to achieve herd immunity for 

rubella in Medellin (Colombia) in 2009, by age, sex, zone and social status. 

Methods 

The critical coverage was obtained from the estimate of the basic and the 

effective reproduction rates. The basic reproduction rate was estimated from the 

adjustment of a quadratic regression equation to average titles of rubella IgG by 

age from protected unvaccinated individuals. We estimated the effective 

reproduction rate, with the basic reproduction rate and the proportion of immune 

individuals by age, gender, zone and social status. The data was obtained in a 

population- based seroprevalence study for rubella with a random sample of 

2124 individuals aged 6 to 64 years, representative for age, sex and zone.  

Results 

The observed proportion of seropositivity for rubella was 90,2 (95% CI: 88,1-

90,7) and the critical coverage was 90,0% (88,6-95,2). To achieve herd 

immunity, should be protected 88.6%(85,5-92,8) of men, 91.5% (69,0-93,0) of 

women, 89,9% (86,8-94,7) of individuals from low social status, 94.7% of 

individuals from upper social status, 87,4% (85,2-87,8) of individuals from the 

urban zone and 90,2% (84,2-95,0) of individuals from the rural zone. 
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Conclusions 

The curve of the average titles for rubella IgG antibody by age, sex and zone 

was reproduced but in the upper social status was limited the sample size. To 

achieve herd immunity, different levels of critical coverage in the analyzed 

variables are required. Options should be concerted to support the level of 

protection for rubella in population subgroups, especially in women. 

 

Key words:  basic reproduction number, herd immunity, rubella. 
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Introducción 

Topley y Wilson, citados por Fine9, publicaron por primera vez el término 

inmunidad colectiva o poblacional en 1923,  sugiriendo se estudiara la 

inmunidad de “rebaño”, separada de la inmunidad individual.  En 1840,  W. Farr 

había verificado la reducción de la incidencia de la viruela por medio de la 

vacunación, a pesar de que sólo una parte de la población estaba protegida.  

 

Según Theophil Lotz11 (1880) cuando se vacuna, no sólo se obtiene un 

beneficio individual, sino que este se extiende a las personas susceptibles no 

protegidas dentro de una comunidad.  Lotz ilustró la importancia de este 

concepto comparando la diseminación espacial de una epidemia con un 

incendio: […] “manteniendo otras circunstancias constantes,  una conflagración 

dentro de un lugar ocurre mucho más rápido y causa más daño si son más 

numerosas las construcciones con paja, esto es, susceptibles al fuego. En 

cambio las construcciones sólidas,  menos susceptibles al fuego,  no sólo se 

protegen a sí mismas sino que también protegen de la propagación del fuego a 

las construcciones de paja cercanas o aún a una fila completa de casas” […]10. 

Para J. Vaqué15, el término inmunidad colectiva se refiere a la resistencia que 

una comunidad tiene frente a una infección cuando gran parte de los habitantes 

tienen inmunidad.  Otros lo utilizan para verificar el efecto de los programas 

vacunales en la interrupción de la transmisión y en el nivel de cobertura 

requerido para la eliminación.   



	�

�

Para Anderson y May1 (1991) la identificación de la proporción mínima o crítica 

de individuos que deberían permanecer inmunes para el logro de la inmunidad 

colectiva, también denominado como cobertura crítica de inmunes, es un 

criterio crucial para la erradicación o la eliminación de una enfermedad.   

Para la determinación de la cobertura crítica de inmunes se requiere la 

estimación del ritmo básico y efectivo de reproducción.  El ritmo básico de 

reproducción (R0) 6 es el número promedio de casos secundarios generados 

por un caso primario durante su período de infecciosidad cuando es introducido 

en una población completamente susceptible,  mientras que el ritmo efectivo de 

reproducción (R), se utiliza cuando la población es parcialmente susceptible 6.  

El ritmo básico se aplica para el período prevacunal y el ritmo efectivo cuando 

se ha instaurado la vacunación masiva.6 

Para que se logre la inmunidad colectiva, se requiere el control o eliminación de 

la transmisión,  en cuyo caso el ritmo efectivo de reproducción sería menor de 

uno (R<1); se pueden generar nuevos casos pero la transmisión de la 

enfermedad no se sostiene, por la presencia de individuos inmunes, por la 

reducción de la población susceptible o por el incremento de las medidas de 

control.5 

Este trabajo estimó el nivel de inmunidad colectiva para rubéola en Medellín, 

Colombia, considerando la meta de eliminación para las Américas en 2010.12  

Medellín, es la segunda ciudad de Colombia con 2,6 millones de habitantes. Es 

una ciudad industrial, comercial y turística,  ubicada al noroeste de Bogotá, la 

capital de Colombia. La ciudad esta organizada en 16 comunas de la zona 

urbana y cinco corregimientos de la zona rural.  
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Los datos se obtuvieron en Medellín en 2009, por un estudio poblacional que 

determinó los títulos de anticuerpos tipo IgG para rubéola en una muestra 

aleatoria de 2124 individuos de 6 a 64 años, con probabilidad conocida de ser 

elegidos por zona,  sexo y edad.  

Se obtuvo aceptación del estudio por parte del comité de ética de la Facultad 

Nacional de Salud Pública y se siguieron las disposiciones éticas del país para 

la investigación con seres humanos (Resolución 840 de 1993 del Ministerio de 

Salud de Colombia) y los principios de la Declaración de Helsinki. 

Se obtuvo el consentimiento informado para la obtención de las muestras de 

sangre por flebotomía y la información fue consignada en una encuesta 

estructurada  por personal de enfermería con experiencia y estandarización 

previa.  

 

Las muestras se procesaron en el Laboratorio Departamental de Salud Pública 

de la Dirección Seccional de Salud y Protección Social de Antioquia, siguiendo 

un protocolo para el transporte y almacenamiento. Se procesaron con la prueba 

AxSYM® Rubella IgG (Abbott) y aquellas cuyo resultado estuvo entre 5 – 20 

UI/ml se procesaron con la prueba VIDAS RUB IgG II ® (BioMerieux) tomando 

este último como resultado definitivo por su mayor especificidad.7 

 

El aporte de este trabajo fue estimar la cobertura crítica de inmunes en forma 

desagregada por edad, sexo, zona y estrato social procurando atender las 

diferencias en los subgrupos de población.  También fue novedosa la técnica 

de estimación de los indicadores, utilizando los datos observados de la 
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distribución en forma de parábola de los títulos de IgG para rubéola por edad 

en los individuos no vacunados.  No se contó con datos sobre los ritmos de 

contactos entre los individuos, por la dificultad para obtenerlos con una 

encuesta ni se dispuso de información seriada (conversiones) de la proporción 

de seropositividad por tratarse de un estudio transversal.1,8 
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RESUMEN

Objetivo Comparar el nivel de eliminación de enfermedades como sarampión y
rubéola en población homogénea y heterogénea según la existencia de estratos
sociales con interacción entre individuos de estrato social alto y bajo y diversidad en
el número promedio de contactos entre ellos.
Métodos Simulaciones del ritmo reproductivo efectivo, derivado de un modelo
matemático tipo SIR (Susceptibles Infectados Recuperados),  según diferentes ritmos
de inmunidad. Se utilizaron datos de incidencia de sarampión (1980 y 2005) y rubéola
(1998 y 2005) de América Latina y el Caribe. Se analizó la interacción entre individuos
del estrato social alto y bajo con diferente número promedio de contactos mediante
análisis de red aleatoria bipartita. Las simulaciones se ejecutaron en MAPLE 12
(Maplesoft Inc, Ontario Canada).
Resultados En la población socialmente homogénea se reprodujo el avance en la
eliminación de ambas enfermedades entre los dos períodos de tiempo. En el estrato
alto y bajo, se lograría la eliminación en sarampión (2005) pero en rubéola (2005)
sólo se lograría si  hay alto ritmo de inmunidad en el  estrato bajo.  Si  varía el  número
promedio de contactos habituales, no se lograría la eliminación de rubéola ni con un
ritmo de inmunidad de 95 %.
Conclusión El seguimiento del nivel de eliminación de enfermedades como sarampión
y rubéola demanda la consideración de la situación socioeconómica y del patrón de
interacción de la población.  Especial atención se debe prestar a comunidades con
diversidad en el número promedio de contactos en espacios confinados como
comunidades desplazadas, carcelarias, educativas, hospitalarias, etc.

Palabras Clave: Simulación por computadora, número básico de reproducción,
sarampión, rubéola, factores socioeconómicos (fuente: DeCS, BIREME).
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ABSTRACT

Objective The study was aimed at comparing measles and rubella disease elimina-
tion levels in a homogeneous and heterogeneous population according to socio-
economic status with interactions amongst low- and high-income individuals and
diversity in the average number of contacts amongst them.
Methods Effective reproductive rate simulations were deduced from a susceptible-
infected-recovered (SIR) mathematical model according to different immunisation
rates using measles (1980 and 2005) and rubella (1998 and 2005) incidence data
from Latin-America and the Caribbean. Low- and high–income individuals’ social
interaction and their average number of contacts were analysed by bipartite random
network analysis. MAPLE 12 (Maplesoft Inc, Ontario Canada) software was used for
making the simulations.
Results The progress made in eliminating both diseases between both periods of
time was reproduced in the socially-homogeneous population. Measles (2005) would
be eliminated in high- and low-income groups; however, it would only be achieved in
rubella (2005) if there were a high immunity rate amongst the low-income group. If the
average number of contacts were varied, then rubella would not be eliminated, even
with a 95 % immunity rate.
Conclusion Monitoring the elimination level in diseases like measles and rubella
requires that socio-economic status be considered as well as the population’s inter-
action pattern. Special attention should be paid to communities having diversity in their
average number of contacts occurring in confined spaces such as displaced commu-
nities, prisons, educational establishments, or hospitals.

Key Words: Computer simulation, theoretical model, basic reproduction number,
measles, rubella, socio economic status (source: MeSH, NLM).

n la teoría de la eliminación de enfermedades inmuno prevenibles,  se ha
identificado la necesidad de considerar la heterogeneidad en la dinámica
de la transmisión de las enfermedades según género,  edad,  raza, estratoE

socio económico, entre otros (1), aunque se han reconocido las limitaciones
computacionales en el manejo de modelos con múltiples parámetros (2,3).

En este trabajo se simula el avance en la eliminación de enfermedades como
sarampión y rubéola  en América Latina y el Caribe cuando en la población hay
dos estratos socioeconómicos bajo y alto y cuando hay diferencias en el número
promedio de contactos habituales entre los individuos del mismo estrato social o
de otro estrato. Se construyó un algoritmo de álgebra de computadora en MAPLE
Version 12 (Maplesoft Inc, Waterloo, Ontario Canada) (4) soportado en los datos
publicados para la región sobre sarampión (1980 y 2005)  y rubéola (1998 y 2005)
(5,6).
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En América Latina y el Caribe se tienen importantes avances en la eliminación
de éstas enfermedades tal vez a partir de la propuesta eliminación de sarampión
para el año 2000 y de rubéola y rubéola congénita en 2010 (7,8). Con respecto a
sarampión,  es notoria  la reducción del número anual de casos, pasando de cerca
de 250 000 casos en 1980 a 85 casos en 2005.  Sin embargo,  se han presentado
epidemias en 1997 en Brasil y en 2001-2002 en Venezuela y Colombia,
considerada como la última zona de transmisión endémica de la enfermedad.
Entre 2003 y 2006 se han reportado brotes en la región relacionados con casos
importados de otros países (5).

En cuanto a rubéola,  el camino es mas tortuoso,  en contraste con la vacunación
contra sarampión que se inició en los años 70,  la vacunación masiva para rubéola
sólo se promovió en la segunda mitad de los años 90.  Desde entonces,  la
incidencia de rubéola ha disminuido de 135 000 casos notificados en 1998 a 5 296
en 2005.  Entre 2006 y 2008 se reportó una epidemia con más de 18 000 casos
confirmados de rubéola y 25 casos confirmados de rubéola congénita,  en países
como Brasil, Chile,  Argentina, Perú, entre otros (5,9).

Sin embargo,  en una región caracterizada por la inequidad y la disparidad en
el acceso a los servicios sociales y de salud, pueden ocultarse diferencias en la
dinámica de la transmisión de las enfermedades entre los países y al interior de
estos (6). En América,  la disparidad en el acceso a inmunización y en la carga
global de la enfermedad,  han sido documentados (10,11). De acuerdo con la
información del Banco Mundial (12), en 2005 la cobertura de vacunación para
sarampión en América Latina y el Caribe fue de 84,3 % en el quintil más alto
según un índice de bienestar y del 69 % en el quintil más bajo de la población. En
Paraguay en 1990-2000 y en Haití- 2000 se observó una cobertura de vacunación
contra sarampión del 50 % en el quintil más bajo de la población. Tal cobertura
fue menor de 80 % en el quintil más bajo en Bolivia-2003, Colombia- 2005,
Guatemala-1998/99 y Nicaragua-2001 (12).

El avance en la eliminación se analiza mediante el denominado "nivel de
eliminación", deduciendo el ritmo reproductivo efectivo a partir de un modelo
matemático. El ritmo reproductivo básico (R0), es el número promedio de casos
secundarios generados por un caso primario durante su período de infecciosidad,
cuando un caso es introducido en una población completamente susceptible (13).
Para el caso de enfermedades recurrentes,  el ritmo reproductivo efectivo (R),
es aplicado en el contexto de una población parcialmente susceptible, como es
analizado en este trabajo.  Asumiendo mezcla homogénea, R esta relacionado
con R0 por la fórmula R=(1-p)R0, donde p es la fracción de la población
efectivamente protegida.

Hincapie - Simulación eliminación sarampión
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En este trabajo se ilustra la forma de estimación del ritmo reproductivo efectivo,
con las limitaciones de los datos disponibles y con la perspectiva de comprender
estos fenómenos y promover la concertación de las decisiones de acuerdo con
las condiciones propias de las poblaciones.

MÉTODOS

El ritmo reproductivo efectivo se deduce a partir de un modelo matemático en
ecuaciones diferenciales tipo SIR (Susceptibles-Infectados- Recuperados) que
describe en el tiempo, el proceso de transmisión de la enfermedad debido al
contacto de susceptibles e infectados y el posterior surgimiento de individuos
recuperados luego de padecer la enfermedad o luego de la inmunización de los
individuos susceptibles (15).

El proceso de transición del estado de susceptible a infectado, ocurre de
acuerdo con un ritmo denominado beta ( ),  el número de individuos susceptibles
que adquieren la infección en cada unidad de tiempo.  Otras fuerzas a considerar
son: el ritmo gamma ( ) o ritmo de recuperación de los individuos infectados en
cada unidad de tiempo, el ritmo p de inmunidad de los individuos susceptibles, el
ritmo q de pérdida de inmunidad y un cierto ritmo de natalidad y mortalidad
denotado mu ( ).

El nivel de eliminación se logra cuando el ritmo reproductivo efectivo es menor
de uno (R<1).  En un modelo SIR con población homogénea, R es una razón
entre dos tasas multiplicada por el tamaño de la población susceptible.  Las dos
tasas son la tasa o ritmo de infección dividido por la tasa o ritmo de recuperación.

De esta forma, si el ritmo de infección es mayor que el ritmo de recuperación,
se tendrá R >1 y entonces se propagará la infección,  generando brotes o epidemias
de acuerdo con el tamaño de la población susceptible.  Por el contrario, si el ritmo
de infección es menor que el ritmo de recuperación se tendrá R<1 y la infección
no se propagará y el eventual brote se extinguirá. Al lograr el nivel de eliminación,
se puede propagar la infección a unos cuanto casos pero no se generan brotes
debido ya sea a la reducción del tamaño de la población susceptible o al incre-
mento del ritmo de recuperación  por aislamiento, cuarentena,  diagnóstico y
tratamiento de los individuos infectados o enfermos (14).

En este trabajo se deduce R para tres escenarios:

1. La población es homogénea, esto es, no hay diferenciación por estratos
socioeconómicos.
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2. La población es socialmente heterogénea, con la existencia de dos estratos:
bajo (subíndice 1- bajo ingreso) y alto (subíndice - alto ingreso). El ritmo de
infección entre los estratos varía así: el ritmo en el que el individuo infectado del
estrato bajo le transmite la infección a los individuos del mismo estrato 1,1 es
mayor que la infección transmitida por un individuo del estrato bajo al estrato alto

2,1 y a su vez este es mayor que el ritmo en el que el individuo de estrato alto le
transmite la infección al individuo de estrato bajo 1,2 y finalmente,  es menor el
ritmo de infección entre individuos de estrato alto 2,2. También hay diferencias
en los ritmos de adquisición de inmunidad natural o artificial del estrato bajo p1 y
alto p2 y de los ritmos de pérdida de inmunidad del estrato bajo q1 y alto q2.

3. Además de la heterogeneidad por la existencia de dos estratos sociales alto y
bajo, varía el número promedio de contactos habituales de los individuos. Esto se
describe mediante una red aleatoria bipartita,  es decir,  cada individuo de un
estrato social tiene diferente número de contactos con individuos del mismo estrato
y del otro estrato.  En otros términos,  la variable aleatoria k, representa el
número de posibles contactos (o conexiones) de cada individuo (también
denominado "nodo").  Partiendo de la existencia de este entramado de redes
sociales,  se estima la probabilidad Pi,j,k que alguno de los contactos sea con un
individuo infectado (Yj,k(t)) de un determinado estrato social. Esta probabilidad
se denota ,  la cual es dada en términos de la distribución de probabilidad del
número de contactos  y el promedio de contactos según la siguiente expresión
(16):

Se utilizó el paquete Graphtheory en Maple 12 (Maplesoft Inc, Waterloo,
Ontario Canadá) para construir una red de contactos aleatorios a partir de los
cuales se generaron muestras aleatorias para el número de contactos habituales
de individuos dentro del estrato social con su respectiva densidad de probabilidad,
media y varianza con n=100.  Igualmente se simula  una red aleatoria para el
número promedio de contactos habituales de individuos entre diferentes estratos
sociales,  con n=100.

La deducción de Rpara estos tres escenarios se realiza mediante un algoritmo
de análisis de estabilidad local del sistema de ecuaciones diferenciales (17). Los
modelos y el análisis de estabilidad no se presentan en este trabajo por limitaciones
de espacio,  pero pueden solicitarse a los autores.

Hincapie - Simulación eliminación sarampión
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Se ilustra el logro del nivel de eliminación mediante la simulación de R para
cada escenario y diferentes ritmos de inmunidad por estrato, con datos de
sarampión (1980 y 2005) y rubéola (1998 y 2005) en América Latina y el Caribe
(5,6),  mediante un algoritmo en Maple 12 (Maplesoft Inc, Waterloo, Ontario
Canadá).

Los valores de los parámetros se presentan en el Anexo 1. El ritmo de infección
global es el número de nuevos casos de sarampión o rubéola,  dividido por la
población susceptible y multiplicado por uno,  al asumirse la ocurrencia de la
transmisión de la enfermedad por un único caso.  El valor del global se asume
similar al dato de la incidencia global de la enfermedad para cada período.  El
ritmo de infección específico por estrato,  se asume según la relación explicada
antes con 1,1> 2,1> 1,2 > 2,2, a partir del global.

Se asumen valores constantes para los ritmos de recuperación y de pérdida
de inmunidad que mejor reproducen el patrón epidemiológico de sarampión y
rubéola de América.

RESULTADOS

Modelo SIR con población homogénea
Para rubéola en 1998 y sarampión en 1980,  el ritmo reproductivo efectivo es
mayor de uno,  aún con la inmunización de 95 personas por cada 100 susceptibles
por año; en general, R es mayor en sarampión que en rubéola (15) (Tabla 1).
Para el segundo período de análisis se estaría logrando el nivel de eliminación en
ambas enfermedades dado que R<1. Es evidente la relación inversa entre la
magnitud de R y el ritmo de inmunidad,  a mayor ritmo de inmunidad,  menor
valor de R.

Tabla 1. Ritmo reproductivo de sarampión (1980 y 2005) y rubéola
(1998 y 2005) en Latinoamérica y el Caribe, según el ritmo de inmunidad

en población socialmente homogénea

       La condición para el logro del nivel de eliminación es que el ritmo reproductivo sea
    menor de uno (R <1)
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Modelo SIR con población socialmente heterogénea
Cuando se considera la existencia e interacción de dos estratos sociales en la
población,  se deben cumplir dos ritmos reproductivos efectivos a fin  de lograr el
nivel de eliminación de las enfermedades,  de tal forma que se cumpla que tanto
R1 como R2 sean menores de uno (Anexo 2).

La condición para el logro del nivel de eliminación es que el ritmo reproductivo
sea menor de uno (R <1)

La condición para el logro del nivel de eliminación es que ambos ritmos
reproductivos sean menores de uno ( R1 <1 y  R2 <1)

En sarampión en 1980,  no se logra el nivel de eliminación dado que R1 es
mayor de uno en todos los casos, pero en 2005 se logra la eliminación (R1<1 y
R2<1), independiente del ritmo de inmunidad entre los estratos excepto si el
ritmo de inmunidad fuera nulo en ambos estratos,  esto es, cuando p1 y p2 =0
(Tabla 2). En rubéola en 1998 no se habría logrado el nivel de eliminación, dado
que por lo menos uno de los ritmos reproductivos es mayor de uno. En 2005,  sólo
se lograría el nivel de eliminación cuando se tiene un ritmo de inmunidad alto (de
0,85–0,9) por lo menos en el estrato bajo, dado que R1 y R2 son inferiores a uno
(Tabla 2).

Tabla 2. Ritmo reproductivo de sarampión (1980 y 2005) y rubéola (1998 y 2005)
en Latinoamérica y el Caribe, según el ritmo de inmunidad, en población con dos

estratos sociales

La condición para el logro del nivel de eliminación es que ambos ritmos reproductivos sean menores de uno ( R1
<1 y  R2  <1)

Modelo SIR con población socialmente heterogénea y diversidad en el número
promedio de contactos habituales

Hincapie - Simulación eliminación sarampión
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En individuos del mismo estrato social,  se simuló un promedio de 98 contactos
con varianza de 44 mientras que cuando la red de contactos habituales se establece
en individuos de diferente estrato socio económico, el promedio de contactos es
de 48, con una varianza de 94 (datos no mostrados).

Si se tiene dicha red de contactos, R1 y R2 son muy superiores a uno, sin que
se logre la eliminación en ambas enfermedades en el primer período de análisis
(Tabla 3).  En el segundo período se estaría logrando el nivel de eliminación de
sarampión en 2005, sólo si se tiene un alto ritmo de inmunidad especialmente en
el estrato bajo,  mientras que en rubéola en 2005,  no se lograría el nivel de
eliminación en ningún caso, dado que R1 y R2 son mayores de uno.

Tabla 3.  Ritmo reproductivo de sarampión (1980 y 2005) y rubéola (1998 y
2005) en Latinoamérica y el Caribe, según el ritmo de inmunidad, en población con

dos estratos sociales y red aleatoria de contactos

La condición para el logro del nivel de eliminación es que ambos ritmos reproductivos sean menores de uno ( R1

<1 y  R2 <1)

DISCUSIÓN

En este estudio se compara el nivel de eliminación,  cuando en la población hay
estrato social bajo y alto y hay diversidad en el número promedio de contactos
habituales con respecto a una población no diferenciada por estrato social. Se
realizan simulaciones con datos de sarampión y rubéola en América Latina y el
Caribe, en dos períodos de tiempo.

En general, en el segundo período de tiempo se lograría el nivel de eliminación
de ambas enfermedades cuando se tiene una población homogénea mientras
que no se lograría si además de la existencia de  diferenciación social, es diferente
el número promedio de contactos habituales de las personas según el estrato
social.
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Esto refleja la importancia de considerar la dinámica de la transmisión por
estrato social y aún más, considerar condiciones como el hacinamiento y las
formas de interacción social de las comunidades, de tal forma que los programas
de sostenimiento de la eliminación incluyendo vigilancia epidemiológica,
inmunización y en general, las formas de protección y promoción de la salud,
partan de las peculiaridades de la comunidad.

La principal limitación del estudio es la carencia de datos desagregados por
estrato o nivel socioeconómico, lo cual restringe la verificación de los supuestos
del modelo y la precisión en los parámetros simulados. Sin embargo,  se logra
reproducir el patrón general reportado en la literatura, en relación con la reducción
de la incidencia de la enfermedad durante el período analizado, el avance en la
eliminación de estas enfermedades, pero también la presencia de brotes de tamaño
considerable, aún a pesar de la baja incidencia de la enfermedad, lo que refleja la
acumulación de susceptibles,  la interacción de susceptibles e infectados y la
generación de varias cadenas de transmisión de la enfermedad.

La reproducción del avance en el nivel de eliminación y el patrón de reducción
de la incidencia de sarampión y rubéola en la región en el periodo analizado,  se
logra asumiendo la similitud entre la tasa de incidencia y el ritmo de infección.
Como se dijo antes, el ritmo de infección es el número de nuevos casos dividido
por la población susceptible y multiplicada por un único individuo infeccioso. Esto
corresponde con el cálculo usual de la tasa de incidencia aunque el denominador
es la población total en el periodo de análisis y la constante es igual a uno.

La estimación del ritmo de infección a partir de la tasa de incidencia es más
apropiado en el primer período de análisis cuando la población susceptible es
aproximadamente igual al total de la población, sin embargo, en el segundo período
el ritmo de infección podría estar subestimado por la reducción de la población
susceptible cerca de 30 años después del inicio de vacunación contra sarampión
y diez años luego del inicio de la vacunación contra rubéola (18,19). Un cálculo
más cercano del ritmo de infección demandaría el seguimiento de cohortes con
una identificación de casos nuevos y de la población susceptible en cada unidad
de tiempo analizada, en este caso,  también desagregado por estrato social.

En vigilancia epidemiológica no se cuenta con datos sistemáticos del ritmo de
recuperación o remoción de casos, esto es,  el número de enfermos o infectados
que se recuperan, están en cuarentena o mueren por unidad de tiempo.  En este
trabajo se simuló el ritmo de recuperación que mejor reprodujo el patrón de reducción
de la incidencia de sarampión y rubéola en los dos períodos de tiempo (5).

Hincapie - Simulación eliminación sarampión



REVISTA DE SALUD PÚBLICA · Volumen 12 (1), Febrero 2010112

En relación con el ritmo de pérdida de inmunidad por unidad de tiempo según
estrato socio económico,  no se conocen estudios sobre la estimación de este
indicador en la región, por lo que se estimó un valor bajo y constante en el período
analizado (20).

El aporte de este artículo desde el punto de vista computacional es ilustrar el
manejo de un modelo complejo dadas las interacciones de los individuos entre y
dentro de los estratos sociales,  con un algoritmo ejecutado en un software
disponible en el medio.  Si bien el análisis del ritmo reproductivo efectivo en
condiciones de heterogeneidad ha sido propuesto por varios autores,  la necesidad
de resolver múltiples desigualdades lo hacía inmanejable sólo con lápiz y papel.El
algoritmo es guiado por Brown et al,(17), quienes  desarrollaron modelos adicionales
al SIR aunque con menos parámetros a estimar.

En este trabajo se deducen dos ritmos reproductivos efectivos R1 y R2  a
partir del modelo que procura reflejar el proceso de transmisión de la enfermedad
cuando en la población hay dos estratos sociales. El ritmo reproductivo efectivo
R, se deduce de un modelo SIR con población homogénea.

Con R, es posible identificar una relación inversa entre su magnitud y el ritmo
de inmunización (a mayor ritmo de inmunización, menor R). Con R1 y R2, es más
difícil reconocer estas relaciones a simple vista por la complejidad de las
expresiones. Aún así, puede visualizarse la inclusión de los ritmos de infección
entre y dentro de los estratos sociales en R1,   mientras  que R2,  sólo incluye
ritmos de infección dentro de los estratos sociales ( 1,1, y 2,2).  Otros autores
han deducido R como una suma de R para cada grupo, por ejemplo de edad,
asumiendo homogeneidad dentro de los subgrupos pero heterogeneidad entre
ellos (1,21).

La simulación se centra en enfermedades como sarampión y rubéola,  en
proceso de eliminación.  Cuando se considera la estructura de la población con
dos estratos sociales y con interacción entre ellos,  se deben obtener ambos
ritmos reproductivos, para lograr el nivel de eliminación,  esto es,  se debe cumplir
la condición de R1<1 y R2<1.

El hecho de no cumplir esta condición en rubéola en el segundo período de
tiempo,  cuando se analiza la existencia de dos estratos y la diversidad en el
número promedio de contactos debe llamar la atención especialmente,  en
poblaciones hacinadas en espacios confinados.
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En Estados Unidos,  donde se documentó la interrupción de la transmisión
sostenida de rubéola en 2004, a pesar de los esfuerzos planeados para incrementar
los niveles de inmunización entre los años 1980 y 1990, se presentaron brotes de
rubéola en comunidades cerradas en donde el número promedio de contactos
habituales podría ser mayor, como escuelas, universidades, bases militares,
hospitales, prisiones, sitios de trabajo,  comunidades de inmigrantes y entre
individuos quienes rechazan la vacunación (22). Una experiencia similar,  se ha
descrito en la eliminación de sarampión y rubéola en otros países (23,24).

El logro del nivel de eliminación también se dificultad en cuando se observa
un bajo ritmo de inmunidad en el estrato bajo.  Esta situación demanda políticas
de largo plazo para el mejoramiento del “estado inmunitario” de la población de
estrato bajo, más allá de la inmunización.   Esto también indica la necesidad de
considerar la “heterogeneidad y diversidad” de la comunidad socialmente
estructurada, en las acciones de vigilancia epidemiológica, fomento,  protección
y promoción de la salud
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ANEXO 1
Valores de los parámetros para la simulación

ANEXO 2
Expresiones matemáticas del ritmo reproductivo según la diferenciación social

de la población
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A. IDENTIFICACIÓN DEL PROYECTO: 
 

1.  Nombre del Proyecto: Taller de epidemiología teórica: enfermedades 
prevenibles por vacunación. 

2. Coordinador o responsable del proyecto: Doracelly Hincapie Palacio 

3. Nombres de los 
participantes del 
Proyecto: 

Profesores vinculado: Doracelly Hincapie Palacio 
Profesores ocasionales: Jesús Ernesto Ochoa Acosta 
Profesores de cátedra:  

Estudiantes: Viviana Lenis Ballesteros Estudiante Maestría en 
Epidemiología 

Egresada: Gloria Edilma Upegui Epidemiología E.S.E Metrosalud 
Personal administrativo:  

Otra Universidad Juan Ospina G., Grupo de Lógica y Computación 
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Entidad de Salud Luz Elena Serna Epidemiología E.S.E Metrosalud 
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4. Fecha de presentación:                                     30 de julio de 2009 
5. Unidad Académica que presenta el Proyecto: Facultad Nacional de Salud Pública 
6. Número y fecha del acta del Consejo de la 
Unidad Académica que lo avala*:  

7. Número y fecha del acta del Comité de 
Extensión de la Unidad Académica que lo 
aprueba*. 

 

* Los numerales 6 y 7 son diligenciados por los coordinadores de extensión de la respectiva unidad académica. Cuando sea 
presentado por varias unidades académicas indicar las respectivas actas.  
 
B. TEMÁTICAS EN LAS QUE SE INSCRIBE EL PROYECTO: 
(Marque con una X el o los ejes temáticos en los que se inscribe el proyecto) 
 
1. Fortalecimiento del vínculo de la universidad con la 

sociedad.  
Marque 
con X 

1.1  formulación, implementación y evaluación de política pública   
1.2  Fortalecimiento de la función social de la universidad.  
1.3  Divulgación de productos derivados de actividades de extensión  
1.4  Fortalecimiento y consolidación de grupos de extensión  X 
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1.5  Medición de impactos.  
2. Fomento de procesos culturales institucionales, 

enmarcados en el plan de cultura de la universidad.   

2.1  Emprendimientos sociales para el apoyo a comunidades que se encuentren en 
condición de vulnerabilidad.  

2.2    Capacitación de agentes culturales.     
2.3    Divulgación del patrimonio artístico y cultural. .  
3.  Fortalecimiento de la comunicación para contribuir a la construcción del 

sentido de lo público. 
3.1   Divulgación de la gestión institucional  

 

3.2  Fortalecimiento de los procesos comunicativos como espacios de práctica académica.  
3.3  Divulgación del patrimonio artístico y cultural.  
 
4. Consolidación de las relaciones de la universidad con sus egresados  

4.1  .Caracterización del perfil laboral de los egresados.  
4.2   Seguimiento a la actividad ocupacional de los egresados.  

 
C. DESCRIPCIÓN DEL PROYECTO 
 

1. Descripción general:  
 
Para Lilienfield y Lilienfield,  existen cuatro áreas en epidemiología de acuerdo con los métodos utilizados:  
"experimentos naturales",  epidemiología experimental, observacional y teórica (Lilienfield and Lilienfield,  1983).  
 
La epidemiología teórica se basa en el desarrollo de modelos matemáticos para la comprensión del proceso de 
surgimiento,  evolución y superación de los problemas de salud en un determinado contexto.    
 
El estudio de un problema de salud en epidemiología teórica parte del análisis de la historia, los determinantes, la 
evolución y expresión del problema y sus implicaciones hacia el futuro,  en una interlocución directa con los grupos 
de personas que lo padecen,  lo enfrentan y lo estudian. 
 
Los elementos clave de los problemas de salud son sintetizados en los componentes del modelo: variables,  
estados,  parámetros y flujos que procuran expresar relaciones simples de procesos complejos (Bailey,  1957) 
 
La Organización Mundial de la Salud (OMS) a finales de los años 70,  señaló los siguientes usos de los modelos 
en epidemiología: (Cvjetanovic B, 1978) 

� La planeación de programas de prevención y control de problemas de salud al simular el curso natural del 
problema y el potencial efecto de una medida de control a mediano y largo plazo. 

� La evaluación de programas de prevención y control al simular los resultados esperados y compararlos 
con los resultados observados. 

� La formulación de estrategias de atención al comprar diferentes opciones individuales o combinadas en la 
población general o grupos de alto riesgo. 

� La investigación epidemiológica de procesos epidémicos,  especialmente los cambios en la dinámica de 
las enfermedades en el tiempo.  Si se tiene un modelo adecuado y validado se puede usar para 
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1. Descripción general:  
reconstruir la distribución actual de las categorías epidemiológicas desde información fragmentada,  por 
ejemplo,  la estimación del número de portadores de una enfermedad en la población,  la verificación de 
posibles cambios en los patrones de los brotes,  la estimación de condiciones requeridas para la 
erradicación de enfermedades,  entre otros aspectos. 

� Entrenamiento y educación sobre los procesos epidemiológicos como por ejemplo la simulación por 
computadora de los efectos generados en una epidemia al cambiar algunos parámetros tales como el 
período de incubación,  duración de la inmunidad o la fuerza de la infección. 

 
La utilización de modelos matemáticos en la orientación de campañas de vacunación tiene su origen en la 
segunda mitad del siglo XIX con el auge de las vacunas y las discusiones sobre sus efectos benéficos y deletéreos 
en el individuo y en la comunidad (Scherer, 2002). 
 
Estos modelos permiten comprender la dinámica de la transmisión de las enfermedades prevenibles por 
vacunación,  consideran  la serie de etapas y fuerzas para la ocurrencia del proceso de contagio de la infección,  
enfermedad,  recuperación, muerte, pérdida de inmunidad o protección por inmunidad natural o artificial.  Una vez 
se describe este proceso,  es posible valorar la influencia de las medidas sanitarias y sociales en la superación de 
los problemas de salud. 
 
El indicador central para la cuantificación y caracterización de la dinámica de la transmisión de las enfermedades 
es el ritmo básico de reproducción.  Según Diekmann y Heestterbeek,  el ritmo básico de reproducción es “el 
número promedio de casos secundarios producidos por un individuo típicamente infectante, durante su periodo de 
infecciosidad, cuando es introducido en una población completamente susceptible”(Diekmann y Heestterbeek 
2000). 
 
Desde el punto de vista teórico, este indicador se deduce de modelos en ecuaciones diferenciales en el que se 
asume homogeneidad en el contacto entre los individuos susceptibles o no protegidos y los infectados.  Estos 
últimos, luego de transmitir la infección a los susceptibles, se recuperan por adquirir inmunidad natural o artificial. 
 
En el ámbito local se cuenta con experiencia en la investigación para la estimación del ritmo reproductivo básico 
en varicela,  sarampión y rubeola con modelos deterministas, estocásticos,  en condiciones de homogeneidad y 
heterogeneidad en la estructura de la población (Hincapié y Ospina 2006-2008).   
 
También se ha avanzado en el análisis de los objetivos, variables e instrumentos de la investigación 
epidemiológica de caso,  con la perspectiva de analizar los datos y utilizar la información de vigilancia 
epidemiológica,  incluyendo la estimación del ritmo reproductivo básico con los datos recopilados de los casos y 
los contactos.  Este trabajo se ha realizado con los grupos de epidemiología de la Secretaria de Salud de Medellín, 
la E.S.E Metrosalud y la Facultad Nacional de Salud Pública. 
 
La presente propuesta busca establecer las bases para el seguimiento de la dinámica de la transmisión de las 
enfermedades prevenibles por vacunación, a partir de las experiencias previas de investigación que han favorecido 
la relación entre la Universidad y los Entes municipales de salud.   
 
En la actualidad,  no se ha incorporado en la formación del personal de salud,  el estudio y aplicación de modelos 
matemáticos. La experiencia de las conferencias y talleres anteriores sobre el seguimiento de la dinámica de la 
transmisión con el personal encargado de la vigilancia epidemiológica,  así como las actividades de divulgación de 
la experiencia planteada en esta propuesta,  facilitará el desarrollo de elementos pedagógicos y didácticos en el 
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1. Descripción general:  
aprendizaje de la aplicación de la matemática en la vigilancia epidemiológica en particular y en la epidemiología y 
la salud pública en general. 
 
Para Roy Anderson y Robert May,  a pesar de la abundante y sofisticada literatura publicada en la última década 
sobre modelación matemática, "la comprensión que se ha logrado con el trabajo teórico ha tenido en general,  
poco impacto en la aproximación empírica de los estudios epidemiológicos y en el diseño de políticas de salud 
pública.  En parte,  esto es consecuencia de la naturaleza abstracta de la literatura matemática y de la lejanía con 
su base empírica" (Anderson and May,  1992).   
 
Esta propuesta pretende facilitar la integración del trabajo de la Universidad y los Entes de Salud en el ámbito local 
a partir del trabajo cotidiano en vigilancia epidemiológica,  se propone en síntesis, una especie de “prueba piloto” 
que permita la integración de la teoría y la práctica en la comprensión de la dinámica de la transmisión de las 
enfermedades.   
 
Para Bailey,  “estamos en el umbral hacia el desarrollo y uso de modelos validados en el contexto de toma de 
decisiones y de elección de estrategias de control en condiciones reales”, sin embargo nos enfrentamos a dos 
peligros,  por un lado,  caer en una masa irrelevante de matemática pura o confiar en un complejo no validado de 
proyecciones computarizadas costosas. Se deben hacer esfuerzos en un pensamiento cuyo fundamento sea 
comprender los problemas actuales y necesidades de personas reales que viven dentro de una situación 
socioeconómica concreta.  “Ni la mera relevancia práctica ni el poder matemático por si mismo,  son suficientes 
(…). “Necesitamos comprensión teórica,  modelos hipotéticos como guía general de situaciones practicas, 
modelos detallados ajustados con estimación de parámetros locales a datos de enfermedades especificas 
localmente relevantes,  todos estos aspectos deben estar integrados a la práctica clínica,  epidemiológica y de 
salud publica” (Bailey,  1985). 
 
Para el desarrollo de la propuesta se conformarán tres grupos de enfermedades prevenibles por vacunación, 
según la complejidad de la enfermedad y de la modelación. En el grupo I se encuentran las enfermedades objeto 
de eliminación de baja incidencia representables con modelos simples (sarampión,  rubeola,  rubeola congénita,  
parálisis fláccida),  en el grupo II,  las enfermedades de alta incidencia descritas por modelos simples (varicela y 
parotiditis).  En el grupo III se encuentran enfermedades de frecuencia variable, con modelos complejos pero 
disponibles (difteria, tosferina, tuberculosis) y en el grupo IV están enfermedades con mecanismos de transmisión 
diferente al contacto directo,  cuya modelación requiere mayor elaboración (hepatitis B y tétanos neonatal). 
 
El trabajo se distribuye en cuatro fases,  organizadas en forma secuencial y lineal sólo para facilitar su 
presentación: 

1.  Fase inicial de acercamiento,  puesta en común de los objetivos,  las expectativas,  las formas de trabajo,  
de coordinación y comunicación.  Se identifica una situación inicial en términos de las posibilidades y 
limitaciones para el abordaje de la epidemiología teórica en general y para el seguimiento de la dinámica 
de la transmisión en particular. 

2. Diseño y puesta en marcha del análisis de la dinámica de la transmisión de las enfermedades de los 
grupos I y II.  Se verificarán la pertinencia de las variables del actual instrumento de recolección de datos,  
los procesos de digitación y depuración de los datos,  los objetivos esperados, el plan o ruta de análisis,  
la construcción de los resultados y la divulgación de los reportes. 

3. Ajuste del proceso de análisis para los grupos de enfermedades III y IV, según la experiencia de la etapa 
2 y las particularidades de las enfermedades mencionadas. 
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1. Descripción general:  
4. Fase de síntesis y divulgación del significado de la experiencia en cuanto a la articulación de la  

Universidad y los Entes de salud,  los aprendizajes y las limitaciones en pedagogía y didáctica,  los 
aportes y limitaciones para la práctica de la epidemiología teórica y los retos para el fortalecimiento de la 
experiencia de extensión e investigación. 

 
En la propuesta se observa la oportunidad de participación de una estudiante de maestría en epidemiología y más 
adelante,  de estudiantes de pregrado y posgrado en trabajo de grado o en práctica académica.  El grupo esta 
conformado por egresados de pregrado o posgrado de la Universidad de Antioquia,  vinculados con entidades de 
salud de Medellín y profesores de los grupos de epidemiología de la Universidad de Antioquia y del grupo de 
lógica y computación de la Universidad Eafit. 
 
El proyecto es viable técnicamente debido a la experiencia previa en vigilancia epidemiológica y en la modelación 
de enfermedades prevenibles por vacunación.  Se cuenta con voluntad y respaldo de las instituciones y se ha 
reiterado el interés sobre la propuesta en talleres y reuniones previas.  Los profesionales de salud quienes 
desarrollan actividades de vigilancia epidemiológica en la E.S.E. Metrosalud,  consideraron que el análisis de la 
dinámica de la transmisión es necesario,  posible y relevante.  En particular,  la demanda de análisis de la 
dinámica de la transmisión de enfermedades “emergentes” como SARS y la influenza AH1N1,  han mostrado la 
necesidad de desarrollar la capacidad de los equipos de vigilancia para realizar el seguimiento de estos 
fenómenos con el conocimiento científico y tecnológico disponible. 
 
En la fase inicial de implementación de propuestas innovadoras como estas,  es lento el proceso de financiación, 
pero en la medida que se divulgan los resultados y se observa la conveniencia del trabajo,  se puede 
paulatinamente asegurar su factibilidad y sostenibilidad. 
 
La presente propuesta se inscribe dentro de la Gestión tecnológica como forma de extensión.  En particular,  se 
desarrollan acciones para la adecuación tecnológica de procesos,  procedimientos y técnicas para el análisis de la 
dinámica de la transmisión de las enfermedades prevenibles por vacunación (Título II,  Acuerdo Superior 124 de 
1997)  
 
La necesidad de esta adecuación surge de experiencias de investigación y brindará elementos para el desarrollo 
pedagógico en la temática de epidemiología – salud pública y matemática.  Se busca la transferencia del 
conocimiento disponible en epidemiología teórica para el análisis de la dinámica de la transmisión en 
enfermedades prevenibles por vacunación,  con la experiencia local en la investigación de casos y contactos y el 
rediseño de los procesos,  procedimientos y técnicas para hacer posible estos análisis según las condiciones 
locales. 
 
Una vez se avance en la adecuación tecnológica se requerirá el afianzamiento de la educación continuada del 
personal de salud en el tema y se buscarán oportunidades de práctica académica y trabajos de grado. 
 
Esta propuesta es una oportunidad de difusión del conocimiento científico y tecnológico acorde con la misión de la 
extensión universitaria,  a partir de la interacción de la Universidad con las instituciones encargadas de la vigilancia 
epidemiológica en el ámbito local,  en un entorno de comunicación,  cooperación  e intercambio de información con 
otras universidades y organizaciones con trayectoria en el tema. (Título I  capítulos I, II  III,  Acuerdo Superior 124 
de 1997). 
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6 

 
2.  Objetivos del proyecto (Formato ID-04: Descripción de 
objetivos del proyecto) 

Objetivo. Indicador. Meta Fuente de 
Verificación. 

General (según 
Problema, necesidad u 
oportunidad) 
Desarrollar opciones para el 
seguimiento de la dinámica 
de la transmisión de 
enfermedades prevenibles 
por vacunación  

(Impacto) 
 
Se analizará la 
racionalidad, enfoques, 
aportes y limitaciones 
del seguimiento de la 
transmisión de 
enfermedades 
prevenibles por 
vacunación, a partir de 
la experiencia y la 
teoría. 

 
Los participantes en el proceso 
de captura de los datos,  
procesamiento,  análisis y 
generación de reportes,  
elaborarán un documento 
síntesis de las perspectivas 
sobre la racionalidad, 
enfoques, aportes y 
limitaciones del seguimiento de 
la transmisión de 
enfermedades prevenibles por 
vacunación, a partir de la 
experiencia y la teoría. 

 
Acta de reuniones,  
documento síntesis 
sobre las opciones de 
seguimiento de la 
dinámica de la 
transmisión de 
enfermedades 
prevenibles por 
vacunación 

Específico o propósito 
(según Proyecto) 
Diseñar e implementar el 
análisis de la magnitud y 
características de la 
transmisión de 
enfermedades prevenibles 
por vacunación – en casos 
típicos- a partir de la 
investigación 
epidemiológica de caso 

(De Producto) 
 
Número de algoritmos 
diseñados y probados 
para el análisis en 
relación con los 
planeados. 

 
Se contará por lo menos con 
cuatro algoritmos de análisis 
de la magnitud y 
características de la 
transmisión de enfermedades 
prevenibles por vacunación,  
uno por cada grupo de 
enfermedades. 
 

 
Acta de reuniones. 
Manual de 
procedimientos 
Reporte de resultados 

Especifico (según 
Actividades) 
 
Planear el análisis de la 
magnitud y características 
de la transmisión de 
enfermedades prevenibles 
por vacunación – en casos 
típicos- a partir de la 
investigación 
epidemiológica de caso 
 
 
 
 
 

(De actividades)  
 
Número de formularios 
de captura de los datos 
revisados en relación 
con el total de los 
formularios captados. 
 
Tipo de punto crítico 
identificado 
 
 
Tipo de expectativa y 
ruta de análisis en cada 
grupo de enfermedades. 
 

 
Se revisará el 10% de los 
formularios de captura de los 
datos en la investigación 
epidemiológica de caso en 
cada grupo de enfermedades. 
 
Se identificarán los puntos 
críticos en los procesos de 
digitación, depuración y 
análisis de los datos. 
 
Se identificarán las 
expectativas y rutas de análisis 
en cada grupo de 
enfermedades 

 
 
Acta de reuniones. 
Registro de procesos y 
procedimientos 
planeados y ejecutados 
Reporte de resultados. 
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2.  Objetivos del proyecto (Formato ID-04: Descripción de 
objetivos del proyecto) 

Objetivo. Indicador. Meta Fuente de 
Verificación. 

Realizar el  análisis y 
reporte de la dinámica de la 
transmisión en casos típicos 
de las enfermedades 
prevenibles por vacunación 
(Grupos 1 y 2).  
 

Número de reportes 
realizados en casos 
típicos de cada una de 
la enfermedades de los 
grupos I y II,  en relación 
con los reportes 
planeados 

Se elaborará el reporte del 
análisis de la magnitud y 
características de la dinámica 
de la transmisión en por lo 
menos un caso típico de cada 
una de las enfermedades de 
los grupos I y II de 
enfermedades prevenibles por 
vacunación,  donde se tengan 
datos disponibles, en el primer 
semestre de 2010. 

Acta de reuniones. 
Registro de procesos y 
procedimientos 
planeados y ejecutados 
Reporte de resultados. 

Ajustar el proceso de 
captura de los datos, 
procesamiento,  
depuración,  análisis, 
reporte y divulgación de la 
dinámica de la transmisión 
en casos típicos de las 
enfermedades prevenibles 
por vacunación (Grupos 3 y 
4).  

Número de reportes 
realizados en casos 
típicos de cada una de 
la enfermedades de los 
grupos III y IV,  en 
relación con los reportes 
planeados 

Se elaborará el reporte del 
análisis de la magnitud y 
características de la dinámica 
de la transmisión en por lo 
menos un caso típico de cada 
una de las enfermedades de 
los grupos III y IV de 
enfermedades prevenibles por 
vacunación,  en el primer 
semestre de 2010, según la 
disponibilidad en los datos y la 
experiencia de análisis de los 
Grupos I y II. 

Acta de reuniones. 
Registro de procesos y 
procedimientos 
planeados y ejecutados 
Reporte de resultados. 

Divulgar los resultados del 
análisis de la dinámica de la 
transmisión,  de acuerdo 
con las peculiaridades del 
público al que va dirigido. 

Número de mecanismos 
de divulgación 
ejecutados en relación 
con los mecanismos 
planeados. 

Si divulgarán los resultados 
sobre la magnitud y 
características de la 
transmisión de las 
enfermedades prevenibles por 
vacunación,  al público 
interesado en el tema,  según 
sus peculiaridades, con 
periodicidad trimestral. 

Acta de reuniones. 
Registro de procesos y 
procedimientos 
planeados y ejecutados 
Reporte de resultados. 

Enfermedades del grupo I: sarampión,  rubeola,  rubeola congénita,  parálisis fláccida.  Grupo II varicela y parotiditis.  
Grupo III: difteria, tosferina, tuberculosis. Grupo IV: hepatitis B y tétanos neonatal. 
 
3. Costos del proyecto.  (Formato PEV-05: Costos Totales) 

Horizonte del Proyecto: 
Descripción Valor Unidad 

1. Población Objetivo. 2.316.853  
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3. Costos del proyecto.  (Formato PEV-05: Costos Totales) 

Horizonte del Proyecto: 
Descripción Valor Unidad 

2. Cantidad de productos. 5  
3. Costo total en valor presente. $ 22.408.559  
4. Costo por beneficiario. $10  
5. Costo por producto 
• Documento síntesis  
• Manual de procesos y procedimientos 
• Reporte de resultados   
• Divulgación de resultados  

 

 
$  269.234 

$  8.408.387 
$ 11.369.962  
$ 2.360.976  

 

 
Nombre del Proyecto: Taller de epidemiología teórica: enfermedades prevenibles por 
vacunación. 

 
PRG-01. Cronograma de Actividades. 
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5. Observaciones 
 

 
Nombre y firma del coordinador o responsable del proyecto:  Doracelly Hincapie Palacio 
_____________________________________________________________________________ 
Cédula de Ciudadanía: 21. 632.540 
Teléfono: 219 6827-6823 
E-mail: doracely@guajiros.udea.edu.co 
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