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Resumen

Esta investigacion pretendio caracterizar los instrumentos, procedimientos y conceptos relativos al
razonamiento proporcional que movilizan algunas estudiantes de grado séptimo de un colegio en
Medellin, al trabajar con situaciones de proporcionalidad inversa. En este sentido, se abordo la
proporcionalidad inversa por la via de la bilinealidad y los razonamientos analiticos, promoviendo
el reconocimiento de la covariacion y la basqueda de invariantes. La investigacion se enmarcé en
un paradigma cualitativo. Para su desarrollo se emple6 un enfoque metodoldgico de investigacion
de disefio. Esto permitid estructurar un proceso que a partir del estudio de situaciones de
proporcionalidad inversa promoviera el desarrollo del razonamiento proporcional y, al tiempo,
caracterizar los procedimientos, instrumentos y conceptos que las estudiantes ponian en juego
cuando se enfrentaban a dichas situaciones. Dadas las circunstancias del COVID 19, se emplearon
las plataformas virtuales que disponia el colegio, a través de las cuales se recogio la informacion
de las socializaciones en clase, entrevistas cortas y registros escritos. Los principales hallazgos de
la investigacion se pueden resumir asi:

l. Se evidencia un uso instrumental de las representaciones, las que se configuran como una
herramienta a través de la cual las estudiantes producen pensamiento y estructuran procedimientos.
Il. Los procedimientos corroboran que el desarrollo del razonamiento proporcional es un
proceso gradual, donde las estudiantes transitan por las distintas etapas de manera recurrente.

I1l.  En las relaciones de proporcionalidad inversa, el producto constante entre los sistemas de
cantidades se posiciona como el elemento central en la descripcion de la correlacion entre las

cantidades.

Palabras clave: Razonamiento proporcional, proporcionalidad inversa, covariacion,

razonamientos analiticos.
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Abstract

This research aimed to characterize the instruments, procedures, and concepts related to
proportional reasoning that some seventh-grade students at junior high school in Medellin mobilize
when they address situations of inverse proportionality. In this sense, inverse proportionality was
addressed through bi-linearity and analytical reasoning, promoting the recognition of covariation
and the search for invariants. The research was framed in a qualitative paradigm. For its
development was used an approach of design research. This allowed to structure a process what
that promoted studied of situations of inverse proportionality in order to development of
proportional reasoning and, at the same time, characterize the procedures, instruments, and
concepts that the students put into play when faced these situations. Given the circumstances of
COVID 19, the virtual platforms available to the school were used, through which information on
socialization in class, short interviews, and written records were collected. The main findings of
the research can be summarized as follows:

I. An instrumental use of representations is evidenced, as they are configured as a tool through
which students produce thought and structure procedures.

I1. The procedures corroborate that the development of proportional reasoning is a gradual process,
where the students repeatedly go through the different stages.

I1l. In inverse proportionality relationships, the constant product between the quantity systems is

positioned as the central element in describing the correlation between the quantities.

Keywords: Proportional reasoning, inverse proportionality, covariation, analytical

reasoning.
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Introduccion

La presente tesis, como requisito para obtener el titulo de Magister en Educacion, se localiza
en el campo del razonamiento proporcional. Este campo ha sido ampliamente investigado en los
ultimos 60 afios, lo que ha permitido problematizar la ensefianza, el aprendizaje, la fundamentacion
epistemoldgica y cognitiva del razonamiento proporcional, asi como de la razon, la proporcion, la
proporcionalidad, el conjunto numérico de los racionales y, en general, las relaciones
multiplicativas (Inhelder & Piaget, 1964; Obando, 2015; Schwartz, 1988; Vergnaud, 1988).

De acuerdo con los principios y estdndares de la National Council Teacher Mathematics
(NCTM, 2000), el razonamiento proporcional tiene un papel integrador y estructurante en los
curriculos escolares de matematicas, dado que al correlacionar dos 0 méas cantidades y describir
procesos de variacion y cambio a través de la proporcionalidad, conceptualiza componentes
relacionados tanto con lo numérico como con lo variacional. Asi mismo, dado su papel en los
procesos de covariacion, se encuentra en la base de un tratamiento adecuado de las cantidades que
intervienen en fendmenos de otras ciencias como la fisica, la biologia y la quimica.

Sin embargo, a pesar de su papel transversal en el curriculo, algunos autores, tanto nacional
como internacionalmente, llaman la atencion sobre la manera como se ensefia la proporcionalidad
en la escuela, dado que con frecuencia se privilegia lo numérico sobre lo variacional. En particular,
Sanchez etal. (2012) manifiestan que, en Colombia, tradicionalmente el razonamiento
proporcional es abordado definiendo la razén y la proporcion, para luego “ensefiar a resolver
problemas tipicos mediante la regla de tres y la multiplicacion en cruz” (p. 992). Esta aproximacion
a la proporcionalidad a través de reglas nemotécnicas y algoritmos, aunque faculta a los estudiantes
para resolver con rapidez problemas de cuarta proporcional, de acuerdo con Rivas et al. (2012)
dificulta el desarrollo del razonamiento proporcional, “dando lugar a respuestas correctas, pero sin
la manifestacion de este tipo de razonamiento” (p. 562).

En este sentido, algunas investigaciones han propuesto aproximaciones tedricas que
promueven una comprension de la proporcionalidad en la integracion de aspectos numéricos y
variacionales (Fernandez & Llinares, 2012; Ministerio de Educacién Nacional [MEN], 2006, 2016;
Obando, 2015; Posada & Obando, 2006; Sanchez, 2013; Silvestre & Ponte, 2011). No obstante, en
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su mayoria estas investigaciones se han dedicado a estudiar la proporcionalidad directa y apenas
han logrado algunos acercamientos a la proporcionalidad inversa.

Es por eso, que se propone esta investigacion sobre el razonamiento proporcional con 15
estudiantes de grado 7° de la educacion bésica, de una institucion educativa de caracter privado en
la ciudad de Medellin, que busca caracterizar los instrumentos, los procedimientos y los conceptos
relativos al razonamiento proporcional que movilizan estas estudiantes al abordar situaciones de
proporcionalidad inversa. En este marco, la presente tesis se organiza en seis capitulos que se
presentan a continuacion.

El primer capitulo hace una presentacion del planteamiento del problema a través de tres
aspectos: la revision de la literatura sobre el razonamiento proporcional, razon, proporcion y
proporcionalidad; los documentos de referencia del Ministerio de Educacion Nacional (MEN,
1998, 2006, 2016) y el desempefio de estudiantes colombianos en pruebas locales e internacionales
(OCDE, 2018; TIMSS, 2009, 2015). Este recorrido permitié mostrar, por un lado, la relevancia del
razonamiento proporcional tanto para el campo investigativo como educativo y, por otro lado,
resaltdo las dificultades en la ensefianza del razonamiento proporcional pues su estudio
principalmente se limita a la aplicacion de formulas y frases nemotécnicas, dejando de lado el
analisis de los procesos de covariacién entre las variables, al igual que el estudio relacional entre
las cantidades involucradas en la situacion. Elementos como estos muestran la necesidad de
continuar ampliando las comprensiones respecto a una aproximacion a la proporcionalidad que
permita integrar los razonamientos numéricos y variacionales. Con base en lo anterior, en el
capitulo 2 se enuncian los objetivos de investigacion.

Al llegar al capitulo 3, se encuentra la base tedrica que da soporte a la investigacion. Para
iniciar, con Obando (2015) y Posada y Obando (2006), se indica la organizacion conceptual que
incluye los conceptos: cantidad, razdn y sus usos, proporcion y proporcionalidad directa e inversa,
ambas fundamentadas en las relaciones funcionales y los razonamientos analiticos. Seguidamente,
se desarrollan los aspectos principales del razonamiento proporcional, a saber: el sentido de
covariacion, el reconocimiento de regularidades y patrones de variacion y la identificacion de
comportamientos lineales y no lineales. Ademads, se exponen las etapas de razonamiento
proporcional propuestas por Harel etal. (1991) y Koellner-Clark y Lesh (2003) las cuales

permitieron caracterizar los procedimientos realizados por las estudiantes. Finalmente, con los
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planteamientos de Godino (2002) y Obando (2015) sobre la propuesta de configuracion epistémica
y la teoria de la actividad, se definen las nociones de procedimiento, instrumento y concepto.

En el capitulo 4 se desarrollan los aspectos metodologicos que orientan la investigacion la
cual se enmarca en una Investigacion de disefio. En este sentido, la investigacion se desarrolla
acorde con sus tres fases: preparacion, experimento y analisis retrospectivo, a través de las cuales
se amplian detalles sobre el contexto de la investigacion, los criterios de construccion y adaptacion
de las tareas, el proceso llevado a cabo para recolectar, categorizar y analizar la informacion. Asi
mismo, se explicitan las consideraciones éticas que guian la investigacion.

Seguidamente, en el capitulo 5 titulado Analisis de Resultados, se describen los resultados
obtenidos al desarrollar con el grupo de 15 estudiantes las tareas de proporcionalidad inversa,
ademas, se hace una interpretacion de dichos hallazgos a la luz de los referentes tedricos. Para que
finalmente, en el capitulo 6, con las evidencias e interpretaciones realizadas se elaboraran las
conclusiones, las cuales se presentan de manera sintética a continuacion.

En primer lugar, se exhibe en la actividad matematica de las estudiantes un uso instrumental
de las representaciones, posicionadas como medios que permiten guiar el accionar de las
estudiantes y generar conocimiento. Ademas, se evidencia una correspondencia entre los tipos de
representacion realizados por las estudiantes y la etapa del razonamiento proporcional alcanzada.

En segundo lugar, los procedimientos realizados indican la capacidad natural de las
estudiantes para reconocer y describir procesos de variacion y cambio. No obstante, también
confirman que el desarrollo del razonamiento proporcional es un proceso paulatino, donde las
estudiantes transitan de manera recurrente por las distintas etapas. Si bien, la mayoria de los
procedimientos realizados por las estudiantes se pueden explicar a través de las etapas de
razonamiento proporcional de Koellner-Clark y Lesh (2003), se reconoce la necesidad de una
nueva etapa que esté entre la 4 y 5, que describa procedimientos donde los analisis no implican un
uso explicito de las funciones, pero tampoco un procedimiento por razonamientos analogicos.

Finalmente, se reconoce el papel central del producto constante entre los sistemas de
cantidades en las relaciones de proporcionalidad inversa, que permite describir cuantitativamente

de la correlacién entre las cantidades.
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1. Planteamiento del problema

El razonamiento proporcional es considerado mundialmente como un proceso relevante en
los curriculos de la matematica escolar y de la actividad matematica de los estudiantes (Mochon,
2012; Rivas et al., 2012; Silvestre & Ponte, 2011). Dicha importancia se debe a que esta forma de
razonamiento esta en dialogo con una amplia variedad de conceptos y procesos matematicos, que
van desde la multiplicacion y la division hasta la razon, la proporcion, la proporcionalidad y las
funciones. En este sentido autores como Lesh et al. (1988) indican que el razonamiento
proporcional tiene un papel articulador en las matematicas escolares dado que “por un lado, es la
cuspide de la aritmética en la primaria; [y] por otro lado, es la base de todo lo que sigue [en el
algebra]” (p. 97).

Investigaciones relacionadas con el razonamiento proporcional se reportan desde hace mas
de 60 afios. Estas han tenido como foco de atencion aspectos relacionados con: la ensefianza y el
aprendizaje, la fundamentacion epistemoldgica y cognitiva, al igual que aspectos matematicos
como: razén, proporcion, proporcionalidad y el conjunto numérico de los racionales (Inhelder &
Piaget, 1964; Schwartz, 1988; Vergnaud, 1988). Esta produccion ha sido categorizada por Obando
(2015) como investigacion en el campo del razonamiento proporcional o razonamiento
multiplicativo, el cual serd entendido como una forma de razonamiento matematico que involucra
el sentido de covariacién entre dos cantidades; la capacidad para reconocer el comportamiento
lineal y no lineal entre las cantidades involucradas en una situacion y la habilidad para identificar
patrones estructurales en relaciones de segundo orden (relaciones entre relaciones).

No obstante, a pesar de su condicion privilegiada en el curriculo escolar y en el contexto
investigativo, algunos autores (Mochon, 2012; Rivas etal., 2012; Sanchez, 2013) llaman la
atencion sobre la rapidez con la cual el razonamiento proporcional es reemplazado en las aulas de
clase por los algoritmos de la multiplicacion cruzada y la regla de tres. Estos algoritmos a menudo
permiten resolver rapidamente tareas comunes de proporcionalidad en el ambito educativo, social
y profesional, sin embargo, por su naturaleza nemotécnica no siempre se hace explicita la
naturaleza de la covariacion entre las cantidades involucradas, dejando de lado la conceptualizacion
de la razon y la proporcion y, por consiguiente, no todas las veces se promueve en los estudiantes

procesos de razonamiento matematico (Lamon, 2007).
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Es por esto que algunas investigaciones (Mochdn, 2012; Obando, 2015; Posada & Obando,
2006) insisten en resaltar las dificultades y la complejidad para ensefiar la razon, la proporcion, la
proporcionalidad y més aln, para desarrollar el razonamiento proporcional en los estudiantes. En
este sentido, estos autores sugieren que es necesario continuar explorando los conceptos, procesos
y problematicas concernientes a esta linea de investigacion a través de otras interpretaciones,
marcos tedricos y estrategias metodoldgicas (Obando, 2015).

Asi entonces, se propone esta investigacion sobre el razonamiento proporcional con
estudiantes de grado 7° de la educacion basica,! buscando caracterizar los instrumentos, los
procedimientos y los conceptos relativos al razonamiento proporcional que movilizan estas
estudiantes al abordar situaciones de proporcionalidad inversa. En lo que sigue, se presenta una
revision de la literatura sobre razonamiento proporcional, seguidamente se analizan los
documentos Referentes de referencia del Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998, 2006)
sobre razon, proporcion y proporcionalidad y finalmente, una revision de los resultados de
estudiantes en algunas pruebas estandarizadas internacionales y nacionales. Con estos tres

elementos se busca problematizar y justificar la pregunta de investigacion.

1.1 Aportes de la literatura a la linea del razonamiento proporcional

A finales de los afios cincuenta se reporta el inicio de la investigacion alrededor del
razonamiento proporcional, con el estudio precursor realizado por Inhelder y Piaget (1958) sobre
el desarrollo del pensamiento I6gico. En este, el razonamiento proporcional aparece como un
esquema que marca una transicion del estadio de lo concreto a lo formal. Hoy, mas de 60 afios
después, se puede reconocer no solo que el campo del razonamiento proporcional ha seguido
creciendo, sino que también se ha venido consolidando. Como evidencia de lo anterior se pueden
reconocer estudios a nivel doctoral y un amplio numero de trabajos alrededor de este campo
(Godino & Batanero, 2002; Mochon, 2012; Najarro, 2018; Obando, 2015; Posada & Obando, 2006;

Silvestre & Ponte, 2011; Torres, 2015) los cuales dan cuenta de una discusion todavia vigente.

1 El grado séptimo hace parte de los niveles de la educacion bésica secundaria en Colombia. Este grado lo cursan
jovenes entre los 12 y 14 afios.
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Esta revision de la literatura se estructura caracterizando 3 épocas 0 momentos: l0s procesos
cognitivos sobre el razonamiento proporcional, la estructura del conocimiento matematico sobre el
razonamiento proporcional y, finalmente, apuestas antropolédgicas y semidticas sobre el
conocimiento matematico. Esta clasificacion es tomada de Obando et al. (2014) dado que permite
describir las lineas de trabajo y la produccion investigativa desarrollada alrededor del campo del
razonamiento proporcional a través de épocas. En este apartado se pretende recopilar un contexto

general que haga alusion a las producciones y discusiones alrededor de este campo investigativo.

1.1.1 Los procesos cognitivos

Desde sus inicios, los estudios en este campo de la educacién matematica mostraron interés
en los procesos cognitivos al cuestionarse sobre como se desarrollaba el razonamiento en los
sujetos al enfrentarse a situaciones como el equilibrio de la balanza y la proyeccion de sombras.

En cuanto a este primer momento, las investigaciones estuvieron influenciados por los
trabajos de Inhelder y Piaget (1958) sobre el razonamiento légico, en su libro “De la lIdgica del
nifio a la I6gica del adolescente”. Los autores plantean que el razonamiento alrededor de la
proporcionalidad es uno de los ocho esquemas del razonamiento formal, el cual supone en los
sujetos una mirada sistémica de los problemas, es decir, considerando que estos se componen de
relaciones entre cantidades y variables.

Ademas, este tipo de razonamiento implica en los sujetos habilidades para generar hipotesis
sobre los experimentos sin necesidad de manipularlos, “la capacidad del manejo simultaneo de
clases (multiplicacion de clases) y la constitucion del grupo INRC [Identidad, Negacién, Reciproca
y correlacion]” (Obando, 2015, pp. 8-9). Esto es, la capacidad de reconocer la correspondencia
entre magnitudes, al notar que el incremento o el cambio en una de las variables produce cambios
en la otra, de tal forma que se conserva un principio de invariancia entre ambas cantidades (que
gobierna la covariacion entre ambas), evidenciando una relacion de compensacion entre las
magnitudes relacionadas.

Alrededor de los afios 80, y con la influencia de Freudenthal (1986) en el terreno de la
Educacion Matematica, la pregunta por los procesos cognitivos toma fuerza en las investigaciones,

pero trasladando su mirada hacia la escuela. Asi, las investigaciones comienzan a interesarse por
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como puede ser ensefiado y desarrollado el razonamiento alrededor de la proporcionalidad en las
aulas de clase, asi como preguntarse por las estrategias, tareas y procesos que habria que promover
para conducir a los estudiantes a razonar proporcionalmente (Noelting, 1980b; Obando, 2015).

A partir de esta dptica, y teniendo como referencia las etapas de razonamiento de Piaget e
Inhelder (1958), las investigaciones estudian los procesos evolutivos de los estudiantes al resolver
problemas de proporcionalidad en la escuela y los factores asociados que comienzan a emerger
(Karplus et al., 1983; Noelting, 1980a; Tourniaire, 1986; Tourniaire & Pulos, 1985).

Asi, las investigaciones desarrolladas en este periodo permitieron avanzar en la
comprension de los procesos cognitivos del razonamiento proporcional, sus etapas y la influencia
de los tipos de tareas, entre otros. Sin embargo, al solo contemplar la 6ptica cognitiva no tuvieron
en cuenta otros factores que podian afectar el aprendizaje y la ensefianza de la proporcionalidad

como, por ejemplo, las implicaciones epistemoldgicas de concepto matematico.

1.1.2 La estructura del conocimiento matematico sobre el razonamiento proporcional

En los afios noventa la investigacion en el campo del razonamiento proporcional
experimenta un cambio en sus problemas de investigacion (Obando, 2015). Esto en tanto que,
ademas de problematizar la cognicion en la escuela, advierte la necesidad de estudiar otro aspecto
importante: el conocimiento matematico. Este giro estuvo determinado por el desarrollo que
alcanzo la didactica de las matematicas en la década de los ochenta, postulando la necesidad de
hacer una lectura mas integral de los problemas didacticos, considerando, al lado de lo cognitivo,
lo contextual y lo epistemoldgico.

A partir de esta coyuntura, las investigaciones comienzan a problematizar y discutir
tematicas como las relaciones y proximidades entre la razon y el conjunto de los ndmeros
racionales (Behr et al., 1992, 1997; Kieren, 1988; Ohlsson, 1988); el desarrollo y los obstaculos
del razonamiento proporcional y de los aspectos meta-cognitivos implicados (Modestou &
Gagatsis, 2009, 2010); la aritmética de las cantidades (Schwartz, 1988); el campo conceptual de
las estructuras multiplicativas (Harel et al., 1991; Vergnaud, 1988, 1991, 1994) y la estructura
cognitiva y didactica del razonamiento multiplicativo (Kaput & West, 1994; Spinillo & Bryant,
1991 citado en Obando et al., 2014). En particular durante este momento, el estudio del
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razonamiento proporcional estuvo enfocado tanto en alcanzar una precision teorica del término
como, en el analisis de los problemas didacticos y cognitivos.

Por un lado, en cuanto a la definicion tedrica del razonamiento proporcional, se reconocen
los aportes de Modestou y Gagatsis (2009) quienes en sus trabajos critican la idea generalizada de
pensar que el razonamiento proporcional es equivalente a resolver correctamente problemas de
proporcionalidad. Lo anterior en tanto un estudiante puede resolver correctamente un problema de
proporcionalidad utilizando el algoritmo de la regla de tres y sin apelar a ningdn proceso de
razonamiento proporcional.

Asi, Modestou y Gagatsis (2009, 2010) sustentan que un sujeto que pueda razonar
proporcionalmente deberia tener la capacidad para reconocer regularidades entre cantidades que se
relacionan, identificar las formas o tipos de relaciones que se dan entre dichas cantidades o
variables, generalizar o modelar los patrones y, ademas, tener la capacidad para resolver problemas
de cuarta proporcionalidad. Asi, los autores proponen que el razonamiento proporcional es la
conjuncién de tres aspectos: el razonamiento por analogias, la solucion de problemas de
proporcionalidad y la conciencia metacognitiva de la linealidad.

Ademaés, Pantziarra y Pitta-Pantazi (2005) y Pitta-Pantazi y Christou (2011), aportan a la
definicién tedrica al resaltar un vinculo entre el razonamiento proporcional y los numeros
racionales. De manera que el uso de este conjunto numérico promueve en los sujetos algunas
habilidades que son especificas del razonamiento proporcional, a saber: la unitizacion como la
capacidad de hacer nuevas particiones (de otros tamafios) en la unidad, la variacion de las
cantidades, el pensamiento relativo y la coordinacién de conteos iterados crecientes y decrecientes.

Por otro lado, en cuanto a las dificultades didacticas y cognitivas, se puede mencionar la
generalizacion de la linealidad la cual es propuesta por Freudenthal en 1986, entendida como “una
propiedad de las relaciones tan sugestiva que [ante cualquier relacion numérica] uno se siente
inclinado a tratarla [...] como si fuera lineal” (Freudenthal, 1986 citado en Van Dooren et al., 2006,
pp. 116-117).

Algunos autores intentaron encontrar las causas de esta dificultad proponiendo la existencia
de un obstaculo epistemolédgico (Modestou & Gagatsis, 2010). Sin embargo, otros autores han
defendido la idea de que mas que un obstaculo epistemologico, la generalizacion de la linealidad
es producto de un obstaculo didactico generado por la forma como se ensefia la proporcionalidad



PROCEDIMIENTOS, INSTRUMENTOS Y CONCEPTOS RELATIVOS AL RAZONAMIENTO... 22

(Van Dooren etal., 2006). Esto es, ensefiar la proporcionalidad es sinénimo de ensefiar el
mecanismo de la regla de tres y la multiplicacion cruzada, reduciendo este concepto a la
apropiacion de reglas que se aplican de manera mecanica y descontextualizada (Lamon, 2005,
2007; Posada & Obando, 2006; Rivas et al., 2012).

No obstante, si se revisan las précticas de algunas culturas antiguas como la china y la &rabe
se reporta que en situaciones de su cotidianidad como en los procesos de intercambio de bienes y
servicios, se utilizaban técnicas similares a la regla de tres actual, aun en la ausencia de una
conceptualizacion de las razones y las proporciones (en el sentido moderno). Esto pone en relieve,
como lo sugiere Obando (2018), que el algoritmo de la regla de tres es un elemento potente, sin

embargo,

cuando [su] ensefianza se hace sin el reconocimiento de los fundamentos teéricos que le
dan su valor matematico, es una regla vacia, carente de significado que se aplica de forma
indistinta a cualquier situaciéon de cuatro términos, [...] sin importar las formas de

covariacion entre tales cantidades. (p. 122)

Aunado a esto, se reporta también que los tipos de problema trabajados en clase, sus
caracteristicas linglisticas y las cantidades que lo componen tiene una fuerte influencia en la
persistencia de la generalizacién de la linealidad. En su mayoria, estos problemas conservan la
estructura de cuarta proporcional (situacion que involucra cuatro cantidades, una de las cuales es
desconocida y, para resolverlos, hay que encontrar ese valor desconocido) y son resueltos a través
del algoritmo de regla de tres, sin preguntar por los invariantes, la razén, que permite relacionar
las cantidades (Posada & Obando, 2006). Estas dificultades evidencian que los estudiantes han
construido significados débiles sobre la nocion de razén vy los criterios asociados a la linealidad.

Asi pues, el razonamiento proporcional visto en un sentido mas profundo se vincula con el
reconocimiento de patrones estructurales en los procesos de covariacion entre cantidades, esto es,
del reconocimiento de las variables y las relaciones entre ellas, asi como de los invariantes
operatorios que intervienen en este proceso variacional. Y en este sentido, el estudio de la
generalizacion de la linealidad destaca la importancia de continuar fortaleciendo el razonamiento

proporcional y, a propésito, Obando (2015) sugiere que
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los modelos lineales pueden ser una forma natural de organizacion del pensamiento, una
primera aproximacion en la comprension de situaciones o fendmenos mas complejos y, por
lo tanto, mas que un obstéaculo epistemoldgico, es una forma alternativa de organizacion del

pensamiento. (p. 18)

1.1.3 Apuestas antropoldgicas y semioticas sobre el conocimiento matematico

De acuerdo con Obando et al. (2014) en la primera mitad de la década de los noventa, toman
fuerza en el campo de la Educacion Matematica dos enfoques teoricos: la Teoria Antropoldgica de
lo Didactico y la perspectiva de las representaciones semioticas, los cuales aportan al campo desde
sus formas particulares de abordar la investigacion.

En concreto, la linea de la Teoria Antropolégica de lo Didactico problematiza la
uniformidad en las propuestas sobre ensefianza y aprendizaje de la proporcionalidad, las cuales
enfatizan el estudio en una aproximacion aritmética, privilegiando lo numérico y desconociendo
los vinculos con lo variacional, esencialmente con las relaciones y las funciones (Bosch, 1994;
Garcia, 2005; Hersant, 2001).

Asi, teniendo en cuenta los aportes epistemoldgicos de Hersant (2001) sobre las teorias para
estructurar tareas relativas a la proporcionalidad, Obando (2015) presenta dos miradas a partir de las
cuales se puede entender el razonamiento proporcional segun las relaciones entre las magnitudes:
escalar y funcional. La mirada escalar o de razonamientos por analogia, en la cual la atencion esta
sobre lo numérico y los procesos multiplicativos entre parejas de la misma familia de cantidad.
Mientras que la mirada funcional o de razonamiento analitico centra su actuar en el invariante que
vincula o compara parejas de cantidades heterogéneas.

De acuerdo con Sanchez (2011) adn hoy sigue primando un enfoque aritmético de las
razones, proporciones y proporcionalidad, las cuales “son ensefiadas centrado su atencion en lo
algoritmico y privilegiando lo numérico, desconociendo o conectando débilmente estos objetos de
conocimiento matematico con lo variacional, esencialmente con las relaciones y las funciones” (p.

1). No obstante, es posible reconocer algunas investigaciones que han comenzado a dar el giro, o
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al menos, a considerar dentro de sus categorias de anélisis la perspectiva funcional (Ferndndez &
Llinares, 2012; Posada & Obando, 2006; Sanchez, 2013; Silvestre & Ponte, 2011, Obando, 2015).

Asi, como se ha mostrado, este primer apartado presenta un breve recorrido por la
produccion investigativa alrededor del campo del razonamiento proporcional. En lo que sigue, se
resaltan algunos aspectos y discusiones que aportan a la justificacion del problema de esta
investigacion.

Una primera idea que prevalece es que el razonamiento proporcional no es Unicamente el
estudio de la proporcionalidad y, en particular, de la regla de tres. Esto dado que se necesita del
reconocimiento y el andlisis de las relaciones multiplicativas entre las cantidades y de la
identificacion de patrones estructurales invariantes en las relaciones entre las cantidades (Modestou
& Gagatsis, 2010). Adicional a lo anterior, se requiere del reconocimiento de la unitizacién (Pitta-
Pantazi & Christou, 2011) como caracteristica especifica del razonamiento proporcional, al igual
que los vinculos con otros conceptos matematicos como las estructuras multiplicativas, las
funciones, la razon de cambio e, incluso, la probabilidad (Obando, 2015).

Estos vinculos ponen en evidencia el papel articulador del razonamiento proporcional entre
lo numérico y lo variacional (Lesh et al., 1988). Sin embargo, como lo sugieren Obando et al.
(2014) a nivel escolar e incluso investigativo, el razonamiento proporcional es presentado con
mayor recurrencia a través de una aproximacion aritmética, con pocas conexiones a otras areas del
curriculo. Aun asi, algunas investigaciones han comenzado a explorar otras visiones analizando la
influencia de una mirada funcional (Fernandez & Llinares, 2012; Posada & Obando, 2006;
Sanchez, 2013; Silvestre & Ponte, 2011), poniendo en el centro los procesos de covariacion entre
las cantidades relacionadas (lineales y no lineales).

De esta manera se propone el estudio de la proporcionalidad desde las relaciones lineales y
se centra en los analisis de un invariante estructural, es decir, de una constate de proporcionalidad
que vincule las cantidades heterogéneas. Esto es relevante dado que los estudiantes pueden
reconocer, en el caso de la proporcionalidad directa, la razon como cuantificador o medida relativa
entre un par de las cantidades heterogéneas relacionadas y luego, bajo los razonamientos analiticos,
multiplicar o dividir la cantidad conocida por dicha razén para encontrar la cantidad faltante y no

solo utilizando la regla de tres como es comun, la cual, por la forma como es presentada en la
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escuela, no hace explicito el fundamento conceptual que la hace funcionar: la covariacién lineal
entre dos familias de cantidades.

Tambien, de acuerdo con Obando (2015) respaldar el estudio de la proporcionalidad a partir
de la mirada funcional o de razonamientos analiticos, ademads, de promover un “cambio de foco en
la manera como se comprenden las relaciones involucradas en la tarea” (pp. 213-214) también
implicara que en el aula de clase, se reconozcan otras formas de accion en la practica matematica
de los estudiantes y, al mismo tiempo, se promuevan el uso de otros instrumentos que privilegien
el andlisis de la covariacion y correlacion entre familias de cantidades distintas, como las tablas de
valores.

Para finalizar, otro aspecto que se puede identificar en esta revision de la literatura es que
parte de las investigaciones se han concentrado principalmente en el estudio de la proporcionalidad
directa y en el papel de la razdn. No obstante, existen otro tipo de relaciones multiplicativas, como
es el caso de la proporcionalidad inversa o compuesta, de las cuales apenas se han dejado algunos

esbozos sobre los procesos de covariacion y de los invariantes detras de ellas.

1.2 Una mirada al curriculo nacional colombiano de Matematicas

El Ministerio de Educacion Nacional (MEN) ha expedido una serie de documentos de
referencia (1998, 2006, 2016), los cuales ofrecen a las instituciones educativas orientaciones
conceptuales, didacticas y pedagodgicas para el disefio y la construccion de sus curriculos en las
areas fundamentales.? Estas orientaciones invitan a las instituciones educativas a reconocer una
apuesta epistemoldgica en la que la Educacién Matematica escolar se comprende a partir de
pensamientos y procesos, y no alrededor de los contenidos. Esta vision, supone una manera de
entender la ensefianza y el aprendizaje a través de las capacidades, la interpretacion, la solucién de
problemas y la comunicacion, concibiendo los contenidos como medios que permiten potenciar el

pensamiento matematico.

2 En Colombia, la educacion formal esta divida en 3 niveles los cuales son: Preescolar y educacion basica primaria
(cinco grados), educacidn basica secundaria (cuatro grados) y educacién media (dos grados y culmina con el titulo de
bachiller).
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Al rastrear en estos documentos vinculos con el razonamiento proporcional y la
proporcionalidad se identifican algunos elementos importantes, tanto desde el punto de vista de los
pensamientos numérico y variacional, como de los procesos de razonamiento y modelacion. Estas
conexiones permiten evidenciar lo que Lesh etal. (1988) ya han enunciado: el concepto de
proporcionalidad transversaliza el curriculo de matematicas al articular las relaciones
multiplicativas (correspondientes al pensamiento numeérico) con la variacion y el algebra (propios
del pensamiento variacional), en el marco de un desarrollo progresivo del razonamiento y la
modelacion.

En términos generales, el MEN (1998) entiende el razonar como “la accion de ordenar ideas
en la mente para llegar a una conclusién” (p. 54). No obstante, cuando se particulariza en el
razonamiento matematico, el MEN (2006) sugiere ampliar la nocién antes presentada con otros
aspectos como: la capacidad de reconocer regularidades, patrones y relaciones; la habilidad para
generar predicciones, explicarlas y justificarlas; proponer interpretaciones y respuestas posibles y
adoptarlas o rechazarlas con argumentos y razones.

No obstante, para propiciar el razonamiento matematico el MEN (1998) insiste en la
necesidad de que los maestros articulen este proceso de razonamiento a todas las actividades
desarrolladas en las clases de matematicas, independiente del concepto que se esté trabajando.
También, estos documentos sugieren que es importante que los maestros puedan motivar a sus
estudiantes a pensar mas que a memorizar, generando en sus aulas de clase ambientes criticos y de
discusion, que convoquen a los estudiantes a comprender y resolver situaciones matematicas a
través de la légica y los argumentos, a través de situaciones que estimulen la exploracién, la
generacion de hipo6tesis y la comprobacion de dichas conjeturas.

En este contexto, el desarrollo del razonamiento proporcional deberia comenzar desde los
primeros afos de escolaridad, no necesariamente aludiendo a estructuras algebraicas formales, pero
si promoviendo en los nifios la exploracion, la indagacion, el andlisis de las regularidades y
patrones en fendmenos naturales (MEN, 2006). Por ejemplo, en la rutina diaria de cada nifio, en la
observacién del crecimiento de una planta, en el seguimiento al lugar por donde sale el sol durante
un mes, entre otros.

Asi, con la mirada en el cambio, los maestros promueven en los estudiantes habilidades

para reconocer y analizar las situaciones desde la variacion, lo cual, a largo plazo puede favorecer
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acercamiento en la construccion e interpretacion de modelos matematicos y por qué no, “caminos
y acercamientos significativos para la comprension y uso de los conceptos y procedimientos de las
funciones y sus sistemas analiticos, para el aprendizaje con sentido del calculo numérico y
algebraico y, en la Educacién Media, del célculo diferencial” (MEN, 2006, p. 66).

Entre los conceptos, procedimientos y métodos que segin el MEN (1998) permiten el
desarrollo del pensamiento variacional se pueden reconocer: el estudio de los nimeros reales, las
magnitudes, la funcion como dependencia y los modelos de variacion multiplicativa, donde la
proporcionalidad cobra sentido. Aqui, la proporcionalidad aporta a la comprension de la variacién
con el estudio de las variables intensivas, ya que a través de los recursos linglisticos de los
estudiantes se hacen las primeras caracterizaciones y comparaciones de las relaciones entre las
cantidades. Estas primeras aproximaciones, seguidamente, ayudaran a los estudiantes a tener otras
comprensiones en el razonamiento proporcional.

Otros documentos de referencia nacional son los Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA)
publicados por el Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 2016). Estos documentos pretenden
orientar a las instituciones educativas sobre el conjunto minimo de saberes basicos y fundamentales
para cada grado, los cuales sirven de base y estructura en la consolidacion del curriculo y la
planeacion de las clases. Al indagar en estos documentos, se encuentra que en los ultimos grados
de primaria y en los primeros de secundaria algunos indicadores estan relacionados con el conjunto
de los numeros racionales, la razon, proporcion, proporcionalidad y el razonamiento proporcional.

Al respecto, estos indicadores aluden a una aproximacion a la proporcionalidad a través del
reconocimiento de la variacion, la conceptualizacion de la razon desde sus distintos usos y
contextos, el uso e interpretacion de diferentes formas de representacion (verbal, gréafica y tabular),
el reconocimiento de regularidades y de la dependencia entre cantidades. Todo lo anterior,
estudiado a partir de contextos matematicos y cotidianos, mostrando que los indicadores van mas
alla de los contenidos, posicionando el desarrollo del razonamiento proporcional a partir de una

aproximacion que articula lo aritmético, lo métrico y lo variacional.
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1.3 Razén, proporcion y proporcionalidad en pruebas estandarizadas

Como ya lo han sugerido algunos autores, internacionalmente, los conceptos de razoén,
proporcién y proporcionalidad tienen un papel importante en el curriculo de matematicas. Al
revisar los informes de reconocidas pruebas mundiales estandarizadas como, por ejemplo, Program
for International Student Assessment (en adelante PISA) y Trends in International Mathematics
and Science Study (en adelante TIMSS), se reconoce que los conceptos de razon, proporcion y
proporcionalidad son valorados dentro del grupo de conocimientos fundamentales que deben ser
evaluados en matematicas.

Por su parte, desde el afio 1995, la prueba TIMSS evalla competencias matematicas y
cientificas de estudiantes de tres niveles: un primer nivel dirigido a nifios de 9 afios, un segundo
nivel a estudiantes de 13 afios y finalmente a estudiantes del Gltimo grado de secundaria, estos
niveles académicos equivalen en Colombia a estudiantes de grados cuarto, séptimo/octavo y grado
once, respectivamente. Para TIMSS la evaluacion se organiza en torno a dos dimensiones: la
dimensidn de los contenidos que involucra nimeros, algebra, geometria, datos y probabilidades; y
la dimension cognitiva que hace relacion a los procesos de pensamiento, conformada por
conocimiento, aplicacion y razonamiento. En este contexto, la razon, proporcion y
proporcionalidad hacen parte de la dimensidén conocimiento, al ser una de las areas tematicas del

nacleo nimeros tanto para el primer y segundo nivel.

Figural
Pregunta de nivel intermedio TIMSS 2015 para estudiantes de 13 afios sobre razdn, proporcion y
proporcionalidad

Esta tabla presenta el numero de hojas de papel que hay en una pila de hojas y la altura de la pila.

Complete la tabla.
Numero de hojas de papel en la pila 100 150 200
Altura de la pila (mm) 8

Nota. Tomada de TIMSS 2015 International Results in Mathematics (TIMSS, 2015).
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Al revisar los resultados de TIMSS 2015, se puede resaltar, por ejemplo, la pregunta que
aparece en la Figura 1 presentada a los estudiantes del segundo nivel, en la cual se pedia encontrar
la altura de una pila de hojas teniendo en cuenta la cantidad de hojas. Si bien, a pesar de que esta
pregunta hace parte del nivel intermedio, los resultados evidencian que apenas un 53% de los
estudiantes del mundo, en promedio, la resuelven de manera apropiada. Y particularmente, para
los paises latinoamericanos que hicieron parte de TIMSS 2015, Chile y Argentina, solo un 38% y
35% de sus estudiantes respectivamente pudieron resolver correctamente la situacion. Estos
resultados, dejan ver que tematicas relativas a las razones, proporciones y proporcionalidad no son
tan sencillas para estudiantes de diferentes lugares del mundo.

Por su parte, el desempefio de los estudiantes colombianos en las pruebas TIMSS no ha sido
muy alentador. Especificamente en el afio 2007, que fue la Gltima vez que Colombia particip6 de
dichas pruebas, el porcentaje de estudiantes en niveles avanzados de matematicas apenas fue de
1% comparado con otros paises que alcanzaron hasta un 32% de sus estudiantes. Mientras que en
el nivel inferior registra un 41% de los estudiantes colombianos, un poco menos de la mitad de los
estudiantes evaluados. Estos resultados, evidencian el bajo nivel en las competencias matematica
de los estudiantes colombianos, ademas de la brecha tan amplia entre el curriculo y los aprendizajes
alcanzados por los estudiantes. Segun Obando (2015), el desempefio de los colombianos para
TIMSS 2007 en preguntas relacionadas con razones, proporciones y proporcionalidad es
significativamente bajo, considerado este tema como “el punto mas critico de los aspectos
evaluados” (p. 27).

Actualmente, trece afios después, los resultados de Colombia en pruebas internacionales
continan estando por debajo de la media mundial. Es el caso en las pruebas PISA 2018, en las
cuales un 36% de los estudiantes no alcanza el nivel 1, un 30% esta en el nivel 1, un 21% en el
nivel 2, un 10% en el nivel 3, solo un 3% en el nivel 4 y ningln estudiante en los niveles 5y 6. Es
importante aqui aclarar, que el rendimiento matematico en PISA se organiza en una escala por
niveles de acuerdo con la capacidad de los estudiantes para realizar tareas especificas, siendo el
nivel 6 el mas alto y el nivel 1 el mas bajo.

En relacion con estos niveles, PISA considera que cualquier estudiante al terminar su
educacion secundaria obligatoria minimamente deberian estar en el nivel 2. Sin embargo, como se

puede ver, por lo menos un 66% de los estudiantes colombianos no alcanzan ese minimo, estando
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en los niveles mas bajos considerados por la Organizacién para la Cooperacién y el Desarrollo
Econdmico (en adelante OCDE) como estudiantes en riesgo que solo pueden llevar a cabo tareas

obvias y por estimulo recibido.

Figura 2
Resultados de preguntas 4, 9y 10 de la Prueba de articulacion por proceso PENSAR 2019

e e R T

Utilizo |a notacidn dacimal para
expresar fracciones en diferentes Planteamiento y Racolv Bl tilizande |a fraccid
4 Matematicas cantaxtos y relaciono estas dos Reszolucidén de MNumérico - Variacional esolver pr:j emzs utifizanda 13 fracclon &n C B
notaciones con la de los Problemas rma de porcentajes.
porcentajes.

Interpreta las fracciones en
diferentes contextos: situaciones Comunicacidm,
9 Matematicas de medicidn, rzlaciones parte Representacian v
todao, cociente, razones ¥ Modelacidn
proporcionas.

MNumérico - Variacignal | Interpretar ejercicios de proporcionalidad directa A
utilizando razanes.

Resuelvo y formula problemas en
situaciones de proporcionalidad
directa, inversa y producto de
medidas.
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Problemas

10 Matematicas

Nota. Tomada de las publicaciones sobre resultados de la Prueba Pensar 2019 (Asesorias académicas Milton Ochoa,
2019).

En esta misma linea y a un nivel micro, se pueden analizar los resultados de una prueba
estandarizada realizada por una empresa externa y aplicada en una institucion educativa de caracter
privado, ubicada en la ciudad de Medellin.®> Como se puede ver en la Figura 2, los resultados
revelan que buena parte de las estudiantes responden de manera correcta a los problemas en los
cuales se debe aplicar la proporcionalidad directa a situaciones de porcentajes, escalas y semejanza.
Sin embargo, al utilizar e interpretar la fraccion en distintos contextos, en este caso como razon, se

evidencia una disminucion en el porcentaje de estudiantes que aprueban.

8 Institucion de carécter privado ubicada en Medellin. Esta institucion tiene estudiantes de género femenino, estratos
4,5y 6y ofrece formacién para niveles de preescolar, primaria y secundaria.



PROCEDIMIENTOS, INSTRUMENTOS Y CONCEPTOS RELATIVOS AL RAZONAMIENTO... 31

Figura 3
Pregunta 2 de la Prueba de articulacién por proceso PENSAR sobre proporcionalidad inversa

Para realizar una obra, un contratista tiene 24 empleados que trabajan todos al mismo ritmo,
ellos pueden hacer la obra completamente en 120 dias. La persona a la que le va a hacer la obra
le dice que se la deja si la puede realizar en 90 dias; el contratista decide_entonces recibir mas
empleados para poder entregar la obra en el tiempo requerido. El procedimiento correcto para
determinar cuantos empleados mas se deben contratar, donde x es el niimero total de empleado
necesarios, es:

A. 90x =120 = 24, entonces, X = 120  24/90 = 32, es decir, faltan 8 empleados.
B. 120x =90 = 24, entonces, X = 90 » 24 /120 = 18, es decir, faltan 18 empleados.
C. 24x =120 = 90, entonces, x = 120 x 9 /24 = 45, es decir, faltan 21 empleados.

D. 90x =120, entonces, x = 120 / 90 = 13, es decir, faltan 13 empleados.

Nota. Imagen tomada de Asesorias académicas Milton Ochoa (2019).

Por otro lado, se perciben resultados distintos cuando las situaciones presentadas implican
relaciones inversas entre las variables. En concreto, en la prueba se presenta la situacion de la
Figura 3 en esta se expone un problema rutinario en el cual se relacionan las variables cantidad de
trabajadores y tiempo requerido para terminar una obra. Esta relacion es de proporcionalidad
inversa, ya que, en primer lugar, se sefiala que todos los empleados trabajan al mismo ritmo vy,
ademas, se puede identificar la correlacion negativa entre las cantidades dado que, entre mas
trabajadores se puedan contratar, el tiempo para realizar la obra serd menor en la misma proporcion.
De acuerdo con esto, la solucién a la pregunta es la opcién A.

Sin embargo, como se puede ver en los resultados de la Figura 4, las respuestas de las
estudiantes estan divididas entre las opciones A y B. Para ser mas especificos, un 41% de las
estudiantes escogieron la opcién correcta A y un 41% de las estudiantes escogieron la opcién
incorrecta B. Esta tendencia no solo se verifica en la institucion, sino también en el municipio, el
departamento y la nacion donde el patrén se repite.

Si se analiza la opcion B se comprueba que corresponde a una solucion de la situacién como
si la relacion entre las cantidades fuera directa, es decir, que entre mas trabajadores se emplearan

mayor seria el tiempo invertido para realizar la obra en el mismo factor.
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Figura 4
Resultados por plantel, municipio, departamento y nacién de la pregunta 2 de la prueba Pensar
2019 sobre proporcionalidad inversa
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Nota. Fuente Asesorias académicas Milton Ochoa (2019).

Al igual que internacionalmente (Lesh et al., 1988; Vergnaud, 1988, 1991), estos resultados
reflejan la dificultad que tienen los estudiantes para reconocer, en una situacion de
proporcionalidad, si las relaciones multiplicativas entre las magnitudes son directas o inversas,
pues con frecuencia los estudiantes resuelven los “problemas de proporcionalidad inversa de la
misma manera como se resuelven los problemas de proporcionalidad directa” (Gonzélez et al.,
2003, p. 134).

Esto deja en evidencia lo reportado en la literatura especializada sobre el razonamiento
proporcional, la cual sugiere que ademas de aprender reglas y algoritmos, los estudiantes necesitan

desarrollar capacidades y criterios propios del razonamiento proporcional, los cuales les permitan
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“decidir si un problema se resuelve aplicando proporcion directa, proporcion inversa, razonamiento
aditivo o cualquier otra relacion numérica” (Modestou & Gagatsis, 2009, p. 27).

Asi, estos resultados permiten sugerir que las estudiantes pueden utilizar los algoritmos de
la multiplicacion cruzada y la regla de tres, sin embargo, tal parece que no siempre estan seguras
de cuando utilizarlos, evidenciando dificultades sobre el concepto de proporcionalidad y el
razonamiento proporcional. Esto quiza, como lo sugiere Ledesma (2004) responde a la primacia
de précticas mecanicas y operativas que siguen teniendo un papel privilegiado en el aula de clase,
dejando a los estudiantes con significados limitados sobre los conceptos estudiados y “con un
sinnimero de preguntas en un registro algebraico lejano de la significatividad que requiere el tema
de la proporcionalidad inversa” (p. 336).

A partir de lo anterior, y manera de hipotesis, se puede plantear que existe la necesidad de
indagar sobre las formas como los estudiantes se enfrentan a situaciones en las que la variacion no
es directamente proporcional, en particular, en donde la covariacion es inversamente proporcional,
con el fin de ampliar la comprension sobre los conceptos, los instrumentos y los procedimientos
que dan forma a su razonamiento proporcional, en particular, aquellos que configuran la

comprension de las covariaciones inversamente proporcionales.

1.4 El razonamiento proporcional, mas alla de la regla de tres

Las tres secciones previas resaltan tanto en términos investigativos como curriculares y
educativos, dos discusiones. Por un lado, no cabe duda de la importancia del razonamiento
proporcional en los curriculos escolares de mateméticas de todo el mundo, dado su papel
transversal y transitorio en todos los niveles de escolaridad y entre los componentes aritméticos y
algebraicos, asi, como sus vinculos e influencias sobre conceptos y situaciones de otras areas del
conocimiento (Mochon, 2012; Obando, 2015; Posada & Obando, 2006; Silvestre & Ponte, 2011).

Pero de otro lado, la literatura nacional e internacional continta recalcando la desafortunada
planeacion de la ensefianza del razonamiento proporcional tanto en las practicas educativas
escolares como en los libros de texto que las orientan (Reyes et al., 2014; Rivas et al., 2012;
Sanchez et al., 2012; Sanchez, 2013). Tanto en las practicas educativas, como en los libros de texto

prevalece un enfoque algoritmico y memoristico donde el razonamiento proporcional es
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reemplazado rapidamente por el estudio de la proporcionalidad a través de la regla de tres, la
multiplicacién cruzada y las frases nemotécnicas como: ‘cuando una magnitud aumenta, la otra
también’ y ‘cuando una magnitud aumenta, la otra disminuye’, las cuales se consolidan como
criterios para hacer la eleccion de la regla de tres entre directa o inversa.

Esta orientacion didactica tradicional en muchos casos permite que los estudiantes
respondan correcta y agilmente las tareas de cuarta proporcional. Sin embargo, al no considerar el
estudio de los procesos de covariacion entre las magnitudes, el analisis de regularidades entre las
cantidades y la conceptualizacion de la razon y la linealidad deja a los estudiantes desprovistos de
herramientas para comprender y explicar los significados que estan detrds de sus procedimientos
y, por lo tanto, no se dan las condiciones para que se desarrolle el razonamiento proporcional
(Mohr, 2008).

De igual manera, este enfoque de ensefianza hace persistente el obstaculo didactico de la
generalizacion de la linealidad, llevando a los estudiantes a resolver situaciones que no son de
proporcionalidad como si lo fueran, ya que al no tener los conceptos y comprensiones necesarias
para discutir, discriminar y evaluar la naturaleza de las correlaciones entre las cantidades, su criterio
se basa unicamente en analizar la covariacion cualitativa entre las misma, criterio que es necesario
pero no suficiente, principalmente cuando las tareas propuestas no tienen la estructura de cuarta
proporcional o cuando las relaciones que se dan entre las magnitudes no son proporcionales.

Adicionalmente, como ya se ha mencionado el MEN (1998, 2006, 2016), tanto en sus
lineamientos como en sus documentos mas recientes, los DBA, propone que en Colombia la
Educacion Matematica garantice el desarrollo de pensamientos y procesos. Particularmente, en
relacion con el razonamiento proporcional se propone una aproximacion a la proporcionalidad vista
como un concepto estructurante que al estudiar “los procesos de variacion y cambio, permite
conceptualizar aspectos relativos a lo numérico y a lo variacional” (Posada & Obando, 2006, p.
77), de manera que, se pueden promover procesos del componente aritmético, asi como dar paso
al concepto de funcion. No obstante, una vision de la ensefianza tradicional solo provee una mirada
de la proporcionalidad en lo aritmético enfocada en la aplicacion y solucion de algoritmos y
operaciones.

Como lo destacan distintos autores (Castarieda et al., 2016; Gairin & Oller, 2011; Obando,

2015), estas y otras dificultades contintan influyendo en los aprendizajes de los estudiantes, lo cual
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se ve reflejado en el bajo desempefio de estudiantes de todo el mundo en preguntas relacionadas
con razonamiento proporcional, razon, proporcion y proporcionalidad que aparecen en pruebas
internacionales como TIMMS y PISA.

No obstante, a pesar de la fuerte influencia de la concepcion algoritmica que privilegia lo
numérico en la ensefianza de la proporcionalidad, comienzan a reconocerse otras miradas tanto en
los referentes institucionales nacionales como en la literatura que apuntan a una integracion de lo
aritmético y lo variacional para abordar la proporcionalidad (Fernandez & Llinares, 2012; MEN,
2006, 2016; Obando, 2015; Posada & Obando, 2006; Sanchez, 2013; Silvestre & Ponte, 2011). Al
respecto, estas investigaciones resaltan el cambio de mirada en el estudio de la proporcionalidad,
a partir del andlisis de las relaciones entre las cantidades, del estudio de los procesos
covariacionales entre ellas (lineales y no lineales) y del reconocimiento de los invariantes
operativos. Ademas, del reconocimiento de otras practicas que permiten el analisis de la
covariacion entre cantidades de distinta familia.

Sin embargo, estas investigaciones se han concentrado principalmente en el estudio de la
proporcionalidad directa y las funciones de la razon en ella, dejando apenas esbozos de los procesos
de covariacion y de los invariantes detras de la proporcionalidad inversa, los cuales aluden a una
posible integracion de la proporcionalidad directa e inversa desde la perspectiva de los invariantes
y prometen un campo de investigacion fructifero que puede explorarse en mayor amplitud. Por
€s0, pensar en otras situaciones que se aborden no solo desde una mirada aritmética sino en
integracién con la variacion podria generar en los estudiantes otras representaciones,
procedimientos y conceptualizaciones en clave del cambio, el reconocimiento de las variables, los
procesos de covariacién y los patrones o invariantes multiplicativos.

Con este panorama esta investigacion pretende responder a la pregunta:

¢Como son los instrumentos, procedimientos y conceptos relativos al razonamiento
proporcional que movilizan algunas estudiantes de grado séptimo al abordar situaciones de

proporcionalidad inversa?
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2. Objetivos
2.1 Objetivo general
Para lograr dar respuesta a la pregunta de investigacion, se plantea como objetivo caracterizar

los instrumentos, los procedimientos y los conceptos relativos al razonamiento proporcional que

movilizan algunas estudiantes de grado séptimo al abordar situaciones de proporcionalidad inversa.
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3. Marco tedrico

Este capitulo presenta los objetos tedricos que permitieron caracterizar los procedimientos,
instrumentos y conceptos de razonamiento proporcional que movilizaron las estudiantes al
enfrentarse a tareas de proporcionalidad inversa. En las primeras secciones se abordan la razon,
proporcion y proporcionalidad directa e inversa retomando los planteamientos de Obando (2015),
Obando et al. (2014) y Posada y Obando (2006). En la siguiente seccion se exponen nociones
relacionadas con el razonamiento proporcional de acuerdo con lo que plantean Modestou y
Gagatsis (2009, 2010) y finalmente, en la Gltima seccion se retoman algunos planteamientos de
Obando (2015) y Godino et al. (2002) sobre la teoria de la actividad y la propuesta de configuracion

epistémica.

3.1 Sobre la razon y la proporcion

Un par de conceptos afines al razonamiento proporcional son la razén y la proporcion. Estos
no solo tienen influencia en la solucion de problemas de proporcionalidad sino también en la
fundamentacion conceptual de esta forma de razonamiento al permitir el desarrollo de procesos de
comparacion y covariacion respectivamente (Modestou & Gagatsis, 2010).

Obando (2015) realiza un recorrido histérico sobre algunas culturas y costumbres antiguas,
en el cual rastrea como el concepto de razdn emerge alrededor del intercambio de bienes y
servicios, el cobro de impuestos, el cultivo y la navegacion. Esta diversidad de actividades
cotidianas a través de las cuales emerge un concepto de razon produce una multiplicidad de
significados y usos para este concepto.

Esta multiplicidad antes mencionada, ha producido también a nivel tedrico e investigativo
diferentes sentidos y aproximaciones conceptuales a la razon, proporcion, proporcionalidad y los
numeros racionales. Y, aunque estas apuestas no son contradictorias, dicha diversidad ha
dificultado la consolidacién de un consenso que es necesario en el marco de la educacion
matematica. Por esta razon, en esta investigacion se abordan las nociones de razén y proporcion a

través Obando et al. (2013) dado que con su vision proponen dar orden a la variedad de
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interpretaciones poniendo en el centro los invariantes que dan sentido a la covariacion entre las
cantidades.

En primer lugar, para hablar de razon hay que ahondar sobre la nocién de cantidad,
fundamental no solo en este campo del razonamiento proporcional sino en general para las
matematicas. De acuerdo con Obando et al. (2013), una cantidad es una atribucion que se puede
realizar sobre un fenGmeno, objeto, evento o una sucesion de estos, lo que permite un ordenamiento
en diferentes estados (de ese objeto, evento o fendmeno). Es decir que, siempre que un atributo
cumpla la relacion de orden se puede llamar cantidad y, por ende, si bajo una misma atribucion de
cantidad se identifican dos estados posibles de un mismo objeto, ambos estados deben ser
susceptibles de comparar cuantitativamente, permitiendo establecer cuando una cantidad es
equivalente a otra, o cuando una cantidad es mayor o menor que otra.

Esto significa que en el marco de una atribucion de cantidad se debe definir una relacion de
equivalencia que permita establecer cuando dos estados son equivalentes uno al otro, y, por ende,
cuando uno difiere del otro. Asi, al tener una relacion de equivalencia, entonces las manifestaciones
posibles de un objeto, evento o fendmeno bajo una determinada atribucion de cantidad debe
permitir la definicion de clases de equivalencia. Por ejemplo, “cuando la atribucion de cantidad
refiere a una longitud, las clases de equivalencias formadas se pueden llamar cantidades de
longitud” (Obando et al., 2013, p. 980). Asi, las clases de equivalencia y las relaciones de orden
dan lugar a los sistemas de cantidades, concepto englobante que permite definir la razon.

Por lo tanto, para hablar de una atribucién de cantidad desde esta postura, es suficiente con
que el fendmeno permita establecer una relacion de orden y no es necesaria la medicion, ni la
definicién de la operacién aditiva. Estas nociones permiten conceptualizar la razon sin necesidad
de hacer distinciones entre nUmero o magnitud, evitando asi la diferenciacion sobre magnitud en
las matematicas y en la fisica.

También, dado que es posible establecer relaciones de orden entre cantidades entonces, es
posible compararlas. Y en este punto es importante mencionar, en particular, dos tipos de
comparaciones. Por un lado, es posible comparar cantidades a través de la diferencia entre estas, lo
gue permite concluir cuando una cantidad es igual a otra, cuando una de las cantidades es mayor o
menor que la otra y por cuanto. En este caso, aludimos a relaciones de naturaleza aditiva o a la

razon aritmética. Por otro lado, cuando las cantidades son comparadas a través del cociente entre
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ellas se puede expresar cuantas veces esta contenida una de las cantidades en la otra y se habla de
una relacion de naturaleza multiplicativa o razon geométrica.

Sin embargo, aunque existen las dos acepciones de razon antes mencionadas, en la
modernidad cuando en el lenguaje matematico se hace referencia a la razdn se alude principalmente
a la comparacioén multiplicativa. En este sentido, para esta investigacion el concepto de razon entre
dos cantidades sera entendido como una nueva cantidad que surge de la comparacion por cociente
entre dos cantidades, la cual expresa la cuantificacion de la relacion entre dichas cantidades. De
acuerdo con Obando et al. (2013) cuando se comparan dos cantidades x e y a través del cociente,
se pueden definir dos razones: la razén de x a y o la razon de y a x. Este par de razones son

reciprocas entre si, y al encontrar una de ellas es posible hallar la otra, dado que, si la razon de x a

. P 1 - 1
y es igual a p entonces, la razon de y a x se puede encontrar como p~* 6 >

La razon se puede interpretar de dos maneras de acuerdo con la naturaleza de las cantidades
que se comparan. Por un lado, cuando las cantidades son homogéneas, la razén se comprende como
la cuantificacion de una de las cantidades en relacion con la otra y, por otro lado, cuando las
cantidades que se comparan son heterogéneas, la razon se puede entender como la relativizacién o
normalizacion de una de las cantidades por cada unidad de la otra.

Para entender la razon entre cantidades homogeneas se presenta el ejemplo de la
comparacion entre las edades de una madre y su hija, dado que ambas cantidades pertenecen al

mismo sistema de cantidad: edad de vida. Si se sabe que la madre tiene 30 afios y su hija tiene 6

~ ) .. 30 ai f
afos, la razon entre la edad de la madre y su hija representada como 6;1“0055 es igual a 5, lo cual

permite interpretar que la edad de la madre es el quintuple de la edad de la hija. Y, como la
comparacion por cociente también permite definir la razon inversa, asimismo se puede concluir
que la edad de la hija es la quinta parte de la edad de la madre.

Por otra parte, cuando las cantidades son heterogéneas es posible analizar un ejemplo de

compra. Sea el caso, cuando se compran 30 cuadernos por un total de $105.500 en una papeleria,

105.500 pesos

al comparar estas cantidades por cociente asi
30 cuadernos

, e puede concluir que la razon es igual

a 3500 pesos/cuaderno. Este valor de la razén permite interpretar que por cada cuaderno se paga

un valor de $3.500 pesos.
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Dadas las dos interpretaciones de la razon de acuerdo con la naturaleza de las cantidades
involucradas es posible describir dos funciones para la razén: como relator y como correlator. Por
un lado, cuando las dos cantidades son de la misma familia, la razdn actia como relator y produce
una cantidad intensiva adimensional, la cual se interpreta como cuéantas veces esta contenida una
cantidad en la otra. “Por ejemplo, entre dos cantidades x e y en donde x es el doble de y, 2 objetiva
la razon entre dichas cantidades y la expresion “es el doble de” la relacion entre ellas” (Obando et
al., 2013, p. 982).

Por otro lado, cuando las cantidades comparadas son de distinta familia entonces la razon
se representa como una cantidad intensiva dimensional, la cual cumple la funcién de correlator
expresando la medida relativa de una de las cantidades tomando la otra como unidad. Por ejemplo,
cuando se indica que un automovil realiz6 un recorrido a una velocidad constante de 60km/h, esto
se refiere a que, por cada hora transcurrida el carro recorrié 60 km.

Ademas, de acuerdo con su funcion, la razon también puede categorizarse como operador
o como transformador. Por un lado, cuando se tienen una cantidad y la razén entre esta cantidad
dada y otra desconocida, “entonces la razon se aplica como operador sobre la cantidad conocida
para calcular la cantidad desconocida” (Obando et al., 2013, p. 982). Asi, si la cantidad dada y la
cantidad desconocida son homogéneas entonces la razén hace el papel de un operador escalar que
expresa el factor ya sea de ampliacion o reduccién, es decir, que aplicado sobre alguna de las
cantidades produce la otra.

Por otro lado, cuando la razén dada es un correlator y la cantidad inicial y la final son
heterogéneas, entonces la razon tiene la funcion de transformador y al aplicarlo “sobre una de las
cantidades, la transforma en la otra con la que se correlaciona” (Obando et al., 2013, p. 982). En
este caso, al aplicar la razon sobre una de las cantidades conocidas perteneciente a un sistema de

cantidad la transforma en la cantidad correspondiente del otro sistema de cantidad relacionado.
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Figura 5
Ejemplo de razén como operador

Ancho =8 cm

Rectangulo A

Para entender la funcion de la razén como operador piense el siguiente ejemplo, se tiene un
rectangulo como se muestra en la Figura 5, del cual se sabe que la medida del largo es el triple de
la medida del ancho y que el ancho mide 8 cm. Con esta informacion, se quiere encontrar la medida
del largo. En este sentido, como la medida del largo es el triple de la medida del ancho, esto
significa que el largo mide 3 veces lo que mida el ancho, es decir, que la razén es 3y, por lo tanto,
para encontrar dicha medida y utilizando la razon como operador, se multiplica la medida del ancho
del rectangulo por la razon, esto es, 8 cm por 3 que da como resultado 24 cm, luego el largo mide
24 cm.

Por su parte, para comprender la funciéon de la razon como transformador se retoma el
ejemplo del vehiculo antes mencionado, suponga que la velocidad constante del viaje fue de 60
km/ h y que, ademas, se sabe que el recorrido fue de 3 horas. En este caso, la cantidad inicial es el
tiempo de recorrido y la razon es la velocidad, informacion que permite concluir que por cada hora
el vehiculo recorrio 60 km, entonces el recorrido final es equivalente a multiplicar 60 km/h por 3h
lo que permite conocer que el carro recorrié 180 km. Aqui, la razon 60 km/h se aplica sobre 3h'y
la transforma en 180 km.

Sobre la proporcidn, serd entendida como la equivalencia entre dos razones, lo que significa
que dos razones que formen una proporcion deben tener igual medida relativa o normalizacion.
Polya (1954) sugeria que la proporcidn es un caso especial de analogia, dado que las proporciones
al igual que las analogias exigen analizar “las relaciones entre las relaciones centrandose en el
hallazgo del patron estructural entre los términos” (Modestou & Gagatsis, 2010, p. 40). En la

Figura 6 que aparece a continuacion se presenta una sintesis de este apartado.
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definida por

Figura 6
Mapa resumen del apartado 3.1 Sobre la razdn y la proporcion
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Nota. Este mapa conceptual sintetiza este apartado.

3.2 Sobre la proporcionalidad directa e inversa

A partir de la formulacion de Obando et al. (2014), la proporcionalidad sera entendida como

“una forma de poner en correspondencia biunivoca dos

familias de cantidades a partir de la

identificacion de una propiedad invariante a todas las parejas de cantidades correspondientes” (p.

986). Es por lo que, desde esta vision, se resaltara tanto en
inversa aquella propiedad invariante que se conserva entre

relacionadas.

la proporcionalidad directa como en la

las cantidades o familias de cantidades
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La proporcionalidad directa e inversa estan incluidas dentro de un tipo correlacion en el
cual las variables se corresponden de manera lineal. Por un lado, en la proporcionalidad directa,
dos variables se relacionan a traves de una correlacion positiva lineal describiendo un modelo
funcional de linea recta de la forma y = mx, donde m es un nimero real. Esta expresion significa,
que “variaciones en un cierto factor en una de las variables, generan en la otra variable variaciones
en el mismo sentido, y en el mismo factor” (Posada & Obando, 2006, p. 106) y, ademas, que para
una pareja de cantidades de cada variable que se corresponden, el cociente o razén siempre sera
igual am, la cual hace el papel del factor o constante de proporcionalidad entre los dos sistemas de
cantidades correlacionados.

Por otro lado, en la proporcionalidad inversa una variable se relaciona con dos variables y
lo hace con cada una de manera lineal produciendo una correlacion bilineal de la forma z(x,y) =
kxy, donde k es un namero real y hace las veces de constante de proporcionalidad. En estos
modelos funcionales, la variacion de z esta descrita en términos de la variacion simultanea de x e

y, de manera que, la variable z es

directamente proporcional con cada una de las magnitudes x o y, cuando una de ellas es
considerada como constante. Pero cuando las dos magnitudes varian libremente, entonces
la magnitud z es directamente proporcional al producto de los valores de ambas variables.
(Posada & Obando, 2006, p. 114)

Como z es directamente proporcional al producto de las variables x e y, entonces cuando
z se fija como constante, las variables x e y deben variar inversamente proporcional, es decir, que
cuando una de las cantidades varia la otra cantidad debe variar de tal forma que se conserve el
producto entre ellas. Esto por lo que, en la proporcionalidad inversa, la propiedad invariante es el
producto entre las dos cantidades de cada sistema de cantidades, y asi, el cambio en una de variables

en un cierto factor produce en la otra variable un cambio en el factor inverso.
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Figura 7
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3.3 Razonamiento proporcional

En sus investigaciones sobre el pensamiento logico, Inhelder y Piaget (1958) fueron
pioneros en resaltar el papel del razonamiento proporcional en la constitucion de las operaciones
formales en el sujeto, al promover el desarrollo de habilidades relacionadas con la variacion
simultanea entre clases y la constitucion de algunas transformaciones como la identidad, la
negacion, la reciprocidad y la correlacion.

Para estos autores, el razonamiento proporcional empieza a desarrollarse, en primer lugar,
de manera cualitativa y légica cuando los sujetos a través de sus recursos linguisticos manifiestan
relaciones de coordinacidn, compensacion y conservacion entre los objetos y las cantidades. Ese
primer acercamiento permite que, en segundo lugar, los sujetos puedan prepararse para procesos
cuantitativos, en los cuales se espera alcancen las capacidades de correlacion entre cantidades al
reconocer patrones de variacion que vinculen dichas cantidades.

Con este desarrollo de procesos y transitos de estadios, Piaget sustenta que el desarrollo del
razonamiento proporcional depende tanto de un componente l6gico como de otro matematico.
Pues, por un lado, con el componente légico el sujeto desarrolla capacidades para descubrir
relaciones entre relaciones y, por otro lado, con el componente matematico, comprueba
cuantitativamente las relaciones de compensacion entre las razones que forman una proporcién.

Por su parte, como ya se ha mencionado, Lesh et al. (1988) y Modestou y Gagatsis (2010)
coinciden en que el razonamiento proporcional no se deberia determinar Gnicamente por la
capacidad de un sujeto para resolver correctamente problemas de cuarta proporcional. Si bien este
aspecto, hace parte del desarrollo del razonamiento proporcional, algunas veces la solucion de estos
problemas se presta a recursos algoritmicos que acentdan la automatizacion de una regla.

Lo que si es esencial para Lesh et al. (1988) en relacion con el razonamiento proporcional,

es que un sujeto pueda reconocer una similitud estructural en los dos lados de una ecuacion de la
A c . e , P . . .y .
forma == identificando alli un patron de relaciones u operaciones multiplicativas, de manera

que al realizar transformaciones en las cantidades se mantenga una invarianza, es decir, las
relaciones multiplicativas entre las cantidades se conserven proporcionales entre ellas.
Mientras que, Modestou y Gagatsis (2010) como ya se ha comentado, proponen que el

razonamiento proporcional se da a partir de una triada en la que se integran y se desarrollan: la
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capacidad de razonar analégicamente, la presencia de una conciencia de la linealidad y la habilidad
para resolver problemas de cuarta proporcional tal como se muestra en la Figura 8. Asi, de manera
indirecta, los autores sugieren que el razonamiento proporcional “no es un proceso de un
componente, sino que abarca espectros mas amplios y complejos de habilidades cognitivas”
(Modestou & Gagatsis, 2010, p. 38).

Figura 8
Modelo de Razonamiento proporcional propuesto por Modestou y Gagatsis

Proportional Reasoning

g U U
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Reasoning g Awareness
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verbal numerical proportional and non- proportional
analogies analogies tasks proportional tasks
statements

Nota. Fuente Modestou y Gagatsis (2010, p. 39).

Asi, como ya se ha mencionado, esta investigacion comprendera el razonamiento
proporcional como una forma de razonamiento matematico que involucra: el sentido de covariacion
entre cantidades, la capacidad para reconocer patrones estructurales e invariantes operativos entre
relaciones de segundo orden (relaciones entre relaciones) y la habilidad para identificar el
comportamiento lineal y no lineal entre las cantidades relacionadas en una situacion.

Respecto al sentido de covariacion, se espera que un estudiante pueda reconocer los
sistemas de cantidades que estan involucrados en la situacion y al fijar la atencién en la manera
coémo estas cantidades cambian, identifique las relaciones que entre ellas se dan. En particular, al
hablar de covariacion se hace referencia a la capacidad para identificar en la relacién entre dos

cantidades, que el cambio en una de las cantidades produce una variacion en la otra cantidad y, por
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tanto, los procesos de covariacion encontrados pueden expresarse incluso de manera cualitativa o
pre numérica. Cuando la covariacion se logra expresar a través de un modelo funcional, entonces
se habla de cantidades correlacionadas (Posada & Obando, 2006).

Asi, el sentido de covariacion que describa el razonamiento proporcional debe considerar
los efectos de la covariacion simultdnea de dos o mas sistemas de cantidades a partir de la
identificacion de un invariante multiplicativo. Esto, a diferencia de los procesos de variacion
aditivos, en los cuales hay un solo sistema de cantidad (o solo se considera uno de los sistemas de
cantidades involucrados) y se analizan los cambios secuenciales en dicho sistema de cantidad
independientemente de otros sistemas de cantidades (si existen).

Como se deja ver en los parrafos anteriores, un analisis de la variacion que implique
razonamiento proporcional esta estrechamente ligado con el segundo aspecto: la capacidad para
reconocer patrones estructurales o invariantes operativos en relaciones de segundo orden, es decir,
relaciones entre relaciones. Para Modestou y Gagatsis (2010) esta habilidad para identificar
regularidades, emplear patrones y manipular analogias tanto visuales, verbales como aritméticas
no es otra cosa que el razonamiento analdgico.

Este vinculo entre razonamiento proporcional y anal6gico tiene sentido, pues como aludia
Polya (1954) toda proporcion es un caso especial de analogia, dado que en una analogia al igual
gue en una proporcion se comparan varios elementos a partir de una semejanza o caracteristica en
comun. En el caso de la proporcidn, la razén cumple el papel de patrén estructural o semejanza en
comun, la cual permite analizar las relaciones que se dan entre las cantidades comparadas.

De manera que encontrar el patrén estructural sera equivalente a descubrir un invariante
que permite percibir el cambio entre cualquier par de sistemas de cantidades relacionados. En el
caso de la proporcionalidad directa, la razén entre dos valores correspondientes de los sistemas de
cantidades relacionados hace el papel de patrén estructural o constante de proporcionalidad. Esta
razon permite comprender la coordinacion simultanea entre los dos sistemas de cantidades
relacionados pues, por un lado, soporta que cuando se produzca una variacion en una de las
cantidades en la otra cantidad correspondiente también ocurra una variacion en el mismo sentido
y, ademas, expresa la manera como se coordina dicho cambio, es decir, conserva la misma
proporcidn de cambio. Véase la siguiente situacion hipotética de proporcionalidad directa tomada
de un libro de texto hipertexto para ejemplificar lo que se acaba de enunciar.
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Un tanque que tiene una profundidad de 2,5 m contiene 85.000 litros de agua cuando esta
completamente lleno. Con esta informacidon, encontrar la cantidad de agua que contiene el tanque
cuando el nivel del agua baja 1,5 m (Chizner et al., 2010).

En esta situacion, los sistemas de cantidades que se relacionan son el nivel de agua del
estanque y la cantidad de agua. La razén que vincula cualquier par de valores correspondientes de

ambos sistemas de cantidades se encuentra comparando las cantidades correspondientes:

Cantidad de agua  85.0001 34.000!
Nivel del agua - 25m 1m

La cantidad encontrada 34.0001/1m, significa que por cada metro de altura de ese estanque
hay 34.000 litros de agua. Esta razén permite saber que cada vez que la altura del estanque aumente
o disminuya en 1m entonces el contenido de agua del estanque debe aumentar o disminuir,
respectivamente, 34.000 litros, es decir, que la razon fija una relacion que coordina la covariacion
entre las cantidades en la situacion.

En el caso de la proporcionalidad inversa, lo que se mantiene invariante es el producto entre
todas las parejas de cantidades correspondientes de los dos sistemas de cantidades relacionados.
De manera que, los efectos en uno de los sistemas de cantidades en un cierto factor deben producir
efectos en el otro sistema de cantidades, en el factor inverso, asi la multiplicacion entre ambos se
mantiene constante. VVéase la siguiente situacion hipotética de proporcionalidad inversa tomada de
un libro de texto hipertexto para ejemplificar lo que se enuncia.

“Un vehiculo gasta 6 horas para viajar de un lugar a otro a una velocidad de 40 km/h.
¢Cuanto tiempo gasta el mismo vehiculo para hacer el mismo recorrido viajando a una velocidad
de 70 km/h?” (Chizner et al., 2010)

En esta situacion, al ser de proporcionalidad inversa, lo que se mantiene invariante es el

producto entre los valores correspondientes al tiempo y la velocidad asi:

km
tiempo. velocidad = (6 h). (40 T) = 240 km

Lo que se encuentra al multiplicar las dos cantidades de distinto sistemas de cantidades, es
una tercera cantidad, la distancia recorrida por el vehiculo entre las dos ciudades, cantidad que no
se sugiere o pide encontrar en el enunciado. Esto significa, que por mas tiempo que se toma el carro

0 mas rapido o lento que viaje el carro, la distancia que debe recorrer siempre sera la misma, es
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decir, 240 km. Asi, teniendo cualquier velocidad siempre sera posible saber cuanto tiempo se
demoray viceversa, dado que ese invariante coordina el proceso de variacion entre los dos sistemas
de cantidades relacionados. En suma, en situaciones de proporcionalidad inversa, como se expreso
antes, existe una cantidad (constante), que es el producto de otras dos cantidades (variables), y esta
tercera cantidad, la mayoria de las veces est4 implicita en la situacion.

Tambien existen otros tipos de relaciones entre cantidades que varian de tal manera que al
aumentar una de las variables produce aumentos en la otra variable, pero no necesariamente son
lineales 0 que, al aumentar una de las variables la otra disminuye y no por eso son relaciones
bilineales. Esto deja ver, que el invariante caracteriza la covariacion entre las cantidades y, ademas,
que existen otro tipo de relaciones entre cantidades como por ejemplo variaciones exponenciales,
logaritmicas, cuadraticas, entre otras. Es por esto, que el ultimo aspecto relacionado con el
desarrollo del razonamiento proporcional en un sujeto tiene que ver con la capacidad para
identificar los procesos de covariacion entre las cantidades y analizarlos a través del invariante
multiplicativo que gobierna dicha covariacion.

Un elemento fundamental de este aspecto es la facultad para analizar y valorar las
situaciones antes de resolverlas, teniendo en cuenta las cantidades involucradas, los tipos de
patrones que se forman y las relaciones entre las cantidades, las cuales no siempre son de
covariacion lineal o bilineal.

Este Gltimo aspecto se ve influenciado por un factor experiencial, el cual permite a cada
individuo hacer una interpretacion de las situaciones de acuerdo con lo vivido, este le da los
elementos a una persona para pensar un problema, comprender cuales son las variables, cdmo es
que estas se comportan en su cotidianidad, si tiene o no sentido los valores que toman, entre otros.
Sobre esto Obando (2015) se refiere a una especie de ley social que caracteriza los fendmenos.

Estos aspectos dejan ver que el razonamiento proporcional en los sujetos se desarrolla de
manera gradual y progresiva, partiendo del analisis de variacion cualitativa y sobre la adicion, hasta
formas de razonamiento proporcional. Por eso, se tomaran en cuenta las etapas propuestas por Lesh
et al. (1988) y Koellner-Clark y Lesh (2003), las cuales recogen los tres aspectos mencionados
anteriormente y esbozan el trasegar de las capacidades de los estudiantes en relacion con el

razonamiento proporcional, a saber:
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Etapa 1: Al abordar una situacion, el estudiante puede identificar datos e informacion
notable de la misma, sin embargo, analiza de manera aislada las cantidades que intervienen en el
problema.

Etapa 2: Al analizar los cambios entre las cantidades, el estudiante reconoce una covariacion
entre las variables, no obstante, solamente de manera cualitativa utilizando frases o expresiones
verbales. En esta fase se consideraran la percepcion no numérica cuando los estudiantes utilizan
expresiones generales para cuantificar las relaciones como, por ejemplo: mucho, poco, varios,
etcétera y la percepcion cuantitativa pre numérica cuando las expresiones utilizadas por los
estudiantes ademas de cuantificar comparan y establece relaciones entre las cantidades (Obando,
2015).

Etapa 3: Luego de fijar la atencion en la covariacion, el estudiante intenta encontrar patrones
estructurales que vinculen las dos variables, pero desde una perspectiva aditiva al preguntarse por
los incrementos o disminuciones y las relaciones parte todo.

Etapa 4: En esta etapa, el estudiante reconoce patrones estructurales que permiten describir
la correlacion de las cantidades en la coordinacion de regularidades multiplicativas crecientes y
decrecientes en términos de un factor o escalar, por ejemplo, el doble, el triple, una sexta parte, etc,
estas expresiones se nombraran como percepciones numéricas ya que los estudiantes describen la
covariacion a través de una expresion o frase numérica (Obando, 2015).

A esta estrategia de andlisis de la covariacion de las cantidades, Obando (2015) la nombra
razonamientos anal6gicos, en donde al encontrar la relacion entre dos o més cantidades en uno de
los sistemas de cantidades, esta relacion se trasladada de forma analoga a las cantidades
correspondientes en el otro sistema de cantidades.

Etapa 5: Ante una situacion de variacion, un estudiante puede comprender la coordinacion
de las cantidades que se relacionan en funcién de una constante de proporcionalidad la cual
relaciona cualquier par de valores pertenecientes a los dos sistemas de cantidades relacionados. A
este tipo de procedimiento, Obando (2015) lo nombra razonamientos analiticos, en estos se
identifica una relacion ya no entre cantidades del mismo sistema de cantidad, sino las parejas de
distintos sistemas de cantidades, que no es mas que la razon para la proporcionalidad directa y el

producto para la proporcionalidad inversa. Este autor, llama a estos razonamientos como analiticos,
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dado que se basan en la relacién funcional entre las cantidades conjuntas de dos sistemas de

cantidades.

3.4 Sobre los procedimientos, instrumentos y conceptos

En cuanto a los procedimientos, instrumentos y conceptos se retomaron algunos
planteamientos de Obando (2015) y Godino et al. (2002) sobre la teoria de la actividad y la
propuesta de configuracion epistémica a través de las cuales se puede entender la formacion del
conocimiento matematico en los contextos escolares. A continuacion, se presentan algunos
elementos que hacen parte del entramado tedrico y permiten entender la funcién de los

procedimientos, instrumentos y conceptos en la practica matematica de un estudiante.

3.4.1 Sistema de préctica

Para Lave y Packer (2011) la cultura no puede ser entendida solamente como el cimulo de
objetos con valor ancestral que conservan las tradiciones de una sociedad, pues, aunque para
entender su complejidad se debe considerar este aspecto tradicional, también es importante abarcar
las relaciones y transformacion que se dan entre los sujetos. En parte, estas relaciones son evidentes
desde que las personas nacen, ya que cuando el individuo esta inmerso en actividades culturalmente
organizadas, la sociedad lo dota de unas herramientas propias de la cultura: simbolos, significados,
tensiones y el lenguaje mismo que describe, que comunica, que invita, que recibe y que transforma.

Asi, la experiencia y la red estructural cognitiva no es solo una construccion producto de la
accion mental de cada individuo, esta también se constituye como el resultado de las interacciones
que este individuo tiene con los otros y con el medio externo a él. De manera que, la actividad
humana es posible por la coexistencia de lo individual y lo social.

Un individuo al estar inmerso en una sociedad comparte con el resto de los individuos unos
valores, acuerdos y condiciones que dirigen, demarcan y limitan las formas de actuar y pensar de
dicho grupo social, esto da una identidad a quienes pertenecen alli, puesto que hay elementos

definidos que rigen la accion, el andlisis y la interpretacion, pero al tiempo, dada la singularidad de
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cada individuo y sus capacidades reflexivas y propositivas, dicho consenso social y cultural puede

transformarse y reconfigurarse. A esta idea responde lo que Bourdieu nombra sistema de préactica.

3.4.2 Objeto matematico

De acuerdo con Blumer (1982), los objetos matematicos son entendidos como “todo aquello
que puede ser indicado, todo lo que puede sefialarse o a lo que puede hacerse referencia” (Godino,
2002, p. 245) cuando se realizan, transmiten o aprenden matematicas. Para Obando (2015), en la
medida en que un individuo se relaciona con un objeto, lo utiliza y opera con él, este objeto
matematico se va constituyendo en la abstraccion a partir de la accion sobre este, como “la
percepcion de un conjunto complejo de operaciones y relaciones que se tematizan a partir de la
experiencia vivida” (Obando, 2015, p. 37).

Estos objetos matemaéticos se ven representados en los signos, los cuales al ser una
materializacion de los objetos permiten a los individuos operar con ellos. Sin embargo, mas alla de
externalizar los objetos, en los signos se cristalizan “un conjunto de significados, de patrones de
actividad de los sujetos, haciendo entonces de este signo una construccion cultural con capacidad
para orientar la accion de los individuos” (Obando, 2015, p. 42). Esto significa que, el signo ademas
de ser una representacion simbolica del objeto matematico personifica un conglomerado de
significados y sentidos los cuales se van constituyendo en la cultura y a través de las experiencias
que tienen los individuos en su accién. De manera que, el objeto matematico es contextualizado y
por eso mismo, no es estatico, antes bien, se va transformando junto con los patrones culturales de
accion de los individuos y las sociedades.

También, en los signos es posible reconocer una doble relacion respecto al conocimiento,
por un lado, los signos se presentan como instrumentos para representar y expresar los procesos de
pensamiento y, por otro lado, son un medio a traves del cual se ejecutan las acciones cognitivas en
el proceso de constitucion de la conciencia. Asi, como sugiere Cassirer “el signo no es una mera
envoltura eventual del pensamiento, sino su o6rgano esencial y necesario” (Godino, 2002, p. 239)
permitiendo no solo expresar lo que se piensa sino también conducir y desarrollar los

razonamientos.
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A este proceso de dotar de significados y sentido a los signos, Obando (2015 siguiendo a
Radford, 2003) lo llama ‘objetivacion’, entendida como “un proceso social activo y creativo de
construccion de sentidos y significados (para los objetos de conocimiento) relativos a las formas
culturales de hacer y de pensar (conocimiento matematico)” (p. 38). La construccion de estos
significados no solo es producto del conocimiento formal en el cual esta inmerso el objeto
matematico, también, se va configurando y estructurando en sus usos, aplicaciones y modos de
hacer, en los medios que permiten esas formas de hacer y en los discursos y formas de
comunicacion y razonamientos, en fin, los objetos matematicos, a traves de los signos, emergen en
los sistemas de practica matematica.

Todas aquellas acciones 0 manifestaciones operativas y comunicativas que le permiten a
los individuos relacionarse con los objetos de conocimiento matematico y aprender de ellos,

definen la practica matematica, la cual, de acuerdo con Obando (2015), es el

conjunto de acciones de los individuos (en sus relaciones entre si, y con el medio) que, en
el curso de su actividad matematica, orientan sus procesos de objetivacion y subjetivacion
tanto de la cantidad y la forma (por ejemplo, medir, contar, comprar, vender, intercambiar,
construir, fabricar, estimar, describir, localizar, etc.), como de la variacién de una u otra

(movimiento, cambio, comparacion, transformacion, etc.). (p. 55)

Dado que la practica matematica se da en el seno de una cultura, inmersa en un sistema de
practicas, esta se va configurando en la interaccion y tension de diferentes recursos culturales como
lo son: los instrumentos, el lenguaje o los discursos, los procedimientos, los objetos, los conceptos
y los problemas. De manera que, a partir de los problemas se promueve la actividad matematica
hacia un fin, actuando sobre y con unos objetos de conocimiento especificos, de los cuales, a través,
de procedimientos y los instrumentos, se van gestando y enunciando conceptos que se materializan

gracias al lenguaje y sus distintas formas de discursividad.
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3.4.3 Instrumentos y procedimientos

A todos aquellos recursos simbolicos como los signos, simbolos, expresiones algebraicas,
modelos, gréficas, tablas, software, calculadoras, entre otros, que se establecen como un medio
para que los individuos configuren su accién matematica se les entenderd como instrumentos. No
obstante, para Lerman (2001) ademas de estos recursos simbolicos antes mencionados, en esta
categoria de instrumentos también se podrian incluir aquellos elementos del lenguaje como lo son
“los significados, las conexiones, las estrategias [...] y los métodos, brindados tanto por los
profesores como por sus pares” (citado en Obando, 2015, p. 59), los cuales les permiten a los
estudiantes pensar y comunicarse matematicamente.

De acuerdo con Obando (2015), los instrumentos al cumplir con su funcion mediadora en
la realizacion de las acciones matematicas de los individuos se van constituyendo en objetos
sociales que representan formas de hacer, técnicas y procedimientos que se elaboran socialmente.
Asi, al estar inmerso en una cultura, los instrumentos dejan de ser un agregado y se convierten en
una ampliacién que les permite a las personas expandir su cognicion, desplegando nuevas

posibilidades en su estructura cognitiva.

3.4.4 Conceptos

La consolidacion de un concepto es un proceso que va mas alla de aprender una definicion
o de asociar una palabra o significado a un signo, este proceso implica llevar el objeto y los
instrumentos a un nivel méas sofisticado, poniéndolos en funcionamiento en la accion,
reconociéndolos y utilizandolos en el analisis y la interpretacion de distintos tipos de problemas y
contextos. Siguiendo a Obando (2015), el concepto es la condensacion de un “conjunto de
operaciones (mentales) que permiten la abstraccion de los atributos del objeto que son resaltados.
[... es] un proceso de generalizacion de atributos, pero, sobre todo, la sintesis de dichos atributos
en una nueva unidad” (p. 39).

Para que se de este proceso, es fundamental que el individuo enfrente diferentes tipos de
problemas y situaciones, en los cuales emerjan los objetos en cuestion y al interactuar con ellos, en

diversos escenarios, se pueda ir configurando el concepto en la accion. Asi, la formacion de un
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concepto es un proceso personal en el cual cada individuo hace una reconstruccion de la realidad
externa a partir de las experiencias vividas con el medio, con los otros y con los objetos, de manera
que, dicha reconstruccién implica una transformacién en la cognicion del individuo.

Esto significa que, en la consolidacion de un concepto, el individuo confronta las
experiencias vividas con las ideas previas que ya tenia establecidas sobre el objeto, las cuales hacen
parte de una estructura cognitiva y como producto de la confrontacion el individuo hace un proceso
de reelaboracién del concepto. Luego, los conceptos reelaborados entran en interaccion y dialogo
con una red de conceptos consolidando una estructura relacional entre objetos y conceptos

matematicos.
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4. Metodologia

4.1 Caracterizacion de la investigacion

En esta investigacion se buscO caracterizar los instrumentos, los procedimientos y los
conceptos relativos al razonamiento proporcional que movilizaban 15 estudiantes de grado séptimo
de una institucion educativa de caracter privado, al enfrentarse a situaciones de proporcionalidad
inversa en el aula de clase. Esta tarea supuso explorar los razonamientos y representaciones que las
estudiantes realizaron al trabajar en las tareas propuestas, a partir de lo cual se buscé identificar
instrumentos, procedimientos y conceptos matematicos emergentes al promoverse el estudio de la
proporcionalidad inversa a partir del anélisis de procesos de covariacion entre cantidades y de los
invariantes operatorios en tales procesos de covariacion.

Sin embargo, aproximarse a los razonamientos de las estudiantes para caracterizar los
instrumentos, procedimientos y conceptos relacionados con el razonamiento proporcional no es
una tarea directamente observable, dado que el razonamiento proporcional involucra un conjunto
amplio y complejo de procesos que deben ser comprendidos de manera profunda y teniendo en
cuenta las dimensiones tanto cognitiva como matematica.

En virtud de esto y para responder a la pregunta de investigacién, se consideraron como
unidad de analisis las representaciones, los enunciados y las explicaciones escritas y orales que las
estudiantes manifestaron al resolver las situaciones de proporcionalidad inversa, dado que a traves
de estos datos la investigadora caracterizd los instrumentos, procedimientos y conceptos relativos
al razonamiento proporcional. Tal como lo sugieren Hernandez et al. (2010), en la investigacion
cualitativa se comprenden “los fendmenos, explorandolos desde la perspectiva de los participantes™
(p. 364). Lo anterior resalta el papel interpretativo de la investigadora quien, a partir de los
significados elaborados por las estudiantes, y expresados en los datos, encuentra sentido a su objeto
de estudio.

A su vez, esta investigacion se desarrolld en el espacio de las clases de matematicas,
inicialmente de manera presencial en el aula de clase y luego, por motivos de la pandemia COVID
19, a través de plataformas digitales que el colegio dispuso para dar continuidad al proceso de

formacion. Esto permitié observar a las participantes en su transcurrir cotidiano de clase,
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obteniendo “un conocimiento directo de la vida social, no filtrado por conceptos, definiciones
operacionales ni escalas clasificatorias” (Van Maanen, 2003, p. 26), favoreciendo un espacio de
confianza para la participacion y la interaccion, ya que las situaciones se desarrollan, en su mayoria,
de manera grupal. Asi, dadas las consideraciones mencionadas en los parrafos anteriores, esta

investigacion se enmarco en un enfoque cualitativo.

4.2 Investigacion de disefio

En consonancia con lo anterior, se direcciond el estudio hacia una investigacion de disefio,
en inglés “Desing Based Research”, la cual, de acuerdo con Molina et al. (2011), es un enfoque de
investigacion cualitativa desarrollado en el campo de las Ciencias del Aprendizaje, que busca
ampliar y profundizar teorias sobre el aprendizaje de un concepto particular y, al mismo tiempo,
promover los medios que apoyaran dicho aprendizaje en los procesos interactivos del aula. En ese
sentido, esta investigacion pretendi6 continuar ampliando las comprensiones sobre
proporcionalidad inversa y el razonamiento proporcional a partir de una mirada de los
razonamientos analiticos y, simultdneamente, configurar un disefio compuesto con algunas tareas
de proporcionalidad inversa para caracterizar los instrumentos, procedimientos y conceptos
relativos al razonamiento proporcional que movilizan algunas estudiantes de grado séptimo.

Asimismo, segun Bakker (2018), en la investigacion de disefio “los investigadores
manipulan deliberadamente una condicidn o ensefian de acuerdo con ideas teéricas particulares
(por ejemplo, basadas en la investigacion o aprendizaje basado en problemas)” (p. 7) con la
intencion de promover o mejorar el aprendizaje a partir de tales supuestos teoricos. Es por esto,
gue en esta investigacion se consideraron los aportes de Obando et al. (2014) y Posada y Obando
(2006) sobre la proporcionalidad inversa, quienes proponen una articulacion entre lo aritmético y
lo algebraico al poner en el centro de las relaciones de covariacion y los invariantes multiplicativos.

Con este horizonte teorico se buscé favorecer el estudio de la proporcionalidad a partir de
los razonamientos analiticos, promoviendo en las estudiantes una mirada reflexiva de las
situaciones. Esto implicé centrar el analisis en el reconocimiento de las cantidades, las relaciones
de covariacion que se dan entre ellas, la busqueda de patrones e invariantes multiplicativos entre

familias de cantidades y la interpretacion de tales invariantes en el contexto de las situaciones.
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Como se menciond antes, para caracterizar los instrumentos, procedimientos y conceptos
relativos al razonamiento proporcional que movilizaron las estudiantes, se disefiaron y se ajustaron
algunas tareas de proporcionalidad las cuales en conjunto conformaron el disefio, elemento
fundamental para este enfoque de investigacion. Siguiendo a Mintrop (2016 citado en Bakker,
2018), el disefio es entendido como una secuencia de tareas “que juntas, 0 en combinacion,
intervienen en el conocimiento, creencias, disposiciones o rutinas existentes para impulsar un
nuevo aprendizaje que conduzca a nuevas practicas” (p. 133).

Es asi como este disefio se desarrollé con un grupo de 15 estudiantes en los espacios de
clase virtuales y con ellos se buscé caracterizar los instrumentos, procedimientos y conceptos
relativos al razonamiento proporcional cuando la proporcionalidad inversa se entiende a través del

producto constante entre parejas de valores de familias de cantidades.

4.2.1 Participantes

La investigacion se llevd a cabo con un grupo de 15 estudiantes del grado séptimo de un
colegio de caracter privado en la ciudad Medellin. Este grupo de estudiantes se caracterizaba por
su dinamismo y apertura en la realizacién de las tareas propuestas, aungque por momentos
manifestaban dificultades para trabajar en equipo. En este colegio, la investigadora desempefia sus
labores como maestra, lo cual le permitié el reconocimiento del contexto y de las interacciones
entre las estudiantes, una mirada sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de manera
procesual, ademas, de contar con la disponibilidad legal y ética para participar en la investigacion
por parte del colegio y las familias de las estudiantes.

Dadas las dinamicas de la contingencia sanitaria del afio 2020 respecto al COVID 19, el
colegio traslado su oferta educativa a plataformas virtuales, a través de las cuales dio continuidad
a los procesos formativos y mantuvo la comunicacion con las familias. Es por esto, que el inicio
de la investigacion el cual estuvo relacionado con la indagacion y caracterizacion de los
participantes se realizé de manera presencial y a partir del trabajo de campo el contacto con las
participantes se desarroll6 a través de educacion remota, apoyada en las TICs. El colegio disefid
un campus virtual en Moodle, en el cual cada estudiante encontraba un curso para cada una de sus

asignaturas y en cada una de ellas, los maestros disponian el dia a dia de sus clases: actividades,
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recursos y evaluaciones. Adicionalmente, el colegio dispuso la plataforma Teams de Microsoft
Office 365 a traves de la cual se realizaban los momentos de clase sincronicos, se desarrollaban los
trabajos grupales, se daban asesorias y en general, se mantuvo la comunicacién con las estudiantes.
Al interior de esta plataforma, también se utilizan herramientas como las pizarras virtuales.
También, alrededor del acercamiento al contexto se realiz6 una revision de los planes de
estudio del colegio, en donde se reconocid que en el grado 5° de primaria se introducen la razon,
la proporcionalidad directa y la aplicacion de la regla de tres. En el grado 7° se retoma el estudio
la razon, la proporcion y la proporcionalidad directa y, ademas, se adiciona la proporcionalidad
inversa, la compuesta y algunas aplicaciones como los repartos proporcionales, los porcentajes y

el interés simple.

4.2.2 Trayectoria Hipotética de Aprendizaje

Otro elemento caracteristico de la investigacion de disefio es la Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje (en inglés, Hypothetical Learning Trajectory). Este es un instrumento de disefio e
investigacion que, de acuerdo con Moss y Lamberg (2019), permite al investigador “proyectar
posibles caminos para apoyar el aprendizaje de los estudiantes a través de un conjunto de tareas de
instruccion” (p. 170). Estas se disefian y desarrollan teniendo en cuenta algunas hipotesis sobre las
formas y niveles de razonamiento mas comunes que se han reportados en la literatura. En palabras
de Simon (1995), la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje debe integrar los siguientes elementos:
“el objetivo de aprendizaje que define la direccidn, las actividades de aprendizaje y el proceso de
aprendizaje hipotético” (p. 136).

Asi entonces, con la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje la investigadora contempla un
marco de referencia con el cual se aproximara al razonamiento de los estudiantes, es por esto que
en esta investigacion, la trayectoria se basé en las etapas de razonamiento proporcional propuesta
por Lesh et al. (1988) y Koellner-Clark y Lesh (2003) en las cuales se articulan distintos hallazgos
reportados en la literatura en relacion con los procedimientos realizados por los estudiantes, en la

Tabla 1 se presentan la trayectoria hipotética de aprendizaje, los conceptos y los datos.
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Tabla 1
Trayectoria hipotética de aprendizaje considerando y adaptando los aportes de Lesh et al.
(1988) y Koellner-Clark y Lesh (2003)

Trayectoria
Hipotética de

Etapa 1

Se identifican

Etapa 2

Al analizar los

Etapa 3

Luego de fijar la

Etapa 4

Se reconoce la

Etapa 5

Se comprende la

Aprendizaje datos e cambios entre las atencion en la relacion entre doso  covariacion entre
informacion cantidades, se covariacion, se mas valores en uno los sistemas de
Adaptacion de notable de la reconoce la buscan patrones de los sistemas de cantidades
las etapas del situacion, sin covariacion entre estructurales que cantidades, esta relacionados en
desarrollo del embargo, cada  las variables, pero vinculen las dos relacion se funcion del

razonamiento sistema de solamente de variables, pero trasladada de forma  producto constante
proporcional cantidad es manera cualitativa. desde una analoga, peroenel  entre cualquier par
propuestas por analizado de Y se puede perspectiva aditiva  factor inverso a las de valores

Lesh et al. (1988) manera aislada y

clasificar como

al preguntarse por

cantidades

relacionados

y Koellner-Clark particular percepcion no los incrementos o correspondientes en  pertenecientes a los
y Lesh (2003) numéricao pre  disminucionesy las el otro sistema de sistemas de
numerica relaciones parte cantidades cantidades
todo relacionados
Correlaciones L -
L : Percepcién numérica
. Percepcion de la lineales y no . La constante de
Cantidades y o . de las cantidades, . .
. . covariacion no lineales entre , proporcionalidad
Conceptos relativos  unidades de - . razon como relator y
. numéricay pre  cantidades, modelos . (el producto) como
medida operador, inverso de

numeérica

aditivos, relaciones
parte todo

la razén

transformador

A continuacion, se describe cada una de las fases que se siguieron en esta investigacion con

el fin de caracterizar los procedimientos, instrumentos y conceptos relativos al razonamiento

proporcional que movilizaban estudiantes de grado séptimo.

4.3 Fases de la investigacion

4.3.1 Fase I: Preparacion del disefio.

Esta fase inicio con la revision de la literatura en las bases de datos Scopus, Dialnet, Scielo,

Redalyc, Taylor & Francis online y en catalogo publico de la biblioteca de la Universidad de

Antioquia OPAC. En ellas se indagé por la produccién académica relacionada con el razonamiento

proporcional, la razon, proporcion y proporcionalidad. Adicionalmente, se hizo lectura de los

documentos de referencia nacionales en Educacion Matematica escolar (MEN, 1998, 2006, 2016)
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y de los resultados de algunas pruebas estandarizadas nacionales e internacionales (Asesorias
académicas Milton Ochoa, 2019; ICFES, 2016; OCDE, 2018; TIMSS, 2009, 2015).

Esta revision puso en evidencia entre otras cosas, la manera como se ensefia usualmente la
proporcionalidad y los efectos no deseados de esas formas de ensefianza en la comprension del
razonamiento proporcional. Asi mismo, se identificaron elementos que han dado fundamento a la
orientacion del trabajo escolar sobre los conceptos de proporcionalidad a través de la variacion
entre magnitudes. Ademas, se identificaron algunos articulos que resaltan tareas sobre
proporcionalidad y razonamiento proporcional que luego aportaron en la propuesta de disefio. Al
respecto, estos articulos se analizaron teniendo en cuenta las tareas propuestas, el objetivo de la
investigacion y los hallazgos encontrados.

Al mismo tiempo, en esta fase se hizo la lectura del contexto, en la cual se reconocieron las
dinamicas y apuestas del colegio, el area de matematicas y las dinamicas culturales del espacio
concreto del aula de clase de las estudiantes de séptimo grado. Esto fue posible a través de procesos
de observacion, charlas informales y la lectura de documentos instituciones como: el Proyecto
Educativo Institucional (PEI), el plan de area, las mallas curriculares y las planeaciones de la
docente encargada. Ademas, se tomd como insumo, los resultados de una prueba de desempefio
estandarizada que se aplic6 en septiembre del 2019.

Esta revision de la literatura, de las pruebas estandarizadas y del contexto permitio
reconocer los avances del campo del razonamiento proporcional tanto a nivel investigativo como
en el contexto educativo, identificando alli fortalezas y dificultades en la comprension y desarrollo
del razonamiento proporcional en las estudiantes. Asi, se reunieron insumos que permitieron
delimitar el planteamiento del problema de investigacion y el reconocimiento de propuestas que
buscan promover la integracién de aspectos aritméticos y variacionales al abordar la
proporcionalidad.

Durante esta fase, también se comenzo la elaboracion del disefio, es importante aqui
mencionar que como maestra de la institucion se disefiaron y aplicaron algunas tareas que
transitaron por la razon, sus funciones y usos, la proporcion, la proporcionalidad directa e inversa,
sin embargo, para la investigacion solo se retoman dos tareas correspondientes a la
proporcionalidad inversa ya que estas se alineaban con el objetivo de investigacion. Las dos tareas

estaban compuestas por situaciones de proporcionalidad inversa, las cuales se definieron y
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estructuraron integrando varios aspectos, a mencionar: el proposito de la investigacion, la revision

de la literatura y la consolidacion del horizonte teorico, a continuacion, se presenta el disefio en la

Tabla 2.
Tabla 2
Secuencia del disefio sobre proporcionalidad inversa
Disefio
Duracion (1
Descripcion de la tarea momento de clase Desarrollo Objetivo de la tarea
= 45 minutos)

Tarea introductoria de
proporcionalidad inversa

Se presentan dos situaciones
de proporcionalidad inversa
cada una con literales que
[levan a suponer distintas
condiciones de las
situaciones

3 momentos de
clase

Solucidn individual de las dos
situaciones de proporcionalidad
inversa utilizando los saberes
previos (2 momentos de clase)

Cada estudiante socializa con el
resto del grupo los
procedimientos realizados sobre
las dos situaciones de
proporcionalidad (1 momento de
clase)

Las estudiantes resolveran las
situaciones utilizando su logica y
sus saberes previos. Esto
permitird indagar por los
procedimientos, instrumentos y
conceptos puestos en juego por
las estudiantes. También, se
espera que puedan descubrir la
multiplicacién como invariante
en la proporcionalidad inversa.

Estudio formal de la proporcionalidad inversa y sus generalidades (4 momentos de clase)

Tarea 2: Construccion de
rectangulos

Adaptada de Gobierno de la
Ciudad de Buenos Aires
(2019) en la cual se propone
problematizar la
multiplicacion de familias de
cantidades como constante
de proporcionalidad en la
proporcionalidad inversa al
considerar la construccién de
rectangulos de igual area.

3 momentos de
clase

Solucién de la tarea en grupos de

3 estudiantes (2 momentos)

Cada grupo socializa con el resto

de sus comparieras sus
procedimientos y hallazgos (1
momento)

Con esta tarea se espera que las
estudiantes problematicen la
variacion entre los lados de un
rectangulo cuando el area se

mantiene constante, reconociendo

que en la proporcionalidad
inversa intervienen 3 magnitudes
e interpretando la constante de
proporcionalidad en el contexto
de la tarea.

Las tareas se aplicaron durante el tiempo de clase regular programado en el colegio para

matematicas, cada una tomd 3 momentos de clase de 45 minutos cada uno. El disefio se inicio con
una tarea introductoria de proporcionalidad inversa, la cual estaba compuesta de dos situaciones
que las estudiantes debian resolver de manera individual utilizando su ldgica y sus saberes previos.
Se dieron dos momentos de clase para resolverlas y se tomé otro momento para poner en comadn

los procedimientos utilizados.
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Retomando las conclusiones y hallazgos encontrados en la socializacion de la tarea
introductoria, se destinaron 4 momentos de clase para abordar la proporcionalidad inversa, sus
generalidades y la constante de proporcionalidad con las estudiantes y proponiendo algunas
situaciones en clase. Finalmente, se presentd la tarea 2 adaptada de Gobierno de la Ciudad de
Buenos Aires (2019) en la cual se problematiza la variacion entre los lados de un rectangulo cuando
se mantiene constante el area. Esta tarea se realizd en equipos de 3 estudiantes y se destinaron tres
momentos de clase para su desarrollo: dos momentos para el trabajo en equipo y un momento para

socializar con el grupo los hallazgos.

4.3.2 Fase I1: Experimento de disefio

Durante esta segunda fase se pasa a la implementacion del experimento del disefio el cual
busco promover aprendizajes en las participantes de la investigacion y al mismo tiempo, desarrollar
una comprension de cémo las estudiantes resuelven las situaciones, a través de qué instrumentos y
con el uso de qué conceptos, y asi, caracterizar los procedimientos, instrumentos y conceptos
relativos al razonamiento proporcional que las estudiantes van movilizando cuando las situaciones
que se abordan implican un analisis de las correlaciones desde los invariantes.

En este punto se retomaron las ideas de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje, las cuales
ademas de guiar la estructuracion del disefio, también permitieron a la maestra investigadora
evaluar como cada tarea “podrian realizarse en la interaccion en el aula [...], lo que los estudiantes
podrian aprender al participar en ellas” (Gravemeijer & Cobb, 2006, p. 24) y aquellos aspectos en
los cuales ella debia concentrarse al ensefiar, observar y orientar a las estudiantes.

Asi mismo, la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje permitio analizar la implementacién
de cada una de las tareas, revisando el cumplimiento de los objetivos de las mismas, haciendo un
seguimiento de como se va desarrollando cada una y observando si cada tarea fue acorde con el
ambiente y la participacion del grupo, esto dado que la investigacion de disefio se caracteriza por
ser ciclica e iterada. No obstante, como es de esperarse, las ideas de la Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje son solo una guia de orientacion, pues en la realidad social del aula de clase la

investigadora esta abierta a otras interpretaciones y hallazgos, dada la diversidad de las estudiantes.
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El desarrollo de cada una de las tareas se documenté a través de las notas de campo de la
observacion, los registros escritos realizados por las estudiantes para cada tarea y las grabaciones
de audio y video en las cuales se registraron las discusiones producto de la socializacién entre las
estudiantes y cortas entrevistas.

La observacion y las notas de campo permitieron a la investigadora registrar sucesos y
tomar nota de aquello que acontecia durante los momentos de clase, dando un especial énfasis en
aspectos como las reacciones, preguntas, procedimientos y explicaciones que las estudiantes iban
manifestando al abordar las situaciones de proporcionalidad inversa.

Por su parte, los registros escritos se comprendieron como aquella producciéon que las
estudiantes consignan en sus cuadernos, en la cual se plasman procedimientos matematicos y
representaciones, producto de resolver las situaciones propuestas en las tareas. Estos registros son
la fuente inicial de informacion, a través de la cual la investigadora reconoce procedimientos
matematicos realizados, instrumentos utilizados y conceptos asociados a la solucién.

Sin embargo, no en todas las ocasiones el razonamiento y los significados movilizados por
las estudiantes quedan plasmados completamente en los registros escritos, es por esto que también
se grabaron en video los encuentros de socializacion de clase, de trabajo en los equipos y, ademas,
se realizaron algunas entrevistas cortas con unas cuantas estudiantes. Estas fuentes de informacion
permitieron a la investigadora hacer seguimiento de los procesos de cada estudiante durante el
desarrollo del disefio, ampliar y profundizar los significados, procedimientos y explicaciones
encontrados en los registros escritos, ya que como lo sugiere Obando (2015) “los fragmentos de
[1a] produccion escrita [de las estudiantes] van acompafiados de una serie de afirmaciones verbales
que completan el sentido de lo que consigna en su hoja de trabajo” (p. 74).

4.3.3 Fase I11: Andlisis retrospectivo del disefio

En esta Gltima etapa se transcribieron las grabaciones de video de los momentos de clase y
las entrevistas cortas realizadas a algunas de las estudiantes, y se organizaron todos los datos
recolectados en carpetas para cada estudiante.

Luego, para el proceso de sistematizacion y codificacion, se revisaron los registros escritos

de las estudiantes, la transcripcion de las clases y de las entrevistas, y estos se analizaron a partir
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de tres categorias iniciales: los procedimientos realizados, los cuales dan forma a las acciones de
las estudiantes; los instrumentos, que median los razonamientos de las estudiantes; y los conceptos,
que permite identificar los usos y fines del invariante multiplicativo. Asi, a partir de estos tres

puntos de vista se hizo una lectura inicial y agrupacion de las distintas fuentes de datos.

Tabla 3
Formato de matriz de anélisis de datos por categoria

Categoria Subcategoria 1 Subcategoria 2 Subcategoria 3 Subcategoria 4

Testimonio Fragmentos y citas tomadas explicitamente de los datos

Anélisis e
interpretacion de

los testimonios

Resultados:

Dialogo entre los fragmentos citados, el analisis y la interpretacion y el marco tedrico.

Nota. Este formato fue sugerido por los maestros Mary Luz Marin y Jaime Saldarriaga, quienes acompafiaron el curso
de andlisis de datos cualitativos 2020/2 de la Facultad de Educacion de la Universidad de Antioquia.

Una vez revisada y categorizada toda la informacion, se tomaron los fragmentos que
coincidian con la misma categoria y se ordenaron en un documento Word y, al mismo tiempo, se
iban insertando algunos comentarios iniciales a los fragmentos de la informacion. Cada documento

Word se revisé nuevamente en busca de posibles subcategorias, de acuerdo con los datos obtenidos,
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con el reconocimiento de aspectos comunes entre las distintas fuentes e interrelacionando la
informacidn inicial identificada con las ideas de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje. Luego
esta informacidn se organizé en una matriz, como se muestra en la Tabla 3, en la cual se evidencia
la categoria inicial de andlisis, las subcategorias o categorias de segundo nivel, los fragmentos de
informacion agrupada, los comentarios iniciales y el didlogo entre los elementos antes
mencionados con la teoria. Cabe anotar que, en esta fase la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje
le permitio a la investigadora determinar los aspectos y elementos de analisis en los cuales debia
centrarse, asi como contrastar las ideas de la literatura que en la trayectoria se condensan respecto
a la participacion real de las estudiantes.

Es importante aclarar que, dada la condicion ciclica e iterada de la investigacion de disefio,
el analisis de los datos no solo se realizé una vez finalizado el disefio, también se incluyé el analisis
a medida que se iban desarrollando las tareas. Este analisis, al final de cada episodio de clase se le
conoce como analisis prospectivo y permitio repensar y reflexionar el disefio y su implementacion,
consolidar las categorias de analisis y entender como se van dando los procesos de razonamiento
en las estudiantes durante todo el experimento de disefio. También, permiten reconocer fracasos y
éxitos en los procedimientos seguidos lo cual aporta a la confiabilidad en la investigacion.

Asimismo, una vez finalizada la intervencion de campo y desarrollado el andlisis de la
informacién, se hizo una nueva revision del disefio y de la Teoria Hipotética de Aprendizaje, a la
luz de la experiencia y los hallazgos encontrados, con el fin de redefinir y proponer ajustes a
aquellos aspectos que necesitaron ser adaptados. En la investigacién de disefio también, como lo
sugieren Gravemeijer y Cobb (2006), es posible que en el proceso de analisis se reconozcan algunas
ideas o hipétesis que no se puedan sustentar concretamente con la informacion recogida, esto
permite la generacion de nuevas ideas de disefio o posibles campos de investigacion.

Ahora bien, antes de emitir cualquier tipo de conclusién se apel6 a un proceso de
triangulacion entre instrumentos, ya que esta estrategia aport6 en la validacion y la confiabilidad
de la investigacion al permitir la verificacion de las interpretaciones y conclusiones en las diferentes
fuentes de datos: los registros escritos, las grabaciones de los espacios de socializacion de clase y
las entrevistas cortas. En concreto, al considerar las transcripciones de los videos de clase y las
entrevistas cortas, se buscO verificar y ampliar la comprension sobre los procedimientos,

representaciones y explicaciones dadas por las estudiantes en los registros escritos.
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4.4 Consideraciones éticas de la investigacion

En términos éticos, el colegio donde se desarrollo la investigacion ha permitido la
realizacion del proyecto. En una primera etapa, a traves de reuniones virtuales y de un video, se
socializo con los directivos, con los padres de familia y las estudiantes los aspectos relevantes del
proyecto, lo posibles alcances, beneficios, riesgos y oportunidades. Luego, en una segunda etapa,
se procedio a la formalizacion del consentimiento informado por parte de las familias, esto permitio
brindar suficiente informacion a los participantes y asi, garantizar el conocimiento de criterios para
decidir sobre su participacion.

Se respetd la informacidn suministrada, considerando la intimidad y actuando con cautela
en la emision de juicios. Ademas, para cuidar la integridad fisica y mental de los participantes se
recurrid al uso de seudénimos, evitando asi, la utilizacion de nombres particulares o institucionales.
La informacion citada no ha sido manipulada, ni falsificada, por el contrario, se solicité de forma
prudente los documentos legales del colegio.

Siguiendo los postulados de Bakker (2018) en la investigacion de disefio el investigador
puede tener un doble rol: investigador y al mismo tiempo, maestro. Esta doble relacion permite un
conocimiento cercano de la cultura del aula, el factor confianza con las estudiantes y que la
investigadora no sea un observador externo, sino antes bien pueda involucrarse en el proceso de
investigacion en busca del conocimiento. Asi, mas alla de sesgar el proceso investigativo, la
intencion de la maestra investigadora es reflexionar su practica pedagdgica, aproximarse al
aprendizaje de sus estudiantes y caracterizar sus procedimientos de razonamiento proporcional
cuando las tareas que se les proponen tienen un énfasis en lo variacional.

Por otro lado, el material bibliogréafico utilizado en el desarrollo de la investigacion es

debidamente citado, siguiendo las normas APA y respetando los derechos de autor.
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5. Analisis de resultados

5.1 Sentido de covariacion en situaciones de proporcionalidad inversa

A mediados de octubre del 2020 se realizaron los primeros acercamientos a las estudiantes
con la proporcionalidad inversa y para comenzar, se les propuso una tarea introductoria en la cual
se presentaban dos situaciones hipotéticas de proporcionalidad inversa, las cuales fueron tomadas
y adaptadas de Chizner et al. (2010). Tal como se muestra en la Figura 9, la situacion 1 que
conformaba dicha tarea introductoria relacionaba la cantidad de vacas que habia en la finca y la
duracion de la comida para alimentar dichas vacas, ademas, expresaba gue para 6 vacas la comida
dura 90 dias. Con esta informacion, se pidio a las estudiantes encontrar la cantidad de dias que la
misma comida podia durar para 12 vacas, dando la misma porcion a cada vaca y luego, con la

misma informacion completar la tabla.

Figura 9
Situacion 1 que compone la tarea introductoria sobre proporcionalidad inversa

Situacion 1: Catalina tienen en su finca 6 vacas. Elfa ha comprado una cantidad de comida la cual le ha
durado 90 dias dando a cada vaca la misma porcion diaria. Un dia, su padre llega a la finca con otras 6 vacas|
por lo cual ella se pregunta A) ;Cuantos dias le va a durar la misma cantidad de cuido para alimentar todas
las vacas que tiene ahora en su finca?

B) Explica cdmo resolviste el problema. ;Qué informacion descubriste que te ayudo a llegar a la respuesta?

C) Ahora, Catalina quiere hacer los calculos para saber cuantos dias le dura la comida dependiendo la
cantidad de vacas que tenga, para eso ayudale a llenar la siguiente tabla.

Cantidad de Cantidad de dias
vacas que dura la
comida

1

2

3

6 90

8

15

18

D) Explica como lograste completar la tabla. ; Como encontraste el valor de 157

Nota. Situacion tipica de proporcionalidad inversa tomada y adaptada de Chizner et al. (2010).
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A su vez, no se dio a las estudiantes ninguna explicacion inicial sobre el objeto matematico
en cuestion y se les solicitd que, para comprender y dar solucion a las situaciones que conformaban
la tarea introductoria, utilizaran sus conocimientos previos y su logica. Lo anterior, en tanto con
esta tarea introductoria se busco explorar la capacidad de las estudiantes para reconocer y analizar
los procesos de variacion entre cantidades y, en particular, la covariacion bilineal. Dicho lo anterior,
a continuacion, se presentan algunos procedimientos realizados por las estudiantes como solucion
ala situacion 1 de la tarea introductoria de proporcionalidad inversa analizados a la luz de las etapas

de razonamiento proporcional de Lesh et al. (1988) y Koellner-Clark y Lesh (2003).

Figura 10
Registro escrito realizado por la estudiante 7 sobre la situacion 1 de la tarea introductoria
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Nota. Fuente Archivo de imagen Registro escrito 1 tarea intro prop inver oct 2020 Est 7.

En la Figura 10 se presenta el procedimiento realizado por una estudiante para la situacion
1, en el cual se puede reconocer que la estrategia implementada por la estudiante estuvo mediada
por el uso de representaciones analdgicas: dibuja las 12 vacas, un costal con la letra C para
representar la comida, una frase para identificar el tiempo que dura la comida y una pequefia

mufieca para mostrar a Catalina. Esto sugiere que la estudiante identifica tres cantidades
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involucradas en la situacion: la cantidad de vacas, la duracion de la comida y la comida.
Particularmente, la estudiante parece identificar, aungque no lo expresa de manera explicita, que la
cantidad de comida es una cantidad cuantitativa no numérica.

También, los registros escritos indican que la estudiante establece dos relaciones
invariantes, la primera, entre la cantidad de vacas (6 vacas) y el tiempo que dura la comida: cada
vaca come la misma cantidad de comida y, la segunda, hay una cantidad fija de comida que se
reconoce como Vvariable, pero sobre la cual no se conoce su valor numérico. Asi, con el
reconocimiento de los dos tipos de relaciones invariantes, la estudiante define las acciones que se
realizan en el contexto de la situacion: una cantidad fija de comida, que dura 90 dias, y que, cada

vaca come la misma cantidad de comida.

Diélogo 1
Explicacién verbal de la estudiante 7 sobre sus procedimientos de la situacion 1

2:27 Profesora: Cuéntanos, ;tt cédmo pensaste la situaciédn?

2:32 Estudiante: mmm.. pues profe, no sé cémo explicarlo mmm .. Me puse como a
dibujar vacas, entonces lo que yo pensé, no sé si estd bueno, fue que como la
comida duraba 90 dias y como le habian regalado unas seis vacas més, entonces
sumé las vacas que me dio 12 y luego, 90 que seria la comida, pues, lo que
dura la comida lo dividi entre 12 que serian 12 vacas.

3:20 Profesora: Y sobre eso (Qué significa cuando divides los 90 entre las 12
vacas? ¢(Qué estariamos encontrando ahi?

3:40 Estudiante: Lo que le toca a cada vaca

Nota. Fuente archivo Grabacién socializacion tarea introductoria proporcionalidad inversa Oct 2020.

Sin embargo, finalmente la estudiante realiza operaciones solo con las cantidades que
fueron identificadas de forma cuantitativa numérica, ignorando la cantidad de comida como algo
con lo que se pueda operar Yy, por tanto, asociandole un valor numérico que le permita manipularla.
Es asi, como la estudiante centra su mirada en el hecho de cada vaca come la misma cantidad de
comida, y divide 90 entre 12, que es la nueva cantidad de vacas. Evidenciando que no tuvo en
cuenta que 90 refiere al tiempo que dura la comida, y no, a la cantidad de comida, dado que ese

valor no es proporcionado en el enunciado de la situacion. De esta manera, la estudiante concluye
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que, para encontrar la duracioén de la comida para 12 vacas, se debe dividir el total de la “comida”
(que ella asume como 90) entre el numero total de vacas que debe alimentar (12 dias), encontrando
que, para cada vaca la comida dura 7,5 dias, tal como se muestra en el Dialogo 1.

El procedimiento realizado por la estudiante esta alineado con la etapa 1 de razonamiento
proporcional, en la cual, de acuerdo con Koellner-Clark y Lesh (2003), los estudiantes realizan una
interpretacion del problema poniendo su atencion en parte de los datos y el analisis que proponen
estd mediado por sus nociones preconcebidas. En este caso, la estrategia propuesta por la estudiante
deja ver el papel de sus conocimientos y experiencias previas con la multiplicacion, la divisién y
la proporcionalidad directa, ya que al asociar los 90 dias con el total de comida y dividirlo entre el
total de vacas (12 vacas), la estudiante manifiesta estar encontrando la cantidad de comida que
corresponde a cada vaca (Dialogo 1), lo cual indica que la estudiante asumio la situacién como una
de reparto equitativo.

También, es posible Ilamar la atencion sobre las representaciones propuestas por la
estudiante en la Figura 10. Estas, se caracterizan por presentar de una manera concreta los
elementos que intervienen en la situacion, mostrando prevalencia en los detalles y los elementos
contextuales mas que en las cantidades y las relaciones entre ellas. Estas formas de representacion
son clasificadas por Obando (2015) como analdgicas, las cuales al ser explicitas y centrarse en los
datos contextuales, no permiten con facilidad manipular las cantidades, operar con aquellas
cantidades que tienen la particularidad de ser cuantitativas no numéricas, como en este caso, la
cantidad de comida y representar las relaciones entre ellas. Ademas, al representar con tanto detalle
los elementos de la situacion se hace mas dificil representar las nuevas situaciones (por ejemplo,
18 vacas, 50 vacas, n vacas).

Por su parte, en la Figura 11 se presentan los procedimientos realizados por otra estudiante
para lasituacion 1, los cuales denotan, para las primeras 3 filas de la tabla, el uso de técnicas propias

de la proporcionalidad directa y para el resto de las filas, una estrategia distinta.
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Figura 11
Registro escrito realizado por la estudiante 1 sobre la situacion 1 de la tarea introductoria
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Nota. Fuente Archivo de imagen Registro escrito tarea intro prop inver Oct 2020 Est 1.

En este sentido, el registro escrito indica que la estudiante toma como referencia la relacién
6 vacas y 90 dias y, mediada por sus conocimientos previos sobre proporcionalidad directa, plantea
un procedimiento de tipo regla de tres directa para las primeras tres filas. Asi, como se ve en la
Figura 11, ella se basa en la forma de organizacion del algoritmo, que implica poner cuatro
cantidades, una de las cuales es desconocida, en los vértices del cuadrado. Sin embargo, cuando el
namero de vacas aumenta parece perder de vista la estrategia utilizada hasta el momento y para las
siguientes 3 filas lo que hace es multiplicar 6 por 90 y este resultado lo divide por 8, 15 y 18
respectivamente, procedimiento que corresponde al algoritmo de la regla de tres inversa.

Este procedimiento, al igual que el anterior, también puede alinearse con la etapa 1 de
razonamiento proporcional, en el cual la estudiante mediada por conceptos previos, reconoce en el
lenguaje de la situacion y en las cantidades, la posibilidad de plantear una regla de tres. Asi, este
procedimiento realizado por la estudiante permite ver, tal como lo sugieren Lesh et al. (1988), que,
al abordar la proporcionalidad desde una mirada algoritmica, es posible que las estudiantes se
centren mas en la organizacion espacial de las cantidades que en la manera como las cantidades se
relacionan y covarian, haciendo que el procedimiento en vez de promover el razonamiento
proporcional, lo que haga es impedirlo.

Asimismo, este episodio permite traer a colacion la discusion respecto de la “sobre

generalizacion de la linealidad” (Van Dooren et al., 2006), resaltando como se ve en los
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procedimientos, la tendencia de la estudiante por emplear modelos lineales en situaciones en donde
no son aplicables. Asi, mas que un obstaculo epistemologico, la generalizacion de la linealidad es
un obstaculo didactico, que marca como reto para la ensefianza, desarrollar en los estudiantes,
ademas, del uso de algoritmos, una amplia conceptualizacion de la linealidad.

Sobre la Figura 11 también llama la atencion que la estudiante haya asignado el mismo
valor en la tabla a la duracion de la comida para 2 vacas y 18 vacas, aludiendo a que con la misma
comida se pueden alimentar tanto 2 vacas como a 18 vacas, en el mismo tiempo y con las mismas
porciones. Este hecho evidencia que la estudiante se confia en la aplicacion de un par de algoritmos
que le han ensefiado en la escuela (regla de tres simple directa y regla de tres simple inversa), los
cuales producen resultados que son incuestionables, pero qué ademas, no tiene como partida el
analisis de las cantidades en situacion, esto es, las acciones sobre las cantidades y las relaciones
entre ellas, lo que determina que solo aplique el algoritmo conocido sobre las cantidades
seleccionadas y no se confronten los resultados con la situacion propiamente dicha.

Figura 12
Registro escrito realizado por la estudiante 7 sobre la situacion 1 de la tarea introductoria
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Nota. En esta imagen se representa una percepcion pre numérica de la covariacion de las cantidades. Fuente Archivo
de imagen Registro escrito tarea intro prop inver Oct 2020 Est 7.

Por otro lado, procedimientos realizados por las estudiantes como el presentado en la
Figura 12, se alinean con la etapa 2 de razonamiento proporcional en la cual las estudiantes
manifiestan una percepcion pre numeérica de relaciones de covariacion inversa entre cantidades. Al
respecto, se puede ver en el registro escrito, como la estudiante expresa la relacion entre las

cantidades a través de una representacion icénica en la cual da a entender que tener mas vacas es
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equivalente a que la comida dure menos vy, en el otro sentido, tener menos vacas supone que la

comida dure mas.

Estas percepciones pre numérica iniciales evidenciadas en algunas estudiantes muestran
que se identifican formas de variacion simultanea entre las cantidades relacionadas, las cuales
segun Merino et al. (2018) se dan cuando los estudiantes descubren que los cambios en los valores
de una de las variables afectan los cambios en los valores de la otra variable.

Ahora bien, aunque este tipo de conclusiones cualitativas pre numeéricas no necesariamente
llevan a las estudiantes a la solucién adecuada de la situacidn, si les permiten cuestionar y “verificar
la viabilidad de las respuestas [...], establecer parametros apropiados para las situaciones’
(Koellner-Clark & Lesh, 2003, p. 78) y dar sentido a sus resultados dentro del contexto del

problema. Ademas, son evidencia del reconocimiento por parte de las estudiantes de una estructura

0 patrén de percepcion pre numérica entre las cantidades.

Figura 13
Registro escrito realizado por la estudiante 6 sobre la situacion 1 de la tarea introductoria
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Nota. Reconocimiento de un patron aditivo en la variacién de uno de los sistemas de cantidad. Fuente archivo de
imagen Registro escrito tarea prop inver Oct 2020 Est 6.

En los episodios anteriores se evidencia que las estudiantes reconocen la covariacion entre
algunas cantidades, no obstante, en cada caso predomina el uso de procedimientos aprendidos sobre
la regla de tres simple directa. Por su parte, en el procedimiento desarrollado por una estudiante en

la Figura 13, se puede ver que no solo reconoce la covariacion entre las cantidades, sino que
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también la utiliza en el analisis de la situacion para llegar a una solucion. Especificamente, la
estudiante determina la relacion entre las casillas por llenar en la tabla y el nimero de dias que
puede durar la comida, a través de la percepcion cuantitativa numérica del patron que le permite
completar las casillas vacias.

Es asi como, la estudiante efectlia el conteo tomando como base un valor dado para la
variable duracion de la comida (90) y guiada por la relacion encontrada entre los valores de la
primer variable nimero de vacas (uno en uno en las primeras tres filas), extiende el conteo en las
casillas de la segunda variable (duracion de la comida) tomando el 90 como la unidad de variacion,
tal como se explica en la Figura 14. Asimismo, la manera como la estudiante llena la tabla refleja
que su estrategia estuvo determinada por la percepcién pre numérica encontrada entre las
cantidades relacionadas, dado que este analisis le permite deducir que debe utilizar un patrén de
correlacion negativo para completar la segunda variable (cantidad de dias), solo asi se cumple que,

entre menos vacas se tengan mas dias debe durar la comida.

Figura 14
Explicacion gréfica del procedimiento realizado por la estudiante 6 en la Figura 13
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Notese que esto es coherente con lo que se ensefia en la escuela a proposito de la
proporcionalidad inversa, ya que se deja la percepcion del proceso de covariacion en un nivel
cuantitativo pre numeérico: si una cantidad aumenta, la otra disminuye, lo cual podria entenderse
como un error, dada la excesiva simplificacion del concepto. Asi, entender la variacion
inversamente proporcional Unicamente a través de la covariacion negativa entre las cantidades,
evidencia un conocimiento incompleto del concepto, pues en muchas ocasiones sera posible

encontrar variaciones negativas entre cantidades y no por eso son de proporcionalidad inversa.
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Los procedimientos presentados en la Figura 13 son representativos de la etapa 3 del
razonamiento proporcional, dado que los estudiantes establecen la covariacion entre las dos
cantidades al descubrir relaciones aditivas proporcionales entre las cantidades, en este caso, la
estudiante advierte la forma de variacion de una de las cantidades (el nimero de vacas) y la traslada
en la otra variable, pero como una covariacion inversa. Esto se evidencia en la explicacion que da
la estudiante junto a sus procedimientos: “los primeros tres se les sumaba de a 1 vaca por lo que
empecé desde el 3 hacia atras y le iba sumando 90 dias” (Registro escrito tarea prop inver Oct 2020
Est 6).

Asi, tal como lo sugieren Lesh et al. (1988) aunque el establecimiento de patrones aditivos
no sea un indicador definitivo de razonamiento proporcional en los estudiantes, si es evidencia de
etapas tempranas en su desarrollo, al ser un indicio de los primeros intentos de cuantificacion
numeérica de las relaciones entre cantidades a través de la blsqueda de constantes, o0 en este caso,
de invariantes operatorios. Ademas, con el razonamiento aditivo los estudiantes “pueden aplicar
reglas relacionales de comparacion, disminucion, aumento y esquemas de parte-todo a modelos de
razonamiento proporcional” (Koellner-Clark & Lesh, 2003, p. 56). Sin embargo, a diferencia de lo
planteado por Lesh et al. (1988) en los procedimientos realizados por la estudiante de la Figura
13, hay algo méas que un patron aditivo, ya que la estudiante identifica una correlacion negativa
entre las cantidades.

Vale la pena apuntar, que es posible encontrar algunos casos en los cuales la utilizacion de
patrones aditivos sea un indicativo de razonamiento proporcional, conduciendo a soluciones para
las situaciones. Asi, a pesar de tener un patron aditivo tiene sentido desde el punto de vista de la
proporcionalidad directa toda vez que, para las correlaciones lineales positivas se tiene que:
f(x+1) = f(x)+ f(1). Por ende, cuando los estudiantes en situaciones de proporcionalidad
directa identifican el valor de la unidad, lo pueden repetir aditivamente tanto como quieran, y eso
permite solucionar situaciones de proporcionalidad directa.

En la explicacion verbal que acompafia sus procedimientos en la Figura 13, la estudiante
expresa que las vacas aumentan de mas, haciendo referencia a que ya no cambian de uno en uno,
ya que de 6 pasa a 8, a 15y a 18 y aunque con el registro escrito no es suficiente para concluir lo
siguiente, si se replica su estrategia, al restar otros 90 en la siguiente fila a la cantidad de dias, el

resultado seria cero dias, valor que parece ir en contrasentido de su analisis, es asi como a partir de
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alli acude a la regla de tres inversa para finalizar los espacios faltantes en la tabla. Dejando ver que
cuando los analisis no coinciden con lo interpretado, la salida facil es utilizar la regla de tres, pues

resuelve la situacion incluso cuando lo que pasa alli no es comprendido o no tiene lo6gica dentro de

los razonamientos desarrollados.

Por su parte, el procedimiento propuesto en la Figura 15 respecto a la situacion 1, es
caracteristico de la etapa 4 de razonamiento proporcional. En este registro escrito se puede ver,
como la estrategia de la estudiante esta fundada en el reconocimiento de una relacion (razén) entre

una pareja de valores dados pertenecientes a un sistema de cantidad (la cantidad de vacas), la cual

luego es replicada en el otro sistema de cantidad, pero de manera inversa.

Figura 15

Registro escrito realizado por la estudiante 11 sobre la situacion 1 de la tarea introductoria,

relacionado con los razonamientos por analogia

4 A\
%/ 6 vecas (j—+ 6\
i! C(O dicusS =1

| ¥6 vacas |

|

s
70

—

O

\
A:Si ‘e olgue danda \q Mis ma (’ouﬂ‘_‘c)od de comida o
Cador \}UC(,\/,C,{ COm{C\Q ,E d\)myic\ Newdey, e 45 dlCLS‘

B:prm\evo Se Sbma {a Cam‘/i&ad e \104605/7§+(0m0 el
Yféul‘fa()o e ol ceble oo valos Aoe habia en ow pYih
C(plol-g\ nsmexo e diaes (’%\ Se Jwige XZV *6[

YGSU\{‘)«Q\Q (L}S\es ‘0\ ecuZ{}

| PN (¢t OVV\‘\ (o)}

IC Vacas) C:de Oios |
L 360
fmnt L RO
| 2 b U SO
Sl 1 (%4

} i E T, T

EES SO REE
e J wrses

dad & diug  gLE S

ETT : .

D [‘/"V\C, 200 v V’/IUH\'PIKUMJO/
VA goe con O Vocus 6s dics
e duyerria /Gw Com.’do\ =Y la
3l doble (780), entoness v e
Cj(b\mé\,p\e de 3

PR 15 es el _
o & 480 AO 7’
\"‘ESU)L\{'Q()O A ’56 OIS |

me dic 2|

Nota. Archivos de imagen Registro escrito 1 y 2 tarea intro prop inver Oct 2020 Est 11.



PROCEDIMIENTOS, INSTRUMENTOS Y CONCEPTOS RELATIVOS AL RAZONAMIENTO... 78

Concretamente en la situacion 1, se indica que Catalina pasa de tener 6 vacas a tener 12
vacas Y es entre este par de valores del sistema de cantidad, nimero de vacas, que la estudiante
identifica la relacion “tener el doble”, asignando a la razon el papel de relator. Seguidamente, dado
que la estudiante es consciente de la percepcion cuantitativa pre numérica entre las cantidades,
traslada la razén encontrada al segundo par de valores del otro sistema de cantidad (cantidad de
dias que dura la comida) pero de forma inversa, haciendo que estos se relacionen con la razon “la
mitad”, obteniendo que la comida pasa de durar 90 dias a 45 dias, que es la mitad (razobn como
operador con el inverso).

Vale la pena llamar la atencion que, en la situacion presentada, la relacion (razén) entre el
par de valores dados sobre el sistema de cantidad (nUmero de vacas) no hace parte de la informacion
dada y tampoco se indica en el enunciado que deba ser calculada para llegar a la solucion. Sin
embargo, cuando los estudiantes acuden a esta estrategia, dicha razén, el reconocimiento de la
percepcion cuantitativa pre numérica inversa y los razonamientos por analogia, se vuelven
deducciones relevantes para llegar a la solucién. En concreto, la percepcidon cuantitativa pre
numerica de la relacion entre las cantidades, evidente en la identificacion numérica de las
relaciones a través de expresiones numéricas como el doble, dos veces, la mitad, dividido dos, da
a la estudiante una capacidad operatoria particular sobre las cantidades, tanto como relator como
operador.

Para continuar completando la tabla, la estudiante continta indagando por las relaciones
que vinculan la cantidad inicial de vacas (6 vacas) con los demas valores del mismos sistema de
cantidad que hay en la tabla y luego, aplica dichas razones encontradas de manera analoga, pero
con la razén inversa, en el otro sistema de cantidad para hallar la duracion de la comida (ver Figura
9), por ejemplo, cuando argumenta “con 3 vacas los dias que durara la comida serian el doble (180),
entonces ya que el 15 es el quintuplo de 3 dividi 180 [entre] 5 y me dio el resultado a 36 dias”
(Registro escrito 1 y 2 tarea intro prop inver Oct 2020 est. 11).

En la forma de proceder presentada en la Figura 15, también se puede resaltar la influencia
de los conceptos previos y saberes de referencia. Ya que cuando la estudiante expresa el aumento
de la cantidad de vacas a través de la expresion “el doble” declara el reconocimiento de una relacion
entre las cantidades involucradas y la califica a traves de una expresion verbal pre numérica y la

convierte en un operador: multiplicar por dos, lo que le permite operar con las cantidades. Tomando



PROCEDIMIENTOS, INSTRUMENTOS Y CONCEPTOS RELATIVOS AL RAZONAMIENTO... 79

esta relacion como referencia y con el conocimiento de la correlacion negativa y la covariacion
inversa entre las cantidades, la estudiante deduce que, si la cantidad de vacas aumenta al doble, la
duracion de la comida debe variar a la inversa, en este caso, debe disminuir a “la mitad”.

Este primer acercamiento pre numérico es crucial porque, por un lado, la estudiante
determina la razon entre las cantidades, aunque sea de manera verbal y, por otro lado, asocia la
operacion multiplicar por dos (x2) con la razén el “doble de” y la operacion dividir por dos (+2)
con la razdn la “mitad de”. Dichas asociaciones entre la razon y la multiplicacion o la division por
un factor, llevan a la estudiante a buscar otras relaciones entre los valores correspondientes a la
cantidad de vacas, ya no necesariamente en términos de relaciones pre numéricas sino también
numéricas, como se muestra en la Figura 16. Es asi como a una expresion pre numérica se le asocia

un operador.

Figura 16
Explicacién grafica del procedimiento realizado por la estudiante 3 en la figura 15
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Asi, la estudiante termina equiparando la multiplicacion x3 con la razon el triple y la
division por tres con la razén un tercio, la multiplicacion por x5 como la razon un quintuplo y la
division por 5 con la razén la quinta parte y asi sucesivamente. Esto se puede ver, cuando en su
explicacion escrita la estudiante alude a que la tabla se pudo completar “dividiendo y
multiplicando”, en particular “hacia arriba de 6 vacas debo dividir y a la vez debo multiplicar los

dias por ese mismo ntimero” (Socializacion tarea introductoria, Est. 11, 12:06).
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Asimismo, en este episodio aparece una doble acepcion de la razon, por un lado, se entiende
como un relator cuando permite establecer la comparacion entre las dos cantidades iniciales del
mismo sistema de cantidad (6 y 12 vacas, 6 y 3 vacas, etcétera) y, por otro lado, como operador
cuando al aplicarla de manera inversa sobre la tercera cantidad del otro sistema de cantidad
(duracién de la comida) permite encontrar la cuarta cantidad de este mismo sistema de cantidad.
En todos estos casos, ya sea que la razon sea usada como relator o como operador que se aplica
sobre cantidades, la accion de usar la razon se asocia a un operador, multiplicar por un entero si la
razén es entera o dividir por un entero si la razén es una fraccion unitaria.

Se puede resaltar que incluso para valores como 15 vacas, los cuales no son un multiplo de
la cantidad inicial (6 vacas), la estudiante logra llegar a la solucion valiéndose de los demas valores
ya encontradas, donde sustenta que, como 15 vacas es 3 veces 5 vacas entonces en el otro sistema
de cantidad debe dividir 180 dias entre 5. Sin embargo, a pesar de tener claridad en la l6gica, pierde
de vista la duracion estimada de la comida para una vaca como se ve en la Figura 15.

A este tipo de procedimientos donde se traslada de manera analoga una relacion identificada
entre dos valores de un sistema de cantidad al par de valores correspondientes del otro sistema de
cantidad, Obando (2015) lo llama razonamientos por analogia. Con respecto a la proporcionalidad
inversa, la relacion encontrada entre el par de valores conocidos del primer sistema de cantidad se
traslada de manera analoga al otro par de valores del segundo sistema de cantidad, pero en el factor
inverso. Esta forma de proceder es representativa de la etapa 4 del razonamiento proporcional, en
la cual prevalecen estrategias de identificacion y reproduccion de patrones (Lesh et al., 1988)
asociadas al manejo “mas eficiente del proceso incremental utilizando la multiplicacion y la
division en lugar de un método aditivo como el conteo de saltos” (Koellner-Clark & Lesh, 2003,
p. 55). Un hallazgo que las estudiantes reflejaron en sus procedimientos tiene que ver con la
posibilidad de asociar la razdn con un operador, de tal manera que si la razén es entera se multiplica
por un entero o si la razon es una fraccion unitaria se divide por un entero.

Cabe anotar que en investigaciones recientes como en las de Obando (2015) y Sanchez
(2011), los razonamientos por analogias han surgido naturalmente en el analisis realizado por los
estudiantes, lo que hace que sean usados repetidamente al abordar situaciones de proporcionalidad.
Dados estos antecedentes, se esperaba que las estudiantes recurrieran con frecuencia a los

razonamientos por analogias para resolver las situaciones de proporcionalidad inversa, no obstante,
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los registros escritos mostraron que solo dos estudiantes abordaron y finalizaron la situacién desde
esta perspectiva, a diferencia de los procedimientos asociados a la proporcionalidad directa donde
fue mas comun (a pesar de no ser procedimientos correctos).

Hay que detallar que sumado a los antecedentes, habian otros factores que podian estimular
los razonamientos por analogia en las estudiantes como fue, por un lado, presentar parte de la tarea
introductoria a traves de una tabla y con relaciones iniciales que son cercanas a la realidad de las
estudiantes (la mitad y el doble), pues siguiendo a Koellner-Clark y Lesh (2003) los razonamientos
por analogia “ocurren cuando los nifios pueden organizar su informacién de tal manera que

determinen un patrén, como una tabla, una grafica o una tabla de razones” (p. 93).

Figura 17
Registro escrito realizado por la estudiante 2 sobre la situacion 1 de la tarea introductoria
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Un ultimo procedimiento planteado por algunas estudiantes para la situacion 1 se presenta
en laFigura 17 y en la Figura 18 el cual se acerca a las caracteristicas planteadas en la etapa 5 del
razonamiento proporcional. Este, a diferencia de los antes mencionados esta soportado bajo la
comparacion de parejas de cantidades de distintos sistemas de cantidades (cantidades heterogéneas)
a través del producto entre ellas. No obstante, con el Dialogo 2 y el Dialogo 3, los cuales presentan
la explicacion verbal de la estudiante (de la Figura 17), también se logra evidenciar como el
analisis y los procedimientos desarrollados por la estudiante no reflejan en un inicio los
comportamientos de la Gltima etapa del razonamiento proporcional, sino que a medida que la
estudiante va solucionando los literales de la situacion su estrategia va cambiando progresivamente,

pasando por varias de las etapas del razonamiento proporcional nombradas anteriormente.

Diélogo 2
Explicacién verbal sobre sus procedimientos realizados por la estudiante 2 sobre la situacion 1
de la tarea introductoria

0:06 Estudiante: La comida que le daba, pues lo que compraba le duraba 90
dias, entonces, yo lo que pensé como en ese instante, es gque dijeron que nos
dieron otras 6 vacas, en total ya tendriamos 12, pero yo lo pensé mas Dbien
como el doble. Entonces teniamos el doble de vacas y pues segun mi ldbégica
[risa], si estdbamos diciendo digamos las vacas por dos, para mi era como el
tiempo que duraba esa comida dividido dos. Porque esa comida duraba como para
un grupo, eh.. esto, y después si se duplicaba habia que partir a la mitad a
la comida para darle a los dos grupos. Asi saqué entonces que le iba a durar
45 dias.

Luego en la tabla apliqué como lo mismo para .. [silencio], pues nos daban como
varias cantidades de vacas entonces primero completé la del seis que ya la
tenia

1:19 Profesora: Eso, esa era la que nos daban ¢cierto? que para seis vacas
duraba 90 dias

1:24 Estudiante: si, y después como apliqué la misma ldégica que habia hecho
en el punto 1 con el resto, entonces dije que, si eso era igual y cada vez
que si era el doble o la mitad, se hacia la operacidén contraria, por asi
decirlo. Entonces si dividiamos la cantidad de vacas, ahora eran tres [vacas],
pues se multiplicaba por dos la cantidad de dias que duraba la comida y pues
eso me dio 180.

Nota. Fuente archivo Transcripcion entrevista Est 2 explicacion de procedimientos tarea intro propor inver Oct 2020.
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Enuninicio, tal como se puede ver en el fragmento presentado en el Didlogo 2, la estudiante
exhibe conciencia cuantitativa pre numérica y analdgica de la covariacion inversa entre cantidades,
la cual es posible reconocer en sus razonamientos cuando menciona: “Porque esa comida duraba
como para un grupo, ch... esto, y después si se duplicaba habia que partir a la mitad a la comida
para darle a los dos grupos [...] y cada vez que si era el doble o la mitad, se hacia la operacién
contraria” (Didlogo 2, Est 2, 00:06), aludiendo a que un cambio en la cantidad de vacas
necesariamente produce un cambio inverso en la duracion de la comida (etapa 2).

Seguidamente, la estudiante también manifiesta que el abordaje inicial de la situacion
estuvo determinado por el reconocimiento de la razén “el doble” (relator) entre un par de valores
de la variable cantidad de vacas. Y, teniendo en cuenta que las variables relacionadas covarian de
manera inversa entonces, toma la razdn encontrada entre el par de valores (conocidos) de la misma
familia de cantidad y la traslada como el operador “razén inversa” al otro par de valores
correspondientes (de la otra familia de cantidad), de los cuales uno es desconocido.

Asi, haciendo uso de los razonamientos por analogias, tal como se evidencia en la
explicacion que acompana el procedimiento: “después como apliqué la misma logica que habia
hecho en el punto 1 con el resto, entonces dije que, si eso era igual y cada vez que si era el doble o
la mitad, se hacia la operacion contraria [...]. Entonces si dividiamos la cantidad de vacas, ahora
eran tres [vacas], pues se multiplicaba por dos la cantidad de dias que duraba la comida y pues eso
me dio 180” (Dialogo 2, Est 2, 1:24), la estudiante continGa indagando sobre las relaciones que
vinculan la cantidad inicial de vacas (6 vacas) con los demas valores de ese mismo sistema de
cantidad y luego, aplica esa misma razon de manera analoga, pero a la inversa, en el otro sistema
de cantidad para hallar la duracion de la comida (etapa 4).

Para los demas valores presentados en la tabla no fue tan sencillo reconocer la relacion que
los vinculaba, por tal motivo la estudiante plantea un procedimiento distinto mediada por sus
saberes previos sobre los nimeros racionales y la relacion parte-todo. En este, ella considera la
aparicion de un elemento crucial, la comida, que asume como una cantidad constante con la cual
se puede operar sin necesidad de conocer su valor absoluto y que representa la unidad, el entero o
el todo que se descompone en partes iguales de acuerdo con la cantidad de vacas que se deban

alimentar y con la duracion de la misma.
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Dialogo 3
Explicacién verbal sobre sus procedimientos realizados por la estudiante 2 sobre la situacion 1
de la tarea introductoria

2:00 Estudiante: Entonces lo que hice fue multiplicar la cantidad de vacas
por la cantidad de dias que duraba la comida. Porque yo lo pensé como si esa
comida que le tocaba a cada una de esas seis vacas, como un sexto, porgque era
un sexto del total de la comida. Entonces si sumas todos esos un sexto, todas
esas partes, pues te deberia dar el total de una vaca, entonces lo multiplique
por seis, esa cantidad de dias y eso me dio 540 y como comprobacién también
lo hice con 3 y también me dio 540.

3:20 Profesora: [..] Entonces para los demds que hiciste?

3:26 Estudiante: para los deméds pues dije, si multiplico entonces la cantidad
de vacas por la cantidad de dias que dura la comida y esto me da el total,
pues si divido el total entre la cantidad de vacas que es la otra informacién
que me estan dando, me deberia dar la cantidad de dias, que es la operaciédn
contraria, entonces hice eso con cada uno, 540 dividido 18, dividido 15,
dividido 8, todo, y pues asi saque la tabla.

Nota. Fragmento tomado del archivo Transcripcidn entrevista Est 2 explicacion de procedimientos tarea intro propor
inver Oct 2020.

La inclusion de la comida en el analisis de la situacién, como una cantidad fija sobre la cual
se opera como si fuera un nimero, conlleva a la estudiante a descubrir otra cantidad: comida - dia.
Esta es una nueva unidad constante o invariante que permite la correlacion entre la cantidad de
vacas Yy duracion de la comida, de la cual, aunque no se conoce su total, si se tiene un estimado de
540 dias-comida. Sobre ella, es interesante como la estudiante la usa como una relacién funcional:

(#dias—comida)

((#vacas) X ) = 540 dias — comida.

vaca

Asi, la estudiante deduce que, si para 6 vacas la comida dura 90 dias, dando a cada vaca la
misma porcion, entonces con estas condiciones cada una de estas vacas esta comiendo un sexto
(1/6) del total de la comida en 90 dias. Luego, si ya no se tuvieran seis sino una sola vaca, esta
deberia comer en los primeros 90 dias un sexto del total de la comida, en los siguientes 90 dias
comeria otro sexto del total de la comida, en otros 90 dias otro sexto y asi hasta completar unidad.
Por lo que, si lo que se quiere es encontrar la duracion de comida para una vaca entonces se

multiplica 90 dias por 6 partes, encontrando que para una vaca la comida dura 540 dias.
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Figura 18
Registro escrito realizado por la estudiante 8 sobre la situacion 1 de la tarea introductoria

A 1 C
JoX 6= 5S40
: Cy SUG2 22770
CUO0;3<=180
SUO0 680
U0 Q = 6+
S401¢= 36
SHP:18=80a

Nota. Archivos de imagen Registro escrito 1 y 2 tarea intro prop inver Oct 2020 Est 8.

Luego, como se menciona en el Dialogo 3, la estudiante decide comprobar su hallazgo
corroborando que la estrategia hallada también cumpla para 3 vacas. Para esto, utiliza las
cantidades encontradas con anterioridad a través de los razonamientos por analogia, las cuales
corresponden con: para 3 vacas la comida debe durar 180 dias. Por lo cual, la estudiante multiplica
la cantidad de vacas por la duracion de la comida esperando que el resultado de ese producto sea
540 dias-comida, pues segun sus hipdtesis y hallazgos anteriores A X B = C, siendo C siempre
igual a 540.

Es asi como la estudiante valida que si multiplica la cantidad vacas por la cantidad de dias
este producto siempre debe ser igual a 540 comida-dias, tal como lo enuncia en el Dialogo 3 “si
multiplico entonces la cantidad de vacas por la cantidad de dias que dura la comida y esto me da el
total” (Est 2, 3:26). Justamente este hallazgo la lleva, en primer lugar, a reconocer la constante de
proporcionalidad caracteristica de la covariacion bilineal y, en segundo lugar, con esta constate su
manera de proceder corresponde a los procedimientos analiticos: x X y = 540. Entonces, conocida
una de las cantidades (de una familia de cantidad), se puede encontrar la cantidad correspondiente
(de la otra familia de cantidad), simplemente dividiendo la constante de proporcionalidad entre la
cantidad conocida, es decir, si lo que desea es encontrar el total de dias que dura la comida para
una cantidad de vacas determinada solo debe dividir 540 entre el nimero de vacas, tal como se

muestra en el siguiente fragmento del Dialogo 3 “si divido el total entre la cantidad de vacas que
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es la otra informacion que me estdn dando, me deberia dar la cantidad de dias, que es la operacién
contraria” (Est 2, 3:26).

En esa misma linea, la estudiante concluye que para cualquier par de valores
correspondientes de dos distintos sistemas de cantidades relacionados (cantidades heterogéneas),
la multiplicacion siempre serd igual a la constante de proporcionalidad, en este caso 540 comida-
dias, luego, 2 vacas por 270 dias y 3 vacas por 180 dias es igual a 540 comida-dias.

Estos procedimientos se acercan a la etapa final del razonamiento proporcional, ya que, hay
un reconocimiento de las variaciones y de la relacion analitica que correlaciona las cantidades, sin
embargo, aln no es explicito el tratamiento algebraico de las relaciones. En esta etapa final, las
estudiantes analizan la correlacion entre las cantidades en funcion de un invariante que relaciona
cualquier par de valores pertenecientes a los dos sistemas de cantidades heterogéneos. En este caso,
para la proporcionalidad inversa, dicho invariante estd soportado en la multiplicacion entre las
parejas de valores correspondes de las cantidades heterogéneas. A esta forma de razonamiento,
Obando (2015) la nombra como razonamientos analiticos ya que estan soportados en la relacion
funcional entre parejas de cantidades heterogéneas.

En esa misma linea, de acuerdo con Villa-Ochoa (2020) un indicador de razonamiento
proporcional se evidencia en que los estudiantes puedan reconocer la existencia de una nueva
cantidad, la cual es producto de la transformacidn de cantidades particulares e individuales. Esta
cantidad, al igual que en los razonamientos por analogias, no es especificada en la informacion
inicial y mucho menos se sugiere que deba ser calculada para encontrar la solucién. Sin embargo,
esto deja ver que, en la comprension del sentido de covariacién inversa a partir de la relacion entre
los sistemas de cantidades involucrados, la posibilidad de reconocer el producto constante entre
cualquier par de valores correspondientes se vuelve un elemento clave en la solucién cuantitativa
de las situaciones.

Por otro lado, vale la pena llamar la atencion sobre las representaciones desarrolladas por
las estudiantes en las Figura 17 y Figura 18, estas, en comparacion por ejemplo con la Figura 10,
estan centradas no solo en las cantidades que intervienen en la situacion sino también en las
relaciones que se dan entre dichas cantidades, lo que permite a las estudiantes tomar decisiones
sobre el tipo de operaciones que deben realizar con dichas cantidades. Véase, por ejemplo, como

las vacas no son representadas de manera explicita sino a través de circulos y como con el uso de
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flechas, simbolos de operaciones, algunas palabras (el doble y repartir) e incluso de expresiones
generalizadas (A X B = (), las estudiantes expresan conexiones entre las cantidades, de manera
que los iconos quedan configurados al expresar las relaciones que surgen entre los elementos del
contexto.

Estas formas de representacion donde prevalecen las relaciones entre las cantidades por
encima de las particularidades y que son medios instrumentales a través de los cuales las
estudiantes piensan y configuran su accion y sus procedimientos, se asemejan a lo que Obando
(2015) refiere como representaciones iconicas (objetivan las relaciones) y simbolicas (cuando las
relaciones son expresadas en una generalizacion).

En términos generales, los parrafos anteriores permiten reconocer como al adentrarse en
una situacién de proporcionalidad inversa, las estrategias y procedimientos realizados por las
estudiantes fueron cambiando progresivamente, muchos de ellos transitando por distintas etapas
del razonamiento proporcional. Algunas estudiantes iniciaron la situacion centrando su analisis en
las particularidades contextuales; otras, influenciadas por sus experiencias personales previas,
idearon la relacion entre las cantidades solo de manera cualitativa, analizando que cambios en una
de las variables produce cambios inversos en la otra variable, esto llevd a muchas ha intentar
materializar dichos cambios de manera cuantitativa.

En ese sentido, se evidencié como algunas de las estudiantes se centraron inicialmente en
reconocer aumentos o disminuciones aditivas entre los valores de una sola variable, otras
plantearon comparaciones multiplicativas en una sola variable que luego trasladaron de manera
inversa a la otra e incluso, varias pasaron a reconocer un patron invariante el cual permitio
coordinar la correlacion entre las cantidades. Esto, refuerza los planteamientos de Koellner-Clark
y Lesh (2003) quienes insisten en que el desarrollo del razonamiento proporcional no es definitivo
ni lineal, antes bien, es recurrente y va cambiando de acuerdo con las situaciones que se vayan
trabajando, moviéndose “hacia adelante y hacia atrés a lo largo del continuo, a medida que [los
estudiantes le] dan sentido a diferentes actividades problematicas y hacen conexiones con
conocimientos previos” (p. 97).

De manera que, mas alld de mostrar que los procesos que describen cada etapa estan
instituidos en las estudiantes, este apartado resalta la condicion progresiva y gradual de cémo se

desarrolla el razonamiento proporcional sustentado en la capacidad de las estudiantes para analizar
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las situaciones desde la variacion y el cambio, promoviendo el reconocimiento de las cantidades y
la basqueda de patrones e invariantes que coordinen los procesos de covariacion y correlacion entre
las cantidades. Mostrando que las estudiantes poseen una capacidad natural para hacer analisis
variacionales, incluso cuando las relaciones son correlaciones bilineales.

Por otro lado, también se puede destacar el posible vinculo entre las representaciones y los
procesos de razonamientos propuestos por las estudiantes, sugiriendo que las representaciones
parecen tener una influencia en la manera como las estudiantes resuelven las situaciones, es decir,
las representaciones parecen ser un medio instrumental a través del cual las estudiantes pueden

configurar su accién y, por ende, sus procedimientos.

5.2 El papel del invariante multiplicativo en la proporcionalidad inversa

Como se mostré en el apartado anterior, las estudiantes pueden aproximarse con naturalidad
a fendmenos de cambio y alli, reconocer procesos de covariacion entre las cantidades, descubrir
patrones aditivos y multiplicativos e, incluso, utilizar dichos patrones para describir los procesos
de correlacion entre las cantidades que varian aun cuando no se les ha instruido explicitamente
sobre dichas relaciones. En ese sentido, en esta seccion se pretende ampliar la reflexion sobre el
papel de la constante de proporcionalidad en la proporcionalidad inversa, analizando cémo
interpretan las estudiantes el invariante multiplicativo en las correlaciones bilineales.

Tal como se ha mencionado, la tarea introductoria de proporcionalidad inversa estaba
compuesta por dos situaciones. La primera situacién, problematizada en el apartado anterior, aludia
a la relacion entre una cantidad de vacas para alimentar y la duracién de determinada comida
(Figura 9) y la segunda situacion, presentada en esta sesion, (ver Figura 19), indicaba que al final
de una jornada de trabajo, la sefiora Tulia envasa una cantidad total de aceite para hacer empanadas
en 8 barriles cada uno de 20 litros de capacidad. Sin embargo, al no encontrar los barriles en los
cuales guarda normalmente el aceite, utiliza otros barriles que tienen 6 litros de capacidad. Es por
esto que ella debe averiguar ¢cuantos barriles de 6 litros necesita para guardar el total de aceite?

De acuerdo con los registros escritos y las entrevistas cortas (Dialogo 4), el reconocimiento
del invariante que correlaciona las cantidades en la situacion 2, visto como la multiplicacion de los

valores de las dos cantidades heterogeneas, surge de una manera mas natural para las estudiantes.
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Al parecer, las experiencias previas y el conocimiento social de las estudiantes, elementos decisivos
en el razonamiento proporcional, conducen e influyen en la planificacion de las soluciones ya que

con seguridad las estudiantes han tenido la oportunidad de hacer vaciados de liquidos en botellas.

Figura 19
Situacion 2 de la tarea introductoria de proporcionalidad inversa

Situacion 2: [ a vecina de mi abuela, la sefiora Tulia vende empanadas. Al final de su jornada ella envasa el
total del aceite que utilizé en 8 barriles cada uno de 20 lifros de capacidad.

A) Ayer no logrd encontrar sus barriles, asi que utilizé ofros que tenian una capacidad de 6 litros cada uno
+Cudantos barriles en total llend dofia Tulia sabiendo que siempre le queda la misma cantidad de aceite al final
de su jornada? Recuerda explicar como enconiraste la respuesta.

B) A la semana siquiente su hijo le llevo 10 barriles distintos a los anteriores y en ellos pudo envasar todo el
aceite ;Cual es la capacidad de esos barriles?

Nota. Situacion tipica de proporcionalidad inversa adaptada de Chizner et al. (2010).

Diélogo 4
Explicacién verbal sobre sus procedimientos realizados por la estudiante 2 sobre la situacion 2
de la tarea introductoria

9:40 Profesora: cuéntame ta cbédmo lo pensaste la situacidén 2.

9:46 Estudiante: si, la impresidén del problema dos fue que me parecid mucho
mas facil, porque me dijeron que tenia 8 barriles cada uno de 20 litros vy
después los llena de seis litros cada uno y, entonces yo dije, primero necesito
el total de aceite y multipliqué los 20 litros de cada 8 barriles, entonces 8
por 20 que me dio 160, entonces eran 160 litros de aceite y después lo dividi
entre seis.

10:27 Profesora: ahi, por ejemplo, en la forma como se solucionan los dos
problemas, encuentras algo en comin, en los procedimientos, ¢en la manera de
pensarse?

10:41 Estudiante: pues la verdad yo los diferencié mucho porque, cuando los
comparaba no me parecian mucho, &ésea, se me venia ahi mismo a la mente la
solucidén del segundo, el primero era mds como un experimento, de ir probando
cosas porque era mas desconocido, el segundo fue como ahi mismo la respuesta,
que lo lei y bueno, hay que hacer esto, esto y esto, el primero lo lei y dije,
voy a ponerme a ver que hago.

Nota. Fragmento tomado del archivo Transcripcion entrevista est. 2 explicacion de procedimientos tarea intro propor
inver Oct 2020.
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De manera que, como se muestra en la Figura 20 y la Figura 21, las estudiantes expresan
que, al multiplicar la cantidad de barriles iniciales por su capacidad se puede hallar el total del
aceite utilizado por dofia Tulia, en otras palabras, comprenden que la relacion multiplicativa 8 veces
20 litros es equivalente al total de litros de aceite, encontrando que 20 litros X 8 barriles =
160 litros que seran repartidos en barriles. Este valor encontrado se funge como una nueva
cantidad en la situacion: 160 litros, que corresponde a una cantidad invariante de aceite que llenaria

un solo barril de 160 litros de capacidad.

Figura 20

Registro escrito realizado por la estudiante 6 sobre la situacion 2 de la tarea introductoria
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea intro prop inver Oct 2020 est 6.

Lo interesante, es que, una vez encontrada dicha cantidad constante, la estudiante puede
hallar con facilidad el nimero de barriles necesarios con n litros de capacidad, dividiendo el total
de aceite entre los n litros de capacidad, esto al saber que la particion de 160 litros en n partes
iguales produce el valor de m cantidad de barriles. Asi, cuando se le pregunta por la cantidad de
barriles de 6 litros que contienen el aceite, simplemente la estudiante divide el total de aceite en 6
partes iguales, como se muestra en el Dialogo 4, encontrando que pueden llenar 26 barriles y otro

poco.
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Figura 21
Registro escrito realizado por la estudiante 2 sobre la situacion 2 de la tarea introductoria
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea intro prop inver Oct 2020 est 2.

Igualmente, es posible que la naturalidad con la cual las estudiantes respondieron a esta
situacion esté relacionada con la similitud que esta tiene a situaciones rutinarias de multiplicacion,
que se pueden resolver a través de una suma iterada. Quiza, también por eso, la estudiante de la
Figura 22 representa la situacion de manera aditiva, dibujando la cantidad de barriles dados y
sumando su capacidad las veces gue se repite para encontrar el total de litros que posee, 0sea, repite
8 veces el valor 20 equivalente a 160. Luego, con esta informacion, la estudiante una vez mas
realiza una suma iterada, agregando 6 litros todas las veces que sean necesarias hasta alcanzar 160

litros, encontrando que 26 veces 6 es equivalente a 160.

Figura 22
Registro escrito realizado por la estudiante 9 sobre la situacion 2 de la tarea introductoria
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea intro prop inver Oct 2020 est 9.

De manera que, tanto en la situacion 1 como en la situacion 2 de la tarea introductoria de

proporcionalidad inversa, algunas estudiantes descubrieron que, al multiplicar las parejas de
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valores correspondiente de los dos sistemas de cantidades relacionados, siempre encontrarian un
valor constante y, ademas, que este valor, incluso aunque no se da o se pide encontrar
explicitamente en el enunciado de las situaciones, al usarlo es posible llegar a la solucién. Esto deja
ver entonces, un comienzo en el uso de los razonamientos analiticos por parte de algunas
estudiantes, evidenciado en el reconocimiento de las covariaciones y de la relacion analitica que
correlaciona las cantidades. No obstante, también marca un camino por recorrer hacia el
tratamiento algebraico de las relaciones, donde los procedimientos realizados por las estudiantes
puedan trascender un enfoque aritmético que ain es marcado y hagan uso de las unidades de
medida, las cuales son fundamentales para comprender el invariante multiplicativo como una nueva

unidad de medida.

Dialogo 5
Explicacién verbal sobre sus procedimientos realizados por la estudiante 2 sobre la situacion 2
de la tarea introductoria

5:45 Profesora: bueno, te voy a hacer otra pregunta. Cuando tu encuentras ese
total que cuando multiplicas todo te da 540 como podriamos interpretar ese
540 en el problema, es decir, por ejemplo, al principio dijimos que seis
corresponde a seis vacas, 6sea, las cantidades dentro del problema tienen un
significado, ¢cdémo podriamos entender esos 5407, ;qué dices?

6:12 Estudiante: pues para mi ese 540 eran como el total, por asi decirlo,
porque si estaba diciendo que a cada vaca le tocaba un sexto estaba diciendo

que ese 540 representaba el total de esa comida.

6:33 Profesora: ;6sea que 540 es comida? ;0 es dias o es vacas o es combinacidn
de ambos?

6:40 Estudiante: 540 era como el total de dias que duraba la comida
6:46 Profesora: ;para cuantas vacas?

6:48 Estudiante: para una y como era uno yo lo representaba como el total

Nota. Fragmento tomado del archivo Transcripcion entrevista est 2 explicacion de procedimientos tarea intro propor
inver Oct 2020.

A proposito, se presenta en el Didlogo 5 un fragmento tomado de la entrevista realizada a

la estudiante 2, en ella llama la atencidon como cuando la maestra cuestiona a la estudiante sobre el
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significado del invariante en el contexto de la situacion, ella parece no tener claridad en la
interpretacion de la misma. Inicialmente, la estudiante asocia la cantidad constante (540) con el
procedimiento realizado, en donde es protagonista la relacion parte-todo y resalta que dicho valor
corresponde al todo o al entero, por lo cual al agruparse todas las partes de sextos de comida se
tendria el total de la comida, como lo amplia la estudiante cuando dice “pues para mi ese 540 eran
como el total, por asi decirlo, porque si estaba diciendo que a cada vaca le tocaba un sexto estaba
diciendo que ese 540 representaba el total de esa comida” (Dialogo 5, est. 2, 6:42). No obstante, la
maestra nuevamente interroga a la estudiante en busca de que ella misma reafirme su respuesta, a
lo que la estudiante responde que corresponde al total de dias que dura la comida para una sola
vaca.

Es asi como este episodio permite ver que al referirse a un tratamiento analitico es
importante, mas no suficiente, descubrir el patrén que se mantiene constante en la covariacion de
las cantidades heterogéneas. Dado que, una vez identificada la constante es fundamental
interpretarla en el contexto de la situacion y analizar su rol en el proceso de correlacién entre las
cantidades, en donde es crucial el papel de las unidades de medida, las cuales transforman un valor
numérico en una cantidad o sistema de cantidad.

En ese sentido, Sdnchez (2011) insiste en la necesidad de incluir y operar con las unidades
de medida de cada cantidad cuando se trabaja con razones, proporciones y proporcionalidad, esto
permitird hacer explicito en el lenguaje la relacion entre las cantidades, ademas, que “favorece en
los estudiantes la identificacion de los distintos roles de la razon, principalmente de la razén como
relator cuando se trabaja con magnitudes heterogéneas” (p. 201) y en este caso, del invariante o la
constante como transformador.

A diferencia del literal A, en el literal B de la situacion 2 ya no se daba capacidad y se pedia
el nimero de barriles, sino que se conocia el nimero de barriles y se preguntaba por su capacidad.
Sin embargo, para resolverlo las estudiantes nuevamente tomaba como referencia el valor constante
encontrado, este como ya se menciono es resultado de multiplicar n veces la capacidad por barril.
Luego, si lo que se sabe es el nimero de barriles iguales entre los que se va a repartir el aceite, se
puede encontrar cuantos litros de aceite le corresponden a cada uno dividiendo el total de aceite

entre el nimero de barriles, asi lo expresa la estudiante de la Figura 23.
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Figura 23
Registro escrito realizado por la estudiante 10 sobre la situacion 2 literal B de la tarea
introductoria

Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea intro prop inver Oct 2020 est 10.

Con todo esto, los procedimientos de la figura 20, 21 y 23 dejan ver el papel del invariante
en las situaciones de proporcionalidad inversa, en donde este, mas alla de permitir el calculo
aritmético de cantidades, asume un rol de transformador que al aplicarlo sobre la cantidad de litros
por barril los transforma en nimero de barriles y viceversa, al aplicarlo sobre el nimero de barriles

los transforma en capacidad por barril, es decir, si se considera a k como la constante se tiene

litros

k(n,m) litros = n barriles X -
(n,m) litros = n barriles X m py—

Luego, si se aplica la constante con cada una de las familias de cantidades se obtiene:

k litros litros ) k litros .
- =m - 0 ———— = n barriles
n barriles barril litros
barril

Esto se da, porque el invariante estd acompafiado de unas unidades de medida “litros” las
cuales le dan la categoria de cantidad, que al aplicarse sobre uno de los sistemas de cantidades lo
transforma en el valor correspondiente del otro sistema de cantidad. Asi, siguiendo a Obando
(2015) el invariante se puede interpretar como “una especie de funcion que correlaciona familias

de cantidades (es decir, pone en correspondencia biunivoca cantidades de una familia con
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cantidades de otra) o transforma cantidades en una de las familias en cantidades en la otra” (p.
218).

5.3 Tarea 2: Construyendo rectdngulos de igual area

Una vez finalizada la tarea introductoria se desarrollaron 4 momentos de clase magistral en
los cuales se discutieron con las estudiantes generalidades y caracteristicas de la proporcionalidad
inversa. Luego, a principios de noviembre se les propuso una tarea final para realizar en equipos
de 3 estudiantes, en la cual se buscaba problematizar la covariacion entre los lados de un rectangulo
cuando su area se mantiene constante igual a 12 cm?.

Para iniciar se le pidi6 a cada equipo dibujar en sus cuadernos todos los posibles rectangulos
que cumplieran la condicién de tener como area 12 cm? y que prestaran atencion en la manera
como cambiaban las medidas de la base y la altura entre los rectangulos dibujados. Una vez que
los equipos finalizaron sus construcciones se dio paso al momento de socializacion con el resto del
grupo y alli se encontr6 que 4 de los 5 equipos concluyeron que se podian dibujar solo tres
rectangulos, o en su defecto, 6 rectdngulos intercambiando las medidas de su base y su altura, un
primer rectangulo de base 12 cm y altura 1 cm, un segundo rectangulo de base 6 cm y altura 2 cm

y un altimo rectangulo de base 4 cm y altura 3 cm, como se puede ver en la Figura 24.

Figura 24
Registro escrito realizado por el equipo 1 tarea 2: Construccion de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccion de rectangulos Nov 2020 Equipol Est 11.

La semejanza en los rectangulos dibujados por los equipos refleja que las estudiantes han
desarrollado una nocién de area relacionada con encontrar el nimero de unidades cuadradas que

pueden cubrir una superficie dada que, en este caso, correspondia con 12 unidades cuadradas
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(Figura 25). Con esta idea, las estudiantes buscaron todos los posibles rectdngulos que encerraran
exactamente 12 cuadrados de 1 ¢m?, hallando los tres rectangulos ya mencionados. Sin embargo,
dicha aproximacion al concepto de area también dificulto la exploracion de otra variedad de
rectdngulos por parte de las estudiantes, en los cuales las medidas de sus lados tomaban valores
racionales y generaban un dibujo que, aunque visualmente no parecia contener exactamente 12
cuadrados de 1 cm?, al agrupar particiones de la unidad mas pequefias completaban exactamente

12 cuadrados de 1 cm?.

Figura 25
Registro escrito realizado por el equipo 5 sobre la tarea 2: Construccion de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccién de rectangulos Nov 2020 Equipo 2 Est. 5.

Solo uno de los equipos propuso un rectangulo adicional que tenia 8 cm de base y 1,5 cm
de altura. En la Figura 26 se puede observar que este grupo de estudiantes tuvo una concepcion
similar de area, sin embargo, a diferencia de los demas grupos ellas realizaron particiones a la
unidad patrén de medida. En particular, dividieron a la mitad el rectangulo de 1 ¢m?, encontrando
que con 2 mitades de rectangulo podian hacer una unidad completa, por lo que, agruparon 8 mitades
para conformar 4 unidades completas que sumadas con las 8 unidades de la base completaban un

total de 12 cuadrados de 1 cm?.
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Figura 26
Registro escrito realizado por el equipo 3 sobre tarea 2: Construccion de rectangulos

Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccion de rectangulos Nov 2020 Equipo 3 est 10.

Esta manera de abordar la tarea, fragmentando la unidad 1 ¢m? en porciones de area mas
pequefias pero igualmente familiares y operables (mitades, cuartos, octavos, entre otros) permitid
a la estudiantes encontrar otras posibles soluciones y al mismo tiempo, refleja el desarrollo de
algunas habilidades que segun Pitta-Pantazi y Christou (2011) y Lamon (2007) son propias del
razonamiento proporcional como la particion, la relacion parte - todo y la unitizacidn, esta ultima
entendida como el proceso cognitivo de dividir una cantidad dada en piezas equivalentes o de

tamario conveniente para operar con dicha cantidad.

Dialogo 6
Explicacion verbal procedimientos estudiante 1 sobre la tarea 2: Construccion de rectangulos

06:09 Profesora: Mira que en el primer punto por ejemplo cuando haciamos los
rectangulos, apenas encontramos 3 soluciones, encontramos la de 6 por 2, 1
por 12 y la de 4 por 3. (Por qué crees que uno tenga esa visidén tan limitada
al principio?

06:27 Estudiante: Porque normalmente uno como que, por decirlo asi, es muy
esquivo con los numeros decimales porque pues no sé, es como mas largo el
procedimiento para hallar con las comas entonces yo creo gue uno siempre se
centra en los nUmeros enteros, es méds sencillo para uno.
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De igual modo, este suceso sobre el dibujo de los rectangulos refleja la necesidad por parte
de las estudiantes de continuar familiarizandose con los nimeros racionales pues, aunque son
conscientes de su existencia, al momento de resolver un problema no es usual que los utilicen en
sus procedimientos o logren integrarlos en sus soluciones, tal como lo sugiere la estudiante 1 en el
Dialogo 6. Y en ese sentido, como lo ratifica Lamon (2007) el conocimiento y la comprensién del
conjunto de los racionales es fundamental en el camino hacia el desarrollo del razonamiento
proporcional, partiendo de su acepcién como parte-todo e interrelacionandolo con los demas

constructos como la razon, el operador, el cociente y la medida.

Figura 27
Registro escrito realizado por el equipo 4 sobre la tarea 2: Construccion de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccién de rectangulos Nov 2020 Equipo 4 est 3.

Fue asi como los siguientes literales de la tarea buscaban ampliar la mirada de las
estudiantes llevandolas a construir otros rectangulos de area 12 cm?, con valores racionales en la
longitud de su base y altura. Para iniciar, se les pidié tomar como referencia el rectangulo de base
4 cm y altura 3 cm del cual ya tenian certeza de la medida de su area igual a 12 cm?. Sobre este
rectangulo se les indicé hacer una particion horizontal en cuatro partes iguales y luego, reacomodar
dichas partes de tal manera que se formaran rectangulos diferentes a los ya encontrados, como se

muestra en la Figura 27 y Figura 28.
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Figura 28
Registro escrito realizado por el equipo 3 sobre tarea 2: Construccion de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccion de rectangulos Nov 2020 Equipo 3 est 10.

Siguiendo las indicaciones de las particiones, las estudiantes encontraron otros dos
rectangulos. El primero de base 16 cm y de altura 0,75 cm, como resultado de agrupar las cuatro
superficies de manera horizontal (ver Figura 27) y el segundo de base 8 cm y altura de 1,5 cm, que
se formaba al agrupar en dos columnas los 4 rectangulos pequefios (ver Figura 28). Junto a los
rectangulos dibujados, las estudiantes agregaron las explicaciones escritas para cada caso,
ampliando sus percepciones numéricas sobre el cambio en las cantidades de magnitud

involucradas: las medidas de los lados iniciales y finales.

Figura 29
Registro escrito realizado por el equipo 2 sobre tarea 2: Construccién de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccion de rectangulos Nov 2020 Equipo 2 est 9.

De modo que uno de los equipos, a través de la visualizacion de los dibujos, reconocio un
de forma no numeérica un cambio cualitativo negativo entre los lados del rectangulo expresando
que “cuando aumentamos la base, la altura se hace mas pequenia” (Figura 29, est. 9) y reflejando
con este argumento, conciencia sobre la correlacion negativa que vincula las variables base y altura
del rectangulo, donde, al hacer mayor la longitud de la base, la altura se reduce (etapa 2) (ver
Figura 29).
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Figura 30
Registro escrito realizado por el equipo 3 sobre tarea 2: Construccion de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccion de rectangulos Nov 2020 Equipo 3 est 10.
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Otros dos equipos fueron un poco mas alla y sumado al reconocimiento pre numérico de la
covariacion inversa, encontraron una relacion cuantitativa que describia la covariacion entre las
cantidades. El equipo 3 describid que si se duplicaba la base del rectangulo (x 2) entonces la altura
se debia reducir a la mitad (+ 2), es decir, los cambios estaban determinados a través de los factores
inversos (Ver Figura 30). Asimismo, el equipo 4 notd que en comparacién con el rectangulo de
3x4, en este nuevo la base se cuadriplicaba (x 4) y la altura disminuia en su cuarta parte (+ 4)
(Figura 31).

Este reconocimiento de la correlacion entre las cantidades denota las caracteristicas de la
etapa 4 del razonamiento proporcional, dado que las estudiantes realizan inicialmente un analisis
de la variacion de las cantidades de manera particular, dando cuenta de como cambia la altura entre
rectangulo y rectangulo y como cambia la base entre rectangulo y rectangulo. Y una vez encontrada
la razén que vincula los valores en una cantidad, esta los lleva a reconocer una relacién inversa
entre las dos cantidades, observando que cuando la base aumenta en un factor, la altura disminuye

en ese mismo factor.

Figura 31
Registro escrito realizado por el equipo 4 sobre tarea 2: Construccién de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccién de rectangulos Nov 2020 Equipo 4 est 3.
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El resto de los equipos igualmente coincidieron en la identificacion de la variacion inversa
y la expresaron numéricamente a través de una regla que gobierna tal proceso de covariacion, pero
agregaron que el motivo por la cual los lados del rectangulo variaban de esa manera era para
conservar el valor del area del rectangulo, igual a 12 cm? (ver Figura 32), ya que independiente
de la manera como se acomodaran los pequefios rectangulos el area seguia siendo la misma. Asi
que, los lados del rectangulo debian variar inversamente, de tal forma que si uno de ellos disminuia
el otro lado debia compensar ese cambio aumentando en el factor inverso, para mantener constante

el area.

Figura 32
Reglstro escrito reallzado por el equipo 1 sobre tarea 2: Construccion de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccién de rectangulos Nov 2020 Equipo 4 est 12.

Luego, las siguientes preguntas de la tarea conservaban una estructura similar, en ellas se
pedia a los equipos encontrar la medida de uno de los lados del rectangulo conociendo el otro lado.
En una de ellas incluso, se daba una tabla de valores en la cual las estudiantes debian completar la
medida de altura dada la base, de la base dada la altura y los valores correspondientes para la base
y la altura sin conocer ninguno de los dos. Estas preguntas terminaban con el interrogante inicial
ya planteado sobre ¢cuantos rectangulos diferentes se podian formar que tuvieran un de area

12 cm??

Dialogo 7
Registro escrito realizado por el equipo 1 sobre tarea 2: Construccion de rectangulos

05:15 Profesora: Si tuviéramos que decir aqui, que cudl es el elemento méas
importante en este tipo de problemas, tu qué crees (Cudl seria?

05:23 Estudiante: Pues, saber cuédles son las operaciones inversas, ésea como,
porque si digamos se multiplica para hallar el &rea, entonces para encontrar
los datos que nos falta tendriamos que dividir.
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De modo que esta secuencia de preguntas llevo a las estudiantes, en primer lugar, a hacer
explicita la relacion entre la multiplicacion y la division, tal como lo menciona la estudiante en el
Dialogo 7, donde especifica que para llegar a la solucion fue indispensable conocer la relacion
inversa entre las operaciones multiplicacion y division, dado que, si “se multiplica para hallar el
area, entonces para encontrar los datos que nos falta tendriamos que dividir” (Est. 1, 05:23, Didlogo
7). Méas adelante, pero utilizando otras palabras, nuevamente la estudiante 1 ratifica la importancia
del vinculo entre la multiplicacién y la division cuando menciona: “yo lo que pensé fue, el area
sale cuando multiplico la base y la altura, pero no tengo base, solo el area y la altura entonces lo
que necesito es saber por cuanto multiplico la altura para que de 12, 6sea que tengo que dividir el

area entre la base” (Est.1, Entrevista corta, 07:06).

Figura 33
Registro escrito realizado por el equipo 3 sobre tarea 2: Construccion de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccién de rectangulos Nov 2020 Equipo 3 est 10.

Estos procedimientos presentados en la Figura 33 y en el Dialogo 7 tienen sentido y se
justifican dado que, entre las variables area, base y altura de un rectangulo se establece una
correlacion bilineal de la forma Area (base, altura) = base X altura, donde la variacion del
area del rectangulo se determina con respecto a la longitud de sus dos lados. Asimismo, la variacion
del &rea en cuanto a cada uno de sus lados, tomando uno de ellos constante, es directamente
proporcional, lo cual significa que, si uno de los lados se mantiene constante y la longitud del otro
aumenta al doble, al triple o al cuadruple entonces el area también aumenta en ese mismo factor,

al doble, al triple o al cuadruple respectivamente (Posada & Obando, 2006).
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Figura 34
Registro escrito realizado por el equipo 5 sobre tarea 2: Construccion de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccion de rectangulos Nov 2020 Equipo 5 est 5.

En segundo lugar, la secuencia de preguntas también condujo a las estudiantes a determinar
que es posible hallar infinitos rectangulos que tengan como area 12 ¢cm?, pues sin importar la
medida de la altura o de la base dada (tomando valores del conjunto de los Reales positivos),
siempre serd posible encontrar una pareja correspondiente que al multiplicar la medida dada hace
gue se mantenga constante el area (Figura 34 y Figura 35). Es asi como el area del rectangulo se
objetiva como la constante de proporcionalidad que correlaciona los lados de un rectangulo de

manera inversamente proporcional.

Figura 35
Registro escrito realizado por el equipo 3 sobre tarea 2: Construccién de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccion de rectangulos Nov 2020 Equipo 3 est 14.

Por ultimo, tal como se presenta en la Figura 36, al pedir a los equipos construir un modelo
que describiera la variacion entre las cantidades base, altura y area, las estudiantes una vez mas se
apoyaron en la secuencia de interrogantes ya resueltos. Luego de analizar la similitud en los
procedimientos utilizados para encontrar la base o la altura, ellas establecieron que una vez

conocida el area y uno de los lados, para encontrar la medida del otro lado solo debian dividir el

Area . .
o El equipo de la Figura

36 puntualiza que este modelo tiene versatilidad en la medida en que puede usarse tanto para

area entre la medida del lado conocido, expresandolo como base =

encontrar la base como la altura e incluso el area, teniendo uno de sus lados.
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Figura 36
Registro escrito realizado por el equipo 1 sobre tarea 2: Construccion de rectangulos

Respuesta: fcie mocelo 0 viilRa
B8 o Yar \a wase, aluie 62

0 IO CAQH oM O

o Aalof auld UAHewe -

oy egle 0 Uil Zan0 oo emebin-

ol alluyo (On 10 duviSion CmIve
i Consianie Yy laoate.

Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccion de rectangulos Nov 2020 Equipo 1 est 1.

Vale agregar que muchas de las estudiantes acompafiaron su modelo con un ejemplo (ver
Figura 37), como una manera de validar por ellas mismas la representacion propuesta y de hacer
explicito el funcionamiento del modelo. Asimismo, en los hallazgos de Villa-Ochoa (2020), la
ejemplificacién de casos numéricos particulares aparece como un mecanismo utilizado por los
estudiantes en el camino hacia el reconocimiento de objetos multiplicativos, entendidos como la

transformacion de la relacion entre cantidades en una nueva cantidad conjunta.

Figura 37
Registro escrito realizado por el equipo 3 sobre tarea 2: Construccion de rectangulos
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Nota. Archivos de imagen Registro escrito tarea 2 Construccion de rectangulos Nov 2020 Equipo 3.
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Para terminar, cabe resaltar la postura de Obando (2015) cuando insiste en que una
aproximacion a la covariacion de cantidades desde los razonamientos analiticos implica tanto una
comprension distinta sobre las relaciones entre las cantidades como “otras formas de accion ahora
ligadas a la comparacion de cantidades heterogéneas y al uso de instrumentos que permiten la
comparacion no solo de parejas de cantidades, sino de familias de parejas de cantidades” (p. 214).

En esta linea, se puede destacar la necesidad de continuar promoviendo en la clase de
matematicas tareas que susciten la percepcion de la covariacion, no limitandolas unicamente a la
basqueda de un valor especifico, antes bien, proponiendo que las tareas impliquen la indagacion
de distintos valores, los cuales permitan analizar el comportamiento de las cantidades en diferentes
condiciones, hacer comparaciones y encontrar patrones, como el caso de la construccién de los
variados rectangulos con un area determinada, la duracion de la comida para x cantidad de vacas o
el nimero de recipientes que pueden contener una cantidad especifica de aceite.

También, es fundamental fomentar en las estudiantes el uso de tablas de valores, dado que
a través de esta forma de representacion se promueve el reconocimiento de las cantidades
involucradas en las situaciones, el manejo mas simple y comodo de los datos, la identificacion de
regularidades, de relaciones de dependencia entre las cantidades y las familias de parejas de
cantidades y de la constante de proporcionalidad. Para Corellano etal. (2015) cuando la
informacidén es reordenada y presentada a través de tablas, promueve en los estudiantes otras
formas de dialogar con los datos, y, por tanto, con las situaciones. Ademas, el trabajo con las tablas
se conecta con la construccién e interpretacion de gréaficos cartesianas, aspecto que no pudo
ampliarse en esta investigacion pero que es vital en el paso de los razonamientos por analogia hacia

los analiticos, donde se gesta la funcion como dependencia.
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6. Conclusiones

En este proceso de caracterizar los procedimientos, instrumentos y conceptos relativos al
razonamiento proporcional se han conseguido diversos aprendizajes.

A proposito de los procedimientos

Los registros escritos, socializaciones grupales y entrevistas cortas realizadas a las
estudiantes respaldan la idea de que el desarrollo del razonamiento proporcional es un proceso
gradual y paulatino, en el cual las estudiantes transitan por las distintas etapas de manera recurrente
y no lineal. Esto, se evidencia en el apartado 5.1 donde se muestra como van cambiando los
procedimientos y las representaciones realizadas por las estudiantes, a medida que se profundiza
en los andlisis y se consideran otras variables, mostrando que justamente ese paso por las diferentes
etapas es lo que permite a las estudiantes configurar conceptos y determinar la correlacion entre
las cantidades.

De igual modo, en este apartado 5.1 se evidencié como el desarrollo del razonamiento
proporcional se ve influenciado por distintos factores como los son: los tipos de tareas propuestas,
el tipo de nimeros que se utilizan en las situaciones (enteros, racionales, etcétera), las relaciones
propuestas entre las cantidades, el lenguaje, la estructura de la situacion, los conceptos previos del
estudiante, entre otros.

La actividad matematica de las estudiantes sefial6 la capacidad natural que poseen para
reconocer procesos de variacién y cambio. En este sentido, ellas a partir de los procesos de de
percepcién no numeéricas, pre numéricas y numeéricas, identifican informacion relevante de la
situacion como, por ejemplo, los sistemas de cantidades que intervienen y la variacién entre las
cantidades manifestada a través de expresiones verbales numéricas y no numéricas. Asi mismo, en
las primeras etapas las estudiantes realizan comparaciones entre los valores de un solo sistema de
cantidad y luego, pasan a reconocer comparaciones entre valores de distintos sistemas de
cantidades. En particular, es comun que en las relaciones de proporcionalidad inversa las
estudiantes declaren que, al incrementar los valores de un sistema de cantidad, los valores del otro
sistema de cantidad disminuyen, demostrando una percepcion no numérica de la covariacion entre

las cantidades.
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Enunciar de manera no numerica las relaciones entre cantidades es crucial en el desarrollo
del razonamiento proporcional, pues, por un lado, estas formas no numéricas de las relaciones se
constituyen en la comprension inicial sobre la manera en la cual cambian y se correlacionan las
cantidades y, por otro lado, porque conducen a las estudiantes a expresar de una manera mas precisa
las relaciones de variacion y covariacion entre las cantidades. A partir de esta percepcion no
numérica de las relaciones se avanza en etapas posteriores del razonamiento proporcional al
desarrollo de patrones numéricos y algebraicos. Sin embargo, se espera que la descripcion no
numerica no sea la etapa final de andlisis de los estudiantes, porque si bien es necesaria, no es
suficiente para determinar las relaciones de proporcionalidad inversa. Esto resalta la importancia
de continuar fortaleciendo el andlisis de la variacion incluso a partir de los primeros afios de
escolaridad, promoviendo la busqueda de patrones, la creacion de secuencias y la comparacion
cualitativa.

Luego de establecer la percepcion pre numérica (aumenta, disminuye, se hace méas pequefia,
crece, decrece) aparece la necesidad de describir de manera méas puntual la relacion entre las
cantidades, acudiendo a las operaciones numéricas. En este transito, con frecuencia las estudiantes
acuden a modelos aditivos como resultado de realizar comparaciones a traves de la diferencia,
analizando cuanto aumentan o disminuyen las cantidades de un valor al otro, aun en la
proporcionalidad inversa (Figura 13 y Figura 22).

Ocurre un salto significativo entre lo aditivo y lo multiplicativo, cuando las comparaciones
entre las cantidades realizadas por las estudiantes pasan de centrarse en el “cuanto més o cuanto
menos” a centrarse en el “estar contenido”. Previamente y de manera pre numérica aparecen
expresiones como ser el doble, el triple, la mitad, la tercera parte, entre otras, con las cuales se
indica cuantas veces cabe un nimero en el otro, haciendo que la comparacién tenga otra ldgica,
donde se toma una de las cantidades como la unidad de medida respecto a la otra (Figura 15,
Figura 17 y Dialogo 2).

Estos procedimientos mencionados en el parrafo anterior marcan el comienzo de la etapa 4
del razonamiento proporcional, donde aparece como protagonista la razon, sus usos como relator
y operador y los razonamientos analdgicos. En particular, en un problema de cuarta proporcional

las estudiantes encuentran la razén como relator entre dos cantidades de un mismo sistema de
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cantidad y luego, por analogia, la aplican de manera inversa como operador, sobre uno de los
valores del otro sistema cantidad para encontrar la cantidad faltante.
En este punto, vale la pena llamar la atencion sobre la necesidad de promover una adecuada

conceptualizacion de la razon, ya que esta al ser una medida relativa entre dos cantidades se puede

definir en dos sentidos. Por un lado, al comparar x respecto a y, 0sea, g = w Y, por otro lado, al

comparar y con respecto a x, luego, % ==, lo cual significa que al definir una razon necesariamente

se define también su razon inversa, fundamental en los razonamientos por analogia para la
proporcionalidad inversa, donde al cambiar las cantidades respecto a una razon en el otro sistema
de cantidades, los valores correspondientes cambian a la razén inversa.

Con todo esto, en el apartado 5.1 se muestra como buena parte de los procedimientos
realizados por las estudiantes se pueden describir con las caracteristicas propuestas en las etapas
de razonamiento proporcional de Koellner-Clark y Lesh (2003) y Lesh et al. (1988). Sin embargo,
algunos procedimientos han permitido sugerir algunas aclaraciones que no han sido tenidas en
cuenta en dicha clasificacion.

Respecto a la etapa 3 del razonamiento proporcional, Koellner-Clark y Lesh (2003) indican
que los estudiantes pueden identificar y describir la covariacion entre las cantidades a través de
patrones aditivos. No obstante, al ser tan general dicha descripcion se ha encontrado que algunas
estudiantes logran describir la covariacion a partir de patrones aditivos, pero analizando de manera
particular cada sistema de cantidad y otros, por su parte, aunque también se valen de modelos
aditivos, correlacionan de manera conjunta e inversa los dos sistemas de cantidades.

Ademas, otra idea que no se menciona en las etapas tiene que ver con un modelo aditivo
que es valido desde el punto de vista de la proporcionalidad directa donde se cumple que
f(x+1) = f(x)+ f(1). Esto es, cuando en una situacion de proporcionalidad directa se
determina la razén que vincula los dos sistemas de cantidades (el valor unitario), este se puede
repetir aditivamente tanto como se quiera, dado que gracias a la propiedad de homogeneidad de la
suma, una cantidad se puede expresar como combinacion aditiva de otros valores del mismo
sistema de cantidad, luego, la cantidad correspondiente en el otro sistema de cantidad es la suma

de los valores correspondientes a cada uno de los sumandos que la componen.
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También, los hallazgos de esta investigacion nos permiten sugerir que algunos
procedimientos realizados por las estudiantes, aunque comparten caracteristicas de la etapa 4 y 5
del razonamiento proporcional, no se pueden ubicar explicitamente en una de ellas. Es el caso de
la Figura 17, donde se evidencia un reconocimiento por parte de la estudiante de las cantidades,
su covariacion inversa y del producto constante que correlacion analiticamente los sistemas de
cantidades. Sin embargo, el tratamiento de las relaciones que alli se da, esta a mitad del camino
entre la aritmética y el algebra, pues no equivale a un uso intencionado de funciones, pero tampoco
a una multiplicacion genuina. De otro lado, no se evidencia en todos los casos un tratamiento
juicioso de las unidades de medida, aspecto fundamental en la compresion de la proporcionalidad
inversa.

En cuanto a los instrumentos.

Los registros escritos evidenciaron una correlacion entre los tipos de representacion
realizadas y las etapas de razonamiento alcanzadas por las estudiantes, exhibiendo un uso
instrumental de las representaciones vistas como herramienta a travées de los cuales las estudiantes
producen pensamiento y configuran procedimientos.

Asi, por ejemplo, en el apartado 5.1 se puede ver como las estudiantes que alcanzaron etapas
iniciales del razonamiento proporcional sostienen sus procedimientos en representaciones
analogicas, en las cuales explicitan detalles, dibujos sofisticados y elementos de contexto. Mientras
que las estudiantes que, poco a poco iban llevando sus procedimientos a las Gltimas etapas del
razonamiento proporcional los sustentaban con representaciones de tipo iconicas y simbdlicas, en
las cuales resaltaban, ademas, de los elementos contextuales; las conexiones con conceptos previos
como los nimeros racionales, las tortas fraccionarias y la razén pre numérica (el doble, la mitad,
el triple); la utilizacion de iconos como flechas y operadores para establecer relaciones entre las
cantidades y la creacion de modelos generalizadores a través de expresiones algebraicas.

Estas evidencias muestran que las representaciones pueden ser entendidas a partir de dos
roles no excluyentes, por un lado, como un medio a través del cual los individuos crean
conocimientos y configuran su accién sobre las cantidades y, por otro lado, como un instrumento
que permite exteriorizar y materializar los conocimientos y conceptos objetivados por las

estudiantes.
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También, la ejemplificacion de valores especificos surgié como un instrumento potente a
través del cual las estudiantes se aproximaron a las situaciones para comprender las relaciones entre
las cantidades y encontrar posibles patrones de comportamiento, con lo cual solucionaron
cuestionamientos mas complejos y lograron describir modelos de generalizacion.

Inclusive, como se mencionaba en el apartado 5.3, promover el uso de procedimientos
analiticos para el andlisis de la covariacion de cantidades implica impulsar en el aula de clase
medios que lleven a las estudiantes a cuestionar la variacion, indagar patrones de cambio y
constancia y reconocer covariaciones conjuntas que vinculan los sistemas de cantidades. En este
sentido, cuando se estudie la proporcionalidad es importante promover el uso de las tablas de
valores, de manera que estas permitan transformar las situaciones de cuarta proporcional, asi no se
limita la busqueda de un solo valor de una variable, sino que se encuentran varios valores de ambas
variables, permitiendo tener una vision mas completa de los procesos de covariacion y correlacion
entre las cantidades. Asi mismo, es fundamental proveer de preguntas que aludan a describir y
caracterizar los procesos de covariacion tanto cualitativos como cuantitativos y que inviten a la
indagacion de patrones, regularidades e invariantes.

Estos instrumentos permiten visibilizar la correspondencia y la variacion conjunta entre las
cantidades, el reconocimiento de patrones y regularidades, el desarrollo de estrategias y calculos y
la movilizacion de reflexiones que activan nuevos procedimientos y analisis.

Sobre los conceptos

El analisis de la proporcionalidad inversa a partir de procedimientos analiticos y por la via
de la bilinealidad, requirio el reconocimiento de tres cantidades y no solo dos como se considera
comunmente, a través de las cuales se establece la covariacién conjunta. Como se evidencio, en las
situaciones multiplicativas de proporcionalidad inversa se establece una relacion entre tres sistemas
de cantidades, donde uno de ellos covaria bilinealmente respecto a los otros dos sistemas. Esta
correlacion se describe como la funcion z(x,y) = x.y, donde la variable z es directamente
proporcional al producto entre los sistemas de cantidades x e y.

Como se menciond en las etapas de razonamiento proporcional, cuando las estudiantes se
disponen a resolver situaciones de cuarta proporcional es usual que comiencen vinculando las dos
cantidades conocidas pertenecientes al mismo sistema de cantidad a través de procedimientos

analogicos, encontrando la razon que relaciona los valores conocidos pertenecientes al mismo
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sistema de cantidad. Luego, trasladando por analogia la razon a la inversa (operador) a la otra
pareja de cantidades del otro sistema de cantidad, encuentren el valor desconocido.

Alli, la razdn aparece como un concepto estructurante, dado que establece una relacién
multiplicativa entre las dos cantidades conocidas (del mismo sistema de cantidad) como lo es, por
ejemplo, ser el doble, la mitad, estar multiplicado por dos, por tres, etcétera. También, debido a
que al definir la razon entre dos cantidades como x es a y, implicitamente se determina la razén
inversay es a x.

En cuanto a los razonamientos analiticos, se evidencié que desde esta aproximacion es
fundamental que las estudiantes puedan reconocer la tercera cantidad z constante involucrada en el
proceso de correlacion. Debido a que, a traves de ella, por un lado, se puede interpretar y dar sentido
a la manera como covarian las otras dos cantidades, descubriendo que deben variar en un factor
inverso de tal forma que los cambios en un sistema compensen multiplicativamente los del otro
sistema y asi, se mantenga constante el producto.

Y, por otro lado, una vez encontrada la cantidad z como el producto entre los sistemas de
cantidades x e y, se vuelve muy sencillo para las estudiantes encontrar el valor de cualquier par de
cantidades, pues el producto constante z asume un rol como transformador, ya que al relacionarse
con x permite encontrar y y viceversa, al aplicarlo sobre un valor y permite encontrar a x,
correspondiente.

Sin embargo, no en todos los casos es tan simple para las estudiantes reconocer e interpretar
la cantidad z, dado que con frecuencia no se hace un uso adecuado del analisis dimensional, el cual
es primordial al momento de caracterizar un sistema de cantidad y relacionarlo con otro.

Asi las cosas, vale la pena llamar la atencion sobre la importancia del concepto de razon,
sus usos como relator y operador y la coordinacion inversa en el proceso de identificar la
covariacion entre las cantidades x e y a través de los procedimientos analdgicos. De igual modo,
tal como quedd planteado, hay que destacar el papel del producto invariante como el encargado de
gobernar la correlacion entre los dos sistemas de cantidades, posicionandose como la constante de

proporcionalidad en las correlaciones bilineales.
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Perspectivas para futuras investigaciones

En el desarrollo de esta investigacion fueron surgiendo algunas ideas y preguntas que han
quedado abiertas, ya que por el alcance y los objetivos inicialmente trazados no fue posible
estudiarlas a profundidad y en detalle. Sin embargo, estos cuestionamientos pueden configurarse
como objetos de interés para futuros investigadores del campo del razonamiento proporcional.

Como se menciono en el apartado previo de las Conclusiones, los procedimientos realizados
por las estudiantes se relacionan con algunos aspectos de la etapa 4 y 5 del razonamiento
proporcional propuestas por Koellner-Clark y Lesh (2003). Sin embargo, al analizar rigurosamente
el tratamiento de las relaciones que hacen las estudiantes, podria decirse que ninguna de las etapas
(4 y 5) describe fielmente sus procedimientos, ya que no hay un uso intencionado de las funciones,
pero tampoco se trata de una simple multiplicacion. En este sentido, aunque lo desarrollado da
muestras de que es potente una aproximacion por la via de la bilinealidad, se sugiere a futuras
investigaciones desarrollar mas evidencia empirica que permita comprender ¢,como se puede llegar
a promover procedimientos analiticos que impliquen de manera clara el uso de funciones? Asi
mismo, valga la pena confirmar si en otros contextos y bajo otros problemas se puedan encontrar
procedimientos que implique incluir una nueva etapa del razonamiento proporcional que describa
la transicion entre la etapa 4 y la etapa 5.

En cuanto a los instrumentos, es importante anotar que durante esta investigacion no se
logré recolectar informacion que diera cuenta sobre la implementacion e interpretacion de las
graficas cartesianas en la consolidacion de los procedimientos analiticos al estudiar la
proporcionalidad inversa. Por eso, se propone a futuras investigaciones buscar Qué
conceptualizaciones objetivan los estudiantes al interpretar la covariacion inversa entre cantidades
y de la constante de proporcionalidad a traveés las graficas cartesianas?

Por Gltimo, en el marco de la investigacion no se realizd un proceso de estudio de
situaciones donde las cantidades se correlacionaran a partir de la proporcionalidad compuesta. Sin
embargo, siguiendo la linea propuesta en esta tesis se recomienda a futuras investigaciones,
proyectar un estudio en el cual se analice la proporcionalidad compuesta a partir de la correlacion
lineal entre tres 0 mas variables. Asi mismo, se plantea reconocer ¢Qué implicaciones se derivan
del estudio de la proporcionalidad inversa a partir de la bilinealidad para la proporcionalidad

compuesta?
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