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Resumen

La teoria semicldsica de la susceptibilidad eléctrica se ocupa de calcular las formas
funcionales de las susceptibilidades de diferentes érdenes a partir de la comparacién entre
los valores esperados de la polarizacién considerada, por un lado, como un momento de
dipolo vy, por el otro, como una expansién en serie de potencias en el campo eléctrico.

En este trabajo mostramos cdmo dicha teoria puede generalizarse, tanto en el marco
semicldsico, en el que la materia se trata cuanticamente pero el campo eléctrico se trata
clasicamente, como en el marco completamente cuantico, en el que materia y radiacién se
tratan cudnticamente. El método empleado es general y puede aplicarse a susceptibilidades
de cualquier orden, aunque, por concrecion, lo aplicamos solo a susceptibilidades de primer
y segundo orden.

Esas generalizaciones dan origen a nuevas formas funcionales de las susceptibilidades
eléctricas que son ricas en consecuencias, llevandonos a predecir nuevos fendmenos, a
replantearnos ideas ampliamente aceptadas en la dptica no lineal e, incluso, a ampliar el
concepto de indice de refraccion. Dentro de las predicciones que se derivan de estas
expresiones mas generales para las susceptibilidades eléctricas, las mas notables son:
a) que las susceptibilidades de orden par no necesariamente son nulas en materiales
centrosimétricos,
b) que las susceptibilidades y por tanto el indice de refraccion, dependen no solo de
las propiedades de la materia, sino del estado de la luz.

Finalmente, este trabajo establece limites a la aplicabilidad de la teoria semiclasica estandar
de la susceptibilidad eléctrica y propone un experimento para verificar la prediccién relativa
a las susceptibilidades de orden par.

Palabras clave: Optica no Lineal, Susceptibilidad Cuantica, Indice de Refraccién Dependiente
del Estado de la Luz, Susceptibilidad de Segundo Orden no Nula en Medios
Centrosimétricos.



Contenido

INTRODUGCCION .....vvvvetevevetetetetetetetetetetetetetetetesesesesesesesesesesesesesesetesesesesesesesesesessssssseseseansssenes 9
1. LA OPTICA NO-LINEALY LA TEORIA ESTANDAR DE LA SUSCEPTIBILIDAD ELECTRICA 11
1.1  RESPUESTAS OPTICAS LINEALES Y NO LINEALES.......c.coeuieerieeereerereeeeereeeeseesaeeeeeennas 11
1.2 LAS SUSCEPTIBILIDADES ELECTRICAS SEGUN LA TEORIA SEMICLASICA ESTANDAR... 13
1.3 EJEMPLOS DE FENOMENOS NO LINEALES.......ceiiiieereeeeeeeeeeeeeeseeeeeeereeeseseeeeeeeennas 15
2. EXTENSION SEMICLASICA A LA TEORIA ESTANDAR DE LA SUSCEPTIBILIDAD ELECTRICA
19
2.1  CALCULO DE LA MATRIZ DENSIDAD DEL SISTEMA MEDIANTE TEORIA DE
PERTURBACIONES .....ovvieieieeetetcect ettt es ettt essess st tess s s steseseasesesssessssasesstesensasnas 19
2.2 CALCULO DE LA SUSCEPTIBILIDAD ......cvivevevieeeeeeeeteereeeeseeeeeseseeseeeessesesssseeseesesesseesenns 29
3. EXTENSION COMPLETAMENTE CUANTICA A LA TEORIA ESTANDAR DE LA
SUSCEPTIBILIDAD ELECTRICA . ....ouvveteteeeeeeeetetetceeeeteteteseseseteseses et tessssesesesessasesssesesenssesesens 39
3.1 CALCULO DE LA MATRIZ DENSIDAD DEL SISTEMA MEDIANTE TEORIA DE
PERTURBACIONES .....ovvieieiieeteecect ettt es e tetsas et esese s s et tens st stesesesseses st esensasessseseneasnas 39
3.2 CALCULO DE LA SUSCEPTIBILIDAD ......ooveveveeeeeeeeeteeeeeeeeeeeeeseseseeetessesesssesesseseseseaesenns 49
3.2.3 CASOS PARTICULARES DE LA SUSCEPTIBILIDAD LINEAL CUANTICA ......coevevevererenne 51
4. APLICACION A UN PUNTO CUANTICO.....cocueuiuirererereeeeeeeeeteteseseeeveseas s st s s s senens 65
41  APLICACION A LA SUSCEPTIBILIDAD DE ORDEN CERO........ceeveerererereerenererereeenenenens 66
4.2 APLICACION A LA SUSCEPTIBILIDAD LINEAL CASO 1: EXTENSION SEMICLASICA ....... 67
43 APLICACION A LA SUSCEPTIBILIDAD LINEAL CASO 2: EXTENSION COMPLETAMENTE
CUANTICA ..ottt ettt ettt ettt s et et et et et sas et saetesess et eseeeseesasesseesens 68
4.4  CONTRIBUCION DE LA SUSCEPTIBILIDAD DE ORDEN CERO A LA LINEAL................... 71
45  APLICACION A LA SUSCEPTIBILIDAD DE SEGUNDO ORDEN CASO 1: EXTENSION
SEMICLASICA .....oveeeeeteteeeeeee ettt ettt ettt et ettt ss s et e s et essaseseteseasasesesesesens 72
4.6  APLICACION A LA SUSCEPTIBILIDAD DE SEGUNDO ORDEN CASO 2: EXTENSION
COMPLETAMENTE CUANTICA ......ooviuieieecteteecee ettt ettt sttt es e tesess st senees s esesesens 72
5.  NOTAS SOBRE LA VALIDEZ DE ESTE TRABAJO Y PERSPECTIVAS FUTURAS ................. 75
5.1  USO DE LA FORMULACION DE INTERACCION........coiurmmieermiinieeiiienseineeeneinesenneeenne 75
5.2 MODIFICACIONES A LA ECUACION MAESTRA ......cvouiieeereteeeeeeeeeteseseseseseseesesesesesenns 77



5.3

6.
7.

VERIFICACIONES EXPERIMENTALES ......coviiiiiiiiiiiiiiiiiii e,
CONCLUSIONES ...ttt e e e s e s re e e n e e e e saas

BIBLIOGRAFIA



Tabla de Figuras

Fig. 1 Parte real de la susceptibilidad de orden cero para un PC, en funciéon de la asimetria.
Los diferentes colores corresponden a diferentes estados de equilibrio del PC................. 67

Fig. 2 La parte real de la susceptibilidad de primer orden, en funcién de la asintonia. Las
lineas continuas corresponden a los valores predichos por la extensidon semiclasica; las
punteadas, a los valores predichos por la TSE. Para esta gréfica se asumié A=1................ 67

Fig. 3 La parte imaginaria de la susceptibilidad de primer orden, en funcién de la asintonia.
Las lineas continuas corresponden a los valores predichos por la extensidn semiclasica; las
punteadas, a los valores predichos por la TSE. Para esta grafica se asumié A=1................ 68

Fig. 4 La Parte imaginaria de la susceptibilidad lineal de un PC en una cavidad, interactuando
con un campo coherente. Cada color corresponde a un estado de equilibrio del PC. Se
ASUME: A =2 X L0 @ Y ATL oottt e et ee e eeee e ee et eeeeenenaes 69

Fig. 5 La parte real de la susceptibilidad lineal en funcidn de la asintonia, para diferentes
estados de equilibrio de un PC que interactia con un estado coherente de la luz (1 =3). Las
lineas continuas corresponden la prediccién de la extensiéon completamente cudntica; las
lineas punteadas, a la prediccion de la TSE. Se asumid A=1......ccccoiiiiiiiiieiccieee e 70

Fig. 6 La parte imaginaria de la susceptibilidad de primer orden, en funcidén de la asintonia.
Las predicciones de la TSE aparecen en lineas punteadas; las de la extension semiclasica, en
lineas continuas. Para esta grafica se asumio A=l......ccccevviiiiiiiiiiieeieee e 70

Fig. 7 Contribucion diferencial de la susceptibilidad de orden cero a la parte real de la
susceptibilidad lineal de un PC asimétrico (A = 1) que interactla con radiacion coherente (
N=3), calculada cerca de 1a resonancia A = 0. ..cc.eoevueeiiiiiiciie e 71

Fig. 8 La parte real de la susceptibilidad de segundo orden, ,©<), en funcion de la asintonia

y la asimetria. El punto cuantico se asume en los estados MM (rojo) y MS (azul),
interactuando con un estado coherente (M=1). c..cccceeieiiieiieiiicecce e 72

Fig. 9 Partes real e imaginaria de la susceptibilidad de segundo orden de un PC ante un
estado coherente. Se asumid: A =2 X 107 @ Y ATL c.eveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et 73

Fig. 10 Comparacién entre los valores de la susceptibilidad de segundo orden, en funcion
de la asintonia, predichos por la TSE (lineas punteadas) y por la extension cuantica —la
interaccion se supone con un estado coherente (M=1)......cccceeeieiiiiiieniiecieece e 73


file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945651
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945651
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945652
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945652
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945652
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945653
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945653
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945653
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945654
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945654
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945654
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945655
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945655
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945655
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945655
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945656
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945656
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945656
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945657
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945657
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945658
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945658
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945658
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945659
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945659
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945660
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945660
file:///D:/JD/Doctorado/V2.0%20Articulo%20All%20Quantum%20Theory%20of%20Suscept/Extensiones_%20a_la_Teoria_Semiclasica_de_la_Susceptibilidad_Electrica%20Definitiva%20.docx%23_Toc119945660

INTRODUCCION

Nuestra capacidad de generar estados no-clasicos de la luz y de experimentar con campos
electromagnéticos que interactien con medios activos en microcavidades ha crecido de
manera sorprendente en los ultimos afios [1], [2], [3], [4] . En todas estas experiencias, las
caracteristicas cuanticas de la luz se vuelven mas relevantes y por ello seria interesante
conocer las expresiones analiticas para susceptibilidades eléctricas de diferentes érdenes
cuando el campo eléctrico estd cuantizado. Sin embargo, hasta ahora, estas expresiones
solo se conocen bien en el régimen semiclasico [5], en el que se supone que la materia esta
cuantizada, pero la luz puede describirse clasicamente y, en consecuencia, se asume que la
susceptibilidad es un atributo de cada material.

Las expresiones semiclasicas se han utilizado para diversas aplicaciones, desde comprender
la dependencia de la susceptibilidad con las propiedades del medio y predecir sus posibles
valores [6], hasta disefiar amplificadores épticos basados en puntos cuanticos (QD) [7],
heteroestructuras con mejores respuestas no lineales [8], [9], y celdas solares con mayor
absorcién o absorcién en otras longitudes de ondas [10], [11], por citar unos ejemplos.

Resulta, pues, muy interesante conocer la generalizacidn de estas expresiones al caso en el
que la luz estd también cuantizada y esa fue la pretension inicial de este trabajo. En el
camino encontramos que generalizaciones aun en el ambito semiclasico eran igualmente
interesantes y por eso hemos decido tratarlas en un capitulo independiente, que de hecho
aparece primero, por ser un caso mas simple y de conexion mas inmediata con la teoria
candnica que usamos como punto de partida.

En adelante, para diferenciar la teoria candnica de las dos versiones generalizadas que
hacemos aqui, denominamos a la primera: “Teoria Semicldsica Estdndar de la
Susceptibilidad Eléctrica” (en adelante TSE); la generalizacidn de la misma, aun en el ambito
semicldsico: “extension semicldsica” y la generalizacion al caso en que el campo eléctrico
esta cuantizado: “extension completamente cudntica”, o a veces, simplemente, “extension
cudntica”.

Este trabajo serd presentado asi: en el primer capitulo revisaremos algunos conceptos y
fenédmenos de la éptica no lineal, importantes para las discusiones y desarrollos posteriores,
haciendo énfasis en la prediccion de la TSE de que las susceptibilidades orden par deben ser
nulas en materiales centrosimétricos; en el segundo capitulo mostraremos como la TSE
puede extenderse, aun en el ambito semicldsico y cdmo esa generalizacidon da origen a
nuevas posibilidades respecto a la susceptibilidad no lineal de segundo orden; el tercer



capitulo lo dedicaremos a deducir las expresiones completamente cuanticas para las
susceptibilidades de primer y segundo orden. Esta ultima generalizacién nos permitira
revelar que los estados cuanticos particulares de la radiacién electromagnética influyen en
las formas funcionales de la susceptibilidad y cémo lo hacen. En el cuarto capitulo aplicamos
las expresiones encontradas a un caso particular, lo que nos permitird comparar las
predicciones de las diferentes teorias. En el ultimo capitulo revisaremos algunas
perspectivas futuras de este esfuerzo, como el uso de una ecuacion maestra mas general y
posibles rutas experimentales para comprobar las predicciones mas osadas.

Este trabajo, ademas de permitirnos establecer limites a la aplicabilidad de la TSE, nos lleva
a formular interesantes predicciones, como la posibilidad de que las susceptibilidades de
orden par sean no nulas en materiales centrosimétricos y la dependencia de la
susceptibilidad eléctrica con el estado cudntico de la radiacion y en particular con el nimero
medio de fotones, incluso en el caso lineal (fendmeno distinto al indice de refraccién
dependiente de la intensidad, predicho por la dptica no lineal clasica, que corresponde a un
efecto de tercer orden). Como consecuencia de estas ultimas predicciones, nos
atreveremos a dar voz a un hecho que es practicamente ignorado en la literatura: que la
susceptibilidad eléctrica no es, en general, una propiedad exclusiva de la materia; esto
conlleva, desde luego, una ampliacién del concepto de indice de refraccién.

Hasta donde tenemos noticia, no se ha publicado un trabajo semejante a este. Tenemos
referencias de autores que afirman encontrar una expresidon completamente cudntica para
la susceptibilidad de segundo orden de heteroestructuras semiconductoras tipo -V y II-VI,
usando una teoria cudntica de la interaccién electrén-fotdn [12], o de cristales, usando el
método de la matriz S [13], pero ambos trabajos usan, en algin punto de sus
procedimientos la expresidn semiclasica de la susceptibilidad. Incluso trabajos mas
extensos sobre dptica cuantica no lineal, como el de Drummond [14] y Hillery [15], soslayan
el calculo de las expresiones funcionales para las susceptibilidades: se enfocan en la
cuantizacion del campo electromagnético en medios materiales (lineales y no lineales,
dispersivos y no dispersivos), y muestran como la descripcidn cudntica revela nuevos
aspectos del comportamiento de la luz; entre ellos la existencia de diferentes estados
cuanticos de la radiacién, pero no se preguntan si la respuesta de la materia cambia en
funcion del estado particular de la radiacion con el que interactue.

10



1. LA OPTICA NO-LINEAL Y LA TEORIA ESTANDAR DE LA
SUSCEPTIBILIDAD ELECTRICA

Lo que hasta ahora se conoce de la dptica no-lineal y su relacién con la susceptibilidad
eléctrica estd ampliamente documentado en la literatura [5], [6], [16]. Es improcedente
reproducir aqui lo que en otras partes ha sido expuesto con suficiencia; sin embargo,
conviene un breve recuento de los conceptos mas relevantes para nuestra discusion...

11 RESPUESTAS OPTICAS LINEALES Y NO LINEALES

Imaginemos un atomo aislado, compuesto por cargas (,, que solo responde a sus
interacciones internasy en virtud de ellas ha alcanzado un equilibrio dindamico. Si se le aplica
un campo eléctrico E, apareceran fuerzas qiE sobre estas cargas, imponiendo nuevas
condiciones de equilibrio. Bajo estas nuevas condiciones, las cargas negativas se separan de

las positivas una distancia O . Tal redistribucion de cargas puede caracterizarse por el
momento de dipolo eléctrico (4 ) del atomo:

1.1 u=0ad,

donde ( es la carga positiva total del sistema. De este modo se forma un dipolo tendiente

a orientarse en la direccidon del campo eléctrico aplicado. Si el campo eléctrico varia con el
tiempo, como en el caso de la luz, las condiciones de equilibrio se ajustaran y asi lo hara la
polarizacidn: las cargas del atomo oscilaran al influjo de la radiacion.

En un dieléctrico, cuyas cargas tienen poca movilidad con respecto a las dimensiones totales
del mismo, las moléculas, que inicialmente pueden ser polares o no, terminaran siendo
polares en su mayoria. Los dipolos, sin cesar sus agitaciones propias, tenderdn a orientarse
en direccion del campo aplicado, de modo que el material ganara finalmente una
polarizacién por unidad de volumen, P, que puede describirse, en muchos casos, a través
de la ecuacion:

q;d, )
=¢ E(r,t),
AV oX (r,2)

1.2 P(r,t) :i

j=1
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donde r es la posicién, 1 el tiempo y las qj son las cargas acumuladas en una de las caras

@)

de un volumen AV del material, perpendicular al campo eléctrico. El vector "~ representa

la susceptibilidad eléctrica del material y &; =8,85x10 " C*N'm™, es la permitividad

eléctrica del vacio. Cuando esta relacién es suficiente para describir la situacién, se dice que
se estd en el régimen de la dptica lineal, porque la polarizacién depende de la primera
potencia del campo eléctrico.

Existen casos en los cuales la relacidn 1.2 es insuficiente, muchos de ellos implican cambios
en el indice de refraccién del material y generacidén de campos con frecuencias diferentes a
la incidente. Veremos algunos casos concretos un poco mas adelante. Generalmente, esos
casos quedan bien descritos por una polarizaciéon que tiene la forma de una serie de
potencias del campo eléctrico:

13 P(rt)=¢, { LYE@E D + 7 YEFDE@r) + y E(r ) E(r ) E(r1) +}

Nétese que en esta serie no aparece el término de orden cero; mas delante veremos las

(m)

suposiciones que hay tras esto. Los coeficientes y' ' de la serie son las susceptibilidades del

medio a las diferentes potencias del campo eléctrico. Estas son, en general, tensores de
rango M +1, puesto que en los materiales anisétropos, el efecto del campo depende de su

polarizacién tanto como de las propiedades de simetria del material, de modo que E y P
no son necesariamente paralelos. El tensor susceptibilidad es en general complejo (material
absorbente) y depende de la frecuencia (material dispersivo); para evitar una escritura
engorrosa, omitiremos la dependencia de la susceptibilidad con la frecuencia siempre que
la consideremos innecesaria o que pueda deducirse del contexto.

Es comun que en la literatura se afirme que la dptica no lineal es el estudio de la respuesta

Optica de la materia a campos electromagnéticos muy potentes; si bien eso es lo tipico,

(m)

porque las '’ suelen ser muy pequefias cuando M >1, esa afirmacién no es exacta, pues

se ha demostrado que los fendmenos no lineales pueden presentarse incluso con potencias
bastante bajas, por ejemplo, mediante el uso de transparencias electromagnéticas
inducidas que incrementan el efecto Kerr [17], o mediante estructuras como los cristales
fotdnicos, que reducen considerablemente las velocidades de grupo, conllevando un
aumento de la intensidad efectiva [18]. Uno de los resultados interesantes de este trabajo
es la posibilidad de examinar qué pasa con las susceptibilidades de diferentes érdenes
cuando las intensidades son muy bajas.
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1.2  LAS SUSCEPTIBILIDADES ELECTRICAS SEGUN LA TEORIA
SEMICLASICA ESTANDAR

Desde sus inicios, la dptica no-lineal se ha mantenido como un campo de investigacién
sumamente dindmico y productivo, tanto en lo eminentemente tedrico como en lo practico.
Por eso resulta muy interesante profundizar sobre el significado y la estructura de las
susceptibilidades, su naturaleza, su origen, su dependencia con la simetria del material,
como predecir sus posibles valores y cdmo incrementarlos para aprovechar mejor los
fendmenos no lineales. Las ecuaciones 1.2 y 1.3 son de gran utilidad en muchos aspectos,
pero, en si mismas, dicen muy poco acerca de estas cuestiones. Consecuentemente, es
necesario derivar expresiones funcionales para las susceptibilidades, partiendo de hechos
mas fundamentales. La TSE, descrita ampliamente en textos clasicos como el de Boyd [6],
se encarga precisamente de eso. Ese procedimiento para deducir las expresiones analiticas
de las susceptibilidades de diferentes drdenes consiste en comparar los valores esperados
de la polarizacién, expresada, por un lado, como una expansién en serie de potencias en el
campo eléctrico del tipo 1.3 y, por otro, como un momento de dipolo; todo esto bajo una
serie de aproximaciones, no solo respecto a los valores de los momentos de dipolo y a los
posibles estados cuanticos de la materia al interactuar con la luz, sino a la naturaleza misma
de la luz, que se supone puede describirse clasicamente. Analizaremos ese procedimiento
con mas detalle en los proximos capitulos, cuando lo usaremos para extender la TSE. Por
ahora, bastenos con decir que, siguiéndolo, se encuentran las expresiones 1.4y 1.5 para la
susceptibilidad lineal y la de segundo orden, respectivamente.

0 _ (0
o N A —Pu i
1.4 X —_E,—.ﬂ M -
beh T oy —o-iy, .

No es indispensable, en este instante, aclarar el significado de todos los de los simbolos que
en ellas aparecen; esto se hara en el momento propicio.

Asi mismo, para la susceptibilidad de segundo orden se encuentra:

~ 0 0\ ~j K 0 0\ ~i K
20) N A (pl(l - p(LL)):ukJL:ullfl (plgk) _p(LL))/‘EI:“lL(L
15 427 = l Z +
i gohz K Wy —20 =1y | T o, — o=y Wy — O =Yy

La expresidn 1.4 puede compararse, por ejemplo, con la ec. 3.5 de Boyd, mientras que la
1.5 es equivalente a la ec. 3.6.13 de Boyd, que constituye la forma funcional de la
susceptibilidad de segundo orden, antes de imponer la condicién de simetria intrinseca de
permutacion.
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Una de las predicciones mds generales de la TSE indica que las susceptibilidades eléctricas
de orden par deben ser nulas para todos los materiales centrosimétricos. La explicacidn
para esto es la siguiente: de acuerdo con 1.7, las polarizaciones no lineales de orden par

(P®") valen:

1.6 Pl = 50)((2”)E2”.

Bajo la operacién de inversion de simetria, representada aqui con el operador I1, el campo
y la polarizacion transforman asi:

1.7 M"Ell=-E y [T'PIT=-P.

Reemplazando 1.7 en 1.6, encontramos que debe satisfacerse que:

1.8 _P(Zn) _ 80){(2n) (_E)Zn .

Si el material es centrosimétrico, la inversién de simetria no debe alterar la polarizacién,
por tanto, podemos igualar 1.8 y 1.6. De ahi se deduce que: —pten = pan y eso solo es
posible si:

1.9 =0

De hecho esta condicidn también puede deducirse examinando cémo transforma la
susceptibilidad bajo inversidn de paridad; si usamos acentos circunflejos para representar
las coordenadas cartesianas, esto se escribe asi:

1.10 (T-1) 0 (- J)(m k) ==

Pero, como el material es centrosimétrico, su susceptibilidad no puede cambiar bajo esa
transformacién, consecuentemente, debe cumplirse que:

1.11 72 =

De nuevo, para que eso se cumpla, debe satisfacerse 1.9. La conclusién de que las
susceptibilidades de orden par deben ser nulas para medios centrosimétricos es una de las
mas generales y conocidas de la dptica no lineal. Tras los dos caminos expuestos para
deducir ese hecho hay una sutil pero vital suposicién: que la polarizacién y la susceptibilidad
nunca pueden transformar como un pseudotensorl. Esta suposicién es totalmente

! Los pseudotensores, dentro de los cuales estan incluidos los pseudovectores o vectores axiales, se
caracterizan porque cambian de signo bajo operaciones de inversidon de coordenadas, como las que estan
implicitas en la simetria de inversidn (centrosimetria). El momento angular es un ejemplo de un pseudovector.
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justificada dentro de las aproximaciones hechas en la TSE, dadas las formas funcionales que
alli toman las susceptibilidades de orden par; sin embargo, como veremos mas adelante,
esas formas funcionales pueden cambiar en circunstancias mas generales y es posible que
se presenten casos en los que tal suposicidn no sea rigurosa.

1.3 EJEMPLOS DE FENOMENOS NO LINEALES

Al reemplazar la expresién para la polarizacion (ec. 1.3) en la ecuacidon de ondas
electromagnéticas para dieléctricos obtenemos una expresion de la forma:

PE 10
0z° ¢ ot?

1.12 (grE +){(2)E2 +){(3)E3>’

donde, por simplicidad, nos hemos restringido a una dimension y hemos introducido la
permitividad eléctrica relativa del medio, &,, que esta relacionada con su permitividad
absoluta, €,y con la susceptibilidad asi:

1.13 e =1+ 7" =eg),

Para que una superposicion de ondas planas con amplitud Ag, frecuencia @;, nimero de

onda kg e indice de refraccion Ny ; es decir, un campo del tipo:
114 E(Z,t) _ z Ag (Z)ei(ngkgz—wgt) ’
g=—0

sea solucidn de la ecuacién de ondas no lineal 1.12, debe cumplirse que:

i —CZ[GZAQZ(Z)-I-Zikgng aAg(z)_Ag(Z)kgznngeingkgz e—ia)gt _

g=— oz 0z
1.15 i[gwlzpw(z)em'kﬂ]e_w+ > [l(z)(w. +a>m)2A.(Z)Am(Z)ei[“'k'mmk”]ZJe-ilwwm]t
I=—o |, m=—0

+ i |:X(3)(a)|+a)m+wn)2Al(Z)Am(z)An(Z)ei[nlkl+nmkm+nnkn]z:|e—i[a4+wm+wn]t.

I,m,n=—0
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A su vez, esto implica que cada término con coeficiente no nulo a la derecha debe tener una
contrapartida a la izquierda que oscile con la misma frecuencia. Por tanto, las posibles
soluciones en ondas planas deben satisfacer al menos una de las siguientes relaciones:

a) ;=
1.16 b) o, =0, + @, )

C) w, = + @, + o,

La condicidn 1.16 a) se satisface mediante efectos lineales, la 1.16 b) mediante fendmenos
no lineales de segundo orden y la 1.16 c) a través de prodigios no lineales de tercer orden,
siendo posible que varias de ellas se satisfagan simultaneamente.

Una muy amplia gama de los fendmenos no lineales estan contenidos en las relaciones 1.16.
Las frecuencias que aparezcan a la derecha de esas relaciones estaran fijadas por las
condiciones de frontera de la ecuacidon diferencial, es decir, por los campos incidentes. Si

en el material incidieran dos campos con frecuencias @;, @, , dentro de él se formarian, por
efecto de primer orden (por simple refraccidn), un campo con frecuencia @, y otro con
frecuencia @,; ademas, por efecto de segundo orden, podrian generarse campos con

frecuencias @, + ,, @, — ®,, 2w, entre otros. De todos estos campos posibles, quiza solo

uno sea detectable, si se dan las condiciones para favorecerlo. Veamos a continuacion los
casos mas relevantes para nuestra exposicion.

1.3.1 GENERACION DE SEGUNDO ARMONICO POR PROCESOS DE
SEGUNDO ORDEN

La generacion de segundo armdnico es un fendmeno mediante el cual incide luz de una
cierta frecuencia en un material y de este sale, ademas de una sefial con esa misma
frecuencia, otra con una frecuencia que es exactamente el doble —es un caso especial de
la relacién 1.16 b), en el que las dos frecuencias incidentes son iguales. Este efecto se
observé por primera vez en 1961 [19], justo un afo después de descubierto el laser. En el
experimento se hizo incidir un haz laser de longitud de onda 6943 A sobre un cristal,
obteniendo a la salida un haz de longitud de onda 3471,5 A (exactamente la mitad). Este
es un efecto no-lineal de segundo orden y ello se evidencia en la dependencia de la
intensidad del campo emergente con el cuadrado de la intensidad del incidente. De acuerdo
con la TSE, la generacién de segundo armdnico debe ser imposible en todos los materiales
centrosimétricos.
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1.3.2 EFECTO POCKELS

Otro caso particular de la relacion 1.16 b), es aquel en que uno de los campos aplicados es
estdtico y por ende una de las frecuencias es nula. En este caso, la polarizacion de segundo
orden viene dada por:

1.17 P? = x?E (0)E, .

Ocurre entonces que en el medio se genera un campo con la misma frecuencia incidente,
ya no solo por un proceso de primer orden, sino también por uno de segundo orden; esto
conlleva un cambio en el indice de refraccién que experimenta el haz en el medio. Ese
cambio es proporcional a la primera potencia del campo estatico aplicado y por ese motivo,
aunqgue es un fenédmeno de segundo orden, se le conoce como efecto electrodptico lineal
o efecto Pockels:

1.18 Anpockels a Edc .

1.3.3 EFECTO KERR Y GENERACION DE SEGUNDO ARMONICO POR
PROCESOS DE TERCER ORDEN

Al aplicar un campo estdatico sobre un material con una no linealidad de tercer orden se
presentan, entre otras, polarizaciones del tipo:

1.19 P = xYE (0)Ey,.

En el caso derivado de la polarizacion 1.19 se genera una onda con la misma frecuencia
incidente, pero por un proceso de tercer orden. Este caso se conoce como efecto Kerr y
puede diferenciarse claramente del Pockels, porque el cambio en el indice de refraccién
que experimenta depende del cuadrado del campo estatico aplicado; por esta razén se lo
denomina también efecto electrodptico cuadratico (aunque es un efecto de tercer orden).

2
1.20 Ankerr a Edc-

Por otro lado, cuando se aplica un campo estatico en un material y se excita una no
linearidad de tercer orden, se presentan, adicionalmente a las polarizaciones del tipo 1.19,
polarizaciones de la siguiente forma:

1.21 Pe = EOI(S)EZ(w)Edc-

En este caso, se genera una onda con el doble de la frecuencia incidente, pero causada por
un proceso de tercer orden. Esto puede usarse para generar segundos armonicos en
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materiales en los que, por ser centrosimétricos, dicho fenédmeno seria imposible mediante
procesos de segundo orden, de acuerdo con la TSE. La intensidad del segundo armdnico asi
generado dependera de la primera potencia del voltaje aplicado.

18



2. EXTENSION SEMICLASICA A LA TEORIA ESTANDAR DE LA
SUSCEPTIBILIDAD ELECTRICA

Como ya dijimos, necesitamos obtener dos expresiones para el valor esperado de la
polarizacién: una considerandola como un momento de dipolo y otra considerandola como
una expansion en serie de potencias en el campo eléctrico. Vamos a utilizar el formalismo
de matriz densidad para encontrar esos valores esperados. La respectiva ecuacidn maestra
serd resuelta mediante un método perturbacional; esto nos permitira comparar términos
de diferentes dérdenes en las dos expresiones para la polarizacién y obtener formas
funcionales para las susceptibilidades de diferentes érdenes, tal como se hace en la TSE. La
generalizacion que haremos en esta primera parte consiste es aceptar valores no nulos
tanto para los elementos no diagonales de la matriz que describe el estado de equilibrio del
sistema, como para los momentos de dipolo diagonales, pero seguiremos suponiendo que
el campo puede describirse clasicamente.

21 CALCULO DE LA MATRIZ DENSIDAD DEL SISTEMA MEDIANTE
TEORIA DE PERTURBACIONES

211 DELIMITACION DEL SISTEMA

Supondremos un medio activo en una cavidad de volumen V, interactuando con un modo

del campo electromagnético, E, cuya frecuencia denotaremos: @. Por lo demas, la cavidad
se asume vacia. Por simplicidad, supondremos que al interactuar con este modo de la

radiacion, el medio se comporta como un sistema de dos niveles activos. Denotaremos ‘1>

y ‘—1> a esos dos estados, siendo €, y €_; sus respectivas energias, que coinciden con las

del hamiltoniano sin perturbar. En ese caso, el hamiltoniano total (H ) del sistema viene
dado por:

2.1 H =|:|O+I:Iint 2(61_6_1)6'Z+H

donde 6'2 es la matriz de Pauli.
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En el Gauge de Coulomb y usando la aproximacién de dipolo — E (r,t) ~E (t) —, el campo

electromagnético puede escribirse de la forma:

2.2 E(t)z E*+E" =e[E(w)e4°‘” +E(—a))ei”t],
donde € es el vector de polarizacién del campo.

La representacion matricial del operador vectorial momento de dipolo, }#, en el medio,

sera:
A :uee Iueg
2.3 =
En la TSE se asume que
2.4 ty =0 si k=1,

es decir, se asume que, microscopicamente, el medio es simétrico. Tal condicién no se
satisface en general: estructuras polares, asimétricas o simplemente, expuestas a fuerzas o
campos externos, presentan momentos de dipolo diagonales no nulos. Puesto que nos
interesa generalizar la TSE, evitaremos esta simplificacién innecesaria.

En términos de las matrices de Pauli, el momento de dipolo se expresa asi:

& AR (AT RV

At A A , . . . ., -
donde 6~ =0, T IO'y . Asi, el hamiltoniano de interaccién puede escribirse de la forma:

2.6 H =—ji-E

27 Fn=—(E B ) (6, )+ BB (0 -6, )4 ayé” + g6

En la ec. 2.7 es claro que las transiciones que preservan los estados de la materia solo son
posibles si los términos asociados a la asimetria no son nulos.
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Para hacer explicitas las contribuciones del hamiltoniano que oscilan con frecuencia @y con
frecuencia —@ lo denotaremos:

2.8 H,=H"+H =H"e¢"™ +H%e",
Ahora bien, el sistema de nos niveles activos puede ser descrito mediante la siguiente matriz
densidad:

2.9 /3=Z/)k| |k><l|
X ’

donde las etiquetas Ky | aluden a estados de la materia.

En la representacién de Schrodinger, los elementos de la matriz densidad evolucionan
temporalmente de la forma:

2.10 %:_%[Hovﬁ]kl _%[I:[intnb:lkl _ykl(:b_,ﬁas)kl'

En 2.10 7 representa la constante de Planck y )}, la rata de decaimiento del sistema al

~as , . , . . .
estado O . El término fenomenoldgico proporcional a }y; se incluye, tal como se hace en

la TSE, para dar cuenta de procesos no hamiltonianos, como bombeos y decaimientos por
colisiones, que forzan al sistema alcanzar el estado asintdtico.

Examinando el primer conmutador de la derecha notamos que:

2.11 [Ho.p ] =(Hop—pH,), = Z(Hp —PuHoy ).
Ademas, en la representacion diagonal del hamiltoniano sin perturbar se cumple que:
2.12 I—Alo,kI =€, Oy -

Por tanto:

213 | Ho,p :Z(Ek S Pu — P €100 ) =€ Pu—Pu €= Pu (& — ).
W “

De modo que 2.10 toma la apariencia:
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doy

2.14
dt

=—lwypy _%[ﬁint’ﬁ]kl ~u ([)_’bas)k"

donde hemos definido la frecuencia de transicion:

2.15 wg=h"(g —¢).

Dada la dificultad de resolver analiticamente la ec. 2.14, dedicaremos las préximas
secciones a resolverla mediante una expansion perturbativa.

2.1.2 EXPANSION PERTUBATIVA DE LA MATRIZ DENSIDAD

Podemos buscar una solucién perturbativa a 2.14 reemplazando E por AE yexpandiendo
la matriz densidad en potencias de 4, de la forma:

2.16 Pa=2. 205 = pi) + A0 + Ao + ..,

en donde p(o)

eléctrico y A un pardmetro que modula la intensidad de la perturbacién, cuyo valor esta
entre cero y uno.

es la matriz densidad del medio activo antes de interactuar con el campo

(©)

Notese que tanto o como p* " deben cumplir estrictamente todas las propiedades de una

matriz densidad:

a) Tr[ p] :Tr[p(o)} =1

2.17 b) oy = ,0:,
C) Pu 20

(s)

Como consecuencia de esto, las 0"/ con s >1 no son, rigurosamente, matrices densidad.

Al efectuar los reemplazos indicados encontramos:
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d| Y +3p) + 2 |
dt

i as
L i o] )
h K ki

=—ioy () + 20 + 2o

Tras igualar términos del mismo orden en A, notamos que deben cumplirse las siguientes
relaciones:

(0)
!

dp i as
2.18 d—::_la)klplgl()) ~u (pIEIO) ~ Pu ),
d oy : N
2.19 d—tklz_(la)kl +7kl)p|£|)_E[Hint’p( )]kl,
dplEIZ) i (2) ira A (1)
2.20 dt :_(Ia)kl +7k|)pk| _%[Himip }kl.

Estas relaciones de recurrencia nos permiten calcular las contribuciones de diferentes
6rdenes a la matriz densidad. La contribucién a orden cero estd dada por la soluciéon
estacionaria de 2.18, a saber:

y as
221 py) =—H—p.
Y T 10y

En la TSE se supone que los estados térmicos de equilibrio del sistema no pueden tener
coherencias, dado que se llega a ellos a través del proceso incoherente descrito por el

término fenomenoldgico 7, 0 . En otras palabras, la TSE asume que:
as as
2.22 Pa = P %%

lo que simplifica 2.21 a:

(0) _ as
2.23 Pa” = Pu

Noétese que 2.22 es una suposicidon plausible, pero innecesaria y que la forma mas general
gue puede tener la matriz densidad al equilibrio es del tipo 2.21, es decir, una matriz con

coherencias. Aqui nos quedaremos con la forma mads general 2.21.
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La contribucién de orden cero a la matriz densidad es de capital importancia para el
desarrollo de todos los calculos, dada la naturaleza iterativa de la solucién buscada;
conociéndola, podemos integrar la ecuacién 2.19, a fin de encontrar la contribucién a orden
uno, este procedimiento se describe en detalle a continuacion.

2.1.3 CONTRIBUCION DE PRIMER ORDEN A LA MATRIZ DENSIDAD

1
Para integrar 2.19 y hallar plﬂ,) , empecemos por hacer el siguiente cambio de variable:

2.24 Py =5y (1) exp{_(ia)kl ) t } :

La derivada temporal de 2.24 vale:

dg—?:[sﬁ) (t) = (i, +ykI)SIEI1)(t):| eXp{—(ia)kl ) t}'

2.25

Por tanto, podemos representar 2.19 de este modo:
|:SI£I1) (t) _(iwm P )Slgll) (t)] EXp{_(iwkl "‘Vkl) t}

) i
= _('wkl + Y )pl(dl) - %[Himip(oq

2.26

ki

(1
Despejando S|£|) tenemos:

SIEIl) (t) = (i + 7 )Slgll) ()= (i + 7 )plgll)exp {(iwkl + %) t}
2.27 i

_%[l:lint’ﬁm)]kl exp{(iwkl + Vkl) t} |

Al insertar en la expresidn anterior la relacion 2.24, llegamos a:
Oy 1Tl A0 -
2.28 Sy (t) ——% H..p . exp{(la)k, +yk|) t}.

La expresidn 2.28 puede integrarse a ambos lados para obtener:
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2.29 S (t) = T .[ dt’[ljli”t"b(oqkl eXp{(ia)kl + %) t'}'

Usando de nuevo la relacién 2.24, obtenemos una expresion para la contribucion a primer
orden de la matriz densidad, en términos de la contribucién a orden cero:

ot
2.30 pi,l) = _% j dt'[l:lint’ﬁ(oqkl exp{(iwkl T )(t’ _t)}-

Por tanto:

=t

2.31 P = _% I dt,{<k|l:lintﬁ(0) 1)~ <k|:5(0)l:lint |Z>} eXp{(icok| + ) (¢ _t)} :

—00

(0)

. . 0 .
A fin de emplear los elementos de matriz p,,” encontrados anteriormente —ec. 2.21—,

conviene usar la condicidn de completez de los estados de la base:

232 I (L] =1

Asi, multiplicando en donde conviene por un uno escrito en términos de los elementos de
la base, podemos transformar 2.31 en:

S L (CLABIC

PO 1)~k

PO Ll )
exp{(iw, +7, )(t’—t)}].
Teniendo en cuenta las relaciones 2.2 y 2.6:
e :%;Ldﬂ[((k\ (B + B =0 (1 (B + B ))
exp{ (io, +7, )(t'—t)}].

Dada la dependencia temporal explicita del hamiltoniano de interaccion —ec. 2.8—,
podemos separar la matriz densidad a primer orden en dos contribuciones aditivas, una que

oscila con frecuencia @y otra que oscila con frecuencia —®:
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=43 = A e

Desarrollemos inicialmente la contribucién con frecuencia @ (que corresponde a un
exponente con signo negativo).

=5 (ki eB )] )02~ 2 1))

—00

exp{(ia)kI +yk|)(t'—t)—ia)t}.

Integrando la expresidon anterior obtenemos:

A =2 Tk

L

ji-eE(0)|L) pl) = ) (L |- eE ()| 1)}

y exp{(ia)k, + Py )(t'—t)—ia)t}t '

I, —iw+ 7y,

—0

Evaluando en los limites llegamos a:

~(w 1 A 0 0 A
236 = Al AeE ()| L))~ p (L] - eE (@) |1 (),

L

donde:

-1

2.35 E(w)=e"" (wy —w—iy,) -

Asi, la contribucién a frecuencia positiva de la matriz densidad de primer orden equivale a:
(0)
2.36 Pk| = ZE {:ukL ep,_| —Hy epe (E(@).

Desarrollando el producto escalar en términos de las componentes vectoriales, 2.36 toma
la apariencia:

2.37 pk| - ZE {pLI lukL Pl(i)ﬂ& }6(0))
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De nuevo, usamos los acentos circunflejos para las componentes de los vectores y tensores,
a fin de no confundirlos con las etiquetas de los estados cuanticos. Cada uno de esos indices,
en una sumatoria, barre las coordenadas cartesianas.

Procediendo de modo semejante encontramos para la frecuencia — w:

- (0) i (0) ]
2.38 Pk| _ZE —a) j {pu M. — P By f(—a))
1
Habiendo calculado pi,), podemos determinar los elementos de matriz de contribuciones de
ordenes superiores, mediante las relaciones de recurrencia.

2.1.4 CONTRIBUCION DE SEGUNDO ORDEN A LA MATRIZ DENSIDAD

Ahora que conocemos la matriz densidad de primer orden podemos encontrar la de
2

segundo orden. Para ello notamos que la ec. 2.20 es idéntica a la 2.19 si reemplazamos ,0|E|)

v g 0

y Py por Py Yy Py respectivamente. Por tanto, todo el procedimiento para integrar 2.19
puede aplicarse idénticamente a 2.20 obteniendo:

.t
2.39 P|E|2) = _% J dt’[ﬁint’ﬁ(l)ld EXp{(iwkl T )(t, _t)} :

El conmutador del lado derecho de contiene términos estaticos y términos que oscilan en
el tiempo, para verlos mas claramente reescribamoslo de la siguiente forma:

[Hi”t’p(l)]kl :[(I:Fe_iw +[_A[—eiwf)’(’g(“’)e—iwf +’5(‘”)e"6‘”)}kl
_Z{(HkL pLI plgf')Hlf'l) let+HkL P(u ) PEE’CO)HEW
+H ) — i H +(Hk1'p(ff’)—pi[,”’)H;,)ez‘wf}.

Asi, al integrar 2.39 resultan tres contribuciones de segundo orden a la matriz densidad, con
dependencias temporales diferentes:

2.40 i) =pe) + By 4l = ple e 1 pl e +p)
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~(2
Donde, por ejemplo, p|((| @) tiene la forma:

i = 3l

LYl - p! (L

fi-eE(o)

()}

><exp{(ia)k, + % )(t'—t)—Ziwt} t
I, — 2iw + 1y,

241

Tras evaluar en los limites, la expresion anterior se ve como:

exp{—2iwt}

) =2 Skl eE (@) 2) L)~ 2 (L |- e ()1} i

Wy — 20 — iy,

y tras operar con los bra-kets:

—2iwt

~(20) _ 1 (@) _ (@), \. e
2.42 Pa = 7 ;{ﬂkupu P M } eE(a)) @y — 20— iy, :

Recordando que, en general, el elemento de matriz densidad a primer orden tiene la forma
2.37, vemos que los elementos de matriz que necesitamos valen:

- o
pLI = ZE {pu luLL p(L('))Llulil}(a)L'l_w_lyLw) ’
i . -1
__ZE {pLLlukL p&E)ﬂﬂL'}(ka'_a’_l?’kL') ;
por tanto:
o - o
50 _1 plud =iy pQu = pdu ¢
P ) - ) Hyy
LL WOy —O =Y WO —O =Yy
2.43

2 it
y e]eRE (a))e
Wy — 20 =iy,
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2.2 CALCULO DE LA SUSCEPTIBILIDAD

Del electromagnetismo clasico, sabemos que, en muchos casos de interés, la componente
de polarizacién en la direccién U;, experimentada por un medio bajo el influjo de un campo

eléctrico, E puede expandirse en una serie de potencias del campo eléctrico?:

P—e{x +Z)(,]E’ ZX VEV (1) E* (1) +
2.44
ZXSEIE”(z)Ek‘(r)E"<t)+...j,

ikl
donde las E’ (t), son las componentes del campo en una direccién dada:

245 E! (t) =e-u, (E (a))e_i"” + E(—a))ei“”) = e]E(a))e_’“’ + eiE(—a))ei“’t .

0)

ese término para determinar cuando es valido asumirlo nulo.

Notese que en la TSE se supone que y * = 0. Hemos decidido aqui calcular explicitamente

Recordando que hemos reemplazado E por AE , podemos expresar el valor esperado de
la polarizacién en direccién i de la forma:

<P> g Tr )( p+2)( /lpEJ Z)( lsz’()E'E(t)
2.46

+ZX3(?|)2|"13PE](¢)ER (t)Ef (1)+.... |

ikl

Por otro lado, sabemos que ese mismo valor esperado puede escribirse en términos del
momento de dipolo asi:

2.47 <I5i>=N Tr[p[f],

2 Usamos aqui la convencién de Shen [16] para la polarizacién no lineal en el SI de unidades.
Existe otra convencion, en ese mismo sistema de wunidades, segun la cual

P=c + AV E + y BB + y G EEE +
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donde N es el nUmero de sistemas activos de dos niveles (p.ej. atomos o puntos cuanticos)
por unidad de volumen.

Por tanto, y recordando que hemos propuesto para la matriz densidad una expansién
perturbativa (2.16), tenemos:

g Tr Z/lsﬁ(s X +Z)( /IEJ Z)(IJK/IZEJ() ()

2.48

+Z%ukl’13El VE* (1)E' () +.... =NT{Zfﬁ(S)ﬂi]

jkI

2.2.1 SUSCEPTIBILIDAD A ORDEN CERO

La susceptibilidad de orden cero se asume nula en el tratamiento semicldsico, bajo la légica
de que la polarizacién es una respuesta del material a un campo eléctrico aplicado y si no
hay campo, no puede suscitarse respuesta; sin embargo, como hemos dicho, nos interesa
incluir la posibilidad de tener sistemas con distribuciones asimétricas de cargas y estos
pueden presentar polarizacién espontanea, por eso mantendremos ese término. Para

(0)

encontrar la forma concreta de )" ' debemos equiparar, en la relacién 2.48 , los términos

de orden ceroen A:

2.49 eor > (k| p°
k

Al

k),

=N Z(k p(o)
ki

donde hemos hecho, de nuevo, uso de la condicidn de completez de los estados de la base
del hamiltoniano no perturbado —ec. 2.32.

(©)

Como la traza de toda matriz densidad vale uno, y p “es una matriz densidad en

propiedad, la susceptibilidad de orden cero toma la forma:

2.50 f :_Zpkl :ulk <,U >

&y K

Para que la susceptibilidad espontdnea sea nula, el sistema debe satisfacer las condiciones
2.4y 2.22, es decir: debe presentar simetria y simultdneamente, su estado de equilibrio
debe ser diagonal. Ambas condiciones estan implicitas en el tratamiento semicldsico
estandar.
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Queremos cerrar este apartado comentando que la susceptibilidad de orden cero no es una
funcién del tiempo, de modo que, al entrar en la ecuacién de ondas electromagnéticas, su
derivada se anula y por eso no modifica, de manera directa, la relacién de dispersién. Sin
embargo, la susceptibilidad de orden cero aparecerda en las expresiones de las
susceptibilidades de orden superior; en el Capitulo 4 veremos qué impacto tiene ello.

2.2.2 SUSCEPTIBILIDAD LINEAL

Igualando, en 2.48, los términos de orden uno en A, obtenemos:

2.51 &, Tr| %5 Z 2P OB (1 NTr[[)(l)/ﬂ

g0 | 2 (k[ |F) +Zx ' (1) (k7'

k

0 NZ

Usando 2.17 a) tenemos:

2 E (=2 (V (k]

k

i) = 0" (| 1)),

De ahi que:
2.52 ZX(lEJ me[ :“n( X;O)ém)

Dada las dependencias temporales del campo eléctrico y la matriz densidad a primer orden
—ecs. 2.2y 2.37—, la relacidn anterior implica dos condiciones, una para la frecuencia @ y
otra para la frecuencia —. Asociaremos a cada una de estas frecuencias una contribucion

para la susceptibilidad lineal. Igualando las componentes oscilantes con frecuencia @ vy
usando la expresion 2.37, tenemos:

0, _ 0, (N

o P ,U —Pu K ]
753 ZXE(] )E( ZZE e: LI AL klj LI = U _XI(O)ékI
i Wy —O =1y &

(@)

Entonces, podemos deducir que las componentes del tensor y* ', segun esta extensidon
semiclasica, vienen dadas por:
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0, _ 0,0 (N

() Pu /‘kL P :“Ll i _ (0
2.54 n - < 5
A h ;ZL: 00—y | & My — X5 %

2.2.3 LA EXPRESION PARA LA SUSCEPTIBILIDAD LINEAL DE LA TEORIA
ESTANDAR COMO CASO PARTICULAR

Nuestra deduccidn de la expresion para la susceptibilidad lineal se aleja en varios aspectos
importantes del camino seguido por la TSE, no solo porque incluimos situaciones mas
generales al evitar las suposiciones 2.4 y 2.22, sino también porque en lugar de usar una
definicion de la susceptibilidad, deducimos la expresion para la misma directamente de
2.48. Si nuestra expresion generalizada es correcta, lo primero que cabe esperar de ella es
gue contenga como caso particular la expresion derivada por la TSE. Veamos que en efecto
asi es. Para ello empecemos por reemplazar en 2.54 la expresion para la susceptibilidad de
orden cero (2.50):

(0) (),

o pu - pu (N ¢ N i
2.55 )(i(] hzz el _ﬂlk_g(;pl(fl)'ﬂl'k'jék

L 0y —0-1y, &

Insertemos ahora la condicidén 2.22 en la expresidn anterior:

(0)

(0 )5 5
Xi(] hzzpu LllukL P kL:uLI :“u( (ZpklﬂlkJ ’

Wy — O =Py €

Operando con las deltas de Dirac llegamos a:

©, i _ 0

Zpu ﬂk| pkk:ukl i‘ (Zp ,U ]
k1 |9

80h 0 Oy — 0~y

Finalmente, usando la condicién 2.4, la sumatoria sobre k' se anula y recuperamos la
formula para la susceptibilidad lineal dada por la TSE (comparese la siguiente expresién con
la 1.4):

(0 _ ) ]
(0) _ N Pi =P T

2.56 x) = 1)
J 80h;wkl —0 1y o

Nétese que, de acuerdo con la TSE, un material que esté en un estado de equilibrio
caracterizado por una matriz densidad con poblaciones iguales, deberia ser transparente a
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todas las frecuencias. Esta prediccidn resulta extrafia, porque aplica a cualquier material y
nuestra experiencia con materia ordinaria no refleja eso. La extensién dada por 2.54, en
cambio, predice un estado de equilibrio con poblaciones iguales no implicaria transparencia
absoluta del material. Esto se da porque en 2.54 aparecen nuevas sumatorias, derivadas del
hecho de no haber restringido los posibles estados de equilibrio de la materia ni sus
momentos de dipolo. En el Capitulo 4 ahondaremos sobre las diferencias entre las
predicciones de la TSE y las extensiones que aqui hacemos.

2.2.4 SUSCEPTIBILIDAD DE SEGUNDO ORDEN
La susceptibilidad de segundo orden se calcula mediante la igualacion de los coeficientes

de los términos ya en la expresion 2.48:
2.57 ¢, Tr Z){kp E'()E (1) |=Tr N,up()—e(){)( P +Z){ EJ()}

Esta relacién equivale, de acuerdo con 2.52, a:

gl Z)(i(j?ﬁ(o)Ei (IT)EIE (1)
2.58 J

=Tr |:( N,uf - goxiﬂo) ),5(2) - Z(N:“li - goXi(O)&kl )plgll)za(l)}

ki

En la ecuacién anterior aparecen de nuevo tres series de términos con dependencias
temporales semejantes a las que se aprecian en la relacién 2.40. Igualando los términos

. -i20t
proporcionales a € en 2.57 obtenemos:

g Tr )(Ezw)ﬁ( g ( )EIZ (a)) e 2!

]k

:T{(N“ ~ o)™ Z(Nﬂlk eox”'d, )pﬁf")ﬁ(”)}e‘”w‘

ki

Dado que la traza de la matriz densidad de orden cero debe valer uno, la expresién anterior
se transforma en:
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OZXuk w)ejek
—Z[ZN< ><k‘/’ V> ‘90)(. pl(<k )j_Z(Nluli_80Xi(0)5kl)plglw)zpl£?)k)”

ki Kk’

donde, ademas, hemos usado la relacién de completez de los estados de la base (ec. 2.32).
Esta ultima relacién puede simplificarse como sigue:

goz Zw)E w)ejek _Z(N/hi—go)(.go)é )[Pm _pkl Zpkkj

Insertemos en la expresidn anterior las relaciones 2.37 y 2.43 para las contribuciones de la
matriz densidad a primer y segundo orden, haciendo un par de cambios en los indices
mudos en las sumatorias, para evitar confusién:

E*(w ]
€ XI(Jk E? (a))e]ek— _LZ{(N'UH( _goxig())ék')x

2
ik h Ik

©, i _, ©0 i ©,i_,0, i
ee, l:{pu My = Prifa ©e - Prtha — Pa B /‘E' } 1
LU Dy

. KL ; 5
Oy —O—1Y O —O =1y~ —2m —iyy,

0) j 0) j 0 k 0 k
5 piu =il |[ plessis bty |||
Oy~ o=y O = 1)

Por tanto, usando el valor de la susceptibilidad de orden cero dado por 2.50, podemos
expresar las componentes de la susceptibilidad de segundo orden de la forma:

Jk

o N i i
X;(]i ) = > Z [Mk _zpl§9|)'ﬂ|'k'5kljx
goh T

Ik

0) j 0 i 0 R 0) i
2.59 3 puk = pOlud - wl 1
; Hy - ) Ll .
L Oy — W1 WOy — O =1y~ Wy — 20 — iy,
0) j 0) j 0) Kk 0) Kk
By p = pQud V[ pEh s = oL
C Oy —0—1)y O =Y
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2.2.5 SUSCEPTIBILIDADES DE ORDEN PAR NO NULAS EN ESTRUCTURAS
CENTROSIMETRICAS

Es clave notar que, al eliminar las restricciones 2.4 y 2.22, aparecen nuevas sumatorias en
las expresiones para las susceptibilidades de todos los 6rdenes. En el caso particular de la
susceptibilidad de segundo orden, esto implica que la paridad ya no depende de productos

del tipo: M, sino de productos de la forma: ﬂ|kﬂkL'ﬂL'LP(L(|))- La presencia de

(20)

no necesariamente transforme como un tensor (ec. 1.10), sino, eventualmente, como un
pseudotensor. Esto se da Unicamente cuando el estado de equilibrio del sistema contiene
coherencias, porque en este caso

2.60 pV £0siL#l.

términos cruzados en la matriz densidad hace que, bajo inversién de coordenadas, Y

En el marco de la TSE, )((Zw)

2.60 es descartada de plano. Algo semejante ocurre con la polarizacién de segundo orden,
que transforma como un vector polar si se cumplen 2.4 y 2.22, pero puede, en
determinados casos, transformar como un vector axial si no se imponen esas condiciones.
La consecuencia inmediata de esta posibilidad es que la susceptibilidad de segundo orden,
y en general las susceptibilidades de orden par, no son necesariamente nulas en estructuras
centrosimétricas; eso dependera de si el material puede o no alcanzar un estado de
equilibrio con coherencias.

siempre transformard como un tensor, porque la posibilidad

La prediccién de que los medios centrosimétricos pueden tener susceptibilidades de orden
par no nulas es una de las mas fuertes e importantes de este trabajo. Ante un hallazgo tan
sorprendente, decidimos consultar qué evidencias experimentales podrian sustentar este

(20)

simetria de inversién. Encontramos que tan solo un afio después de que se generara por
primera vez el segundo armdnico (SA) en materiales no-centrosimétricos, se descubrié un
caso anomalo en el que, utilizando la posibilidad descrita por 1.21, se buscaba generar un
SA en una muestra de calcita. Lo andmalo es que, siendo la calcita centrosimétrica, solo
deberia generar SA con el campo estatico aplicado, pero resulté que lo hacia adn sin él [20].
Este hallazgo fue seguido por otros en los cuales se encontrd que el SA se generaba en
materiales como la fibra dptica, el silicio y el germanio [21], para mencionar unos ejemplos.
Existen multiples posibles explicaciones para estos fendmenos, consistentes con la
conclusion, tan cara para la TSE, de que las susceptibilidades de orden par deben ser nulas
en medios centrosimétricos. Esas explicaciones se fundamentan en: contribuciones
superficiales y rupturas de simetria en las fronteras, impurezas en el material, efectos
fotoinducidos, efectos de cuadrupolo eléctrico y efectos de momentos dipolares
magnéticos. Sin embargo, nuestra busqueda bibliografica no nos permite afirmar que se
alcanzara realmente un consenso respecto a los mecanismos que permiten la generacion

hecho y cuales sustentan la afirmacion de la TSE de que y =0 en los materiales con
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de SA en materiales centrosimétricos: En un juicioso trabajo posterior, Terhune [22] calculd
las eficiencias de generacidn de SA en fibras dpticas, y concluyé que las contribuciones de
la interfaz nudcleo-revestimiento, ni las contribuciones cuadrupolares del sélido, ni las
contribuciones de la polarizacién inducida por campos eléctricos, podian explicar las altas
tasas de conversion reportadas por otros autores [23]; Guidotti y sus colegas observaron
una sefial de SA en silicio y el germanio, que no podia explicarse por contribuciones de
cuadrupolo eléctrico, dipolo magnético, impurezas o términos superficiales; ellos afirman,
tras mediciones muy detalladas, que tal seial debe originarse en sdlido cristalino mismo
[24]; Fujii y sus colegas encontraron SA en una fibra dptica, cuya intensidad no podria
explicarse por medio de momentos cuadripolares o efectos de limite del revestimiento del
nucleo por ser demasiado débiles comparados con lo medido [25]. Estos y otros ejemplos
nos llevan a concluir que no hay evidencia experimental conclusiva a favor de la prediccidon

, 2 . e sae
de la TSE segun la cual )(( 120 para todos los materiales centrosimétricos y que la pregunta

sobre el origen de las sefiales de SA en ese tipo de estructuras sigue abierta. Creemos que
la generalizacién de la teoria de la susceptibilidad presentada aqui puede constituir una
mejor respuesta, al menos en algunos casos.

2.2.6 LA EXPRESION PARA LA SUSCEPTIBILIDAD DE SEGUNDO ORDEN
DE LA TEORIA ESTANDAR COMO CASO PARTICULAR

De nuevo, cabe esperar nuestra expresidn generalizada contenga como caso particular la
expresion derivada por la TSE. Veamos que en efecto asi es. Para ello empecemos por
reemplazar 2.22y 2.23 en 2.54 :

o N i i
X,(]i ) = 2 Z [Mk _ZP|£9|)'5k'|'ﬂ|'k'5kljx
3oh Ik KT
(0)

0 f 0 j 0 j 0
Z P(u)éuﬂﬂl _pf_’)LéL'Lﬂdl luk" _ p(LL)'éL'L:ukJL ~Pu
KL

LL O —O =)y WOy — O =y

akLﬂﬂL' K 1
Ll 5
Wy — 20 =1y,

0 f 0 i 0 K 0 K
Z p(Ll)éLI:ukJL _piL)ékL/‘ﬂl p(L'i'éL'k'ﬂ:'L' _pli'l)_'ék'L’:ullf'k'

K Wy — =1y O =y

Operando con los deltas de Dirac, obtenemos:
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eor - N o)l i 5o iog | L
Xk 80h2 ; (/‘Ik ;pkk:ukk kljwm 20—y,
0 j K 0 j K 0 j K 0 j &
> plhiie  pmmts | o _plmhie | plm
Wy =0 =i O =0 =) oy o=y, O —0=iy

Zp(u)éuﬂm_ p|(<|_)5k|_:“|_| pl(dz:ukk pl(uz/ukk } .

Wy — O =Yy O = 1Y

Usando la condicidon 2.4, podemos simplificar a:

(20) _ N D i “

ik 2 _ .
&l W oy — 20—y,

O < - 0 ~ - 0 < - O < -
¥ o>l . pm ) P uh N P ul |
O —O =iy O —O—1)y Lo, —0—iy, Oy —O—iy

Cambiando el indice mudo L” por L en la primera sumatoria dentro del corchete, llegamos
finalmente a la ec. 2.61, que es la expresion de la TSE para la susceptibilidad de segundo
orden (antes de aplicar la condicion de simetria intrinseca de permutacion):

; (0) _ ),k (0) _ ),k
561 B Ly y Z (pn P )ﬂkuuu +(pkk Pu )ﬂLlﬂkL

'Jk - 2 . _ . _ .
goh K Wy — 20— iy, L W) —w=1y, Wy —O=1P

2.2.7 PRINCIPALES DIFERENCIAS EN LAS EXPRESIONES DE LA TEORIA
SEMICLASICA ESTANDAR Y LA EXTENSION SEMICLASICA

Nétese que las diferencias entre las expresiones de las susceptibilidades segin la TSE y
segun la presente extension semiclasica, son de dos tipos:

1. Las debidas a que en la TSE se usa una definicién de la susceptibilidad, en lugar de
despejarla rigurosamente de las expresiones matematicas resultantes de la solucién
perturbativa, y por eso en la TSE se desechan las contribuciones de las
susceptibilidades de orden cero.

2. Las debidas a que la TSE restringe los estados de equilibrio del PC a ser diagonales y
sus momentos de dipolo a ser antidiagonales. Cuando se eliminan estas
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restricciones (no se asumen las condiciones 2.4y 2.22), aparecen nuevas sumatorias
en las expresiones para las susceptibilidades de todos los érdenes.

Cabe esperar, por tanto, que la TSE no brinde la mejor descripcién cuando el material
alcance un estado de equilibrio con coherencias o cuando sus momentos de dipolo

diagonales sean no nulos (cualquiera de estas condiciones es suficiente para que )(igo) #0
). Esas condiciones no son extravagantes, ni de dificil cumplimiento, de hecho, son las mas
generales, puesto que, como se mostrd antes (ver seccién 2.1.2), incluso una ecuacién
maestra sencilla como la 2.14 lleva a estados de equilibrio que, en general, tienen
coherencias (ver ec. 2.21). En su momento se recalcé que la suposicién de que los estados
de equilibrio del sistema no tienen coherencias (ec. 2.22), es plausible, pero es, al fin y al
cabo, una suposicion. Adicionalmente, muchos materiales pueden tener momentos de

dipolo diagonales no nulos, ejemplo de ello son los medios polares.

Mas adelante veremos ejemplos especificos del notable impacto que estas diferencias
tienen en las predicciones de ambas formulaciones.
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3. EXTENSION COMPLETAMENTE CUANTICA A LA TEORIA
ESTANDAR DE LA SUSCEPTIBILIDAD ELECTRICA

En este capitulo haremos una nueva extension a la TSE, siguiendo el camino trazado
anteriormente, pero, esta vez, usando el formalismo de segunda cuantizacién para describir
el campo el campo eléctrico. La teoria resultante de la susceptibilidad eléctrica serd
completamente cuantica en el sentido de que tanto la materia como la radiacién estaran
cuantizados. En esta nueva generalizacién admitiremos las mismas posibilidades que nos
permitieron efectuar la extensién semicldsica, consecuentemente, la extensidén semiclasica
y la TSE serdn casos particulares de esta.

Una de las principales diferencias del tratamiento completamente cuantico, tanto con la
TSE como con el tratamiento de la extensidon semiclasica, es la necesidad de tomar la traza
del campo eléctrico al calcular los elementos de la matriz densidad. Esto conllevara la
aparicion de factores que dependen del estado de la radiacidn en las susceptibilidades. Una
clara implicacién es que la susceptibilidad resulta ser no simplemente una propiedad de la
materia, sino de lainteraccién de la materia con la radiacién. La mayoria de los tratamientos
“cudnticos” de la literatura ignoran este hecho crucial, de modo que en algin punto
terminan por atribuirle un caracter semiclasico a la susceptibilidad.

31 CALCULO DE LA MATRIZ DENSIDAD DEL SISTEMA MEDIANTE
TEORIA DE PERTURBACIONES

3.1.1 DELIMITACION DEL SISTEMA

En ese caso, el hamiltoniano total del sistema viene dado por:

3.1 H=H_ +H,+H,,
donde:

3.2 I_’\IM :(81 _8—1)6.2 :5&2'
y

3.3 H, =howd' (t)a(t).
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Siendo éT(t)y é(t) operadores de creacién y de aniquilacion de fotones en la

representacion de interaccion (ver seccién 5.1).
3.4 a'(t)=a'e"",
3.5 a(t)=ae™".

Usaremos de nuevo el Gauge de Coulomb y la aproximacién de dipolo, con lo cual, el
operador de campo eléctrico cuantizado puede escribirse de la forma:

36 E(t):i ZZ% e(ée““”—é*e’“’): E‘+E".

Donde, para facilitar referencias futuras usaremos la siguiente notacion:

%

a) | eée—iwt _ E+ _ é+e—iwt
2eV
3.7 ,

b) —i

2eV

\

La principal diferencia del tratamiento completamente cudntico, con respecto al
semicldsico, es la necesidad de tomar los valores esperados y elementos de matriz del
campo eléctrico. Tal necesidad se convierte en la mayor dificultad de este desarrollo e
implicard serias diferencias en la manera en que se evalua la susceptibilidad.

La representacion matricial del operador vectorial momento de dipolo i en el medio estaria
de nuevo dada por 2.3. Una vez mas, como nos interesa calcular la susceptibilidad no-lineal

de estructuras no-centrosimétricas, asumiremos que Hq,y My, toman valores diferentes

de cero. Asi, el hamiltoniano dipolar puede de la forma:

H, =—j-E=-i e
dip U 280Vﬂ
3.8
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Obsérvese que 3.8 hemos usado la aproximacion dipolar y que las transiciones que
preservan los estados de la materia son proporcionales a los términos asociados a la
asimetria mientras que las transiciones que involucran cambios en los estados de la materia
son proporcionales a los términos simétricos.

Por otro lado, para hacer explicitas las contribuciones del hamiltoniano que oscilan con
frecuencias @ y— @, usaremos de nuevo la notacién de la ec. 2.8.

Ahora bien, el sistema punto cuantico - radiacion, puede ser descrito mediante la siguiente
matriz densidad:

3.9 p= Zpknlm ‘k>®‘n><l‘®<m‘ - Zpkmm‘k’”ﬂl’m‘,

knlm knlm

donde ‘k) y “) representan estados del punto cudntico mientras \n) y |m) representan

Estados de Fock del campo eléctrico.

En la representacidon de interaccion, los elementos de la matriz densidad evolucionan
temporalmente de la forma (ver seccién 5.1):

dpnm t Ira i A
3.10 —Hhoim 1) ()z—E[HM +Hgp A (1) ]

dt — Yknim (b(t)_ﬁas)knlm'

knlm

Una vez mds, hemos incluido un término fenomenoldgico para dar cuenta de procesos no
hamiltonianos, como bombeos y decaimientos por colisiones, que tienden a llevar al

: . s as
sistema a un estado asintético P con unatasa Yjym, la cual esta vez no solo depende de

los estados de la materia, sino también de los de la radiacién. El tratamiento mas general,
aun en el régimen de Born-Markov, exigiria usar una ecuacién maestra con términos de
Lindblad, en lugar de este término fenomenoldgico; sin embargo, preferimos mantener la
forma 3.10 de la ecuacién maestra para facilitar la comparacién con las expresiones y
metodologias de la extension semiclasica y la TSE. Mds adelante, en la seccién 5.2,
demostraremos que la ecuacién 3.10 es un caso particular de una ecuaciéon mas general que
incorpora términos de Lindblad.

Calculemos los elementos de matriz debidos al hamiltoniano del equilibrio. Dada la
separacion del hamiltoniano que hemos elegido para usar la imagen de Dirac, el

hamiltoniano del equilibrio es er por tanto:

[Hw’ﬁ]knlm :{ﬁ“’ﬁ_ﬁﬁw}

7’
knim
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geg pegnm

0

ggepgemn
Donde:

3.11 En—=&E —€, =—€

Consecuentemente, la frecuencia de transicion es:

-1
3.12 e =(8e —8g)h :

3.1.2 EXPANSION PERTURBATIVA DE LA MATRIZ DENSIDAD

Considerando el resultado 3.12 podemos reescribir la evolucidon temporal de la matriz
densidad (ec. 3.10) asi:

d : A A n
3.13 %:_Ia)klpknlm _%[Hdip’p(t)]kmm ~ Ykaim (p_pas)knlm'

Tal como lo hicimos antes, buscaremos una solucién perturbativa a 3.13 reemplazando
E(t) por Aé(t) y expandiendo la matriz densidad en potencias de 4, de la forma:

3.14 pknlm = plggl)m + lplg)lm + j“2:0I£§I)m + ..

Al efectuar estos reemplazos en 3.13 encontramos:

d[ o + ipn + £ pl2 |

knim knim knim

dt

i ~ as
+£|:/1Hdip ' (p(O) + /1:0(1) + /lzp(Z) ):|anm - yknlm (plggl)m + /lplsi)lm + /lzplgsl)m - pknlm )’

knlm knlm

=—loy (plggl)m + Apigm + X pic )

de donde, igualando términos del mismo orden en A , deducimos que deben cumplirse las
siguientes relaciones:
(0)
dIOanm (0) (0)
n

3.15 T = =@y Pioim ~ Vieum (pk im ~ Pl ) ,
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3.16 %:_(Ia&l +7kn|m)pknlm_%|:Hdip’p ]knlm'
Pl __: @ LM,

3.17 T __(Ia)kl —H/knlm)'oknlrn _%[ dip 2 :|k“|m.

Una vez mas, las relaciones de recurrencia nos permiten calcular las contribuciones de
diferentes érdenes a la matriz densidad. La contribucién a orden cero estd dada por la
solucidn estacionaria de 3.15, que vale:

0 . -1
3.18 pIEnI)m - yknlmpl?rflm (yknlm + 1y ) :

La contribucién de orden cero a la matriz densidad es de capital importancia para el
desarrollo de todos los célculos, dada la naturaleza iterativa de la solucion buscada. En la
TSE, esta contribucion contiene sélo informacidn de la materia y se supone diagonal; resulta
inaceptable utilizar esta ultima suposicién en este caso, no solo por las razones dadas
cuando hicimos la extension aun en el ambito semicldsico, sino porque ahora los elementos
de matriz asociados al campo eléctrico pueden ser no diagonales.

3.1.3 CONTRIBUCION DE PRIMER ORDEN A LA MATRIZ DENSIDAD

Conocida la contribucion a la matriz densidad de orden cero, podemos integrar la ecuacion
3.16, a fin de encontrar la contribuciéon a orden uno. Esta vez, el cambio de variables es del
tipo:

3.19 pl(;)lm - S&%m (t) exp{_(ia)kl +ykn|m) t}r

cuya derivada temporal vale:

dp , _ .
3.20 % =|:Sl£2m (t) _(Iwkl +ykn|m)Sl$)lm (t)} eXp{_(Zwm "'Vkmm) t}-

Por tanto, podemos representar 3.16 de este modo:

[Sﬁm (t) =i+ )Sﬁm (1)} eXp{—(ia)kl + Yieim ) t} -

3.21 ] ir o~ .
_(Ia)kl + yknlm)plgll) _%[Hdip’p(())}

knlm .
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Despejando S tenemos:

knim

Sl&%m (t) = (iwkl T Yinlm )Sﬁ?m (t)

. ir~ .
- |:(Ia)kl + Yinim )pl(;)lm + £|:Hdip 1,0(0)]

knlm

}exp{(iwk, + Vi ) 1}

Al insertar 3.19 en la expresién anterior, llegamos a:

. Ir~ . _
3.22 Slg)lm (t) = _£|:Hdip’p(0)i|knlm exp{(lwkl + yknlm) t}-

Al integrar ambos lados de 3.22 obtenemos:
(0) - '
3.23 knlm _[ dt’ [ dipr P ]kmm exp{(lwkl + anlm) 4 } :

Usando la relacién 3.19, obtenemos una expresion para la contribucidon a primer orden de
la matriz densidad completamente cuantica, en términos de la contribucion a orden cero:

-t
| I 5 ~ . '
3.24 pl(j])lm = _%J;dt [Hdip’p(o)]kmm exp{(zcok, + Yo ) (¢ _t)} :
La igualdad 3.24 puede representarse de la forma:
i A .
P&)lm = _g_‘[}dt |:{<kn|Hdipp(0) |lm> B <k”|,0 dip |lm>}

exp{(ia’kl * Yknim )(t' B t)}]

3.25

(0)

Para poder emplear los elementos de matriz p,,, que encontramos anteriormente —ec.
3.18—, conviene usar la condicidon de completez:

3.26 D> |LM)} (LM |=1,
LM

asi, multiplicando donde convenga por un uno escrito en términos de los elementos de la
base, podemos transformar 3.25 en:
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[ t , A
pﬁm = _gz _[ dt [(kn‘Hdip ‘LM>p(L?3|Im

LM "o

_P|(<2)LM <LM‘[:Idip ‘lm>:|exp{(iwkl + yknlm)(t, _t)}-

Una vez mas, separamos la matriz densidad a primer orden en dos contribuciones aditivas,
una que oscila con frecuencia @y otra que oscila con frecuencia —:

3.27 P Igl)lm - ﬁmn t ﬁlgglc:w) = Plgr?)lZnefiwt - Pliglﬁ)eiwt

Desarrollemos inicialmente la contribuciéon con frecuencia positiva, teniendo en cuenta
las relaciones 3.6 y 3.8:

t

(o) , A A . .
pl(ml)m = Z _[ dt {(kn‘.”E ‘LM>p(L?\/)IIm _plggl)_M <LM

I S

ji- B |im)]
X exp{(iwkl + Ve ) (£ 1) — ia)t}.

Integrando la expresidn anterior obtenemos:

b= (o

LM

i B |LM) pSo = oty (LM - E” |im)|

y exp{(ia)k, + Yy ) (1 — 1) — ia)t} t
iy =i+ P

—00
Evaluando en los limites llegamos a:

328 plo =1 (k| it £ [LM) p0, — ol (LM
LM

i B |m)[E (o),

donde:

e—ia)l

3.29 &(w)=

Wy — O~ Wam

Teniendo en cuenta que los operadores de campo actlan Unicamente sobre el universo de
estados de la radiacién y el operador de momento de dipolo actua exclusivamente sobre
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los estados de materia, la contribucién a frecuencia positiva de la matriz densidad de primer
orden equivale a:

3.30 ﬁéﬁ?n = h_lZ{p(L?\zllm”kL -Ey _plgg)LM My E,\J;Im}f'(a))
M

Reemplazando 3.6 en 3.30 obtenemos:

%
~( . (6] ,
pfm.?n = I(Zhe Vj € Z{p(L?\zllmﬂkL VM&n,M—l _plgg)LM My MéM,m—l}é (w)
0

LM

Al aplicar las propiedades de la delta de Dirac, la relacién anterior se transforma en:

%
2w . () )
3.31 pl(mI?n :’[ j e'Z{P(L(ELH)Jm/‘kL 'Vn+1_pl£:,)L(m—l)tuL| m}f(w)
L

2heV

Nos sera util, para futuras referencias, denotar la matriz densidad asi:

% —iwt
~(w . @ i 0 i 0 i [ e
3.32 plEnI?n = l( Vj Zel {p(L(zwl),lmluk]L n +1_pl(<n,)L(m—1)lulfl WI}

2he, 0 O — O~ im
Procediendo de modo semejante encontramos para la frecuencia — w:

333 plol= hflz{(kn| fi- E7|LM) pS, = plodas (LM | E~ |lm>}5'(‘w)'
LM

Reemplazando 3.7 en 3.33 llegamos a:

Ve
~(-w . w
3.34 pl(mlm) 21(27}18 V]
0

Zej {/‘ELP(L?—l,Im \/; - :uglplgg)Lmﬂ v+ 1}{(_@) .

Lj

o

wim» Podemos determinar los elementos de matriz de contribuciones

Habiendo calculado p

de ordenes superiores, mediante las relaciones de recurrencia.

3.1.4 CONTRIBUCION DE SEGUNDO ORDEN A LA MATRIZ DENSIDAD

Ahora que conocemos la matriz densidad de primer orden podemos encontrar la de
segundo orden. Para ello notamos que todo el procedimiento que se hizo para convertir la
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(1 (v 0

2
ecuacién 3.16 en la 3.24, es valido si reemplazamos ,0£n|)m Y Paim POr Paim Y Piim
respectivamente; por tanto la relacién 3.17 equivale a:

.t
3.35 Plgr?m = _% _[ dt,[ﬁdip’p(l)}knlm eXp{(iwm + anlm) (t, _t)} :

El conmutador del lado derecho de 3.35 contiene términos que oscilan en el tiempo, para
verlos mds claramente reescribamoslo de la siguiente forma:

L ] iot () i
[Him 7 )}knlm [(Hd'pe ¥ Hd'P )(p én}m - Pﬁn e t)i|kn|m
) Z{( Mo pLMlm pi(m )LM i ) o +H p(LM %m pl(m L:VI Hy
L 'D(LM) Im P;E?LM Hyy +(Hk_n,LM p(L_Mw:m - pl(<;alj\/l Hipy i )eZi‘“[ }

Asi, al integrar 3.35 resultan tres series de términos con dependencias temporales
diferentes:

3.36 plgil)m pIEnIm)-l_pI((nlzltT(:)) pIE(r:Im) pIEnIm) 2Iwt-l'plgnlm) et Pﬁ(n)r)m)

(20))

wmm tiene la forma:

Donde, por ejemplo, p

—2iwt
e

%
©) . w /
3.37 pl(<§lm) = le[ j Z{.”kL n+l pL n+l ~ Prn )I_(m HuNm \/_}

2heV ) O — 20 = Yy

Recordando que, en general, el elemento de matriz densidad a primer orden tiene la forma
3.32, vemos que los elementos de matriz que necesitamos valen:

. Zei {p(L(')()n+2),Imﬂ|{L' Vi+2 _p(L(ng),L’(m-l)/‘li'l \/;}
L]

(@ s
=] ,
pL(n+1),Im [Zhé‘OVj N iyL(n+1),|m
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%Zej{pl(_onﬂ “n+ pkanZluLL“ 1}

p(w) _; w L"j
kn,L(m-1) ZheoV T inn,L(m—l)

Por tanto:

~(2w) ~ W eila}t
pknlm =€ .
2heV WH—ZW—Wmm
Ze {pL n+1 ml “n+ pkanZluLL“ 1}
3.38 Z : ”u\/E

LM O —0— lykn,L(m—l)

ze {p0n+2ImluLL\/n+ an+1 mlluLI\/_}

O, —w- lyL(n+1),Im

M NN +1

De nuevo resulta conveniente denotar la matriz densidad con referencia a las componentes
cartesianas asi:
—2iwt
~(20) _ @ e K ]
pkn,lm - 2h V 2 . Ze e
&V WOy — W0~ Wyqm i

{p n+1 “n+ panleuKL“ 1}
3.39 >

aNm

LK a)k,L — O =Y )
{ K(n+2) |m:“|_K Vn+2 pL n+1), K (m-1 :“Kl‘/_} N
Ay Nn+1].
W~ lyL(n+1),Im

Donde, para facilitar la notacién, hemos reemplazado el indice mudo L" por K.

De nuevo, los elementos de matriz con indices negativos son nulos.
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3.2 CALCULO DE LA SUSCEPTIBILIDAD

En nuestro tratamiento cuantico necesitamos el valor esperado de la polarizacién, cuyas
componentes cartesianas se expresan de la misma forma que antes (ver ec. 2.48 ), solo que
ahora, al tomar la traza, debemos tener en cuenta que el campo eléctrico es un operador.
Veremos en las siguientes subsecciones qué implicaciones tiene eso.

3.21 SUSCEPTIBILIDAD A ORDEN CERO

Ademas de las razones dadas antes para considerar explicitamente la susceptibilidad de
orden cero, en el caso completamente cuantico tenemos un motivo adicional: las

(0)

fluctuaciones del vacio electromagnético. Para encontrar la forma concreta de y: "~ cero

debemos equiparar los términos de orden cero en A de la ec. 2.48:

3.40 01 (kn| 5O k) = 3 | | tm) (| o)

kn knlm

Como la traza de la matriz densidad vale uno, la susceptibilidad de orden cero toma la
forma:

N i N/
3.41 2 == plontti :g</“‘ >mat'

80 knl

Suponiendo que el estado de equilibrio del medio activo es independiente del estado de
equilibrio de la radiacion, de modo que se cumple la aproximacion de Born, la matriz
densidad al equilibrio es factorizable de la forma:

3.42 po = pp

Dada esta condicidn, se necesita, de nuevo, para que la susceptibilidad espontanea sea nula,
que se satisfagan las ecuaciones 2.4y 2.22. Por tanto, al ignorar el término de orden cero
en la expansién para la susceptibilidad, como tipicamente se hace, no solo se estd
suponiendo que el material es simétrico, sino que se estdn restringiendo sus posibles
estados de equilibrio. Todas estas condiciones, implicitas en el tratamiento de la TSE,
implican, como veremos mas adelante, el despreciar contribuciones muy relevantes a los
valores de todas las demas susceptibilidades.

3.2.2 SUSCEPTIBILIDAD LINEAL

Si en la ec. 2.48 igualamos los términos de orden uno en A, obtenemos:
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NTr[ }

3.43 goT{fﬁ Z DAOE
i

Tomando la traza:

] il S
n j

A(L) Ai

0L \kn>] =N (kn k).

Usemos ahora la condicion de completez de los estados de la base:
| S ol )

knlm
=3 05 o o) 2 o5
kn Im

\m}}.
Tras operar con los bra-kets la expresidon anterior luce de esta forma:

€y Z(ZX.(?Zpl((g)km <m‘EJ ‘n>} = Z|:pl(<:1),ln (Nﬂlik _goXi(0)5k| )} .
kn i m

kin

Considerando 2.45 y 3.7 podemos reexpresar la igualdad precedente de esta manera:

hao & AT ot @ i (0)
(2 VJ ZX,J pkn km <m‘( —ae )‘n> :Z|:pkn,ln (N:ulk — &) Ok )}

knm j knl

Dada la dependencia temporal de la matriz densidad a primer orden —ec. 3.27—, larelacion

anterior implica dos condiciones, una para la frecuencia @ y otra para la frecuencia —@.
Asociaremos a cada una de estas frecuencias una contribucién para la susceptibilidad lineal.

Igualando las componentes oscilantes con frecuencia @ (ver 3.27 y 3.32), obtenemos:

SOJ_ZX,J)QJZptgg)km m|&eiim|n>=

knm

3.44

— N, — e, %5
Z[Zej {pL n+1) InlukL n+1 pkn L(n-1) luLI \/_} wien EOXI. - J

an W — O =W
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Donde los elementos de matriz del tipo pl(<0)L—1 son nulos, porque provendrian de aplicar el

©

operador de destruccidon a un estado de cero fotones. Notese, ademas, que p o

representa la matriz densidad total, por tanto Zpﬁg’)kn #1.
kn Y

(@)

De aqui, podemos deducir que las componentes del tensor ¥* " vienen dadas por:

- . N,ui —& )(i(o)é
P DR TN AR B TN A e

(@ L Wy — O =W

3.45 Xii =
] gohz plgg?kn—l\/;
kn

3.45 es la expresién completamente cuantica que buscdbamos para la susceptibilidad lineal.
La presencia en ella de términos que dependen del estado de la luz, muestra, como ya
habiamos anticipado, que la susceptibilidad no es una propiedad de la materia per se, sino
de la interaccidén entre la materia y la radiacién. Esta afirmacion, aunque inusual en los
textos clasicos de dptica, no debe sonar extrafia porque ya antes fenédmenos clasicos, como
el indice de refraccién dependiente de la intensidad, y fendmenos cuanticos, como el efecto
Purcell® apuntaban en esa direccién.

3.2.3 CASOS PARTICULARES DE LA SUSCEPTIBILIDAD LINEAL
CUANTICA

3.2.3.1 REDUCCION A LA EXPRESION DE LA TEORIA SEMICLASICA
ESTANDAR

En la TSE se supone implicitamente que se satisface la condicion 3.42 y que la rata de
decaimiento al equilibrio de la radiacién es independiente del estado \n) del campo

electromagnético, lo que puede expresarse asi:
3.46 Vkaim = T -

Por otro lado, nétese que:

3 El efecto Purcell consiste en la modificacién de la tasa de emisién espontdnea de un sistema, debida al
entorno del mismo. Como la tasa de emisidn espontanea depende del indice de refraccion, el efecto Purcell
indica que el indice de refraccion de un sistema puede verse afectado por su entorno.
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3.47 an 1n\/__zpn n"+1 I’l+

n=-1
Al imponer todas estas condiciones podemos reducir la expresién 3.45 a:

leﬂkL p|(<(,)|)_ﬂ|i| N 5 )5
X —_ZZ ) — My — X Ok |-

L O O \ &

En otras palabras, hemos demostrado que la expresién 2.54 (la extension semiclasica de la
TSE para la susceptibilidad lineal), es un caso particular de la extensién completamente
cuantica.

Adicionalmente, al insertar en la expresién anterior la condiciéon 2.22, que también
constituye un supuesto de la TSE, obtenemos finalmente:

i o N Z{p.(.o) - o) |

] _ 7
e og—o—iy

Asi que, como cabia esperar, la expresion de la TSE para la susceptibilidad lineal, es un caso
particular de la susceptibilidad cuantica aqui calculada.

Para poder comparar las predicciones concretas de la TSE con las de la extensién
completamente cudntica, debemos encontrar una expresidon formal para la susceptibilidad
ante un estado particular de la radiacién. Eso es precisamente lo que haremos a
continuacion.

3.2.3.2 SUSCEPTIIBILIDAD LINEAL ANTE UN ESTADO COHERENTE

Si el estado asintotico de la radiacidon es coherente, y se cumple la aproximacion de Born
(ec. 3.42), tenemos:

[ 1 N ()5
Z Z{pupm_ln n+l lukL pkLpnnl\/_//‘u} lulk EOX Ik

(1) kn L k,l lykn In

AT o> p)

Los elementos de matriz de un estado coherente caracterizado por los nimeros cuanticos

ny m, tienen la forma: pﬂ =e"o"o " (n!m!)_% . Por otro lado, de acuerdo con la condicién
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AN -1
de normalizacion de dichos estados se cumple que: € ”Zn” (n!) =1; por ende, la
n

susceptibilidad lineal en este caso vale:

B of" 5 o A" Ny, - 8o)(i(o)5|k
7= Z Z Py — M —PrL Ky )

e\ T @O = nn

Una manera equivalente de representar esta expresion es:

a9 :_Z Z plm _ pilud (N 2023, ).

an ! L\ D) =0~ Wqim O — O

Asi pues, la susceptibilidad lineal de la materia ante un estado coherente de la radiacion,
depende, en general, del nUmero medio de fotones N, como se aprecia en la Fig. 4, (ver
Capitulo 4).

Por otro lado, si, por ejemplo, el nimero medio de fotones vale cero, llegamos a:

1 eq, ] eq | ]
3.50 Xi(]l') T Z Z Pu :ukL. _ pkL:uLI' Nid, _‘90)(;(0) 5
goh knl L a)k’| _a)_lkaJO a)k,| _a)_lyk]-’”-

Esta es la contribucidn del vacio a la susceptibilidad lineal, que resulta imposible calcular
mediante la aproximacién semiclasica.

Supongamos ahora que se satisface la condicidn:
3.51 Yiaim = Yk u Yom -

En ese caso la sentencia 3.49 se traduce en:

i | |2(n_1 |a| (80 X.Eo)élk - NM&)

ZZe““‘ puﬂkLm — peu) g

an L

W T g — Wy —@

Al reescribir la primera sumatoria mediante el cambio de indice m = Nn-1 notamos que vale
exactamente lo mismo que la segunda sumatoria:
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o™ _ ol T of
Z—:_—ll+1+|a| + 00 -

m=—1 m! 2! 3!

+...=e¢e

De modo que las exponenciales se cancelan y la susceptibilidad pierde la dependencia con
el nimero de fotones:

6, = N )
0 1 a0 i e (30)(; T

3.52 Xy =—— Pul — Pl (- ;

! goh; ;{ e T Ll}lykl Tl g Oy — O

3.2.3.3 SUSCEPTIBILIDAD LINEAL ANTE UN ESTADO DE FOCK

Si se cumple si la condicion 3.42, la susceptibilidad lineal, dada en general por 3.45, puede
expresarse de la forma:

; - N,ui - ){fo)é
S| D Aol i N+ 1=plCLpl, el | o Tl

(o) _ knl \ L Wy —w _iykn,ln
ey phni\ln

Por otro lado, los elementos de la matriz densidad de un estado nimero con N fotones son

todos nulos excepto el Py , es decir: pueden representarse de la forma:
3.54 Pam = OO

por tanto, para dichos estados, la fraccién dada por 3.53 es un indeterminado del tipo cero
sobre cero. Para hallar un valor aproximado de la susceptibilidad lineal ante un estado
numero, podemos emplear un nuevo estado de Fock perturbado ligeramente como lo
describe la siguiente expresion:

1
FockAux __ -2p -
355 Pom T 1+ [5n,N§m,N +e 70, N0y te (5n,N§m,N+1 + 0, 410w )] )

Donde f se asume suficientemente grande como para garantizar que la perturbacién es
pequefia. Légicamente, cuando /5 — oo el estado vuelve a ser estrictamente un estado de
Fock.

Este estado N de Fock perturbado también puede escribirse en otros términos:

54



IN)+e”|N +1)

Jl+e™?

Los elementos de matriz relevantes en la expresidon 3.53 tienen la forma:

3.56 |N>:

-1
FockAux _ —f 28\ . FockAux _ -f -2p
p =e 5n,N+1 (1+€ ) ’ pn+1,n =e 5n,N (1+€ )

n,n-1

Reemplazando 3.55 en 3.53, obtenemos la siguiente expresién para la susceptibilidad lineal
de un punto cudntico ante un estado de Fock perturbado ligeramente:

1 eq ~j eq ~j )
357 Xi(? _ _Z Z PL,lﬂkL' B pk,L.:uLI (Nla;k _80Xi(0)5|k)
ENNT | T | W 0= Oy T O TN I(N )

Uno de los casos posibles es el de un estado nimero con cero fotones. Asi pues, existe una
susceptibilidad no nula al vacio cudntico. La existencia de una susceptibilidad lineal al vacio,
de naturaleza compleja, puede relacionarse con procesos de absorcidén y dispersién del
vacio electromagnético, justamente como ocurre en el Efecto Purcell. Esa posibilidad es
consecuente con la idea de una presién de radiacién del vacio electromagnético. Esta
presién podria explicar el efecto Casimir, dado que la cantidad de estados del vacio
permitidos entre dos placas cercanas es inferior a la cantidad de estados permitidos fuera
de ellas y, por ende, la presidon de radiacidon del vacio seria mayor afuera de la regién
delimitada por las placas que dentro de ella.

Es importante notar que la extensién a segunda cuantizacion de la teoria de la
susceptibilidad no permite encontrar una expresidn exacta de la susceptibilidad para
estados diagonales de la luz, como el estado de Fock, que acabamos de ver, y como el
estado térmico, que veremos a continuacion. Esta generalizacion de la teoria semiclasica
solo permite encontrar valores aproximados en esos casos y dichos valores dependeran de
cémo se acerque uno al estado diagonal en cuestién. Dado que la teoria semicldsica de la
susceptibilidad es solo un caso particular de la que aqui exponemos, es claro que las
féormulas usuales de la susceptibilidad no son las mas adecuadas cuando se requiere alta
precision y la interaccion tiene lugar con un estado de la luz diagonal.

3.2.34 SUSCEPTIBILIDAD LINEAL ANTE UN ESTADO TERMICO
Un estado térmico de la luz puede describirse mediante la matriz de estado:

. 1 &(n N
3.58 l%w—l+ﬁ;; 1o ”>@’-

N
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Por tanto, los Unicos elementos de matriz no nulos en el estado térmico son los diagonales:

1 &Y

ATh

3.59 Pom = — 1 0. 0.
" 1+n§1+n nenm

Como los elementos de matriz que cuentan para la susceptibilidad lineal son aquellos no
diagonales, la susceptibilidad de un sistema que interactia con un estado térmico resulta
indeterminada. Podemos tomar un estado con elementos de matriz no diagonales no nulos,
gue en cierto limite caiga a un estado térmico, tal como lo hicimos en el caso de los estados
de Fock. Por ejemplo, un estado térmico perturbado con un estado coherente como el
descrito a continuacion:

n+

i e™m 2
Th - [/ - Coh - -
R S ) WL P

(1+ﬁ)n+1 " Jnim!

3

-n

que en el limite f — oo converge a un estado térmico. En este caso, la susceptibilidad

serd la misma del estado coherente, que ya vimos antes. La susceptibilidad asi calculada
corresponde, no exactamente a la de los estados térmicos, sino a una familia de estados,
algunos de cuyos miembros, en principio, pueden diferir solo infinitesimalmente de los
estados térmicos, pero no ser iguales a ellos estrictamente.

De nuevo, esta formulaciéon y por tanto la semicldsica, como caso particular, no permiten
calcular exactamente las susceptibilidades de un sistema que interactue con estados de la
luz descritos por matrices estrictamente diagonales. Lo maximo que ellas permiten es
calcular susceptibilidades aproximadas que dependen de la manera en que se tome el limite
al estado buscado.

3.2.4 SUSCEPTIBILIDAD DE SEGUNDO ORDEN

La susceptibilidad de segundo orden se calcula mediante la igualacion de los coeficientes

o 2 .
de los términos A” en la expresion 2.48:

3.61 &Il Z:)(f(jé)p(o)EjElz =Tr N,Ltfp(z) - & Xigo)p(z) + Z)(i(jl)p(l)Ei
ik j
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En la ecuacidn anterior aparecen de nuevo tres series de términos con dependencias
temporales semejantes a las que se aprecian en la relacién 3.36. Para los términos

proporcionales a e_iza’t, el lado izquierdo de 3.61 queda:

ha)e—Ziwt £ (0
3.62 Sy X.(Jk ©) pl(m,)k(n—z) n(n-1).
kn, jk

o . -i2
A su vez, los términos del lado derecho de 3.61, proporcionales a € '°“ pueden
reescribirse:

—2iw h j
3.63 e Zpknln (Nlulk '90)(( )5k|)_l( %o j Z |(< I(Jl)e]
n

knl

Donde hemos tenido en cuenta que Uy, = MO -

Insertando 3.62 y 3.63 en 3.61, concluimos que:

j Z\/_Pknkn X u

20 0 i
Y pIEnIn) (‘%Xig )5k| — Npty ) ‘H(
olok = knl Kn'j
3.64 Z “k =

ho Z plgg,)kn—z \/ n(n-1)
kn

De acuerdo con 3.27y 3.32, pﬁf‘;)l,kr(nl_l) vale:

J kZ{ L(n 2'uLk N7t pL n 1)K (' 1)ﬂkL \/”,+1}'

3.65 pIE n) k(n l) {

2heV
por tanto:
(20) ] K _ A% { (20)(, 05 _ ani)_
R ey L

® el « [T N e
Z Z {pIE?r)l’,L’(n'—Z)ﬂlli'k' n-1 _p(L(?()n'Jrl),k'(n'—l)ﬂli(('L' n+1}X.(ﬁl) :

2V KT La)+lyknk( )

Reemplazando el valor de la susceptibilidad lineal dada por 3.45 podemos escribir:
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)’

o) T e 2V (ha))_l "
Zxéi lele = ) {knl p|£§|n)(3o)(( '3, _NMk) Zp

ik ZpknkHZ n(n 1)
k'n
Z\/_e € {pknL (n ZluLk N7 pL n’+1),k"(n’ l)luk “n+1}

(20
o

2Ve
)
k(-

3.66

X
KnL| K O+ e e n-)
ZZ{ (0) \/_1} 30Xi(0)5|k - Nﬂfk
X —~ n+ :
knl L Pl (o3 ﬂu " P, nlukL O — O~ P
de donde:

ik Al (0) i { (20)
X 20, — N ain
ZX”k th(pIE:,)k(n—Z) n(n—l)) %(%X' N 'ulk) Pl
kn

Z {plig,)L(n—l)luEI Jn _p(L(()zwl),lnHk]L v+ 1}
_ L
2V80h Z(plgor)mk(n—l)\/;)(wkl - iykn,ln )
k'n’
Z Jelek {pi?r)],’L,(n,_z)ﬂE,k,\/n'—l _pl(_(')()n'+1),k'(n'_1)/“‘kR'L' \/n'+1}]

Ko TR O+ ey vy

(20)

i vale:

De acuerdo con 3.39, p

(20) _ we'e
Piain % 2h80V(a)k, -2 — iykn,n)

Zz {pKn+1 nl “n+ pannz:“KLVn 1}IL(EI\/_

Oy L~ O~ Wy (ne)

~ {pf(o()mz),lnﬂEK Vn+2 _p(L(()Zwl),K(n—l)ﬂlil \/;}

OL) ~ O~ sy in

Consecuentemente:

58

ﬂﬁvn+l.

)\/;



(20) 5T gk — v X e\ 06, — Nib |x > ekel x
- Xy € ha)z(pl((g?k(n_z) n(n—l)) %{( oXi Y Mk) %
kn

[ w Z {p(KO()n+l),L(n—l)ﬂlj,K Vn+1_P|((g,)K(n_2)ﬂ|i,L\/n—1}
2he,V T (@ — 20 = iy )(a)k’L —0 -1y, L(H))

{pK (n+2), InluLK Nn+2 pL n+1),K(n-1) luKI \/_} /}K \/m}
) kL

i

(wm —20- lyknln)(a)Ll - _ZVL(n+1) In

w Z{pl(m L(n 1):uLI\/_ p|_ n+1)|n,uk|_ \Nn +1}
2V8°h Z(pkn k(w 1)\/”_)(%! _a)_iykn,ln)

XZ[ 0 Z{pkn L(n' 2):“Lk -1 /)L (W +1) Kk (n 1):“kL M}D}

K'n C()+l'})knk( 1) L

Cancelando el comun a)(ZV)_l y reemplazado el indice L” por K, para facilitar la notacion,

podemos expresar las componentes de la susceptibilidad de segundo orden de la forma:

(20) _ 1 05 _ i
& n'e OZ(pknk n-2 \/T]'))szm:{(g())(i g Nlulk)x
0()”+1 \/ﬁ pkn K(n-2 :“K L\/ﬂ}

KL (C()k| = yain )(a)k,L —w- lykn,L(n—l))

{pK n+2) InluLK \/”T PL n+1),K (n-1) :“Kl \/_)} ,&E,_\/m

In

(a)kl 20 - Wknln)(wu O =1\ (naapin

ZL:{ n,L(n-1) 'uUJ_ pL n+1) |n:“k|_ \/m}
( ': )(a)kl _iykn,ln)

k'n

3.67 X Z{Pi?z',K(n;z)/‘:zk' V-1 _p:(o()n'+1),k’(n'—1)ﬂ|k('K n +1} :

k'n’ 6O-l_lykn K(n-1) K

59



Finalmente, usando la expresién para la susceptibilidad de orden cero, llegamos a:

-1

N (hzgo) {[ o , j
— E e I' 15 _ i y
Z(p'i?r)l',k'(n'—Z) f’l(n'—l)) knl k'%’pk o FrcO ™ Fi

pf(()ml) nl,Ltqul’l-i- pannZ)luKL“n -1 ~K

J2 |\/_
KL (wkl =20 =Yg, )(a)k,L — = lykn,L(n—l)) L

n+2 InluLK Vn+2 pL 1), K (n- 1:“K|\/_
(a)kl - Zw_lyknln)(a)L,l ~ O =1 (i )

Z{plgg,)L(n—l)luEI n _p(L(z21+1),lnﬂl<]L N7+ 1}
_ 1
Z(pli(?r)f,k’(n’—l)\/;)(wk,l —O =Yg )

k'n”

fyNn+1

X

3.68 > L{ oo e T =L =Pl o M}D .

kk'n'| @O + l‘yk'n',k'(n'fl)

3.2.5 CASOS PARTICULARES DE LA SUSCEPTIBILIDAD DE SEGUNDO
ORDEN CUANTICA

3.2.5.1 REDUCCION A LA EXPRESION DE LA TEORIA SEMICLASICA
ESTANDAR

Insertando en 3.68 las condiciones 3.42 y 3.46, tenemos:

N (hzso )

Xu(’jif") () n 1))%:{2Pk|/‘|k X :ulkj

p

pKLpn+1 —l/ukK Vn+l pkan(n z)ﬂKLVn 1}

wkl = 1Ipy )(a)k,L —w- le,L)

,ULA| \/;
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_ {,0 < /) nluLK n+2 pL Kp n+1 —1):“K| \/_}
(a)kl — 20 -1y, )(a)L,I - _ZVL,l)
DAL i =l plo i A1
_ T
Z(prg?,zn'—l)\/;)(wk,l — 0=y )

w

Z{i{pk PN - thoe N =L =Pl ) WQW}D}

Kk | @ F e

:“IEL Vn+1

X

Mediante la imposicidn de las suposiciones de la TSE 2.4 y 2.22, podemos simplificar la
expresion anterior asi:

—1

N( 30

Xy = ( m) a {(Zpk g8 :ulk K ﬂlkj
{pL n+1 \/”T pk kpn n-2)Hk Lm}

KL (a)kl _Zw_lykl)<wk,L - _Wk,L)
_ {pl(,tl))p((r?zz),nﬂgl Vn+2 _P(L?)L/’((r?h),(na)ﬂﬁl \/;}

(wkl — 20—y, )(a)L,I —0 =1y, )

ﬂl:l \/_

,&EL\/n +11.

Finalmente, notando que:
Zp 1/ n+1)n ann n(n-1) :Zp \/n+2)(n+1),

podemos factorizar y cancelar todas las sumatorias dependientes de estados de la radiacion
para obtener:

. 0 0\ i« 0 0\ i k
369 e N s w5 (4 = P2 ) adaa N (8 = P2 )it
. Xi’“ = X - - - .
a ‘goh2 0 Wy — 20— iy T W — W =1y Wy ==y
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(20

Al comparar la expresion semicldsica derivada para ' como caso particular de nuestra

., .. . .. 20
extension cuantica, ec. 369, con la correspondlente expresion para ){( )

TSE, ec. 1.5, observamos que son idénticas.

obtenida por la

3.2.5.2 SUSCEPTIBILIDAD DE SEGUNDO ORDEN ANTE UN ESTADO
COHERENTE

Para calcular la susceptibilidad de segundo orden ante un estado coherente empecemos
por asumir la condicién 3.42 de separabilidad del estado de equilibrio y recordar que

© _ 0

Pex =Pnn=1. Ademas, usaremos la condicion de ortogonalidad de los estados
coherentes, de acuerdo con la cual:

Zn:(pr(f’)()n_z)« /n(n —1)) = ;e_”a”a*”_z (n'(n — 2)!)_% n(n —1)
- azge_”ﬁ”_z ((n - 2)!)_1 =a’

Z(pf]?()nl)\/;) = ;e_”a”a*n_l(n!(n —1)!)_% Jn = a;e_”ﬁ”_l ((n —1)!)_1 =0

n

Por tanto:
@) _ N O s
Lk a2h280 %{(k;’pk v Mk O :L‘IKJX
Z {po()ml “n+ pannZ LNV7 1},[?2\/;
Ll
KL (a)kl _lyknln)(wk,L _w_lykn,L(n—l))

{pf()n+2),ln'u|j|< Vn+2-p (L?ZHl),K(n—l)ﬂ g \/;} ﬂli [n+1
— ) kL

(a’kl =20 = Yy )(wu O =Y (uayin

Z{plgg,)L(n—l)tuEI n _p(L(zzm),m/“‘EL N1 1}
L

— X

a(wk,l —w- inan)

—{pl(fr:',K(n'—z)ﬂllik' n-1 _pf<0()n'+1),k'(n'_1)/‘ll<<'r< n +1}

370 &w| O Wy ey
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Los elementos de matriz relevantes son del tipo Pﬂ] =e """ (n!m!)_% y en todos los

casos aparecen multiplicados por factores del tipo 4/NM que se cancelan como en estos
casos particulares:

-n_n+l _*n- _%
p((:ll)y(nfl) (n+l)n=e"a""a 1((rz+1)!(n—1)!) J(n+1l)n

- e‘ﬁazﬁ”‘l((n +1)n)_% ((n'—l)!)_1 (n+1)n = e‘ﬁa2ﬁ”_1((n —l)!)_1

pr(‘?()n_l) n= e_ﬁa”a*"_l(n!(n —l)!)_% In

=e "on"" ((n - l)!)_1

Insertando esos elementos de matriz en 3.70, tenemos:

® N i i
X,(ji ) = a2h280 Z{(Zpl(((’)l)’:ul’k’ékl _ﬂlk}(

knl k'l

(Pl (n=2)1) " =plhd 2 ((n-2)!) |

(a)m — 20 = Iy, )(wk,L - iykn,L(n—l))

(b " () g™ (-1 "}
- I
(wm — 20 = Iy, )(a)L,I —o- iVL(n+1),|n) N

e a Y| oLl (n=2)1)" =l (1)}
_ L X

a(wk,l —w- iykn,ln)

%li{pmm“2<<n—z>!)1—ps,>k,ﬂ:,mnl<<n_1>!>1}]

o+ iyk,n,’k,(n,_l)

~K
My

e "a’ Z
KL

Finalmente, sacando factores comunes y organizando términos, llegamos a la siguiente
expresion para la susceptibilidad de segundo orden ante un estado coherente:
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3.71

(20) _

ijk

- ‘
€ (a)k,l _a)_lykn,ln) Kk’

N n" 1
o172 0% n'{(zpklﬂlk K ﬂlkj(wm 20— iy,

j o= 0 j —- 0) j 0 § ——
Z p(K,)L:uk],Kn ln—pﬁyl)(,uli'Ln Zn(n—l) I&K _p(K,)I:uI{K _p(L,)Kluliln n l&k'
3 LI . kL

KL QL —@ _lykn,L(n—l) @, - _lyL(n+1),In

Z Pr kMl Px kB
CEITT—

) j—1__ (0 ] ) H i
ZL:Pk,L/‘u” n=p i [ L (0  k —fl(n'_l)_ ()  k }
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4.  APLICACION A UN PUNTO CUANTICO

En lo que sigue nos referiremos a un punto cudntico (PC) en una cavidad, interactuando
resonantemente con un modo de frecuencia @ de la radiacion, ante la cual se comporta

como un sistema de dos niveles activos, con energias €= 0, y €,= 0. Supondremos que

el estado de equilibrio inicial del sistema satisface la aproximacion de Born — ec. 3.42—
siendo el estado de la radiacidn coherente, o térmico, o de Fock y el del punto cuantico uno
de los estados caracterizados mediante la matriz densidad de la forma:

4.1 Poc z(; 11);
Valores de los elementos de matriz Denominacién del Estado
o=1 p=0 Excitado Puro (PE)
a=0, =0 Base Puro (PG)
a=05, =0 Maximamente mezclado (MM)
a=05, =105 Coherente de Superposiciéon Maxima (MS)

Asumimos, adicionalmente, que las tasas de decaimiento del sistema obedecen la ec. 3.51,
con las tasas del PC dadas por:

4.2 { Y =7 :
i = Vd (lik)

donde ¥ es la tasa de emisidn espontdneay 74 es la tasa de desfase del PC. Por su lado, las
tasas de decaimiento del campo pueden ser de alguno de estos tipos:

43 a) 0 :
Yom =15) K

c) %[Zﬁ—n—m]

Aqui a) corresponde al escenario semiclasico, en el que los estados de radiacion no tienen
efecto sobre la dindmica; b) a una situacién en la que todos los estados de radiacion tienen

65



el mismo efecto sobre la dindmica, y c) a una situacién en la que el decaimiento de los
niveles excitados al nivel de base y el bombeo desde el nivel base a los estados superiores,
tienen diferentes influencias.

Por otro lado, asumiremos que el operador momento dipolar es un vector con
componentes iguales en todas las direcciones cartesianas y con la siguiente estructura:

AT 28 hV OlA 1
4.4 A=g 0 ( ],

w 1 A

X

donde g es la fuerza de acople coherente entre el PC y el modo de la cavidad,y Ae [O,l] es

el pardmetro de asimetria (A= 0para PCs simétricos y A=1 para PCs asimétricos). Esta
descripcién corresponde a la de un PC no ferroeléctrico, para los cuales tipicamente

Hee > Hgy, al ser el primero proporcional al tamafio de la celda unitaria del cristal, y el

segundo proporcional al tamafio del PC mismo.

Finalmente en todas las graficas que mostraremos nos referiremos a la asintonia (detuning)
como la diferencia de frecuencias entre el campo y el PC A=60—CUX, y usamos los
siguientes valores, extractados de la literatura [13], [26]:

k=2xx27 GHz, g=2rx25 GHz,
y=2rx100 GHz, y, =27 x10 GHz,
V =1.44%x10m®.

41 APLICACION A LA SUSCEPTIBILIDAD DE ORDEN CERO

Si se cumple la condicién 3.42, la susceptibilidad de orden cero es independiente del estado
de laluzy su parte imaginaria es nula para todos los estados de equilibrio y todos los valores
de la asimetria. No obstante, su parte real depende de la asimetria, como se ve en la Fig. 1.

Lo mas destacado de dicha figura es que, aun para una estructura completamente simétrica,
es posible que se presente una ){;(0) # 0 , si la matriz del estado de equilibrio del PC tiene

coherencias. En cierto sentido, el que la materia alcance ese estado tiene una implicacién
semejante al hecho de que sea polar.

Por otro lado, nétese que si se cumple 3.42, las predicciones de la extensién semiclasica y

la extensiéon completamente cudntica respecto a la susceptibilidad de orden cero son
idénticas.
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Fig. 1 Parte real de la susceptibilidad de orden cero para un PC, en funcién de la asimetria

. Los
diferentes colores corresponden a diferentes estados de equilibrio del PC.

4.2 APLICACION A LA SUSCEPTIBILIDAD LINEAL CASO 1:
EXTENSION SEMICLASICA

Como ya indicamos antes, la TSE vaticina que cualquier material en un estado de equilibrio
caracterizado por una matriz densidad con poblaciones iguales deberia tener
susceptibilidad lineal nula y, por ende, ser transparente a todas las frecuencias.

3z
253 /N - Semiclassical
> £ x — Extended Semiclassical

Fig. 2 La parte real de la susceptibilidad de primer orden, en funcién de la asintonia. Las lineas continuas
corresponden a los valores predichos por la extensidn semicldsica; las punteadas, a los valores predichos
por la TSE. Para esta grafica se asumid A=1.
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En cambio, la extension que hemos hecho en el Capitulo 2, ain en el ambito semiclasico,
predice valores no nulos de la susceptibilidad lineal para materiales en tal estado de
equilibrio. De hecho, las predicciones de las ecuaciones 1.4y 2.54 son diferentes para todos
los estados de equilibrio, tanto para la parte real (Fig. 2) como para la parte imaginaria de
la susceptibilidad lineal (Fig. 3).

3.
2594 e e Semiclassical
2.4 — Extended Semiclassical
1.5+
SR et
T 0s5% —
S /
X e o s o e e R
X705t i
E -1.¥ \\ /',
: PE \ .
vi
-15% — PG 5 ’
'I
X — MM ‘\ l’
_MS \\ 1
-25% AP
— 3. ¥ i i i i i i i i i i

B S R s R R R b B T 1 1
-4, -35-3.-25-2.-15-1.-05 0. 05 1. 15 2. 25 3. 35 4.
Ax10"*w,
Fig. 3 La parte imaginaria de la susceptibilidad de primer orden, en funcién de la asintonia. Las lineas

continuas corresponden a los valores predichos por la extensidon semicldsica; las punteadas, a los valores
predichos por la TSE. Para esta grafica se asumidé A=1.

4.3 APLICACION A LA SUSCEPTIBILIDAD LINEAL CASO 2:
EXTENSION COMPLETAMENTE CUANTICA

Como demostramos analiticamente, la susceptibilidad lineal y por tanto el indice de
refraccidon que experimenta la luz, depende, no solo de las propiedades del medio y su
estado de equilibrio, sino del estado mismo de la radiacidon. En particular, la susceptibilidad
de un campo coherente depende de su nimero medio de fotones, como muestra la Fig. 4,
para la parte imaginaria de la susceptibilidad. Esta prediccidén de la extensién cuantica no
encuentra par en el tratamiento semiclasico. Si bien podria compararse con el efecto del
indice de refraccion dependiente de la intensidad, es evidente que se trata de un fenémeno
nuevo, porque aquel es un proceso que depende de la susceptibilidad no lineal de tercer
orden, que requiere tipicamente altas intensidades, mientras éste es un proceso lineal
cuyos efectos son evidentes con muy bajas intensidades.

La Fig. 4 también permite ver cdmo a medida que el nimero medio de fotones crece, la

susceptibilidad se hace menos sensible a ese pardmetro. En ese orden de ideas, podemos
pensar en regiones en las que el comportamiento cuantico de la susceptibilidad es mas
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marcado y regiones en las que se alcanza un régimen semiclasico, en el sentido en que la
susceptibilidad practicamente no varia con el nimero de fotones.

Quantum Region Semiclassical Region
154
3 M5
(5
z s
x.‘ré EE %0, - ““‘
£ e T :
E T1° e saseso
ESE
-10 .:_
15 4
I ee :
=20 H———————
0 20 40 60 80 100 120 140

Fig. 4 La Parte imaginaria de la susceptibilidad lineal de un PC en una cavidad, interactuando con un campo
coherente. Cada color corresponde a un estado de equilibrio del PC. Se asume: A =2 X 10 axy A=1.

En el caso particular analizado, se necesitarian estados coherentes con muy pocos fotones
para poder detectar, por ejemplo, variaciones en el indice de refraccion debidas a
diferencias en la intensidad. La parte real de la susceptibilidad, no graficada aqui, muestra
un comportamiento analogo.

Por otro lado, la Fig. 5 compara las predicciones de la TSE —ec. (1.4)— vy la extensién
completamente cuantica —ec. (3.49)— en cuanto a los valores de la susceptibilidad lineal.
Para los estados de equilibrio PE y PG del punto cudntico analizado, las diferencias entre
dichos valores pueden ser hasta de un orden de magnitud, en el caso en que el punto
interactda con un estado coherente de la radiacidén, con nimero medio de fotones N = 3.
Para los estados MM y MS, la diferencia puede ser alin mas radical: la TSE predice valores
nulos en todo el espectro, mientras la extensién completamente cudntica predice un
comportamiento resonante, semejante al de los estados PE y PG. En general, tanto para la
parte real, como para la imaginaria, los valores predichos por la TSE son menores a los
predichos por la extension cuantica. Esto hecho, sumado al descrito por la Fig. 4 podria
tener consecuencias importantes en la calibracion de detectores de fotones
independientes.
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Fig. 5 La parte real de la susceptibilidad lineal en funcién de la asintonia, para diferentes estados de equilibrio de un PC
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que interactia con un estado coherente de la luz (f’t:3). Las lineas continuas corresponden la prediccion de la
extension completamente cudntica; las lineas punteadas, a la prediccion de la TSE. Se asumid A=1.

..... Semiclassical x 107*

4. — QExtended x 1073
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Fig. 6 La parte imaginaria de la susceptibilidad de primer orden, en funcién de la asintonia. Las
predicciones de la TSE aparecen en lineas punteadas; las de la extensidn semiclasica, en lineas
continuas. Para esta grafica se asumid A=1.
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44 CONTRIBUCION DE LA SUSCEPTIBILIDAD DE ORDEN CERO A
LA LINEAL

Como dijimos antes, nuestro proceso de deducciéon de la expresién para las
susceptibilidades (tanto en la extensidn semicldsica como en la cuantica), difiere del seguido
en la TSE, no solo porque evitamos las suposiciones 2.4y 2.22, sino también porque en lugar
de usar una definicién de la susceptibilidad, deducimos la expresidon para la misma
directamente de 2.48. Eso implica la aparicién de una contribucidn de la susceptibilidad de
orden cero a la susceptibilidad lineal. La Fig. 7 muestra qué tan grande es esa contribucion
para diferentes estados de equilibrio del PC.

Wl
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<. T
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‘~§ ..
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g e
?ﬁ -0.5 == -
= +
] e
& L
1, -
-+ PG
T ] 1 L 1 1 ]
] 1 1 1 1 | 1 1
-2 -1.5 <1, -0.5 0 0.5 1 1.5 25

Ax 107 oy

Fig. 7 Contribucion diferencial de la susceptibilidad de orden cero a la parte real de la susceptibilidad lineal de un

PC asimétrico (A = 1) que interactua con radiacion coherente (I_’I=3), calculada cerca de la resonancia A = 0.

De la a Fig. 7 podemos deducir que, en general la contribucién de la susceptibilidad de orden
cero a la susceptibilidad lineal y, por ende, al indice de refraccién, es muy relevante para los
estados PG, MS y MM. Por tanto, la expresion de la TSE para la susceptibilidad lineal solo

puede ser valida si se cumplen las condiciones 2.4 y 2.22 necesarias para que )((0) =0.
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4.5 APLICACION A LA SUSCEPTIBILIDAD DE SEGUNDO ORDEN
CASO 1: EXTENSION SEMICLASICA

(20)

La Fig. 8 muestra como varia la susceptibilidad de segundo orden, y' ', con la asintonia y

con la asimetria. Obsérvese que, aun si el PC es simétrico A=0 (y por tanto posee simetria

(20)

de inversion), el valor de ¥ ' no es necesariamente nulo, si el estado de equilibrio es del

tipo MS. Como vimos en la seccidn 2.2.5, basta abandonar las suposiciones 2.4y 2.22 para
encontrar que esto es posible.
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Fig. 8 La parte real de la susceptibilidad de segundo orden, X“‘” , en funcién de la asintonia y la asimetria. El

punto cuantico se asume en los estados MM (rojo) y MS (azul), interactuando con un estado coherente (171 =1).

4.6 APLICACION A LA SUSCEPTIBILIDAD DE SEGUNDO ORDEN
CASO 2: EXTENSION COMPLETAMENTE CUANTICA

El principal efecto de la cuantizacidon del campo en la susceptibilidad de segundo orden es
hacerla dependiente del estado de la radiacién, en particular, del nimero de medio de
fotones, si la interaccidn se lleva a cabo con un estado coherente, como revela la Fig. 9.
Notese que el “limite semicldsico” se alcanza mads rapidamente para efectos de segundo
orden, que lo que lo hace para efectos de primer orden (comparar la Fig. 4 con la Fig. 9).

La Fig. 10, por su parte, compara las predicciones de la extension cuantica — ec. (3.71),

lineas continuas— con las de la TSE —ec. (1.5), lineas punteadas—, respecto a los valores
de la susceptibilidad de segundo orden, para el caso particular de generacién de segundo
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armonico, en funcién de la asintonia —el PC se asume asimétrico (A=1) e interactuando
con un estado coherente N =1.

Quantum Region Semiclassical Region
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Fig. 9 Partes real e imaginaria de la susceptibilidad de segundo orden de un PC ante un estado
coherente. Se asumié: A = 2 X 10* ax y A=1
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Fig. 10 Comparacion entre los valores de la susceptibilidad de segundo orden, en funcidn de la asintonia, predichos

[l =
ot

por la TSE (lineas punteadas) y por la extensién cudntica —la interaccion se supone con un estado coherente (/2 =1 ).
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Los efectos de segundo orden predichos por la extensién cudntica, son superiores, para el
caso particular analizado, hasta en dos érdenes de magnitud a los predichos por la TSE. Esto
podria tener consecuencias interesantes puesto que fendmenos no lineales como la
generacion de segundo armodnico y conversion paramétrica espontanea serian mas
eficientes que lo indicado por la TSE.

Las diferencias entre los valores predichos por la TSE y la extension cudntica, se deben,
como se indicé antes, a varios factores: primero, a que en la TSE se usa una definicién de la
susceptibilidad, en lugar de despejarla rigurosamente de las expresiones matematicas
resultantes de la solucién perturbativa; segundo, a que la TSE restringe los estados de
equilibrio del PC a ser diagonales y sus momentos de dipolo a ser antidiagonales; tercero, a
gue la cuantizacion del campo eléctrico no solo hace que la susceptibilidad dependa del
estado de la radiacidon, sino que modifica el denominador de la expresion de la
susceptibilidad de segundo orden, cambiando significativamente las alturas y las posiciones
de las resonancias, no solo por cuanto se modifican las tasas de decaimiento, sino porque
cambian frecuencias (ver Seccion 3.2.5.1). Este hecho, ya lo mencionamos, indica que aun
si se satisfacen todas las condiciones supuestas por la teoria semiclasica, la expresién para
la susceptibilidad de segundo orden debe ser diferente a la predicha tanto por la TSE como
por la extension semicldsica aqui hecha. Este hecho puede usarse para determinar cual de
las expresiones provee una mejor descripcidn de la susceptibilidad de segundo orden.
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5. NOTAS SOBRE LA VALIDEZ DE ESTE TRABAJOY
PERSPECTIVAS FUTURAS

51 USO DE LA FORMULACION DE INTERACCION

Como es bien sabido, la evolucidon temporal de los sistemas cuanticos puede analizarse
mediante las formulaciones equivalentes de Schrédinger, de Heisenberg o Dirac
(representacion de interaccion). En la primera, la evolucion del sistema en el tiempo recae
sobre el vector de estado, mientras que los operadores permanecen constantes; en la
segunda, evolucionan los operadores, mientas el vector de estado remanece; en la tercera,
la evolucién en el tiempo es, de alguna forma, compartida tanto por los vectores de estado
como por los operadores.

En este trabajo, hemos empleado la representacién de interaccidon para estudiar la
evolucidn temporal de los estados del sistema. En esta formulacién, la matriz de estado
cambia en el tiempo segun la féormula:

5.1 M:_i[&(t)n&l (t)}‘h& (/3| (t))

dt h

Cuya estructura es idéntica a una ecuacién de Schrédinger a la que se han adicionado

procesos no hamiltonianos modelados mediante los términos de Lindblad L, (/5| (t))

Los operadores en la representacion de interaccién, estan relacionados con los operadores
en la imagen de Schrodinger mediante la transformacidn unitaria:

A _ I\T A A
5.2 A =Ug (t) AU, (t).
Mientras que los estados entre ambos formalismos se relacionan de acuerdo con la regla:
A _ N A AT
5.3 Py =U, (t) o (1),

Separando el hamiltoniano total del sistema de la forma:
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5.4 |:|=|:|w+(I:|M+I:|dip):I:I +H

tenemos que:

5.5 Uy (t) =exp (% Fla)tj =g
y

\ s
5.6 U,(t)= exp(% Hintt)

Por tanto, con esa separacion particular del hamiltoniano, tenemos que:

Hi (t) =3 (1) HUs (1) =U; (1) (Hy +Ha, )Uo (1)
5.7 A A A A oA
H, (t)=H, +Ug (t)HgU, (1),

puesto que el hamiltoniano de la materia conmuta con U, (t)

Ademas, el momento de dipolo en la representacion de interaccion es igual al momento de
dipolo en la representacién Schrodinger (ﬁ| = ﬁs = ,ﬁ ), puesto que el momento de dipolo

conmuta con Uo(t). En contraste, los operadores de creacidn y destruccidon del campo

eléctrico toman, en este caso, la misma forma que en el cuadro de Heisenberg:

5.8 4 (t)=4a,e™
y
5.9 al (t)=ae"

Y la interaccion dipolar vale:
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5.11 Hip. :_”'E(t)
Por otro lado, para los términos de Lindblad de nuestro interés se cumple que:

A 2, 1 o2 1, n
L (,0| (t)):O|p|O|T_EOJO|p|_E 0,0,

5.12 1

:OplOT—EOTOpI—E 0'0=L(p (1))

donde O puede ser cualquiera de los operadores a,aT,G%,Gf,GZ. Esto se da porque las
exponenciales se cancelan: en el caso de operadores de materia, puesto que conmutan con
UO (t) enlaec.5.5,yen el caso de los operadores de campo, porque aparecen siempre con
su hermitico conjugado en todas las contribuciones del tipo 5.11. Teniendo en cuenta todo
lo expuesto, la ecuacidon de movimiento para el estado /3| (t), en el cuadro de interaccion,

U1, i) pl0]-£(50),

donde hemos prescindido del subindice | para la matriz densidad pues resulta superfluo.
Igualmente, los subindices S para los operadores, son innecesarios, siempre que
recordemos que la representacion a utilizar para los mismos es la de Schodinger.

Esta forma especifica de la ecuacidn de ecuacidn maestra —5.13—, derivada de Ia
separacion del hamiltoniano 5.4 en el formalismo de interaccién, es la que se usa a lo largo
del Capitulo 3, para calcular las expresiones de las susceptibilidades eléctricas
generalizadas.

52 MODIFICACIONES A LA ECUACION MAESTRA

Podria criticarsele a este trabajo el hecho de usar ecuaciones maestras fenomenoldgicas,
en lugar de usar una ecuacidon maestra de cardcter mas general con términos de Lindblad,
acorde con la teoria de sistemas cuanticos abiertos en el régimen de Born-Markov. Sin
embargo, como mostraremos a continuacion, una ecuacion maestra del tipo Lindblad,
bastante general, puede reducirse, en ciertos casos, a ecuaciones fenomenolégicas como la
2.10y la 3.10.
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0 : T
5.14 Lo _ ~1Oy Praim + %[ﬂ ' E<t),,0}

at _I:(p)knlm :

knlm

Donde, por ejemplo, se pueden considerar los términos no hamiltonianos del tipo:
.ﬁ(p)=£(2apcfr ~a'ap- pa*a) + i(ZO'TpO'_ o o'p- pa‘a*)
2 2
c 15 +%(20_p0T —o'op- paTJ_)
Pr(oni i i\, Lo
+ ?(Za pa—aa'p—paa )+ ?(azpaz — p).

Por simplicidad, en 5.15 hemos omitido los gorros sobre los operadores. En esa ecuacion,
los términos proporcionales a K estan relacionados con las pérdidas de la cavidad; los
proporcionales a Pm, con el bombeo incoherente de la materia, los proporcionales a y con

la emisidn espontanea, los proporcionales a P;, con el bombeo de fotones y los
proporcionales a ], con la decoherencia del sistema. Un elemento de matriz genérico tiene

la estructura:

£(p), 0 =5 (2lknlapa ) k1] ap]m) ] el )

%(2 kn|0 po |lm <kn|0_an|lm>—<kn|pJ_aT|lm>)
5.16 %(2<kn|0'_poj|lm>—<k7’l|0-To'_p|[m>_<kn|pO.TO.—|Zm>)
+%(2<kn|ana|lm>—<kn|aa*p|lm>—<kn|paaT|lm>)
Y

+ = ((knlapa, [im) = (fn| pim)).

Recordando la accién de los operadores de creacidon a' y destruccién @ de fotones:

a|n>=\/ﬁ|n—1> a*|n>=ﬁ|n+l}

. (n|a'a|m)=ns,, (n|aa"|m)=(m+1)s

nm?
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podemos representar la expresion anterior de la siguiente guisa

L( )kn Im (Zm\/_pknﬂ Im+1 (” t m)pkn,lm)

B 20k | m)or 1)~ Kl (ol {ten| o)1)

o™

+2(2{Klo (alplm)o|1) = (k|o"o™ (nl p|im)~ (k| p|m) "o 1))

NI% [N

(2\/_'\/_pkn -1,Im-1 (n+1+m+1)pkn,lm)

# (Kl {alplm)or 1) o)

|\3|'U

Considerando ahora la accién de los operadores de escalera O ,0 vy de inversidn de

poblacion 0,, sobre nuestro sistema de dos niveles activos:

[D){0[%) = 0|1
0)(1][%) =4,,0)

|
)= (1D -10){0[)l) = (26, ~1)[k),

o' |k)

5.18 \ )

obtenemos esta expresidn para los elementos de matriz de los términos de Lindblad

£( )kn Im |:2Vn+ NI pkn+1|m+1 (n+m)pkn,lm:|
P
+ ?[Zél 1% 1Ponom ~ Piaim (5k,o +0, )]

+ %[zél,oék,opln,lm ~ Praim (5'“1 * 5"1)]

P
+7f[2mPknl,lml - (n +1+m +1)pk”'lm]

7
+ _w[ék,lal 170190 = 00011 T 00010 1} Pxnim-
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el s .z t s
Podemos reescribir la expresion 5.19 usando los operadores A , que operan Unicamente

sobre los elementos de la matriz densidad, elevando o bajando los indices r y s en una
unidad:

£(p )= | S0 ()

+%[2A;,,(5|,15k,1) (00 +00) |+ 2[2A+k.(5|05ko) (st 011)]

+%[2MA‘M —(n+1+m +1)]

5.20

Y
+E¢|:5k,1él 1701010 = O 0011 + 0 00y 1:|}pkn,lm = YknimPxnIm

De donde es claro que podemos definir unas tasas de decaimiento generalizadas Y, »

que permiten reescribir la ecuacidn maestra del tipo Lindblad (5.14) de la forma 3.10, y por
tanto, que la ecuacién maestra utilizada para la extensién completamente cudntica es
valida. Ademas, aqui podemos ver también que esas tasas tienen contribuciones aditivas

que dependen separadamente de la materia y la radiacion Y, jm = Y1 T Yom, cOMoO

habiamos propuesto al hacer las gréficas (ec. 3.51).

Para el caso de los estados Coherentes, que son aquellos para los que esta teoria se adapta
mejor, y asumiendo que se cumple la condicién de acople débil o aproximacién de Born (ec.
3.42), tenemos que:

(0) - _n_*m %
o =e"a"a " (nlm!)

Yo,

pr(1(-)+)1,m+1 e a”+1a*m+1((n +1)!(m +1)!)_}/2 = P;&Or?ﬁ((” +1)(m +1))_%

pr(]_)1 L =ea _1(1*'“_1((14 —l)!(m —1)!)_}/2 = pr(]?%ﬁ_l(nm)%

Por ende, la relacidon 5.20 se torna:
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L(p)yn= g[Zﬁ—n —m]+%“[2A‘kJ (6,101) = (30 +6io) ]

P
5.21 +%[2A*k’, (0690) (s +0) [+ 2%—;1 —m=2

Ve
+?¢[5k,1él,l — 01010 =0 0011+ O 00y 0 _1} Px1Pnm

. . . +
En 5.21 podemos ver que las contribuciones relacionadas con Akl son nulas para algunos

estados y pueden despreciarse para otros si Pm R ). Esa ecuacion también muestra que la

rata de decaimiento 4.3c, que hemos usado para algunas graficas, es plausible para estados
coherentes si el bombeo de fotones es pequefio comparado con las pérdidas de la cavidad

(Pf <ic),

El uso de formas mas generales de la ecuacién maestra queda como proyecto a futuro y el
Grupo de Fisica Atomica y Molecular de la Universidad de Antioquia ya viene avanzando en
ese sentido [27]. También puede continuarse este trabajo mediante la aplicacién de una
ecuacién maestra mas general al calculo de la susceptibilidad de otros estados cudnticos de
la luz, como estados squeezed y estados gato, incluso en los mismos estados numero y
térmicos, que, como vimos antes, solo pueden calcularse de manera aproximada usando la
ecuacién maestra 3.10. Otra posibilidad es la de ampliar este analisis al caso no-markoviano.

5.3 VERIFICACIONES EXPERIMENTALES

Podria ser objeto de otra tesis doctoral el verificar las predicciones y consecuencias de este
trabajo, que resultaron ser tanto mas ricas como mas extrafias de lo que esperabamos en
un principio. Dado que una de ellas, la prediccién de que las susceptibilidades no lineales
de orden par no necesariamente son nulas en estructuras centrosimétricas, choca contra
una de las ideas mas connotadas de la dptica no lineal candnica, dejaremos aqui la
propuesta de un método experimental para intentar demostrarla.

La idea es tratar de generar un efecto no lineal de segundo orden en un material con
simetria de inversién macroscépica, que pueda diferenciarse claramente de los efectos no
lineales de tercer orden que se producen en dichos materiales y en el que pueda
demostrarse que las contribuciones debidas a rupturas de simetria en las superficies del
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material, impurezas, efectos fotoinducidos, efectos de cuadrupolo eléctrico y efectos de
momentos dipolares magnéticos, son despreciables.

El experimento propuesto es el siguiente: determinar, mediante técnicas interferémetricas,
y con un laser de baja intensidad, cdmo cambia el indice de refraccidn de una muestra de
SiO2 de alta pureza (o cualquier otro material centrosimétrico), cuando se le aplica un
voltaje determinado. En este caso, si el cambio en el indice de refraccidon se genera por
efectos de tercer orden, éste debe ser proporcional al cuadrado del voltaje aplicado v, si

(

primera potencia del voltaje aplicado, tal como se explicé en las secciones 1.3.2y 1.3.3. En
el ajuste matemadtico de los datos experimentales es posible encontrar que el corrimiento
de las franjas, y por ende el cambio en el indice de refraccidn, sea del tipo:

genera por efectos de segundo orden (es decir, si y 2 #0), debe ser proporcional a la

5.22 An=aE. +bE,_ +cC.

De acuerdo con la TSE, el coeficiente b de esta curva deberia ser nulo (experimentalmente
deberia encontrarse que es mucho mas pequefio que el coeficiente a). Si se encontrara que
b es comparable con, o mayor que a, obtendriamos una importantisima evidencia a favor
de la prediccion obtenida en este trabajo, dado que:

- La composicion de la muestra garantiza que los efectos de las impurezas son
despreciables.

- Las contribuciones de cuadrupolo eléctrico, dipolo magnético y efectos fotoinducidos,
son despreciables por ser un campo estdtico el responsable de los efectos no lineales y
por usarse un laser de baja intensidad.

- Al deberse el corrimiento de franjas a un cambio en el camino éptico, que ocurre en
todo el material, los efectos de frontera pueden descartarse.

Mediante el proceso de polarizacion electrotérmica, Myers y sus colegas lograron inducir

en una muestra de SiOz, una susceptibilidad de segundo orden )((2) =10 m/lV [28].

Suponiendo que el coeficiente b en la ec. 5.22 es del mismo orden de magnitud, es necesario
aplicar campos estaticos del orden de kV en una muestra con un espesor de unos pocos mm
para obtener un cambio en el indice de refraccion de magnitud cercana a 10°°, que es
perfectamente medible con un interferémetro de Michelson o con un Mach-Zender,
usando un laser en el visible. La longitud de onda especifica del laser no es de gran
relevancia para esta medicidn, pero es conveniente usar longitudes de onda pequefias, para
obtener una mayor resolucién.
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kV dc
Variable
co

1 Laser
2 Polarizador
3 Atenuador

4 Beam Splitter . N ‘_ -l -
5 Muestra 7 AN T ‘
6 Electrodos 4

7 Espejo .
8 Fuente de poder !
9 Voltimetro

10 Lente

11 Filtro

12 Camara controlada desde PC 14 13
13 PC

14 Espectrofotometro

Fig. 1 Montaje propuesto para verificar la prediccién de que ){(2) = (0 en materiales centrosimétricos.

En el experimento que ejecutamos no pudimos contar con el espectrofotémetro.

A pesar de que esta comprobacion estd mas alla del alcance de este trabajo, una experiencia
de este tipo se puso en marcha con la invaluable ayuda de algunos colegas y profesores®. El
montaje utilizado es el descrito por la Fig. 1:

Hemos trabajado por afios en el asunto; aun asi, apenas tenemos unos pocos resultados
preliminares debido a multiples vicisitudes y a la falta de los equipos necesarios para ello
en la Universidad de Antioquia. De las experiencias realizadas podemos concluir:
1) Después de que se aplica el campo estatico, el corrimiento de las franjas se prolonga
por horas, lo que indica que el estado de equilibrio no se alcanza, ni mucho menos,
de manera inmediata. Esta situacidn es andloga a la que se relata en [29].
2) Una frecuencia de registro de las franjas de una imagen cada 5 minutos es adecuada
para seguir las posiciones de las mismas y poder determinar el corrimiento total.
3) Resulta mas adecuado para este propésito un interferémetro Mach-Zender que uno
de Michelson. En este ultimo, parte de la radiacion se refleja hacia la cavidad del

4 La Profesora Fabiola Gémez, del Grupo de Fisica Atémica y Molecular de la UdeA, el Profesor Victor
Veldsquez, de la UNAM de México y el Grupo de Optica y Foténica de la UdeA.
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4)

5)

ldser y con las horas termina por desestabilizarla, generando oscilaciones
indeseadas en el patrén de interferencia.

La muestra presenta una especie de histéresis ante la aplicacion del campo estatico,
y debe dejarse reposar por horas antes de intentar repetirse el experimento con
ella.

La Unica serie de datos mas o menos completa que tenemos arroja que la
dependencia del indice de refraccién con el voltaje aplicado si es del tipo 5.22, con
un b=10* y a~10"?, lo que indicaria que nuestra prediccidn es correcta. Este
resultado, sin embargo, debe corroborarse con otras series de medidas similares y
ampliando el nimero de puntos en la curva.
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6. CONCLUSIONES

Hemos mostrado como puede generalizarse la teoria semicldsica estdndar de la
susceptibilidad eléctrica, tanto dentro del mismo marco semicldsico, como en un
marco completamente cudntico.

La extensidn en el marco semicldsico se hizo mediante la aceptacion de estados de
equilibrio y momentos de dipolo mas generales que los impuestos en la teoria
semiclasica estandar por las ecs. 2.4y 2.22.

La extension en el marco completamente cudntico se llevod a cabo siguiendo la misma
receta de la extension semiclasica, pero usando un campo eléctrico cuantizado, en
todas las ecuaciones en que este aparecia.

El uso de la ecuacién maestra fenomenoldgica 3.10, estd plenamente justificado en
una amplia variedad de casos, como demostramos en la seccion 5.1.

Tanto en la extensidn semicldsica, como en la cuantica, se despejaron las expresiones
para la susceptibilidad directamente de la relacién que equipara el valor esperado de
la polarizacion expresada, por un lado, como momento de dipolo vy, por el otro, como
serie de potencias en el campo eléctrico. Al hacer esto, en lugar de usar definiciones,
como hace la teoria semiclasica estandar, surgen nuevas contribuciones que hacen
gue cada susceptibilidad dependa de las susceptibilidades de orden inferior a ella.
Ambas extensiones llevan a modificaciones importantes de los posibles valores que
toman las susceptibilidades.

La consecuencia mas importante de la extensidn semicldsica es que las
susceptibilidades de orden par no necesariamente son nulas para materiales
centrosimétricos (seccidn 2.2.5). Esta es una prediccion que chocha con la teoria
estandar de la susceptibilidad eléctrica, pero que estd plenamente justificada en el
hecho de que las expresiones mas generales para las susceptibilidades de orden par,
incluyen casos en los que éstas pueden transformar como pseudomatrices. Estos
casos se dan cuando el medio alcanza estados de equilibrio con valores no nulos en
las entradas no diagonales de la matriz densidad que lo describe.

Seria de esperar evidencia experimental apabullante a favor de una concepcién tan
firme y generalizada como la que tiene la teoria semicldsica estandar de la
susceptibilidad eléctrica, respecto a que las susceptibilidades de orden par son nulas
en todos los materiales centrosimétricos; lejos de eso, una revision de la bibliografia
experimental permite ver que los materiales centrosimétricos si generan multiples
fendmenos no lineales de orden par y que nunca se ha alcanzado un consenso real
respecto a cudles son las causas de esos fendmenos. Hemos dejado planteada aqui
una posible ruta experimental (seccidn 5.3) para verificar nuestra prediccion, y las
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

evidencias que hemos recabado hasta el momento, siguiendo esa ruta, parecen
avalarla (esto necesita ser confirmado en trabajos futuros).

Otra consecuencia de la extensidn semicldsica es que la susceptibilidad lineal de
materiales en un estado de equilibrio con coherencias no es nula.

La consecuencia mas importante de la extension cudntica es que las formas
funcionales de las susceptibilidades incluyen una dependencia con el estado cudntico
de la luz (secciones 3.2.2, 3.2.4). Este hecho nos lleva a abandonar la idea de la
susceptibilidad, y por tanto del indice de refraccidon, como propiedades intrinsecas de
la materia. Y si bien la éptica no lineal ya apuntaba a eso, si se consideran fendmenos
como el indice de refraccién dependiente de la intensidad, la generalizacion cuantica
aqui mostrada indica que esto se puede apreciar aun en efectos lineales con baja
intensidad.

El método utilizado se adapta bien para campos coherentes, pero no lo hace tan bien
para estados niumero o estados térmicos. Para estos casos la susceptibilidad apenas
puede calcularse de manera aproximada. Obtener expresiones mads confiables para
estos dos ultimos casos seguramente requiere de ecuaciones maestras diferentes.
La extensién completamente cudntica predice susceptibilidades dependientes del
numero medio de fotones cuando el material interactia con un estado coherente
(seccidn 3.2.3.2). A diferencia del fendmeno no lineal de tercer orden denominado
indice de refraccion dependiente de la intensidad, los que predecimos aqui son de
primer y segundo orden y son mas marcados cuando 11 es muy pequefio (del orden
de decenas de fotones, para los ejemplos vistos). Cuando 7 se hace mayor, la
susceptibilidad se acerca a un régimen semicldsico, en tanto que su valor
practicamente no depende del nimero de fotones (secciones 4.2, 4.5).

Las predicciones de la extension completamente cudntica también pueden verificarse
experimentalmente; incluso podria emplearse un método interferométrico similar al
planteado en la seccién 5.3, usando estados coherentes con muy pocos fotones.

La forma funcional predicha por la teoria semicldsica estandar para la susceptibilidad
de primer orden, debe funcionar bien cuando se cumplen las condiciones 2.4, 2.22,
3.42 y 3.46. Por otro lado, hemos encontrado que, incluso cuando se cumplen esas
condiciones, la expresidn para la susceptibilidad de segundo orden predicha por la
teoria semiclasica estdandar, debe tener una correccion en las posiciones y anchuras
de las resonancias (ec. 3.69), este hallazgo podria verificarse experimentalmente para
determinar la validez de nuestros desarrollos.

Este trabajo puede tener impacto en muchos campos de la éptica, en especial cuando
se experimenta con luz de ultra baja intensidad y luz confinada en microcavidades, en
la espectroscopia cudntica, cuando se generan estados no cldsicos de la luz o se
desean calibrar contadores de fotones, y en general, cuando se requiera mayor
precision en los valores de las susceptibilidades.

El rango de aplicabilidad de la extension mas general aqui propuesta (la extensiéon
cuantica), estd limitado a los casos en que se cumple lo indicado en la seccién 5.2.
Para aplicaciones en circunstancias mas generales, deberdn emplearse ecuaciones
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maestras mas complejas, como la descrita por las relaciones 5.14 y 5.15. Estas
ambiciones, asi como las de posibles comprobaciones experimentales de las
predicciones aqui hechas, quedan para trabajos futuros.
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