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Resumen

Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado, A una k-algebra de dimension
finita y A la algebra repetitiva de A. Para /AX-m_od, la categoria estable de
los A-médulos finitamente generados, probamos que un morfismo irreducible
dado tiene una y solo una de las siguientes tres formas candnicas: (i) to-
dos los homomorfismos componentes son monomorfismos escindidos; (ii) to-
dos son epimorfismos escindidos; (iii) existe exactamente un homomorfismo
componente irreducible. Utilizamos este hecho para describir la forma de los
tridangulos de Auslander-Reiten en ]\\—m_od. Demostramos que un triangulo de
Auslander-Reiten en /A\—m_od es inducido por una sucesion de Auslander-Reiten

en la categoria de los A-médulos (a izquierda) finitamente generado.
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Introduccion

Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y A una k-algebra de dimensién
finita. Denotamos por A-mod a la categoria abeliana de los A-mddulos a
izquierda finitamente generados, y por D?(A-mod) a la categorfa derivada aco-
tada de A, la cual es una categoria triangulada [19]. Sea Ala k-dlgebra repe-
titiva de A (ver §2.1), denotamos por A-mod a la categorfa abeliana de los
A-médulos a izquierda finitamente generados y por Z\\—m_od su categoria es-
table. Se sigue de [11, Chap. II, §2.2] que /A\—m_od también es una categoria
triangulada. Debido a un resultado fundamental de D. Happel, existe un
funtor exacto, fiel y pleno p : D?(A-mod) — /AX-rn_od, entre categorias trian-
guladas, tal que p extiende al funtor identidad sobre A-mod, donde A-mod
es embebido en DP(A-mod) (respectivamente en A-mod) como complejos (re-
spectivamente médulos) concentrados en el grado cero. Mé&s aun, p es una
equivalencia si, y solamente si, A tiene dimensién global finita [12, §2.3]. Este
resultado sirve para describir los objetos indescomponibles y los correspon-
dientes morfismos en D’(A-mod) via K—m_od. Sin embargo, este funtor u es
bastante dificil de describirlo explicitamente (ver [4]). En [13], D. Happel, B.
Keller y 1. Reiten investigaron la relacién entre D’(A-mod) y /A\—m_od desde
varios puntos de vista, para dlgebras de dimensién global infinita. Por otro
lado, fue probado por D. Hughes y J. Waschbiisch en [14, §2.5] que A-mod
tiene sucesiones de Auslander-Reiten y por D. Happel en [11] que K—m_od tiene
triangulos de Auslander-Reiten.

Por lo tanto, es una tarea natural investigar el comportamiento de las suce-
siones y triangulos de Auslander-Reiten que involucran A-médulos a izquierda
finitamente generados, lo que a su vez se eleva a investigar el comportamiento
de los homomorfismos irreducibles entre los A-médulos izquierda. Esta inves-
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tigacién se abordd en un entorno mas general para categorias aditivas por M.
J. Souto Salorio y R. Bautista en [5, §2].

Recientemente H. Giraldo investigé en [9] el comportamiento de los homo-
morfismos irreducibles entre objetos en A-mod. Esta investigacion fue moti-
vada por un trabajo hecho entre H. Giraldo junto con H. Merklen sobre el com-
portamiento de los homomorfismos irreducibles entre objetos en D°(A-mod)
(ver [10]), el cual ha sido utilizado recientemente por E. Ribeiro Alvares, S.

M. Fernandes y H. Giraldo en [16] para investigar la forma de los tridngulos
de Auslander-Reiten en D?(A-mod).

El objetivo de esta tesis es investigar la forma de los triangulos de
Auslander-Reiten en K—m_od y demostrar que el resultado principal en [16]
también vale en la categoria /A\—m_od. Nuestra principal motivacién es que
los objetos y los homomorfismo en A-mod son més féciles de entender que
en D’(A-mod). Nuestros principales resultados son el teorema 3.2.3, el cual
extiende el teorema 26 en [9] para K—m_od, y el teorema 3.3.1, el cual ex-
tiende el teorema principal de [16, §4.1] para JA\—m_od. En el teorema 3.2.3,
probamos que un homomorfismo irreducible en /A\—m_od tiene una y solo una
de las siguientes tres formas canodnicas: (i) todos los homomorfismos compo-
nentes son monomorfismos escindidos; (ii) todos los homomorfismos compo-
nentes son epimorfismos escindidos; (iii) existe exactamente un homomorfismo
componente irreducible. Por otro lado, en el teorema 3.3.1 nosotros describi-
mos la forma de los homomorfismos irreducibles que estan en un triangulo de
Auslander-Reiten en K—m_od. Para lograr nuestro objetivo, nosotros usamos el
hecho que todo triangulo de Auslander-Reiten en /A\—m_od es inducido por una

sucesién de Auslander-Reiten en A-mod (ver teorema 2.4.1).

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: En el capitulo 1 daremos
los conceptos basicos que se requieren para entender los tridngulos de Auslan-
der Reiten. En el capitulo 2 se dan los conceptos generales de una algebra
repetitiva. Por medio repetitivo, del siguiente derrotero: en la seccién §2.1
daremos la definicion de la k-algebra repetitiva A y mostraremos algunos resul-
tados basicos concernientes a la categoria A-mod y /A\—m_od. También repasamos
los resultados de [9] concernientes a los homomorfismos irreducibles A-mod.
En la seccién §2.3 se demuestra que la categoria /AX—M tiene tridngulos de
Auslander-Reiten, ademas se demuestra el teorema 2.4.1, el cual afirma que
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todo triangulo de auslander-Reiten en //i—m_od es inducido por una sucesiéon de
Auslander-Reiten en A-mod.

En el Capitulo 3, estudiamos las formas de los homomorfismos que estan
sobre una sucesion exacta corta, demostrando los Lemas 3.1.1, 3.1.2, 3.1.4 y
3.1.5, los cuales son fundamentales para la demostracién de uno de los resulta-
dos principales de esta tesis, el Teorema 3.3.1. En en la seccion §3.2 damos las
definiciones de establemente smonic, establemente sepic y establemente sirre-
ducible en K—m_od. En la seccion §3.3 se demuestra el Teorema principal de
la tesis y se dan ejemplos de k-algebras de dimensién global finita e infinita
que verifican los resultados del teorema 3.3.1. Finalmente, en el Apéndice
damos los principales teoremas y definiciones que se requieren para entender
los ejemplos.

El lector debe estar familiarizado con los conceptos bésicos de la teoria de
Representaciones de Algebras, para mayor detalle ver [3], [17], [1] y [11].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Morfismos irreducibles

Definicién 1.1.1. Sea C una categoria aditiva (ver [20], [15] y [2]).

(a) Un morfismo f: X —=Y enC es un monomorfismo escindido,
si existe g:Y ——=X enC tal que go f = idx.

(b) Un morfismo f: X ——=Y enC es un epimorfismo escindido, si
existe g: Y ——=X enC tal que fog=idy.

(¢) Un morfismo f: X ——=Y esun irreducible si f no es un monomor-
fismo escindido, no es un epimorfismo escindido y st f = vou, para mor-
fismos u: X ——=27 y v:Z——=Y enC, entonces u es un monomor-
fismo escindido o v es un epimorfismo escindido.

Definicién 1.1.2. Sean C una categoria Krull-Schmidt y f: 72 ——W un
morfismo en C. Decimos que [ es un morfismo radical si para todo
monomorfismo escindido o : Z1——= 7 1y para todo epimorfismo escindido
S : W —=W; la composicidn o f oo no es un isomorfismo [5].

Teorema 1.1.3. Sean C una categoria Krull-Schmidty f: X ——=Y un mor-

fismo radical en C.

(i) Si f es irreducible y s: W —= X es un monomorfismo escindido no
nulo en C, entonces fos: W —=Y es un homomorfismo irreducible
en C.
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(i1) Si f es irreducible y t:Y ——=Z es un epimorfismo escindido no nulo
enC, entonces to f : X ——=Z es un homomorfismo irreducible no nulo

en C.

Demostracion. Ver [5, §2, Proposicién 2.18]. d

1.2 Categorias trianguladas

Definicién 1.2.1. Sean C una categoria aditiva y T : C — C un automorfismo.

(i) Consideremos sextuplas (X,Y, Z,u,v,w) de objetos y morfismos en C,

determinadas como sigue

Uu (% w

X Z TX-

Y

(i) Un morfismo  entre  dos  sextuplas (X,Y,Z,u,v,w) vy
(XY, Z' W v w') es una terna (f,g,h) tal que el siguiente dia-
grama en C es conmutativo

x—4 sy, Y,rx
/ lg lh lT /
l u’ v w’
X' Y’ A TX' .

Un morfismo (f, g, h) de sextuplas es llamado isomorfismo si f, g y h

son isomorfismos en C.

Denotamos el conjunto de las sextuplas por T, los elementos de T son
llamados de triangulos

Definicién 1.2.2. Sean C una categoria aditiva y T : C — C un automorfismo.
Un conjunto T de sextuplas de C es una triangulacion de C si cumple los
siguientes axiomas (ver [20, §10.2] y [11, §1.1]).
TR1 1) Toda sextupla isomorfa a un tridngulo también es un triangulo.
( p g g
(i) Para cada morfismo f : X — Y en C existe un tridngulo

(XY, Z, f,v,w).

10
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(i1i) Para todo objeto X en C, la sextupla (X, X,0,idx,0,0) es un
tridngulo.

(TR2) Si (X,Y,Z,u,v,w) es un tridngulo, entonces (Y, Z,T X, v,w, =T u) es
un triangulo.

(TR3) Dados dos tridngulos (X,Y, Z,u,v,w) y (X", Y', Z' W' v w') y morfis-
mos f: X =X yg:Y =Y tales que gou =u'o f, existe h : Z — 7'
tal que (f,g,h) es un morfismo entre los dos triangulos. Esto es,

x—4 sy—v,7- %Y ,rx

lf lg = le
u v’ M
X’ Y’ 7' TX' .

(TR4) (Azioma del octaedro) Considere los tridngulos (X,Y,Z' u,i,1'),
Y, Z, X" v,5,7") v (X, Z,Y' vouk k). Entonces existen morfismos
f:Z =Y yg:Y — X' tales que el siguiente diagrama conmuta y
(Z"Y', X' f,g,(Ti)oj") es un tridngulo.

—1 / d
iy — Ik xS Ly
T 'g u vou
Til .y . ./
T-1 X' I Ly v 7z l ox— ) Ly
1 k ‘idX/ [TZ
Ti)oj
J gf _____ >Y/"_""jé _____ . X! (T'i)oj T 7
7/ %4
idr x
TX ——TX

La tripleta (C,T,7T) donde C es una categoria aditiva, 7" un automorfismo
y 7 una triangulacién es llamada categoria triangulada.

Definicién 1.2.3. Sean = (C,T,T) yC' = (C",T',T") dos categorias triangu-
ladas.

11
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(i) Un funtor aditivo F' : C — C' es exacto si existe un isomorfismo natural
a:ToF — FoT' tal que: si (X,Y,Z,u,v,w) es un tridngulo en C,
entonces (F X, FY,F Z Fu, Fv,ax(Fw)) es un triangulo en C'.

(1) Un funtor aditivo F' : C — C' es una equivalencia triangulada si F' es un
exacto y y a su vez, F' una equivalencia de categorias.

Definicién 1.2.4. Sean C una categoria triangulada, A una categoria abeliana

yH :C— A un funtor aditivo. H es un funtor covariante cohomoldgico,

si para cada triangulo (X,Y, Z,u,v,w) en C, se tiene la sucesion exacta larga
en A

) —D iy LD ) LT e ) — -

El funtor aditivo H : C — A es un funtor contravariante coho-

moldgico, si para cada tridngulo (X,Y, Z,u,v,w) en C, se tiene la sucesion

exacta larga en A

H(T"(w)) H(T'(v))

H(T(2)) H(T"(u))

- H(T(X))

H(T'(Y))

H(TH (X)) ——+ -

Proposicién 1.2.5. Sean C una categoria triangulada, (X,Y,Z, u,v,w) un
tridngulo y M un objeto en C. FEntonces

(i) vou=wov=0;
(i1) Home(M,—) y Home(—, M) son funtores cohomoldgicos;

(111) sea (f,g,h) un morfismo entre dos triangulos. Si f y g son isomorfismos,
entonces h es un isomorfismo.

Demostracion. Ver [11, §1.2, pag. 4] O

Lema 1.2.6. Sean C wuna categoria triangulada y (X,Y,Z,u,v,w) un
triangulo. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) w=0.
(11) u es un monomorfismo escindido.
(111) v es un epimorfismo escindido.

Demostracion.Ver [11, §1.3 pag. 7]. O

12
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1.3 Triangulos de Auslander-Reiten

En esta seccion, asumiremos que C es una k-categoria triangulada tal que
Home(X,Y) es de dimensién finita como k-espacio vectorial, para todo par
de objetos X y Y en C, y que el anillo de endomorfismos de todo objeto
indescomponible en C es local. Asi C es una categoria de Krull-Schmidt (ver
(17, §2.2]).

Definicién 1.3.1. Un tridngulo X ——=Y =7 -">TX en C es un
tridngulo de Auslander-Reiten (ver [11]) si cumple las siguientes condi-

Clones.
(AR1) X y Z son objetos indescomponibles.
(AR2) w # 0.

(AR3) Para cada morfismo f: W ——=Z que no es un epimorfismo escindido,

entonces existe f': W ——=Y tal que vo f' = f.

Diremos que una categoria C tiene triangulos de Auslander-Reiten, si para todo
objeto indescomponible Z en C, existe un tridngulo satisfaciendo las condi-

ciones anteriores.

Lema 1.3.2. Sea X —=Y —=7—-=TX un tridngulo de Auslander-

Reiten en C. Si f: X ——=W no es un monomorfismo escindido, entonces
existe f':Y ——=W tal que ffou=f.

Demostracion. Ver [11, pag. 31]. O

Proposicién 1.3.3. Sea n : X —"=Y = 7-">TX un tridngulo de

Auslander-Reiten en C . Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(i) El objeto Z determina de manera tunica, hasta isomorfismos de
triangulos, a n.

(ii) u y v son morfismos irreducibles.

(iwi) Si f:Z1——=7 es irreducible, entonces existe un monomorfismo es-
cindido f':Z1——=Y tal quevo f' = f.

13



Capitulo 1. Preliminares

(iv) Si f: X ——=X; es irreducible, entonces existe un epimorfismo es-
cindido f':Y ——= X1 tal que f'ou=f.

Demostracion. Ver [11, pag. 33]. O

Definiciéon 1.3.4. Sea C wuna categoria triangulada. Un  morfismo
u: X —=Y enC es un morfismo fuente si cumple las siguientes condi-

ciones.

(i) u no es un monomorfismo escindido.

(i) Si f: X —=M no es un monomorfismo escindido, entonces existe
Y ——=M tal que f = f ou.

(i) Si g:Y —=Y es un morfismo tal que uw = g o u, entonces g es un

automorfismo.

Definicién 1.3.5. Sea C wuna categoria triangulada. Un morfismo
v:Y——=27 en C es un morfismo pozo si cumple las siguientes condi-

ciones.

(i) v no es un epimorfismo escindido.

(i) Si f:M—=2Z no es un epimorfismo escindido, entonces existe
' M—=Y tal que f =vo f'.

(i1i) Si g:Y ——=Y es un morfismo tal que v = v o g, entonces g es un
automorfismo.

Observaciéon 1.3.6. Los morfismos wu:X——=Y  (respectivamente
v:Y ——=27) son también conocido con el nombre de morfismo mini-
mal casi-escindido a izquierda (respectivamente morfismo minimal
casi-escindido a derecha).

Proposicion 1.3.7. Sean C una categoria triangulada. Entonces, las siquien-
tes condiciones se satisfacen.

(1) Si X —=Y —+=7—"-TX esun tridngulo de Auslander-Reiten en
C, entonces u es un morfismo fuente y v es un morfismo pozo.

14



1.3. Triangulos de Auslander-Reiten

(ii) Si uw:X—=Y es un morfismo fuente en C, entonces el tridngulo
X —2>Y =7 —"-TX, obtenido por el axioma (TR1)(ii) dado en
1.2.2, es un tridngulo de Auslander-Reiten en C.

(i) Si v:Y ——=2Z es un morfismo pozo en C, entonces el tridngulo
X —=Y =7 —5TX, obtenido a partir de los axiomas (TR1)(ii)
y (TR2) dados en 1.2.2, es un tridngulo de Auslander-Reiten en C.

Demostracion. Ver [11, pag. 35-36]. O

15
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Capitulo 2

Algebra repetitiva

2.1 Definicién de algebra repetitiva

Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y A una k-dlgebra basica de di-
mension finita. Denotamos por A-mod a la categoria de los A-mddulos a
izquierda finitamente generados, y por D(—) = Homg(—,k) a la dualidad
estandar sobre A-mod. En particular, @ := D(A) es un A-bimédulo, y un

cogenerador inyectivo minimal en A-mod.

Definicién 2.1.1. La k-dlgebra repetitiva A de A, definida por D. Hughes
y J. Waschbiisch en [14], es el k-espacio vectorial

A=(aN)®(aQ).

1€EL 1EL

jJunto con el producto que definiremos en lo que sigue.

Denotamos por a = (a;, p;)icz a los elementos de K, donde a; € Ay p; € Q

y cast todos los a; y @; son ceros. La multiplicacion esta definida por:
a-b=(ai,¢i)icz - (bi, Vi)icz = (aibi, aiy190i + pibi)icz.

Una interpretacion de A es como la k-dlgebra de matrices infinitas (ver [11] y

[14])

17
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a;—1
Pi-1 G
Pi i1 )
Pit1

)
Il

donde solo un numero finito de entradas son diferentes de cero. La multipli-
cacion es inducida por los A-isomorfismos candnicos A Q — Q, QRrA — Q
y el A-homomorfismo cero 0 : QQ @ Q — 0.

Observacion 2.1.2. St A # 0 entonces A es una k-dlgebra sin unidad, de

dimension infinita como k-espacio vectorial y A*> = A.

Definicién 2.1.3. Un A-médulo a izquierda es una familia
M = (M;, fi)iez, donde los M; son A-mddulos a izquierda 7y los
fi: Q®r M; —— M1 son A-homomorfismos tales que fiy10(idg® fi) =0,
para todo i € 7.

Un A-médulo M lo podemos representar de la siguiente forma

..wMimﬁbMi+1ﬂﬁﬂ>Mi+2w...
Definicién 2.1.4. Un K-homomorﬁsmo h:M——=DM entre A-mddulos
es una familia h = (h;)icz, de h; : My — M| A-homomorfismos, para todo

1 € Z, tales que el siguiente diagrama conmuta para todo 1 € Z

Q @x M; & M
idQ®hil lhi-}—l
Q XA Mz/ 7 MiI—H'

El /A\—homomorﬁsmo /H, lo podemos representar de la siguiente forma

fi fit1

e My ~T My 255 Mg e -

j hi Lhi-u LhH—Q
f! i

/ ? ! !
"WMZWMZ+IWMZ+2M">"' .

18



2.1. Definicion de algebra repetitiva

Para cada i € Z, el A-homomorfismos h; se le conoce como homomorfismos

componentes de h.

Definicién 2.1.5. Denotamos por A-Mod a la categoria de los A-médulos a
izquierda M = (M;, f;)icz tal que M; es un A-mddulo a izquierda de dimension
finita como k-espacio vectorial, para todo i € Z; y por A-mod a la sub-categoria

plena de A-mod tal que @ M; tiene dimension finita como k-espacio vectorial.
i€Z

Definiciéon  2.1.6. Dados los K—homomorﬁsmos hiM—s M Y
WM ——M" , se define la composicion Woh:M—=M" como
h/ oh= (h; o hi)iEZ-

Lema 2.1.7. Si h: M ——= M es un K—homomorﬁsmo, entonces K =
(Ker hy, fi)icz, s un A-médulo tal que el /A\—homomorﬁsmo T KM es
el kernel de h, donde U= (1;)icz y t; : Ker hy—— M; son las inclusiones de

A-mddulos.

Demostracion. Sea h: M —— M' un A-homomorfismo. Para cada i € Z
consideremos la inclusién ¢; : Ker h;— M; que es el kernel de h;. Para
i € Z, definamos f; : Q ®, Ker h; — Ker h;y1, como f;(¢®z) := fi(¢®x), para
todo ¢ € QQ y para todo x € Ker h;. Veamos que f; esta bien definida. Esto es,
para ¢ ® x en (Q ®x Ker h; tenemos

hivi0filp®@x) = hiyi0 fi(p®x)
= flo(idg ® h;)(¢ ® z), por la definicién 2.1.3

= [i(¢0 ® hi(z))
= fl(¢®0), x e Kerh,
= 0.

En consecuencia ]Z(qb@x) € Ker h;11 y por aditividad tenemos que Im}; C
Ker h;; 1, de donde se sigue que }Z esta bien definida. Ademas, JNCZ +1O(idQ®]7i) =
fir10(idg ® fi) = 0, de este modo K= (Ker hia/\fi)iez es un A-médulo. Ahora
para demostrar que la familia 7= (¢;);ez es un A-homomorfismo, resta probar
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Capitulo 2. Algebra repetitiva

que el diagrama

~

Q @, Ker h; — Ker iy

idQ@Lil l’»iJrl

Q @ M; M.

es conmutativo para todo ¢ € Z Para ¢ ® x € () ®, Kerh;, se tienen las

fi

siguientes igualdades
fioldo®@u)(p®r) = [fild®u(x))
= fi(p @ x),pues 1;(z) =x
= f(¢®a)
= tip o filp® ).
Por aditividad tenemos que f; o (idg ® ¢;) = biy1 © };, para todo i € Z.
Utilizando la definicién 2.1.4, concluimos que 7 es un A-homomorfismo.

Finalmente, veamos que © es el kernel de h. Para eso necesitamos dos
condiciones:

(a) La composicion es cero, esto es, hor = (h; 04;);ez = 0.

(b) Sea 7' M"——=M un A-homomorfismo tal que ho & = 0. Veamos
que existe un tnico 1" M" — K A-homomorfismo tal que v o W=
Tenemos que 0 = hoh = (h; o h})icz. Por lo tanto, h; o h; = 0, para
todo i € Z. Por otro lado, dado que ¢; es el kernel de h;, existe un tinico
h! : M — Kerh; tal que ¢; o b} = h}, para todo ¢ € Z. Veamos que

R = (h!)icz es un A-homomorfismo, para esto consideramos el siguiente

diagrama

Q 4 Ker hlfz ------------- > Ker h;iq

L .
~, 1dg ® A P
. vl N

do®u|  Q@n MY s e My
i
idg ® hj higa
f;
Q YN MZ : M/L'+1 .
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Tenemos que b’ v 7 son A-homomorfismos, por lo tanto
)

tivi oo fi' = higoff
= fio(idg ® ;) o (idg ® hi)
= Li+10© fl o (ldQ X h;/)

Dado que ¢;41 es un A-monomorfismo, entonces kY, o f/' = fio(ido®hY),

para todo ¢ € Z. Concluimos que h" es un A-homomorfismo y ademas,

Toh! = (tiohl)icz = (R)icz = H.
L]

Corolario 2.1.8. Sea h: M —= M’ un K—homomorﬁsmo. Entonces h es un
A-monomorfismo si, y solo si, h; : M; — M/ es un A-monomorfismo para
todo i € Z.

Lema 2.1.9. Sea h: M ——=M' un K-homomorﬁsmo. Entonces, existen
C = (Coker hy, f';) un A-mddulo y @ = (7;)ez, un A-homomorfismo tales que
7 M —C es el cokernel de h.

~

Demostracion. Sea h: M —= M’ un A-homomorfismo. Para cada i € 7,
consideremos ; : M/ — Coker h; que es el cokernel de h;. Tenemos que el
funtor producto tensorial es exacto a derecha, esto es, preserva A-epimorfismos.
De donde idg ®@ 7; : Q ®@p M} — @ @, Coker h; es un A-epimorfismo.
Ahora A-homomorfismo f/; : Q ®, Coker h; — Coker h;; es definido por:
si z € Q ®p Coker h;, existe y € Q ®, M tal que (idg ® m;)(y) = =, luego
f.(x) := mip10f/(y). Veamos es bien definida. Para esto utilizamos el siguiente

diagrama conmutativo y exacto:

Q®AMQ—>Q®A M 9 Q) ®x Coker h;
fi fi 7
hi—i—l / Ti+1
My M, Coker h; 1
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Siz e @ ®) Coker h; ¥y y1,y2 € Q ®a M] son tales que (idg ® m;)(y1) =
(idg ® m;)(y2) = x. Entonces idg ® m;(y1 — y2) = 0. Por lo tanto, existe
m € Q ®x M; tal que (idg ® h;)(m) = 11 — y2. Ya que el primer cuadrado en

el diagrama es conmutativo, obtenemos

Tit1 © hig1 0 fz(m) = mip10fjo (idQ @A hi)(m),
0 = muo fz/(yl - 312)7
mi1 o fily) = miy10 fi(ye).

Concluimos que f’ esta bien definida. Por otro lado, cumple f7; o (idg ®
7)) = mip1 o f] para todo ¢ € Z, lo cual demuestra que T = (m;);ez €s un
A-homomorfismo.

Veamos ahora que C = (Coker h;, f',)icz es un A-médulo a izquierda, esto
es, veamos que fiﬂ o (idg ® 71,) = 0, para todo 7 € Z. Tenemos idg ® m;
es un A-epimorfismo, por lo tanto idg ® (idg ® m) : Q ®a (Q @ M]) —
Q @ (Q ®4 Coker h;) es un A-epimorfismo. Asi,

7i+1 o (idg ® Fz) o (idg ® (idg ®m)) = le o (idg ® miy1) o (idg ® f)
= Ti420 fi/+1 o (idg ® fi)
= Tiy200
= 0
0 o (idQ X (idQ (29 7TZ))

Esto es, idg® (idg®;) es un A-epimorfismo, por lo tanto f/;.;0(idg® f’;) = 0.

Finalmente, veamos que 7 es el cokernel de h.
(a) Lo primero es claro, pues 7 o h = (7; 0 hi)iez = 0.

(b) Sea 7' : M'— M" un A-homomorfismo tal que A’ o h = 0. Veamos
que B’ factoriza por 7. Tenemos 0 = hWoh = (h% o h;)iez por lo tanto
h; o h; = 0 para todo ¢ € Z. Dado que 7; es el cokernel de h;, entonces
existe un inico h! : Coker h; — M]" tal que h} om; = h.. Veamos que

R = (h])icz es un A-homomorfismo. Para esto, vamos a considerar el
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siguiente diagrama:

1
Q ©x M; 1 Mi,
idg ® Tit1
_ W,
/. i+
idg ® A Q @, Coker h; ------------- T > Coker h; 1
idg ® b W
, p
;\—4// _________________________________ M
Q @ M; f// RN
i

Dado que B y T son A-homomorfismos tenemos las siguientes igualdades

fio(idg®@hi)o(idg®m) = [fi'o(idg® hiom)

= fio(ido®h)

= h;‘+1 o fi

= hijomiof

hipr o f'; o (ide ® ;).

Asf tenemos f! o (idg ® h) = h!,; o f', para todo i € Z, y concluimos
que b = (h!)icz es un A-homomorfismo. Ademés, B o7 = (h!om;)icz =
(hi)iez = .

Por lo anterior se tiene que 7 es el cokernel de h. 0

Corolario 2.1.10. Sea h: M ——= M’ un K—homomorﬁsmo. Entonces h es
un A-epimorfismo si, y solo si, h; : M; —— M! es un A-epimorfismo para
todo i € 7.

Corolario 2.1.11. Si h:M—=M' es un K—isomorﬁsmo, entonces

hi; : M; — M/ es un A-isomorfismo para todo i € Z.
Corolario 2.1.12. La categoria A-mod es abeliana.

Proposiciéon 2.1.13. La categoria A-mod tiene sucesiones de Auslander-
Reiten.
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Demostracion. Ver [14, Lema 2.5]. O

Lema 2.1.14. Dada la sucesion ezxacta corta

0— M-l o3 0 (2.1)

h;

~ '
en A-mod. Entonces, 0 M; M! —— M 0 es una sucesion es

exacta corta en A-mod, para todo i € 7.

Demostracion. Supongamos que (2.1) es una sucesién exacta corta. Por lo
tanto, h es un A-monomorfismo y A’ es un A-epimorfismo. Luego por los
corolarios 2.1.8 y 2.1.10, tenemos que h; : M; — M/ es un A-monomorfismo

y hi: M!—— M es un A-epimorfismo, para todo ¢ € Z. Ademads, ya que
Imh = Kerﬁ’, se sigue por el lema 2.1.7, que Kerh' = (Ker h;, f]). Por otro

lado, Im A = (Im h;, f{|Q®AIm ). Asi, por el corolario 2.1, tenemos que Im h; =

Ker b}, para todo i € Z,probando la conclusién deseada. 0
Teorema 2.1.15. La categoria A-mod es de Frobenius.
Demostracion. Ver [11, Lema 2.2]. O

Observaciéon 2.1.16. (a) En [11] se tiene que los A-médulos proyectivos e
imyectivos indescomponibles P son de la siguiente forma

oo ) e Homp (Q, 1)~ T oo ) o - - (2.2)

Donde I es un A-mddulo inyectivo indescomponible, Homx(Q,I) es un
A-mddulo proyectivo indescomponible y @y : Q @y Homp(Q, ) ——1
es un A-isomorfismo canonico.

(b) En [9, ejemplo 43], se define el radical de un A-médulo proyectivo e
imyectivo indescomponible y el A-homomorfismo irreducible entre rad P

Y ﬁ, el cual lo podemos ver de la siguiente forma

rad P : ---mOwradHomA(Q,[)ipif»»[w»»()w-“

T

P oo~ () HomA(Q,I)M%IWOW---

(2.3)
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2.2. La categoria estable

donde ¢ :rad Homy (Q, ) —Homu(Q, I) es la inclusion natural del
radical de Homa(Q,I) en P y b = ¢ o (idg ® ¢).

(c) En el mismo ejemplo se define un 7: P —> P/socP que es un A-

epimorfismo irreducible de la siguiente manera

l%ﬁ l lidHOmA(QJ) lw j
P/soc P : oo 0~ Homp (Q, 1) ~35 1 /50¢ T~ () o - - -
(2.4)

donde m: I ——=1/socl es la proyeccion candnica y x5 = 7o .

2.2 La categoria estable

Sea /A\—mod, la categoria de los A-médulos a izquierda finitamente generados.
Denotamos por P(M, M’) al subgrupo de Homy (M, M’) formado por todos

~

los A-homomorfismos h : M —— M’ tales que se factorizan a través de un
A-médulo proyectivo-inyectivo.

La categoria de modulos estable A-mod tiene, por definicién, los mismos
objetos que K—mod, y morfismos dados por los cocientes

— . Homg (M, M
Homs (37, 177) — Do, M)
PN, 1)

Si h es un homomorfismo en A-mod, denotamos por h, su clase como morfismo

en A-mod y es llamado la clase estable de h en A-mod.

Definicién 2.2.1. Dada una sucesion exacta corta

0 M~ M g 0 (2.5)
en la categoria /A\-mod, esta induce el siguiente diagrama conmutativo en A-
mod
0— =Mt — " N 0
idﬁt fl Tl//l

0—=M—L (M) Q1M —0,
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Capitulo 2. Algebra repetitiva

donde 137 es un K-monomorﬁsmo, I(]/\I\) es un A- médulo inyectivo y Q! M =
Coker g7 es la cosizigia de M.

~/ ~11

—~ h —, h =, h - ., .
Se define M —= M'——= M" —— Q7'M como un tridngulo estindar

en K-m_od, este es llamado triangulo inducido por la sucesion exacta corta
(2.5). El A-médulo Q=2 M no depende de la eleccion del A-médulo inyectivo
](]\/Z) (ver [11, pdg. 10] y [7, pdg. 60]) y Q' : A-mod — A-mod es un
automorfismo (ver [11, pdg. 13] y [7, pdg. 70]).

Proposicion 2.2.2. La categoria A-mod es triangulada.
Demostracion. Ver [11, pag. 62| y [7, pag. 70-104]. O

Teorema 2.2.3. Eriste un funtor k-lineal y ezxacto u : D°(A-mod) — A-mod
de categorias trianguladas. Este funtor u es fiel y pleno tal que pip-moa =
idA-moa- Mds aun, p es una equivalencia triangulada si, y solo si, A es de

dimension global finita.
Demostracion. Ver [11, pag. 74]. O
Definicién 2.2.4. Sea h: M —— M’ un ]A\—homomorﬁsmo.

(a) h es llamado smonic, sitodas las componentes h; son A-monomorfismos

escindidos, para todo 1 € 7.

(b) h es llamado sepic, si todas las componentes h; son A-epimorfismos

escindidos, para todo i € 7.

(c) T es llamado sirreducible, si existe un unico ig € Z tal que h;, es un A-
homomorfismo irreducible, h; es un A-epimorfismo escindido para todo

i <o, y h; es un A-monomorfismo escindido para todo i > ig.
Observacién 2.2.5. Sea h: M ——=M' un /A\-homomorﬁsmo.

(i) Si h es un K-monomorﬁsmo escindido, entonces h es smonic.
(11) Si h es un K-epimorﬁsmo escindido, entonces h es sepic.
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Teorema 2.2.6 (Giraldo. H., [9], Teorema 26). Sean A una k-dlgebra de
dimension finita, A su respectiva k-dlgebra repetitiva y h:M—=M unA-
homomorfismo irreducible. Entonces, h tiene una y solo una de las siguientes
formas:

(i) h es smonic;
(ii) N es sepic;
(111) h es sirreducible.

Teorema 2.2.7. Sea h: M ——= M un K—homomorﬁsmo tal que M Y M
no tienen sumandos directos proyectivos no nulos, y sea h la clase estable en

A-mod. Entonces

(i) h es un A-monomorfismo escindido si, y solo si, h es un monomorfismo
escindido;

(ii) h es un A-epimorfismo escindido si, y solo si, h es un epimorfismo es-

cindido.
Demostracion. Ver [9, Proposicién 41]. OJ

Teorema 2.2.8. Sea h: M ——= M un K—homomorﬁsmo tal que M Y M
no tienen sumandos directos proyectivos no nulos, y sea h la clase estable en

A-mod. Entonces, h es irreducible si, y solo si, E es irreducible.
Demostracion. Ver [9, Proposicién 42]. OJ

Observacién 2.2.9. Si M Y M’ son A-médulos a izquierda indescom-

pom’bles entonces h: M ——=M' es irreducible en A-mod si, Yy solo st,
he rad(M M’)/rad2(M M’) donde rad(M M’) es el k-espacio vectorial de
los A- homomorfismos de M para M que no son invertibles Y radQ(M M’)
es el k- espaczo vectorial de los A- homomorﬁsmos de la forma W oh" tal que
WM — M e rad(M M”) gy M — M € rad(]\/Z”,]\/j’), para algin
A-médulo a 1zquierda M. Ast, tenemos

Irr(M, M) = rad(M, M") /rad®(M, M").
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En particular, se tiene que Irr(M M’) también es un k- espacio vectorial.
Por otra parte, st M = @]: .Y M = D, M’ son sumas directas de

A-médulos a izquierda mdescompombles, entonces h = (hkj)mn M ——= M
estd en rad(]\//j, ]\//_7’) si, y solo si, el /A\—homomorﬁsmo ﬁkj : ]\//.7] —>]/\/[\,’C estd

en el rad(]\//fj,]\/i,;) para todo j = 1,--+ ,n y para todo k = 1,--- ,m. Para mds
detalles, ver [17, §2.2] y [1, Lema 3.4, apéndice A.3].

Lema 2.2.10. Sea h: M —= M’ un K—homomorﬁsmo irreducible en A-mod.

(i) Si M es indescomponible y M’ = D, ]\/4\,{C es una suma directa de A-
modulos a izquierda indescompombles entonces para todo 1 < k < m, el

A- homomorfismo inducido hk M— M’ de N-médulos es irreducible.

(ii) Si M = b, ]\//_7Z es una suma directa de A-médulos a wzquierda indes-
componibles y M’ es indescomponible, entonces para todo 1 < i < n, el
A-homomorfismo inducido h; : M; — M’ de A-mddulos es irreducible.

Demostracién. Supongamos que h = (ﬁl, . ,/l;m)t M — b, ]\/Z,’C es un
A-homomorfismo irreducible. Veamos que hy estd en el rad(]\//j : fw\,;) para
todo k = 1,--- ,m. Supongamos que existe 1 < s < m tal que ﬁs no esta
en el rad(M M! 1), por lo tanto s es un A-isomorfismo. De donde existe

~

ho? ]\//7’—>M tal que h! o h, = idg7. Definamos & D, H’ —M
dado por B = (0,0,---,0, hsl 0,---,0), donde h 1 estd en la posicién s. En
consecuencia, tenemos Woh = 1dA, esto es, h es A-monomorfismo escindido,
lo cual es una contradiccién, pues h es irreducible. Asi, concluimos que, hk
esta en el rad(]\/i\ ]\7’) para t todo k =1,---,m. Asi, por la observacién 2.2.9,
se tiene h € rad(M b, Mk)

Sean 1 <s<my 7,: D], ]\//.7,; — ]\//.78/ la proyeccion natural. Tenemos
que hy = 7, 0 h, asi por el teorema 1.1.3 (i) (ver [5, §2, Proposicién 2.18]), se
sigue que ﬁs es irreducible.

O

La demostracién de (ii) es similar a la anterior.

—

Corolario 2.2.11. Sean /f;, oM — M /A\—homomorﬁsmos con M o M
z'ndeswmpom’bles y ambos sin sumandos directos proyectivos no nulos. Si h =

-~/

h yh h es un homomorfismo irreducible, entonces h="H.
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que M es inde-
scomponible y que M’ = M = @k " M es suma directa de A-médulos indescom-
ponlbles De esta manera, los A-homomorfismos h y W pueden ser descritos por
h = (hl,hg,- ,ﬁ Yoy h' = (R, 1, K., donde para cada 1 < k < m,
hk, h’ M M;, M! son A-homomorfismos. De la hipétesis tenemos E = E
Por lo tanto, del teorema 2.2.8, se sigue que h y B son A-homomorfismos
irreducibles. Ademés, h — b’ = 3 o @ donde 4 : M- P vo: P — M’ son
A-homomorfismos y P es un A-médulo proyectivo. Por con&gmente para cada
1 <k <m existe vy, : P M’ un A-homomorfismo tal que hk hk = U O U.
Supongamos que h + % , luego se 51gue que € existe kg € {1,...,m} tal que
hko h ko = Uky © U # 0. Dado que n Y ' son A- homomorﬁsmos irreducibles,
del lema 2.2.10 (i), se tiene e que hko y hk son A-homomorfismos irreducibles,
esto es, ﬁko,ﬁ’ € Irr(M M’ ,)- Ademds, tenemos 5 que 11"1"(]\47 M,’CO) es un k-
espa(no vectorial, entonces vy, ou = hko — h’ € Irr(M Mj M! ,), de donde vy, ou €
Irr(M M;, M) ,), es decir, Uy, o u es un A- homomorﬁsmo irreducible. Por lo tanto,
Uko es A-epimorfismo escindido o @ es A-monomorfismo escindido. Si 9 Uk, €S
A-epimorfismo escindido, entonces P = M| ko & M M"; asi Mk es un A-médulo
proyectivo. Contradiccién, pues M M’ no tiene sumandos directos proyectlvos no
nulos. Ahora, si @ es A-monomorfismo escindido, entonces Py, = Meao M".
Ast M es un A-médulo proyectivo. Lo que es una Contradiccion, ya que M es
un A-médulo no proyectivo. Concluimos que h="H. O

2.3 Triangulos de Auslander-Reiten en la ca-

tegoria estable

Teorema 2.3.1. La categoria A-mod tiene tridngulos de Auslander-Reiten.

Demostracion. Sea M"” un A-médulo indescomponible no proyectivo. En-
tonces, por la proposicion 2.1.13, existe una sucesion de Auslander-Reiten

terminando en M” de la siguiente forma:

— ﬁ

0 M

Yy — (2.6)

donde M es un A-médulo indescomponible no inyectivo. Sea

o~ o~

i M——s1 (]\/4\ ) la envolvente inyectiva de M. Tenemos que h es un
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K—monomorﬁsmo, por lo tanto, existe u : M ——1 (]\/4\ ) un A-homomorfismo

tal que u o h = t77. Por la propiedad universal del cokernel de E, podemos

completar el siguiente diagrama conmutativo

R y

o 4

00— M —2L [(M)—% Q1M —~0 .

De la definicion 2.2.1 se tiene el siguiente triangulo estandar en A-mod

~ —~ ~I1

— /

ML v s o

Veamos que el tridangulo (2.7) es de Auslander-Reiten.

(2.7)

(a) Tenemos que M y M" son A-médulos indescomponibles no proyectivos.

Por lo tanto, son indescomponibles no nulos en A-mod.

(b) El # 0. Supongamos El = 0. Entonces existen P un A-médulo proyec-

tivo y A-homomorfismos @, : M" —— P y Qo : P——=Q ' M tal que

h" = @i 0. Por otro lado, 737 es un A-epimorfismo, por lo tanto, existe

Qs }A?—>I(]\/4\) tal que oy = g7 © 3. Sea N = a3 o a1, de donde

h" = Gyo00y = Tgpoazod; = Ty o A. Tenemos el siguiente diagrama

con cuadrados conmutativos

— ’},;/ P ’],;/

0 M M M 0

o | Ak

0o M I(3) = 0 5T 0

M M

s
Asi tenemos, las siguientes igualdades

o~ A/ A~ o A/-\ A/ . A/\ o~
T0 (Aol —u) = Tgpoloh —Tgou

M A~ A~
h'oh' —7T—=ou

M
= 0.
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Ahora, como 737 es el kernel de 7y;, existe un tnico A-homomorfismo

E:M\’—>]\7 tal que?MoB\:Xo/l;’—ﬂ.

Tgo(idg+Boh) = Tg+TgoBoh
= ?ﬂ—i—(/)\\o?z’—u)o/ﬁ
i+ Aohoh—uoh
= Iy~
0.

Dado que 737 es un /A\—monomorﬁsmo, se tiene que idg; = (— B) oh. Asi
concluimos que h es un A-monomorfismo escindido y esto contradice la
irreducibilidad de A ya que h esta en la sucesién de Auslander-Reiten
(2.6).

Sea § : M" ——= M" un homomorfismo tal que no es epimorfismo es-

cindido.

Tenemos dos casos M no tiene sumandos directos proyectivos no nulos

6 M" tiene sumandos directos proyectivos no nulos.

Si M"™ no tiene sumandos directos proyectivos no nulos, entonces uti-
lizando el teorema 2.2.7 (ii), §: M" —=M" no es un A-epimorfismo
escindido. Tenemos que (2.6) es una sucesién de Auslander-Reiten, por
lo que existe s : M" —— M' un A-homomorfismo tal que S="ho3
Asi, ase sigue /Q\ = E 035.

Si M" tiene sumandos directos proyectivos no nulos, entonces M =
M"™ @& P’ donde M"™ no tiene sumandos directos proyectivos no nu-
los y P’ es un A-médulo proyectivo no nulo. Asi § = (Ai, 35) donde
g{ M — My ;5; P —~M" y§= & Por lo tanto & no es un
epimorfismo escindido; de lo cual se sigue, por el teorema 2.2.7 (ii), que
5\1 no es un A-epimorfismo escindido. Dado que (2.6) es una sucesién de
Auslander-Reiten, existe ¢ : M"™ — M tal que 33 —Ho t, de donde

tenemos /Q\: g{ = E ot.

-~ ~/ ~/I1

. . . -~ h h h 137
De los items anteriores, concluimos que M M’ M QM es

un triangulo de Auslander-Reiten en A-mod.
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O
Corolario 2.3.2. S 0 Mt M 0 es  una
sucesion de Auslander-Reiten en A-mod, entonces el triangulo inducido
—~ h =, h =, —
M—M  —=M"—Q ' M es un tridngulo de Auslander-Reiten en

A-mod. Ademds, E es un K—homomorﬁsmo fuente yz es un K—homomorﬁsmo

POZ0.

2.4 Caracterizacion de los triangulos de

Auslander-Reiten en /A\-mod

La idea principal de la demostracién de este teorema se obtuvo en una visita,
al profesor Raymundo Bautista Ramos, en la universidad Nacional Auténoma
de México, Sede Morelia.

Teorema 2.4.1. Dado un triangulo de Auslander-Reiten en K—mod,

-~ -~/ ~11

—

Ny y N o S Vi (2.8)

donde M, M'" y M" son A-mddulos sin sumandos directos proyectivos no

nulos, existe una sucesion de Auslander-Reiten en A-mod

= ()t (n.,B)

0—> M M@P

M"—0, (2.9)

con P un A-médulo proyectivo tal que el tridngulo inducido, por la sucesion
—~/ ~
ezacta corta (2.9), es isomorfo al tridngulo (2.8) y b es igual a hy salvo iso-

morfismo. Ademds, Si p # 0, entonces P es indescomponible, M = rad P Y
M" = P/socP.

Demostracion. Dado el tridngulo de Auslander-Reiten (2.8), se tiene que el ho-

momorfismo h : M —— M’ esirreducible y no es un monomorfismo escindido.

Por lo tanto, de los teoremas 2.2.7 (i) y 2.2.8, tenemos que T M——= DM

es un A-homomorfismo irreducible y no es un A-monomorfismo escindido.
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Ademas, se tiene que M es indescomponible no inyectivo, en consecuencia

existe una sucesién de Auslander-Reiten empezando en M

—  (ha) (%)

0 M

—~

M @® M"” M!—0. (2.10)

Asi, tenemos el triangulo de Auslander-Reiten inducido por (2.10)

ha) (B W
M;M/@M/// — M{/ — Qflj/w\' (2.11)
Veamos que M" es un A-médulo proyectivo. Supongamos M" = M™ @ ]3,

donde M" es un A-médulo sin sumandos directos proyectivos no nulos y P
es un A-mdédulo proyectivo. Por lo tanto, el A-homomorfismo @ lo podemos

determinar por & = (ay,a3)" donde a3 : M —= M" y ay: M —— P son

A-homomorfismos. Asi, por el corolario 2.3.2, tenemos (h,a) = (h,a;) es un

morfismo fuente; como h no es monomorfismo escindido, existe un homomor-
fismo I': M'&® M"" —— M’ tal que h = L' o (h,a;) . Por otro lado, (h,a)

no es un monomorfismo escindido y A es un homomorfismo fuente, por lo que

~ — — — ~ t -~ -~
existe un homomorfismo ¥ : M’ —— M’ & M"™ tal que (h,a;) = Voh. Asi

~

h = To(ha)
= To(Toh)
= (Lod)oh,

y como h es un homomorfismo fuente, se tiene que I' o ¥ es un automorfismo.
De igual forma, se tiene que W oI es un automorfismo. De las dos afirmaciones
anteriores, tenemos que M’ = M’ @& M"" en A-mod. Dado que M" y M"" no
tienen sumandos directos proyectivos no nulos entonces M’ = M’ & M"" en
A-mod, lo cual implica M"””" = 0. Concluimos asi M = P es un A-mé6dulo

proyectivo y @ = @;. Por lo tanto, el tridngulo (2.11) tiene la forma.

/];/ ﬁ/l
— L L = (2.12)
M M’ M QM - '

)
=)
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Capitulo 2. Algebra repetitiva

Asi, tenemos el siguiente diagrama con el primer cuadrado conmutativo.

— /h\ — E, — /_\H —~
M M’ M QtMm
idM\, idQ*lM\
-~/ ~ I

_1 — m —~

My QM
Por la definicién 1.2.2 (TR3), existe 6 : M” — M/ tal que h o= ;N ofy
El = Qo E. También de los axiomas de triangulo 0 es un isomorfismo y se

tiene que los tridngulos (2.8) y (2.12) son isomorfos y h y El son iguales a
menos de isomorfismo.

Ahora, supongamos que P # 0. Tenemos que aQ: M——>P es un
A-homomorfismo irreducible. En consecuencia, se tiene que @ es un A-
monomorfismo o un /A\—epimorﬁsmo. Veamos que @ no es un K—epimorﬁsmo.
Supongamos que @ es un A- epimorﬁsmo Dado que P es un A-médulo
proyectlvo se tiene que @ es un A- epimorfismo escindido; por consiguiente
M=~p S5) X lo cual es una contradiccion, pues M es mdescomponlble sin

sumandos directos proyectivos no nulos. Por lo tanto & es un A-monomorfismo.
Sea 137 : M——=1 (]\/4\ ) una envolvente inyectiva de M. Dado que P es

un A-médulo proyectivo y A-mod es una categoria de Frobenius, se tiene que
P también es un A-mddulo inyectivo. Ademads, 73; es un A-monomorfismo,

por lo tanto, existe un A-homomorfismo 0 : [(J/W\)—>13 tal que @ = 6 o

. El A-monomorfismo 7 L77 DO es un A-monomorfismo escindido, de tal modo
que 5 es un A- epimorfismo escindido, pues @ es irreducible. Por otro lado,
& es un A-monomorfismo v i35 es envolvente myectlva de manera que 5 es
un A-monomorfismo. Concluimos asf que § es un A-isomorfismo y @ es una
envolvente inyectiva de M.

Veamos que p # 0 es indescomponible. Supongamos P=Pgp" , con
P'# 0y P"+#0, debido a lo cual Im& = (Iman ]3’) @ (Iman ]3”). Como
a:M——=P es una envolvente inyectiva, se sigue que P es una extensién
esencial de Im @. Por lo tanto Iman P’ # 0y Iman P” # 0. Por otro lado &
es A-monomorfismo, por esta razén M = Im & = (Iman P& (Iman P, lo
cual es una contradiccién pues M es indescomponible. De donde concluimos
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2.4. Caracterizacion de los triangulos de Auslander-Reiten en A-mod

que P es indescomponible.

Veamos que M = rad ﬁ, donde rad P es el radical de P.

Sea 1_4p: rad P——= P el A-monomorfismo natural, el cual es irre-
ducible y es un A-homomorfismo casi-escindido a derecha. Tenemos que
a:M—=D es irreducible, por lo tanto, @ no es un /A\-epimorﬁsmo es-

cindido. Asi, existe un A-monomorfismo escindido f: M——rad P tal que

~

a =1,p0 ]? Dado que rad P es el tnico sub-médulo maximal de ﬁ, se
tiene que Ima C rad P, dicha inclusién induce el siguiente A-monomorfismo
ip P/rad P——= P/Ima definido por i5(z + rad P) = z+1Ima. A partir

del siguiente diagrama

o~

Lrad ﬁ ~ 7.‘-Lrad P

0 radﬁ P ﬁ/rad]g—> 0
lldA lfﬁ
0 fa P/lma—0,
vemos que el cuadrado conmuta. En efecto,
Z\ﬁo/ﬁfradﬁ(l’) = T]s(:z:—l—radﬁ)
= z+Ima
= %a(l’).

Asimgot  p=1po© T 5 9l,qp = 0. Por lo tanto, de la propiedad universal

del kernel de 7y, existe un A-homomorfismo g :rad P—— M tal que, p=
6?0? Luego 1 4,p = 000G = Lradﬁ ofog Asi, del hecho que L.qp € un
A- monomorfismo, se sigue 1dra iP f og. Por lo tanto, f es un A- ep1morﬁsm0
escindido y concluimos que f es un A-isomorfismo. En otras palabras, M =
rad P.

La demostracién de M” & P /soc P se hace de forma dual. O

Corolario 2.4.2. Dada la sucesion de Auslander-Reiten en A-mod

(M)t (W, 7p) -
0 —>rad P P e P B isoc P—— 0

con M' sin sumandos directos proyectivos no nulos, P un A-médulo proyectivo
indescomponible no nulo definido en (2.2), 1., p definida en (2.3) y 75 definido

en (2.4), entonces
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(i) h es un K—epimorﬁsmo Y B es un ]\\—monomorﬁsmo;

(i1) si M = (M, f1)icz, entonces existe ig € Z tal que M = 0 para todo
i # i + 1.

Demostracion. La demostracion de (i) es inmediata del hecho que 7,5 es un
A-monomorfismo v Tp es un A- epimorfismo.
(ii) Sea P un A-médulo proyectivo indescomponible como en (2.2), esto es,

P tiene la siguiente forma:
P o+ v~ () ~~~> Homy (Q, I)w[w0w~~~,

donde los términos no cero estan en los posiciones iy y 79+ 1, para algun ¢y € Z.
Ademas, de la observacién 2.1.16 (b), se sigue que el rad P es

rad P ---vvx»wa»radHomA(Q,])ﬁi&»lw()w---,

donde las entradas no cero estan en las posiciones ig y 7o + 1, respectivamente.

Asi, el A-homomorfismo h tiene la siguiente forma

rad P : «+ v~ )~~~ rad Homy (Q), I)&»IWOM---
ﬁj lhiol jhio jhi0+1 lhzou
Y - 7 /
ig—1 10 ig+1
M e M M, My 2 My o

Por el item (i), tenemos que T es un A- eplmorﬁsmo En consecuencia, h; es un
A-epimorfismo, para todo ¢ € Z. Por lo tanto, MZ’ = 0, para todo 7 # 19, 7o+ 1.
O
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Capitulo 3

Forma de los morfismos en las
sucesiones y triangulos de
Auslander-Reiten

3.1 Smonic, sepic y sirreducible en sucesiones

exactas cortas

Lema 3.1.1. Dada una sucesion exacta corta en A-mod

—~ E

0 M

— ’ﬂ/ —~
M’ M 0, (3.1)
las siguientes condiciones se satisfacen.

(i) Si h es smonic, entonces h' es sepic.

(ii) Si (5.1) es una sucesion de Auslander-Reiten y h es sirreducible, entonces

W sirreducible.

Demostracion. (i) Supongamos que (3.1) es una sucesién exacta corta y n

es smonic. Por la definicién 2.2.4 y el lema 2.1.14, tenemos que para todo
. R

b M MY ——0 es

escindida. De donde concluimos que h! es un A-epimorfismo escindido, para

1 € 7 la sucesién exacta de A-modulos 0 M;

todo 7 € 7Z, esto es, B es sepic.
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(ii) Supongamos que (3.1) es una sucesién de Auslander-Reiten y T es
sirreducible. Por el lema 2.1.14 y la definicién 2.2.4 (c), tenemos que existe un

unico ig € Z tal que h;, es un A-homomorfismo irreducible y

!

h; h;
0 — M;, —% M —2 M/ —~0 (3.2)

es una sucesion exacta corta de A-mddulos. Dado que (3.1) es una sucesién de
Auslander-Reiten, el A-homomorfismo A’ es irreducible. Asi, por el teorema

2.2.6, tenemos que ' tiene una y solo una de las siguientes tres formas:
(a) ' es smonic;
(b) H es sepic;
(c) K es sirreducible.

Si ' es smonic, entonces h;  es un A-monomorfismo escindido, por lo tanto,
de (3.2) se sigue h; es un A-isomorfismo. Asi, de (3.2) tenemos h;, = 0, lo
cual es una contradiccion pues h;, es un homomorfismo irreducible.

Si ' es sepic, tenemos que h; es un A-epimorfismo escindido, por tanto
la sucesion (3.2) es escindida; esto es, h;, es un A-monomorfismo escindido, lo
cual contradice el hecho de ser irreducible.

De lo anterior, se concluye que ' es sirreducible. 0]

Lema 3.1.2. Consideremos una sucesion de Auslander-Reiten en A-mod

~ T 5t —~ ~ (h,Fs
0——rad P (2 raa ) M @ P (. 7p)

P\/SOCﬁ—>O, (3.3)

con M' sin sumandos directos proyectivos no nulos y P un A-mddulo
proyectivo indescomponible (ver observacion 2.2). Si h es sepic, entonces h'
es sirreducible.

Demostracion. Dado que P un A-médulo proyectivo indescomponible, como
en (2.2), es de la siguiente forma

s 0~ Homp (Q, 1) ~Zom [~ O -+

donde los términos no cero estan en las posiciones ig y 79+ 1, para algun iy € Z,
I es un A-médulo inyectivo indescomponible y ¢; es el A-isomorfismo candnico
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(ver observacién 2.1.16 (a)). Por el corolario 2.4.2 y por la observacién 2.1.16,

tenemos que la sucesién de Auslander-Reiten la podemos ver de la siguiente

forma:
0 0 0~ O -
rad P : -+« ~~~>rad Homy (Q, I) U I e al U
(h,T,qp) (hig>0)* (hig+1,idp)*
M ®P: cos e M@ Homp (Q, 1)~ M,y D T~~~ Qs - -
(/};”%}3) (h:lO’idHomA(QyI)) (h§0+1,ﬂ'1)
ﬁ/socﬁ: Homy (Q, I) ~* I/soc ]~ Q) - -
0 0 0 0~

donde las entradas no cero estan en los grados iy y i + 1, ¥y = ¢y o (idg ®
L), Vi :<f0 E{), X1 =mopry M = (M],f]). Del lema 2.1.14, tenemos

(i, idHomy (@,1)) © (Mg, D=0y (Riysr> 1) © (hig41 id;)* = 0. Por lo que
L= _h';0 o him (34)
T = —h;OJrl e} hi0+1. (35)

Tenemos que ¢ es un A-monomorfismo. Por lo tanto, de la ecuacién (3.4), se
sigue que h;, es un A-monomorfismo. Ademas, hes sepic; en consecuencia h;,
es un A-epimorfismo. Concluimos h;, es un A-isomorfismo. De la ecuacién
(3.4) y del hecho que ¢ es un A-monomorfismo irreducible, se obtiene que hj,
es irreducible. Por hipétesis, tenemos que hes sepic, lo cual implica que ;41
es un A-epimorfismo escindido, debido a lo cual I = M; ,, ® Ker hj ;1.
Supongamos que Kerh; ;1 = 0. Por esta razéon h;;; es un A -
monomorfismo.  Por el corolario 2.4.2 (i), tenemos que I es un A-
monomorfismo, por consiguiente A; ,; es un A-monomorfismo. Por lo tanto
T = —hgo 41 © hig41 es un A-monomorfismo. Asi, tenemos que 7; es un A-
isomorfismo, lo que contradice la irreducibilidad de homomorfismo ;. Con-
cluimos Ker h;, 11 # 0. Ahora bien, tenemos que I es un A-moédulo indescom-

ponible. Luego Mj ., = 0, hjyy1 = 0, hj ., = 0y m; = 0. Asi [ es un
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A-médulo inyectivo simple indescomponible y A ., es un A-monomorfismo es-
cindido. Concluimos que k' es sirreducible y la sucesién exacta corta tiene la

siguiente forma

rad P rad Homy (Q, 1) I~~~
(h,T,4 p) (idrad Hom (@,1) )" id;
M e P: - ~—=1ad Homy (Q, I) ® Homy (Q, [) ~F [ ~rm ) ~nmss - - -
(Elv%ﬁ) (_L7 idHomA(Q,I))
P/socﬁ Homy (@, I) 0~ ) s -
0 0 0 im ) mim - - -

O

Observacion 3.1.3. Dada la sucesion de Auslander-Reiten (5.3), con h sepic,
P un A-mddulo proyectivo indescomponible, I un A-mddulo indescomponible
inyectivo asociado al médulo P como en (2.2), del lema 3.1.2, se tiene que I

es un A-mddulo simple.

Lema 3.1.4. Consideremos una sucesion de Auslander-Reiten en A-mod

ey N L
0—>rad P— e P 35 o B P/soc P——0,

con M sin sumandos directos proyectivos no nulos y P un A-médulo proyec-
tiwvo indescomponible (2.2) donde Homy (Q, I) en P es un A-médulo proyectivo
indescomponible simple. Si h es sirreducible, entonces h' es smonic.

Demostracion. Sea h un A-homomorfismo sirreducible y la sucesion de
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Auslander-Reiten

0 0 0~ ()
rad P -+« ~~~>=rad Hom, (Q, I) U [~ )
(};”Tradﬁ)t (hig, ) (hig+1,idr)*
— ~ 9
M/EBP: "'waLIO@HOmA(Q7])Mf9>M'L/0+1@IWOM"'
(/};/7ﬁ13) (h{LOVidHOH‘A(Q,I)) (h§0+177r1)
P/soc P : Hom, (Q, I) ~~ I/soc ]~ ) s - -
0 0 0~ )

Tenemos por hipétesis que Homy (@, I) es un A-médulo proyectivo indescom-
ponible simple. Entonces rad Homy (@), I) = 0. Por el corolario 2.4.2, h es un
K—epimorﬁsmo, y en consecuencia h;, = 0y M; = 0. Asf tenemos que h; =0
es un A-monomorfismo escindido. Dado que I es sirreducible, h; 41 es irre-
ducible. Por otra parte, m; = —hgo 41 © hig41 con mr y hip41 A-homomorfismos
irreducibles. En consecuencia, h;j_ ,, es un A-epimorfismo escindido, de manera
que R, es un A-epimorfismo. Por el corolario 2.4.2, tenemos que h' es un A-
monomorfismo, por esta razén h; ., es un A-monomorfismo, y en consecuencia,
hi, .1 es un A-isomorfismo. Concluimos que T’ es smonic. O

K1

Lema 3.1.5. Consideremos una sucesion de Auslander-Reiten en A-mod

(h,T. . 5)t (', 7p)

rad P H{ @ ﬁ

0 —>rad P P/soc P —=0,

con M’ sin sumandos directos proyectivos no mulos y P un A-médulo proyec-
tivo indescomponible (ver 2.2), donde Homa(Q,I) en P es un A-mddulo
proyectivo indescomponible no simple. Si b es sirreducible, entonces B es
sirreducible.

Demostracion. Sea h un A-homomorfismo sirreducible y la sucesion exacta de
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Auslander-Reiten

0 0 0~ ) s
rad P ~~—~>rad Homy (Q, I) U I~ ) e
(Ps Ty 1) (hig> 1) (hig+1,idr)t
— ~ 9
MaP- ...W\;,Mi’o@HomA(ij)«Aﬁ;,Mi’O_H@IWg»OM...
(/"\L/,%ﬁ) (h;‘ouidHomA(Q,I)) (h7/;0+177r1)
P/soc P : Homy (Q, I) ~X I/soc ]~ ) s - -
0 0 0~ )
Tenemos, por el lema 2.1.14, lo siguiente
L= —hgo o h;,, (3.6)
T = _h{io—&—l o) hz‘0+1. (37)

De la ecuacién (3.7), se tiene que 7; es un A-epimorfismo. Por lo tanto A |

un A-epimorfismo. Ademaés, por el corolario 2.4.2, B es un K—monomorﬁsmo,
en consecuencia h; y hj ., son A-monomorfismos. Concluimos asi que hj
es un A-isomorfismo.

Dado que h es sirreducible, se tienen dos casos: h;, es irreducible y h;,4+1
es un A-monomorfismo escindido ¢ bien h;, es un A-epimorfismo escindido y
hi,+1 es irreducible.

Supongamos que h;, es irreducible y h;,4+1 es un A-monomorfismo escindido.
Dado que ¢ es irreducible, de la ecuacién (3.6), se sigue que h; es un A-
epimorfismo escindido. En consecuencia h; es un A-epimorfismo. De donde,
h;, es un A-isomorfismo; lo cual implica que 1’ es un A-isomorfismo. Esto
contradice el hecho que ' es irreducible.

Asi solo se dard el segundo caso, esto es, h;, es un A-epimorfismo escindido
y hi,41 es irreducible.

De la ecuacién (3.6), se tiene que h; es un A-epimorfismo escindido o
bien que h;, es un A-monomorfismo escindido. Si h; es un A-epimorfismo es-

cindido, se llega a la contradiccién anterior. Asi que h;, es un A-monomorfismo
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la categoria estable

escindido, y en consecuencia, h;, es un A-isomorfismo. Por lo tanto, de la
ecuacion (3.6), se sigue que hj es irreducible.

De lo anterior, tenemos que h;, es irreducible y h; ,, es un A-isomorfismo,
por lo tanto ' es sirreducible. O

3.2 Establemente smonic, establemente sepic
y establemente sirreducible en la categoria

estable

Definicién 3.2.1. Sea E M —— M un homomorfismo irreducible en A-

mod, con M Y M’ A-médulos sin sumandos directos proyectivos no nulos y M
o M’ indescomponible.

(a) Decimos que E establemente smonic, si h es smonic.
(b) Decimos que E establemente sepic, st h es sepic.
(¢) Decimos que /Q\ establemente sirreducible, si h es sirreducible.

Observacion 3.2.2. La buena definicion estd dada por el corolario 2.2.11.

Teorema 3.2.3. Sea E : M ——= M un homomorfismo irreducible en K—mod,

con M y M' A-mddulos sin sumandos directos proyectivos no nulos y M o M’
indescomponible. Entonces h tiene una y solo una de las siquientes formas

(i) N es establemente smonic;
(i1) R establemente sepic;
(111) I establemente sirreducible.

Demostracion. La demostracion se puede hacer de forma inmediata utilizando
la definicién 3.2.1 y el teorema 2.2.6. U
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3.3 Forma de los morfismos en un triangulo de

Auslander-Reiten

Los resultados presentados en el siguiente teorema, fueron probados en [16]
por E. Ribeiro, S. Fernandes y H.Giraldo para la categoria derivada.

~ ~/ ~1

Teorema 3.3.1. Sean M —2> M —2 M’ 2o Q' M un tridngulo de
Auslander-Reiten en A-mod y M, M’ y M" A-mddulos sin sumandos directos

proyectivos no nulos. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(i) Si E es establemente smonic, entonces E es establemente sepic.
(ii) Si E es establemente sepic, entonces E es establemente sirreducible.

(111) Si E es establemente sirreducible, entonces E es establemente smonic o
es establemente sirreducible.

Demostracion. Dado el tridangulo de Auslander-Reiten en A-mod

~ ~/ ~I
—

[y YNy Lo Sl Vi (3.8)

por el teorema 2.4.1, existe una sucesion de Auslander-Reiten de la siguiente

forma en A-mod

- (ha)

0 1 (ny,B)

M@P M"—0, (3.9)
con P un A-médulo proyectivo tal que, el triangulo inducido por la sucesiéon
exacta corta (3.9) es isomorfo al tridngulo de Auslander-Reiten (3.8) y A
es igual a ﬁ' salvo isomorfismo. Por lo tanto, basta probar las respectivas

~ 1
propiedades para h; .

(i) Supongamos que I es establemente smonic. De la definicién 3.2.1 (a),
se 51gue que h es smonic. En consecuencia, h es un A-monomorfismo
y P =0. En efecto, si P # 0, entonces P es un A-médulo proyectivo
1ndescompon1ble en consecuencia, por. el corolario 2.4.2 (i), se tiene que
h es un A- epimorfismo. Asi, h es un A- isomorfismo, contradiccién pues

h es irreducible (por el teorema 2.2.8) ya que Q es irreducible.
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3.3. Forma de los morfismos en un triangulo de Auslander-Reiten

(i)

Asi, tenemos que la sucesién de Auslander-Reiten (3.9) es de la forma

—~ ”{

0 M

T

Como h es smonic, por el lema 3.1.1 (i), se tiene que ﬁ’l es sepic; y por

la definicién 3.2.1 (b), se tiene que El es establemente sepic.

Supongamos que E es establemente sepic. Por la definicién 3.2.1(b), h
es sepic; de donde, hes un A- epimorfismo y P es indescomponible. En
efecto, si P= 0, la sucesién de Auslander-Reiten (3.9), se tiene que T es
un A—monomorﬁsmo de modo 0 que h h es un A-isomorfismo. Ademas, se
tiene que Q es irreducible con M y M M’ sin sumandos directos proyectivos
no nulos. Entonces, por el teorema 2.2.8, se concluye que 1 es irreducible,
esto contradice el hecho que h es un A-isomorfismo. Por lo tanto, la
sucesion de Auslander-Reiten (3.9) tiene la siguiente forma

(hT,,p) — =~ (W,7p) =~ ~
0—>rad P— Lt gp g p TR BP0

Dado que h es sepic, por el lema 3.1.2, tenemos que ﬁ’l es sirreducible.
Luego, por la definicién 3.2.1 (c), se concluye que h es establemente

sirreducible.

Supongamos que E es establemente sirreducible. Luego, por la definicién
3.2.1 (c), h es sirreducible.

- Si en la sucesiéon de Auslander-Reiten (3.9) se tiene que P = 0, la
sucesion (3.9) es de la siguiente forma

o~ A/

0 Ml 0.

Dado que % es sirreducible, por el lema 3.1.1 (ii), se tiene /fZ'l es sirre-

ducible; en consecuencia, h/ es establemente sirreducible.

- Si en la sucesién de Auslander-Reiten (3.9) se tiene P + 0, por el
teorema 2.4.1, tenemos que P es un A-médulo indescomponible y la

sucesion de Auslander-Reiten (3.9) es de la siguiente forma

~ h/L\ t /A

ﬁ/socﬁ—>0 .



Capitulo 3. Forma de los morfismos en las sucesiones y triangulos de
Auslander-Reiten

Dado que P es indescomponible, P tiene la siguiente forma
-~W\>OW\>HomA(Q,I)~%\>Iw~>Ow~>--~ ,

donde I es un A-mdédulo inyectivo indescomponible, Homy (@, I) es un
A-moédulo proyectivo indescomponible y las entradas no ceros estan en

las posiciones iy y ip + 1, respectivamente (ver [11, pag 62] ).

Si Homy (@, I) es un A-médulo proyectivo simple, entonces por el lema

3.1.4, tenemos h) es smonic, por esta razén, h) es establemente smonic.

Si Homy (@, I) un A-médulo proyectivo no simple, por el lema 3.1.5,
obtenemos que h) es sirreducible, de manera que h} es establemente
sirreducible. De los casos anteriores, concluimos que /f;’l es establemente

smonic o establemente sirreducible.

U

3.4 Carcaj de la algebra repetitiva

Sea Q = (Qo, Q1) un carcaj conexo. Dados p y p’ dos caminos en @), decimos
que p’ es un sub-camino de p si existen p; y p, caminos en () tales que
p = p1P'pa. El conjunto de todos los caminos de @ es denotado por Z(Q).
Una relacién cero o relacién monomial en () es una relacién (ver 4.4.1) de
la forma p donde p es un camino de longitud mayor o igual a 2 en @) (ver [18]).
Una relaciéon de conmutatividad es una relacién de la forma v — v donde
v y u son dos caminos diferentes de longitud mayor o igual a 2 que empiezan
y terminan en los mismos vértices.

Sean () un carcaj y p un conjunto de relaciones en @), las cuales son rela-
ciones monomiales o relaciones de conmutatividad. Dos caminos p; y ps en
@ son equivalentes si p; = p'up” y ps = p'vp”, donde v — u o bien u — v es
una relacién de conmutatividad en p. Esto genera una relacion de equivalencia
sobre Z(Q). La clase de equivalencia de p € Z(Q) es denotada por p. Un
camino p en @ se dice que es un camino en (@, p) si p no tiene sub-caminos
en p. Se puede ver que el conjunto {p | p es un camino en (@, p)} es una base

para kQQ/ < p >. Un camino a; - --«; de longitud mayor o igual a uno en
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3.5. Definicién del carcaj repetitivo (@, )

(@, p) se dice qu es maximal si Sa; -+ ; ¥y ap -+ q;0 son caminos ceros en
(@, p), para todo 8 con e(f) = s(a1); y para todo d, con e(a;) = s(d). Si
(o tiene un tunico vértice a y @)1 es vacio, diremos que el camino trivial 1,
es maximal. Se define .Z(Q,p) = {p | p es un camino maximal en (Q,p)}.
Decimos que (@, p) es localmente acotado si cada flecha en @) pertenece a

un camino maximal en (@, p).

3.5 Definicién del carcaj repetitivo (@, D)

Sean () un carcaj y p un conjunto de relaciones en @), las cuales son relaciones
cero o relaciones de conmutatividad tal que (@, p) es localmente acotado. Va-
mos a construir el carcaj repetitivo @ = (@0,@1) siguiendo los ideas y
definiciones en [18] de la siguiente forma.

Definicién 3.5.1. i) Para i € Z, tomamos una copia Q [i] de Q, definida
por: cada vértice a en Qy, define un vértice ali] en Q [i], para todo i € Z;
y cada flecha B : a — b en Q1, define una flecha B[i] : ali] —=0]i],
para todo i € 7.

i) Para todo p € M (Q,p), se define una flecha pli]:b[i] —=ali—1],
para todo i € Z, donde s(p) = a y e(p) = b. Estds flechas son llamadas
flechas de conexion.

El carcaj resultante es denotado por @ = (@0, @1) Note que @ depende de
@, y del conjunto de relaciones p.

Si p es un camino en Q, denotamos por pli] al correspondiente camino
en Qi]. Sea p = pips un camino mazimal en (Q,p). Decimos que
p2li]pli]p1[i — 1] es un camino completo en @ En lo que sigue, vamos

a definir p el conjunto de relaciones para el carcaj repetitivo Q:

(R1) sean p, p1 y ps caminos en Q. Si p € p (respectivamente p; — ps € p),
entonces pli| € p (respectivamente py [i] — p2 [i] € p); para todo i € Z;

(R2) sea p un camino el cual contiene una flecha de conexion. Sip no es un

sub-camino de un camino completo entonces p € p;
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Capitulo 3. Forma de los morfismos en las sucesiones y triangulos de
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(R3) sean p = pipaps Y ¢ = q1Geq3 caminos mazximales en (Q, p) con py = qa.

Entonces, psli]plilpi[i — 1] — g3 [i] q[i] ¢1 [i — 1] € p, para todo i € Z.

Observacion 3.5.2. Sea p un camino en (). Entonces la clase de equivalencia

_ A~

pli] depli] en P(Q) depende solo de p la clase de equivalencia de p en P(Q).

Asi, podemos denotar a pli| por pli], para todo i € Z.

Teorema 3.5.3. Sean () un carcaj finito, p un conjunto de relaciones para
Q las cuales son relaciones cero o relaciones de conmutatividad tal que (Q, p)
es localmente acotado. Entonces kQ/ < p > es la k-dlgebra repetitiva de

kQ/ < p>.
Demostracion. Ver [18, pag. 428]. O

Proposicion 3.5.4. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Entonces A es
gentil (ver [18, §4]) si, y solo si, A es especial biserial (ver [18, §4]).

Demostracion. Ver [18, pag. 429]. O

3.6 Ejemplos

Ejemplo 3.6.1. Sean @) el carcaj : :-L;<B—g vy A = k@ la k-dlgebra

hereditaria. Dado que A tiene dimension global menor o igual a 1, se sabe que
la categorfa derivada D°(A-mod) y A-mod son equivalentes como categorfas
trianguladas (ver teorema 2.2.3).

El carcaj de Auslander-Reiten de A-mod esta dada en la figura 3.1.

/M[ﬁa}
f2 s
f M[Oé]<—f—————f——M[5] )
M) <----- > M[h{— - —>M[]13]

Figura 3.1: El carcaj de Auslander-Reiten de A-mod.
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El carcaj ) tiene un tnico camino maximal m = fa. Por lo tanto, @ va
ha tener una tunica flecha de conexién %l : 1, —=3,_1, para cada ¢ € Z (ver
3.5.1 (ii)).

Por lo que el carcaj @ es:

El conjunto de relaciones en el carcaj repetitivo @) es
p= {@'%miﬁph Qim0 1, My P [0 € Z} :

De donde la k-algebra repetitiva es A= k@/i, el ideal 7 es generado por
p. Ademds A es especial biserial (ver proposiciéon 3.5.4), por lo tanto, los

A-médulos proyectivos-inyectivos indescomponibles estan dados por

o~

ﬁl- = M[miﬁi—lai—ﬂ, ]3% = M\[Oéi%iﬁi—l] yﬁ:ai = ]/\J[ﬁiai%i]-

k3

El carcaj de Auslander-Reiten de A-mod esté en la figura 3.2. En este carcaj
tenemos los cuatro casos del teorema 3.3.1.

Mlowi] < - ——— == — = M[Bja] == — — = — = — = M[mizp1fi] = — — — — — — — — = Mlag1fysq] < — — ——— —— — — M[Bis1ctis1]
\H/ \A[]/ \r J/ \[1/
Mla|<--------- MBl<---------- Mmq|<-----—---—-— Mo
MyJ<--------~ Mly]<--------~ Mlz)<-------—-—~ My, ,)<-—=---——=--M[ly,,]

Figura 3.2: El carcaj de Auslander-Reiten de la categoria estable



Capitulo 3. Forma de los morfismos en las sucesiones y triangulos de
Auslander-Reiten

(i) En la figura 3.2 tenemos el tridngulo de Auslander-Reiten

—~ o~ W 7

A~ h = h 17
M[1g] — M M| — M[1y,, ] —= Q" M[1s],

o~ -~/
en el cual se cumple que h es establemente smonic y A es establemente

sepic

M1, e ) e M [Lg] o O e -
h 0 idas(ag)

M{[i7i;41] e ML) 25 ML) s O nm
B idarfay) 0

ML,,,,] e M[1] ~mmm ) e )
B faof1

M{[B;1041] s M[Ba] = ) s ) -

(ii) Dado el tridngulo ]\/4\[(11%1] 2 ]\7[0@] b, ]\/4\[@-041-] Lo ]\//T[alﬁl]
de Auslander-Reiten, se tiene que E es establemente sepic y E es estable-

mente sirreducible

M o] s e Ma] ~Lom M[1] m 0 e - -
h idps(a) 0
Mlai] e M ] ~mnm O s 0~
B fa 0
]\/4\[@041‘] oo M[fa] ~mns ) = ) e -
' foofs
M(13,] covmrm M[1g,] ~mn 0 s ) i

Note que el A-homomorfismo f5 es irreducible, ver figura 3.1.

(iii) El tridngulo de Auslander-Reiten

— o~ W 7 —

h — h
M[1y,] — Mo;] — M[1y,] — Q7' M[14],
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~ -~/
satisface que h es establemente sirreducible y h es establemente sirre-

ducible

M[1,] s 0 s M 1]~ ) o - -

h h
Moy e ) ~rm M [] e

i s
M[1,] e () o M) o O e

i .
M[ﬁiﬂﬁi] s M[1] ~me M[B] im0 -

Los A-homomorfismos f; , f3y fi son irreducibles, ver figura 3.1.

(iv) En el tridngulo de Auslander-Reiten

~I

M [Biai] 2 (8] — 2 W11 8] — 01 M [Bicu,

~ ~/
tenemos que h es establemente sirreducible y h es establemente smonic

]\A/[[ﬂioéi] oo () s M [fa] ~m ) s -
h fs
M(8] e ) ~mmim M ] o 0 -
b id g
Mmi15] "'WM[]M]JE»M[B]MOM---
n" idaray)

donde el A-homomorfismo f5 es irreducible ver figura 3.1.

Ejemplo 3.6.2. Sea A = kQ/Z la k-dlgebra de dimensién finita como k-

b

espacio vectorial, donde el carcaj () esta dada por Q:= « C e~ e y

[

o1



Capitulo 3. Forma de los morfismos en las sucesiones y triangulos de
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el ideal Z es generado por p = {a? bc,cb}. Note que A es una k-algebra de
dimensién global infinita, pues M|[b] tiene dimensién proyectiva infinita. El
camino maximal en (Q,p) es m = cab. Por la definicién 3.5.1 (ii) tenemos,
para cada ¢ € 7Z, la flecha de conexién m; : 2; —=2;_1 . Por lo tanto el carcaj

repetitivo @ es

Para calcular los caminos completos en (), vamos a utilizar la definicién 3.5.1.

(i) Para m = c o ab, lo cual implica que ~; = a;b;m;c;_; es un camino
completo en Q).

(ii) Para la descomposicién m = ca o b, se tiene que (; = b;m;c;_1a;_1 €s un
camino completo en Q).

(iii) Dado que m = 15 o cab, un camino completo en Q) es 1; = ¢;a;b;m;.

(iv) Para la descomposicién m = cab o 1o, se tiene el camino completo x; =

m;ci—1a;-1b;—1 en Q.
El conjunto de relaciones p en @ esta dado por:
(i) Para todo i € Z, se tiene a?, bic;, c;b; € p.

(i) Para todo i € Z, se tiene que a1, ¢vi, @iCis ANifis Cibio1, i1,
NiCi—1, biXi, XiMi—1 € P.
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(iii) Para todo i € Z, se tienen las relaciones de conmutatividad ~; — ¢;, 1; —
Xi €EpenqQ.

Sea I =< p >y A= k@/f Ja cual es una k-algebra especial biserial

(ver proposicién 3.5.4). Las series radicales de los A-médulos proyectivos e

inyectivos indescomponibles estan dadas por:

M[ﬂli] M[ﬂ%‘]
N N
M[]llz] M[]l%] M[]llz] M[:H‘2z—1]
R R i R R 4
Pﬂlz‘ M[121] M[12i71] Pﬂzi M[]lli] M[ﬂlz,l]
vy T
M[]121—1] M[:H‘li—l] M[HZ] M[ﬂlz 1]
N Y NV
M[]lli—l} M[]12171]

Sean d; = aibiﬁi y e = dib,f_ll. Una componente del carcaj de Auslander-
Reiten estable de A-mod es la figura 3.3.
En la categoria estable A-mod solamente se dan dos casos del teorema 3.3.1,

estos dos casos se logran ver en la componente estable dada en la figura 3.3.
. . — L= B o PN
(i) En el tridngulo M|[d;] — M|e;d; 1] — M|[d; 1] —= Q' M[d;] de
Auslander-Reiten se tiene que E es establemente irreducible y E es es-
tablemente irreducible. Reemplazando d; y e; en el tridngulo anterior, el

triangulo de Auslander-Reiten tiene la siguiente forma

Mla;bim) : o M[ab] ~Lm M [1y] ~mmmim ) ~nmmm
h idrfas) hit 0
Masbiib ai abiaiis 1]~ Mlab] ~L> Mb~tab] 255 M[1Ly] ~
R 0 hipy idar(1,)
Ma;—1bi 1] : i ) ~mmmmim M [ab] ~~m ML) ~~>
n’ 0 R\ 0
Mtcirai] : i M [1o] ~~m M [ca] ~mmmm O ~mmsn |
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Los A-homomorfismos h;1q y b, son homomorfismos canénicos. Por lo
tanto de la proposicién 4.8.3 tenemos que son irreducibles.

(ii) En el tridngulo de Auslander-Reiten

~/ ~/ ~11

M\[Gidi—l] L ]/W\[di—l] % M\[eiei—ldi—z] —E> M\[ei—ldi—z] —h> Q! M\[eidz’—l],

o~ -~/
se tiene h es establemente smonic y A es establemente sepic

O—-\./-\./-W\.;,

~~—~> M[ab] M([b=tab] M([1,]
idps{ap) (idprp—145),0)* (idpr[14]50)* 0

~~—> M[ab] ~~—~= M [b~ ab] & M [ab] ~~= M 1] & M[b~ ab] ~~= M[1y] ~—=

0 (0,1d pr(ap)) (0,1d prpp—14p7) idaray)

e 0 Mlab] M[b~"ab] M{[ly] ~—r
0 W W 0
~~= M [1,] mlcac™! M |cal 0~~~

o4



3.6. Ejemplos

"POW-Y 9p 9[qeIse U}y -Iepur[sny op [eores [op ojueuoduiod vu( :¢'¢ eINSI

m swum 19Ty w &)\ \\\\\\\\\\\\ N NEH NU«MH‘IM N< \\\\\\\\\\\\ > T 2 sm.H‘INN‘IU N<
[etpe—ral—1a] DN \\\\\\\\\\\\\\ > [c'p1—tata)] SN \\\\\\\\\\\\\\ > [1=*praT+ia] Sﬂ \\\\\\\\\\\\\\ > [fpTHiattia] W
[etpt— JC,N \\\\\\\\\\\\\\\ > [1='p*a] 2 \\\\\\\\\\\\\\\\ > [p1+ta] W
e e 2 = [l
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Ejemplo 3.6.3. Sea @ el carcaj

Q

5

>
NY )
lu
—e<—NO<— WO

Sean p = {af,\?}, T el ideal generado por p y A = kQ/Z, la cual es una
k-algebra gentil de dimensién global infinita, pues la dimensién proyectiva de
M(6] es infinita. Los caminos maximales en (@, p) son .4 = {a,)\_ﬁe}. Para

@, por la definicién 3.5.1 (ii), tenemos la flecha de conexién @; : s>y
1 1—1

para ¢ = AS0 tenemos la flecha de conexién EZ e ——> o . Asi el carcaj @

% i—1

tiene la siguiente forma.

>
&

IS
- 7
S
|
_

rfe<—Ne<—— %o

Lita

Ahora, veamos cuales son los caminos completos en @\
(i) Para a = a0 1y, lo cual implica que 7; = Qi1 €s un camino completo
en Q.
(ii) Para a = 13 0 a, se tiene que (; = Ozﬁi es un camino completo en Q\
(iii) Para ¢ = Ao 86, un camino completo en @ es n; = ﬁﬁi@)\i,l.

(iv) El camino maximal ¢ = AfS o # induce el camino completo y; =
0;q;\i—18i—1 en Q.
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(v) Para ¢ = 14 0 A0, se tiene el camino completo §; = Aiﬁiﬁﬁi en @

(vi) Dado ¢ = A3 o 11, tenemos que k; = /G\i)\i,lﬁi,lﬁi,l es un camino com-
pleto en Q.

El conjunto de relaciones, p en @, esta dado por:
(i) Para todo i € Z, se tiene ;0;, \? € p.

(ii) Para todo i € Z, se tiene B, G;Bi-1, i, Vi1, Nty MiBio1, Xibio1,
Ki;_1 € P.

(iii) Para todo i € Z, se tienen las relaciones de conmutatividad n; — &;, v —
Xi € pen Q.

Sean | =< p>y A= ]k@/f, la cual es una k-algebra especial biserial ver
proposicién 3.5.4 y A-mod es una categoria de Frobenius.

Las series radicales de los A-médulos proyectivos e inyectivos indescom-
ponibles estan dadas por.

ML, ML) MLy

_ ¥ _ L

M1y, |] M14,] \ M|13,] M1y, M1y,
o o R R R R
P, = M[ly,_,] Py, = M[ly,_,] M[l;_,] P, =M][1y)] Py, =M[1,,] M]1y,]

\ } }

ML, ,] MLy, ] / MLs,_,] ML, Ml

., > N v

]w[]llz—ll J\/[[]l%—J JW[LH—J

Una componente del carcaj de Auslander-Reiten de A-mod se puede ver en la
figura 3.4.
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Veamos que los siguientes triangulos de Auslander-Reiten tienen las formas
dada en el teorema 3.3.1.

(i) En el tridangulo

~/ ~I

M08 2 ME] © M6 2 M[1,,] 2= Q' M[9'a],

~ ~/
se tiene que h es establemente smonic y h es establemente sepic

M0 'a;) - e () M)~~~ M[15] ~m - -
El (idpspe), 0)" idprig)
M@ ® M6 - oo s M[0] & M1 2% M1~
Ell (0,idprry)
M[1y,] : o= ) M[1,] 0 e - - -
|
Q' M0 'q) - e mmm ML) ~om MABA™Y] ~mmmim 0 i - -

Tenemos queM[f] es un A-médulo proyectivo indescomponible.  Por
lo tanto Q @, M[0] = M[A\Ba™!] es un A-médulo inyectivo indescom-
ponible, asi el A-homomorfismo f;: Q @ M[] — M[13] es el A-
homomorfismo candnico de M[\Sa~!] para M|13].

~/ ~I

(i) En el tridngulo M[@;] —2> M|[1,] 2~ M[oi] -2~ Q' M[G@i] , se tiene

~ -~/
que h es establemente sepic y h es establemente sirreducible

M@ - e i )~ M [1g] ~nmim M [15] ~nmim ) o -+
h idps(1,) 0

MI1,,] : et 0 oo M 1] e 0 oo ) e - - -
P "

M[Oél] "'W‘;’O'\WM[OC]MOWOWW--'
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donde h; : M[ly] — M|a] es un A-homomorfismo canénico. Por lo
tanto, por la proposiciéon 4.8.3, se tiene que h;, es un A-homomorfismo

irreducible.

(iii) En el tridngulo

—~ ~11

MBI~ MING] MG B — 07 MINBI6]

o~ -~/
se tiene que h es establemente sirreducible y h es establemente smonic

MIN;B;0;] : s )~ )~ MABO] ~rmim O e -
b hig+1
M[XiBi] - v () s )~ MAB] e O s - -
B 0 idariag)
MG NBi) e () e M[14] ~oem MAB] o ) e - - -
”
Q~ MNBio] - 0~~~ 0~~~ M 1] 0 ~m ) e « + -

donde hj 41 @ M[ABO)— M[AG] es el A-homomorfismo candnico.
Por lo tanto, por la proposicion 4.8.3, se tiene que h;+1 es un A-

homomorfismo irreducible.

~I

(iv) En el tridngulo M][1y,] L M0 q;] L M[a;] eS| MIL,,], se

o~ -~/
tiene que h es establemente sirreducible y h es establemente sirreducible

M(1,,] : co s ) s M (1]~ 0 s O s
h ey
MO7'E] s 0 M) ~om M[1g] o 0 s - -
B n ey,
M) - s~ 0~ ML)~ ML) ~m O -+
Q' M[1y,] : 0~ M[1] ~~= M[(AB) ']~ 0 s O oo - -
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donde  hy, : M[1))—=M[0] vy B : M[#]—=M[15] son A-

homomorfismos canénicos. Asi, por la proposiciéon 4.8.3, tenemos

que son A-homomorfismos irreducibles.
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Capitulo 3. Forma de los morfismos en las sucesiones y triangulos de
Auslander-Reiten
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Apéndice

4.1 Algebra basica

Definicién 4.1.1. Sean k un cuerpo y A una k-dlgebra de dimension finita.
Decimos que A es bdsica, si A = P, @ --- ® P, como A-mddulo a izquierda,
donde los P; son A-mddulos proyectivos a izquierda indescomponibles no iso-
morfos dos a dos. Si k es algebraicamente cerrado, se sabe que A es bdsica
si, y solamente si, todo A-mddulo simple tiene dimension uno como k-espacio
vectorial.

Teorema 4.1.2. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Dos k-dlgebras

bdsicas son isomorfas si y solamente si son Morita equivalentes [8].
Demostracion. Ver [8, Lema 1.2.6]. O

Teorema 4.1.3. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Si A es una k-
dlgebra de dimension finita, entonces existe una unica k-dlgebra bdsica Ay
(salvo isomorfismo) tal que A y Ay son morita equivalentes. Al dlgebra Ag

se le conoce como la dlgebra badsica de A.

Demostracion. Ver [8, Cor. 1.2.7]. O

4.2 Carcaj y representaciones

Definicién 4.2.1. (i) Un carcaj es un grafo dirigido Q = (Qo, @1, s,€),
donde Qg es el conjunto de vértices, Q1 es el conjunto de flechas, y s, e
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son funciones de QQ1 en Qo definidas de la siguiente manera: para toda
fecha a € Q, s(a) es el vértice donde comienza la fecha o y e(a) es el

vértice donde termina la fecha «.

(11) Supongamos que Q@ = (Qo,Q1,5s,€) es un carcaj y k un cuerpo. Una
representacion v del carcaj @ sobre k esta dada por (Vy, ¢)veq,, donde
para cada vértice v € Qg tenemos el k-espacio vectorial V, y para una

fecha v—"=u , existe ¢, : V, — Vi, una transformacion lineal.

Sean v = (Viy, du)veq, ¥y V' = (V),d))veq, dos representaciones de )
sobre k. Un morfismo n : v — V' es definido por n = (ny)veq,, donde
Ny : Vi, = V! es una transformacion k-lineal tal que, para cada fecha
v —2>u , emiste un diagrama conmutativo

V,— v,

Nv L l Nu

esto es, My © ¢q = P, 0n,. Denotamos por Repp(Q) la a categoria de
todas las representaciones de @) sobre k.

4.3 Algebra de caminos de un carcaj

Definicién 4.3.1. Sea Q = (Qo, @1, 5s,€) un carcaj y sean v,u € Q. Un
camino de longitud | > 1 de v en u es de la forma (v|ag - - qylu), con «,
fechas en Q1 satisfaciendo e(a,.) = s(a11) para todo r € {1,2,3,--- 1 —1}.
También se define, para cada vértice v € Qq, un camino de longitud cero (de v
en v) el cual se le dice camino trivial y es denotado por 1,. Un camino de
longitud | > 0 es llamado un ciclo si es de la forma (v|ay - - - oylv), es decir,
empieza y termina en el mismo vértice, un ciclo de longitud 1 es llamado lazo.
Un carcaj es aciclico si no tiene ciclos.

La k-dlgebra de caminos k@ de Q) es definida como el k-espacio vec-
torial, con base el conjunto de todos los caminos en (). El producto de dos

caminos es la yuztaposicion de ellos, si existe, y cero en cualquier otro caso.
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De esta manera, obtenemos una k-dlgebra asociativa, la cual tiene una identi-

dad si, y solamente si, Qy es finito. Si Qg es finito, el elemento identidad esta

dado por Y 1,.
veQo
Notemos que la k-dlgebra de caminos k@ es de dimension finita sobre k si,

y solamente si, Qg es finito y no tiene ciclos. Denotamos por J el ideal de k@)
generado por todas las fechas en Q). Entonces J" es el ideal de kQ) generado
por todos los caminos de longitud mayor o igual a n. Denotamos por k@)-mod

a la categoria de todos los kQ-maodulos finitamente generados.

Definicién 4.3.2. Sean Q = (Qo, @1, s,€) un carcaj finito y A = kQ e Z un
ideal bilatero de A. Decimos que I es un tdeal admisible si existe m € 7
mayor o igual a dos tal que

JTCITCJ?

4.4 Carcaj con relaciones
Definicién 4.4.1. Sean Q = (Qo, @1, s,€) un carcaj y k un cuerpo.

(i) Sean v,u € Qo. Una relacion 0 sobre Q) es un elemento 6 = > c,w €
kQ, donde los w son caminos en @) de longitud mayor o igual a 2 tales
que s(w) =v yt(w) =u y ¢, € k. Si {6}, es un conjunto de relaciones
sobre @, entonces (Q,{6,},) es llamado Carcaj con relaciones.

(i) Siw = (v|ag, - ,qq|u) es un camino en Q y v = (V,, ¢o) es una repre-
sentacion de () sobre k, entonces w actiua sobre v via la transformacion
lineal w(V) = ¢o, © -+ 0 Po,. En general, para una relacion p =Y c,w,

donde ¢, € k y cada w,, es un camino en Q, definimos p(v) =Y cyw,(v).

(11t) Dado un carcaj con relaciones (Q,{6:},) y una representacion v =
(Vi, o) de Q sobre k, v es una representacion de (Q,{0.},) si para todo
t se tiene que 0,(v) = 0. Denotamos por Repe(Q,{0:},) a la categoria de
todas las representaciones del carcaj con relaciones (Q,{6:},) sobre k.

Teorema 4.4.2. Sean Q) = (Qo, Q1,s,¢e) un carcaj, k un cuerpo y (Q,{0.},)

el carcaj con relaciones.
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(i) Las categorias Repy(Q) y kQ-mddulos son equivalentes.

(ii) Las categorias Repe(Q,{0:},) y kQ/Z-mod son equivalentes, donde T es
el ideal de kQ generado por {6,},.

Demostracion. Ver [3, Teorema. I11.1.5, Proposicién. II1.1.7]. O

Teorema 4.4.3 (Gabriel). Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. En-
tonces, toda k-dlgebra bdsica de dimension finita es de la forma kQ/Z, para
un 1inico carcaj Q vy algin ideal T tal que J* C I C J? con n > 2.

Demostracion. Ver [3, Corolario. 111.1.10]. O

4.5 Sucesiones de Auslander-Reiten y carcaj

de Auslander-Reiten
Sea A una k-algebra de dimension finita sobre un cuerpo k.

Definicién 4.5.1. Una sucesion exacta corta
0 Mt 2N 0 mno escindida de A-modulos finitamente

generados, con M y N indescomponibles, es una sucesion de Auslander-

Reiten si para todo A-mddulo M’ finitamente generado vy para todo
A-homomorfismo h: M ——= M’ , el cual no es monomorfismo escindido,
existe un A-homomorfismo h' : L—— M" tal que h' o f = h.

Teorema 4.5.2. (i) Si N es un A-mddulo indescomponible no proyectivo,

entonces existe una sucesion de Auslander-Reiten terminando en N.

(11) Si M es un A-mddulo indescomponible no inyectivo, entonces existe una

sucesion de Auslander-Reiten empezando en M.

Demostracion. Ver [3, Teorema. V.1.15]. O

!

Definicién 4.5.3. S7 0 M L-Y2-N 0 es una sucesion de

Auslander-Reiten, se define TN = M y decimos que TN es el trasladado

de Auslander de N. De manera similar, se define 7'M = N.
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Teorema 4.5.4. Si la k-dlgebra A es simétrica, entonces T N = Q> N como
A-mddulo.

Demostracion. Ver [3, Teorema, V.1.15 y Proposicién 1V.3.8]. 0

f

Teorema 4.5.5. Sea 0 M L—2~N 0 wna sucesion de

Auslander-Reiten.

(i) Los A-homomorfismos irreducibles, empezando en M son de la forma

f'iM——=1L" donde L' es un sumando directo de L diferente de cero,
estoes, L=L ®L"y f=(f,f"", para algin f": M —=1L".

(ii) Los A-homomorfismos irreducibles, terminando en N son de la forma

g : L' ——= N donde L' es un sumando directo de L diferente de cero,

es decir, L=L @& L" yg=(d,9"), para algin ¢":L"—— N .
Demostracion. Ver [3, Teorema 5.3]. O

Definicién 4.5.6. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. el carcaj
de Auslander-Reiten de A denotado por T'(A), se define como el carcaj
cuyos vértices son las clases de isomorfismos de los A-mddulos indescom-
ponibles, ademds, el nimero de fechas [M]| — [N]| en T'(A) es igual a la
dimension como k-espacio vectorial de los homomorfismo irreducibles de M
para N. Mas precisamente, si N es un A-mddulo indescomponible no proyec-
tivo, la k-dimension del espacio de los homomorfismos irreducibles de M

para N es iqual a la multiplicidad de M como sumando directo de E, donde

0 TN E N 0 es la sucesion de Auslander-Reiten termi-
nando en N. Del mismo modo, si M es indescomponible no inyectivo, en-
tonces la k-dimension del espacio de los homomorfismos irreducibles de M

para N es igual a la multiplicidad de N como sumando directo de E', donde

0 M E’ TV M ——=0 es la sucesion de Auslander-Reiten em-
pezando en M.

Si N es proyectivo indescomponible, entonces la k-dimension del espacio
de los homomorfismos irreducibles de M para N es igual a la multiplicidad de
M como un sumando directo de rad N. Si M es inyectivo indescomponible,

entonces la k-dimension del espacio de homomorfismos irreducibles de M para
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N es igual a la multiplicidad de N como un sumando directo de M /soc M.
El carcaj de Auslander-Reiten estable denotada por I's(A) es obtenida de I'(A)
removiendo todos los A-mdédulos proyectivos P, todos los A-mddulos inyectivos
I y para todo i € Z* U {0}, [r7" P] y [t"I] y todas las fechas adyacentes. En
particular, cuando la k-dlgebra sea auto-inyectiva, removemos solo los vértices
[P] para P proyectivo y las fechas adyacentes.

4.6 Algebra especial biserial
Sean k un cuerpo algebraicamente y A una k-dlgebra de dimensién finita.

Definicién 4.6.1. La k-dlgebra A es especial biserial si es una k-dlgebra
basica de la forma A = kQ/Z, donde Q) es un carcaj finito y I es un ideal

admisible (ver definicion 4.3.2). El cual cumple las siguientes condiciones:

(S1) Para todo vértice v € Qg existen a lo sumo dos fechas empezando en v y

ezxisten a lo sumo dos fechas terminando en v.

(S2) Para toda fecha 5 € Q1 existe a lo sumo una fecha 6 € Q1 con s(5) = e(d)
tal que 0p ¢ T y existe a lo sumo una fecha o € Q1 e(f) = s(«) tal que

Pa ¢ T.

Definicién 4.6.2. Sea A = kQ/Z una k-dlgebra especial biserial. Decimos
que A es una dlgebra de cadena, si el ideal T es generado por relaciones

cero de longitud mayor o igual a 2.

Definicién 4.6.3. Sea A = kQ/Z una k-dlgebra de cadena. Decimos que A

es gentil si cumple las siguientes condiciones.

(G1) Elideal T es generado por relaciones ceros de longitud dos.

(G2) Para toda fecha 5 € Q1 existe a lo sumo una fecha o € Q1 con s(5) = e(0)
tal que 68 € T y existe a lo sumo una fecha o € Qq e(f) = s(«) tal que
Bael.
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4.7 Modulos cadena

Definicién 4.7.1. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y A = kQ/Z
una k-algebra de cadena bdsica.

(i) Dada 3 una fecha en Q, denotamos por 7! la fecha inversa de (3, donde
S(571) = e(B) y e(B) = 5(8) y escribimos (57) = . Una pa-
labra de longitud n > 1 es una secuencia wy - - - w,, donde los w; son
fechas o fechas inversas donde s(w;y1) = e(w;) para todo 1 < i <n—1,
s(wy -+ wy) = s(wy) ye(wy - -wy,) =e(w,). Se define la inversa de una

palabra de la siguiente forma (wy -+ w,) ™t =w - wit.

Una rotacion de una palabra w = wi---w, es una palabra
Wiy - - wpwy - w; para 1 <1< n. Stv es un vértice de Q, se define la
palabra vacia 1, de longitud cero con e(1,) = t(1,) = v y (1,)~! = 1,.
En el conjunto de todas las palabras definimos la relacion de equivalencia

~, la cual identifica w con w1,

(i1) Una cadena es un representante w, de una clase de equivalencia bajo la
relacion ~, donde w = 1, para v un vértice de Q) o w = wy ---w, con
n>1yw # w;rll para todo v = 1,2,--- .n—1 y los sub-caminos de w
0 los inversos de sub-caminos no estin en L.

Definicién 4.7.2. Para cada cadena w, definimos al A—mddulo Mw], el cual
llamamos mdédulo cadena. Sea w = w; - - - w, una cadena de longitud n > 0.
Definamos la siguiente funcion t : {0,1,--- . n} = Qo dada por:

s(wy), six =0,

e(wg), six#0.
Para u € Qq, definamos Z,, = {x € {0,1,2,...,n} /t(x) = u}. De esta forma
definimos M[w| = (M,,¢s) donde M, = & K, y cada K, es un k-espacio

xEZv

vectorial de dimension 1. Para una flecha 8 € Q1, definimos ¢g : Mgy —
Mgy como una matriz de |Los)| X |Lsp)|, con entradas dadas por:

1 sig=i+1yw; =0,
(0g)ij=41 sii=j+1yw =B,

0  en cualquier otro caso.

69



Capitulo 4. Apéndice

4.8 (Garfio y co-garfio

Definicién 4.8.1. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado, A = kQ /T una

k-algebra de cadena bdasica y w una cadena.

(i)

(ii)

(iii)

(i)

(v)

Decimos que w comienza en una cumbre si no existe a € Q1 tal que
wa es cadena.

Decimos que w comienza en un abismo si no existe a € ()1 tal que

wa™ es cadena.

Decimos que w termina en un abismo si no existe a € QQq tal que
aw es cadena.

Decimos que w termina en una cumbre si no exviste a € Q1 tal que
a~lw es cadena.

Supongamos que w = wy ---w,. Diremos que w es una cadena directa
si todos los w; son fechas, es una cadena inversa si todos los w; ' son
fechas. Decimos que w es una cadena maximal directa si es una cadena

directa y para todo fecha o en ) se tiene aw € I.

Definicién 4.8.2. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado, A = kQ/Z una

k-dlgebra de cadena basica y w una cadena.

(i)

(ii)

(iii)

Supongamos que w mo comienza en una cumbre, que existe una fecha
G en Q tal que wB es una cadena. Entonces existe una unica cadena
mazimal directa D tal que w, = wBD™! es una cadena comenzando en

un abismo. wy es llamado garfio a derecha de w.

Supongamos w no termina en una cumbre, que existe una fecha [ en Q)
tal que B~w es una cadena. Entonces existe una unica cadena mazimal
directa D tal que yw = DB~ w es una cadena terminando en un abismo.
rw es llamado garfio a izquierda de w.

Supongamos que w mo comienza en un abismo,que existe una fecha

L es una cadena. Entonces existe una iunica cadena

en @ tal que wy~
mazimal directa D tal que w, = wy~'D es una cadena empezando en un

cumbre. w,. es llamado co-garfio a derecha de w.
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(iv) Supongamos que w no comienza en un abismo, que existe una fecha f en
Q tal que Pw es una cadena. Entonces existe una unica cadena maximal
directa tal que .w = D™ 'Bw es una cadena terminando en una cumbre.

w es llamado co-garfio a izquierda de w.

Proposiciéon 4.8.3. Si A = kQ/Z una k-dlgebra de cadena bdsica y w
una cadena, entonces los A-homomorfismos candnicos M[w] — Mwy]

M[w] — M[w]: M[w] — M[w] ¥ M.w] —> M[w] son wrreducibles.

Demostracion. Ver [6, Lemas en las pag. 166, 168 y 169]. O
A continuacion, vamos a determinar las sucesiones de Auslander-Reiten
que contienen médulos cadena. En primer lugar consideraremos aquellas con

un solo término en el medio.

Definicién 4.8.4. Definamos las siguientes sucesiones exactas, que llamare-

mos sucesiones exactas canonicas:

(i) Para toda fecha § en Q, existen C' y D cadenas mazimales directas tales
que B = C7YD~! comienza en un abismo y termina en una cumbre,
N(8) = M|[B] es indescomponible ver [0, pdg. 170], U(6) = M[C™'],

V(6) = M[D™'] y la siguiente sucesion exacta corta

0 U(d) N(9) V() 0
es una sucesion de Auslander-Reiten.

Supongamos que w es una cadena tal que M[w] no es un A-mddulo inyectivo
y para todo fecha § en Q se cumple que M[w] no es isomorfo a U(J).

(ii) Supongamos que w es una cadena que no comienza y no termina en
cumbre. Entonces pw, wy y pwy estdn definidos. Tenemos la sucesion
exacta corta

0 —> M[w] —— M[pw] ® M[wp] —— M[,wp] — 0.

(#ii) Supongamos que w es una cadena que no comienza en cumbre pero ter-
mina en cumbre, asi wy, estd definida. Dado que w no es inversa( de otra

forma Mw] es de la forma U(9)), entonces podemos escribir a w =. D
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para alguna cadena D que no comienza en cumbre. Asi también esta

definido Dy, y existe la siguiente sucesion exacta corta

(iv) Supongamos que w comienza en una cumbre, pero no termina en una
cumbre. Similarmente podemos escribir w = D, para alguna cadena D,

tenemos la siguiente sucesion exacta corta
0 —— M[w]—— M[w] & M[D] —— M[,D] — 0.

(v) Supongamos que w comienza y termina en una cumbre. Dado que M [w]
no es inyectivo, w no es de la forma w = wiwse con wy inverso y wy di-
recto, esto es, w es de la forma w =. D, para alguna cadena D. Tenemos

la sucesion exacta
0 —— Mw|—— M[D., ® M[.D] —— M[D]— 0

Teorema 4.8.5. Las sucesiones ezxactas candnicas son las sucesiones de

Auslander-Reiten conteniendo los mddulos cadena.

Demostracion. Ver [6, pag. 172]. O
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