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3.4 Carcaj de la álgebra repetitiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.5 Definición del carcaj repetitivo (Q̂, ρ̂) . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.6 Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

v
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4.3 Álgebra de caminos de un carcaj . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.4 Carcaj con relaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.5 Sucesiones de Auslander-Reiten y carcaj de Auslander-Reiten . 66
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éxito mis metas propuestas.

Agradezco a mi esposa Falconery León y a mis padres José Iván y Maŕıa
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Resumen

Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado, Λ una k-álgebra de dimensión

finita y Λ̂ la álgebra repetitiva de Λ. Para Λ̂-mod, la categoŕıa estable de

los Λ̂-módulos finitamente generados, probamos que un morfismo irreducible

dado tiene una y solo una de las siguientes tres formas canónicas: (i) to-

dos los homomorfismos componentes son monomorfismos escindidos; (ii) to-

dos son epimorfismos escindidos; (iii) existe exactamente un homomorfismo

componente irreducible. Utilizamos este hecho para describir la forma de los

triángulos de Auslander-Reiten en Λ̂-mod. Demostramos que un triángulo de

Auslander-Reiten en Λ̂-mod es inducido por una sucesión de Auslander-Reiten

en la categoŕıa de los Λ̂-módulos (a izquierda) finitamente generado.
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Introducción

Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y Λ una k-álgebra de dimensión

finita. Denotamos por Λ-mod a la categoŕıa abeliana de los Λ-módulos a

izquierda finitamente generados, y por Db(Λ-mod) a la categoŕıa derivada aco-

tada de Λ, la cual es una categoŕıa triangulada [19]. Sea Λ̂ la k-álgebra repe-

titiva de Λ (ver §2.1), denotamos por Λ̂-mod a la categoŕıa abeliana de los

Λ̂-módulos a izquierda finitamente generados y por Λ̂-mod su categoŕıa es-

table. Se sigue de [11, Chap. II, §2.2] que Λ̂-mod también es una categoŕıa

triangulada. Debido a un resultado fundamental de D. Happel, existe un

funtor exacto, fiel y pleno µ : Db(Λ-mod) → Λ̂-mod, entre categoŕıas trian-

guladas, tal que µ extiende al funtor identidad sobre Λ-mod, donde Λ-mod

es embebido en Db(Λ-mod) (respectivamente en Λ̂-mod) como complejos (re-

spectivamente módulos) concentrados en el grado cero. Más aun, µ es una

equivalencia si, y solamente si, Λ tiene dimensión global finita [12, §2.3]. Este

resultado sirve para describir los objetos indescomponibles y los correspon-

dientes morfismos en Db(Λ-mod) v́ıa Λ̂-mod. Sin embargo, este funtor µ es

bastante dif́ıcil de describirlo expĺıcitamente (ver [4]). En [13], D. Happel, B.

Keller y I. Reiten investigaron la relación entre Db(Λ-mod) y Λ̂-mod desde

varios puntos de vista, para álgebras de dimensión global infinita. Por otro

lado, fue probado por D. Hughes y J. Waschbüsch en [14, §2.5] que Λ̂-mod

tiene sucesiones de Auslander-Reiten y por D. Happel en [11] que Λ̂-mod tiene

triángulos de Auslander-Reiten.

Por lo tanto, es una tarea natural investigar el comportamiento de las suce-

siones y triángulos de Auslander-Reiten que involucran Λ̂-módulos a izquierda

finitamente generados, lo que a su vez se eleva a investigar el comportamiento

de los homomorfismos irreducibles entre los Λ̂-módulos izquierda. Esta inves-
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Introducción

tigación se abordó en un entorno más general para categoŕıas aditivas por M.

J. Souto Salorio y R. Bautista en [5, §2].

Recientemente H. Giraldo investigó en [9] el comportamiento de los homo-

morfismos irreducibles entre objetos en Λ̂-mod. Esta investigación fue moti-

vada por un trabajo hecho entre H. Giraldo junto con H. Merklen sobre el com-

portamiento de los homomorfismos irreducibles entre objetos en Db(Λ-mod)

(ver [10]), el cual ha sido utilizado recientemente por E. Ribeiro Alvares, S.

M. Fernandes y H. Giraldo en [16] para investigar la forma de los triángulos

de Auslander-Reiten en Db(Λ-mod).

El objetivo de esta tesis es investigar la forma de los triángulos de

Auslander-Reiten en Λ̂-mod y demostrar que el resultado principal en [16]

también vale en la categoŕıa Λ̂-mod. Nuestra principal motivación es que

los objetos y los homomorfismo en Λ̂-mod son más fáciles de entender que

en Db(Λ-mod). Nuestros principales resultados son el teorema 3.2.3, el cual

extiende el teorema 26 en [9] para Λ̂-mod, y el teorema 3.3.1, el cual ex-

tiende el teorema principal de [16, §4.1] para Λ̂-mod. En el teorema 3.2.3,

probamos que un homomorfismo irreducible en Λ̂-mod tiene una y solo una

de las siguientes tres formas canónicas: (i) todos los homomorfismos compo-

nentes son monomorfismos escindidos; (ii) todos los homomorfismos compo-

nentes son epimorfismos escindidos; (iii) existe exactamente un homomorfismo

componente irreducible. Por otro lado, en el teorema 3.3.1 nosotros describi-

mos la forma de los homomorfismos irreducibles que están en un triángulo de

Auslander-Reiten en Λ̂-mod. Para lograr nuestro objetivo, nosotros usamos el

hecho que todo triángulo de Auslander-Reiten en Λ̂-mod es inducido por una

sucesión de Auslander-Reiten en Λ̂-mod (ver teorema 2.4.1).

Esta tesis está organizada de la siguiente manera: En el caṕıtulo 1 daremos

los conceptos básicos que se requieren para entender los triángulos de Auslan-

der Reiten. En el caṕıtulo 2 se dan los conceptos generales de una álgebra

repetitiva. Por medio repetitivo, del siguiente derrotero: en la sección §2.1

daremos la definición de la k-álgebra repetitiva Λ̂ y mostraremos algunos resul-

tados básicos concernientes a la categoŕıa Λ̂-mod y Λ̂-mod. También repasamos

los resultados de [9] concernientes a los homomorfismos irreducibles Λ̂-mod.

En la sección §2.3 se demuestra que la categoŕıa Λ̂-mod tiene triángulos de

Auslander-Reiten, además se demuestra el teorema 2.4.1, el cual afirma que
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Introducción

todo triángulo de auslander-Reiten en Λ̂-mod es inducido por una sucesión de

Auslander-Reiten en Λ̂-mod.

En el Caṕıtulo 3, estudiamos las formas de los homomorfismos que están

sobre una sucesión exacta corta, demostrando los Lemas 3.1.1, 3.1.2, 3.1.4 y

3.1.5, los cuales son fundamentales para la demostración de uno de los resulta-

dos principales de esta tesis, el Teorema 3.3.1. En en la sección §3.2 damos las

definiciones de establemente smonic, establemente sepic y establemente sirre-

ducible en Λ̂-mod. En la sección §3.3 se demuestra el Teorema principal de

la tesis y se dan ejemplos de k-álgebras de dimensión global finita e infinita

que verifican los resultados del teorema 3.3.1. Finalmente, en el Apéndice

damos los principales teoremas y definiciones que se requieren para entender

los ejemplos.

El lector debe estar familiarizado con los conceptos básicos de la teoŕıa de

Representaciones de Álgebras, para mayor detalle ver [3], [17], [1] y [11].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Morfismos irreducibles

Definición 1.1.1. Sea C una categoŕıa aditiva (ver [20], [15] y [2]).

(a) Un morfismo f : X // Y en C es un monomorfismo escindido,

si existe g : Y // X en C tal que g ◦ f = idX .

(b) Un morfismo f : X // Y en C es un epimorfismo escindido, si

existe g : Y // X en C tal que f ◦ g = idY .

(c) Un morfismo f : X // Y es un irreducible si f no es un monomor-

fismo escindido, no es un epimorfismo escindido y si f = v◦u, para mor-

fismos u : X // Z y v : Z // Y en C, entonces u es un monomor-

fismo escindido o v es un epimorfismo escindido.

Definición 1.1.2. Sean C una categoŕıa Krull-Schmidt y f : Z //W un

morfismo en C. Decimos que f es un morfismo radical si para todo

monomorfismo escindido σ : Z1
// Z y para todo epimorfismo escindido

β : W //W1 la composición β ◦ f ◦ σ no es un isomorfismo [5].

Teorema 1.1.3. Sean C una categoŕıa Krull-Schmidt y f : X // Y un mor-

fismo radical en C.

(i) Si f es irreducible y s : W // X es un monomorfismo escindido no

nulo en C, entonces f ◦ s : W // Y es un homomorfismo irreducible

en C.

9



Caṕıtulo 1. Preliminares

(ii) Si f es irreducible y t : Y // Z es un epimorfismo escindido no nulo

en C, entonces t ◦ f : X // Z es un homomorfismo irreducible no nulo

en C.

Demostración. Ver [5, §2, Proposición 2.18]. �

1.2 Categoŕıas trianguladas

Definición 1.2.1. Sean C una categoŕıa aditiva y T : C → C un automorfismo.

(i) Consideremos sextuplas (X, Y, Z, u, v, w) de objetos y morfismos en C,

determinadas como sigue

X Y Z T X............................................................................................. ............
u

............................................................................................. ............
v

.................................................................................... ............
w .

(ii) Un morfismo entre dos sextuplas (X, Y, Z, u, v, w) y

(X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) es una terna (f, g, h) tal que el siguiente dia-

grama en C es conmutativo

X Y Z T X

X ′ Y ′ Z ′ T X ′ .

................................................................................................................. ............
u

................................................................................................................. ............
v

.................................................................................................. ............
w

................................................................................................................. ............
u′

................................................................................................................. ............
v′

........................................................................................... ............
w′

......................................................................
.....
.......
.....
f

......................................................................
.....
.......
.....

g
......................................................................
.....
.......
.....
h

......................................................................
.....
.......
.....
T f

Un morfismo (f, g, h) de sextuplas es llamado isomorfismo si f , g y h

son isomorfismos en C.

Denotamos el conjunto de las sextuplas por T , los elementos de T son

llamados de triángulos

Definición 1.2.2. Sean C una categoŕıa aditiva y T : C → C un automorfismo.

Un conjunto T de sextuplas de C es una triangulación de C si cumple los

siguientes axiomas (ver [20, §10.2] y [11, §1.1]).

(TR1) (i) Toda sextupla isomorfa a un triángulo también es un triángulo.

(ii) Para cada morfismo f : X → Y en C existe un triángulo

(X, Y, Z, f, v, w).
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1.2. Categoŕıas trianguladas

(iii) Para todo objeto X en C, la sextupla (X,X, 0, idX , 0, 0) es un

triángulo.

(TR2) Si (X, Y, Z, u, v, w) es un triángulo, entonces (Y, Z, T X, v, w,−T u) es

un triángulo.

(TR3) Dados dos triángulos (X, Y, Z, u, v, w) y (X ′, Y ′, Z ′, u′, v′, w′) y morfis-

mos f : X → X ′ y g : Y → Y ′ tales que g ◦ u = u′ ◦ f , existe h : Z → Z ′

tal que (f, g, h) es un morfismo entre los dos triángulos. Esto es,

X Y Z T X

X ′ Y ′ Z ′ T X ′ .

................................................................................................................. ............
u

................................................................................................................. ............
v

........................................................................................................ ............
w

................................................................................................................. ............
u′

................................................................................................................. ............
v′

........................................................................................... ............
w′

......................................................................
.....
.......
.....
f

......................................................................
.....
.......
.....

g
..............................................
.....
.......
.....

∃h
......................................................................
.....
.......
.....
T f

(TR4) (Axioma del octaedro) Considere los triángulos (X, Y, Z ′, u, i, i′),

(Y, Z,X ′, v, j, j′) y (X,Z, Y ′, v ◦ u, k, k′). Entonces existen morfismos

f : Z ′ → Y ′ y g : Y ′ → X ′ tales que el siguiente diagrama conmuta y

(Z ′, Y ′, X ′, f, g, (T i) ◦ j′) es un triángulo.

T−1 Y ′

T−1X ′

X X

Y Z X ′ T Y

Z ′ Y ′ X ′ T Z ′

T X T X

............................................................................................................
.....
.......
.....

i′

............................................................................................................
.....
.......
.....

k′

................................................................................................................................................. ............
idT X

............................................................................................................
.....
.......
.....

u

............................................................................................................
.....
.......
.....

T−1 g

............................................................................................................................................................................................ ............
T−1 k′

.......................................................................................................................................................................................... ............
T−1 j′

................................................................................................................................................................... ............
idX

............................................................................................................
.....
.......
.....

v ◦ u

................................................................................................................................................................... ............
v

................................................................................................................................................................... ............
j

........................................................................................................................................................... ............
j′

....................................................................................................... ............

∃f
....................................................................................................... ............

∃g
........................................................................................................................................................ ............

(T i) ◦ j′

............................................................................................................
.....
.......
.....

i

............................................................................................................
.....
.......
.....

k

............................................................................................................
.....
.......
.....

idX′

............................................................................................................
.....
.......
.....

T i

La tripleta (C, T, T ) donde C es una categoŕıa aditiva, T un automorfismo

y T una triangulación es llamada categoŕıa triangulada.

Definición 1.2.3. Sean = (C, T, T ) y C ′ = (C ′, T ′, T ′) dos categoŕıas triangu-

ladas.
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Caṕıtulo 1. Preliminares

(i) Un funtor aditivo F : C → C ′ es exacto si existe un isomorfismo natural

α : T ◦ F → F ◦ T ′ tal que: si (X, Y, Z, u, v, w) es un triángulo en C,

entonces (F X,F Y, F Z, F u, F v, αX(Fw)) es un triángulo en C ′.

(ii) Un funtor aditivo F : C → C ′ es una equivalencia triangulada si F es un

exacto y y a su vez, F una equivalencia de categoŕıas.

Definición 1.2.4. Sean C una categoŕıa triangulada, A una categoŕıa abeliana

y H : C → A un funtor aditivo. H es un funtor covariante cohomológico,

si para cada triángulo (X, Y, Z, u, v, w) en C, se tiene la sucesión exacta larga

en A
· · · H(T i(X)) H(T i(Y )) H(T i(Z)) H(T i+1(X)) · · ·................................................................................................................. ............ .................................................................................................... ......................................................................................................................................................................................................................................... ............

H(T i(u))
............................................................................................................................................................................. ............
H(T i(v))

................................................................................................................................................................................................................ ............
H(T i(w))

El funtor aditivo H : C → A es un funtor contravariante coho-

mológico, si para cada triángulo (X, Y, Z, u, v, w) en C, se tiene la sucesión

exacta larga en A
· · · H(T i+1(X)) H(T i(Z)) H(T i(Y )) H(T i(X)) · · ·.................................................................................................... ............ ................................................................................................................. ............................................................................................................................................................................................................................ ............

H(T i(w))
............................................................................................................................................................................. ............
H(T i(v))

............................................................................................................................................................................................................................. ............
H(T i(u))

Proposición 1.2.5. Sean C una categoŕıa triangulada, (X, Y, Z, u, v, w) un

triángulo y M un objeto en C. Entonces

(i) v ◦ u = w ◦ v = 0;

(ii) HomC(M,−) y HomC(−,M) son funtores cohomológicos;

(iii) sea (f, g, h) un morfismo entre dos triángulos. Si f y g son isomorfismos,

entonces h es un isomorfismo.

Demostración. Ver [11, §1.2, pág. 4] �

Lema 1.2.6. Sean C una categoŕıa triangulada y (X, Y, Z, u, v, w) un

triángulo. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) w = 0.

(ii) u es un monomorfismo escindido.

(iii) v es un epimorfismo escindido.

Demostración.Ver [11, §1.3 pág. 7]. �
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1.3. Triángulos de Auslander-Reiten

1.3 Triángulos de Auslander-Reiten

En esta sección, asumiremos que C es una k-categoŕıa triangulada tal que

HomC(X, Y ) es de dimensión finita como k-espacio vectorial, para todo par

de objetos X y Y en C, y que el anillo de endomorfismos de todo objeto

indescomponible en C es local. Aśı C es una categoŕıa de Krull-Schmidt (ver

[17, §2.2]).

Definición 1.3.1. Un triángulo X
u // Y

v // Z
w // T X en C es un

triángulo de Auslander-Reiten (ver [11]) si cumple las siguientes condi-

ciones.

(AR1) X y Z son objetos indescomponibles.

(AR2) w 6= 0.

(AR3) Para cada morfismo f : W // Z que no es un epimorfismo escindido,

entonces existe f ′ : W // Y tal que v ◦ f ′ = f .

Diremos que una categoŕıa C tiene triángulos de Auslander-Reiten, si para todo

objeto indescomponible Z en C, existe un triángulo satisfaciendo las condi-

ciones anteriores.

Lema 1.3.2. Sea X
u // Y

v // Z
w // T X un triángulo de Auslander-

Reiten en C. Si f : X //W no es un monomorfismo escindido, entonces

existe f ′ : Y //W tal que f ′ ◦ u = f .

Demostración. Ver [11, pág. 31]. �

Proposición 1.3.3. Sea η : X u // Y v // Z w // T X un triángulo de

Auslander-Reiten en C . Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(i) El objeto Z determina de manera única, hasta isomorfismos de

triángulos, a η.

(ii) u y v son morfismos irreducibles.

(iii) Si f : Z1
// Z es irreducible, entonces existe un monomorfismo es-

cindido f ′ : Z1
// Y tal que v ◦ f ′ = f .

13



Caṕıtulo 1. Preliminares

(iv) Si f : X // X1 es irreducible, entonces existe un epimorfismo es-

cindido f ′ : Y // X1 tal que f ′ ◦ u = f .

Demostración. Ver [11, pág. 33]. �

Definición 1.3.4. Sea C una categoŕıa triangulada. Un morfismo

u : X // Y en C es un morfismo fuente si cumple las siguientes condi-

ciones.

(i) u no es un monomorfismo escindido.

(ii) Si f : X //M no es un monomorfismo escindido, entonces existe

f ′ : Y //M tal que f = f ′ ◦ u.

(iii) Si g : Y // Y es un morfismo tal que u = g ◦ u, entonces g es un

automorfismo.

Definición 1.3.5. Sea C una categoŕıa triangulada. Un morfismo

v : Y // Z en C es un morfismo pozo si cumple las siguientes condi-

ciones.

(i) v no es un epimorfismo escindido.

(ii) Si f : M // Z no es un epimorfismo escindido, entonces existe

f ′ : M // Y tal que f = v ◦ f ′.

(iii) Si g : Y // Y es un morfismo tal que v = v ◦ g, entonces g es un

automorfismo.

Observación 1.3.6. Los morfismos u : X // Y (respectivamente

v : Y // Z ) son también conocido con el nombre de morfismo mini-

mal casi-escindido a izquierda (respectivamente morfismo minimal

casi-escindido a derecha).

Proposición 1.3.7. Sean C una categoŕıa triangulada. Entonces, las siguien-

tes condiciones se satisfacen.

(i) Si X
u // Y

v // Z
w // T X es un triángulo de Auslander-Reiten en

C, entonces u es un morfismo fuente y v es un morfismo pozo.
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(ii) Si u : X // Y es un morfismo fuente en C, entonces el triángulo

X
u // Y

v // Z
w // T X , obtenido por el axioma (TR1)(ii) dado en

1.2.2, es un triángulo de Auslander-Reiten en C.

(iii) Si v : Y // Z es un morfismo pozo en C, entonces el triángulo

X u // Y v // Z w // T X , obtenido a partir de los axiomas (TR1)(ii)

y (TR2) dados en 1.2.2, es un triángulo de Auslander-Reiten en C.

Demostración. Ver [11, pág. 35-36]. �
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Caṕıtulo 2

Álgebra repetitiva

2.1 Definición de álgebra repetitiva

Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y Λ una k-álgebra básica de di-

mensión finita. Denotamos por Λ-mod a la categoŕıa de los Λ-módulos a

izquierda finitamente generados, y por D(−) = Homk(−,k) a la dualidad

estándar sobre Λ-mod. En particular, Q := D(Λ) es un Λ-bimódulo, y un

cogenerador inyectivo minimal en Λ-mod.

Definición 2.1.1. La k-álgebra repetitiva Λ̂ de Λ, definida por D. Hughes

y J. Waschbüsch en [14], es el k-espacio vectorial

Λ̂ = (⊕
i∈Z

Λ)⊕ (⊕
i∈Z
Q).

junto con el producto que definiremos en lo que sigue.

Denotamos por â = (ai, ϕi)i∈Z a los elementos de Λ̂, donde ai ∈ Λ y ϕi ∈ Q
y casi todos los ai y ϕi son ceros. La multiplicación esta definida por:

â · b̂ = (ai, ϕi)i∈Z · (bi, ψi)i∈Z = (aibi, ai+1ψi + ϕibi)i∈Z.

Una interpretación de Λ̂ es como la k-álgebra de matrices infinitas (ver [11] y

[14])
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â =



. . .

. . . ai−1

ϕi−1 ai
ϕi ai+1

ϕi+1 . . .
. . .


,

donde solo un número finito de entradas son diferentes de cero. La multipli-

cación es inducida por los Λ-isomorfismos canónicos Λ⊗ΛQ→ Q, Q⊗ΛΛ→ Q

y el Λ-homomorfismo cero 0 : Q⊗Λ Q→ 0.

Observación 2.1.2. Si Λ 6= 0 entonces Λ̂ es una k-álgebra sin unidad, de

dimensión infinita como k-espacio vectorial y Λ̂2 = Λ̂.

Definición 2.1.3. Un Λ̂-módulo a izquierda es una familia

M̂ = (Mi, fi)i∈Z, donde los Mi son Λ-módulos a izquierda y los

fi : Q⊗Λ Mi
//Mi+1 son Λ-homomorfismos tales que fi+1 ◦ (idQ⊗ fi) = 0,

para todo i ∈ Z.

Un Λ̂-módulo M̂ lo podemos representar de la siguiente forma

· · · //Mi
fi //Mi+1

fi+1 //Mi+2
// · · · .

Definición 2.1.4. Un Λ̂-homomorfismo ĥ : M̂ // M̂ ′ entre Λ̂-módulos

es una familia ĥ = (hi)i∈Z, de hi : Mi
//M ′

i Λ-homomorfismos, para todo

i ∈ Z, tales que el siguiente diagrama conmuta para todo i ∈ Z

Q⊗Λ Mi
fi //

idQ⊗hi
��

Mi+1

hi+1

��
Q⊗Λ M

′
i f ′i

//M ′
i+1.

El Λ̂-homomorfismo ĥ, lo podemos representar de la siguiente forma

· · · //Mi
fi //

hi
��

Mi+1
fi+1 //

hi+1

��

Mi+2
//

hi+2

��

· · ·

· · · //M ′
i

f ′i //M ′
i+1

f ′i+1 //M ′
i+2

// · · · .
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Para cada i ∈ Z, el Λ-homomorfismos hi se le conoce como homomorfismos

componentes de ĥ.

Definición 2.1.5. Denotamos por Λ̂-Mod a la categoŕıa de los Λ̂-módulos a

izquierda M̂ = (Mi, fi)i∈Z tal que Mi es un Λ-módulo a izquierda de dimensión

finita como k-espacio vectorial, para todo i ∈ Z; y por Λ̂-mod a la sub-categoŕıa

plena de Λ̂-mod tal que ⊕
i∈Z
Mi tiene dimensión finita como k-espacio vectorial.

Definición 2.1.6. Dados los Λ̂-homomorfismos ĥ : M̂ // M̂ ′ y

ĥ′ : M̂ ′ // M̂ ′′ , se define la composición ĥ′ ◦ ĥ : M̂ // M̂ ′′ como

ĥ′ ◦ ĥ = (h′i ◦ hi)i∈Z.

Lema 2.1.7. Si ĥ : M̂ // M̂ ′ es un Λ̂-homomorfismo, entonces K̂ =

(Kerhi,
∼
fi)i∈Z es un Λ̂-módulo tal que el Λ̂-homomorfismo ι̂ : K̂ �

� // M̂ es

el kernel de ĥ, donde ι̂ = (ιi)i∈Z y ιi : Kerhi
� � //Mi son las inclusiones de

Λ-módulos.

Demostración. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un Λ̂-homomorfismo. Para cada i ∈ Z
consideremos la inclusión ιi : Kerhi

� � //Mi que es el kernel de hi. Para

i ∈ Z, definamos
∼
fi : Q⊗Λ Kerhi → Kerhi+1, como

∼
fi(q⊗x) := fi(q⊗x), para

todo q ∈ Q y para todo x ∈ Kerhi. Veamos que
∼
fi esta bien definida. Esto es,

para φ⊗ x en Q⊗Λ Kerhi tenemos

hi+1 ◦
∼
fi(φ⊗ x) = hi+1 ◦ fi(φ⊗ x)

= f ′i ◦ (idQ ⊗ hi)(φ⊗ x), por la definición 2.1.3

= f ′i(φ⊗ hi(x))

= f ′i(φ⊗ 0), x ∈ Kerhi
= 0.

En consecuencia
∼
fi(φ⊗x) ∈ Kerhi+1 y por aditividad tenemos que Im

∼
fi ⊆

Kerhi+1, de donde se sigue que
∼
f i está bien definida. Además,

∼
f i+1◦(idQ⊗

∼
fi) =

fi+1 ◦ (idQ⊗ fi) = 0, de este modo K̂ = (Kerhi,
∼
fi)i∈Z es un Λ̂-módulo. Ahora

para demostrar que la familia ι̂ = (ιi)i∈Z es un Λ̂-homomorfismo, resta probar
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que el diagrama

Q⊗Λ Kerhi

∼
fi //

idQ⊗ιi
��

Kerhi+1

ιi+1

��
Q⊗Λ Mi

fi //Mi+1.

es conmutativo para todo i ∈ Z Para φ ⊗ x ∈ Q ⊗Λ Kerhi, se tienen las

siguientes igualdades

fi ◦ (idQ ⊗ ιi)(φ⊗ x) = fi(φ⊗ ιi(x))

= fi(φ⊗ x), pues ιi(x) = x

=
∼
fi(φ⊗ x)

= ιi+1 ◦
∼
fi(φ⊗ x).

Por aditividad tenemos que fi ◦ (idQ ⊗ ιi) = ιi+1 ◦
∼
fi, para todo i ∈ Z.

Utilizando la definición 2.1.4, concluimos que ι̂ es un Λ̂-homomorfismo.

Finalmente, veamos que ι̂ es el kernel de ĥ. Para eso necesitamos dos

condiciones:

(a) La composición es cero, esto es, ĥ ◦ ι̂ = (hi ◦ ii)i∈Z = 0.

(b) Sea ĥ′ : M̂ ′′ // M̂ un Λ̂-homomorfismo tal que ĥ ◦ ĥ′ = 0. Veamos

que existe un único ĥ′′ : M̂ ′′ → K̂ Λ̂-homomorfismo tal que ι̂ ◦ ĥ′′ = ĥ′.

Tenemos que 0 = ĥ ◦ ĥ′ = (hi ◦ h′i)i∈Z. Por lo tanto, hi ◦ h′i = 0, para

todo i ∈ Z. Por otro lado, dado que ιi es el kernel de hi, existe un único

h′′i : M ′′
i → Kerhi tal que ιi ◦ h′′i = h′i, para todo i ∈ Z. Veamos que

ĥ′′ = (h′′i )i∈Z es un Λ̂-homomorfismo, para esto consideramos el siguiente

diagrama

Q⊗Λ Kerhi

Q⊗Λ Mi

Q⊗Λ M
′′
i

Kerhi+1

Mi+1 .

M ′′
i+1

....................................

ιi+1

..................................................................................................................................................................................................................................................................
.....
.......
.....

............................................................................................................................................................................................................................ ............

f ′′i

...................................................................................................................................................................................................... ............

∼
fi

..................................................................................................................................................................................................................................................................
.....
.......
.....

idQ ⊗ ιi
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
........................

idQ ⊗ h′′i

........................................................................................................................................................
....
............

idQ ⊗ h′i

......
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
......

......
......

........................

h′′i+1

......................................................................................................................................................
....
............

h′i+1

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ............
fi
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Tenemos que ĥ′ y ι̂ son Λ̂-homomorfismos, por lo tanto

ιi+1 ◦ h′′i+1 ◦ f ′′i = h′i+1 ◦ f ′′i
= fi ◦ (idQ ⊗ h′i)
= fi ◦ (idQ ⊗ ιi) ◦ (idQ ⊗ h′′i )
= ιi+1 ◦

∼
fi ◦ (idQ ⊗ h′′i ).

Dado que ιi+1 es un Λ-monomorfismo, entonces h′′i+1◦f ′′i =
∼
fi◦(idQ⊗h′′i ),

para todo i ∈ Z. Concluimos que ĥ′′ es un Λ̂-homomorfismo y además,

ι̂ ◦ ĥ′′ = (ιi ◦ h′′i )i∈Z = (h′i)i∈Z = ĥ′.

�

Corolario 2.1.8. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un Λ̂-homomorfismo. Entonces ĥ es un

Λ̂-monomorfismo si, y solo si, hi : Mi
//M ′

i es un Λ-monomorfismo para

todo i ∈ Z.

Lema 2.1.9. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un Λ̂-homomorfismo. Entonces, existen

Ĉ = (Cokerhi, f ′i) un Λ̂-módulo y π̂ = (πi)∈Z un Λ̂-homomorfismo tales que

π̂ : M̂ ′ // // Ĉ es el cokernel de ĥ.

Demostración. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un Λ̂-homomorfismo. Para cada i ∈ Z,

consideremos πi : M ′
i

// // Cokerhi que es el cokernel de hi. Tenemos que el

funtor producto tensorial es exacto a derecha, esto es, preserva Λ-epimorfismos.

De donde idQ ⊗ πi : Q⊗Λ M
′
i

// // Q⊗Λ Cokerhi es un Λ-epimorfismo.

Ahora Λ-homomorfismo f ′i : Q ⊗Λ Cokerhi → Cokerhi+1 es definido por:

si x ∈ Q ⊗Λ Cokerhi, existe y ∈ Q ⊗Λ M
′
i tal que (idQ ⊗ πi)(y) = x, luego

f ′i(x) := πi+1◦f ′i(y). Veamos es bien definida. Para esto utilizamos el siguiente

diagrama conmutativo y exacto:

Q⊗Λ Mi Q⊗Λ M
′
i Q⊗Λ Cokerhi

Mi+1 M ′
i+1 Cokerhi+1

.............................................................................................................................................................................. ............
idQ ⊗ hi

..................................................................................................................................................................................................................... ...................................................................................................................................................................................................................................... .................
idQ ⊗ πi

...............................................................................................................................................................................
.....
.......
.....

fi

...............................................................................................................................................................................
.....
.......
.....

f ′i

................................................................................................................................................................................................................................ ............
hi+1

...................................................................................................................................................................................................................................................................... ....................................................................................................................................................................................................................................................................................... .................
πi+1

...............................................................................................................................................................................
.....
.......
.....

f ′i

.
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Si x ∈ Q ⊗Λ Coker hi y y1, y2 ∈ Q ⊗Λ M
′
i son tales que (idQ ⊗ πi)(y1) =

(idQ ⊗ πi)(y2) = x. Entonces idQ ⊗ πi(y1 − y2) = 0. Por lo tanto, existe

m ∈ Q⊗Λ Mi tal que (idQ ⊗ hi)(m) = y1 − y2. Ya que el primer cuadrado en

el diagrama es conmutativo, obtenemos

πi+1 ◦ hi+1 ◦ fi(m) = πi+1 ◦ f ′i ◦ (idQ ⊗Λ hi)(m),

0 = πi+1 ◦ f ′i(y1 − y2),

πi+1 ◦ f ′i(y1) = πi+1 ◦ f ′i(y2).

Concluimos que f ′i esta bien definida. Por otro lado, cumple f ′i ◦ (idQ ⊗
πi) = πi+1 ◦ f ′i para todo i ∈ Z, lo cual demuestra que π̂ = (πi)i∈Z es un

Λ̂-homomorfismo.

Veamos ahora que Ĉ = (Cokerhi, f ′i)i∈Z es un Λ̂-módulo a izquierda, esto

es, veamos que f ′i+1 ◦ (idQ ⊗ f ′i) = 0, para todo i ∈ Z. Tenemos idQ ⊗ πi
es un Λ-epimorfismo, por lo tanto idQ ⊗ (idQ ⊗ πi) : Q ⊗Λ (Q ⊗Λ M ′

i) →
Q⊗Λ (Q⊗Λ Cokerhi) es un Λ-epimorfismo. Aśı,

f ′i+1 ◦ (idQ ⊗ f ′i) ◦ (idQ ⊗ (idQ ⊗ πi)) = f ′i+1 ◦ (idQ ⊗ πi+1) ◦ (idQ ⊗ f ′i)
= πi+2 ◦ f ′i+1 ◦ (idQ ⊗ f ′i)
= πi+2 ◦ 0

= 0

= 0 ◦ (idQ ⊗ (idQ ⊗ πi)).

Esto es, idQ⊗(idQ⊗πi) es un Λ-epimorfismo, por lo tanto f ′i+1◦(idQ⊗f ′i) = 0.

Finalmente, veamos que π̂ es el cokernel de ĥ.

(a) Lo primero es claro, pues π̂ ◦ ĥ = (πi ◦ hi)i∈Z = 0.

(b) Sea ĥ′ : M̂ ′ // M̂ ′′ un Λ̂-homomorfismo tal que ĥ′ ◦ ĥ = 0. Veamos

que ĥ′ factoriza por π̂. Tenemos 0 = ĥ′ ◦ ĥ = (h′i ◦ hi)i∈Z por lo tanto

h′i ◦ hi = 0 para todo i ∈ Z. Dado que πi es el cokernel de hi, entonces

existe un único h′′i : Cokerhi //M ′′
i tal que h′′i ◦ πi = h′i. Veamos que

ĥ′′ = (h′′i )i∈Z es un Λ̂-homomorfismo. Para esto, vamos a considerar el
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siguiente diagrama:

Q⊗Λ M
′
i

Q⊗Λ M
′′
i

Q⊗Λ Cokerhi

M ′
i+1

M ′′
i+1 .

Cokerhi+1

....................................

h′i+1

..................................................................................................................................................................................................................................................................
.....
.......
.....

.................................................................................................................................................................................... ............
f ′i

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ............
f ′i

..................................................................................................................................................................................................................................................................
.....
.......
.....

idQ ⊗ h′i

............................................................................................................................................................ ........
....

idQ ⊗ πi

................................................................................................
....
............

idQ ⊗ h′′i

.......................................................................................................................................................... ........
....

πi+1

..............................................................................................
....
............

h′′i+1

....................................................................................................................................................................................................................... ............

f ′′i

Dado que ĥ′ y π̂ son Λ̂-homomorfismos tenemos las siguientes igualdades

f ′′i ◦ (idQ ⊗ h′′i ) ◦ (idQ ⊗ πi) = f ′′i ◦ (idQ ⊗ h′′i ◦ πi)
= f ′′i ◦ (idQ ⊗ h′i)
= h′i+1 ◦ f ′i
= h′′i+1 ◦ πi+1 ◦ f ′i
= h′′i+1 ◦ f ′i ◦ (idQ ⊗ πi).

Aśı tenemos f ′′i ◦ (idQ ⊗ h′′i ) = h′′i+1 ◦ f ′i para todo i ∈ Z, y concluimos

que ĥ′′ = (h′′i )i∈Z es un Λ̂-homomorfismo. Además, ĥ′′◦ π̂ = (h′′i ◦πi)i∈Z =

(h′i)i∈Z = ĥ′.

Por lo anterior se tiene que π̂ es el cokernel de ĥ. �

Corolario 2.1.10. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un Λ̂-homomorfismo. Entonces ĥ es

un Λ̂-epimorfismo si, y solo si, hi : Mi
//M ′

i es un Λ-epimorfismo para

todo i ∈ Z.

Corolario 2.1.11. Si ĥ : M̂ // M̂ ′ es un Λ̂-isomorfismo, entonces

hi : Mi
//M ′

i es un Λ-isomorfismo para todo i ∈ Z.

Corolario 2.1.12. La categoŕıa Λ̂-mod es abeliana.

Proposición 2.1.13. La categoŕıa Λ̂-mod tiene sucesiones de Auslander-

Reiten.
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Demostración. Ver [14, Lema 2.5]. �

Lema 2.1.14. Dada la sucesión exacta corta

0 // M̂ ĥ // M̂ ′ ĥ′ // M̂ ′′ // 0 (2.1)

en Λ̂-mod. Entonces, 0 //Mi
hi //M ′

i

h′i //M ′′
i

// 0 es una sucesión es

exacta corta en Λ-mod, para todo i ∈ Z.

Demostración. Supongamos que (2.1) es una sucesión exacta corta. Por lo

tanto, ĥ es un Λ̂-monomorfismo y ĥ′ es un Λ̂-epimorfismo. Luego por los

corolarios 2.1.8 y 2.1.10, tenemos que hi : Mi
//M ′

i es un Λ-monomorfismo

y h′i : M ′
i

//M ′′
i es un Λ-epimorfismo, para todo i ∈ Z. Además, ya que

Im ĥ = Ker ĥ′, se sigue por el lema 2.1.7, que Kerĥ′ = (Kerhi,
∼
f ′i). Por otro

lado, Im ĥ′ = (Imhi, f
′
i |Q⊗ΛImh′i

). Aśı, por el corolario 2.1, tenemos que Imhi =

Kerh′i, para todo i ∈ Z,probando la conclusión deseada. �

Teorema 2.1.15. La categoŕıa Λ̂-mod es de Frobenius.

Demostración. Ver [11, Lema 2.2]. �

Observación 2.1.16. (a) En [11] se tiene que los Λ̂-módulos proyectivos e

inyectivos indescomponibles P̂ son de la siguiente forma

· · · // 0 // HomΛ(Q, I)
ϕI // I // 0 // · · · (2.2)

Donde I es un Λ-módulo inyectivo indescomponible, HomΛ(Q, I) es un

Λ-módulo proyectivo indescomponible y ϕI : Q⊗Λ HomΛ(Q, I) // I

es un Λ-isomorfismo canónico.

(b) En [9, ejemplo 43], se define el radical de un Λ̂-módulo proyectivo e

inyectivo indescomponible y el Λ̂-homomorfismo irreducible entre rad P̂

y P̂ , el cual lo podemos ver de la siguiente forma

rad P̂ :

ι̂
rad P̂
��

· · · // 0

��

// rad HomΛ(Q, I)
ψI //

ι

��

I

idI

��

// 0

��

// · · ·

P̂ : · · · // 0 // HomΛ(Q, I)
ϕI // I // 0 // · · ·

(2.3)
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donde ι : rad HomΛ(Q, I) // HomΛ(Q, I) es la inclusión natural del

radical de HomΛ(Q, I) en P̂ y ψI = ϕI ◦ (idQ ⊗ ι).

(c) En el mismo ejemplo se define un π̂ : P̂ // P̂ /soc P̂ que es un Λ̂-

epimorfismo irreducible de la siguiente manera

P̂ :

π̂
P̂��

· · · // 0

��

// HomΛ(Q, I)
ϕI //

idHomΛ(Q,I)

��

I //

π

��

0

��

// · · ·

P̂ /soc P̂ : · · · // 0 // HomΛ(Q, I)
χI // I/soc I // 0 // · · ·

(2.4)

donde π : I // I/soc I es la proyección canónica y χI = π ◦ ϕI .

2.2 La categoŕıa estable

Sea Λ̂-mod, la categoŕıa de los Λ̂-módulos a izquierda finitamente generados.

Denotamos por P(M̂, M̂ ′) al subgrupo de HomΛ̂(M̂, M̂ ′) formado por todos

los Λ̂-homomorfismos ĥ : M̂ // M̂ ′ tales que se factorizan a través de un

Λ̂-módulo proyectivo-inyectivo.

La categoŕıa de módulos estable Λ̂-mod tiene, por definición, los mismos

objetos que Λ̂-mod, y morfismos dados por los cocientes

HomΛ̂(M̂, M̂ ′) :=
HomΛ̂(M̂, M̂ ′)

P(M̂, M̂ ′)
.

Si ĥ es un homomorfismo en Λ̂-mod, denotamos por ĥ, su clase como morfismo

en Λ̂-mod y es llamado la clase estable de ĥ en Λ̂-mod.

Definición 2.2.1. Dada una sucesión exacta corta

0 // M̂ ĥ // M̂ ′ ĥ′ // M̂ ′′ // 0 (2.5)

en la categoŕıa Λ̂-mod, esta induce el siguiente diagrama conmutativo en Λ̂-

mod

0 // M̂
ĥ //

id
M̂ ��

M̂ ′ ĥ′ //

f̂
��

M̂ ′′

ĥ′′
��

// 0

0 // M̂
ι̂
M̂ // I(M̂)

π̂
M̂ // Ω−1 M̂ // 0 ,
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donde ι̂M̂ es un Λ̂-monomorfismo, I(M̂) es un Λ̂- módulo inyectivo y Ω−1 M̂ =

Coker ι̂M̂ es la cosizigia de M̂ .

Se define M̂
ĥ // M̂ ′ ĥ

′
// M̂ ′′ ĥ

′′
// Ω−1 M̂ como un triángulo estándar

en Λ̂-mod, este es llamado triángulo inducido por la sucesión exacta corta

(2.5). El Λ̂-módulo Ω−1 M̂ no depende de la elección del Λ̂-módulo inyectivo

I(M̂) (ver [11, pág. 10] y [7, pág. 60]) y Ω−1 : Λ̂-mod → Λ̂-mod es un

automorfismo (ver [11, pág. 13] y [7, pág. 70]).

Proposición 2.2.2. La categoŕıa Λ̂-mod es triangulada.

Demostración. Ver [11, pág. 62] y [7, pág. 70-104]. �

Teorema 2.2.3. Existe un funtor k-lineal y exacto µ : Db(Λ-mod) → Λ̂-mod

de categoŕıas trianguladas. Este funtor µ es fiel y pleno tal que µΛ-mod =

idΛ-mod. Más aun, µ es una equivalencia triangulada si, y solo si, Λ es de

dimensión global finita.

Demostración. Ver [11, pág. 74]. �

Definición 2.2.4. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un Λ̂-homomorfismo.

(a) ĥ es llamado smonic, si todas las componentes hi son Λ-monomorfismos

escindidos, para todo i ∈ Z.

(b) ĥ es llamado sepic, si todas las componentes hi son Λ-epimorfismos

escindidos, para todo i ∈ Z.

(c) ĥ es llamado sirreducible, si existe un único i0 ∈ Z tal que hi0 es un Λ-

homomorfismo irreducible, hi es un Λ-epimorfismo escindido para todo

i < i0, y hi es un Λ-monomorfismo escindido para todo i > i0.

Observación 2.2.5. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un Λ̂-homomorfismo.

(i) Si ĥ es un Λ̂-monomorfismo escindido, entonces ĥ es smonic.

(ii) Si ĥ es un Λ̂-epimorfismo escindido, entonces ĥ es sepic.
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Teorema 2.2.6 (Giraldo. H., [9], Teorema 26). Sean Λ una k-álgebra de

dimensión finita, Λ̂ su respectiva k-álgebra repetitiva y ĥ : M̂ // M̂ ′ un Λ̂-

homomorfismo irreducible. Entonces, ĥ tiene una y solo una de las siguientes

formas:

(i) ĥ es smonic;

(ii) ĥ es sepic;

(iii) ĥ es sirreducible.

Teorema 2.2.7. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un Λ̂-homomorfismo tal que M̂ y M̂ ′

no tienen sumandos directos proyectivos no nulos, y sea ĥ la clase estable en

Λ̂-mod. Entonces

(i) ĥ es un Λ̂-monomorfismo escindido si, y solo si, ĥ es un monomorfismo

escindido;

(ii) ĥ es un Λ̂-epimorfismo escindido si, y solo si, ĥ es un epimorfismo es-

cindido.

Demostración. Ver [9, Proposición 41]. �

Teorema 2.2.8. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un Λ̂-homomorfismo tal que M̂ y M̂ ′

no tienen sumandos directos proyectivos no nulos, y sea ĥ la clase estable en

Λ̂-mod. Entonces, ĥ es irreducible si, y solo si, ĥ es irreducible.

Demostración. Ver [9, Proposición 42]. �

Observación 2.2.9. Si M̂ y M̂ ′ son Λ̂-módulos a izquierda indescom-

ponibles, entonces ĥ : M̂ // M̂ ′ es irreducible en Λ̂-mod si, y solo si,

ĥ ∈ rad(M̂, M̂ ′)/rad2(M̂, M̂ ′), donde rad(M̂, M̂ ′) es el k-espacio vectorial de

los Λ̂-homomorfismos de M̂ para M̂ ′ que no son invertibles y rad2(M̂, M̂ ′)

es el k-espacio vectorial de los Λ̂-homomorfismos de la forma ĥ′ ◦ ĥ′′ tal que

ĥ′′ : M̂ → M̂ ′′ ∈ rad(M̂, M̂ ′′) y ĥ′ : M̂ ′′ → M̂ ′ ∈ rad(M̂ ′′, M̂ ′), para algún

Λ̂-módulo a izquierda M̂ ′′. Aśı, tenemos

Irr(M̂, M̂ ′) = rad(M̂, M̂ ′)/rad2(M̂, M̂ ′).
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En particular, se tiene que Irr(M̂, M̂ ′) también es un k- espacio vectorial.

Por otra parte, si M̂ =
⊕n

j=1 M̂j, y M̂ ′ =
⊕m

k=1 M̂
′
k son sumas directas de

Λ̂-módulos a izquierda indescomponibles, entonces ĥ = (ĥkj)mn : M̂ // M̂ ′

está en rad(M̂, M̂ ′) si, y solo si, el Λ̂-homomorfismo ĥkj : M̂j
// M̂ ′

k está

en el rad(M̂j, M̂
′
k) para todo j = 1, · · · , n y para todo k = 1, · · · ,m. Para más

detalles, ver [17, §2.2] y [1, Lema 3.4, apéndice A.3].

Lema 2.2.10. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un Λ̂-homomorfismo irreducible en Λ̂-mod.

(i) Si M̂ es indescomponible y M̂ ′ =
⊕m

k=1 M̂
′
k es una suma directa de Λ̂-

módulos a izquierda indescomponibles, entonces para todo 1 ≤ k ≤ m, el

Λ̂-homomorfismo inducido ĥk : M̂ // M̂ ′
k de Λ̂-módulos es irreducible.

(ii) Si M̂ =
⊕n

i=1 M̂i es una suma directa de Λ̂-módulos a izquierda indes-

componibles y M̂ ′ es indescomponible, entonces para todo 1 ≤ i ≤ n, el

Λ̂-homomorfismo inducido ĥi : M̂i → M̂ ′ de Λ̂-módulos es irreducible.

Demostración. Supongamos que ĥ = (ĥ1, . . . , ĥm)t : M̂ →
⊕m

k=1 M̂
′
k es un

Λ̂-homomorfismo irreducible. Veamos que ĥk está en el rad(M̂, M̂ ′
k) para

todo k = 1, · · · ,m. Supongamos que existe 1 ≤ s ≤ m tal que ĥs no está

en el rad(M̂, M̂ ′
s), por lo tanto ĥs es un Λ̂-isomorfismo. De donde existe

ĥ−1
s : M̂ ′

s
// M̂ tal que ĥ−1

s ◦ ĥs = idM̂ . Definamos ĥ′ :
⊕m

k=1 M̂
′
k

// M̂

dado por ĥ′ = (0, 0, · · · , 0, ĥ−1
s , 0, · · · , 0), donde ĥ−1

s está en la posición s. En

consecuencia, tenemos ĥ′ ◦ ĥ = idM̂ , esto es, ĥ es Λ̂-monomorfismo escindido,

lo cual es una contradicción, pues ĥ es irreducible. Aśı, concluimos que, ĥk
está en el rad(M̂, M̂ ′

k) para todo k = 1, · · · ,m. Aśı, por la observación 2.2.9,

se tiene ĥ ∈ rad(M̂,
⊕m

k=1 M̂
′
k).

Sean 1 ≤ s ≤ m y π̂s :
⊕m

k=1 M̂
′
k

// M̂ ′
s la proyección natural. Tenemos

que ĥs = π̂s ◦ ĥ, aśı por el teorema 1.1.3 (ii) (ver [5, §2, Proposición 2.18]), se

sigue que ĥs es irreducible.

La demostración de (ii) es similar a la anterior. �

Corolario 2.2.11. Sean ĥ, ĥ′ : M̂ → M̂ ′ Λ̂-homomorfismos con M̂ o M̂ ′

indescomponibles y ambos sin sumandos directos proyectivos no nulos. Si ĥ =

ĥ
′

y ĥ es un homomorfismo irreducible, entonces ĥ = ĥ′.
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Demostración. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que M̂ es inde-

scomponible y que M̂ ′ =
⊕m

k=1 M̂
′
k es suma directa de Λ̂-módulos indescom-

ponibles. De esta manera, los Λ̂-homomorfismos ĥ y ĥ′ pueden ser descritos por

ĥ = (ĥ1, ĥ2, · · · , ĥm)t y ĥ′ = (ĥ′1, ĥ
′
2, · · · , ĥ′m)t, donde para cada 1 ≤ k ≤ m,

ĥk, ĥ
′
k : M̂ → M̂ ′

k son Λ̂-homomorfismos. De la hipótesis tenemos ĥ = ĥ′.

Por lo tanto, del teorema 2.2.8, se sigue que ĥ y ĥ′ son Λ̂-homomorfismos

irreducibles. Además, ĥ − ĥ′ = v̂ ◦ û donde û : M̂ → P̂ y v̂ : P̂ → M̂ ′ son

Λ̂-homomorfismos y P̂ es un Λ̂-módulo proyectivo. Por consiguiente, para cada

1 ≤ k ≤ m existe v̂k : P̂ → M̂ ′
k un Λ̂-homomorfismo tal que ĥk − ĥ′k = v̂k ◦ û.

Supongamos que ĥ 6= ĥ′, luego se sigue que existe k0 ∈ {1, . . . ,m} tal que

ĥk0 − ĥ′k0
= v̂k0 ◦ û 6= 0. Dado que ĥ y ĥ′ son Λ̂-homomorfismos irreducibles,

del lema 2.2.10 (i), se tiene que ĥk0 y ĥ′k0
son Λ̂-homomorfismos irreducibles,

esto es, ĥk0 , ĥ
′
k0
∈ Irr(M̂, M̂ ′

k0
). Además, tenemos que Irr(M̂, M̂ ′

k0
) es un k-

espacio vectorial, entonces v̂k0 ◦ û = ĥk0− ĥ′k0
∈ Irr(M̂, M̂ ′

k0
), de donde v̂k0 ◦ û ∈

Irr(M̂, M̂ ′
k0

), es decir, v̂k0 ◦ û es un Λ̂-homomorfismo irreducible. Por lo tanto,

v̂k0 es Λ̂-epimorfismo escindido o û es Λ̂-monomorfismo escindido. Si v̂k0 es

Λ̂-epimorfismo escindido, entonces P̂ = M̂ ′
k0
⊕ M̂ ′′; aśı M̂ ′

k0
es un Λ̂-módulo

proyectivo. Contradicción, pues M̂ ′ no tiene sumandos directos proyectivos no

nulos. Ahora, si û es Λ̂-monomorfismo escindido, entonces P̂k0 = M̂ ⊕ M̂ ′′′.

Aśı M̂ es un Λ̂-módulo proyectivo. Lo que es una Contradicción, ya que M̂ es

un Λ̂-módulo no proyectivo. Concluimos que ĥ = ĥ′. �

2.3 Triángulos de Auslander-Reiten en la ca-

tegoŕıa estable

Teorema 2.3.1. La categoŕıa Λ̂-mod tiene triángulos de Auslander-Reiten.

Demostración. Sea M̂ ′′ un Λ̂-módulo indescomponible no proyectivo. En-

tonces, por la proposición 2.1.13, existe una sucesión de Auslander-Reiten

terminando en M̂ ′′ de la siguiente forma:

0 // M̂ ĥ // M̂ ′ ĥ′ // M̂ ′′ // 0 , (2.6)

donde M̂ es un Λ̂-módulo indescomponible no inyectivo. Sea

ι̂M̂ : M̂ // I(M̂) la envolvente inyectiva de M̂ . Tenemos que ĥ es un
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Λ̂-monomorfismo, por lo tanto, existe û : M̂ ′ // I(M̂) un Λ̂-homomorfismo

tal que û ◦ ĥ = ι̂M̂ . Por la propiedad universal del cokernel de ĥ, podemos

completar el siguiente diagrama conmutativo

0 // M̂
ĥ //

id
M̂ ��

M̂ ′ ĥ′ //

û
��

M̂ ′′ //

ĥ′′
��

0

0 // M̂
ι̂
M̂ // I(M̂)

π̂
M̂ // Ω−1M̂ // 0 .

De la definición 2.2.1 se tiene el siguiente triángulo estándar en Λ̂-mod

M̂
ĥ //M ′ ĥ′ // M̂ ′′ ĥ

′′
// Ω−1 M̂. (2.7)

Veamos que el triángulo (2.7) es de Auslander-Reiten.

(a) Tenemos que M̂ y M̂ ′′ son Λ̂-módulos indescomponibles no proyectivos.

Por lo tanto, son indescomponibles no nulos en Λ̂-mod.

(b) ĥ
′′
6= 0. Supongamos ĥ

′′
= 0. Entonces existen P̂ un Λ̂-módulo proyec-

tivo y Λ̂-homomorfismos α̂1 : M̂ ′′ // P̂ y α̂2 : P̂ // Ω−1 M̂ tal que

ĥ′′ = α̂2 ◦ α̂1. Por otro lado, π̂M̂ es un Λ̂-epimorfismo, por lo tanto, existe

α̂3 : P̂ // I(M̂) tal que α̂2 = π̂M̂ ◦ α̂3. Sea λ̂ = α̂3 ◦ α̂1, de donde

ĥ′′ = α̂2 ◦ α̂1 = π̂M̂ ◦ α̂3 ◦ α̂1 = π̂M̂ ◦ λ̂. Tenemos el siguiente diagrama

con cuadrados conmutativos

0 // M̂
ĥ //

id
M̂ ��

M̂ ′ ĥ′ //

û
��

M̂ ′′ //

ĥ′′
��λ̂zz

0

0 // M̂
ι̂
M̂

// I(M̂)
π̂
M̂

// Ω−1 M̂ // 0 .

Aśı tenemos, las siguientes igualdades

π̂M̂ ◦ (λ ◦ ĥ′ − û) = π̂M̂ ◦ λ ◦ ĥ
′ − π̂M̂ ◦ û

= ĥ′′ ◦ ĥ′ − π̂M̂ ◦ û
= 0.
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Ahora, como ι̂M̂ es el kernel de π̂M̂ , existe un único Λ̂-homomorfismo

β̂ : M̂ ′ // M̂ tal que ι̂M̂ ◦ β̂ = λ̂ ◦ ĥ′ − û.

ι̂M̂ ◦ (idM̂ + β̂ ◦ ĥ) = ι̂M̂ + ι̂M̂ ◦ β̂ ◦ ĥ
= ι̂M̂ + (λ̂ ◦ ĥ′ − û) ◦ ĥ
= ι̂M̂ + λ̂ ◦ ĥ′ ◦ ĥ− û ◦ ĥ
= ι̂M̂ − ι̂M̂
= 0.

Dado que ι̂M̂ es un Λ̂-monomorfismo, se tiene que idM̂ = (−β̂) ◦ ĥ. Aśı

concluimos que ĥ es un Λ̂-monomorfismo escindido y esto contradice la

irreducibilidad de ĥ ya que ĥ está en la sucesión de Auslander-Reiten

(2.6).

(c) Sea δ̂ : M̂ ′′′ // M̂ ′′ un homomorfismo tal que no es epimorfismo es-

cindido.

Tenemos dos casos M̂ ′′′ no tiene sumandos directos proyectivos no nulos

ó M̂ ′′′ tiene sumandos directos proyectivos no nulos.

Si M̂ ′′′ no tiene sumandos directos proyectivos no nulos, entonces uti-

lizando el teorema 2.2.7 (ii), δ̂ : M̂ ′′′ // M̂ ′′ no es un Λ̂-epimorfismo

escindido. Tenemos que (2.6) es una sucesión de Auslander-Reiten, por

lo que existe ŝ : M̂ ′′′ // M̂ ′ un Λ̂-homomorfismo tal que δ̂ = ĥ′ ◦ ŝ.
Aśı, ase sigue δ̂ = ĥ′ ◦ ŝ.

Si M̂ ′′′ tiene sumandos directos proyectivos no nulos, entonces M̂ ′′′ =

M̂ ′′′′ ⊕ P̂ ′ donde M̂ ′′′′ no tiene sumandos directos proyectivos no nu-

los y P̂ ′ es un Λ̂-módulo proyectivo no nulo. Aśı δ̂ = (δ̂′1, δ̂
′
2) donde

δ̂′1 : M̂ ′′′′ // M̂ ′′ y δ̂′2 : P̂ ′ // M̂ ′′ y δ̂ = δ̂′1. Por lo tanto δ̂′1 no es un

epimorfismo escindido; de lo cual se sigue, por el teorema 2.2.7 (ii), que

δ̂′1 no es un Λ̂-epimorfismo escindido. Dado que (2.6) es una sucesión de

Auslander-Reiten, existe t̂ : M̂ ′′′′ // M̂ ′ tal que δ̂′1 = ĥ′ ◦ t̂, de donde

tenemos δ̂ = δ̂′1 = ĥ′ ◦ t̂.

De los items anteriores, concluimos que M̂
ĥ // M̂ ′ ĥ

′
// M̂ ′′ ĥ

′′
// Ω−1 M̂ es

un triángulo de Auslander-Reiten en Λ̂-mod.
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�

Corolario 2.3.2. Si 0 // M̂ ĥ // M̂ ′ ĥ′ // M̂ ′′ // 0 es una

sucesión de Auslander-Reiten en Λ̂-mod, entonces el triángulo inducido

M̂
ĥ // M̂ ′ ĥ

′
// M̂ ′′ ĥ

′′
// Ω−1 M̂ es un triángulo de Auslander-Reiten en

Λ̂-mod. Además, ĥ es un Λ̂-homomorfismo fuente y ĥ
′

es un Λ̂-homomorfismo

pozo.

2.4 Caracterización de los triángulos de

Auslander-Reiten en Λ̂-mod

La idea principal de la demostración de este teorema se obtuvo en una visita,

al profesor Raymundo Bautista Ramos, en la universidad Nacional Autónoma

de México, Sede Morelia.

Teorema 2.4.1. Dado un triángulo de Auslander-Reiten en Λ̂-mod,

M̂
ĥ // M̂ ′ ĥ

′
// M̂ ′′ ĥ

′′
// Ω−1 M̂ , (2.8)

donde M̂ , M̂ ′ y M̂ ′′ son Λ̂-módulos sin sumandos directos proyectivos no

nulos, existe una sucesión de Auslander-Reiten en Λ̂-mod

0 // M̂
(ĥ,α̂)t // M̂ ′ ⊕ P̂

(ĥ′1,β̂)
// M̂ ′′ // 0 , (2.9)

con P̂ un Λ̂-módulo proyectivo tal que el triángulo inducido, por la sucesión

exacta corta (2.9), es isomorfo al triángulo (2.8) y ĥ
′

es igual a ĥ′1 salvo iso-

morfismo. Además, Si P̂ 6= 0, entonces P̂ es indescomponible, M̂ ∼= rad P̂ y

M̂ ′′ ∼= P̂ /soc P̂ .

Demostración. Dado el triángulo de Auslander-Reiten (2.8), se tiene que el ho-

momorfismo ĥ : M̂ // M̂ ′ es irreducible y no es un monomorfismo escindido.

Por lo tanto, de los teoremas 2.2.7 (i) y 2.2.8, tenemos que ĥ : M̂ // M̂ ′

es un Λ̂-homomorfismo irreducible y no es un Λ̂-monomorfismo escindido.
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Además, se tiene que M̂ es indescomponible no inyectivo, en consecuencia

existe una sucesión de Auslander-Reiten empezando en M̂

0 // M̂
(ĥ,α̂)t // M̂ ′ ⊕ M̂ ′′′ (ĥ′1,β̂)

// M̂ ′′
1

// 0 . (2.10)

Aśı, tenemos el triángulo de Auslander-Reiten inducido por (2.10)

M̂ M̂ ′ ⊕ M̂ ′′′ M̂ ′′
1 Ω−1 M̂................................................................................................................................ ............

(ĥ, α̂)
t

........................................................................................................................... ............

(ĥ′1, β̂)
......................................................................... ............

ĥ′′1 . (2.11)

Veamos que M̂ ′′′ es un Λ̂-módulo proyectivo. Supongamos M̂ ′′′ = M̂ ′′′′ ⊕ P̂ ,

donde M̂ ′′′′ es un Λ̂-módulo sin sumandos directos proyectivos no nulos y P̂

es un Λ̂-módulo proyectivo. Por lo tanto, el Λ̂-homomorfismo α̂ lo podemos

determinar por α̂ = (α̂1, α̂2)t donde α̂1 : M̂ // M̂ ′′′′ y α̂2 : M̂ // P̂ son

Λ̂-homomorfismos. Aśı, por el corolario 2.3.2, tenemos (ĥ, α̂)
t

= (ĥ, α̂1)
t

es un

morfismo fuente; como ĥ no es monomorfismo escindido, existe un homomor-

fismo Γ̂ : M̂ ′ ⊕ M̂ ′′′′ // M̂ ′ tal que ĥ = Γ̂ ◦ (ĥ, α̂1)
t
. Por otro lado, (ĥ, α̂1)

t

no es un monomorfismo escindido y ĥ es un homomorfismo fuente, por lo que

existe un homomorfismo Ψ̂ : M̂ ′ // M̂ ′ ⊕ M̂ ′′′′ tal que (ĥ, α̂1)
t

= Ψ̂ ◦ ĥ. Aśı

ĥ = Γ̂ ◦ (ĥ, α̂1)
t

= Γ̂ ◦ (Ψ̂ ◦ ĥ)

= (Γ̂ ◦ Ψ̂) ◦ ĥ,

y como ĥ es un homomorfismo fuente, se tiene que Γ̂ ◦ Ψ̂ es un automorfismo.

De igual forma, se tiene que Ψ̂◦ Γ̂ es un automorfismo. De las dos afirmaciones

anteriores, tenemos que M̂ ′ ∼= M̂ ′ ⊕ M̂ ′′′′ en Λ̂-mod. Dado que M̂ ′ y M̂ ′′′′ no

tienen sumandos directos proyectivos no nulos entonces M̂ ′ ∼= M̂ ′ ⊕ M̂ ′′′′ en

Λ̂-mod, lo cual implica M̂ ′′′′ = 0. Concluimos aśı M̂ ′′′ = P̂ es un Λ̂-módulo

proyectivo y α̂ = α̂1. Por lo tanto, el triángulo (2.11) tiene la forma.

M̂ M̂ ′ M̂ ′′
1 Ω−1 M̂....................................................................................................... ............

ĥ
................................................................................................... ............

ĥ′1
........................................................................... ............

ĥ′′1 . (2.12)
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Aśı, tenemos el siguiente diagrama con el primer cuadrado conmutativo.

M̂ M̂ ′ M̂ ′′ Ω−1 M̂.......................................................................................................... ............
ĥ

..................................................................................................... ............
ĥ
′

.............................................................................. ............
ĥ
′′

M̂ M̂ ′ M̂ ′′
1 Ω−1 M̂.......................................................................................................... ............

ĥ
..................................................................................................... ............
ĥ1

′

.............................................................................. ............
ĥ1

′′

.......................................................................................................
.....
.......
.....

idM̂

.......................................................................................................
.....
.......
.....

idM̂ ′

.......................................................................................................
.....
.......
.....

idΩ−1M̂

.

Por la definición 1.2.2 (TR3), existe θ̂ : M̂ ′′ // M̂ ′′
1 tal que ĥ

′′
= ĥ1

′′
◦ θ̂ y

ĥ1

′
= θ̂ ◦ ĥ

′
. También de los axiomas de triángulo θ̂ es un isomorfismo y se

tiene que los triángulos (2.8) y (2.12) son isomorfos y ĥ
′

y ĥ1

′
son iguales a

menos de isomorfismo.

Ahora, supongamos que P̂ 6= 0. Tenemos que α̂ : M̂ // P̂ es un

Λ̂-homomorfismo irreducible. En consecuencia, se tiene que α̂ es un Λ̂-

monomorfismo o un Λ̂-epimorfismo. Veamos que α̂ no es un Λ̂-epimorfismo.

Supongamos que α̂ es un Λ̂-epimorfismo. Dado que P̂ es un Λ̂-módulo

proyectivo, se tiene que α̂ es un Λ̂-epimorfismo escindido; por consiguiente

M̂ ∼= P̂ ⊕ X̂, lo cual es una contradicción, pues M̂ es indescomponible sin

sumandos directos proyectivos no nulos. Por lo tanto α̂ es un Λ̂-monomorfismo.

Sea ι̂M̂ : M̂ // I(M̂) una envolvente inyectiva de M̂ . Dado que P̂ es

un Λ̂-módulo proyectivo y Λ̂-mod es una categoŕıa de Frobenius, se tiene que

P̂ también es un Λ̂-módulo inyectivo. Además, ι̂M̂ es un Λ̂-monomorfismo,

por lo tanto, existe un Λ̂-homomorfismo δ̂ : I(M̂) // P̂ tal que α̂ = δ̂ ◦
ι̂M̂ . El Λ̂-monomorfismo ι̂M̂ no es un Λ̂-monomorfismo escindido, de tal modo

que δ̂ es un Λ̂-epimorfismo escindido, pues α̂ es irreducible. Por otro lado,

α̂ es un Λ̂-monomorfismo y ι̂M̂ es envolvente inyectiva, de manera que δ̂ es

un Λ̂-monomorfismo. Concluimos aśı que δ̂ es un Λ̂-isomorfismo y α̂ es una

envolvente inyectiva de M̂ .

Veamos que P̂ 6= 0 es indescomponible. Supongamos P̂ = P̂ ′ ⊕ P̂ ′′, con

P̂ ′ 6= 0 y P̂ ′′ 6= 0, debido a lo cual Im α̂ = (Im α̂ ∩ P̂ ′) ⊕ (Im α̂ ∩ P̂ ′′). Como

α̂ : M̂ // P̂ es una envolvente inyectiva, se sigue que P̂ es una extensión

esencial de Im α̂. Por lo tanto Im α̂∩ P̂ ′ 6= 0 y Im α̂∩ P̂ ′′ 6= 0. Por otro lado α̂

es Λ̂-monomorfismo, por esta razón M̂ ∼= Im α̂ = (Im α̂∩ P̂ ′)⊕ (Imα∩ P̂ ′′), lo

cual es una contradicción pues M̂ es indescomponible. De donde concluimos
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que P̂ es indescomponible.

Veamos que M̂ ∼= rad P̂ , donde rad P̂ es el radical de P̂ .

Sea ι̂rad P̂ : rad P̂ // P̂ el Λ̂-monomorfismo natural, el cual es irre-

ducible y es un Λ̂-homomorfismo casi-escindido a derecha. Tenemos que

α̂ : M̂ // P̂ es irreducible, por lo tanto, α̂ no es un Λ̂-epimorfismo es-

cindido. Aśı, existe un Λ̂-monomorfismo escindido f̂ : M̂ // rad P̂ tal que

α̂ = ι̂rad P̂ ◦ f̂ . Dado que rad P̂ es el único sub-módulo maximal de P̂ , se

tiene que Im α̂ ⊆ rad P̂ , dicha inclusión induce el siguiente Λ̂-monomorfismo

ι̂P̂ : P̂ /rad P̂ // P̂ /Im α̂ definido por ι̂P̂ (x + rad P̂ ) = x + Im α̂. A partir

del siguiente diagrama

0 rad P̂ P̂ P̂ /rad P̂ 0

0 M̂ P̂ P̂ /Imα 0 ,

..................................................................................... ............ ..................................................................................... ............
ι̂rad P̂

........................................................................................................................................ ............

πι̂
rad P̂

.................................................................. ............

....................................................................................................... ............ ....................................................................................................... ............
α̂

.............................................................................................................................................. ............
π̂α̂

........................................................................ ............

..................................................................................................
.....
.......
.....

idP̂

..................................................................................................
.....
.......
.....̂

ιP̂

vemos que el cuadrado conmuta. En efecto,

ι̂P̂ ◦ π̂ι̂rad P̂
(x) = ι̂P̂ (x+ rad P̂ )

= x+ Im α̂

= π̂α̂(x).

Aśı π̂α̂ ◦ ι̂rad P̂ = ι̂P̂ ◦ π̂ι̂rad P̂
◦ ι̂rad P̂ = 0. Por lo tanto, de la propiedad universal

del kernel de π̂α̂, existe un Λ̂-homomorfismo ĝ : rad P̂ // M̂ tal que ι̂rad P̂ =

α̂ ◦ ĝ. Luego ι̂rad P̂ = α̂ ◦ ĝ = ι̂rad P̂ ◦ f̂ ◦ ĝ. Aśı, del hecho que ι̂rad P̂ es un

Λ̂-monomorfismo, se sigue idrad P̂ = f̂ ◦ ĝ. Por lo tanto, f̂ es un Λ̂-epimorfismo

escindido y concluimos que f̂ es un Λ̂-isomorfismo. En otras palabras, M̂ ∼=
rad P̂ .

La demostración de M̂ ′′ ∼= P̂ /soc P̂ se hace de forma dual. �

Corolario 2.4.2. Dada la sucesión de Auslander-Reiten en Λ̂-mod

0 rad P̂ M̂ ′ ⊕ P̂ P̂ /soc P̂ 0............................................................ ............ ......................................................................................................................................................................................................... ............
(ĥ, ι̂rad P̂ )t

.............................................................................................................................. ............
(ĥ′, π̂P̂ )

.................................................................................................... ............ ,

con M̂ ′ sin sumandos directos proyectivos no nulos, P̂ un Λ̂-módulo proyectivo

indescomponible no nulo definido en (2.2), ι̂rad P̂ definida en (2.3) y π̂P̂ definido

en (2.4), entonces
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(i) ĥ es un Λ̂-epimorfismo y ĥ′ es un Λ̂-monomorfismo;

(ii) si M̂ ′ = (M ′
i , f
′
i)i∈Z, entonces existe i0 ∈ Z tal que M ′

i = 0 para todo

i 6= i0, i0 + 1.

Demostración. La demostración de (i) es inmediata del hecho que ι̂rad P̂ es un

Λ̂-monomorfismo y π̂P̂ es un Λ̂-epimorfismo.

(ii) Sea P̂ un Λ̂-módulo proyectivo indescomponible como en (2.2), esto es,

P̂ tiene la siguiente forma:

P̂ : · · · // 0 // HomΛ(Q, I)
ϕI // I // 0 // · · · ,

donde los términos no cero están en los posiciones i0 y i0 +1, para algún i0 ∈ Z.

Además, de la observación 2.1.16 (b), se sigue que el rad P̂ es

rad P̂ : · · · // 0 // rad HomΛ(Q, I)
ψI // I // 0 // · · · ,

donde las entradas no cero están en las posiciones i0 y i0 + 1, respectivamente.

Aśı, el Λ̂-homomorfismo ĥ tiene la siguiente forma

rad P̂ :

ĥ ��

· · · // 0

hi0−1

��

// rad HomΛ(Q, I)
ψI //

hi0
��

I

hi0+1

��

// 0

hi0+2

��

// · · ·

M̂ ′ : · · · //M ′
i0−1

f ′i0−1 //M ′
i0

f ′i0 //M ′
i0+1

f ′i0+1 //M ′
k+2

// · · · .

Por el ı́tem (i), tenemos que ĥ es un Λ̂-epimorfismo. En consecuencia, hi es un

Λ-epimorfismo, para todo i ∈ Z. Por lo tanto, M̂ ′
i = 0, para todo i 6= i0, i0 + 1.

�
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Caṕıtulo 3

Forma de los morfismos en las

sucesiones y triángulos de

Auslander-Reiten

3.1 Smonic, sepic y sirreducible en sucesiones

exactas cortas

Lema 3.1.1. Dada una sucesión exacta corta en Λ̂-mod

0 // M̂ ĥ // M̂ ′ ĥ′ // M̂ ′′ // 0, (3.1)

las siguientes condiciones se satisfacen.

(i) Si ĥ es smonic, entonces ĥ′ es sepic.

(ii) Si (3.1) es una sucesión de Auslander-Reiten y ĥ es sirreducible, entonces

ĥ′ sirreducible.

Demostración. (i) Supongamos que (3.1) es una sucesión exacta corta y ĥ

es smonic. Por la definición 2.2.4 y el lema 2.1.14, tenemos que para todo

i ∈ Z la sucesión exacta de Λ-módulos 0 //Mi
hi //M ′

i

h′i //M ′′
i

// 0 es

escindida. De donde concluimos que h′i es un Λ-epimorfismo escindido, para

todo i ∈ Z, esto es, ĥ′ es sepic.
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(ii) Supongamos que (3.1) es una sucesión de Auslander-Reiten y ĥ es

sirreducible. Por el lema 2.1.14 y la definición 2.2.4 (c), tenemos que existe un

único i0 ∈ Z tal que hi0 es un Λ-homomorfismo irreducible y

0 //Mi0

hi0 //M ′
i0

h′i0 //M ′′
i0

// 0 (3.2)

es una sucesión exacta corta de Λ-módulos. Dado que (3.1) es una sucesión de

Auslander-Reiten, el Λ̂-homomorfismo ĥ′ es irreducible. Aśı, por el teorema

2.2.6, tenemos que ĥ′ tiene una y solo una de las siguientes tres formas:

(a) ĥ′ es smonic;

(b) ĥ′ es sepic;

(c) ĥ′ es sirreducible.

Si ĥ′ es smonic, entonces h′i0 es un Λ-monomorfismo escindido, por lo tanto,

de (3.2) se sigue h′i0 es un Λ-isomorfismo. Aśı, de (3.2) tenemos hi0 = 0, lo

cual es una contradicción pues hi0 es un homomorfismo irreducible.

Si ĥ′ es sepic, tenemos que h′i0 es un Λ-epimorfismo escindido, por tanto

la sucesión (3.2) es escindida; esto es, hi0 es un Λ-monomorfismo escindido, lo

cual contradice el hecho de ser irreducible.

De lo anterior, se concluye que ĥ′ es sirreducible. �

Lema 3.1.2. Consideremos una sucesión de Auslander-Reiten en Λ̂-mod

0 // rad P̂
(ĥ, ι̂

rad P̂
)t
// M̂ ′ ⊕ P̂

(ĥ′, π̂
P̂

)
// P̂ /soc P̂ // 0 , (3.3)

con M̂ ′ sin sumandos directos proyectivos no nulos y P̂ un Λ̂-módulo

proyectivo indescomponible (ver observación 2.2). Si ĥ es sepic, entonces ĥ′

es sirreducible.

Demostración. Dado que P̂ un Λ̂-módulo proyectivo indescomponible, como

en (2.2), es de la siguiente forma

· · · // 0 // HomΛ(Q, I)
ϕI // I // 0 // · · · ,

donde los términos no cero están en las posiciones i0 y i0 +1, para algún i0 ∈ Z,

I es un Λ-módulo inyectivo indescomponible y ϕI es el Λ-isomorfismo canónico
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(ver observación 2.1.16 (a)). Por el corolario 2.4.2 y por la observación 2.1.16,

tenemos que la sucesión de Auslander-Reiten la podemos ver de la siguiente

forma:

0

��

· · · // 0

��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

rad P̂ :

(ĥ, ι̂
rad P̂

)t

��

· · · // rad HomΛ(Q, I)
ψI //

(hi0 , ι)
t

��

I

(hi0+1, idI)t

��

// 0

��

// · · ·

M̂ ′ ⊕ P̂ :

(ĥ′,π̂
P̂

)
��

· · · //M ′
i0
⊕ HomΛ(Q, I)

(h′i0
, idHomΛ(Q,I))

��

ϑi0 //M ′
i0+1 ⊕ I //

(h′i0+1, πI)

��

0

��

// · · ·

P̂ /soc P̂ :

��

· · · // HomΛ(Q, I)

��

χI // I/soc I

��

// 0

��

// · · ·

0 · · · // 0 // 0 // 0 // · · ·

donde las entradas no cero están en los grados i0 y i0 + 1, ψI = ϕI ◦ (idQ ⊗
ι), ϑi0 =

(
f ′i0 0

0 ϕI

)
, χI = π ◦ ϕI y M̂ ′ = (M ′

i , f
′
i). Del lema 2.1.14, tenemos

(h′i0 , idHomΛ(Q,I)) ◦ (hi0 , ι)
t = 0 y (h′i0+1, πI) ◦ (hi0+1, idI)

t = 0. Por lo que

ι = −h′i0 ◦ hi0 , (3.4)

πI = −h′i0+1 ◦ hi0+1. (3.5)

Tenemos que ι es un Λ-monomorfismo. Por lo tanto, de la ecuación (3.4), se

sigue que hi0 es un Λ-monomorfismo. Además, ĥ es sepic; en consecuencia hi0
es un Λ-epimorfismo. Concluimos hi0 es un Λ-isomorfismo. De la ecuación

(3.4) y del hecho que ι es un Λ-monomorfismo irreducible, se obtiene que h′i0
es irreducible. Por hipótesis, tenemos que ĥ es sepic, lo cual implica que hi0+1

es un Λ-epimorfismo escindido, debido a lo cual I = M ′
i0+1 ⊕Kerhi0+1.

Supongamos que Kerhi0+1 = 0. Por esta razón hi0+1 es un Λ -

monomorfismo. Por el corolario 2.4.2 (i), tenemos que ĥ′ es un Λ̂-

monomorfismo, por consiguiente h′i0+1 es un Λ-monomorfismo. Por lo tanto

πI = −h′i0+1 ◦ hi0+1 es un Λ-monomorfismo. Aśı, tenemos que πI es un Λ-

isomorfismo, lo que contradice la irreducibilidad de homomorfismo πI . Con-

cluimos Kerhi0+1 6= 0. Ahora bien, tenemos que I es un Λ-módulo indescom-

ponible. Luego M ′
i0+1 = 0, hi0+1 = 0, h′i0+1 = 0 y πI = 0. Aśı I es un
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Λ-módulo inyectivo simple indescomponible y h′i0+1 es un Λ-monomorfismo es-

cindido. Concluimos que ĥ′ es sirreducible y la sucesión exacta corta tiene la

siguiente forma

0

��

· · · // 0

��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

rad P̂ :

(ĥ, ι̂
rad P̂

)t

��

· · · // rad HomΛ(Q, I)
ψI //

(idrad HomΛ(Q,I), ι)
t

��

I

idI

��

// 0

��

// · · ·

M̂ ′ ⊕ P̂ :

(ĥ′,π̂
P̂

)
��

· · · // rad HomΛ(Q, I)⊕ HomΛ(Q, I)

(−ι, idHomΛ(Q,I))

��

ϑ′i0 // I //

��

0

��

// · · ·

P̂ /soc P̂ :

��

· · · // HomΛ(Q, I)

��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

0 · · · // 0 // 0 // 0 // · · · .

�

Observación 3.1.3. Dada la sucesión de Auslander-Reiten (3.3), con ĥ sepic,

P̂ un Λ̂-módulo proyectivo indescomponible, I un Λ-módulo indescomponible

inyectivo asociado al módulo P̂ como en (2.2), del lema 3.1.2, se tiene que I

es un Λ-módulo simple.

Lema 3.1.4. Consideremos una sucesión de Auslander-Reiten en Λ̂-mod

0 // rad P̂
(ĥ, ι̂

rad P̂
)t
// M̂ ′ ⊕ P̂

(ĥ′, π̂
P̂

)
// P̂ /soc P̂ // 0,

con M̂ ′ sin sumandos directos proyectivos no nulos y P̂ un Λ̂-módulo proyec-

tivo indescomponible (2.2) donde HomΛ(Q, I) en P̂ es un Λ-módulo proyectivo

indescomponible simple. Si ĥ es sirreducible, entonces ĥ′ es smonic.

Demostración. Sea ĥ un Λ̂-homomorfismo sirreducible y la sucesión de
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Auslander-Reiten

0

��

· · · // 0

��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

rad P̂ :

(ĥ, ι̂
rad P̂

)t

��

· · · // rad HomΛ(Q, I)
ψI //

(hi0 , ι)
t

��

I

(hi0+1, idI)t

��

// 0

��

// · · ·

M̂ ′ ⊕ P̂ :

(ĥ′,π̂
P̂

)
��

· · · //M ′
i0
⊕ HomΛ(Q, I)

(h′i0
, idHomΛ(Q,I))

��

ϑi0 //M ′
i0+1 ⊕ I //

(h′i0+1, πI)

��

0

��

// · · ·

P̂ /soc P̂ :

��

· · · // HomΛ(Q, I)

��

χI // I/soc I

��

// 0

��

// · · ·

0 · · · // 0 // 0 // 0 // · · · .

Tenemos por hipótesis que HomΛ(Q, I) es un Λ-módulo proyectivo indescom-

ponible simple. Entonces rad HomΛ(Q, I) = 0. Por el corolario 2.4.2, ĥ es un

Λ̂-epimorfismo, y en consecuencia hi0 = 0 y M ′
i0

= 0. Aśı tenemos que h′i0 = 0

es un Λ-monomorfismo escindido. Dado que ĥ es sirreducible, hi0+1 es irre-

ducible. Por otra parte, πI = −h′i0+1 ◦ hi0+1 con πI y hi0+1 Λ-homomorfismos

irreducibles. En consecuencia, h′i0+1 es un Λ-epimorfismo escindido, de manera

que h′i0+1 es un Λ-epimorfismo. Por el corolario 2.4.2, tenemos que ĥ′ es un Λ̂-

monomorfismo, por esta razón h′i0+1 es un Λ-monomorfismo, y en consecuencia,

h′i0+1 es un Λ-isomorfismo. Concluimos que ĥ′ es smonic. �

Lema 3.1.5. Consideremos una sucesión de Auslander-Reiten en Λ̂-mod

0 // rad P̂
(ĥ, ι̂

rad P̂
)t
// M̂ ′ ⊕ P̂

(ĥ′, π̂
P̂

)
// P̂ /soc P̂ // 0,

con M̂ ′ sin sumandos directos proyectivos no mulos y P̂ un Λ̂-módulo proyec-

tivo indescomponible (ver 2.2), donde HomΛ(Q, I) en P̂ es un Λ-módulo

proyectivo indescomponible no simple. Si ĥ es sirreducible, entonces ĥ′ es

sirreducible.

Demostración. Sea ĥ un Λ̂-homomorfismo sirreducible y la sucesión exacta de
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Auslander-Reiten

0

��

· · · // 0

��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

rad P̂ :

(ĥ, ι̂
rad P̂

)t

��

· · · // rad HomΛ(Q, I)
ψI //

(hi0 , ι)
t

��

I

(hi0+1, idI)t

��

// 0

��

// · · ·

M̂ ′ ⊕ P̂ :

(ĥ′,π̂
P̂

)
��

· · · //M ′
i0
⊕ HomΛ(Q, I)

(h′i0
, idHomΛ(Q,I))

��

ϑi0 //M ′
i0+1 ⊕ I //

(h′i0+1, πI)

��

0

��

// · · ·

P̂ /soc P̂ :

��

· · · // HomΛ(Q, I)

��

χI // I/soc I

��

// 0

��

// · · ·

0 · · · // 0 // 0 // 0 // · · · .

Tenemos, por el lema 2.1.14, lo siguiente

ι = −h′i0 ◦ hi0 , (3.6)

πI = −h′i0+1 ◦ hi0+1. (3.7)

De la ecuación (3.7), se tiene que πI es un Λ-epimorfismo. Por lo tanto h′i0+1

un Λ-epimorfismo. Además, por el corolario 2.4.2, ĥ′ es un Λ̂-monomorfismo,

en consecuencia h′i0 y h′i0+1 son Λ-monomorfismos. Concluimos aśı que h′i0+1

es un Λ-isomorfismo.

Dado que ĥ es sirreducible, se tienen dos casos: hi0 es irreducible y hi0+1

es un Λ-monomorfismo escindido ó bien hi0 es un Λ-epimorfismo escindido y

hi0+1 es irreducible.

Supongamos que hi0 es irreducible y hi0+1 es un Λ-monomorfismo escindido.

Dado que ι es irreducible, de la ecuación (3.6), se sigue que h′i0 es un Λ-

epimorfismo escindido. En consecuencia h′i0 es un Λ-epimorfismo. De donde,

h′i0 es un Λ-isomorfismo; lo cual implica que ĥ′ es un Λ̂-isomorfismo. Esto

contradice el hecho que ĥ′ es irreducible.

Aśı solo se dará el segundo caso, esto es, hi0 es un Λ-epimorfismo escindido

y hi0+1 es irreducible.

De la ecuación (3.6), se tiene que h′i0 es un Λ-epimorfismo escindido o

bien que hi0 es un Λ-monomorfismo escindido. Si h′i0 es un Λ-epimorfismo es-

cindido, se llega a la contradicción anterior. Aśı que hi0 es un Λ-monomorfismo
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la categoŕıa estable

escindido, y en consecuencia, hi0 es un Λ-isomorfismo. Por lo tanto, de la

ecuación (3.6), se sigue que h′i0 es irreducible.

De lo anterior, tenemos que h′i0 es irreducible y h′i0+1 es un Λ-isomorfismo,

por lo tanto ĥ′ es sirreducible. �

3.2 Establemente smonic, establemente sepic

y establemente sirreducible en la categoŕıa

estable

Definición 3.2.1. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un homomorfismo irreducible en Λ̂-

mod, con M̂ y M̂ ′ Λ̂-módulos sin sumandos directos proyectivos no nulos y M̂

o M̂ ′ indescomponible.

(a) Decimos que ĥ establemente smonic, si ĥ es smonic.

(b) Decimos que ĥ establemente sepic, si ĥ es sepic.

(c) Decimos que ĥ establemente sirreducible, si ĥ es sirreducible.

Observación 3.2.2. La buena definición está dada por el corolario 2.2.11.

Teorema 3.2.3. Sea ĥ : M̂ // M̂ ′ un homomorfismo irreducible en Λ̂-mod,

con M̂ y M̂ ′ Λ̂-módulos sin sumandos directos proyectivos no nulos y M̂ o M̂ ′

indescomponible. Entonces ĥ tiene una y solo una de las siguientes formas

(i) ĥ es establemente smonic;

(ii) ĥ establemente sepic;

(iii) ĥ establemente sirreducible.

Demostración. La demostración se puede hacer de forma inmediata utilizando

la definición 3.2.1 y el teorema 2.2.6. �
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3.3 Forma de los morfismos en un triángulo de

Auslander-Reiten

Los resultados presentados en el siguiente teorema, fueron probados en [16]

por E. Ribeiro, S. Fernandes y H.Giraldo para la categoŕıa derivada.

Teorema 3.3.1. Sean M̂
ĥ // M̂ ′ ĥ

′
// M̂ ′′ ĥ

′′
// Ω−1 M̂ un triángulo de

Auslander-Reiten en Λ̂-mod y M̂ , M̂ ′ y M̂ ′′ Λ̂-módulos sin sumandos directos

proyectivos no nulos. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(i) Si ĥ es establemente smonic, entonces ĥ
′

es establemente sepic.

(ii) Si ĥ es establemente sepic, entonces ĥ
′

es establemente sirreducible.

(iii) Si ĥ es establemente sirreducible, entonces ĥ
′

es establemente smonic o

es establemente sirreducible.

Demostración. Dado el triángulo de Auslander-Reiten en Λ̂-mod

M̂
ĥ // M̂ ′ ĥ

′
// M̂ ′′ ĥ

′′
// Ω−1 M̂, (3.8)

por el teorema 2.4.1, existe una sucesión de Auslander-Reiten de la siguiente

forma en Λ̂-mod

0 // M̂
(ĥ,α̂)t // M̂ ′ ⊕ P̂

(ĥ′1,β̂)
// M̂ ′′ // 0 , (3.9)

con P̂ un Λ̂-módulo proyectivo tal que, el triángulo inducido por la sucesión

exacta corta (3.9) es isomorfo al triángulo de Auslander-Reiten (3.8) y h′

es igual a h1
′ salvo isomorfismo. Por lo tanto, basta probar las respectivas

propiedades para ĥ1

′
.

(i) Supongamos que ĥ es establemente smonic. De la definición 3.2.1 (a),

se sigue que ĥ es smonic. En consecuencia, ĥ es un Λ̂-monomorfismo

y P̂ = 0. En efecto, si P̂ 6= 0, entonces P̂ es un Λ̂-módulo proyectivo

indescomponible, en consecuencia, por el corolario 2.4.2 (i), se tiene que

ĥ es un Λ̂-epimorfismo. Aśı, ĥ es un Λ̂-isomorfismo, contradicción pues

ĥ es irreducible (por el teorema 2.2.8) ya que ĥ es irreducible.
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Aśı, tenemos que la sucesión de Auslander-Reiten (3.9) es de la forma

0 // M̂
ĥ // M̂ ′ ĥ′1 // M̂ ′′ // 0.

Como ĥ es smonic, por el lema 3.1.1 (i), se tiene que ĥ′1 es sepic; y por

la definición 3.2.1 (b), se tiene que ĥ1

′
es establemente sepic.

(ii) Supongamos que ĥ es establemente sepic. Por la definición 3.2.1(b), ĥ

es sepic; de donde, ĥ es un Λ̂-epimorfismo y P̂ es indescomponible. En

efecto, si P̂ = 0, la sucesión de Auslander-Reiten (3.9), se tiene que ĥ es

un Λ̂-monomorfismo, de modo que ĥ es un Λ̂-isomorfismo. Además, se

tiene que ĥ es irreducible con M̂ y M̂ ′ sin sumandos directos proyectivos

no nulos. Entonces, por el teorema 2.2.8, se concluye que ĥ es irreducible,

esto contradice el hecho que ĥ es un Λ̂-isomorfismo. Por lo tanto, la

sucesión de Auslander-Reiten (3.9) tiene la siguiente forma

0 // rad P̂
(ĥ, ι̂

rad P̂
)t
// M̂ ′ ⊕ P̂

(ĥ′1, π̂P̂ )
// P̂ /soc P̂ // 0 .

Dado que ĥ es sepic, por el lema 3.1.2, tenemos que ĥ′1 es sirreducible.

Luego, por la definición 3.2.1 (c), se concluye que ĥ′1 es establemente

sirreducible.

(iii) Supongamos que ĥ es establemente sirreducible. Luego, por la definición

3.2.1 (c), ĥ es sirreducible.

- Si en la sucesión de Auslander-Reiten (3.9) se tiene que P̂ = 0, la

sucesión (3.9) es de la siguiente forma

0 // M̂
ĥ // M̂ ′ ĥ′1 // M̂ ′′ // 0.

Dado que ĥ es sirreducible, por el lema 3.1.1 (ii), se tiene ĥ′1 es sirre-

ducible; en consecuencia, ĥ′1 es establemente sirreducible.

- Si en la sucesión de Auslander-Reiten (3.9) se tiene P̂ 6= 0, por el

teorema 2.4.1, tenemos que P̂ es un Λ̂-módulo indescomponible y la

sucesión de Auslander-Reiten (3.9) es de la siguiente forma

0 // rad P̂
(ĥ, ι̂

rad P̂
)t
// M̂ ′ ⊕ P̂

(ĥ′1, π̂P̂ )
// P̂ /soc P̂ // 0 .

45
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Dado que P̂ es indescomponible, P̂ tiene la siguiente forma

· · · // 0 // HomΛ(Q, I)
ϕI // I // 0 // · · · ,

donde I es un Λ-módulo inyectivo indescomponible, HomΛ(Q, I) es un

Λ-módulo proyectivo indescomponible y las entradas no ceros están en

las posiciones i0 y i0 + 1, respectivamente (ver [11, pág 62] ).

Si HomΛ(Q, I) es un Λ-módulo proyectivo simple, entonces por el lema

3.1.4, tenemos ĥ′1 es smonic, por esta razón, ĥ′1 es establemente smonic.

Si HomΛ(Q, I) un Λ-módulo proyectivo no simple, por el lema 3.1.5,

obtenemos que ĥ′1 es sirreducible, de manera que ĥ′1 es establemente

sirreducible. De los casos anteriores, concluimos que ĥ′1 es establemente

smonic o establemente sirreducible.

�

3.4 Carcaj de la álgebra repetitiva

Sea Q = (Q0, Q1) un carcaj conexo. Dados p y p′ dos caminos en Q, decimos

que p′ es un sub-camino de p si existen p1 y p2 caminos en Q tales que

p = p1p
′p2. El conjunto de todos los caminos de Q es denotado por P(Q).

Una relación cero o relación monomial en Q es una relación (ver 4.4.1) de

la forma p donde p es un camino de longitud mayor o igual a 2 en Q (ver [18]).

Una relación de conmutatividad es una relación de la forma v − u donde

v y u son dos caminos diferentes de longitud mayor o igual a 2 que empiezan

y terminan en los mismos vértices.

Sean Q un carcaj y ρ un conjunto de relaciones en Q, las cuales son rela-

ciones monomiales o relaciones de conmutatividad. Dos caminos p1 y p2 en

Q son equivalentes si p1 = p′up′′ y p2 = p′vp′′, donde v − u o bien u − v es

una relación de conmutatividad en ρ. Esto genera una relación de equivalencia

sobre P(Q). La clase de equivalencia de p ∈ P(Q) es denotada por p̄. Un

camino p en Q se dice que es un camino en (Q, ρ) si p no tiene sub-caminos

en ρ. Se puede ver que el conjunto {p̄ | p es un camino en (Q, ρ)} es una base

para kQ/ < ρ >. Un camino α1 · · ·αi de longitud mayor o igual a uno en
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(Q, ρ) se dice qu es maximal si βα1 · · ·αi y α1 · · ·αiδ son caminos ceros en

(Q, ρ), para todo β con e(β) = s(α1); y para todo δ, con e(αi) = s(δ). Si

Q0 tiene un único vértice a y Q1 es vaćıo, diremos que el camino trivial 1a
es maximal. Se define M (Q, ρ) = {p̄ | p es un camino maximal en (Q, ρ)}.
Decimos que (Q, ρ) es localmente acotado si cada flecha en Q pertenece a

un camino maximal en (Q, ρ).

3.5 Definición del carcaj repetitivo (Q̂, ρ̂)

Sean Q un carcaj y ρ un conjunto de relaciones en Q, las cuales son relaciones

cero o relaciones de conmutatividad tal que (Q, ρ) es localmente acotado. Va-

mos a construir el carcaj repetitivo Q̂ = (Q̂0, Q̂1) siguiendo los ideas y

definiciones en [18] de la siguiente forma.

Definición 3.5.1. i) Para i ∈ Z, tomamos una copia Q [i] de Q, definida

por: cada vértice a en Q0, define un vértice a [i] en Q [i], para todo i ∈ Z;

y cada flecha β : a → b en Q1, define una flecha β [i] : a [i] // b [i] ,

para todo i ∈ Z.

ii) Para todo p̄ ∈ M (Q, ρ), se define una flecha ˆ̄p [i] : b [i] // a [i− 1] ,

para todo i ∈ Z, donde s(p) = a y e(p) = b. Estás flechas son llamadas

flechas de conexión.

El carcaj resultante es denotado por Q̂ = (Q̂0, Q̂1). Note que Q̂ depende de

Q, y del conjunto de relaciones ρ.

Si p es un camino en Q, denotamos por p [i] al correspondiente camino

en Q [i]. Sea p = p1p2 un camino maximal en (Q, ρ). Decimos que

p2 [i] ˆ̄p [i] p1 [i− 1] es un camino completo en Q̂. En lo que sigue, vamos

a definir ρ̂ el conjunto de relaciones para el carcaj repetitivo Q̂:

(R1) sean p, p1 y p2 caminos en Q. Si p ∈ ρ (respectivamente p1 − p2 ∈ ρ),

entonces p [i] ∈ ρ̂ (respectivamente p1 [i]− p2 [i] ∈ ρ̂); para todo i ∈ Z;

(R2) sea p un camino el cual contiene una flecha de conexión. Si p no es un

sub-camino de un camino completo entonces p ∈ ρ̂;
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(R3) sean p = p1p2p3 y q = q1q2q3 caminos maximales en (Q, ρ) con p2 = q2.

Entonces, p3 [i] ˆ̄p [i] p1 [i− 1]− q3 [i] ˆ̄q [i] q1 [i− 1] ∈ ρ̂, para todo i ∈ Z.

Observación 3.5.2. Sea p un camino en Q. Entonces la clase de equivalencia

p [i] de p [i] en P(Q̂) depende solo de p̄ la clase de equivalencia de p en P(Q).

Aśı, podemos denotar a p [i] por p [i], para todo i ∈ Z.

Teorema 3.5.3. Sean Q un carcaj finito, ρ un conjunto de relaciones para

Q las cuales son relaciones cero o relaciones de conmutatividad tal que (Q, ρ)

es localmente acotado. Entonces kQ̂/ < ρ̂ > es la k-álgebra repetitiva de

kQ/ < ρ >.

Demostración. Ver [18, pág. 428]. �

Proposición 3.5.4. Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita. Entonces Λ es

gentil (ver [18, §4]) si, y solo si, Λ̂ es especial biserial (ver [18, §4]).

Demostración. Ver [18, pág. 429]. �

3.6 Ejemplos

Ejemplo 3.6.1. Sean Q el carcaj : •
1

•
2

αoo •
3

βoo y Λ = kQ la k-álgebra

hereditaria. Dado que Λ tiene dimensión global menor o igual a 1, se sabe que

la categoŕıa derivada Db(Λ-mod) y Λ̂-mod son equivalentes como categoŕıas

trianguladas (ver teorema 2.2.3).

El carcaj de Auslander-Reiten de Λ-mod está dada en la figura 3.1.

M [βα]
f5

$$
M [α]

f2

::

f3

$$

M [β]
f6

$$

oo

M [11]

f1

::

M [12]

f4

::

oo M [13]oo

Figura 3.1: El carcaj de Auslander-Reiten de Λ-mod.
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El carcaj Q tiene un único camino maximal m = βα. Por lo tanto, Q̂ va

ha tener una única flecha de conexión m̂i : 1i // 3i−1 , para cada i ∈ Z (ver

3.5.1 (ii)).

Por lo que el carcaj Q̂ es:

... •
3i+1

βi+1

��

•
3i

βi

��

•
3i−1

βi−1

��

...

... •
2i+1

αi+1

��

•
2i

αi

��

•
2i−1

αi−1

��

...

...

II

•
1i+1

m̂i+1

II

•
1i

m̂i

HH

•
1i−1

II

... .

El conjunto de relaciones en el carcaj repetitivo Q̂ es

ρ̂ =
{
βiαim̂iβi−1, αim̂iβi−1αi−1, m̂i+1βiαim̂i / i ∈ Z

}
.

De donde la k-álgebra repetitiva es Λ̂ = kQ̂/Î, el ideal Î es generado por

ρ̂. Además Λ̂ es especial biserial (ver proposición 3.5.4), por lo tanto, los

Λ̂-módulos proyectivos-inyectivos indescomponibles están dados por

P̂1i = M̂ [m̂iβi−1αi−1], P̂2i = M̂ [αim̂iβi−1] y P̂3i = M̂ [βiαim̂i].

El carcaj de Auslander-Reiten de Λ̂-mod está en la figura 3.2. En este carcaj

tenemos los cuatro casos del teorema 3.3.1.

M̂ [αim̂i]

$$

M̂ [βiαi]oo

$$

M̂ [m̂i+1βi]oo

&&

M̂ [αi+1m̂i+1]oo

&&

M̂ [βi+1αi+1]oo

· · · M̂ [αi]

$$

::

M̂ [βi]oo

%%

99

M [m̂i+1]oo

&&

88

M [αi+1]oo

&&

88

· · ·

M̂ [11i ]

::

M̂ [12i ]
oo

::

M̂ [13i ]
oo

88

M̂ [11i+1
]oo

88

M̂ [12i+1
]oo

Figura 3.2: El carcaj de Auslander-Reiten de la categoŕıa estable
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(i) En la figura 3.2 tenemos el triángulo de Auslander-Reiten

M̂ [13i ]
ĥ // M̂ [m̂i+1]

ĥ
′
// M̂ [11i+1

]
ĥ
′′
// Ω−1 M̂ [13i ],

en el cual se cumple que ĥ es establemente smonic y ĥ
′

es establemente

sepic

M̂ [13i ]

ĥ
��

· · · // 0

0

��

//M [13]

idM [13]

��

// 0

��

// · · ·

M̂ [m̂i+1]

ĥ
′

��

· · · //M [11]

idM [11]

��

f6◦f5 //M [13]

0

��

// 0

��

// · · ·

M̂ [11i+1
]

ĥ
′′

��

· · · //M [11]

f2◦f1

��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

M [βi+1αi+1] · · · //M [βα] // 0 // 0 // · · · .

(ii) Dado el triángulo M̂ [αim̂i]
ĥ // M̂ [αi]

ĥ
′
// M̂ [βiαi]

ĥ
′′
// Ω−1 M̂ [αim̂i]

de Auslander-Reiten, se tiene que ĥ es establemente sepic y ĥ
′
es estable-

mente sirreducible

M̂ [αim̂i]

ĥ
��

· · · //M [α]

idM [α]

��

f6 //M [13]

0

��

// 0

��

// · · ·

M̂ [αi]

ĥ
′

��

· · · //M [α]

f2

��

// 0

0

��

// 0

��

// · · ·

M̂ [βiαi]

ĥ
′′

��

· · · //M [βα]

f6◦f5

��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

M [13i ] · · · //M [13i ]
// 0 // 0 // · · · .

Note que el Λ-homomorfismo f2 es irreducible, ver figura 3.1.

(iii) El triángulo de Auslander-Reiten

M̂ [11i ]
ĥ // M̂ [αi]

ĥ
′
// M̂ [12i ]

ĥ
′′
// Ω−1 M̂ [11i ],
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satisface que ĥ es establemente sirreducible y ĥ
′

es establemente sirre-

ducible

M̂ [11i ]

ĥ
��

· · · // 0

��

//M [11]

f1

��

// 0

��

// · · ·

M̂ [αi]

ĥ
′

��

· · · // 0

��

//M [α]

f3

��

//

��

// · · ·

M̂ [12i ]

ĥ
′′

��

· · · // 0

��

//M [12]

f4

��

// 0

��

// · · ·

M [m̂i+1βi] · · · //M [11] //M [β] // 0 // · · · .

Los Λ-homomorfismos f1 , f3 y f4 son irreducibles, ver figura 3.1.

(iv) En el triángulo de Auslander-Reiten

M̂ [βiαi]
ĥ // M̂ [βi]

ĥ
′
// M̂ [m̂i+1βi]

ĥ
′′
// Ω−1 M̂ [βiαi],

tenemos que ĥ es establemente sirreducible y ĥ
′

es establemente smonic

M̂ [βiαi]

ĥ
��

· · · // 0

��

//M [βα]

f5

��

// 0

��

// · · ·

M̂ [βi]

ĥ
′

��

· · · // 0

��

//M [β]

idM [β]

��

// 0

��

// · · ·

M̂ [m̂i+1βi]

ĥ
′′

��

· · · //M [11]

idM [11]

��

f5 //M [β]

��

// 0

��

// · · ·

M [11i+1
] · · · //M [11] // 0 // 0 // · · · ,

donde el Λ-homomorfismo f5 es irreducible ver figura 3.1.

Ejemplo 3.6.2. Sea Λ = kQ/I la k-álgebra de dimensión finita como k-

espacio vectorial, donde el carcaj Q está dada por Q:= •
1

a 99

b
(( •
2

c

hh y
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el ideal I es generado por ρ = {a2, bc, cb}. Note que Λ es una k-álgebra de

dimensión global infinita, pues M [b] tiene dimensión proyectiva infinita. El

camino maximal en (Q, ρ) es m = cab. Por la definición 3.5.1 (ii) tenemos,

para cada i ∈ Z, la flecha de conexión m̂i : 2i // 2i−1 . Por lo tanto el carcaj

repetitivo Q̂ es
...

...

•
1i+1

ai+1 22

bi+1

** •
2i+1ci+1

jj

m̂i+1

��
•
1i

ai 88

bi
)) •
2ici

ii

m̂i

��
•

1i−1

ai−1 22

bi−1

** •
2i−1ci−1

jj

...
...

Para calcular los caminos completos en Q̂, vamos a utilizar la definición 3.5.1.

(i) Para m = c ◦ ab, lo cual implica que γi = aibim̂ici−1 es un camino

completo en Q̂.

(ii) Para la descomposición m = ca ◦ b, se tiene que ζi = bim̂ici−1ai−1 es un

camino completo en Q̂.

(iii) Dado que m = 12 ◦ cab, un camino completo en Q̂ es ηi = ciaibim̂i.

(iv) Para la descomposición m = cab ◦ 12, se tiene el camino completo χi =

m̂ici−1ai−1bi−1 en Q̂.

El conjunto de relaciones ρ̂ en Q̂ está dado por:

(i) Para todo i ∈ Z, se tiene a2
i , bici, cibi ∈ ρ̂.

(ii) Para todo i ∈ Z, se tiene que γiai−1, ciγi, aiζi, λiηi, ζibi−1, m̂i+1ηi,

ηici−1, biχi, χim̂i−1 ∈ ρ̂.
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(iii) Para todo i ∈ Z, se tienen las relaciones de conmutatividad γi − ζi, ηi −
χi ∈ ρ̂ en Q̂.

Sea Î =< ρ̂ > y Λ̂ = kQ̂/Î ,la cual es una k-álgebra especial biserial

(ver proposición 3.5.4). Las series radicales de los Λ̂-módulos proyectivos e

inyectivos indescomponibles están dadas por:

M̂ [11i ]

M̂ [11i ]

M̂ [12i ]

M̂ [12i−1
]

M̂ [11i−1
]

M̂ [12i ]

M̂ [12i−1
]

M̂ [11i−1
]

P̂11i
=

............................................
....
............

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

............................................. ........
....

................................................ ........
....

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

.........................................
....
............

M̂ [12i ]

M̂ [11i ]

M̂ [11i ]

M̂ [12i ]

M̂ [12i−1
]

M̂ [12i−1
]

M̂ [11i−1
]

M̂ [11i−1
]

P̂12i
=

.

............................................
....
............

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

.............................................. ........
....

.............................................. ........
....

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

.........................................
....
............

Sean di = aibim̂i y ei = dib
−1
i−1. Una componente del carcaj de Auslander-

Reiten estable de Λ̂-mod es la figura 3.3.

En la categoŕıa estable Λ̂-mod solamente se dan dos casos del teorema 3.3.1,

estos dos casos se logran ver en la componente estable dada en la figura 3.3.

(i) En el triángulo M̂ [di]
ĥ // M̂ [eidi−1]

ĥ
′
// M̂ [di−1]

ĥ
′′
// Ω−1 M̂ [di] de

Auslander-Reiten se tiene que ĥ es establemente irreducible y ĥ
′

es es-

tablemente irreducible. Reemplazando di y ei en el triángulo anterior, el

triángulo de Auslander-Reiten tiene la siguiente forma

M̂ [aibim̂i] :

ĥ
��

//M [ab]

idM [ab]

��

fi //M [12]

hi+1

��

// 0

0
��

//

M̂ [aibim̂ib
−1
i−1ai−1bi−1m̂i−1] :

ĥ
′
��

//M [ab]

0
��

f ′i //M [b−1ab]

h′i+1
��

f ′i+1 //M [12]

idM [12]

��

//

M̂ [ai−1bi−1m̂i−1] :

ĥ
′′
��

// 0

0
��

//M [ab]

h′′i+1
��

//M [12]

0
��

//

M̂ [m̂ici−1ai−1] : //M [12] //M [ca] // 0 // .

53
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Auslander-Reiten

Los Λ-homomorfismos hi+1 y h′i+1 son homomorfismos canónicos. Por lo

tanto de la proposición 4.8.3 tenemos que son irreducibles.

(ii) En el triángulo de Auslander-Reiten

M̂ [eidi−1]
ĥ
′
// M̂ [di−1]⊕ M̂ [eiei−1di−2]

ĥ
′
// M̂ [ei−1di−2]

ĥ
′′
// Ω−1 M̂ [eidi−1],

se tiene ĥ es establemente smonic y ĥ
′

es establemente sepic

//M [ab] //

idM [ab]

��

M [b−1ab] //

(idM [b−1ab], 0)t

��

M [12] //

(idM [12], 0)t

��

0 //

0

��
//M [ab] //

0

��

M [b−1ab]⊕M [ab] //

(0, idM [ab])

��

M [12]⊕M [b−1ab] //

(0, idM [b−1ab])

��

M [12] //

idM [12]

��
// 0 //

0

��

M [ab] //

h′′i+1

��

M [b−1ab] //

h′′i+2

��

M [12]

0

��

//

//M [12] //m[cac−1] //M [ca] // 0 // .
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Ejemplo 3.6.3. Sea Q el carcaj

•
3

α

��
•
4

λ
%% β // •

2

θ

��
•
1

Sean ρ = {αθ, λ2}, I el ideal generado por ρ y Λ = kQ/I, la cual es una

k-álgebra gentil de dimensión global infinita, pues la dimensión proyectiva de

M [βθ] es infinita. Los caminos maximales en (Q, ρ) son M =
{
α, λβθ

}
. Para

α, por la definición 3.5.1 (ii), tenemos la flecha de conexión ̂̄αi : •
2i

// •
3i−1

y

para q = λβθ tenemos la flecha de conexión q̂i : •
1i

// •
4i−1

. Aśı el carcaj Q̂

tiene la siguiente forma.

· · · •
3i+1

αi+1

��

•
3i

αi

��

•
3i−1

αi−1

��

· · ·

•
4i+1

λi+1

&& βi+1 // •
2i+1

θi+1

��

α̂i+1

11

•
4i

λi
&& βi // •

2i

θi

��

α̂i

11

•
4i−1

λi−1

&& βi−1 // •
2i−1

θi−1

��
· · · •

1i+1

q̂i+1

AA

•
1i

q̂i

==

•
1i−1

· · · .

Ahora, veamos cuales son los caminos completos en Q̂.

(i) Para α = α ◦ 12, lo cual implica que γi = α̂iαi−1 es un camino completo

en Q̂.

(ii) Para α = 13 ◦ α, se tiene que ζi = αiα̂i es un camino completo en Q̂.

(iii) Para q = λ ◦ βθ, un camino completo en Q̂ es ηi = βiθiq̂iλi−1.

(iv) El camino maximal q = λβ ◦ θ induce el camino completo χi =

θiq̂iλi−1βi−1 en Q̂.
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(v) Para q = 14 ◦ λβθ, se tiene el camino completo ξi = λiβiθiq̂i en Q̂.

(vi) Dado q = λβθ ◦ 11, tenemos que κi = q̂iλi−1βi−1θi−1 es un camino com-

pleto en Q̂.

El conjunto de relaciones, ρ̂ en Q̂, esta dado por:

(i) Para todo i ∈ Z, se tiene αiθi, λ
2
i ∈ ρ̂.

(ii) Para todo i ∈ Z, se tiene βiα̂i, q̂iβi−1, αiγi, γiα̂i−1, λiηi, ηiβi−1, χiθi−1,

κiq̂i−1 ∈ ρ̂.

(iii) Para todo i ∈ Z, se tienen las relaciones de conmutatividad ηi− ξi, γi−
χi ∈ ρ̂ en Q̂.

Sean Î =< ρ̂ > y Λ̂ = kQ̂/Î, la cual es una k-álgebra especial biserial ver

proposición 3.5.4 y Λ̂-mod es una categoŕıa de Frobenius.

Las series radicales de los Λ̂-módulos proyectivos e inyectivos indescom-

ponibles están dadas por.

M̂ [11i ]

M̂ [14i−1
]

M̂ [14i−1
]

M̂ [12i−1
]

M̂ [11i−1
]

P̂1i =

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

M̂ [12i ]

M̂ [11i ]

M̂ [14i−1
]

M̂ [14i−1
]

M̂ [12i−1
]

M̂ [13i−1
]P̂2i =

............................................
....
............

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

............................................. ........
....

...........................................................................................................
.
.......
.....

.....................................................................................................
.....
...........
.

M̂ [13i ]

M̂ [12i ]

M̂ [13i−1
]

P̂3i =

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

M̂ [14i ]

M̂ [14i ]

M̂ [12i ]

M̂ [11i ]

M̂ [14i−1
]

M̂ [12i ]

M̂ [11i ]

M̂ [14i−1
]

P̂4i =

............................................
....
............

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

.............................................. ........
....

................................................ ........
....

.................................
.....
.......
.....

.................................
.....
.......
.....

.........................................
....
............

Una componente del carcaj de Auslander-Reiten de Λ̂-mod se puede ver en la

figura 3.4.
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3.6. Ejemplos

Veamos que los siguientes triángulos de Auslander-Reiten tienen las formas

dada en el teorema 3.3.1.

(i) En el triángulo

M [θ−1
i α̂i]

ĥ //M [α̂i]⊕M [θ−1
i ]

ĥ
′
//M [12i ]

ĥ
′′
// Ω−1M [θ−1

i α̂i],

se tiene que ĥ es establemente smonic y ĥ
′

es establemente sepic

M [θ−1
i α̂i] :

ĥ
��

· · · // 0

��

//M [θ]

(idM [θ], 0)t

��

fi //M [13]

idM [13]
��

// · · ·

M [α̂i]⊕M [θ−1
i ] :

ĥ
′

��

· · · // 0

��

//M [θ]⊕M [12]
(fi, 0) //

(0, idM [12])
��

M [13]

��

// · · ·

M [12i ] :

ĥ
′′
��

· · · // 0

��

//M [12]

��

// 0

��

// · · ·

Ω−1M [θ−1
i α̂i] : · · · //M [11] //M [λβα−1] // 0 // · · · .

Tenemos queM [θ] es un Λ-módulo proyectivo indescomponible. Por

lo tanto Q ⊗Λ M [θ] ∼= M [λβα−1] es un Λ-módulo inyectivo indescom-

ponible, aśı el Λ-homomorfismo fi : Q⊗Λ M [θ] //M [13] es el Λ-

homomorfismo canónico de M [λβα−1] para M [13].

(ii) En el triángulo M [α̂i]
ĥ //M [12i ]

ĥ
′
//M [αi]

ĥ
′′
// Ω−1M [α̂i] , se tiene

que ĥ es establemente sepic y ĥ
′

es establemente sirreducible

M [α̂i] :

ĥ

��

· · · // 0

��

//M [12]

idM [12]

��

//M [13]

0

��

// 0

��

// · · ·

M [12i ] :

ĥ
′

��

· · · // 0

��

//M [12] //

h′i0
��

0

��

// 0

��

// · · ·

M [αi] :

ĥ
′′

��

· · · // 0

��

//M [α]

��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

Ω−1M [α̂i] : · · · // 0 //M [13] // 0 // 0 // · · · ,
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donde h′i0 : M [12] //M [α] es un Λ-homomorfismo canónico. Por lo

tanto, por la proposición 4.8.3, se tiene que hi0 es un Λ-homomorfismo

irreducible.

(iii) En el triángulo

M [λiβiθi]
ĥ //M [λiβi]

ĥ
′
//M [̂qi+1λiβi]

ĥ
′′
// Ω−1M [λiβiθi] ,

se tiene que ĥ es establemente sirreducible y ĥ
′

es establemente smonic

M [λiβiθi] :

ĥ

��

· · · // 0

��

// 0

��

//M [λβθ]

hi0+1

��

// 0

��

// · · ·

M [λiβi] :

ĥ
′

��

· · · // 0

��

// 0 //

0

��

M [λβ]

idM [λβ]

��

// 0

��

// · · ·

M [̂qi+1λiβi] :

ĥ
′′

��

· · · // 0

��

//M [11]

��

//M [λβ]

��

// 0

��

// · · ·

Ω−1M [λiβiθi] : 0 // 0 //M [11] // 0 // 0 // · · · ,

donde hi0+1 : M [λβθ] //M [λβ] es el Λ-homomorfismo canónico.

Por lo tanto, por la proposición 4.8.3, se tiene que hi0+1 es un Λ-

homomorfismo irreducible.

(iv) En el triángulo M [11i ]
ĥ //M [θ−1

i α̂i]
ĥ
′
//M [α̂i]

ĥ
′′
// Ω−1M [11i ] , se

tiene que ĥ es establemente sirreducible y ĥ
′
es establemente sirreducible

M [11i ] :

ĥ
��

· · · // 0

��

//M [11]

hi0
��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

M [θ−1
i α̂i] :

ĥ
′

��

· · · // 0

��

//M [θ] //

h′i0
��

M [13]

idM [13]

��

// 0

��

// · · ·

M [α̂i] :

ĥ
′′

��

· · · // 0

��

//M [12]

��

//M [13]

��

// 0

��

// · · ·

Ω−1M [11i ] : 0 //M [11] //M [(λβ)−1] // 0 // 0 // · · · ,
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donde hi0 : M̂ [11] //M [θ] y h′i0 : M [θ] //M [12] son Λ-

homomorfismos canónicos. Aśı, por la proposición 4.8.3, tenemos

que son Λ-homomorfismos irreducibles.
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Caṕıtulo 4

Apéndice

4.1 Álgebra básica

Definición 4.1.1. Sean k un cuerpo y Λ una k-álgebra de dimensión finita.

Decimos que Λ es básica, si Λ = P1 ⊕ · · · ⊕ Pn como Λ-módulo a izquierda,

donde los Pi son Λ-módulos proyectivos a izquierda indescomponibles no iso-

morfos dos a dos. Si k es algebraicamente cerrado, se sabe que Λ es básica

si, y solamente si, todo Λ-módulo simple tiene dimensión uno como k-espacio

vectorial.

Teorema 4.1.2. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Dos k-álgebras

básicas son isomorfas si y solamente si son Morita equivalentes [8].

Demostración. Ver [8, Lema I.2.6]. �

Teorema 4.1.3. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Si Λ es una k-

álgebra de dimensión finita, entonces existe una única k-álgebra básica Λ0

(salvo isomorfismo) tal que Λ y Λ0 son morita equivalentes. Al álgebra Λ0

se le conoce como la álgebra básica de Λ.

Demostración. Ver [8, Cor. I.2.7]. �

4.2 Carcaj y representaciones

Definición 4.2.1. (i) Un carcaj es un grafo dirigido Q = (Q0, Q1, s, e),

donde Q0 es el conjunto de vértices, Q1 es el conjunto de flechas, y s, e
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son funciones de Q1 en Q0 definidas de la siguiente manera: para toda

fecha α ∈ Q1, s(α) es el vértice donde comienza la fecha α y e(α) es el

vértice donde termina la fecha α.

(ii) Supongamos que Q = (Q0, Q1, s, e) es un carcaj y k un cuerpo. Una

representación ν del carcaj Q sobre k esta dada por (Vv, φv)v∈Q0, donde

para cada vértice v ∈ Q0 tenemos el k-espacio vectorial Vv y para una

fecha v
α // u , existe φα : Vv → Vu una transformación lineal.

Sean ν = (Vv, φv)v∈Q0 y ν ′ = (V ′v , φ
′
v)v∈Q0 dos representaciones de Q

sobre k. Un morfismo η : ν → ν ′ es definido por η = (ηv)v∈Q0, donde

ηv : Vv → V ′v es una transformación k-lineal tal que, para cada fecha

v
α // u , existe un diagrama conmutativo

Vv
φα //

ηv
��

Vu

ηu
��

V ′v
φ′α // V ′u ,

esto es, ηu ◦ φα = φ′α ◦ ηv. Denotamos por Repk(Q) la a categoŕıa de

todas las representaciones de Q sobre k.

4.3 Álgebra de caminos de un carcaj

Definición 4.3.1. Sea Q = (Q0, Q1, s, e) un carcaj y sean v, u ∈ Q0. Un

camino de longitud l ≥ 1 de v en u es de la forma (v|α1 · · ·αl|u), con αr
fechas en Q1 satisfaciendo e(αr) = s(αr+1) para todo r ∈ {1, 2, 3, · · · , l − 1}.
También se define, para cada vértice v ∈ Q0, un camino de longitud cero (de v

en v) el cual se le dice camino trivial y es denotado por 1v. Un camino de

longitud l > 0 es llamado un ciclo si es de la forma (v|α1 · · ·αl|v), es decir,

empieza y termina en el mismo vértice, un ciclo de longitud 1 es llamado lazo.

Un carcaj es aćıclico si no tiene ciclos.

La k-álgebra de caminos kQ de Q es definida como el k-espacio vec-

torial, con base el conjunto de todos los caminos en Q. El producto de dos

caminos es la yuxtaposición de ellos, si existe, y cero en cualquier otro caso.
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4.4. Carcaj con relaciones

De esta manera, obtenemos una k-álgebra asociativa, la cual tiene una identi-

dad si, y solamente si, Q0 es finito. Si Q0 es finito, el elemento identidad esta

dado por
∑
v∈Q0

1v.

Notemos que la k-álgebra de caminos kQ es de dimensión finita sobre k si,

y solamente si, Q0 es finito y no tiene ciclos. Denotamos por J el ideal de kQ
generado por todas las fechas en Q. Entonces Jn es el ideal de kQ generado

por todos los caminos de longitud mayor o igual a n. Denotamos por kQ-mod

a la categoŕıa de todos los kQ-módulos finitamente generados.

Definición 4.3.2. Sean Q = (Q0, Q1, s, e) un carcaj finito y Λ = kQ e I un

ideal bilatero de Λ. Decimos que I es un ideal admisible si existe m ∈ Z
mayor o igual a dos tal que

Jm ⊆ I ⊂ J2

4.4 Carcaj con relaciones

Definición 4.4.1. Sean Q = (Q0, Q1, s, e) un carcaj y k un cuerpo.

(i) Sean v, u ∈ Q0. Una relación θ sobre Q es un elemento θ =
∑
cww ∈

kQ, donde los w son caminos en Q de longitud mayor o igual a 2 tales

que s(w) = v y t(w) = u y cw ∈ k. Si {θt}t es un conjunto de relaciones

sobre Q, entonces (Q, {θt}t) es llamado Carcaj con relaciones.

(ii) Si w = (v|α1, · · · , αl|u) es un camino en Q y ν = (Vv, φα) es una repre-

sentación de Q sobre k, entonces w actúa sobre ν v́ıa la transformación

lineal w(ν) = φαl ◦ · · · ◦ φα1. En general, para una relación ρ =
∑
cnwn

donde cn ∈ k y cada wn es un camino en Q, definimos ρ(ν) =
∑
cnwn(ν).

(iii) Dado un carcaj con relaciones (Q, {θt}t) y una representación ν =

(Vi, φα) de Q sobre k, ν es una representación de (Q, {θt}t) si para todo

t se tiene que θt(ν) = 0. Denotamos por Repk(Q, {θt}t) a la categoŕıa de

todas las representaciones del carcaj con relaciones (Q, {θt}t) sobre k.

Teorema 4.4.2. Sean Q = (Q0, Q1, s, e) un carcaj, k un cuerpo y (Q, {θt}t)
el carcaj con relaciones.
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(i) Las categoŕıas Repk(Q) y kQ-módulos son equivalentes.

(ii) Las categoŕıas Repk(Q, {θt}t) y kQ/I-mod son equivalentes, donde I es

el ideal de kQ generado por {θt}t.

Demostración. Ver [3, Teorema. III.1.5, Proposición. III.1.7]. �

Teorema 4.4.3 (Gabriel). Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. En-

tonces, toda k-álgebra básica de dimensión finita es de la forma kQ/I, para

un único carcaj Q y algún ideal I tal que Jn ⊆ I ⊆ J2 con n ≥ 2.

Demostración. Ver [3, Corolario. III.1.10]. �

4.5 Sucesiones de Auslander-Reiten y carcaj

de Auslander-Reiten

Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita sobre un cuerpo k.

Definición 4.5.1. Una sucesión exacta corta

0 //M
f // L

g // N // 0 no escindida de Λ-módulos finitamente

generados, con M y N indescomponibles, es una sucesión de Auslander-

Reiten si para todo Λ-módulo M ′ finitamente generado y para todo

Λ-homomorfismo h : M //M ′ , el cual no es monomorfismo escindido,

existe un Λ-homomorfismo h′ : L //M ′ tal que h′ ◦ f = h.

Teorema 4.5.2. (i) Si N es un Λ-módulo indescomponible no proyectivo,

entonces existe una sucesión de Auslander-Reiten terminando en N .

(ii) Si M es un Λ-módulo indescomponible no inyectivo, entonces existe una

sucesión de Auslander-Reiten empezando en M .

Demostración. Ver [3, Teorema. V.1.15]. �

Definición 4.5.3. Si 0 //M
f // L

g // N // 0 es una sucesión de

Auslander-Reiten, se define τN = M y decimos que τN es el trasladado

de Auslander de N . De manera similar, se define τ−1M = N .

66
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Teorema 4.5.4. Si la k-álgebra Λ es simétrica, entonces τ N ∼= Ω2N como

Λ-módulo.

Demostración. Ver [3, Teorema, V.1.15 y Proposición IV.3.8]. �

Teorema 4.5.5. Sea 0 //M
f // L

g // N // 0 una sucesión de

Auslander-Reiten.

(i) Los Λ-homomorfismos irreducibles, empezando en M son de la forma

f ′ : M // L′ donde L′ es un sumando directo de L diferente de cero,

esto es, L = L′ ⊕ L′′ y f = (f ′, f ′′)t, para algún f ′′ : M // L′′ .

(ii) Los Λ-homomorfismos irreducibles, terminando en N son de la forma

g′ : L′ // N donde L′ es un sumando directo de L diferente de cero,

es decir, L = L′ ⊕ L′′ y g = (g′, g′′), para algún g′′ : L′′ // N .

Demostración. Ver [3, Teorema 5.3]. �

Definición 4.5.6. Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita. el carcaj

de Auslander-Reiten de Λ denotado por Γ(Λ), se define como el carcaj

cuyos vértices son las clases de isomorfismos de los Λ-módulos indescom-

ponibles, además, el número de fechas [M ] → [N ] en Γ(Λ) es igual a la

dimensión como k-espacio vectorial de los homomorfismo irreducibles de M

para N . Más precisamente, si N es un Λ-módulo indescomponible no proyec-

tivo, la k-dimensión del espacio de los homomorfismos irreducibles de M

para N es igual a la multiplicidad de M como sumando directo de E, donde

0 // τ N // E // N // 0 es la sucesión de Auslander-Reiten termi-

nando en N . Del mismo modo, si M es indescomponible no inyectivo, en-

tonces la k-dimensión del espacio de los homomorfismos irreducibles de M

para N es igual a la multiplicidad de N como sumando directo de E ′, donde

0 //M // E ′ // τ−1M // 0 es la sucesión de Auslander-Reiten em-

pezando en M .

Si N es proyectivo indescomponible, entonces la k-dimensión del espacio

de los homomorfismos irreducibles de M para N es igual a la multiplicidad de

M como un sumando directo de radN . Si M es inyectivo indescomponible,

entonces la k-dimensión del espacio de homomorfismos irreducibles de M para
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N es igual a la multiplicidad de N como un sumando directo de M/socM .

El carcaj de Auslander-Reiten estable denotada por ΓS(Λ) es obtenida de Γ(Λ)

removiendo todos los Λ-módulos proyectivos P , todos los Λ-módulos inyectivos

I y para todo i ∈ Z+ ∪ {0}, [τ−i P ] y [τ i I] y todas las fechas adyacentes. En

particular, cuando la k-álgebra sea auto-inyectiva, removemos solo los vértices

[P ] para P proyectivo y las fechas adyacentes.

4.6 Álgebra especial biserial

Sean k un cuerpo algebraicamente y Λ una k-álgebra de dimensión finita.

Definición 4.6.1. La k-álgebra Λ es especial biserial si es una k-álgebra

básica de la forma Λ = kQ/I, donde Q es un carcaj finito y I es un ideal

admisible (ver definición 4.3.2). El cual cumple las siguientes condiciones:

(S1) Para todo vértice v ∈ Q0 existen a lo sumo dos fechas empezando en v y

existen a lo sumo dos fechas terminando en v.

(S2) Para toda fecha β ∈ Q1 existe a lo sumo una fecha δ ∈ Q1 con s(β) = e(δ)

tal que δβ /∈ I y existe a lo sumo una fecha α ∈ Q1 e(β) = s(α) tal que

βα /∈ I.

Definición 4.6.2. Sea Λ = kQ/I una k-álgebra especial biserial. Decimos

que Λ es una álgebra de cadena, si el ideal I es generado por relaciones

cero de longitud mayor o igual a 2.

Definición 4.6.3. Sea Λ = kQ/I una k-álgebra de cadena. Decimos que Λ

es gentil si cumple las siguientes condiciones.

(G1) El ideal I es generado por relaciones ceros de longitud dos.

(G2) Para toda fecha β ∈ Q1 existe a lo sumo una fecha δ ∈ Q1 con s(β) = e(δ)

tal que δβ ∈ I y existe a lo sumo una fecha α ∈ Q1 e(β) = s(α) tal que

βα ∈ I.
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4.7 Módulos cadena

Definición 4.7.1. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y Λ = kQ/I
una k-álgebra de cadena básica.

(i) Dada β una fecha en Q, denotamos por β−1 la fecha inversa de β, donde

s(β−1) = e(β) y e(β−1) = s(β) y escribimos (β−1)−1 = β. Una pa-

labra de longitud n ≥ 1 es una secuencia w1 · · ·wn, donde los wi son

fechas o fechas inversas donde s(wi+1) = e(wi) para todo 1 ≤ i ≤ n− 1,

s(w1 · · ·wn) = s(w1) y e(w1 · · ·wn) = e(wn). Se define la inversa de una

palabra de la siguiente forma (w1 · · ·wn)−1 = w−1
n · · ·w−1

1 .

Una rotación de una palabra w = w1 · · ·wn es una palabra

wi+1 · · ·wnw1 · · ·wi para 1 ≤ i ≤ n. Si v es un vértice de Q, se define la

palabra vaćıa 1v de longitud cero con e(1v) = t(1v) = v y (1v)
−1 = 1v.

En el conjunto de todas las palabras definimos la relación de equivalencia

∼, la cual identifica w con w−1.

(ii) Una cadena es un representante w, de una clase de equivalencia bajo la

relación ∼, donde w = 1v para v un vértice de Q o w = w1 · · ·wn con

n ≥ 1 y wi 6= w−1
i+1 para todo i = 1, 2, · · · , n − 1 y los sub-caminos de w

o los inversos de sub-caminos no están en I.

Definición 4.7.2. Para cada cadena w, definimos al Λ−módulo M [w], el cual

llamamos módulo cadena. Sea w = w1 · · ·wn una cadena de longitud n > 0.

Definamos la siguiente función t : {0, 1, · · · , n} → Q0 dada por:

t(x) =

s(w1), si x = 0,

e(wx), si x 6= 0.

Para u ∈ Q0, definamos Iu = {x ∈ {0, 1, 2, ..., n} /t(x) = u}. De esta forma

definimos M [w] = (Mv, φβ) donde Mv = ⊕
x∈Iv

Kx y cada Kx es un k-espacio

vectorial de dimensión 1. Para una flecha β ∈ Q1, definimos φβ : Ms(β) →
Me(β) como una matriz de |Ie(β)| × |Is(β)|, con entradas dadas por:

(φβ)ij =


1 si j = i+ 1 y wj = β,

1 si i = j + 1 y wi = β−1,

0 en cualquier otro caso.
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4.8 Garfio y co-garfio

Definición 4.8.1. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado, Λ = kQ/I una

k-álgebra de cadena básica y w una cadena.

(i) Decimos que w comienza en una cumbre si no existe α ∈ Q1 tal que

wα es cadena.

(ii) Decimos que w comienza en un abismo si no existe α ∈ Q1 tal que

wα−1 es cadena.

(iii) Decimos que w termina en un abismo si no existe α ∈ Q1 tal que

αw es cadena.

(iv) Decimos que w termina en una cumbre si no existe α ∈ Q1 tal que

α−1w es cadena.

(v) Supongamos que w = w1 · · ·wn. Diremos que w es una cadena directa

si todos los wi son fechas, es una cadena inversa si todos los w−1
i son

fechas. Decimos que w es una cadena maximal directa si es una cadena

directa y para todo fecha α en Q se tiene αw ∈ I.

Definición 4.8.2. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado, Λ = kQ/I una

k-álgebra de cadena básica y w una cadena.

(i) Supongamos que w no comienza en una cumbre, que existe una fecha

β en Q tal que wβ es una cadena. Entonces existe una única cadena

maximal directa D tal que wh = wβD−1 es una cadena comenzando en

un abismo. wh es llamado garfio a derecha de w.

(ii) Supongamos w no termina en una cumbre, que existe una fecha β en Q

tal que β−1w es una cadena. Entonces existe una única cadena maximal

directa D tal que hw = Dβ−1w es una cadena terminando en un abismo.

hw es llamado garfio a izquierda de w.

(iii) Supongamos que w no comienza en un abismo,que existe una fecha γ

en Q tal que wγ−1 es una cadena. Entonces existe una única cadena

maximal directa D tal que wc = wγ−1D es una cadena empezando en un

cumbre. wc es llamado co-garfio a derecha de w.
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(iv) Supongamos que w no comienza en un abismo, que existe una fecha β en

Q tal que βw es una cadena. Entonces existe una única cadena maximal

directa tal que cw = D−1βw es una cadena terminando en una cumbre.

cw es llamado co-garfio a izquierda de w.

Proposición 4.8.3. Si Λ = kQ/I una k-álgebra de cadena básica y w

una cadena, entonces los Λ-homomorfismos canónicos M [w] M [wh]........................................................................ ............ ,

M [w] M [hw]....................................................................... ............ , M [wc] M [w]......................................................................... ............ y M [cw] M [w]......................................................................... ............ son irreducibles.

Demostración. Ver [6, Lemas en las pág. 166, 168 y 169]. �

A continuación, vamos a determinar las sucesiones de Auslander-Reiten

que contienen módulos cadena. En primer lugar consideraremos aquellas con

un solo término en el medio.

Definición 4.8.4. Definamos las siguientes sucesiones exactas, que llamare-

mos sucesiones exactas canónicas:

(i) Para toda fecha δ en Q, existen C y D cadenas maximales directas tales

que B = C−1δD−1 comienza en un abismo y termina en una cumbre,

N(δ) = M [B] es indescomponible ver [6, pág. 170], U(δ) = M [C−1],

V (δ) = M [D−1] y la siguiente sucesión exacta corta

U(δ) N(δ) V (δ)0 0...................................................................................... ............ ...................................................................................... ................................................................................................................ ............ .................................................................................................... ............

es una sucesión de Auslander-Reiten.

Supongamos que w es una cadena tal que M [w] no es un Λ-módulo inyectivo

y para todo fecha δ en Q se cumple que M [w] no es isomorfo a U(δ).

(ii) Supongamos que w es una cadena que no comienza y no termina en

cumbre. Entonces hw, wh y hwh están definidos. Tenemos la sucesión

exacta corta

M [w] M [hw]⊕M [wh] M [hwh]0 0........................................................................................ ............ .......................................................................... ...................................................................... ............ ............................................. ............

(iii) Supongamos que w es una cadena que no comienza en cumbre pero ter-

mina en cumbre, aśı wh está definida. Dado que w no es inversa( de otra

forma M [w] es de la forma U(δ)), entonces podemos escribir a w =c D

71
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para alguna cadena D que no comienza en cumbre. Aśı también esta

definido Dh, y existe la siguiente sucesión exacta corta

M [w] M [D]⊕M [wh] M [Dh]0 0............................................................................................. ............ .................................................................................... ........................................................................................................... ............ .................................................. ............

(iv) Supongamos que w comienza en una cumbre, pero no termina en una

cumbre. Similarmente podemos escribir w = Dc para alguna cadena D,

tenemos la siguiente sucesión exacta corta

M [w] M [hw]⊕M [D] M [hD]0 0............................................................................................. ............ ................................................................................... ........................................................................................................... ............ ................................................. ............

(v) Supongamos que w comienza y termina en una cumbre. Dado que M [w]

no es inyectivo, w no es de la forma w = w1w2 con w1 inverso y w2 di-

recto, esto es, w es de la forma w =c Dc para alguna cadena D. Tenemos

la sucesión exacta

M [w] M [Dc]⊕M [cD] M [D]0 0....................................................................................... ............ ..................................................................................... ........................................................................................................... ............ ........................................................ ............ .

Teorema 4.8.5. Las sucesiones exactas canónicas son las sucesiones de

Auslander-Reiten conteniendo los módulos cadena.

Demostración. Ver [6, pág. 172]. �
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[2] I. Assem and A. Skowroński, Iterated tilted algebras of type Ãn, Math. Z.
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