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La Modelacion Matematica contribuye a una mejor comprension de los conceptos matematicos necesarios
en la formacién y aprendizaje de los estudiantes a temprana edad, de tal manera que puedan interpretar,
comparary reflexionar acerca de conceptos y procedimientos a través de diferentes representaciones como
graficas, expresiones algebraicas, registros tabulares o bosquejos.

Cuando el estudiante termina su periodo de educacion media e ingresa a la educacion superior a un
programa de ciencias exactas o ingenieria, su formacion en ciencias basicas termina, la mayoria de las veces,
en un curso de Ecuaciones Diferenciales. En este tipo de cursos se deben poner en practica, entre otras
herramientas, las necesarias para llevar a cabo tareas de investigacion o resolucién de problemas, como el
caso de la Modelacion Matematica.

La Modelacién Matematica se vincula a la formacion en ingenieria para darle sentido a las matematicas y
brindarles a los ingenieros herramientas conceptuales y practicas, para atender las necesidades del campo
en el que se desenvuelven [1, 2]. En este proceso de modelacién se generan acciones como el estudio de
un problema o situacién, la definicion de elementos o teorias que contribuyan a resolverlo, la descripcion
de la situacién que se estudia en términos matematicos, la construccion de representaciones o modelos, su
evaluacion a la luz del fenémeno en estudio y la interpretacién de resultados o toma de decisiones en
funcién de la situacién a resolver [2].

En este capitulo se presenta un estilo para la ensefianza de las matematicas a través de la modelacién, que
pueden utilizar los profesores que orientan cursos de Ecuaciones Diferenciales, y en el que se utilizan varios
conceptos y presaberes. La modelacidn matematica en este contexto se puede ver como un instrumento
para hacer o, en su defecto, aplicar las matematicas, incluso en el desarrollo profesional [3]. Ademas,
también se puede entender como una estrategia didactica o como metodologia de investigacion, por medio
de la interpretacién, formulacion y solucion de problemas [4].

Por lo tanto, al aplicar conceptos y técnicas como los minimos cuadrados y el teorema del Valor Medio en
un curso de Calculo Diferencial, la regresion (complemento de Estadistica), la diferenciacion numérica
(Métodos numéricos), el manejo basico de una hoja de calculo y un conocimiento de las técnicas de solucion
de Ecuaciones Diferenciales ordinarias de orden uno (abordadas generalmente en la primera parte del
curso), se puede llevar a cabo la modelacién matematica de situaciones, fendmenos o procesos de la vida
cotidiana para implementar dentro o fuera del aula durante el periodo académico.

Después de que el profesor logre poner en practica por medio de un proyecto sus conocimientos sobre
Ecuaciones Diferenciales, los estudiantes podran tomar decisiones a partir de la elaboracién de un modelo
que exprese como es la evolucidon de una variable particular a través del tiempo. De esta manera se
evidencia que la Modelacion Matematica permite mejorar la comprensién de los fendmenos o procesos
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objeto de estudio, asi como adquirir otros conocimientos propios de su formacién como futuros ingenieros,
ayudandoles a percibir la realidad y el porqué de las cosas.

1. METODOLOGIA
1.1 Identificacién de la situacién

Después de conocer el contenido del curso de Ecuaciones Diferenciales, al menos la técnica de Separaciéon
de Variables, se puede plantear una estrategia para modelar situaciones:

» Crecimientos de la poblacion. Que se pueden ver como un ser individual, y entre las que se cuenta la
modelacion matematica del crecimiento de una especie arbérea, una planta, o un animal doméstico,
como aves de corral, cerdos, cuy, etc.; entendiéndose el crecimiento como la variacién del peso a través
del tiempo, de la longitud o de alguna de las caracteristicas generales de la especie en estudio [5].
También se pueden ver como una comunidad, o un grupo de objetos que tienen un crecimiento o
decrecimiento, como es el caso de la variacién de una poblacién de un sitio en especial, o del nimero de
bacterias que se desarrollan bajo una circunstancia especifica, del nUmero de personas infectadas bajo
un virus o enfermedad, o el nivel de produccion de un elemento o materia prima, o el niumero de
vehiculos vendidos en una zona geografica a través del tiempo, del crecimiento de una poblacién de
internos en una carcel, del crecimiento o no de los delitos, segun clasificacién de las mismas autoridades,
etc.

»  Procesos de vaciado o llenado de tanques. Por medio de fluidos que pueden ser liquidos o gaseosos.
» Verificacion de una ley. Como la ley de enfriamiento o calentamiento de Newton.

= Sistemas industriales. A través de la medicién del crecimiento de ventas de un producto en particular o
a través curvas de aprendizaje [5, 6].

Después de que los estudiantes conocen las diferentes técnicas de solucién de Ecuaciones Diferenciales, se
les recomienda realizar el proyecto de aula utilizando algunas de las siguientes opciones:

1. Crecimiento de poblacion. Se puede monitorear el crecimiento de pollos de corral por aproximadamente
de tres meses. Con datos de peso tomados a diario.

2. Vaciado de tanques. Se puede monitorear el vaciado de un tanque con una geometria en especial, con
toma de datos cada segundo, y el proceso se puede filmar para mejorar la toma de datos.

3. De la pdgina https.//www.datos.gov.co/. Se pueden obtener datos histéricos bajo una periodicidad que
permita hallar la continuidad en los datos, entre los que se cuentan bases de datos de atencién en salud,
en educacion, en justicia, etc.

Estas situaciones permiten evidenciar la variacién de una magnitud en cuestién (cantidad, peso, altura, area,
volumen) en funcién del tiempo y a partir de datos histéricos, lo cual facilita encontrar una expresién para
predecir la magnitud referenciada a un tiempo futuro especifico, o generar alertas tempranas cuando haya
capacidad de la entidad responsable, o de planta instalada, inferior a las necesidades, asi como en la toma
de decisiones.

La estrategia didactica propuesta permite acercar el estudiante a las matematicas por medio de vivencias,
donde su aplicacién se sale del aula y se puede evidenciar a través de tareas de campo, lo que le permite
generar un caracter descriptivo en el que él mismo pone en practica una serie de fundamentos teéricos. El
profesor puede considerar la opcion de incluir la actividad por fuera del aula como opcién metodolégica y
hacer participe al estudiante de ingenieria de su misma formacién.

Con el conocimiento adquirido (herramientas de modelacion matematica) el estudiante, cuando tome
asignaturas del area profesional, podra implementar los conceptos y aplicaciones integradas de la
matematica hasta alcanzar una serie de competencias, destrezas y habilidades que le permitiran desarrollar
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criterios decisorios y elementos necesarios en la resolucion de problemas, que lo van a proyectar luego al
mercado laboral. En coherencia con lo anterior, en la Tabla 1 se presentan algunas metas de aprendizaje
para el estudiante universitario en relacion con el modelado del tipo de situaciones descrito, algunos
referentes tedricos que soportan estas metas de aprendizaje y algunas habilidades y actitudes que pueden

ser requeridas para el desarrollo de esta propuesta.

Tabla 1. Propuesta formativa

Metas de aprendizaje

Relacién con la literatura

Habilidades

Actitudes

Aplicar una estrategia
para modelar

situaciones de variaciéon

en un curso de
Ecuaciones
Diferenciales.

Identificar la regresion

oportuna para un

Algunos autores muestran cémo la
Modelacion Matematica puede ser
implementada en la ensefianza de la
ingenieria, a la vez que se usa software, se
analizan las variables involucradas en una
situacién y se promueven habilidades (o se
identifican dificultades) [7].

El ingeniero requiere habilidades que la
Modelacién Matemdtica puede promover,

Utilizar tecnologias
Experimentar
Analizar e interpretar
informacion

Resolver problemas
Argumentar

Trabajo en equipo
Actitud analitica
Actitud Investigativa
Curiosidad
Creatividad

fenémeno susceptible
de ser modelado a
través del uso de hojas
de calculo.

como la interpretacion, la comunicacion, el
uso de tecnologias y la solucién de
problemas [2].

1.2 Desarrollo de la situacion

Al realizar tareas de Modelacion Matematica es importante tener en cuenta los conceptos previos a partir
de Ecuaciones Diferenciales, que se pueden emplear como estrategias didacticas, como fin de ensefianza o
de investigacion de aula. A través de una ecuacion diferencial se pueden describir relaciones o vinculos
entre una variable y sus derivadas [8]. A continuacion, esta informacion sera el soporte para buscar la
situacién, el fendmeno o proceso a intervenir con las directrices del profesor. Al respecto, se tienen estudios
como el de Trigueros [9] y el de Scardigli et al. [10].

1.3 Herramientas matematicas
1.3.1  Ajuste por minimos cuadrados

Al estudiar un fenédmeno o proceso a partir de registros historicos, se puede construir una tabla de nparejas
de datos a igual espacio respecto de la primera componente, tal como se muestra en la Tabla 2.

Tabla 2. Datos historicos de un fenémeno o proceso

X Y
X1 b4
X2 )2
X3 )3
Xn-1 y n-1
Xn P

Por medio de la teoria de los Minimos Cuadrados se puede intentar llegar a la curva de mejor ajuste con
una expresion de la forma $ = f(x), donde (x, ¥ ) representa las coordenadas o componentes de la curva
de aproximacion, tal como se expone en los cursos de calculo (aplicacion de la derivada) [11], o como una
aplicacién de lo descrito en los procesos de ajuste de la curva que presente la mejor tendencia de los datos
histéricos [12].

La teoria de los Minimos Cuadrados inmersa en los procesos de regresion, y con la ayuda de una hoja de
calculo, permite encontrar la funcidon continua o curva de aproximacion que mas se acerca a los datos reales
o tendencia de los datos histéricos, como los expuestos en la Tabla 2, asi no coincida con dichos puntos. Al
digitar la Tabla 2 en una hoja de calculo, y luego de insertar la grafica respectiva, se busca el formato de la
linea de tendencia, como se ilustra en la Figura 1.

75



Figura 1. Formato de linea de tendencia en hoja de cdlculo

El formato de linea de tendencia brinda las siguientes opciones de regresion con su respectiva expresion:

Regresion Exponencial: y = aeb*

Regresion Lineal : y=ax+b

Regresion Logaritmica : y=aln(x)+b

Regresion Polindmica (hasta orden 6): y = ax® + bx® + cx* + dx3 + ex? + fx + g
Regresién Potencial: y = ax?

Donde los valores g, b, ¢, d, e fy gse encuentran siempre y cuando el algoritmo lo permita en el dominio
de la funcién. Es importante mencionar que los datos que estén en columna de la izquierda (Tabla 2),
siempre seran de la variable independiente (x), y los de la segunda seran de la variable dependiente ().

1.3.2 Teorema del valor medio

Al tomar como origen el teorema de Rolle [13], el teorema del valor medio permite una aproximacién de la
derivada por andlisis de rectas tangentes, que expresa que si una funcion f(x) es continua en el intervalo
cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b), entonces existe un nimero ¢ en (a, b), (ecuacion (1).

' _ f)-f(a)
f1(e) = FL0 O
El nimero ¢ se escoge de tal manera que sea el punto medio del intervalo (a, b) y permita encontrar la
derivada en ese punto, a partir de conocer la evaluaciéon de la funcion en los extremos del mismo intervalo.
El teorema del valor medio se toma a su vez como un caso especial del teorema de Taylor.

1.3.3 Diferenciacién o derivacién numérica

Es una estrategia o método numérico que permite encontrar con aproximacién adecuada la evaluacién de
la derivada en un punto, después de conocer sus valores en la vecindad y sin conocer la funcién que lo rige.
El soporte de la diferenciacién son el teorema del valor medio y el teorema de Taylor [12]. Al hacer la
semisuma de las diferencias centradas hacia delante y hacia atras, se llega a la diferenciacion numérica
centrada a tres pasos. Para ser puestas en practica por medio de un proyecto de curso, estas herramientas
deben ser direccionadas y sugeridas por parte del profesor, que debe realizarse como tarea de campo por
parte de los estudiantes y en equipos de trabajo. Dicho proyecto involucrara trabajo cooperativo que
contribuye a generar motivacion, creatividad, compromiso, aproximacién a la matematica, afianzamiento
de conceptos y contextualizaciéon en una situacién particular, lo cual crea un ambiente dindmico al interior
del curso de Ecuaciones Diferenciales.
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1.4 Modelacién matematica de un fenémeno o proceso

En la literatura se encuentran estudios acerca de los modelos que mas se usan, entre los que se pueden
citar los de crecimientos de poblacién como los de Bertalanffy [14] y los de vaciado de Tanques [15].

1.4.1 Situaciones de modelacién matematica

Después de tener claridad acerca de los conceptos necesarios se plantea como proyecto de curso, o trabajo
de aula, una investigacién para encontrar la variacion de una magnitud en funcion del tiempo. Para ello se
requiere conocer la base de datos del desarrollo historico de un fenémeno o proceso con 17 datos y con
igual separacién en el tiempo, como en la Tabla 3, donde frepresenta el tiempo transcurrido y Vel nimero
de unidades de la variable en estudio que, bajo la presente metodologia, siempre se podra llegar a la
expresion matematica N = f(t) que con mayor grado se aproxime a unos datos historicos, de tal manera
que se puedan hacer proyecciones o pronosticos de interés, y que permita generar conclusiones al respecto.

Tabla 3. Datos histéricos de un fenémeno o proceso

t N
4 N
1) N,
t Ns
tn—W Nn—1
t Na

1.4.2 Tratamiento de la informacion

A los datos obtenidos de la Tabla 3 se les desea calcular la derivada numérica N’por medio del teorema del
Valor Medio y de la Diferenciacion centrada a tres pasos (si se desea mejorar la precision al reducir el error,
se puede trabajar con la diferenciacion centrada a cinco pasos). El igual espaciamiento en el tiempo se
garantiza por la ecuacion (2), donde A representa el tamafio de paso.

ti+1 = ti + h (2)
Al usar la Diferenciacion centrada a tres pasos, por medio de la ecuacién (3) y con i: [2..n — 1].

. i+1— Nj— d
N'(i) = N1+12hN1 1. d_IZ

® 3)

Se pueden adicionar dos columnas mas y construir la Tabla 4.

Tabla 4. Datos histéricos de un fendmeno o proceso

t N N’ N/N
[’7 NI

5] N N2 2/Nz
t; N3 N’ N’ /N3
[’,7.7 Nn.i N/n-l NI/7-7 N/7-7
ta Ny

Notar que no se puede calcular los valores Ny N7/ N;, Npni No/N,.

1.4.3 Obtencién de la ecuacion diferencial

De la Tabla 4 se pueden estudiar tres tendencias: 1) entre ty N, 2) entre N y N,y 3) entre N y N/N, que
conduciran finalmente a expresiones de la forma: N'= ft) N = fIN)y N7N=f(N) respectivamente. Entre las
relaciones expuestas se hace el andlisis de regresion, segliin los valores que se obtienen, pero la expresién
final conducira a una Ecuacién Diferencial Ordinaria de orden 1, que podra ser resuelta por un método o
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técnica vista en la primera parte del curso de Ecuaciones Diferenciales (solucion de Ecuaciones Diferenciales
de primer orden). Para ello se implementa el primer dato almacenado en la Tabla 3 como condicién inicial,
es decir, N(t,) = Ny, que servira para encontrar la constante de integracién K (que se origina en la solucion
de toda ecuacién diferencial ordinaria de orden 1), en los respectivos casos.

1.4.4 Andlisis de regresion entre ty N’

Representa la razén de cambio de la variable N en funcién del tiempo ¢ De la tabla 4, se organiza la tabla 5.

Tabla 5. Analisis de Regresion entre ty NV’

t N’
t N5
t3 N5
tn—I N’ni

Al efectuar todos los analisis, se llegara a una expresiéon como la ecuacién (4).

d

N'"= f(t)=— 4)

N

dt
dN .z . . . s .

Donde - = f(©) representa una ecuacion diferencial que se puede resolver por Separacién de Variables

(ecuacion (5)).

JdN =[f®dt (5
Donde f(t) representa todas las formas de regresidén generadas por la hoja de calculo:
= Regresion Lineal (Ecuacion (6)).
N' = at+b, (6)

Que se puede expresar con la ecuacion (7).

dN
oo at+ b, (7)

Que conduce a la integral de la ecuacién (8).
N = [(at + b)dt (8)

Cuya solucion es la ecuacion (9).
N=al+bt+K 9)
» Regresion Exponencial (ecuacion (10)).
N' = aqe®, (10)
Que se puede expresar con la ecuacion (11).
an bt

— =ae
dt

Que conduce a la integral de la ecuacion (12).

(1

N = [ aebtdt (12)
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Cuya solucién es la ecuacion (13).
N=2el +K (13)
Regresion Exponencial con base diferente a “e”(ecuacion (14)).
N’ = ab',b >0 (14)
Que se puede expresar con la ecuacion (15).

— = abt, (15)

dt

Que conduce a la integral de la ecuacién (16).
N = [abtdt (16)

Cuya solucién es la ecuacion (17).

—__a t
N—Ln(b)b +K 17)

Regresion Logaritmica (ecuacion 18).
N' = aln(t) + b, (18)

Que se puede expresar con la ecuacién (19).

S =aln(t) +b, (19)
Que conduce a la integral de la ecuacion (20).

N = [[aLn(t) + b]dt (20)
Cuya solucion es la ecuacion (21).

N =t[aln(t) —a+b]+K (21)
Regresion Polindmica (ecuacion (22)).

N' = at®+bt> +ct* +dt3 +et?’ + ft+ g,

La cual se puede expresarse con la ecuacién (23).

= ats+btS+ctt +dt’ +et? +ft+g,
Que conduce a la integral de la ecuacién (24).
N = [[at® + bt® + ct* + dt® + et? + ft + g]dt

Cuya solucién es la ecuacién (25).

t7 t® ts t4 t3 t2
N=a—-+b—+c—+d—+e—-+f—+gt+K
7 6 5 4 3 2

(23)

(24)
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1.4.5 Andélisis de Regresién entre Ny NV’

Representa la razén de cambio de la variable MV en funcién de la misma variable N. De la Tabla 4 se organiza
la Tabla 6.

Tabla 6. Analisis de Regresién entre Ny NV’

N N’
N> N
N3 N3
Np-s N

Al efectuar todos los andlisis, se llegara a una expresién como la ecuacion (26).

N"= f(N),

(26)

dN . s . .
La cual se puede expresar como — = f(N), que representa una ecuacion diferencial que se puede resolver

por Separacion de Variables, como la ecuacion (27).

Donde f(N) representa todas las formas de regresion generadas por la hoja electrénica:

1 —
fmdN_fdt

Regresion Lineal (ecuacion (28).
N’ = aN + b,

La cual puede expresarse como la ecuacion (29).

d—N=aN+b,
dt

Que conduce a la integral de la ecuacion (30).

[——dN = [dt

aN+b

Cuya solucién es la ecuacion (31).

N = Ke® — -

Regresion Exponencial (ecuacion 32).

r_ bN
N = ae””,

Que se puede expresar como la ecuacion (33).

N
= = qebV,
dat

Que conduce a la integral de la ecuacion (34).
[e ®MdN = [ adt

Cuya solucién es la ecuacion (35).

(27)

(28)

(30)

(32)

(34)

N = —=Ln[—abt +K] (35)
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»  Regresion Exponencial con base diferente a “e”(ecuacion 36).
N' = ab",b>0 (36)

Que se puede expresar con la ecuacion (37).

N _ abV, (37)

dt

Que conduce a la integral de la ecuacion (38).
[b™MdN = [ adt (38)

Cuya solucién es la ecuacién (39).

1

N=-15

Ln[(K — at)Ln(b)] (39)
1.4.6 Andlisis de Regresién entre Ny%

Este andlisis en especial permite conocer la tendencia de la razén de cambio relativa de la variable a analizar.
De la Tabla 4 se organiza la Tabla 7.

Tabla 7. Andlisis de Regresion entre Ny N/N

N N7N

N> N2 /N

Ns N5 /N3
Nn.7 NI/7-7/N/7-7

Al efectuar los analisis se llegar a la ecuacion (40).
T= ), (40)

Que se puede expresar con la ecuacién (41).

dN
NF(N) T

dt, (41)

Que representa una ecuacion diferencial que se puede resolver por Separacion de Variables (ecuacion (42)).

1
[ramdN =fdt  (42)

Donde f(N) representar todas las formas de regresion generadas por la hoja de calculo:

» Regresion Lineal. Cuando la tendencia de la Razén de cambio relativa es lineal, como la que se describe
en la ecuacién (43), se conoce como el Modelo Logistico.

M~ an +b, (43)
N
Que se expresar con la ecuacion (44).
1 dN
Nar aN + b, (44)

Que conduce a la integral de la ecuacion (45).

[——dN = [dt  (45)

N(aN+Db)
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Cuya solucién es la ecuacion (46).

N = B (46)

T 1-akebt

»  Regresion Logaritmica. Cuando la tendencia de la Razén de cambio relativa es Logaritmica, como la
ecuacion (47), se conoce como el Modelo de Gompertz.

N

~ = aln(N) +b, (47)

Que se puede expresar con la ecuacién (48).

~==aln(N)+b,  (48)

Que conduce a la integral de la ecuacion (49).

[————dN=[dt (49)

N(aLn(N)+b)

Cuya solucién es la ecuacién (50).

at b
N = eXe"a (50)

Aplicaciones clasicas de este modelo se encuentran en [16, 17]. Después de encontrar la expresion
matematica por medio de los casos anteriores, se evidencia que en todas aparece la constante K que puede
encontrarse por medio de la condicién inicial correspondiente a la primera fila de la Tabla 3, es decir, si ¢ =
t;, entonces N=N,.

Luego de obtener el valor de K, se reemplaza en todas las expresiones soluciéon de todas las respectivas
ecuaciones diferenciales, para llegar a una expresion de la forma de la ecuacion (51).

Naprox = f(t) (31

Para identificar el mejor modelo se toman todas las funciones encontradas Ny, Y Se evaltan todos los
valores de la columna ¢de la Tabla 3, para organizar la Tabla 2 ampliada, donde los valores de N originales
pasan a ser los valores N,.,;, que permite hacer una comparacion para llegar a la Tabla 8.

Tabla 8. Analisis comparativo entre datos reales y datos aproximados

t N real N aprox
t N1, N1,
t N2, NZ;
t; N3, N3,
tn—I Nn‘ 7/ Nn— 7a
tn Nor Noa

Esta comparacion se realiza por medio del instrumento estadistico Coeficiente de Determinaciéon R?, que
mide la cantidad de variacion o medida de dispersion en los datos encontrados respecto de los datos reales,
e indica qué tanto se ajusta el modelo a dichos datos. Este modelo se obtiene entre todos los valores de la
columna N, y los de la columna de N, Es decir, mide la correlacion entre las dltimas dos columnas. El
coeficiente R? es un valor entre cero y uno 0 < R* < 1y, entre mas cercano a 1, mejor sera la aproximacion.

1.5 Momentos de la situacién

Los momentos del desarrollo del proyecto, con lo aprendido en el aula, se llevan a cabo por fuera de ella en
el siguiente orden.
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1. En cualquiera de las situaciones descritas los datos se consignan en la Tabla 3.
2. A partir de los datos de la Tabla 3 se calcula la derivacion numérica, con resultados en la Tabla 4.

3. A partir de los datos de la Tabla 4 se organizan las Tablas 5, 6 y 7, para luego realizar la regresion lineal,
exponencial, potencial, logaritmica y polinomial, y llegar a la Ecuacion Diferencial Ordinaria de orden 1.

4. Lasolucién de la ecuacion diferencial obtenida permite llegar al modelo matematico que se aproxima al
fenédmeno o proceso en estudio.

5. La puesta en marcha de la expresion encontrada se da con los mismos valores en el tiempo descrito,
para llegar a unas imagenes de aproximacion, tal como se exponen en la Tabla 8.

6. A través del coeficiente de determinacion se realiza analisis del nivel de ajuste y comparacion entre los
valores histéricos y los valores aproximados, que permite valorar la efectividad del modelo y su
confiabilidad en resultados futuros.

2. RESULTADOS Y ANALISIS

A continuacion, se presenta la experiencia de modelacién matematica en el laboratorio de fisica [5], en un
curso de Ecuaciones Diferenciales (después de haber visto las técnicas de solucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden 1) en la Unidad Central del Valle, con sede en Tulua, Colombia.

La practica consistié6 en observar el comportamiento del enfriamiento de 100 ml de agua y tratar de
encontrar la expresion matematica que mas se acercara a los datos obtenidos experimentalmente. Para
ello se lleva el agua (en un vaso de precipitado) a una estufa para encontrar su punto de ebulliciéon. Tulua
se haya a 966 msnm, y el punto de ebullicion se logré a 97,8°C.; luego se retir6 la fuente de calor para iniciar
la toma de datos de temperatura y tiempo, cada minuto, obteniéndose los datos de la Tabla 9.

Tabla 9. Toma de datos en el proceso de enfriamiento de 100 ml

t (m) T(°C)
0 97,8
2 85,3
4 77,9
6 72,4
8 67,5

10 63,4
12 60,4
14 57,4
16 55,1
18 52,9
20 51,0
22 49,2
24 47,8
26 46,2
28 44,8
30 43,7
32 42,5
34 41,6
36 40,6
38 39,7
40 38,8
42 38,0
44 37,3
46 36,6
48 36,0
50 353
52 34,8
54 34,3
56 33,8
58 334
60 33,0
62 32,7
64 32,4
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66 32,0
68 31,7
70 31,3
72 31,1
74 30,8
76 30,6
78 30,4
80 30,2
82 30,0
84 29,7
86 29,6

Posteriormente, y a partir de los datos historicos de la Tabla 9, se calculé la derivada numérica centrada a

tres pasos, los resultados se presentan en la Tabla 10.

Tabla 10. Calculo de la derivada numérica

t(m) T(°Q) T
0 97,8
2 853 -4975
4 779 -3,225
6 72,4 -2,600
8 675 -2,250
10 634 -1,775
12 604 -1,500
14 574 -1,325
16 551 -1,125
18 529 -1,025
20 51,0 -0,925
22 49,2  -0,800
24 47,8 -0,750
26 46,2  -0,750
28 44,8  -0,625
30 43,7  -0,575
32 42,5 -0,525
34 41,6 -0,475
36 40,6  -0,475
38 39,7 -0,450
40 388 -0425
42 380 -0,375
44 373 -0,350
46 36,6 -0,325
48 360 -0,325
50 353 -0,300
52 348 -0,250
54 343 -0,250
56 33,8 -0,225
58 334 -0,200
60 330 -0,175
62 32,7 -0,150
64 324 -0,175
66 320 -0,175
68 31,7 -0,175
70 31,3  -0,150
72 31,1 -0,125
74 30,8 -0,125
76 306 -0,100
78 304 -0,100
80 30,2 -0,100
82 300 -0,125
84 29,7 -0,100
86 29,6 NA

Mediante la regresion lineal, a las columnas Ty T', y con la ayuda de la hoja de calculo, se obtiene la ecuacién

diferencial que modela la Ley de Enfriamiento de Newton, ecuacién (52) (Figura 2).
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Figura 2. Representacién grafica de la ecuacién diferencial

% = —0.0658T + 2.0871 (52)

Esta ecuacion diferencial es ordinaria de orden 1, y con la condicién inicial, como el primer dato tomado en
la Tabla 9 es T (0) = 97.8, se llega a su solucion de la siguiente manera:

T = 66.814¢700658¢ + 31,718
La solucién de la ecuacién diferencial obtenida permite llegar al modelo matematico que se aproxima al
enfriamiento de 100 ml. El analisis de la expresidon matematica se lleva a cabo con todos los valores en el

tiempo de la Tabla 9 original, para comparar con los valores aproximados consignados en la Tabla 11.

Tabla 11. Analisis comparativo entre valor real y aproximado de temperaturas

t(m) Treal (°C) Tapr (°C)

0 97,8 98,5

2 85,3 90,3

4 77,9 83,1

6 72,4 76,7

8 67,5 71,2
10 63,4 66,3
12 60,4 62,0
14 57,4 58,3
16 55,1 55,0
18 52,9 52,2
20 51,0 49,6
22 49,2 47,4
24 47,8 45,5
26 46,2 43,8
28 44,8 42,3
30 43,7 41,0
32 42,5 39,9
34 41,6 38,8
36 40,6 38,0
38 39,7 37,2
40 38,8 36,5
42 38,0 35,9
44 37,3 354
46 36,6 35,0
48 36,0 34,6
50 353 34,2
52 34,8 33,9
54 34,3 33,6
56 33,8 334
58 334 332
60 33,0 33,0
62 32,7 32,8
64 32,4 32,7
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66 32,0 32,6

68 31,7 32,5
70 31,3 32,4
72 31,1 32,3
74 30,8 32,2
76 30,6 32,2
78 30,4 32,1
80 30,2 32,1
82 30,0 32,0
84 29,7 32,0
86 29,6 32,0

Los datos arrojan un coeficiente de determinacion de 0,986 (Figura 3), que es bueno por su proximidad a 1.

Figura 3. Comparacion con los valores aproximados consignados

Este caso particular, referido al enfriamiento de agua, se puede desarrollar en diferentes regiones y permite
aplicar una estrategia para modelar situaciones de variacién en un curso de Ecuaciones Diferenciales. Sin
embargo, es importante reconocer la posibilidad de extender su uso en otros posibles problemas, donde
se puede utilizar la tecnologia en procesos de modelacion.

La propuesta busca aprovechar las posibilidades de la Modelacién Matematica para, por un lado, brindar
herramientas a los profesores de Ecuaciones Diferenciales que les permita promover la apropiacion
conceptual, procedimental y actitudinal de los contenidos propios de este tipo de cursos y, por otro lado,
posibilita el uso de aspectos involucrados en una estrategia para modelar situaciones de variacién y cambio.

En ese sentido, mas que realizar un proceso tjpo receta para modelar situaciones, lo que se pretende es
brindar ideas sobre posibilidades de actuacion para la modelaciéon, que pueden ser ajustadas,
complementadas, transformadas o ignoradas en funcién del tipo de modelos que se pretendan construir y
las herramientas tecnoldgicas (materiales o de otro tipo) que medien la accion de los estudiantes.

Por otro lado, vale la pena reconocer la multiplicidad de situaciones que se pueden abordar en clases de
Ecuaciones Diferenciales mediante el uso de proyectos. En particular, la experiencia de enfriamiento
implementada en la Unidad Central del Valle del Cauca le posibilité al profesor disefiar estrategias
(laboratorio de matematicas), que permitiera acercar el estudiante de ingenieria a la utilidad y aplicabilidad
de las matematicas, ya que es una experiencia que muchas veces no se aprovecha, es decir, reflexionar y
conocer para qué sirven los procedimientos matematicos.

Por medio de la practica los estudiantes evidenciaron el uso de la teoria en la solucién de un problema
particular, ya que manifestaron que la configuracién de estos proyectos de modelaciéon y el uso de la
estrategia les brinda oportunidades para crear e innovar en requerimientos que demanda la sociedad.

Sin embargo, en este tipo de procesos también se presentan algunas dificultades relacionadas con el acceso
a la informacion y el uso de otros tipos de regresién en los que, dependiendo del comportamiento de las
variables a través del tiempo, se podran encontrar fenédmenos ciclicos con tendencia al crecimiento o
decrecimiento, que podrian solucionarse en la medida en que se pueda contar con mejor acceso a
tecnologias y software dinamicos.
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3. EVALUACION

Estrategias didacticas como la de la Modelacién Matematica le permiten al profesor crear instrumentos para
valorar qué tanto asimilan los estudiantes los conocimientos, y el desarrollo de habilidades y competencias
para aprovechar las ciencias basicas de ingenieria. Una de las alternativas de evaluacién que el profesor
puede emplear en incorporar en esta propuesta es el Aprendizaje Basado en Proyectos ya que, luego de
asignar una problematica o fendmeno a estudiar (proyecto), con el fin de predecir su comportamiento a
través del tiempo, es facil evidenciar la puesta en practica de los conocimientos previos, asi como los propios
del curso de Ecuaciones Diferenciales en su fase inicial.

Esto posibilita que los estudiantes desarrollen trabajos que implican actitudes y habilidades como la
indagacién, la curiosidad, la creatividad, la resolucidn de problemas y la comunicacién. Ademas, la manera
en que se desarrollen los proyectos se puede ajustar a las condiciones contextuales del curso, de tal manera
se consideren aspectos como:

» La eleccién de una tematica susceptible de modelar bajo la estrategia propuesta en este capitulo y que
puede ser de interés para los estudiantes, o sugerida por el profesor.

= Busqueda de informacién en relacién con la tematica. Esto también posibilita que los estudiantes
desarrollen habilidades relacionadas con la indagacién y el analisis de informacién, que se puede
obtener a partir de bases de datos suministradas por las entidades oficiales, empresas, o por recoleccion
durante el periodo académico.

* Presentacién de los resultados de los proyectos en diferentes formatos, de manera que se posibilite la
creatividad y la comunicacion.

* Productos para valorar los procesos realizados. En este caso se pueden incluir informes sobre el
desarrollo del proyecto, un producto final como presentaciones en podster (u orales), videos,
simulaciones, entre otros, que permitan evaluar el aprendizaje de los estudiantes.

De manera particular, se sugiere el uso de bitacoras virtuales o fisicas donde los estudiantes anoten los
avances de su proceso de indagacion, las notas de los conocimientos requeridos para el desarrollo del
proyecto y los modelos construidos. Esta bitdcora puede ser revisada en tres momentos: 1) inicial, donde
se delimita el tema y los conocimientos requeridos, 2) intermedio, donde se presenta la obtencién de los
datos, su registro y su analisis, y 3) presentacién del informe final. En este proceso los profesores pueden
brindar recomendaciones, corregir errores en calculos y hacer seguimiento a las fortalezas y retos de los
trabajos realizados. Finalmente, es posible realizar una jornada de presentacion de los proyectos en el
grupo para mostrar sus trabajos a los compafieros.

4, TRANSFERENCIA O AMPLIACION A OTRAS SITUACIONES Y CONTEXTOS

Encontrar en libros de texto de Ecuaciones Diferenciales situaciones que se puedan desarrollar bajo el
enfoque propuesto en este trabajo de manera directa puede ser complicado, porque gran parte de las
actividades y tareas que proponen se centran en desarrollar procedimientos basados en ejercicios
(situaciones de calculo) o en el desarrollo de conceptos. No obstante, se sugiere transformar problemas de
calculo de los libros para que se conviertan en situaciones problematicas de la vida real, y que puedan ser
estudiadas por los estudiantes. Algunos textos de interés son:

= Banasiak J. (2013). Mathematical modelling in one dimension: An introduction via difference and
differential equations. Cambridge University Press.

= Zill D. (2018). Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado. Cengage.

Adicionalmente, se sugiere la revisidon de reportes de la literatura que incorporan situaciones de modelacién
y que pueden brindar ideas complementarias a las presentadas en este capitulo para cursos de ecuaciones
diferenciales. Una investigacidon relacionada con esta propuesta es:
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» Rodriguez R. y Quiroz S. (2015) Developing modelling competencies through the use of technology. In
Stillman G. et al. (Eds.), Mathematical modelling in education research and practice. international
perspectives on the teaching and learning of mathematical modelling. Springer.

Es importante mencionar trabajos de laboratorio de matematicas, como la Ley de Enfriamiento de Newton,
donde se ponen en practica los conceptos expuestos, como los presentados en:

= https://www.youtube.com/watch?v=WEqDYMah-Zg
= https://www.youtube.com/watch?v=h75JhiTBitl&t=20s

Finalmente, se destaca el uso de herramientas tecnolégicas que pueden contribuir al estudio de situaciones
en un curso de ecuaciones diferenciales, entre las que se destaca:

= Rodriguez R.y Quiroz S. (2016). El papel de la tecnologia en el proceso de modelacién matematica para
la ensefianza de las ecuaciones diferenciales. Revista latinoamericana de investigacion en matematica
educativa, 19(1), 99-124.

5. CONCLUSIONES

La propuesta que se presenta en este capitulo pone de relieve una estrategia para resolver diferentes
problemas de modelacion en cursos de ecuaciones diferenciales, al usar diferentes conceptos,
procedimientos y técnicas matematicas que posibilitan acciones como la construccién, el analisis, la
comparaciony la validacion de modelos en correspondencia con una situacion o fendmeno del mundo real.
Asi mismo, este trabajo ofrece la posibilidad de usar diferentes registros tabulares, graficos y analiticos para
generar una comprensién mas amplia de las variables involucradas en el fenémeno y su variacion.

Es importante considerar el rol de los diferentes registros de representacién y de los medios disponibles
para modelar, pues se convierten en posibilidad para estudiar los fenémenos y conectarlos con las
matematicas. En particular, la situacion que se presenta frente al enfriamiento del agua se convierte en un
ejemplo particular frente a cdmo se puede dinamizar este tipo de estrategias en el aula y de insumos como:

= La aplicacion de estrategias para la resolucién de problemas que involucran Ecuaciones Diferenciales.
= Uso de Tecnologias para procesos de modelacién y uso de diferentes sistemas de representacion.

= El reconocimiento de las visiones que pueden tener los estudiantes frente a la implementacién de este
tipo de estrategias y su aplicabilidad.

= Desarrollar una evaluacion progresiva y centrada en los procesos en cursos de Ecuaciones Diferenciales.

No obstante, también se reconocen retos importantes que deben ser atendidos durante la implementacién
de este tipo de estrategias:

= Establecer conexiones entre los diferentes sistemas de representacion.
= Reconocer la importancia de las tecnologias en el desarrollo de este tipo de trabajos.

= Diferenciar el tipo de regresion que se puede usar para el estudio de una situaciéon o la solucién de un
problema.

En ese sentido, este trabajo presenta algunos insumos que pueden ayudar a promover actividades,
discusiones, interpretaciones y toma de decisiones en los cursos de Ecuaciones Diferenciales en la
formacion ingenieril, de tal manera que se valoren las estrategias, el uso de tecnologias y de la modelacion
matematica en la resolucion de problemas.
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